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Résumeé

Dans cette these, on s’intéresse a l’étude de systemes de controle d’attitude d’un engin spatiale
en se basant sur le développement des lois de commande robustes pour assurer la stabilisation
du systeme de ['attitude . Ceci a été réalisé en combinant la théorie de contrdle des systémes

dynamiques et en appliquant les principes sur le systeme de contréle d attitude du satellite.

Ces recherches ont été réalisées, d 'un point de vue théorique par la conception de deux lois de
commande pour traiter le probleme de deux facons différentes. Pour atteindre /’objectif une
étude de modélisation d’attitude de satellite est d’abord abordée en partant des relations
mathématique régissant le mouvement de rotation des corps rigides, plusieurs représentations

de ['attitude d’un satellite ont été proposées.

Les travaux portaient principalement et en premier lieu sur la commande par mode glissant,
qui a la propriété de robustesse face aux incertitudes du modele, et aux perturbations externes.
Le concept de contr6le considéré dans cette these était de discuter les différentes
caractéristiques des surfaces de glissement en ajoutant un nouveau critére de choix. En plus
d’un traitement d’une loi de commande basé sur le régulateur PD, et d’un estimateur pour
compenser l’effet des parametres incertains ou inconnus de l’inertie et de couples de

perturbation.

En plus du traitement théorique, la thése contient des résultats de simulations pour les

contrdleurs développés.



Abstract

This thesis deals with the study of attitude control systems and the development of control laws
to ensure the stabilization of the attitude system. This was achieved by combining the dynamic

systems control theory and applying this principles on the satellite attitude control system.

This research was carried out from a theoretical point of view by the design of two control laws
to treat the problem in two different ways. To achieve the goal a satellite attitude modeling
study is first approached using mathematical relationships governing the rigid bodies

rotational motion, several attitude representations have been proposed.

The work focused mainly on the sliding mode control, which has the property of robustness
against the model uncertainties, and external disturbances. The control concept considered in
this thesis was to discuss the different characteristics of the sliding surfaces by adding a new
selection criterion. In addition to the study of a PD based controller, with an estimator to

compensate the effect of uncertain or unknown parameters of inertia and disturbances.

In addition to the theoretical treatment, the thesis contains simulation results for the developed

controllers.
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Introduction Générale

Les satellites sont devenus un domaine d'application important dans le nouveau développement
technologique. Ils sont utilisés dans de nombreux domaines a partir des télécommunications
aux technologies de défense. Pour une mission réussie le satellite devrait étre stabilisé a une
attitude donnée. Ainsi, les manceuvres d’attitude du satellite ont un réle important dans le bon
fonctionnement des charges utiles embarquées. Ce qui a fait du contréle d'attitude une partie
importante dans la recherche sur les technologies spatiales. La conception correspondante des
lois de commandes pour le controle d’attitude a donc fait I’objet d’une attention particuliére au
cours des derniéres decennies. Plusieurs méthodes de contrdle et nombreuses approches
avancées ont été développées au cours des dernieres années depuis le lancement du premier
satellite en 1957 pour les satellites rigides et flexibles (Eme'yanov) (Tayebi), (Chunodkar et
Akella), (Forbes, Liu et Findlay) . Le travail de (Crouch,), (Byrnes et Isidori,) a souligné la
nature géometrique et non lineaire du probléme, et a jeté les bases pour les développements
majeurs dans ce domaine. Une analyse assez complete du probleme du contrdle d'attitude est
présentée dans (Utkin), (Hamel) ou un large éventail de techniques de contréle, allant du
contréle proportionnel simple au contréle adaptatif, a été proposé. 1l faut souligner que de plus
en plus de charges utiles avancées seront montees sur les satellites pour effectuer les missions
prévues. L'attitude souhaitée doit étre établie pour garantir que toutes les charges utiles puissent
fonctionner normalement. En conséquence, un certain nombre d'exigences, notamment la
précision de pointage d'attitude et la stabilité d'attitude, seront imposées au systeme de contréle
dattitude du satellite. Cependant, les satellites seront toujours sous l'effet de couples
perturbateurs et de I’incertitude d'inertie (Lim), (Xiao, Huo et Yang). Dans une certaine mesure,
ces deux problemes vont détériorer les performances de controle d’attitude. La derniére
décennie a été marquee par un développement important dans la résolution de ces deux
problemes. Cependant, ce probleme est toujours ouvert. Dans les littératures existantes et afin
de trouver des solutions, il existe deux types d'approches. L'une consiste a considérer le couple
de perturbations et I’incertitude d'inertic comme des perturbations localisées et incertitudes,
puis a concevoir un controleur dattitude robuste (Kim et Kim). Avec l'application d'un
contréleur aussi robuste, la robustesse est garantie face aux perturbations et a I'inertie incertaine.
Par exemple, la théorie du contréle Hoo a été adoptée pour développer un contrbleur d'attitude
robuste dans (Zanchettin, Calloni et Lovera), (Nagashio, Kida et Ohtani), (Hamada, Ohtani et
Kida). Les performances de contrdle d'attitude souhaitées étaient garanties méme en présence

de perturbations externes, d'incertitudes du systeme et méme de vibrations flexibles.
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Prenant en compte les avantages du contr6le en mode glissant (SMC), particuliérement
intéressantes, notamment une réponse rapide et une insensibilité aux paramétres incertains et
aux perturbations. Le contrdle en mode glissant a été reconnu comme I'un des outils les plus
efficaces pour concevoir des contréleurs robustes pour un systéme dynamique non linéaire
complexe d'ordre élevé fonctionnant dans diverses conditions (Xiao). Cette technique est
largement utilisés pour la conception de lois de commande d’attitude robustes (Chen et Lo),
(Hui et Li). Dans ( Pukdeboon, Zinober et Thein), un contréleur de mode glissant d'ordre élevé
a été développé, et un suivi d'attitude avec une précision de pointage élevée a été réalisé. Le
contrbleur proposé garantissait que la sortie du systeme était robuste face aux perturbations et
incertitude d’inertie. Dans ( Xia, Zhu et Fu), le probléme du contréle de suivi d’attitude malgré
les perturbations et I’inertie incertaine a été résolu en présentant un contrdleur de mode glissant.
Ce probleme a également été étudié dans (Zhu, Xia et Fu)pour la manceuvre de stabilisation
d’attitude de satellite avec un couple de sortie de I’actionneur contraint. . (Sahjendra et Ashok)
- (Elmali et Olgac) combinent la linéarisation d'entrée / sortie avec la commande par mode
glissant pour former un contréleur hybride. De méme, un contréleur de suivi d'attitude en mode
glissant a été présenté pour les engins spatiaux flexibles afin de compenser la perte additive et
partielle des défauts d'efficacité des roues de réaction dans (Massey). Le contrdle adaptatif du
mode de glissement flou pour la stabilisation d'attitude du satellite flexible est utilisé dans
(Guan, Liu et Liu). Dans ( Patel, Kumar et Behdinan), l'utilisation de la pression de
rayonnement solaire pour le controle dattitude des satellites sur des orbites elliptiques basée

sur un contrble de structure variable est considérée.

Les principaux avantages de contr6le en mode glissant, en tant qu'approche a structure variable
(VSC), sont sa réponse dynamique rapide, sa robustesse, sa simplicité de conception et de mise
en ceuvre. Le principal inconvénient de SMC est le phénoméne de chattering bien connu. De
nombreuses méthodes ont été proposées pour résoudre ce probleme, telles que la technique de

la couche limite (Perruquetti).

Une commande floue est récemment introduite dans le contrdle par mode glissant pour atténuer
les phénomeénes de chattering. Dans ( Hwang et Chang), les auteurs ont développé une méthode
basée sur le principe du contréle par mode glissant pour gérer efficacement le probléme de
chattering par l'application de la théorie des ensembles flous. Le travail de (Kim et Lee) a
proposé une commande floue avec une surface de glissement floue, et a prouvé la stabilité du

systeme de contrdle flou et la limite de I'erreur de poursuite. Les procédures de conception de
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ces méthodes se concentrent généralement sur les régles de contrle floues fixes, qui sont

généralement inappropriées et possedent une faible adaptabilité a I'incertitude.

Par conséquent, diverses méthodes de réglage sont généralement utilisées pour améliorer les

performances des commandes par mode glissant flou.

Dans la conception de controle d'attitude robuste, les perturbations et les incertitudes ne seront
pas éliminés, et leur robustesse sera atteinte avec des performances de controle d'attitude
acceptables ce qui est important de point de vue réduction des calculs et par conséquent

diminution de la complexité de systeéme de contrdle d’attitude.

En revanche, Une autre approche de contrdle d'attitude avec une bonne précision consiste a
rejeter les perturbations et les incertitudes (B. Xiao, Q. L. Hu et S. William), ( Chen et Huang),
(Li, Su et Wang) (Feng, Yu et Han).

Pour ce type d'approche, I’amplitude ou sa limite supérieure du couple de perturbation et des
incertitudes seront estimées, puis un contréleur sera congu pour les compenser. Pour atteindre
cet objectif, la technique de contrdle adaptatif est une approche largement appliquée (Pisu et
Serrani), (B. Xiao, Q. Hu et D. Wang). Dans (Yoon et Agrawal) , une loi d'estimation adaptative
a dabord été congue pour estimer les parametres d'inertie incertaine. En utilisant les
informations estimées, un controleur non linéaire a été proposé pour la manceuvre de suivi
d’attitude. Dans (Zou, Kumar et Hou), le réseau neuronal de Chebyshev a été adopté pour
estimer I'incertitude de modele dynamique introduite par la perturbation et les paramétres
incertains. En plus certaines études sur le contrdle d'attitude a l'aide du contrdle adaptatif étaient

également disponibles dans (Bustan, Sani et Pariz), (Zou), (Xiao, Hu et Zhang).

Une solution pour obtenir un contréle avec élimination des perturbations et incertitudes est la
conception d’une loi de commande basée sur l'observateur. Dans cette approche, un observateur
est d'abord congu pour estimer les perturbations et les incertitudes, et le contr6leur est développé
en utilisant la valeur observée. Il existe actuellement un certain nombre d’études sur la
conception d'observateurs permettant d'estimer les perturbations (Liu, Luo et Yang), (Ginoya,
Shendge et Phadke), (Chen, Yang et Guo). Plus spécifiquement, lorsque les perturbations sont
considérées comme une entrée inconnue, I'application du cadre théorique de *Unknown-Input-
Observer’ (UIO) (Gao, Liu et Chen), devient un moyen efficace d'estimer les perturbations.
Pour les systemes linéaires ou non linéaires, le probleme de la conception de lois de commandes
a hautes performances utilisant I’'UIO pour estimer les incertitudes et les perturbations du

systeme a fait 1’objet d’une étude approfondie (Pu, Yuan et Yi), (Phanomchoeng et Rajamani).

3
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(Daly et Wang). D'autre part, le probleme de la conception de I'approche d’élimination de
perturbations basée sur l'observateur a également attiré une attention considérable dans le
domaine de conception de lois de commande d'attitude des satellites et les véhicules aériens
sans pilote ces derniéres années, (Wu, Sun et Sun). Dans (Besnard, Shtessel et Landrum), un
observateur en mode glissant a été présenté pour estimer les perturbations externes. Le
probléme de la conception d'un contréleur basé sur I'observateur des perturbations pour la

conception d'un systéme d'attitude d’un satellite a été résolu dans (Cong, Chen et Liu).

Si les approches précédentes sont analysées quantitativement en détail, on peut constater que,
des lois de commande d'attitude robustes garantissent la robustesse face aux perturbations et
aux incertitudes et avec une stabilité asymptotique. D'autre part, des approches de contrdle
basées sur 1’¢limination de perturbations soient capables de stabiliser asymptotiquement le
systéeme d'attitude en boucle fermée, les contréleurs congus ont une structure complexe en
permanence. Dans ce travail la conception de loi de commande en utilisant les deux approches
a été présentée pour la commande d’attitude a 1’aide des structures simples permettant de

réaliser une manoccuvre de suivi d’attitude de satellite.
Cette thése est organisee comme suit :

Le premier chapitre est consacré a la modélisation et les différentes représentations d’attitude.
Aprés avoir défini les relations fondamentales nécessaires pour l'étude du mouvement de
rotation des corps rigides et qui s’appliquent a un grand nombre de problémes d’ingénierie, et
en particulier a 1’é¢tude du mouvement d’attitude des engins spatiaux. Nous aborderons les
différentes représentations d’attitude du satellite qui utilisent souvent trois ou quatre parametres
incluent les angles d’Euler, le quaternion d’attitude, ainsi que les parametres dérivés des

quaternions unitaires, comme les paramétres de Rodriguez et parametres

Le deuxieme chapitre présente le contexte d’une technique de contréle d'attitude robuste en
mode glissant, basé sur les quaternions pour des manceuvres de repos-au-repos. L'approche
proposee est définie de maniere a ce que les parameétres sélectionnés de la commande puissent
amener I'état du systéme rapidement a la surface de glissement, puis de le maintenir sur cette
surface. Une fonction candidate de Lyapunov est utilisée pour garantir la stabilité du systéme

dans le cadre de I’action des lois de contrdle proposée.
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Le troisieme chapitre aborde la conception d’une approche de contrdle avec une structure
simple pour effectuer des manceuvres de suivi d’attitude pour les satellites rigides. Une loi
d'estimation basée sur un observateur est d'abord proposée pour reconstruire I’incertitude de la
dynamique. Un contrdleur de type proportionnel-derivé (PD) comprenant un effort de contréle
de PD classique et une partie de contr6le de compensation est ensuite présenté. Le contr6le de
compensation est congu sur la base des informations estimées. De plus, les performances de
contrdle peuvent étre obtenues en ajustant les gains de contrble dans le cadre théorique de la

théorie de contr6le de PD classique.

Et nous finissons notre travail par une conclusion générale.



Chapitre 1

Modélisation d’attitude



Chapitre 1 Modélisation d’attitude

I-1-Introduction

L'étude de la dynamique de rotation est d'une importance capitale pour la description du
mouvement des satellites. Dans ce chapitre, nous s'intéressons principalement a I’attitude des

engins spatiaux, et leurs differentes présentations.

I-2-Equations d’Euler du mouvement de rotation

C’est évident que l'attitude instantanée ne dépend pas seulement de la rotation cinématique,
mais aussi de la dynamique de rotation qui détermine comment les parameétres de 1’attitude
changent avec le temps pour une vitesse angulaire spécifiée. Pour un satellite rigide, le repére
de référence attaché au satellite pourrait étre utilisé pour représenter son attitude. Cependant,
dans ce cas, la vitesse angulaire ne peut pas étre un paramétre arbitraire mais elle doit satisfaire
les lois de rotation dynamique qui prend en compte la distribution de masse du satellite. Dans
ce chapitre, nous allons dériver les équations de la dynamique de rotation, qui sont équivalentes
aux lois de Newton pour la dynamique de translation. La dynamique de rotation du satellite,
considérée comme un ensemble de particules de masse ¢lémentaire, Om est décrite par

I’équation du mouvement suivante, issue de la seconde loi de Newton
dav
M =Z(r><6ma) (1.1)

Ou ’v’’ est la vitesse totale (inertielle) de la particule, ’r’’ est la position relative de la particule
par rapport au point O (qui est ’origine du repére de référence), et M = X;(r X df) est le couple
externe autour de O. Dans 1’équation (1), on a supposé que tous les couples s‘annulent en
utilisant la troisieme loi de Newton. Cela est di au fait que les forces internes exercées entre
deux particules quelconques constituant le corps du satellite, agissent le long de la ligne joignant
les particules. En prenant la limite 0m — 0, on peut remplacer la somme sur les particules par

une intégrale sur la masse, et on peut écrire :
M = [(rx)dm (1.2)
Nous définissons également le moment cinétique d’une particule par (Hughes) : 0H =r x omwv.

En intégrant, le moment cinétique total du satellite peut étre écrit comme sulit :

H=[rXvdm (1.3)
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En supposant que le satellite a une masse constante, La dérivation de 1’équation (1.3) par rapport

au temps, conduit a :

Z—f=fvxvdm+fr><i—:dm (1.4)

Le premier terme du coté droit de I'équation est égal a zéro, tandis que le second terme est
facilement identifiable a partir de 1’équation (1.2) qui est le couple extérieur ’M’” ; ainsi, nous

avons :

dH _
L=m (1.5)

Notez qu’il est utile de choisir ’O’” comme le centre de masse su satellite. Dans un tel cas, le
repere mobile (OXY Z) est appelé le repére du satellite. Supposons que le satellite est un corps
rigide, ¢’est-a-dire que la distance entre deux points sur le satellite ne change pas avec le temps.
L'hypothése du satellite rigide, (utile pour simplifier les équations du mouvement), est une
approximation raisonnable de la dynamique de rotation de la plupart des engins spatiaux.
Puisque le centre de la masse est un point fixe par rapport au satellite ( Markley et Crassidis),
I'amplitude du vecteur “’r’’ est invariante par rapport au temps. Par conséquent, nous pouvons
écrire I’expression de la vitesse totale d’un point arbitraire sur le satellite rigide situ¢ au point

©r ¢, par rapport au point >’O’’ comme suit :
v=vy+wXr (1.6)

Ou v est la vitesse du centre de masse, O, et @ est la vitesse angulaire du repére de référence
avec l'origine O. Par conséquent, les équations. (3) et (6) conduisent a I'expression suivante du

moment cinétique (Hughes) :
H=[rxvodm+ [rx (wX7r)dm (1.7)
Le premier terme du c6té droit de I'équation (7) peut étre exprimé comme :
[r X vodm = (f rdm) X v, (1.8)
Qui disparait par rapport a O qui est le centre de la masse ([ » dm = 0). Ainsi, nous avons :
H=[rx(wxr)dm (1.9)

Nous choisissons de résoudre toutes les équations dans le repére satellite dont les axes XYZ

avec respectivement les vecteurs unitaires i, j, K, tels que :
r=xi+yj+zk (1.10)

7
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W = Wyl + wyj + w,k (1.11)
H =H,i+ H,j+ Hk (1.12)
M = Myi+ M,j + M,k (1.13)

En substituant les composantes vectorielles dans 1’équation (1.9) et en simplifiant, nous

aurons le produit matriciel pour le moment cinétique suivant :
H=]Jw (1.14)

Ou J est la matrice d'inertie, donné par :

f(yz +z*)dm —fxydm - fxzdm
J=| —[xydm  [(x*+2z®)dm  —[yzdm (1.15)
— [ xzdm —[yzdm  [(x? +y?)dm

IL est clair que, J est une matrice symétrique. En termes de composants, J s'écrit comme suit :

]xx ]xy ]xz
] = ]xy ]yy ]yz (1.16)
]xz ]yz ]zz

Les composantes de la matrice d'inertie sont divisees en moments d'inertie, Jxx, Jyy, Jzz et les
produits d'inertie, Jxy, Jyz, Jxz. Cependant, si les axes du repére ne sont pas fixes au satellite, sa
vitesse angulaire serait différente de o (Goeree et Chatel) . Dans un tel cas, les moments et les
produits d'inertie seraient variables dans le temps. Le principal avantage de I'écriture du moment
cinétique sous la forme de I'équation (1.14) réside dans l'introduction d'une matrice d'inertie,
dont les éléments décrivent une distribution de masse constante pour le satellite, ce qui nous
permet d’avoir une matrice d'inertie constant. Si I'on choisit délibérément d'avoir les axes du
repere satellite, OXYZ, fixés sur le satellite, et ainsi en rotation avec la méme vitesse angulaire,
o, comme celle du satellite, les moments et les produits d'inertie seront invariants par rapport
au temps. Un tel repére de référence, dont les axes sont rigidement attachés au corps, est appelé
un repére fixé sur le satellite. A partir de ce moment, le repére du satellite OXYZ sera considéré
comme le repére satellite-fixe. Par conséquent, ® dans 1’équation (14) est la vitesse angulaire

du satellite et J est une matrice constante.

Les équations du mouvement de rotation du satellite peuvent étre obtenues dans le repére fixe

en substituant 1’équation (1.14) dans I'équation (1.5) :

M=]%+wx (o) (1.17)
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Ou la dérivée temporelle partielle représente la dérivée temporelle prise dans le repere fixe :

dw,
dt Wy
Jw dwy .
at dt k4 (1.18)
a)Z

&)

En remplagant le produit vectoriel dans I’équation (17) par un produit matriciel nous pouvons

écrire :
M=%+ 5(w)w (1.19)
Ou
0 —W; Wy
S(w) =| w, 0 wy (1.20)

L’équation (1.19) représente trois équations différentielles ordinaires, scalaires, non linéaires,
appelées les équations de la dynamique de rotation d’Euler. Ce sont les équations régissant la
dynamique de rotation des satellites et leur solution donne la vitesse angulaire, ®, a un instant
donné. Les variables du mouvement de rotation sont donc les parameétres cinématiques
représentant I’attitude instantanée d’un repere fixe et la vitesse angulaire du satellite résolue

dans le méme repére.

I-3- Energie cinétique de rotation
L'énergie cinétique d'un systéeme de N particules :
T = %mv% + %Zﬁvzlmiviz (1.22)

Ou vi est la vitesse de Iieme particule (de la masse m;), par rapport au centre de la
masse O, qui se déplace avec une vitesse Vvo. Lorsqu'elle est appliquée a un corps, la

somme sur les particules est remplacée par une intégrale sur la masse ( Markley et Crassidis) :
T = %mvg + %fvzdm (1.22)

De I'équation (6), il est claire que pour un corps rigide, v = (o x r) - (o X ), et on peut écrire
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T =—mv? +[(w x7).(@ X7)dm (1.23)

Le méme résultat pourrait étre obtenu en utilisant I'expression suivante définissant I'énergie

cinétique et en substituant I’équation (1.6) :
1
T = [v.vdm (1.24)

Le premier terme sur le cdté droit de I'équation (1.23) représente I'énergie cinétique due a la
translation du centre de masse, tandis que le second terme désigne I'énergie cinétique de rotation
autour du centre de masse. L'expression de I'énergie cinétique de rotation du satellite, Trot, peut

étre simplifiée en utilisant le moment cinétique [Equation (1.9)], menant a :
Troe =3[ (@ X 7). (@ X T) dm = ~wH =~ 0" Jo (1.25)

Cette expression de I’énergie cinétique de rotation est trés utile pour simplifier les équations

d’Euler.

L'énergie cinétique de rotation est conservée s'il n'y a pas de couple externe appliqué au satellite.
Ce fait est évident en prenant la derivée temporelle de 1’équation (1.25), et en substituant les

¢équations d’Euler, Equation (1.18), avec M =0 :

Alyor _ 1dw y 1 dH _
ot =190 pyle =0 (1.26)

Puisque M = 0, le deuxiéme terme a droite de 1’équation (1.26) disparait en raison de I'équation
(1.5), alors que le premier terme disparait grace a I'équation (1.17), qui produit :(dw/dt) - H=
- - (o x H) = 0. En l'absence d'un couple externe (applications spatiales), la conservation de
I'énergie cinétique de rotation et du moment cinétique, peut étre efficacement utilisé pour

obtenir des relations analytiques entre la vitesse angulaire et le matrice d'inertie.

I-4-Repere principal du satellite

Si on choisit une orientation particuliere du repere fixe par rapport au satellite, Une grande
simplification des équations d’Euler est alors possible, de telle sorte que les produits d’inertie

Jxy, Jyz, Jxz disparaissent.

Un tel repere est appelé le repere principal fixe. La matrice d'inertie résolue dans le repére

principal est une matrice diagonale, Jp. considérons la matrice de rotation, C,, définie par :
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i p
Jjt=Cp3Jp (1.27)
k k,

La relation entre un vecteur résolu dans le repere principale et le méme vecteur dans un repére
arbitraire fix¢é au satellite c’est donc de passer par la matrice de rotation, Cp. Si nous continuons

a désigner les vecteurs résolus dans le repere principal par l'indice p, nous avons :
w = Crw, (1.28)

Maintenant, comme il n'y a pas de changement dans I'énergie cinétique de rotation causée par

la transformation du repere, nous pouvons utiliser I’équation (25) et écrire :
Tror = =0 Jw = = @] 1.29
rot_zw]w_zwppwp ( )

En remplagant I’équation (1.28) dans I'équation (1.29), et en comparant les termes des deux

cotés de I’équation résultante, nous aurons :
wpfpw, = 0" Jo = w) C) JCyw, (1.30)
Qui, en appliguant la propriété d'orthogonalité de la matrice de rotation, conduit a :
Jp, = CLJC, (1.31)

Puisque Jp est une matrice diagonale carrée, (Kreyszig) alors ces éléments diagonaux sont les
valeurs propres distinctes de J, tandis que C;, a les vecteurs propres de J comme colonnes. Ainsi,
I’équation (1.31) est la formule pour dériver la matrice d'inertie dans le repére principale et la

matrice de transformation de coordonnées, Cp, a partir de I'analyse des valeurs propres de J.

La matrice d'inertie peut étre diagonalisé par la procédure précédente pour produire la matrice
d'inertie principal si et seulement si les moments d'inertie principaux sont distincts, ce qui est
le cas pour un objet asymétrique. Pour un corps axisymétrique, deux moments d'inertie
principaux sont égaux, mais il n'est ni nécessaire ni possible de suivre I'approche ci-dessus pour
obtenir les moments d'inertie principaux (puisque les axes principaux sont facilement
identifiables par symétrie). Par conséquent, a toutes fins pratiques, nous ne travaillerons que
dans le repere principal, et la discussion suivante concerne les axes principaux du satellite, sans

porter explicitement l'indice p.
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I-5-Rotation du satellite sans couple extérieur

La rotation de I’engin spatial est généralement en I’absence de couples externes. Afin d'analyser
la stabilité en rotation et les caractéristiques de contrble des engins spatiaux, il est donc
nécessaire d'étudier le mouvement des corps rigides sans couple. Le couple externe étant nul,
le moment cinétique du corps rigide autour de son centre de masse (ou un point fixe) est
conservé selon 1’équation (1.5). Ainsi, nous pouvons exprimer les équations d’Euler pour un

mouvement sans couple (M = 0) d’un corps rigide dans le repere principal comme suit :

Jxx @y + wywz(]zz _]yy) =0
]yy(by + wxwz(]xx _]zz) =0 (1.32)
J2z@z + 0xwy (Jyy = Jax) = 0

Pour un satellite asymeétrique ayant des composantes de vitesse angulaire non nulle autour des
trois axes, équation (1.32), il est difficile de résoudre les équations sous cette forme, mais il

plus facile de faire I’intégration numérique.

Comme un corps rigide sans couple ne possede pas de mécanisme de dissipation d'énergie, son
énergie cinétique de rotation est conservée conformément a I'équation (1.26). Cependant, un
satellite est un corps rigide imparfait, généralement constitué de plusieurs corps rigides tournant
I'un par rapport a l'autre (par exemple des roues de réaction et des gyroscopes), ainsi que les
réservoirs des combustibles liquides. Les rotors et les propergols liquides fournissent des
mécanismes de dissipation interne de I'énergie cinétique de rotation par frottement et
mouvement de glissement, respectivement ( Markley et Crassidis). Lors de l'analyse de la
stabilité rotationnelle des satellites, il est donc vital de les considérer comme des objets semi-
rigides qui dissipent continuellement de I'énergie cinétique jusqu'a ce qu'un équilibre stable soit
atteint. Pour un corps semi-rigide, les équations d'Euler restent valables (le couple externe

restant nul), mais I'énergie cinétique de rotation n'est pas conservée.

Nous allons résoudre les équations d'Euler sans couple, pour analyser les caractéristiques de
stabilité en rotation des satellites rigides. Une telle analyse révélerait les axes sur lesquels un
équilibre de rotation stable peut étre atteint. Le processus d'obtention d'un équilibre stable a

travers la rotation a vitesse constante autour d'un axe principal s'appelle la stabilisation de spin.

La stabilité est une propriété d'un équilibre et peut étre définie de plusieurs maniéres. Pour notre
propos, nous définirons un équilibre stable comme celui pour lequel une perturbation limitée
ne produit pas une réponse illimitée. La perturbation peut étre considérée comme la condition

initiale, exprimée en termes d'une déviation initiale des variables de mouvement par rapport a
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I'équilibre. Dans une analyse de stabilité, il suffit d'étudier la réponse a une petite déviation

initiale, car la stabilité n'est pas influencée par la grandeur de la perturbation.

I-5-1- Satellite Axisymétrique

Lorsque le satellite posséde un axe de symétrie, les équations d’Euler sont encore plus
simplifiées. Considérons un satellite tournant autour de son axe de symétrie, OZ, appelé axe

longitudinal. En raison de la symétrie axiale, Jxx = Jyy, €t nous avons :

Jax Wy + Wy, (Jzz = Jyy) = 0
Juxtby + 020, (e = J;) = 0 (1.33)

Jzz0, =0
Il est clair, de I'équation (33) que le satellite est dans un état d'équilibre a chaque fois que (wx =
wy = 0), appelé spin pur autour de l'axe de symétrie. Il est aussi évident de la derniére équation
(33) que (&, = 0 ou w; = n = constante), quelles que soient les grandeurs de wx, wy = 0.
Supposons que le satellite était dans un état de spin pur lorsqu'une perturbation, wx(0), wy (0),
est appliquée a l'instant t = 0. Examinons le mouvement resultant du satellite en résolvant les
deux premiéres équations de la relation (33), qui sont écrites sous la forme de la matrice

suivante :

Wy) (0 —k) (@
oo =G0 9)(6) (.34
Ou k = n (Jzz — Jx)Ixx. L'équation (34) représente les équations d'états linéaires, invariantes

dans le temps, dont la solution avec la condition initiale, wx (0), my (0) at = 0, s'écrit comme

suit :
wx(t)} Kt {wx(O)}
= 1.35
lono) = o) (1.33)
Ou et est la matrice exponentielle et
_ (0 —k
K= (k A ) (1.36)

Nous pouvons écrire la matrice exponentielle en utilisant la transformée de Laplace inverse

comme suit :

(1.37)

ekt = £-1(s] — K)~! = (cos(kt) —sin(kt))

sin(kt) cos(kt)
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Par conséquent, la solution est donnée par :

wy (t) = wy(0)cos(kt) — w, (0)sin(kt)

Wy (t) = Wy (0) Sin(kt) + wy(O)COS(kt) (138)

L'équation (1.33) implique que le mouvement de rotation d'un satellite axisymétrique, rigide,
perturbé de son état d'équilibre du spin pur autour de I'axe longitudinal par une perturbation wx
(0), wy (0), oscille dans le plan OXY (appelé, plan latéral), alors que la vitesse de rotation, ®; =
n, n’est pas affectée. Cela provoque un mouvement conique du satellite perturbé autour de 1'axe
de symétrie. Une caractéristique importante de la solution donnée par I’équation (38) s'apercoit

facilement comme suit :
wgy = wi + 0y = w(0) + w3 (0) = constante (1.39)

Ce qui implique que la composante de vitesse angulaire dans le plan latéral est constante. Cette
composante latérale de la vitesse angulaire, mxy, €St responsable du mouvement conique appelé
précession. La précession éetant une oscillation d'amplitude constante, dont la grandeur est
limitée par celle de la perturbation appliquée, on dit que le mouvement d'un satellite rigide
autour de son axe de symétrie est inconditionnellement stable. La figure.1 montre la géométrie
du mouvement de précession, ou la vitesse angulaire, o, fait un angle constant, o = tan * (coxy/
n), avec l'axe de symétrie, OZ. De plus, le moment angulaire, H = Jxx (oxi + wyj) + Jzznk, fait
un angle constant, B = tan” ! (Jxoxy /Jzzn), avec I’axe de symétrie, appelé angle de nutation.
L'axe de symétrie décrit ainsi un cone d'angle a, appelé cbne du satellite, autour du vecteur de
la vitesse angulaire, et un cone d'angle B, appelé céne spatial, autour du vecteur de moment

cinétique. Dans la figure.1, on a supposé :

Jxx > Jzz, pour lequel B> a

Figure 1.1 : Précession d'un engin spatial axisymétrique
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Chaque fois que la dissipation d'énergie est présente dans un systéeme dynamique, il y a une
tendance a se déplacer vers I'état d'équilibre avec I'énergie cinétique la plus faible. Dans un état
de spin pur autour d'un axe principal, il n'y a pas de dissipation d'énergie car les liquides
tournent a la méme vitesse que le satellite. Ainsi, le spin pur autour d'un axe principal est un
état d'équilibre pour un satellite semi-rigide. Pour la rotation sans couple de satellite, I'énergie
cinétique la plus faible est atteinte pour une rotation autour de I'axe principal. Cela peut étre vu
a partir de 1’équation (1.25), en appliquant la loi de conservation du moment cinétique. Par
conséquent, la dissipation d'énergie interne convertit finalement le mouvement de précession
en une rotation autour de I'axe principal. Par conséquent, un satellite semi-rigide ne peut étre
stabilisé que sur son axe principal. En appliquant les résultats précédents a un tel satellite, il est
nécessaire que J;z > Jxx. Si I'axe de symétrie est I'axe mineur, le spin pur autour de celui-ci serait
éventuellement converti en un mouvement de culbutage autour de I'axe principal majeur en

présence de perturbations inévitables et de propergols liquides

Ce phénomeéne a été rencontré dans le premier satellite lancé par la NASA, nommé Explorer,
rendant I’engin spatial cylindrique inutilisable apres quelques jours en orbite. Pour cette raison,
tous les satellites sont congus pour avoir I'axe de symétrie comme 1’axe principal majeur. On
peut ¢étudier la cinématique de Dattitude des satellites axisymétriques, stabilisés en rotation
autour de l'axe longitudinal, en résolvant simultanément les équations cinématiques du
mouvement avec les équations d'Euler. Comme le vecteur de moment cinétique, H, est fixe dans
I’espace, le choix du repere inertiel de référence est évident avec I’axe K le long de H. Les
parametres cinématiques les plus couramment utilisés pour les engins spatiaux stabilisés par

rotation sont les angles d’Euler (y) 3, (8) 1, (¢) 3 ( Steyn) (Halbwachs).

Comme l'axe de rotation de satellite en précession n'est jamais exactement aligné avec le
moment cinétique (6 = 0), la singularité de cette représentation d’attitude a 6 = 0°, 180° n’est

pas rencontrée, ¢liminant ainsi le principal inconvénient de la représentation angulaire d’Euler.
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Figure 1.2 : Attitude d'un satellite axisymétrique en précession via des angles d’Euler 3-1-3.

Par conséquent, ’angle de nutation constant est donné par B = 0, et a partir de la Figure.2

représentant les angles d’Euler, nous avons :

Sin@ = Jxx@xy — Jxx Wxy
/]xxwgzcy‘l']zznz
cos@ = L=ft — _ JuxR (1.40)

H
/]xxwyzcy +Jzzn?

Les équations cinématiques générales pour les angles d’Euler (y) 3, (8) 1, (¢) 3 ont été dérivées

au (Annexe A) et sont répétées ici comme suit :

Y sing cos¢ 0 \ (wy
o (= si1119 ( cos ¢psind  —sin@sinf 0 ){wyl (1.41)

—singcosd —cos@ cosf sinf/ \ W,

Par substitution de ®; = n et I’équation (39) dans I'équation (41) nous avons :

)=

sinf
0 =0 (1.42)
P _ Wyy
¢ =n tanf
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Puisque 0 et mxy sont tous deux des constantes [équations (1.39) et (1.40)], les vitesses
angulaires W et ¢ sont également des constantes, dont leurs autres expressions sont obtenues

en substituant équation (1.40) dans I'équation (1.42) comme

_ Jxx@xy® +Jzzn?
pet
4 =0 (1.43)
¢ =n (1 — ]]ij) = —k

La vitesse angulaire Y représente la vitesse de précession, tandis que ¢ représente la vitesse de
rotation totale du satellite dans le repére inertiel et est connu sous le nom de vitesse de rotation

inertielle.
Si IXX>Jyz; - 1/) a le méme signe que celui deq[).

Si Ixx <J;; : les vitesses angulaires 1,bet qb ont des signes opposés.

La solution pour les angles d'Euler est facilement obtenue par intégration de 1’équation (1.43)

(avec les conditions initialesat =0 : y (0), 6 (0), ¢ (0)) comme suit :

\'/]xx(ﬂ)xyz"'jzzn2
Y =1y . t
0 = (0) (1.44)

qbqu(t)—kt:qb(O)—n(l—]]xLz)t

Les angles y et ¢ varient donc linéairement en fonction du temps en raison d'une vitesse de

précession constante, xy.

I-5-2- Satellite asymétrique

Supposons qu'un satellite asymétrique est dans un état de spin pur de vitesse n autour de I'axe
principal OZ, avant le moment t = 0 ou une petite perturbation, wx (0), wy (0), est appliquée. A
un instant ultérieur, les composantes de vitesse angulaire peuvent étre exprimées par @z = n +g,
et wx, wy. Comme une petite perturbation a été appliquée, nous pouvons traiter : €, oy, wy en
petites quantités et résoudre les équations d’Euler. Si la solution indique que €, mx, @y croissent

avec le temps de maniere illimitée, il sera évident que notre hypothese de petites déviations
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restant faibles est fausse, et nous avons affaire a un équilibre instable. Sinon, nous avons un
équilibre stable. Par conséquent, avec I'nypothese d'une petite déviation par rapport a I'équilibre,

nous pouvons écrire les équations d'Euler approximatives linéarisées comme sulit :

]xxd)x + nwy(]zz _]yy) ~0
]yyd)y + nwx(]xx _]ZZ) ~ 0 (145)
J2z€ = 0

Dans lesquels nous avons négligé les termes du seconds ordre (et supérieurs) impliquant : g, wx,
oy. Les deux premiéres équations de 1’équation (1.45) peuvent étre écrites sous la forme de la

matrice vectorielle suivante :

a.)x _ 0 _k1) Wy
{d)y} B (kz 0 {wy} (1'46)
Ou k1 = n (Jzz-dyy) Ixx et ko = n (Jzz-dxx)/ Jyy. Etant dans une forme d’espace d’état linéaire,

invariante dans le temps, ces équations approximatives sont résolues en utilisant la matrice

I’exponentiel comme suit :

(oo} =) e

Ou e la matrice exponentielle désignant la matrice de transition et :

(@ 8

Les valeurs propres de A déterminent si le mouvement qui suit sera limité et dénotent ainsi la

stabilité ou l'instabilité. lls sont obtenus comme suit :
|SI - Kl = Sz + klkz =0 (1.49)

Ou

S12 = 1/ —kik, (1.50)
D'apres les valeurs propres de A, il existe deux possibilités pour la réponse :

a) kik2 <0, pour laquelle une valeur propre a une partie réelle positive, indiquant un
mouvement croissant de maniére exponentielle (non limité), ou
b) kik>> 0, pour laquelle les deux valeurs propres sont imaginaires, et le mouvement est

une oscillation d'amplitude constante (bornée) autour de I'équilibre.
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Par conséquent, pour la stabilité, nous devons avoir kiko> 0, ce qui implique que (Jzz> Jxx, J2z>
Jyy) 0U (Jzz <Ixx, Jzz <Jyy). Hors d'ici, la stabilisation de spin d'un engin spatial asymétrique rigide
est possible autour de I'axe principal majeur ou de I'axe principal mineur. Cela confirme notre
conclusion de la section précédente, ou I’engin spatial axisymétrique (qui, par définition, n'a
que des axes majeurs et mineurs) était considéré comme inconditionnellement stable.
Cependant, si l'on tient compte de la dissipation d'énergie interne, lI'analyse de la section
précédente indique qu'un engin spatial asymétrique et semi-rigide ne peut étre stabilisé que sur

I'axe principal.

Il existe une différence majeure entre l'oscillation stable de satellite asymétrique et le satellite
axisymétrique étudié dans la section précédente. En raison de la présence d'une perturbation
bornée non nulle ¢, autour de 1'axe de rotation, la composante de vitesse angulaire, ®; = n +e,
ne reste pas constante dans le cas du corps asymétrique. Cela se traduit par un mouvement de
secouage (vibration) de I'axe de rotation dans lequel I'angle de nutation, B, change avec le temps.
Un tel mouvement est appelé nutation de I'axe de rotation et se superpose au mouvement de

précession.

En supposant que kik>> 0, nous avons de 1’équation (1.47) :

/ cos(y/ k1k,t) —\@sin(,/klkzt)\
K= L(sI-K)t = 2
\\/::jsm(\/ kikyt)  cos({kikat) /

Par conséquent, la solution approximative linéarisée pour le mouvement de précession pour des

e (1.51)

petites perturbations est donnée par

Wy (t) = wye(0) cos( ke kyt) — a)y(O)\/:::sin(,/klkzt)
wy(t) = a)x(O)\/::jsin(w/klkzt) + a)y(O)cos(,/klkzt)

Pour résoudre l'angle de nutation, il faut intégrer la derniere équation de 1’équation (1.32).

(1.52)

Cependant, en négligeant systématiquement le terme de second ordre, mxmy, dans cette équation
due a I'hypothése d'une petite perturbation, nous obtenons un résultat erroné de € = 0 ou e =
constante, dans 1’équation (1.45). Par conséquent, l'analyse linéarisée est insuffisante pour
modéliser la nutation d'un corps asymétrique. Nous devons laisser tomber I'nypothese de petites

perturbations et intégrer numériqguement les équations d'Euler non linéaires, sans couple
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completes, (équation (1.32)), pour une simulation précise de la précession et de la nutation

combinées

Les équations cinématiques de l'attitude instantanée du satellite asymétrique en termes d'angles
d'Euler sont données par 1’équation (1.41), avec le choix (comme précédemment) du vecteur de
moment cinétique constant sur 1’axe K du repére inertiel. Grace a une intégration numérique
simultanée des équations cinématiques et des équations d’Euler non linéaires, nous pouvons

obtenir I’attitude instantanée de 1’engin spatial asymétrique et rigide.

I-6- Engin spatial avec propulseurs d’attitude

La stabilisation en rotation des satellites sans couple est une procédure simple et économique
(comparée a la stabilisation a l'aide de couples appliqués de I'extérieur). Cependant, le contréle
du mouvement d'un satellite en rotation et I’effectuation des manceuvres d'attitude nécessaires
est une tache complexe. Généralement, tous les engins spatiaux ont un systeme de contréle par
réaction (reaction control system : RCS) qui utilise une paire de propulseurs de fusée (appeles
propulseurs d'attitude) autour de chaque axe principal pour effectuer des manceuvres d'attitude.
Lorsque des couples autour de chaque axe principal sont appliqués pour la stabilité et le
contréle, I'engin spatial est dit stabilisé sur trois axes, par opposition a un stabilisateur de spin.
Les propulseurs d'attitude d'un RCS fonctionnent par paires avec une poussée égale et opposée,

de sorte que la force externe nette reste inchangée.

La poussée des propulseurs est limitée a de courtes impulsions, qui peuvent étre approximees
par des impulsions de couple. Une impulsion de couple est définie comme un couple
d’amplitude infinie agissant pour une durée extrémement courte, provoquant ainsi une variation

instantanée du moment cinétique du satellite autour de l'axe d'application.

Le concept de I'impulsion de couple est tres utile pour analyser la rotation sur un seul axe d'un
satellite, car il nous permet d'utiliser la théorie des systemes linéaires bien connue (Chen). Dans
lequel I'équation différentielle linéaire gouvernante est résolue a l'aide de la fonction impulsion
unitaire, 0 (t). La variation du moment cinétique provoquée par un couple impulsif, M (t) =M
(0) 4 (t), peut étre obtenu comme la surface totale sous la courbe de couple en fonction du temps,

donnée par :

AH = [~ M@®)dt = [~ M(0)§(0)dt = M(0) (1.53)
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Ainsi, I'impulsion de couple provoque une variation instantanée du moment cinétique, égale a

la valeur du couple au moment de l'application de I'impulsion a t=0

I-6-1- Rotation impulsive sur un axe

Une manceuvre complexe, peut étre réalisée sous la forme d’une séquence de rotations sur un
seul axe, pour laquelle la théorie du contr6le linéaire, optimale dans le temps (Junkins et
Turner), est la plus appropriée. Considérons un satellite rigide avec un moment d'inertie, Jz,
autour de I'axe de rotation, OZ, et équipé d'une paire de propulseurs d'attitude capables d'exercer
un couple maximal élevé, M; (0), pour une durée infinitésimale, At — 0. Ce qui provoque une
variation instantanée du moment cinétique de AH,; = M; (0). Comme le couple est en fonction
du temps et donné par M; (t) = M; (0) 6 (t), les équations d’Euler se réduisent a ce qui suit :

W, =0

@y =0 (1.54)

Jzz0, = M;(0)6(t)

En termes de déplacement angulaire, 6 autour de 1’axe OZ, la derniére expression de I’équation
(1.54) peut étre écrite comme :

g = M]Z—(O)d(t) (1.55)

Dont la solution est facilement obtenue par intégration successive en utilisant la transformée de

Laplace (Kreyszig) pour que ¢a soit :

w, () = 6 = 0,(0) + =22 u(0)
o (1.56)
6(t) = 0(0) + w,(0)t + ]Z—r(t)

Ou 0 (0), o (0) se référent a la condition initiale immédiatement avant I'application du couple,

us(t) =/ 8(t)dt est la fonction échelon unitaire appliquée a t = 0, définie parn

0, t<t
us(t —to) = {1' (> tz (1.57)

Et r(t) = [ us(t)dt est la fonction rampe appliquée a t = 0, définie par

0, t<t,
r(t—to) = {(t —t)), t=t,

Dans une application pratique, le couple du propulseur, M; (0), n'est pas infini et I'intervalle de

(1.58)

temps, At, sur lequel agit le couple, tend vers zéro. Cependant, étant donné que At est beaucoup
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plus petit que la période de la manceuvre, il est approximatif (et utile) de supposer un couple
impulsif de propulseur et d’utiliser I’équation (1.56) comme solution approximative. L'équation
(1.56) implique que la réponse a une impulsion unique est un déplacement linéairement
croissant et un changement dans la vitesse. Par conséquent, si la manceuvre nécessite un
changement de vitesse angulaire (appelé manceuvre de rotation), une seule impulsion est
suffisante. Cependant, si un déplacement donné sur un seul axe est souhaité, appelé manceuvre
de repos au repos (rest to rest maneuver), il faut appliquer une autre impulsion de direction
opposee, -M; (0) 8 (t - T), pour arréter la rotation a temps t = 1, lorsque le déplacement souhaité
a été atteint. Puisque I'équation différentielle dominante, équation (1.55), est linéaire, sa
solution obéit au principe de la superposition linéaire (Tewari). Ce qui permet une addition
pondérée des réponses aux impulsions individuelles pour obtenir le déplacement total provoqué
par des impulsions multiples. Par conséquent, la réponse nette a deux impulsions égales et

opposées appliquées aprés un intervalle t = T est donnée par

w,(6) = "2 [y (£) — us (£ = D]

6(t) = M]—(") [r(¢) — r(t — )] + w,T = 6,

Par conséquent, la vitesse angulaire devient nulle et un déplacement constant souhaité, 0 (t) =

(1.59)

04, est atteint a t = 1. La grandeur de 04 peut étre contrdlée en faisant varier le temps t auquel la
seconde impulsion est appliquée (Figure 1.3). L’application de deux impulsions égales et
opposées d’amplitude maximale pour obtenir un déplacement optimal dans le temps est appelée
contr6le du bang bang. Il s'agit d'un contr6le en boucle ouverte, nécessitant uniquement le
déplacement souhaité, par opposition au controle en boucle fermée (Tewari), pour lequel la
connaissance du déplacement instantané, 0 (t), est également requise. Le contrdle en boucle
ouverte bang-bang, optimal dans le temps, s'applique exactement a tout systeme linéaire sans
forces externes résistives et dissipative. Cependant, méme lorsqu'une faible force
d'amortissement est présente, on peut approximativement appliquer cette approche pour

contréler les systemes linéaires.

I-6-2- Manceuvres d'attitude des satellites stabilisés par rotation

Les propulseurs d’attitude peuvent étre utilisés pour controler I’attitude d’un satellite
axisymeétrique stabilisé par spin, qui implique une rotation sur plusieurs axes (précession). Si la

vitesse de rotation est constante (w; = n), les equations différentielles régissant la précession,
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équation (1.42), sont linéaires, ce qui permet d'utiliser le contrdle optimal, bang bang, en boucle

ouverte de la méme maniére que la rotation sur un seul axe

@ M, (0)

M,(0)z 0(t)
Jzz
M,(t)(T —1)
MZ(()) ]zz
Jzz
»
0 .
(b)

Figure 1.3 : Manceuvre d'attitude optimale du repos au repos, sur un axe, en utilisant

des propulseurs avec 0 (0) = . (0) = 0.

Pour appliquer I'approche de bang-bang, le mouvement de précession est excité en appliquant
un couple normal a I'axe de rotation, puis en exergant un autre couple égal et opposé pour arréter
la précession lorsque l'orientation de l'axe de rotation souhaitée est atteinte. Cependant,

contrairement a la rotation sur un seul axe, les axes principaux d'un corps en mouvement de
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précession ne sont pas fixes dans I'espace. Par conséquent, les directions des deux impulsions

de couple se rapportent aux axes d'inertie.

Soit un changement désiré de I'axe de rotation par I'application de couple d’impulsions par les
propulseurs, comme le montre la figure.1.4. Aprés l'application de la premiére impulsion, AHz,
le moment cinétique change instantanément de Ho = J;z2nk a sa nouvelle valeur H1 = Ho + AHj,
de sorte qu'un angle de nutation de = 64 /2 est obtenu. Nous sélectionnons l'orientation du
repére inertiel de telle sorte que oZ se situe le long du vecteur de moment cinétique
intermédiaire, Hi, et OX coincide avec l'axe principal OX au temps t = 0. Nous avons donc y
(0)=0, 0 (t)=0d/ 2, ¢ (0) =0 en fonction des angles Euler 3-1-3. Il est clair de la figure.5, que

la premiere impulsion de couple appliquée a I'axe de rotation at = 0 est égale a

AH, =],n tan%d (cos 67‘1] + sin%dk) =/, ,ntan %dj (1.60)
Et provoque une rotation positive du vecteur de moment cinétique autour de -1. Comme le
moment cinétique a été dévié de I'axe de rotation, le mouvement de précession est excité et peut
se poursuivre pendant un demi-tour d'inertie (¢ = m) jusqu'a ce que i = —I. A cet instant précis,

la seconde impulsion,

AH, =],,n tane—d(cos e—d] — sine—dk) =J,n tane—dj (1.61)
2 2 2 2
Est appliqué pour arréter la précession en provoquant une rotation positive du vecteur de

moment cinétique autour de 1. Les moments cinétiques au début et a la fin de la précession sont

donnés en termes d'axes principaux instantanés par

0, .
H, =],,nk + J,,ntan 7‘1]
HZ = ]Zan

Il est important de souligner que les principaux axes utilisés dans les expressions pour Hi et Hy

(1.62)

sont a des instants différents, séparés dans le temps par la moitié du temps de rotation inertiel.
Le temps nécessaire pour subir un demi-tour d'inertie est donné par I'équation. (1.42)

typ =5 = 20— (1.63)

N Jxx—Jzzl

Il est clair de I'équation (1.63) que le temps nécessaire pour atteindre la position finale est
important si la vitesse de rotation, n, est faible ou si les deux moments d'inertie sont proches

I'un de l'autre.

Bien que les deux impulsions soient opposées par rapport au repere inertiel, elles ont la méme

orientation dans le repére principal instantané fixe. Par conséquent, la méme paire de
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propulseurs d'attitude peut étre utilisée pour démarrer et arréter la précession aprées des multiples
demi-rotations inertielles (6 = £+ «, 2m,...). Cependant, afin d'obtenir la plus grande déviation
possible de I'axe de rotation (qui est égal a 04 et se produit lorsque Ho, H1, H2 se trouvent tous
dans le méme plan) l'angle de précession, v, doit avoir changé exactement de + 180" lorsque la
précession est arrétée, ce qui nécessite que|y| = |¢]. Sur la mise en équivalence des grandeurs
des vitesses d'inertie et de précession dans I'équation (1.42), Il est clair que correspondance

(I’appariement) de la précession avec la rotation inertielle est possible si et seulement si

cos i = Jz (1.64)

2 N |]xx_]zz|

Z(t12)

X, x(0)

Figure 1.4 : Contréle d'attitude optimal dans le temps d'un satellite axisymétrique stabilisé en

rotation avec des propulseurs.

Parce que le cosinus d'un angle ne peut pas dépasser l'unité, cela implique que la précession et
le spin inertiel ne peuvent étre synchronisés que pour les corps avec Jy> 2Jz;. L'équation (1.64)

donne la plus grande déviation angulaire possible de l'axe de rotation (64) pouvant étre obtenue
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avec une paire donnée de propulseurs d‘attitude et est obtenue lorsque |y| = | ¢ | = . Puisque
l'angle de nutation, p = 04/ 2, est déterminé purement par la grandeur de I'impulsion, sa valeur
peut étre différente de celle donnée en équation (1.64), auquel cas la déviation angulaire totale
de l'axe de rotation est inférieure a 2B. D'apres la discussion précédente, il est clair que pour
une plus grande souplesse dans I'exécution des manceuvres axiales, plus d'une paire de

propulseurs

Comme la valeur du couple appliqué pour chaque impulsion, My, est proportionnelle a tan
(64 / 2), 1l en résulte qu'une modification de l'axe de rotation de 64 = 180¢ serait infiniment
colteuse. Les manceuvres impulsives étant impossibles dans la pratique, il faut tenir compte du
temps non nul, At, de la poussée du propulseur, ce qui conduit & un besoin moyen de couple du
propulseur My = AH1/ At. En simulant la réponse du satellite suite d’une poussée de propulseur,
il faut soigneusement modéliser la variation réelle du couple du propulseur avec le temps. 1l
existe deux manieres distinctes de simuler le bang-bang, la réponse impulsionnelle d'un satellite

axisymétrique stabilisé en spin :

a) calculer les composantes de vitesse angulaire de précession, wx, ®y, dues aux impulsions

appliquées, et les utiliser comme condition initiale pour simuler le mouvement sans couple, ou

b) simuler directement la réponse a les impulsions appliquées en résolvant les équations de
mouvement avec un couple non nul. Parmi ces deux facteurs, le premier est une réponse initiale
décrivant la précession entre les deux impulsions, tandis que le second inclut la réponse
impulsionnelle provoquée par les impulsions elles-mémes. Puisque 6 = 0 pour la premiére
méthode, nous pouvons utiliser les angles d'Euler 3-1-3 pour une simulation d‘attitude non
singuliere. Cependant, la seconde approche commence par un angle de nutation nul avant
I’application de la premiére impulsion ; ainsi, la représentation d'angle d'Euler 3-1-3 est
inappropriée ; a la place, la représentation de I'angle Euler 3-2-1 doit étre utilisée dans (b). Les
équations cinématiques du mouvement en termes des angles Euler () 3, (6) 2, (¢) 1 sont

facilement dérivées en utilisant les méthodes du Annexe A :

Y 0 sing cos¢ Wy
gr=— (0 cos$ cos® —sing cose){wy] (1.65)

cos0 , , .
1 sing sin@ cos¢ sinf / \w;

Ici, nous employons le vecteur de moment cinétique initial, Ho, pour qu’il soit I'axe d'inertie,

OZ. Par conséquent, 1'angle de nutation, 3, est donné par

cosff =K.k = cosfcos¢ (1.66)
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Qui détermine P uniquement, comme P < m. Cependant, dans ce cas, I’angle de nutation, f3,
désigne I’écart total de 1’axe de rotation par rapport a sa position initiale (plutot que I’écart par
rapport au moment cinétique intermediaire Hi de la représentation de I’angle Euler 3-1-3
représenté a la figure 1.4. Nous avons vu précédemment qu'une déflexion de 180" de I'axe de
rotation nécessite une amplitude d'impulsion infinie, ce qui est pratiquement impossible. Par
conséquent, nous simulons nécessairement une réponse impulsionnelle avec  <mt, pour laquelle

les angles Euler 3-2-1 sont non singuliers

I-6-3- Manceuvres asymétriques de satellites par les propulseurs d'attitude

Malheureusement, la discussion précédente sur le contrdle optimal du bang-bang dans le temps
ne peut pas s'étendre a une rotation simultanée et arbitraire d'un satellite asymétrique autour de
deux ou trois axes. Cela est dii a la nature non linéaire des équations asymétriques d’Euler
lorsque plus d’une vitesse angulaire est différente de zéro, auquel cas la superposition linéaire
des solutions ne s‘applique pas et le controle optimal dans le temps n’est pas possible sous une
forme fermée. Cependant, si les rotations sont faibles, les équations d’Euler sont rendues
linéaires par approximation et 1’approche bang-bang est valide. Une méthode pratique pour
traiter les grandes rotations a plusieurs axes, et de repos au repos, consiste a les appliquer de
maniére séquentielle. Pour une telle approche, les propulseurs d'attitude autour des deux axes
principaux sont capables de produire une orientation arbitraire (telle que les représentations
d'attitude d'angle Euler 3-1-3). Bien entendu, on peut choisir de fixer des propulseurs dattitude
autour des axes mineurs et principaux, excluant ainsi la rotation instable des axes
intermédiaires. Nous avons déja couvert les rotations sur un seul axe ; ainsi, la modélisation de
rotations multiples, séquentielles et a axe unique ne nécessite aucune discussion

supplémentaire.

Il existe des algorithmes avancés de contréle en boucle fermée (Tewari) permettant de dériver
des couples de propulseurs pour une large et rapide manceuvre d'engins spatiaux asymétriques.
La simulation de la réponse dattitude d'un satellite & de tels couples avec des rotations
simultanées, multi-axes, est donc essentielle. L’intégration numérique des équations d’Euler
couplées non linéaires a des équations différentielles appliquées par couple et cinématique est

possible avec Runge — Kutta et d’autres méthodes itératives.
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I-7- Vaisseau spatial avec des rotors

Comme I'utilisation fréquente du systeme de contréle de réaction du propulseur d'attitude (RCS)
pour la stabilisation et le contréle, implique une dépense de carburant importante, la plupart des
satellites stabilisés a trois axes utilisent en outre des dispositifs a échange de moment
(momentum exchange devices : ME D), qui consistent en des rotors capables d'exercer un
couple interne sur le satellite autour de chaque axe principal. Comme le MED est entrainés en
rotation par des moteurs électriques qui tirent leur puissance de panneaux solaires du satellite,
ils fournissent un moyen sans carburant de contréle d'attitude dans le fonctionnement normal
du satellite. Nous allons considérer ici comment un satellite avec MED peut étre modélisé et

simulé avec précision.

Considerons un engin spatial dont la matrice d'inertie principal J et la vitesse angulaire sont
résolus dans les axes principaux ® = (mx, wy, ®;)'. Considérons maintenant un rotor avec
matrice d’inertie, Jr, autour des axes principaux du satellite, tournant a une vitesse angulaire par
rapport au satellite, or= (o, Ory, ©r)", également résolu dans le repére principal du satellite

Le moment cinétique net du systéme (satellite et rotor) est le suivant:
H=]Jw+ ] (w+ w,) (1.67)

dont la dérivée temporelle est nulle (car aucun couple externe n'agit sur le systeme), et s'‘écrit

comme suit :

dH dw | dJ dor | dJr  _
dt_(]+]r)dt+dtw+]r dt+dtwr_0 (1.68)

Ou

0(w+wy)
at

J2+s()w =) | +S(@wy| =S+ 0 (@ +w)  (169)

ou S (m) est la fonction de matrice asymétrique de ® donnée par I’équation (1.19). En
Comparaison avec les équations d’Euler pour un corps rigide [équation (1.32)], on voit dans
I’équation (1.69) que le satellite peut étre traité comme un corps rigide, les termes du coté droit
étant traités comme le couple appliqué par le rotor sur le satellite. Si plusieurs rotors se trouvent
dans le satellite, le cété droit de I'équation (1.69) est remplacé par une sommation des termes
correspondants de tous les rotors. L'équation (1.69) est une équation générale pour la rotation
d'un satellite avec un rotor dont la vitesse angulaire peut changer dans le temps en raison d'une
vitesse de rotation variable ainsi que d'un axe de spin variable. Si I’axe de rotation du rotor ne

change pas par rapport au satellite, le moment cinétique du rotor autour d’un axe principal
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donné est directement échangé avec celui du satellite en changeant simplement la vitesse de
rotation du rotor. Un tel rotor dont l'axe est fixe par rapport au satellite est appelé roue de
réaction lorsqu'il est utilisé dans un satellite non stabilisé. Quand un grand rotor est utilisé pour
contrdler un satellite axisymétrique stabilisé par rotation, son axe étant aligné avec 1’axe de
rotation du satellite, la configuration est appelée un satellite a double rotation. Alternativement,
si la vitesse angulaire du rotor par rapport au satellite est fixe, mais que son axe est capable de
basculer par rapport au satellite, appliquant ainsi un couple gyroscopique issu du dernier terme
a droite de 1’équation (1.69) le rotor peut étre utilis€é pour controler Iattitude d’un satellite
asymeétrique non pivotant. Un tel rotor avec un axe de rotation variable est appelé gyroscope a
moment de contréle (control moment gyroscope : CMG). Dans certains satellites avances, le
rotor peut avoir une vitesse de rotation variable et un axe variables et il est appelé gyroscope a
controle de vitesse variable (variable-speed control moment gyroscope : VSCMG). Par
conséquent, un VSCMG est le dispositif d'échange de moment le plus général, et les modeles
pour une roue de réaction et un CMG peuvent étre facilement dérivés en negligeant simplement
certains termes spécifiques du céte droit de I'équation (1.69). Nous examinerons briévement
comment un VSCMG et un satellite a double rotation peuvent étre modélisés de maniere

appropriée.

I-7-1- Gyroscope a controle de vitesse a vitesse variable

Considérons un rotor axisymeétrique a vitesse de rotation variable, monté au centre de masse
d’un satellite rigide de telle sorte que son axe de rotation soit libre de tourner dans toutes les
directions (figure 1.5). Un tel rotor est appelé un gyroscope a cardan, et la disposition qui lui
permet de tourner librement autour du satellite est appelé cardan. Le cardan peut étre réalisé
soit en utilisant des supports de rotor mécaniques articulés autour des trois axes principaux du
satellite (appelés cardans), soit en utilisant une suspension magnétique. Parmi ceux-ci, le
premier est plus couramment utilise. Un moteur est utilisé pour appliquer le couple nécessaire
sur le rotor VSCMG par rapport au satellite sur chaque axe principal, afin de déplacer le rotor
d'une maniére souhaitée, contrélant ainsi le mouvement du satellite. Soit M le couple appliqué
sur le rotor. Nous pouvons alors écrire les équations de mouvement du rotor par rapport au

satellite comme suit :

owy
M, :]r?-l's(wr)]rwr (1-70)
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Ou S (wr) est la forme sous matrice asymétrique de ®r donnée par 1’équation (1.19). Le
mouvement du satellite est décrit par les équations dynamiques, de I’équation (1.69) et les
équations cinématiques représentant l'attitude. L’attitude instantanée des principaux axes de
satellite pouvant étre arbitraire, nous utiliserons la représentation non singuliére du quaternion,
g, g4 (Annexe. A). La cinématique d'attitude du satellite en termes de quaternion est donnée par
(Annexe. A)

% = ~0{q(®), q4(O)}" (1.71)

Ou Q est la matrice asymétrique des composantes de vitesse angulaire suivante :

0 w, —Wy Wy
_ —W, 0 Wy Wy
o (1.72)

Wy —Wy —w, 0

Pour la simulation générale d'une manceuvre d'attitude, les équations (1.69), (1.70) et (1.71)
doivent étre intégrés dans le temps, avec des conditions initiales données, ® (0), r (0) et g (0),
g4 (0) et un profil de couple moteur prescrit , M (t). En outre, la matrice d’inertie du rotor, Jr,
qui dépend de I’orientation du rotor par rapport au Satellite, doit étre connue au debut de la

manceuvre. w

-

Figure 1.5 : Un satellite avec un VSCMG.
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I-7-2- Satellite a deux spins

Souvent, les satellites doivent avoir une forme allongée. En effet, un satellite oblong est bien
adapté aux longs emplacements de charge utile dans les lanceurs. Comme nous l'avons vu
précédemment, le spin autour du petit axe est instable en raison de la dissipation d'énergie
interne. Cependant, en utilisant un rotor dans une configuration a double rotation, le satellite
oblong peut étre stabilisé en rotation autour de son axe de symétrie (mineur). Une telle approche
est couramment employée dans les satellites de communications stabilisés par spin.
Considérons un engin spatial oblong avec un grand rotor autour de son axe de symeétrie et une
plate-forme sur laquelle une charge utile de communication est montée (figure.1.7). Il est
nécessaire que la plate-forme tourne tres lentement (généralement la vitesse de rotation de la
planéte par rapport a l'orbite), wp, de sorte que les antennes de communication soient toujours
dirigées vers la station de réception. Le moment cinétique net de la configuration a double spin

en présence d'une perturbation latérale, wyx, wy, est obtenu a partir de I'équation (1.67) a étre :

H = [J,w, + Jr (0, + 0. ) ]k + [y (wxi + @y )) (1.73)

Ou J, est le moment d'inertie de la plate-forme autour de I'axe de rotation, J: est le moment
d'inertie du rotor autour de I'axe de rotation, et Jxy, est le moment d'inertie du systeme total
(plate-forme et rotor) autour de l'axe latéral (majeur) axe. L’énergie cinétique de rotation du

systéme peut étre exprimée comme suit :

T =1
2

Up +Jr) @R + 2 Jr0? + Jpwpwp + % 1y 03, (1.74)
Ou wj, = w7 + w;. Bien que le moment cinétique net soit conservé, I'énergie cinétique de
rotation n'est pas conservée en raison de la dissipation d'énergie interne causée par le frottement
entre la plate-forme et le rotor et d’agitation des propergols dans le RCS. La dissipation interne
de I'énergie cinétique de la plate-forme est différente de celle du rotor, et chacun doit étre concu
comme un corps rigide séparé avec différents couples de frottement. Le taux de variation de

I'énergie cinétique de rotation totale est donné par

T = Jyo,a, + Jr(wp + 0,.) (@) + @) + Jxy Wry sy (1.75)
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Plateforme

Figure 1.6 : Un satellite a double rotation

Notant que le taux de variation de la grandeur du moment cinétique est nul, nous avons ceci de

I’équation (1.73) :

HH = [0, + (0, + 0)|[Jp@p + Jr (@ + @, )] + J2,0xy@ny =0 (1.76)

A partir duquel le terme relatif au taux de variation de I'énergie cinétique par précession peut

étre calculé comme suit :
Jry Wy Wxy = _i []p")p +]r(wp + wr)][]pd)p +]r(d)p + “)r)] (1.77)
En substituant 1’équation (1.77) dans I'équation (1.75) nous aurons :
T=T,+T, (1.78)

Ou Tp et T, représentent respectivement le taux de variation de 1’énergie cinétique de la plate-

forme et du rotor, donné par
Tp =Jp [wp - i{]pwp +]r(a)p + a)r)}] Wy, (2.79)

Et
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T. =] |w + wy — i{]pwp +]r(a)p + a)r)}] (wp + wy) (1.80)

Les deux Tp et T, sont négatifs, en raison de la dissipation d'énergie interne due au frottement
et a I’agitation des liquides. Cependant, la stabilité du mouvement dépend de la grandeur
relative de ces termes de dissipation, afin que I'énergie cinétique de la précession soit réduite a
z¢éro. Par conséquent, pour la stabilité, il est crucial que le rotor fournisse un puits d’énergie

pour le mouvement de précession, c’est-a-dire
Sy @y @y = (T = Jywp@p) + [T = Jr (@, + @, ) (@p + @,)] < 0 (1.81)
Ou
~Jxy @y oy = Upwp +Jr(wp + )] [ wp + _(‘Up + wr] >0 (1.82)
Ce qui conduit a I'exigence
Jpop + Jr(dp + @) > 0 (1.83)

Parce que w, > 0 et w, > 0. Puisque wp est petit, on peut négliger les termes du second ordre
qui I'impliquent et sa dérivée temporelle, ce qui conduit aux approximations :

JpJr :
— = (w, + w)

. P o (1.84)
Tr ~ ]r(l - j)(wp + wr)(wp + wr)

TP

Q

Il est a noter que les deux termes de dissipation d'énergie sont négatifs. Par conséquent, si le
rotor a (Jxy <Jr), il résulte de 1’équation (84) que w, > 0 et w, > 0. Pour un rotor avec (Jxy> Jr),
et o, < 0. Ainsi, la plate-forme et un rotor avec (Jxy <Jr) accélérent, tandis qu'un rotor avec
(Jxy> Jr) ralentit en présence de la perturbation latérale, mxy. Ainsi, I'exigence de stabilité de
I’équation (83) est rencontrée inconditionnellement par un rotor avec (Jxy <Jr), Toutefois, dans

la pratique, le rotor est généralement avec (Jxy> Jr), pour lequel la stabilité exige que :
(]p +]r) d)p > _]rd)r (1-85)

En termes de dissipation d'énergie, I'exigence de stabilité pour un rotor avec (Jxy> Jr), est

obtenue en éliminant @, et w, des équations. (1.84) et (1.85), en faisant I'hypothese w, < w,

~f, > T, 2 (1.86)

]xy Jr
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Par conséquent, pour une configuration stable d'un satellite avec (Jxy> Jr), avec une faible vitesse
de rotation couplée a un rotor avec (Jx> Jr), la plate-forme doit perdre de I'énergie cinétique a
une vitesse supérieure a celle du rotor. En raison de la Frottement entre le rotor et la plate-
forme, la vitesse de rotation du rotor diminue et la plate-forme accélére méme en l'absence de
perturbation latérale. Si elles ne sont pas corrigées, le rotor et la plate-forme finiront par tourner
au méme rythme, ce qui entraine une configuration instable. Pour éviter cela, un moteur est
utilisé pour appliquer continuellement un petit couple au rotor. La plupart des satellites de
communication utilisent une configuration a double rotation. Une application récente et
intéressante de la stabilisation a double spin a été réalisée dans le vaisseau spatial interplanétaire
Galileo de la NASA. Ce vaisseau spatial possédait une plate-forme inertielle (non pivotante)
pour effectuer des communications avec la Terre pendant son voyage de six ans a Jupiter, tandis
que son rotor, sur lequel plusieurs capteurs scientifiques et de navigation étaient montés,

tournait a trois tours par minute.

En résumé, un satellite avec (Jxy> Jr), est stabilisé inconditionnellement autour de son axe de
rotation mineur par un rotor avec (Jxy< Jr),. Cependant, si un rotor oblong doit étre utilisé dans
le méme but, I'engin spatial doit perdre son énergie cinétique a un taux supérieur a celui du
rotor. Pour modéliser la dynamique d'un satellite a double spin par des équations différentielles,
il faut appliquer la conservation du moment cinétique (équation (1.68)) au systéme, ainsi que
les équations d’Euler pour le rotor seul, en tenant compte de la dissipation d’énergie interne par

frottement et glissement.

I-7-3- Satellite a gradient de gravité

Un satellite en orbite basse altitude peut générer un couple important en raison de la variation
de la force de gravité le long de ses dimensions, appelée couple de gradient de gravité. Un tel
couple est considéré comme négligeable en vol atmosphérique, en raison des moments
aérodynamiques beaucoup plus importants. Cependant, dans l'espace, le couple du gradient de
gravité est suffisamment important pour exercer une influence stabilisante (ou déstabilisante)
sur un satellite. La grandeur du gradient de gravité peut étre augmentée en utilisant un long
vecteur dans la direction souhaitée. Pour un gros vaisseau spatial (comme la station spatiale) en
orbite basse, le couple de gradient de gravité est capable de submerger le systeme de contréle
d’attitude au fil du temps s’il n’est pas correctement compensé. C'était une raison importante
pour laquelle la mission Skylab a pris fin prématurément dans les années 1970. Nous allons
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modéliser la dynamique du gradient de gravité et effectuer une analyse de stabilité linéaire pour
déterminer les attitudes stables des satellites. Considérons un satellite dans une orbite basse et

circulaire. Le couple de gradient de gravité subi par le satellite peut étre écrit comme suit :
=[pxgdm (1.87)

Ou p localise une masse élémentaire, dm, par rapport au centre de masse de satellite (figure.1.7).
L’accélération due a la gravité, g, est approximée par la loi de gravitation de Newton pour une

planéte sphérique, et peut étre développée en utilisant le théoreme binomial comme suit :

r+p

g=—-GM

|r+p|3

(1-35+ )

GM(r+p) (1.88)

Figure 1.7 : Satellite a gradient de gravité avec axes principaux oxyz

Ou M désigne la masse planétaire. Ignorant les termes d'ordre secondaire et supérieur dans

I’équation (1.88), et réalisant l'intégrale de 1’équation (1.87) en termes de composantes de
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r=Xi+Yj+Zketp=xi+yj+zk, (oui j, k sont les axes principaux du corps du satellite),

nous avons :
Mg = ngi + ngj + Mgzk (1.89)
Avec
3GM
ng = ?YZ(]ZZ _]yy)
3GM
Mgy = —5 XZ(xx = J22) (1.90)
3GM
Mgz = r_SXY(]yy = Jxx)

En substituant les composantes du couple de gradient de gravité dans les équations d’Euler,

équation (1.19), nous avons :

3GM
Jex @y + wywz(]zz _]yy) = r_SYZUZZ _]yy)
Jyy®y + 0w, U = J22) = ?’f—;wXZ(]xx —J22) (1.91)
Jzz 0, + wxwy(]yy _]xx) = gf—;leY(]yy — Lex)

Les équations du mouvement, equation (1.91), possedent trois attitudes d'équilibre distinctes
pour lesquelles deux des composantes de vitesse angulaire disparaissent et la troisieme est égale
a la vitesse orbitale, n. Par conséquent, lI'un des axes principaux du satellite doit étre
perpendiculaire au plan orbital dans l'attitude d'équilibre. Soit j I'axe principal normal au plan
de l'orbite. Afin d’étudier la stabilité des points d’équilibre, nous considérons I’attitude
d’équilibre général ou les deux axes principaux restants se situent respectivement dans la
direction de la vitesse(i) et dans la direction du centre de la planéte (k). Les grandeurs relatives
des moments d'inertie principaux, Jxx, Jyy, Jzz, détermineraient la stabilité des points d'équilibre.
Nous considérerons de petites perturbations provenant de [lattitude d'équilibre général,

représentées par les angles Euler 3-2-1 y (lacet), 6 (tangage) et ¢ (roulis), respectivement.

Soit l'attitude d'équilibre du satellite donnée par les axes du corps non perturbés, c'est-a-dire :
i°, j° K° La vitesse angulaire inertielle de la triade non perturbée, c'est-a-dire i°, j°, k®, résolue
dans les axes instantanés du satellite, i, j, k, aprés une petite perturbation de I’attitude,®,0, v,
est nj®*=ny i+ nj - ndKk, tandis que la perturbation de la vitesse angulaire de I'attitude d'equilibre

est donnée par ¢i + 0j + k. Par conséquent, la vitesse angulaire inertielle du satellite

devient :

w=(@+np)i+(n+8)j+ (¥ —no)k (1.92)
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Le vecteur position résolu dans le repéere du satellite est
[' = r(—sin 8i + sin ¢ cos 8j + cos ¢ cos Ok (1.93)

Ce quiconduita X = —10, Y =re et Z =r, pour la petite perturbation qui est substituée dans les
¢équations d’Euler, équation (1.91), avec la vitesse angulaire, équation (1.92) donne les

équations linéarisées suivantes du mouvement de rotation :

. - H 2 -

& = Usx ];,y+]zz)nlp _4n (]]yy ]zz)¢ (1.94)
xx xx

. 2 -

g =— 3n"(Jxx—Jzz) 0 (195)
Jyy

.o - H 2 -

l/) — _ Uxx ];IZyZ—”ZZ)n(p _n (]JZ’Z Jucx) l,b (196)

De toute évidence, le mouvement de tangage linéaire a faible perturbation est découplé de la
dynamique de roulis et peut étre résolu sous une forme fermée. Si Jx> Jzz, le mouvement de

tangage est une oscillation stable d'amplitude constante donnée par

6(t) = 6(0) cosn /%t (1.97)

Cette oscillation non amortie est appelée libration et nécessite un mécanisme d’amortissement
actif, par exemple a travers une roue de réaction. La dynamique couplée du lacet-roulis, les

équations. (1.94) et (1.96) (¢galement appelée nutation) semble avoir 1’équation caractéristique

suivante :
s*+n%(1 + 3jy + jyjz)s? +4n%j,j, =0 (1.98)
Avec
jx — ]y}}x_x]zz
. ]yy_]xx (199)
Jz = ]—
ZZ

Pour la stabilité, toutes les racines, s, de l'équation caractéristique doivent avoir des parties
réelles non positives, ce qui implique des valeurs réelles et négatives des deux solutions

quadratiques, s?, et conduit aux conditions de stabilité nécessaires et suffisantes suivantes :

1T+ 3jx + JjxJz 2 4/Jx)z

P (1.100)
XJZ
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On peut montrer (Wertz) que pour un satellite & dissipation d'énergie interne, la seule attitude
de gradient de gravité stable est celle avec Jyy> Jxx> Jzz, car il permet d'obtenir I'énergie cinétique
la plus faible équation (1.100). Ainsi, le petit axe devrait pointer vers (ou vers I’extérieur) du
centre de la planéte, tandis que 1’axe principal devrait se situer le long de 1’orbite normale. Une
telle attitude est adoptée pour la plupart des engins spatiaux asymétriques en orbite basse et

constitue également I’attitude commune des lunes de notre systéme

I1-8- Conclusion

Les équations de mouvement de rotation d’Euler régissent la dynamique de rotation des corps
rigides et leur solution donne la vitesse angulaire a un instant donné. Outre les équations
cinématiques, et les équations d’Euler décrivent complétement I’évolution de Iattitude d’un
corps rigide sous I’influence d’un vecteur de couple variant dans le temps. Lorsqu'elles sont
exprimees dans un repere satellite fixe, les équations d'Euler impliquent des moments constants
et des produits d'inertie. Dans un repere principal fixe, les produits d'inertie disparaissent,
produisant une matrice d'inertie diagonale. Le mouvement sans couple des engins spatiaux
rigides est un exemple de manceuvres de rotation conservatrices, dans lequel a la fois le moment
angulaire et I’énergie cinétique de rotation sont conservés. Alors que la rotation d’un satellite
rigide autour d’un petit axe ou du grand axe est inconditionnellement stable. Un engin spatial
semi-rigide tend toujours vers 1’état d’équilibre avec ’énergie cinétique de rotation la plus
faible (un spin pur autour du grand axe). Les manceuvres optimales en temps sont une méthode
importante en boucle ouverte pour contrdler la rotation et l'attitude des engins spatiaux et se
composent d'au moins d’une paire d'impulsions de couple convenablement synchronisées,
(contréle bang-bang). D’autres méthodes de stabilisation et de contréle du mouvement des
satellites sont I’utilisation des rotors (double rotation, roues de réaction et gyroscope a moment

de contr6le), de gradient de gravité et de couples magnétiques.
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Chapitre 2 Commande d’attitude par mode de glissement

I1-1-Introduction

On présente dans ce chapitre une méthode de conception de systéme de contrdle pour les
manceuvres d'attitude a trois axes de rotation d'un engin spatial rigide basé sur la commande par

mode glissant.

La détermination des paramétres du contrdleur pour les systemes non linéaires nécessite un
grand temps de calcul et d'effort pour essayer et tester les performances du systéeme. La plupart
des travaux réalisés dans ce domaine ne visaient pas comment les paramétres du contréleur
peuvent étre choisis. D'autres travaux les calculent par des essais. Nous présentons dans ce
chapitre, une regle mathématique systématique pour calculer les parameétres précis de la
commande avec une surface de glissement linéaire et pour tout état initial garantissant que le
systéme atteint I'état désiré en temps fini. De plus le broutement est atténué en utilisant une
technique de couche limite d'épaisseur variable, de maniére a obtenir une performance globale

élevée.

I1-2- Description du systeme

Les équations du mouvement de l'attitude d’un satellite peuvent étre divisées en deux parties :

I’équation cinématique et I'équation dynamique du mouvement (Sidi).

11-2-1- Equations cinématiques du mouvement

La partie cinématique d'attitude d'un satellite peut étre représentée en utilisant différents
parametres d'attitude, mais la représentation par les quaternions ne représente pas de singularité
et elle est libre de la composante trigonométrique. Par conséquent, cette représentation est
largement utilisée pour étudier le comportement d'attitude du satellite. La cinématique du
modeéle satellitaire est la partie qui exprime la relation entre I'attitude et les vitesses angulaires
du satellite. Les équations cinématiques a travers la représentation du quaternion unitaire sont

données comme suit :
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q=:E(Qw (2.1)
ou, () = [l O] 22)

Isxs est la matrice d’identité et [q,, X] est une matrice carrée non symétrique exprimée par :

0 —gq3 q
v X]=[ @z 0 —q (2.3)
—q 0

Notons qu’un autre élément du quaternion d’attitude «qs» est automatiqguement déterminé a

partir de I’équation :q"q = qlq, + q2 = 1

o Est le vecteur de la vitesse angulaire du satellite représenté dans le repére satellite par rapport

au repeére inertiel.

11-2-2- Equation dynamique de mouvement
L’équation dynamique de l'attitude d'un satellite rigide est donnée par :
o =—[wX]lo+u+d (2.4)

Ou o = [w1 w2 w3] T € R3** est la vitesse angulaire du satellite, u = [uruz us] " € R3** est le
vecteur de la commande, d = [d1d2ds] T e R3*? est le vecteur des perturbations bornées agissant

sur le corps de satellite, et | est la matrice d'inertie.

Pour la simplicité, on met f = —I7[[w x]Iw] ;b =17

Donc,
w=f+bu+d (2.5)
11-2-3- Le systeme d’erreurs
Définissons le signal d'erreur par :
qe(t) = q,(t) — (1) (2.6)

En général, le suivi du comportement asymptotique de la loi de commande est plus pratique

que celui qui utilise l'erreur initiale entre le systéeme de référence et le systéeme réel.
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11-2-4- Détermination de la référence

La trajectoire de référence pour le quaternion d'attitude doit étre déterminée. Pour ce faire,

supposons que les états initial (q°13) et final (qf3) du quaternion sont donnés par :
q13(to) = q1s at=o, et Q13(tf) = CI{3 at >

r(6) = q% + (s — %) (1 — e7%) 2.7)

Our=[rrr]T € R3 et >0 estlaconstante du temps que nous devons sélectionner.
Nous remarquons que les dérivées d'ordre superieur de cette trajectoire de référence existent.

Les dérivées temporelles du signal de réference sont :
. 1, —
7(6) = (af; — af) Qe ™" (2.8)

#(0) = (a; — a%2) (F)e /" (2.9)

Avec w, = w — wy, w, est la vitesse angulaire désirée du satellite et elle est égal a zéro
donc w, = w. Par consequent, I'équation dynamique de l'erreur est la méme que celle dans
I'équation (2.5). Alor le vecteur d'erreur d’état (Qe, w) est envoye au module du contrdle pour

calculer le signal de commande.

L'objectif du contrdle est d’amener 1’état du systéme (q, ®), de I’états initial (q (0), ®(0)) a
I’états souhaité (final) (g, «), tandis que la contrainte |w| < omax est satisfaite pendant la

manceuvre d'attitude.

Hypothése 1 : Dans les équations du modeéle du satellite (2.1) et (2.5), le quaternion unitaire q

et la vitesse angulaire du satellite  sont obtenu par le contrdle par retour d’état.

Hypothése 2 : la vitesse angulaire initiale du satellite est nulle.

11-3- Conception de la loi de commande d’attitude

La conception d'une loi de commande en mode glissant (SMC) implique la conception d'une

surface de glissement qui représente la dynamique stable souhaitée et une loi de commande qui
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rend la surface de glissement congu attractive (Bastoszewicz et zuk), ( Young et Utkin). La
trajectoire de phase d'un SMC peut étre étudiée en deux parties, représentant deux modes du
systeme. Les trajectoires commencent depuis une condition initiale donnée hors de la surface
de glissement et tend vers la surface de glissement. C'est la phase d’atteinte ou de convergence
et le systeme dans cette partie de la trajectoire est sensible aux perturbations. Quand le
franchissement de la surface de glissement se produit, la phase de glissement commence (
Young et Utkin) (Bastoszewicz et zuk). Dans cette phase les trajectoires sont insensibles aux

incertitudes des parametres et aux perturbations.

11-3-1- Conception de la surface de glissement
Une surface de glissement sous une forme vectorielle est déefinie comme suit :
s(t) =qe+¢1qe —Co [ qe dt =0 (2.10)
Ou c, ¢2 sont des constantes réelle la surface de glissement,
Notons que g, = [qe1 ez qe3]Te R3*1 représente le vecteur d'erreur

et s=1[s1 S2 S3]T e R3*la surface de glissement, divise I'espace d'état en deux parties

(Bastoszewicz et zuk)

Nous supposons que la condition de glissement déterminée comme suit est satisfaite :

2
LS < nlsln >0 (2.12)

Le contréleur en mode glissant peut étre construit a partir de I'équation vectorielle de la surface

de glissement.

La commande en mode glissant est construite selon la condition s = 0. Et, (d’apres I’ Annexe
C), la forme finale de la commande en mode glissant et qui satisfait la condition de glissement

de I'équation de glissement (2.11) est représentée sous la forme suivante, (Doruk )

u=pr—a-c(G—7 -clqg—1)—ksgn(s)] (2.12)

Ou: K est une matrice de gain carré du troisieme ordre diagonale a déterminer, Sgn (s),

représente le vecteur de la fonction de signe. a, § sont les parametres définis dans I'équation
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(26, Annexe C), et c1, Co sont des matrices diagonales constantes, nous supposons que f~1

existe. Nous donnons :

) q; + q3 4394+ 4291 9391 — G294
Bl =0+ a:qn qi+4i Qi+ 4s0z
431 + Q292 —44q1 + 9392 qz + 43

11-3-2- Premier cas de sélection de la surface de glissement (pour co = 0)

Le systeme (2.10) décrivant la surface de glissement montre clairement que si la constante co

est égal a zéro, on obtient une surface de glissement linéaire comme suit :
s(t)=q,+c1q. =0 (2.13)
11-3-2-1- Conception de la loi de commande

La loi de commande en mode glissant est divisée en deux parties principales (Perruquetti et
Barbot);

u(t) = Ueq (t) + ud(t) (214)
Le premier élément du contréleur proposé est :

uy(t) = [W1g U2q Usq]", quirend la surface de glissement s (t) invariante et il est calculé

en mettant s a zéro considérant que s (t) est nul.

La deuxiéme composante uy(t) = [U1a U2a Usza]T , est un effort supplémentaire de
controle qui force le quaternion d’attitude et la vitesse angulaire a atteindre la surface de
glissement en un temps fini malgre les perturbations et il est calculé selon la loi d'atteinte

constante (Bastoszewicz et zuk), (Slotine et Li) comme :

ug = —K sgn(s) (2.15)
Ou, k est un vecteur de gain défini et positif
) 1 ors>0
sign(s) = {—1 ;or s < 0}

A partir de I'équation (2.12), nous pouvons déterminer ug (t) comme suit :

ug(t) = B —a — ci(g — )] (2.16)
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La loi de commande dans I'équation (2.12) et dans ce cas (cO = 0) a deux paramétres de
conception (cl1, k) qui doivent étre sélectionnés pour assurer la stabilité et de meilleures
performances. La pente de la surface de glissement, c1, est sélectionnée de telle sorte que le
systeme lors de la phase de glissement soit stable. La plupart des études obtiennent les valeurs
appropriées en essayant de nombreuses exécutions de l'algorithme. Et ce processus est répété
chaque fois que l'erreur initiale est modifiée. Pour le contrdle d’attitude des engins spatiaux, ces
parametres devraient étre connus en temps réel. L'algorithme proposé suggére une regle
géométrique pour calculer la matrice de gain a rétroaction discontinue pour un contrdle en mode

glissant rapide

I1-4- Sélection des parameétres de la surface de glissement
11-4-1- Sélection du vecteur du gain de Feedback k pour (co = 0)

Dans cette section, nous proposons une technique de commande par mode de glissement rapide,
basée sur une surface de commutation linéaire. En fait, I’utilisation d’un signal k discontinu et
suffisamment grand est nécessaire pour compléter la condition d'accessibilité en présence des

perturbations, mais aussi faible que possible afin de limiter le broutement (chattering).

de *
e ki<ko<ks qe
\ a ki /
r(k
(ki) Phase de kz
converaence
Phase de
alissement r(ka)

rke) k3

Figure 2.1 : Plan de phase de I'erreur pour différentes valeurs de k

Pour une faible valeur de k, les trajectoires d'état prennent plus de temps et un long chemin pour

atteindre la surface de glissement, et inversement. Par conséquent, pour une pente de surface
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de glissement prédéterminée, il existe une certaine valeur de k qui réduit la phase d'atteinte, et

diminue par conséquent le temps d'atteinte.

En substituant I'erreur de 1’équation (2.6) dans le signal de commande u de 1’équation (2.12),

on obtient :
q.e - Clé[e =k Sng(S) (2-17)

L’objectif est d’obtenir la valeur de k pour laquelle on aura le plus petit temps d’atteinte
possible jusqu’a la surface de glissement. Pour cela, on peut voir sur la figure 1 que, pour une
valeur prédéterminée de c1, il existe une valeur du vecteur de gain k qui permet d’atteindre

rapidement le temps, et réduit la phase d’atteinte.

e
1 0o (6), o (t)

Figure 2.2 : Sélection de la position du point d’atteinte

On remarque que k dépend principalement de la position du point d’atteinte (q.(t), . (t)) et de
la pente de la surface de glissement c1, prise égale a 1. Donc, pour diminuer le temps de la phase
de convergence (dans cette phase le systéme est cessible aux perturbations), le point d’atteinte
" r " est sélectionné comme I’intersection entre une ligne perpendiculaire & la surface de
glissement au point initial, pour diminuer le chemin de la trajectoire comme le montre la

figure.2.2.
A partir de la figure 2.2, on peut distinguer quelques égalités :

Z,=q.(0)cosa ;avec a = artg (cl) (2.18)
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Gor = Zycosa = q,(0)cos’a (2.19)

Gor = Zysina = q,(t) cosa sina = %7(0 sin2a (2.20)

Si nous dérivons I'équation (2.19), nous obtenons :
Ger = q.(0)(cos?a — sin?a) = q,(0)cos(a) (2.21)

Pour obtenir k, dans I'équation 2.17, on met : G, = Gor, €t e = Gor

11-4-2- La surface de glissement du second cas (pour ¢y # 0)

La surface de glissement est définie dans I'équation 2.10, dans ce cas, le signal de commande

sera le méme que celui de I'équation 2.12 et I'accés rapide n'est pas discuté dans ce cas.

11-5- Evitement du probleme de chattering

Le phénomene de broutement (chattering) est généralement percu comme un mouvement
d’oscillation autour de la fonction de commutation. Ces vibrations du signal de commande
peuvent causer des dommages au niveau des actionneurs. La methode de la couche limite sert
a réduire ce broutement ; L'idée de base est de remplacer la fonction de signe par une fonction

de saturation sat (s / €) (DAL et Teodorescu), définie comme suit :

1 pour s;>¢
S

sat(s, &) =4 7 pour |sil<g i=1,23 (2.22)
-1 pour s;<-—¢

Plus la largeur de la couche limite est grande plus le signal de contréle est lisse, cependant, dans
ce cas ¢a ne conduit plus le systéme a I’origine mais a I’intérieur de la couche limite choisie.
Une tres petite epaisseur de la couche introduit a nouveau le phénoméne de broutement.
(Chyun-Chau) a présenté une méthode pour supprimer le phénoméne de chattering tout en
préservant la précision du contrdle et en économisant 1’énergie. La loi de contrdle développée

utilise la méthode de la couche limite d'épaisseur variable comme suit :

z =/ w?+(clq,)? (2.23)

Ou z est appelé le vecteur de I’erreur, I'épaisseur de la couche limite est calculée comme suit :

€ = s + tan(0)||z|| (2.24)
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Ou (sq, 0) sont des constantes positives de la conception. Plus la norme du vecteur d'erreur z

est élevée, plus I'épaisseur de la couche limite est grande.

11-6- Résultat de simulation

Le probleme du contréle d'attitude d'un engin spatial rigide est simulé dans cette section, et les
résultats sont présentés afin d'illustrer les performances de la loi de commande par mode
glissant proposée dans ce chapitre. Considérons un satellite rigide avec la matrice d'inertie
nominale | = [14.28 0 0 ; 0 15,74 0 ; 0 0 12,5] kg.m?. L’orientation initiale du quaternion
d’attitude est q(0)= (0.2 -0.4 0.5 0.742], (qui est équivalent aux angles d'Euler initiaux E (0)
= [20 -15 10] deg), et le la valeur initiale de la vitesse angulaire est (0) = [0, 0, 0] " rad / s.
L’attitude finale désirée est qf = [0.8, - 0.8, -0.22, 0.5731] T

Le gain, k =[0.03992 0.03564 0.01563] requis pour diriger le satellite de la condition initiale
de lattitude a l'attitude souhaitée. La pente, c1 = [1 1 1]. En utilisant la fonction qui remplace

la fonction signum, les signaux de contréle ne sont pas perturbés. Les paramétres de conception

de la couche limite sont sy = 0.1k, 6 =

Pour valider la loi de commande développée, les résultats de simulation sont comparés entre
les deux cas de surface de glissement ; le premier cas avec une surface de glissante non linéaire
et dans ce cas la sélection des paramétres n’est pas utilisée et le deuxiéme cas avec une surface
de glissement linéaire et le parametre sélectionné k. Les resultats de simulation de contréleur

en mode glissant sont comme suit :
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11-6-1- Premier cas
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Figure 2.3 : Résultats de la simulation pour ¢, # 0

Dans ce cas, une surface de glissement non linéaire est utilisée pour concevoir la commande
du systeme. L’attitude et la vitesse désirées sont atteintes, pres de 40 secondes. Les

performances du suivi asymptotique sont garanties

11-6-2-Deuxieme cas
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Le quatenion d'attitude
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Figure-2.4 : Résultats de la simulation pour co= 0

Dans le cas de c0 = 0, une surface de glissement linéaire est introduite pour le calcul de du
signal de la commande. La réponse du quaternion d’attitude suit asymptotiquement le
quaternion d’attitude finale. Les réponses de la vitesse angulaire convergent vers le zéro.
La stabilité du systéeme est garantie. Le quaternion d’attitude atteint son attitude désirée

dans les environs de 30 s. Les performances du suivi asymptotique sont satisfaisantes.

En comparant les résultats de simulation obtenues pour les deux surfaces de glissement, on
constate que la commande avec une surface linéaire et avec 1’utilisation de la méthode de
sélection du gain du contrdle k a donné un suivi de I’attitude de référence avec une réponse
plus rapide, que celle avec une surface non linéaire, ce qui n’est pas possible dans le cas

ordinaire. Ou I’utilisation des surfaces linéaires dans des lois de commande par mode de
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glissement est satisfaisante en termes de stabilité, toutefois, la dynamique imposée par ce
choix est relativement lente et pour surmonter ce probleme, on utilise des surfaces de
glissement non linéaires. Mais avec la technique proposée on peut surmonter ce probléme
sans avoir besoin d’utiliser des fonctions de commutation non linéaires qui donne des

commandes plus complexes.

Evitement du probleme de chattering
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Figure 2.5 : Le signal de la commande
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L'effet de I'épaisseur de la couche limite est illustré a la figure 2.5. Pour le signal de
commande de la figure (2.5-a), la fonction signum est utilisée, ce qui a donnée des fortes
vibrations au niveau de la commande. L’utilisation de la méthode de couche limite
d'épaisseur variable, a permet d’éliminer le broutement (chattering), et aussi le signal est

plus lisse et ses valeurs extrémes sont plus basses, comme indiqué sur la figure (2.5-b).

11-7- Conclusion

Dans ce chapitre, une loi de commande non linéaire en mode glissant pour les manceuvres
de contrdle d'attitude d'un satellite, avec une sélection de la surface de glissante est congue.
Le vecteur du quaternion est adopté pour une représentation globale de I’attitude sans

singularités ni fonctions trigonométriques.

La procédure de sélection des surfaces de glissement pour la commande proposée presente
la possibilité de choisir entre deux surfaces de glissements selon la valeur d’une constante
0. Et puis d’introduire une méthode de sélection d’une autre variable k pour accélerer le
mode de convergence vers la surface de glissement dans le cas de cO = 0 (cas d’une surface
linéaire) et ainsi réduire 1’influence des perturbations extérieures sur le systéme. Dans cette
procédure, les performances globales du systeme se sont améliorées par rapport au
contr6leur en mode glissant classique utilisant une surface linéaire et ainsi diminuer la
nécessité d’utiliser des surfaces non linéaires exigent plus de calculs ce qui rend la loi de

commande plus complexe.

De plus, I'utilisation d’une couche limite d'épaisseur variable a permet d’éliminer le
probleme de broutement (chattering). La faisabilité et l'efficacité de la couche limite

d'épaisseur variable ont été démontrées.
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Chapitre 3 Controle d’attitude basé sur le PD

I11-1-Introduction

L’intégration d’un correcteur de type dérive dans un systéme permet d’améliorer la stabilité du
systeme. Le contrbleur de type proportionnel dérivé (PD) basé sur un observateur, permet
d’estimer avec précision le couple incertain di aux perturbations et aux incertitudes des
parametres. Et peut étre utilisé pour concevoir une loi de commande de type PD pour le systéme
d’attitude

111-2- Modéle mathématique du systeme d'attitude du satellite rigide

Dans ce chapitre le vecteur de parameétres de Rodriguez modifiés p = [p; p, p3]7 sera utilisé
pour représenter I’attitude du satellite. Alors, le modele dynamique d'un satellite rigide peut

étre décrit comme suit (B. Xiao, Q. L. Hu et S. William) :

p=G{pw (3.1)

Jo=-SwJw+u+d (3.2)

Ou G(p) = i [(1—pTp)I; + 2p* + 2ppT], 15 est la matrice d'identité 3x3, o € R3 désigne la

vitesse angulaire du satellite, la matrice définie et positive J € R3 représente le moment
d'inertie, u € R3 représente le couple de commande total, d € R3 représente le couple de
perturbation incluant les perturbations internes et externes, et S (x) désigne une matrice
asymétrique vérifiant S(X) y = X X y pour tout vecteur x, y € R3. Ici, x désigne le produit

vectoriel.

Supposons qu'un vecteur de parameétres de Rodriguez modifié p; € R3 désigne la trajectoire
d'attitude a suivre recherchée. La vitesse angulaire souhaitée est supposée étre w, € R3.
Ensuite, la dynamique d'erreur de suivi d'attitude en boucle ouverte du satellite peut étre décrite
comme suit (B. Xiao, Q. L. Hu et S. William) :

Pe = G (Po)w, (3.3)
Jae = =S(we + R(pelwa)] (we + R(pwa) +J[S(w)R(Pp)wys — R(p)ig] +u+d (3.4)

Ou p, € R3 est l'erreur de suivi d'attitude. Elle dénote I’écart entre I’attitude du satellite p et
Iattitude souhaitée p,;. w, € R est l'erreur de suivi de la vitesse angulaire, et est calculée
comme suit : w, = w — C(p.)wy . C(p.)eR? désigne la matrice de rotation. L'expression

de C(p.) est donnée dans (Annexe. A) par :
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852( e)—4(1- g e)S(Pe)
C(pe) = 1+ A0 PpS0 (35)

11 faut noter qu’en raison de la consommation du carburant et du mouvement de la charge utile
a bord, la matrice d'inertie J serait incertaine dans la pratique. Par conséquent, J peut étre
noté J = J, + AJ. Ici, J, € R3 est définie et positive représente I'inertie nominale du satellite,
tandis que AJ € R3 désigne la partie incertaine de l'inertie. Ensuite, la dynamique de I’équation

(4) peut étre réécrite comme :
Jowe = =S(We)Jow + Ty, +u (3.6)

OUtTy, =[Ty1 Tuz Tusl” € R3 désigne I’incertitude des parametres de la dynamique ou un

couple incertain agissant sur la dynamique de I’erreur de suivi d’attitude, et il en résulte que :
Ty = d = S(C(Pe)Wa)]C(Pe)wa — JS(C(Pe)wa)we — S(C(Pe)wa)] we — S(we) A w
- A]d)e _]C(pe)d)d (37)

En regardant dans 1’équation (3.7), on peut savoir que t,, résulte du couple de perturbation d et

des incertitudes de la matrice d’inertie J.

I11-3- Formulation du probleme

Pour réaliser le contréle d’attitude du satellite méme en présence des incertitudes de I’inertie et
d’un couple perturbateur, une approche de commande de type proportionnel-dérivé (PD) sera
présentée. L'architecture du systeme d‘attitude en boucle fermée qui en résulte est illustree a la
figure 3.1. Dans cette approche, le contr6leur de type PD déeveloppé intégre deux efforts de
contréle : I'un est I'effort de la commande du PD en tant que puissance de contréle de base, et
lautre est l'effort de contrble de compensation pour compenser les incertitudes de la
dynamique t,. Ce contrdle de compensation est synthétisé sur la base des informations
estimées fournie par la loi d'estimation proposée. Cette loi d'estimation est congue pour estimer
exactement la dynamique incertaine 7. Ensuite, en utilisant les informations estimées, une loi
de commande est synthétisée pour obtenir une convergence asymptotique globale de I’erreur

de suivi de la trajectoire.
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Loi d'estimation

Compensation Inertie

Par» Wq + u
— L p! ’
+

Contrbleur PD

perturbations

La commande

Figure 3.1 : Schéma fonctionnel du systéme d’attitude du satellite obtenu a partir de

I’approche de controle de type PD proposée.

I11-3-1-Estimation des incertitudes de la dynamique

Pour estimer les incertitudes des paramétres de la dynamique t,, , le systeme dans 1’équation

(3.6) est tout d'abord réécrit dans la forme linéaire suivante :

We = _kljo_lwe t Treg u +]0_1u (3-8)

OU Tregy = Jo '[k1we — S(we)Jowe + T,] , et il peut étre considéré comme la dynamique

incertaine regroupée ; k; € R est une constante positive.
Introduisons un systeme auxiliaire sous la forme :
. -1 -1
Xa = _kljo Xa +]0 u (3-9)

Ol x, € R? est l'état mesurable de ce systéme linéaire. Ensuite, I’erreur entre 1’état x, de
I’équation (3.9) et I’état w, de I’équation (3.8) peut étre définie comme :

Z= We—Xg (3.10)
De maniere correspondante, on peut obtenir de (3.8) et (3.9) que la dynamique de z est telle
que :
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z=—kiJg'Z+ Tyegu (3.11)

Pour la dynamique d'erreur dans I’équation (3.11), un observateur non linéaire est propose :
2= —kakat +—y +kay + kyleln (3.12)
2

Ou 2 est l'estimation de z. k5, k5 et k, sont les gains positifs de 1’observateur, e = z — 2

désigne l'erreur de l'observateur, y = k,z, vy est la différenciation numérique de la mesure y,
m m m m

leln = [le;|n sgn(e;) ley|n sgn(ey) ... ley|nsgn(e,)]? , n€Ret meR sont

deux entiers impairs positifs satisfaisant m < n.

Sur la base de I'analyse ci-dessus, il est connu que les signaux z et y sont mesurables. Alors, les

deux théorémes suivants peuvent étre obtenus.

Théoréme 1. L'erreur de l'observateur e est stable dans le temps. C'est-a-dire qu'il existe une

constante positive t; € R telleque  e(t) =0 pourt = ts

Preuve. On peut déduire de la définition de e et de (3.11) et (3.12) que la dynamique de l'erreur

de l'observateur e est telle que

¢=i-5=2+kket— Ly —key—kyleln =2 +kykss2kyZ — kykaz — kylefn =
2 2

m

—kskye — kyleln (3.13)

On choisit une candidate positive et défini de la fonction de Lyapunov pour I'erreur de

I’observateur (3.13) comme :
vy =-ele (3.14)

Différencions I’équation (14) et insérons (13) conduit a :

. m

Vl = eTé = eT (—k2k3€ - _k4leJ;) = _2k2k3V1 - k4eTleJ% < _2k2k3V1 -

m+n m+n

27 kv, ™ (3.15)

Puisque m et n sont deux entiers impairs positifs ainsi que m < n, on aura 0 < ";—:‘ <1.En
resolvant l'inégalité (3.15), on obtient V; (t) = 0 pour tout t > t;, ol tr € R est tel que :

n-m

n-m -
n 272n k,k,V, 2™ (0)+k
tf < n 2R3V, (0) 4
kok3z(n—m) k4

(3.16)
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Ou V;(0) est la valeur initiale de V;. A ce stade, on peut obtenir de I’équation (3.14) que
e (t) = 0 est valable pour t > t¢.

Théoreme 2. Avec l'application de I'observateur proposé dans (3.12), on peut concevoir une loi

destimation T.s; = [Test1 Testz  Tesez ]! comme :
Test = JoTregu — K1We + S(w,)]owe (3.17)
Ou
tregu = (kikaJo 2+ 9) /K, (3.18)

Ensuite, les incertitudes de la dynamique représentées par 7, peuvent étre estimée avec
précision en utilisant 7. De plus, cette estimation est obtenue aprés un temps fini et avec une

erreur d’estimation nulle.

Preuve. Définir I'erreur d'estimation entre t,, et 7,5, comme :

Te =[Ter Tez Tes]” =Tu = Test

Alors :

Te = [JoTregu — k1we + S(we)Jowe] — JoTreg, — k1we + S(we)Jowe] = Jo(Treg, — Treg,)
(3.19)

En substituant les équations (3.11) et (3.18) dans (3.19), on obtient :
Te = Jo [Treg_u - kiz (klkzlo_lz + y)] =Jo [Treg_u - k,iz (klkzjo_lZA - klkzjo_lz + kZTreg_u)] = kle
(3.20)

Par ailleurs, du théoreme 1 et de sa preuve on peut déduire que e (t) = 0 pour tout ¢ > t¢. Sur

la base de (3.20), ¢ca donne :
7.(t) =0, t=tr (3.21)

ce qui implique que, T, peut étre reconstruit en utilisant 7., apres le temps fini t. L'erreur

d'estimation reste a zéro apres un temps fini ¢;. Ceci compleéte la preuve.

On peut obtenir de 1’équation (3.21) que l'erreur d'estimation z, pour la dynamique incertaine
T, Seratoujours égale a zéro apres un temps fini t. Cela signifie que la dynamique incertaine

T, est totalement estimée par 7,5, apres ty. De plus, la valeur de ty peut étre réglée pour étre
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aussi petite que possible en ajustant les gains de lI'observateur ko, ks, k4, m et n. Plus la valeur
de tf est faible, plus la dynamique incertaine 7, sera estimée par 7,5, avec une vitesse plus
rapide. La preuve du théoreme 2 montre que I'observateur développé peut garantir que l'erreur
d'estimation soit stable dans un temps fini, alors que la plupart des observateurs d'états étendus
existants et les observateurs de modes glissants ne peuvent que garantir que l'erreur d'estimation
soit stable et asymptotique (Liu, Luo et Yang), (Ginoya, Shendge et Phadke), (Chen, Yang et
Guo), (Gao, Liu et Chen), (Pu, Yuan et Yi). De ce point de vue, on peut théoriquement conclure
que la loi d'estimation proposée dans I’équation (3.17) est capable de fournir une estimation
plus rapide et précise de la dynamique incertaine 7,, en comparaison avec les observateurs
avec une stabilité d'estimation asymptotique. Ces informations estimées avec précision sont
importantes pour la conception ultérieure d’une loi de commande d'attitude. Il faut noter qu'un
certain nombre d'études sur les observateurs de perturbations et des incertitudes sont
disponibles dans la littérature, telles que l'observateur d'état étendu et I'observateur en mode
glissant (Liu, Luo et Yang) . Cependant, pour la plupart des observateurs en mode glissant (Liu,
Luo et Yang), la limite supérieure de la perturbation externe doit étre connue, c'est-a-dire
Izl < o (ou o est une limite supérieure connue), et la perturbation externe devrait satisfaire a

la limite tlim 7, = 0. En ce qui concerne la plupart des observateurs d'états étendus tels que

(Ginoya, Shendge et Phadke), (Chen, Yang et Guo), (Gao, Liu et Chen), (Pu, Yuan et Yi). Les
perturbations doivent satisfaire a certaines dynamiques. Sinon, ¢a ne peut pas se transformer en

un systéme d'état étendu. L'observateur proposé peut libérer toutes ces conditions limites.

En résumant I'analyse ci-dessus, on peut conclure que l'observateur proposé est meilleur que
les observateur des perturbations connus, tel que l'observateur d'états étendus que (Ginoya,
Shendge et Phadke), (Chen, Yang et Guo), (Gao, Liu et Chen), (Pu, Yuan et Yi) et l'observateur
en mode glissant (Liu, Luo et Yang), (Liu, Laghrouche et Harmouche), (Liu, Laghrouche et
Wack).

I11-3-2- Conception d’une loi de commande d'attitude de type PD

En utilisant la valeur estimée avec précision, de la dynamique incertaine t,, dans I’équation
(3.6), le résultat principal de la conception d’une commande a simple structure permettant
d’accomplir la manceuvre de contrdle de suivi d’attitude peut étre résumé dans le théoreme

suivant
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Théoréeme 3. Considérons le systéme de contrble d'attitude du satellite rigide décrit par les
équations (3.3) a (3.4) avec des couples de perturbation et incertitudes de I’inertic. Avec
l'application de la loi d'estimation de I’équation (3.17), concevons un controleur de type PD de

la maniére suivante :
u= _kppe - kdwe — Test (3-22)

Ou le scalaire positif k,e R est le gain proportionnel et le scalaire positif k, € R est le gain
dérivé. Ensuite, ’erreur de suivi de Iattitude du satellite p, et ’erreur de suivi de la vitesse

angulaire correspondante w, seront asymptotiquement stables.

La manceuvre de suivi d’attitude peut étre accomplie avec une convergence asymptotique. Une

précision de pointage elevée peut étre garantie.

Preuve. Pour la dynamique de suivi d’attitude réécrite dans 1’équation (3.6), choisissons une

fonction candidate de Lyapunov comme :
v, = %weTjowe + 2k, In(1 + pg pe) (3.23)
Différencions (3.23) et insérons (3.3), (3.6) et (3.22)

1 T
V, = 0l [~S(we)Jowe + Ty + u] + 2k, 225 %e

1+pZpe
= WF [~kpPe = ka0 — Tese + 1] + 2k, 225050 (3.24)
En utilisant la définition de G (p,), on met pI G (p,) comme
plG(pe) = (1 +plpe)pl (3.25)

Ensuite, la substitution de I’équation (3.25) et 7, = T, — Ty dans I’équation (3.24) a pour

résultat
V, = —kyolw, + wlt, (3.26)
En utilisant le résultat du théoréme 2, a savoir, 7.(t) =0, t >t il enrésulte que
V, = —kgowlw, <0, t=¢t (3.27)
Intégrant I'inégalité (3.27) det; a o, ona
Je, V2l < V() = Vy(e0) S V() < o0 (3.28)

58



Chapitre 3 Controle d’attitude basé sur le PD

Comme la fonction de Lyapunov est radiale-illimitée, tous les signaux restent liés. Avec

I’application du lemme de Barbalat, on peut prouver la continuité uniforme de V,,  V(t), =
0 quand t — oo. Cela garantit que tlim I:/2 (t) = 0 car V, est uniformément continu. A cette
fin, on peut obtenir de (3.27) que tlim w,(t) =0 ettlim @, (t) = 0. ll résulte des équations (3.6)

et (3.22) que

Jowe = =S (We)Jowe = kpPe — kKqwe = Test +Ty (3.29)
Et

Jowe = =S(we)Jowe = kppe —kqwe , t21tf (3.30)

Par conséquent, ceci peut étre utilisé avec tlim w,(t) =0 et tlim @.(t) = 0 pour montrer
—00 —00
que tlirn p.(t) =0 . En conséquence, le systéme de suivi d’attitude en boucle fermée est
—00

globalement stable et asymptotique. Le contrdle d'attitude de haute précision est atteint.

On peut voir de I’équation (3.22) que la loi de commande proposée est a structure simple, et
elle se compose de deux parties : I'une est ’effort de contrdle de la commande PD  —(k,p, +
kyw,), et autre est —7,g; . La derniere partie de la commande est congue et utilisée pour
compenser les incertitudes de la dynamique. Ceci est réalisé grace a l'estimation parfaite des
parametres incertains de la dynamique en utilisant la loi d'estimation développée dans
I’équation (3.17). L'effort de contr6le du PD est congu comme une puissance de contrdle
nominale pour le systéeme d'attitude. En conséquence, lors de I'application du contrdleur pour
effectuer une manceuvre de suivi d'attitude. En conséquence, a la suite des demonstrations du
théoréme 1, du théoréme 2 et du théoreme 3, les procédures permettant de choisir les gains dans
le contrbleur de I’équation (3.22) et les gains dans la loi d'estimation dans 1’équation (3.17)

peuvent étre résumées comme suit :
Etape 1 : Choisir arbitrairement k1 positif pour la loi d’estimation (3.17).

Etape 2 : Choisir ko, ks, ks, m et n en fonction de I’équation (3.16) et satisfaisants la condition
m < n. Le choix des valeurs plus grandes pour : m/n, ka2, ks ou ks conduira a un plus petit f.. En
conséquence, l'estimation des incertitudes de la dynamique peut étre obtenue dans un délai

beaucoup plus court.
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Etape 3 : Sélection d’un k, positif. Cette valeur affectera le temps de stabilisation de la
commande dans 1’équation (3.22). Une valeur plus grande de k; se traduira par une valeur plus

petite du temps d'établissement.

Etape 4 : Choisir une valeur positive de kq. Il convient de noter qu*un plus grand kq entrainera

un plus petit dépassement de la commande (3.22).

111-3-3-Conception de la loi de commande avec considération de la dynamique de

I'actionneur

Bien que le controleur de 1’équation (3.22) soit congu sans tenir compte de la dynamique de
l'actionneur, cette approche de contrdle est également efficace pour réaliser une manceuvre de
suivi d'attitude lorsque la dynamique de I'actionneur est prise en compte. Ceci peut étre validé
comme suit. Supposons que ’attitude du satellite soit contrdlée a I’aide de N actionneurs, et

que la dynamique de ces actionneurs peut étre repreésentée par
Ugpp = f() (3.31)

O v=[v; v, .. v,]T €RN est une entrée de ces N actionneurs, le vecteur
Ugpp = [Uapp 1 Uapp2 - Uappn]" € RN estle couple réel généré a partir des actionneurs,

et f(v) = [fi(vy)) (1) .. fy(p)]T € RN désigne le vecteur de I’équation dynamique
de N actionneurs. Sur la base de 1’équation (3.31), le couple total u dans I’équation (3.2) peut

étre calculé comme suit :
u = Dugy,y, = Df (V) (3.32)
Ou D € R3*N est la matrice d'allocation d'actionneur.
En notant Av € R" la différence entre I’entrée des actionneurs et leur couple de sortie, on a
Av=ug,,—v=Ff(Ww)—v (3.33)
Ensuite, il résulte de (3.32) et (3.33) que
u=Dv+ DAv (3.34)

A cette fin, la dynamique d’attitude du satellite avec la dynamique d’actionneur considérée peut

étre écrite sous la forme de I’équation (3.6), ou le terme u dans cette équation sera écrit :
u=Dv (3.35)
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Et l'incertitude t,, dans 1’équation (3.7) est remplacée par

Ty = d-— S(R(pe)wd)]R(pe)wd _]S(R(pe)wd)we + DAv — S(R(pe)(‘)d)](‘)e -
S(we)A]wb - A]d)e _]R(pe)d)d (336)

Par conséquence, la dynamique incertaine t,, donnée par 1’équation (3.36) peut encore étre
estimée avec précision en utilisant la loi d’estimation proposée dans 1’équation (3.17). De plus,
en appliquant la loi de commande de 1’équation (3.22), le systéme de suivi d’attitude en boucle
fermée sera asymptotiquement stable. Il faut noter qu’a ce stade, ’entrée de commande est
I’entrée de la dynamique de I’actionneur v, mais pas du couple de commande total u.
Cependant, I’entrée de commande Vv peut étre obtenue a partir des équations (3.22) et (3.35)

comme :
v =D¥(—kppe — kqwe — Test) (3.37)
oll D* € R3*N désigne le pseudo-inverse de D € R3*N,

Théoréme 4. Pour le systeme de contréle d'attitude dans les équations (3.3) et (3.4) avec des
couples de perturbation, des incertitudes de la dynamique du systéme, et une dynamique
d'actionneur, et en appliquant la loi d'estimation de 1’équation (3.17) et la loi de commande de
1I’équation (3.37) pour les actionneurs en tant qu'entrée de commande, le systéme de suivi

d'attitude en boucle fermée peut étre garanti comme étant asymptotiquement stable.
Preuve :

Bien que la dynamique de l'actionneur soit prise en compte dans la conception de la loi de
commande, la loi de commande développée est exempte de la dynamique de I'actionneur. Cela
impligue que cette loi de commande est indépendante de la dynamique de lI'actionneur et en est
libre. Ceci est tres bénéfique en pratique. En effet, lorsque I’on prend en compte la dynamique
de I’actionneur, les lois de commande classiques dépendent fortement de la dynamique de
I’actionneur. Cependant, la dynamique précise des actionneurs ne serait pas établie. Par
conséquent, ces lois de commande classiques dépendant de la dynamique des actionneurs
auraient une influence négative sur les performances du contréle d'attitude. De ce point de vue,
on peut conclure de ces analyses que la loi de commande du type PD proposée dans 1’équation
(3.37) est intéressante pour l'ingénierie des satellites afin d'obtenir de bonnes performances de

contrble d'attitude.
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I11-4- Résultats de Simulation

Cette section présente les résultats de simulation sur un satellite rigide qui a le moment d’inertie
40 O 0

J=|0 425 0 |kgm?
0 0 52.2

Les trajectoires souhaitées sont :

it ]

200
nt |rad

200 |5 avec: pg =1[0.02 —0.03 0.05]7

nt
2507

[0.03 sin(

wg =10.03sin(

0.03 sin(

En simulation, un couple de perturbation d=2x10"*x
[sin (0.8t) cos (0.5t) cos (0.3t)] Nm est simulé. De plus, le satellite aura une incertitude
d’inertie de 20%, soit AJ = 0.2]. Les gains de la commande en (3.22) sont choisis comme
etant k, = 5et ky = 15. Les gains de la loi d'estimation pour l'observateur sont choisis comme

suit :

k=5, k, =26, k=74, k, =155 , n=93 et m =97 . Lattitude initiale est p =
[06 — 0.5 0.3]7 et la vitesse initiale est w = [-0001 0.002 — 0.0009]" rad / sec.

L'erreur de suivi pe

-0.4

-0.6

| | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
temps(secondes)

Figure. 3.2. L'erreur de suivi d’attitude p,.
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0.25 ——
[
o2p ! .
[ |
' ' we1l
0151 ¥ T 1
1 D ) i we3
1

L'erreur de la vitesse angulaire

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
temps( secondes)

Figure. 3.3. L'erreur de suivi de la vitesse angulaire «, .

0.6 T T T

05 b
to 1
u

04+t - _tuesﬂ B

e

02

0.1

tou1 et son estimé to_st1

-0.1

0.2 I . . . . I . . I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

temps( secondes)

Figure.3.4 : 7,; et sa valeur d’estimationt ;4 .
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to 2 1
u

- = =tu_st2
e

e

tou2 et son estimé to_st2

0.15 I I I . . I . I .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

temps( secondes)

Figure. 3.5 : 7, et sa valeur d'estimation T,

0.3 T T T T

to 3 1
u
= = =tu st3
e

0.1 .

e

0.1 1

tou3 et son estimé tu_st3

-03 .

04 -

05 1 1 I I I 1 1 I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

temps( secondes)

Figure.3.6 : 7,5 et sa valeur d’estimation 7,5 .
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L'entrée de la Commande u

. . . . . . .
30 40 50 60 70 80 90 100
temps( secondes)

Figure.3.7 : La commande u.

Des résultats de controle de suivi d'attitude sont illustrés sur les figures 3.2 et 3.3,
respectivement, on constate que la manceuvre de suivi d’attitude planifiée est accomplie avec
succes. L'erreur de suivi de l'attitude et la vitesse angulaire sont asymptotiquement stables.
Ceux-ci vérifient les conclusions du théoréme 3 selon lesquelles le contrdleur congu est capable
de réaliser un contréle de suivi d'attitude avec une précision de pointage et une stabilité
d'attitude élevée, méme lorsque le satellite est soumis a un couple de perturbation important et

a des incertitudes d’inertie.

La haute performance du suivi d’attitude obtenue est due a la loi d’estimation basée sur
I’observateur de I’équation (3.17). Les incertitudes de la dynamique et son estimation a l'aide
de I’équation (3.17) sont illustrées aux Figures : 3.4, 3.5, 3.6, respectivement. On voit que ces
couples incertains sont estimés avec précision. D'apres les résultats obtenus, il est clair que I'état
estimé t ., converge vers une dynamique incertaine T, avec une convergence a temps fini.
Ces résultats valident toutes les conclusions du théoreme 2 selon lesquelles le schéma
d’estimation développé peut reconstituer la dynamique incertaine en temps fini et avec une
erreur d’estimation pratiguement nulle. Cela compensera complétement la dynamique
incertaine. C'est également la raison pour laquelle la stabilité asymptotique du systeme en
boucle fermée peut étre garantie. L'entrée de commande correspondante est illustrée a la

figure.3.7.

Le controleur de type PD proposé est capable de réaliser un contrdle de suivi d’attitude de haute
précision, car ’effort de compensation incorporé basé sur une estimation incorporée est capable

de compenser le couple de perturbation externe important.
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I11-5- Conclusion

Une approche de contrdle de type PD a été développée pour les satellites rigides afin de réaliser
une manceuvre de suivi d'attitude. Des performances de contrdle de pointage de haute précision
face au couple perturbateur, aux incertitudes des paramétres de la dynamique et méme a la
dynamique de I’actionneur sont obtenues. Avec I’application de cette approche, ces dynamiques
incertaines peuvent étre compensées. Un contr6le d’élimination des perturbations et de l'inertie
incertaine a été obtenu. Ceci est d0 a la loi d'estimation incorporée basée sur I'observateur,
congue pour estimer la dynamique incertaine avec une convergence en temps fini de I'erreur
d'estimation. En conséquence, il était garanti que le systéme de suivi d’attitude en boucle fermée
était asymptotiqguement stable. La structure de la commande de type PD proposé était assez
simple. De plus, cette approche n’implique pas une procédure de conception exigée avec moins
de calcul a bord. Il faut noter que les trajectoires d’attitude souhaitées ont été suivies de maniére

asymptotique.

66



Conclusion Générale



Conclusion Générale

Dans cette these, une étude de probléme de contrdle d’attitude des satellites en utilisant deux

methodes de contrdle différentes a été présentée.

L'orientation des satellites en orbite change progressivement avec le temps. Leur attitude doit
étre controlées afin d’atteindre 1’attitude de référence recherchée. Pour cela une description du
modele mathématique du satellite est importante. La modélisation a l'aide d'une description de
I'attitude a été traitée dans ce travail. Les trois principaux concepts mathématiques utilisés pour
représenter 1’attitude d’un corps rigide dans un espace tridimensionnel ce sont : la matrice de
rotation, les angles d'Euler et le quaternion unitaire. A ceux-ci, il s’ajoute un quatrieme, le
vecteur de rotation (axe principale/angle d’Euler), qui présente les avantages des angles d'Euler
et des quaternions, mais ni les singularités du premier, ni la contrainte quadratique du dernier.
Il existe plusieurs autres représentations, dont les relations avec les trois représentations

principales sont également décrites tels que les paramétres de Rodriguez et Rodriguez modifies.

Des méthodes de stabilisation et de contrdle du mouvement des satellites sont aussi traitées

comme I’utilisation des rotors (double rotation, roues de réaction), le gradient de gravite.

La théorie des modes glissants a une attention particuliére dans le domaine de I'aérospatiale. La
technique permet l'utilisation d'un modele de systeme d'ordre inférieur pour générer des
commandes de contréle. D'autre part, le systeme est robuste aux perturbations externes et inclut

également une dynamique non modélisée (les incertitudes dans le model du systéme d’attitude).

La conception d’une loi de commande a structure variable pour la dynamique d’attitude de
satellite rigide avec une représentation par le quaternion unitaire, et deux surfaces de glissement
ont eté établies. La loi de commande en mode glissant a été congue pour forcer les variables
d'état du systéme en boucle fermée a converger vers les valeurs souhaitées. L'approche proposee
est définie de maniere a ce que les parametres de contrbleur sélectionnés puissent forcer I'état
du systéme a atteindre rapidement la surface de glissement, puis a le maintenir sur cette surface
avec moins d'erreurs de suivi. Les résultats de la simulation montrent que le mouvement le long
du mode de glissement est insensible aux variations de paramétre et aux perturbations. De plus,
la commande développée réduit le temps de d’atteinte et améliore les performances des surfaces
linéaires et atténue les vibrations en utilisant une technique de couche limite d'épaisseur

variable.

Dans une autre étude dans ce travail, un systéeme de suivi d'attitude en boucle fermée
garantissant une stabilité asymptotique globale grace au contréleur de type PD a été présentée.

Les perturbations et les incertitudes des parametres d'inertie sont rejetés. De plus, en tenant
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compte de la dynamique de l'actionneur, la loi de commande proposée est également
indépendante de la dynamique des actionneurs. L'observateur incorporé est capable de fournir
une estimation rapide et précise de la dynamique incertaine. Une telle estimation peut étre

réalisée en temps fini et l'erreur d'estimation est nulle apres ce temps fini.

D’autre part si les deux approches présentées dans ce travail sont analysées en termes de
résultats de réponses données, on peut constater que, bien que les approches de contrdle basées
sur I’élimination des perturbations soient capables de stabiliser asymptotiquement le systeme
d'attitude en boucle fermée. La commande congu a une structure plus complexe, que celle de la
commande d’attitude en mode glissant garantissant la robustesse face aux perturbations et aux

incertitudes, en un temps fini et avec rapidité de réponse.

La contribution principale de ce travail est la procédure de selection des paramétres de gain de
contrble pour les surfaces linéaires. Cela apres avoir sélectionner le type de la surface de
glissement elle-méme a partir d’une seule expression en changeant la valeur d’une constante
c0. La procédure de commande proposée est de choisir en premiers lieu entre deux surfaces de
glissements selon la valeur de la constante c0. Et puis d’introduire une méthode de sélection
d’une autre variable k pour accélérer le mode de convergence vers la surface de glissement dans
le cas de cO0 = 0 (cas d’une surface de glissement linéaire). Et cela pour augmenter les
performances de la commande par mode glissant utilisant une surface linéaire et diminuer la
nécessité d’utiliser des surfaces non linéaires exigent plus de calculs ce qui rend la loi de
commande plus complexe. L’objectif de contrdle est de concevoir une commande avec une
structure simple et demandant moins de calculs a bord toute en garantissant des meilleures
performances avec I’introduction de la technique de la couche limite a épaisseur variable pour

atténuer I’effet des vibrations (chattering).
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A-1-Introduction
La présentation de la modélisation cinématique et dynamique d’un satellite nécessite d’utiliser :
* Une analyse vectorielle rigoureuse de la cinématique rotationnelle.

« Déterminer les relations de base des transformations de repéres de maniere utilisable pour les

équations de mouvement de rotation.

* Introduire plusieurs représentations cinématiques alternatives (angles d'Euler, axe Euler /
angle principal, matrice de rotation, quaternions, parametres de Rodrigues et Rodrigues

modifiés) et leur évolution dans le temps.

A-2- Definitions de base et opérations vectorielles

La quantité de base en dynamique est un vecteur. Un vecteur a a la fois une amplitude et une
direction et est représenté par des coordonnées le long de trois axes perpendiculaires, appelés
un repere de référence. Chaque axe du repére de référence est représenté par un vecteur unitaire,
défini comme un vecteur d’amplitude unitaire. Considérons un vecteur, A, écrit en termes de
coordonnées le long d’un repére de référence constitué d’une triade formée par les vecteurs

unitaires, i, j, kK, comme suit :
A= Ayi+Ayj+ Ak (A.1)

Ou simplement comme :
Ay
A=1{4, (A.2)
A,

Ou les composants, Ax, Ay, A; sont les coordonnées celons les axes i, j, k respectivement.
Comme nous le verrons plus loin, il est possible de transférer les composantes d’un vecteur vers
un autre repere de références en utilisant une transformation de coordonnées. Deux (ou
plusieurs) vecteurs peuvent étre ajoutés ou soustraits en ajoutant ou en soustrayant leurs
composantes respectives référées au méme repére de références. Les vecteurs peuvent étre
multipliés de deux maniéres différentes : le produit scalaire et le produit vectoriel. Comme leurs
noms l’indiquent, le produit scalaire de deux vecteurs est un scalaire (une quantité ayant

seulement une amplitude), tandis qu'un produit vectoriel de deux vecteurs est un vecteur. Le
produit scalaire de deux vecteurs, A et B, est défini par :
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A.B = AB cos6 (A.3)

ou A, B sont les amplitudes respectives des deux vecteurs et 6 I'angle entre eux. D'apres cette
définition, il est clair que le produit scalaire de deux vecteurs ayant la méme direction est le
produit de leurs amplitudes, tandis que deux vecteurs perpendiculaires ont un produit scalaire

nul. Par conséquent, il en résulte que
Ai=Ay; Aj=4,; Ak=A4, (A.4)

on peut écrire le produit scalaire de deux vecteurs, 4= A,.7 + Ay g+ AketB=B,.T+ By.j+

BZE, comme :
B,
A.B=A.B,+AyB,+A,B, ={AA,A,}{By = A"B (A.5)
b,

Dans I’équation (A.5) nous avons dénoté la transposition d'un vecteur avec un exposant T,
obtenu en disposant les composants dans une ligne [plutdt que sous la forme de colonne de
1’équation (A.2). Par consequent, le produit scalaire est la somme des produits des composantes

des deux vecteurs (Kreyszig)
Le produit vectoriel, A x B, est défini comme suit ;

a- L’amplitude est donnée par | A xB | = AB.sin 0, ou 0 est I'angle entre les deux vecteurs.

b- La direction de A X B est normale au plan forme par les deux vecteurs et est donnéee

par la regle de la main droite. figure(A.1).

D'apres cette définition, il est clair que le produit vectoriel de deux vecteurs quelconques ayant
la méme direction (ou la direction opposée) est nul, tandis que deux vecteurs perpendiculaires

I'un a l'autre ont un produit vectoriel d'amplitude égale au produit de leurs amplitudes. De plus,

A x B=—4 x B.Un repere : i, j, k est dit direct si sa triade de vecteurs unitaires est disposée

de telle sorte que i x j = k. Par conséquent, en référence a un repére direct, nous pouvons écrire
le produit vectoriel de deux vecteurs, 4 = 4,.7 + Ay T+ AketB=B,.T+ B,.j+ B,k,comme
suit :

-

A x B =(A,B, — A,B,)T+ (A,B, — A,B,)j + (A,B, — A, Bk (A.6)
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Figure A.1 : Produit vectoriel de deux vecteurs, A et B.

En introduisant la notation abrégée du déterminant d'une matrice carrée, on peut écrire

I’équation (A.6) comme :

i j k
z‘T X E = Ax Ay Az (A-7)
B, B, B,

Les définitions précédentes nous permettent de déduire les identités suivantes concernant le

produit vectoriel :

Ax(BxC)=B(A.C)—C(A.B) (A.8)
(AxB)x C =B(A.C) — A(B.C) (A.9)
(A% B).(C x D) = (A.C)(B.D) — (A.D)(B.C) (A.10)

(AxB)x(CxD)=(A.(BxD))C—-(A.(BxC)D (All)

On peut Vérifier ces résultats avec des calculs manuels des équations. (A.5) et (A.7).
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A(t + At)

Figure A.2 : changement d’un vecteur

La dérivee temporelle d'un vecteur, A, est définie comme suit :

dA . At+AD)-A(t .Y
— = |lim Al+AD-A®) _ lim —

(A.12)
dt At—0 At At—0 At

Ou AA représente la variation totale provoquée par les changements a la fois de I’amplitude et
de la direction, comme le montre la Figure A.2. On peut voir a partir de la Figure A.2 qu'un
triangle isocele est formé en prolongeant le vecteur A (t) jusqu'a ce que son amplitude devienne
¢égale a A (t + At). Dans la limite At — 0, nous avons A0 — 0, et donc a — 7 /2. Par conséquent,
les deux lignes en pointillés sur la figure.2 représentent 1’extension et la rotation de A,
respectivement, et nous avons :

i AG = PPRYC) i
Aléir}) AA = [A(t + At) — A(b)] ) + w X A(t)At (A.13)

Ou o est la vitesse angulaire de A, dirigée dans le plan de la Figure A.2 avec I’amplitude donnée

par

29 — |im 22 (A.14)

Tdt  At-0 At
Par substitution de I'équation (A.13) dans I'équation (A.12), nous avons

di _ dAA i
E—EZ-F(UXA (A.15)

ou le premier terme sur le coté droit représente la dérivée temporelle due a un changement de

I’amplitude, et le second, di a la rotation. Un observateur tournant a la méme vitesse angulaire
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que A ne remarquerait que le premier terme, tandis qu'un observateur stationnaire remarquerait

les deux termes.

A-3- Systemes de coordonnées et matrice de rotation

Un vecteur peut étre exprimé dans une variété de systemes de coordonnées, chacun étant
représenté par une triade de vecteurs unitaires. Un nombre quelconque de systemes de
coordonnées différents peut étre obtenu en tournant les axes orthogonaux autour de l'origine,
O. Parfois, il est nécessaire d'utiliser un repére avec une origine différente, O’. Par conséquent,
la transformation générale d'un repére en un autre consiste en une translation de l'origine et en
une rotation des axes autour de la nouvelle origine. Cependant, la translation de l'origine est
obtenu facilement en spécifiant le vecteur de déplacement R de O a O’ (Figure.3), et ses
dérivées temporelles, tels que le déplacement, la vitesse et ’accélération, r, v, a respectivement,

dans le repere original sont liés a leurs homologues r’, v’, a’ dans le nouveau repere par

r=R+7r
drR =

vEg Y (A.16)
d?R ,

—ﬁ+a

Puisque la translation des repéres n’est pas trés importante, nous nous concentrerons plutot sur

les transformations de coordonnées impliquant une rotation

-

Y

z

Figure A.3 : Translation d'un repere de coordonnées.
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Figure A.4 : Rotation d'un repére de coordonnées.

Considerons un repére (OXYZ) avec les axes OX, OY et OZ, respectivement désignés par les

vecteurs unitaires i, j, k. une rotation de repére autour de l'origine, O, produit un nouveau repeére,
(OX’Y’Z’) Désignée par i’, j°, k* (Figure A.4). Considérons maintenant un vecteur, A, exprimé

alternativement en termes de composantes dans les repéres d'origine et de rotation, comme suit:
A=A0+A]+Azk = A i+ A f+ Ak (A.17)

Qui peut étre ecrit sous forme de matrice comme

A, Ay
A= (ijk){Ay = ()14, (A.18)
A, A,

Afin de trouver la relation entre les deux repéres, nous prenons les produits scalaires

- 7
7

A).f,/f.],etﬁ.k

A, i
A, = ] [
A, k

R

k\ (A
k |14y (A.19)
k] (A

zZ

N S~ e~

Jj i
j J
i k J k

Nous pouvons également prendre des produits scalaires de A avec i, j et k pour avoir ce qui

suit :
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Ay ifoi i k(A
Avt=i i j k|4, (A.20)
A, ki k j k k/\4,
Nous réécrivons 1’équation (A.19) comme :
Ay A,
Ay =CL4y (A.21)
A, A,

ou C est la matrice suivante constituée des cosinus des angles (équation (A.3)) entre les axes

des deux repeéres et est donc appelée matrice de cosinus directeurs ou matrice de rotation :

i i U j ik
c=\|j it jJj Jjk (A.22)
ki k j k k

La transformation de coordonnées, équation. (A.19), peut également étre exprimé comme suit

i i
l-chl A2
k k

De I’équation (A.19) et (A.20), il est clair que la matrice de rotation a la propriété suivante
CTC =CC"I (A.24)

Il résulte que C* = CT. Une matrice avec cette propriété est dite orthogonale, puisque les
vecteurs formés a partir des colonnes de la matrice sont orthogonaux. De I'équation (A.24), on
peut aussi en déduire que le déterminant, | C | =+ 1. Une rotation pour laquelle | C | = 1 s'appelle
une rotation propre. Il est facile de voir a partir de la définition de la matrice de rotation,
équation. (A.21), que deux rotations successives d'un repere peuvent étre représentées

simplement en multipliant les matrices de rotation des rotations comme suit :

¢=¢c (A.25)

Ou la rotation C’’ est obtenu en subissant d'abord une rotation C, suivie d'une rotation C’
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A-4- Axe d’Euler et Angle Principal

D'apres la discussion ci-dessus, il est clair qu'une rotation d'un repere peut étre représentée par
une matrice de rotation, C. Une rotation peut également étre décrite en spécifiant l'axe de
rotation, ainsi que l'angle sous lequel le repere a été tourné. Cette expérience commune est
formalisée dans le théoréme d’Euler, selon lequel 1’orientation relative de toute paire de repéres
est déterminée de maniére unique par une rotation selon l'angle,® autour d'un axe fixe passant
par l'origine commune, appelé axe d'Euler. Cette rotation unique s'appelle I'angle principal. Une
représentation graphique de la rotation principale est illustrée dans la figure A.4, ou une rotation
dans le sens inverse des aiguilles d'une montre est considérée comme positive par la régle de la
main droite. Le théoréme d’Euler fournit donc une description de la rotation en utilisant un
vecteur unitaire €, représentant la direction de ’axe d’Euler, et I’angle de rotation principal, ®.
Avant d'utiliser la nouvelle représentation, nous devons savoir comment ces deux quantités
peuvent étre obtenues. Un apercu de I'axe d'Euler peut étre obtenu en analysant les valeurs
propres et les vecteurs propres (Kreyszig) de la matrice de rotation. Soit ¢ un vecteur propre

associ¢ a la valeur propre, A de C :
Cé=Ac (A.26)

En pré-multipliant I’équation (A.26) par le conjugué hermitien (Kreyszig)de chaque c6té, nous

avons
(Cc)H(Cc) = AActc =0 (A.27)
Et puisque C : est réel et satisfait 1’équation. (A.24)
(A1 —Dcflc=0 (A.28)
Ce qui implique que
M=1 (A.29)

Parce que c, est non nul. L'équation (A.29) indique que toutes les valeurs propres de C ont des
valeurs unitaires. Maintenant, C, étant une matrice 3x3, a trois valeurs propres. Etant donné que
les valeurs propres complexes se présentent en paires conjuguées, Il en résulte que 1'une des

valeurs propres de C doit étre réelle, pour laquelle 1’équation (A.26) devient

CCl S Cl (A30)
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et ce qui implique que le vecteur propre, c1, associ¢ a A = 1 est inchangé par la rotation. Il en
résulte également des équations. (A.24) et (A.30) que clc, = 1, clest-a-dire que c1 est un
vecteur unitaire. Par conséquent, il est clair que I'axe d’Euler (étant invariant sous la rotation
du repére de coordonnées) est représenté par e = C1. Les deux autres valeurs propres de C, étant

des conjugués complexes avec une amplitude unitaire, peuvent étre écrites comme suit :
d23=e*P =cos B +isin B. Ainsi, de I’équation (A.26), nous avons
CC2‘3 = e$iﬁC2,3 (A31)

A partir de la représentation plane complexe d'un vecteur, le facteur e multipliant un vecteur
implique une rotation par angle B. Ainsi, les vecteurs propres, c2, 3 (conjugués complexes),
subissent une rotation par angle B lorsque le repere est tourné¢ autour de l'axe ci. Une
conséquence de C étant orthogonale équation (A.24)) est que ses vecteurs propres sont
perpendiculaires. Puisque cz, 3 sont perpendiculaires a c1, leur rotation doit étre égale a l'angle
de rotation du repere. Par conséquent, ® = . Une méthode simple pour obtenir I'angle de

rotation principal est la trace de C (Kreyszig) :
traceC=2A, + A, + A3 =1+e +e % =1+ 2cos¢ (A.32)
Ou
cos¢p = 1/2(traceC — 1) (A.33)

Il y a deux valeurs de @, qui ne différent que par le signe, qui satisfont I’équation (A.33),
chacune ayant un axe d’Euler, e, dans des directions opposees. Cela ne provoque aucune
ambiguité, car une rotation de @ autour de € est la méme chose qu'une rotation de —® autour de

—€.

Les transformations de reperes les plus simples sont des rotations autour des axes d'un repeére,
appelées rotations élémentaires. Une rotation positive de (OXYZ) autour de, OX par un angle

® est représentée par la matrice de rotation
1 0 0
C, = (0 cos¢  sin gb) (A.34)
0 —sing cos¢
Alors que la matrice de rotation pour une rotation positive autour de, OY du méme angle est

cosp 0 —sing
C, = ( 0 1 0 ) (A.35)
singp 0 cos¢
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De méme, une rotation positive autour de OZ par ® est donnée par
cos¢p sing O
C;=|—sing cos¢p 0 (A.36)
0 0 1

Une transformation de repere plus compliquée peut étre obtenue par de multiples rotations sur

un axe dans une succession donnée, en utilisant des matrices de rotation élémentaires.

En termes des éléments (i, j) de C (notés cij, 1’équation (A.30) et (A.33) conduisent aux

expressions explicites suivantes pour les composants de I’axe d’Euler, e :

e, = C23.—C32

2sin ¢

C31—C13

e = ———
2= Send (A.40)

e5 = C12.—C21

2sin¢

Il est clair de I’équation (A.40) que l'axe d’Euler est défini uniquement pour les rotations non

nulles.

A-5- Angles d'Euler

Considérons maintenant I'orientation ou l'attitude d'un repere par rapport a un autre repere. Une
telle description est trés utile pour représenter l'attitude d'un véhicule de vol (ou de tout autre
objet) auquel un repere est rigidement attaché, en référence a un second repére. Deux
représentations d'attitude sont deja discutées, par la matrice de rotation et la combinaison Axe
d’Euler / angle principal. A partir de la discussion précédente, il est clair qu'une orientation
générale peut également étre obtenue en utilisant des rotations successives autour des axes du
repere. Le plus grand nombre de rotations nécessaires pour spécifier de maniére unique une
orientation donnée, appelé degrés de liberté de rotation, est de trois. Par conséquent, nous
pouvons employer trois angles, chacun autour d'un axe spécifique, pour décrire une orientation
donnée. Une telle représentation de l'attitude par trois angles s'appelle une représentation
d'angle d'Euler et les angles concernés sont connus sous le nom d'angles d'Euler. La séquence

des rotations axiales commence par la plus importante dans la représentation de I'angle d'Euler.
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Figure A.5 : L'angle d'angle d'Euler, (y) 3, (0) 2, () 1.

On peut spécifier les angles d'Euler et les axes des rotations séquentielles en utilisant une
notation telle que (y) 3, (0) 2, (¢) 1, ce qui dénote une rotation de (OXYZ) par un angle y
autour de OZ, aboutissant a l'orientation intermédiaire, (OX’Y’Z’), Suivi d'une rotation par
I’angle 0 autour de OY’, Résultant en (OX’’Y’’Z’’), puis une rotation finale par un angle @
autour de OX’’, pour produire la nouvelle orientation, (OX’*’Y’>’Z’"" ). Cette orientation
d'angle d'Euler, qui décrit l'attitude par les angles : le lacet (), le tangage (0) et le roulis (@),
est illustrée dans la Figure.5. La matrice de rotation pour l'orientation (y) 3, (0) 2, (@) 1 est la
suivante :
C =C(P)C(0)C) =
cos O cosp cos 0 siny —sin@

(sin¢sin6 cosp —cos psiny) (sing sinbsiny + cospcosyp) singcosb
(cospsinOcosyp +singsiny) (cosdsinb siny —sing cosyp) cos¢cosb

(41)

Cependant, il n'est pas nécessaire que tous les trois axes de coordonnées soient impliqués dans
la description d'une orientation particuliere. Par exemple, les astronomes et les physiciens
utilisent traditionnellement les angles d'Euler classiques (o) 3, (i) 1, (©2) 3 pour représenter
l'orientation d'un plan orbital par rapport a un repere céleste. Un ensemble d'angles d'Euler qui

commence et se termine par le méme axe, tel que : (®) 3, (i) 1, () 3, est dit symétrique. Les
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ensembles symétriques et asymétriques d'angles d'Euler sont qualitativement différents et il est
généralement beaucoup plus facile de manipuler les premiers. Afin de spécifier l'attitude selon
les angles d'Euler, nous devons étre en mesure de les déterminer uniquement a partir de la
matrice de rotation. De I'équation. (A.41) les angles d'Euler pour la représentation () 3, (0) 2,

(?) 1 peuvent étre déterminés en fonction de la transformation inverse suivante :

Cs3

9 = —SiTl -1 C13 (A42)
— -1C12
Y =tan s

Ou cjj représente I'élément (i, j) de C. Bien s0r, ni c11 ni ¢33 ne doivent disparaitre ; sinon les

angles @ et y ne peuvent pas étre déterminés.

Les angles d'Euler ne sont pas uniques. De plus, il existe certaines orientations pour lesquelles
les angles d'Euler ne peuvent pas étre déterminés du tout a partir de la matrice de rotation, C.
Dans un tel cas, la représentation d'angle d'Euler est dite singuliére et devient inutile. Un
exemple d'orientation singuliere est (y) 3, (= 90°) 2, (¢) 1, pour laquelle c11 = €12 = C23 = C33 =
0, et les angles ¢ et y deviennent indéterminés. Pour la plupart des avions, 'utilisation de la
représentation d'angle d'Euler (y) 3, (8) 2, (¢) 1 ne pose pas de probléme, car (y) 3, (= 90°) 2,
(¢) 1 est rarement rencontré. Cependant, on ne peut pas en dire autant d'un vaisseau spatial, ou
I'attitude verticale est une possibilité. Bien sir, dans un tel cas, on peut passer a un ensemble
différent d’angles d’Euler (par exemple, (y) 3, (0) 1, (¢p) 3), pour lesquels une singularité
particuliére est évitée, mais la nouvelle représentation aurait une singularité a une autre
orientation. Ainsi, une seule représentation par les angles d'Euler ne peut pas étre utilisée
lorsqu'une orientation arbitraire est possible. Ce défaut dans la représentation des attitudes par
trois angles (ou trois parametres quelconques) conduit a rechercher des représentations non
singulieres qui doivent nécessairement impliquer plus de trois parametres. Deux choix évidents
pour les représentations non singuliéres de l'attitude sont I'ensemble des neuf éléments de la
matrice de rotation, ainsi que I'ensemble des quatre parameétres d'orientation résultant de la
combinaison axe d'Euler / angle principal. Il est tout aussi évident que quatre paramétres
d’orientation (ou plus) ne sont pas mutuellement indépendants [les éléments de la matrice de
rotation obéissent a I’équation. (A.24), et les composantes de I'axe d'Euler doivent produire un
vecteur unitaire]. Les angles d'Euler, comme tous les autres ensembles de trois paramétres, ont

l'avantage d'étre indépendants les uns des autres et constituent ainsi un ensemble minimal pour
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la représentation des attitudes. Cependant, leur utilisation est limitée aux applications ou la

rotation principale est restrictive aux orientations non singuliéres

A-6- Parameétres symétriques d'Euler (Quaternion)

Etant donné que la représentation d'axe d'Euler / angle principal ne présente pas de singularités,
une représentation tres utile peut en étre déduite, appelée parametres symétriques d'Euler, ou le
quaternion. Un quaternion est un ensemble spécial composé de quatre paramétres scalaires
mutuellement dépendants, g1, g2, (3, g4, de sorte que les trois premiers forment un vecteur,

appelé la partie vectorielle,
q1
q =192 (A.43)
qs

et le quatrieme, g4, représente la partie scalaire. Pour la représentation d‘attitude, le quaternion

peut étre déduit de I'axe d'Euler, e, et de I'angle de rotation principal, ®, comme suit :

q; = e; sin2 (i=123)
o (A.44)
qs = COS—
2
Il est clair de I'equation. (A.44) que s, g2, gs, g4 doivent satisfaire a I'équation :
ai+tai+qi+qi=1 (A.45)

Cette contrainte implique que le quaternion ne donne que trois parametres scalaires
indépendants, comme dans la représentation angle principal / axe d'Euler, ou les représentations
d’attitude par les angles d'Euler. Puisque les quatre éléments du quaternion satisfont a la
contrainte de I'équation (A.45), on peut dire que les orientations d'attitude varient le long de la
surface d'une sphere unitaire a quatre dimensions sans aucune singularité. Ce fait est également
¢vident a partir de 1'angle principal, @, et des éléments du vecteur unitaire, e, représentant l'axe
d'Euler. Le principal avantage de la représentation avec des quaternions par rapport a la
combinaison axe d'Euler / angle principal (qui est également une représentation a quatre
parametres ne présentant pas de singularités) réside dans le fait que la premiere ne nécessite pas
d'évaluation de la fonction trigonométrique intensive en calculs lorsqu'elle est dérivée de la
matrice de rotation. La matrice de rotation, C, peut étre écrite en termes de quaternion en

substituant les définitions de I’équation (44) dans la formule d'Euler, conduisant a :
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C=(q5—q"PI+2qq" —2q.5(q) (A.46)
ou S (q) est la fonction matrice asymétrique suivante formée par les éléments du vecteur q :
0 -q3 —q
S(@={ g3 0 —q (A.47)
—q2 01 0

Nous pouvons écrire 1’équation (A.46) en termes des éléments de quaternion comme suit :

qi — 95 — q5 + 43 2(q192 + q394) 2(9193 — q294)
C=| 2(9192—939s) —9i+9q5—q5+4q; 2(q293 + 9194) (A.48)
2(qqqs + q294) 2(02q3 — 192)  —aqf — 45 + q5+a;

qui donne les expressions suivantes permettant de calculer les éléments du quaternion a partir

des éléments de la matrice de rotation, Cjj

q, = C23—C32
L 4q4
_ C31-Cy3
="\ (A.49)
qs = C12—C21
3 4q4

Avec

qs = i%\/l + Cll + CZZ + C33 = i V]. + traceC (ASO)

N | =

Notons que deux signes sont possibles en calculant le quaternion a partir de C. Cependant, tout
comme dans le cas de déduire I’angle principal / axe d’Euler a partir de la matrice de rotation
(équation (A.33)) ceci ne provoque aucune ambiguité, car une rotation de ® autour de € est la
méme chose qu'une rotation de —® autour de -e. Ainsi, il n'y a pas de perte de généralité en
prenant le signe positif dans I'équation. (A.50). Bien entendu, les expressions donnée ci-dessus
ne sont valides que si gs # 0. Si gs est proche de zéro, on peut utiliser une représentation

alternative, telle que :

_ C12—Cy4
qz = Taq,
C31-C

s === (A51)

_ C3—C3;

qs = Taq,

Ou
1

q1 = i;x/l + €11 — C3p — C33 (A.52)
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De méme, les deux autres expressions possibles du quaternion déduites a partir de la matrice de
rotation impliquent la division par g2 et gz, respectivement. Parmi les quatre expressions
possibles, la plus grande précision numérique est obtenue pour celle qui a le plus grand

dénominateur, ce qui implique le plus grand argument de la racine carrée.

Le quaternion est une représentation compacte, non singuliére de I’attitude, qui produit des
expressions algébriques (plutét que trigonométriques) pour les éléments de la matrice de
rotation. Un autre avantage de l'utilisation du quaternion par rapport a d'autres représentations
d'attitude réside dans sa combinaison facile pour des rotations successives. Quand l'orientation
q”’, g4’ est obtenu en subissant d'abord une rotation g, g4 suivie d'une rotation q’, q4’, nous

pouvons remplacer 1’équation (A.48) des deux cotés

C(4,44) = €(4,44)C(q,q4) (A.53)
Pour obtenir le produit simple suivant, appelé la regle de composition :
|fq\| 4 43 —G2 G q1
O N B (A5)
193 | a2 —41 44 43 3
G,) Vo —G2 —4s qi/ M

La régle de composition de I’équation (A.54) est la propriété qui définit le quaternion

(Whittaker), (Wertz) .Tout ensemble (g, g4) satisfaisant a cette regle est appelé quaternion.

A-7- Parametres de Rodrigues (vecteur de Gibbs)

Un ensemble de trois paramétres d'attitude, p = (p1, p2, ps) |, appelés paramétres de Rodrigues,

ou le vecteur de Gibbs, peut étre directement dérivé du quaternion (g, q4) comme suit :

p=2 (A.55)
qa

qui, lorsqu'il est remplacé dans I'équation (A.44), les rendements
9
p=etan: (A.56)
La regle de composition des paramétres de Rodrigues peut étre déduite de celle du quaternion
(équation (A.54)) comme suit soit le suivant :

p+h—pxp

A57
o h (A.57)

b=
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ou p”’ représente l'orientation finale obtenue en combinant p et p’. En utilisant 1a formule
d’Euler, on peut déduire I’expression suivante de la matrice de rotation en fonction des

paramétres de Rodrigues :

C=U-SEHU+SEN™ (A.58)
ou S (p) est la matrice asymétrique suivant formée par les éléments de p :

0 —p3 —p
S)={ s 0 —p (A.59)
—P2  P1 0

Les parametres de Rodrigues peuvent étre extraits des éléments de la matrice de rotation, cij,

comme suit :
_ C3—C3;
P1= 1+traceCr
_ C31—Cy3 A.60
P2 = 1+traceCr ( ) )
ps = C12—C21
3 1+tracecCr

Il est évident de I'équation (A.56) (ainsi que de I'équation (A.60)) que les parametres de
Rodrigues ont une singularité a ® = nn (n = 1, 3, 5, ...), leur utilisation est donc limitée aux
rotations principales de @ <180°. L'ensemble a trois parametres est donc similaire aux angles

d'Euler en étant incapable de représenter une orientation arbitraire

A-8- Parametres de Rodrigues modifiés

Afin d'étendre l'applicabilité des parametres de Rodrigues pour les rotations principales

supérieures a 180°, un ensemble a trois parametres modifié est défini comme suit :

p=-1 (A.61)

- 1+q4
qui, lorsqu'il est substitué dans I'équation (A.44), produit :
P=e tan% (A.62)

Clairement, le nouvel ensemble p = (p1, p2, p3) T (appelé les paramétres de Rodrigues modifiés)
ne présente pas de singularité pour les rotations principales de @ < 360°. Cependant, il existe
une singularité & @ = 360°. La plupart des vehicules aérospatiaux non tournants ont des

orientations avec @ < 360° et sont donc représentés par lI'ensemble des parametres de Rodrigues
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modifiés sans singularité. Puisque p est une représentation minimale, il est avantageux, par
rapport au quaternion a quatre parametres, de réduire le nombre d'équations cinématiques a
résoudre pour l'attitude. La matrice de rotation peut étre exprimée en termes de parameétres de

Rodrigues modifiés en utilisant 1’équation (A.46) comme suit :

_ 4 40" 52
€ =1+22E)50) + 0 52 0) (A63)
Ou S (p) est la matrice asymétrique suivant les éléments de p :
0 -ps p2
SME=| s 0 -p (A.64)
P2 P 0

En substituant la relation entre les paramétres de Rodrigues et ceux de Rodrigues modifies,

(A.65)

dans I’équation (A.57), nous pouvons déduire la regle de composition assez compliquée
suivante pour les parametres de Rodrigues modifiés :
(1-p"p)p+(1-B"P)p-2P%p

P = T 0T)8Th) 200 (A.66)

A-9- Cinématique d'attitude

Abordons maintenant 1’évolution d’un repére d’attitude dans le temps. Nous pouvons adopter
I'une des différentes représentations d'attitude considérées ci-dessus pour décrire I'évolution de
I'attitude. Prenons d'abord la représentation de la matrice de rotation. Considérons un repere en
rotation, (OXYZ), avec des vecteurs unitaires, i, j, K, représentant respectivement les axes OX,
OY, OZ, dont on s’intéresse a son changement d‘attitude par rapport a un repére fixe arbitraire.
Lorsque l'attitude change avec le temps, la matrice de rotation représentant l'orientation du
repere en rotation par rapport a un repere fixe est C (t) fonction du temps. Pour trouver cette
fonction, considérons une rotation principale infinitésimale, A®, dans un petit intervalle de
temps, At, mesurée aprés un temps donné, t. La rotation est assez petite pour que nous puissions
approcher cos A® = 1, sin A® = A®. De plus, nous supposons que At est si petit que I'axe de

rotation, e (t), reste essentiellement inchangé. Ces hypotheses nous permettent d’écrire comme
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suit la matrice de rotation représentant le changement d’attitude dans I’intervalle de temps At

en utilisant la formule d’Euler :

C(At) = I — A@S(e) (A.67)
Ou
C(At) ~ I — S(ADe) (A.68)
Avec
0 —Age, Age,
S(Age) = | Age, 0 —Afe, (A.69)

—AQe, AQe, 0

Nous avons choisi de résoudre I’axe de rotation instantané dans le repére tournant, car C (At)
décrit I’orientation du repere au temps t + At, par rapport a sa propre orientation antérieure au
temps t, plut6t que par rapport au repére fixe. Ainsi, e (t) a ses composantes, ey, ey, €z, résolues
suivant les axes instantanés du repére tournant, i, j, k, au temps t. Soit les matrices de rotation
C (t) et C (t + At) les attitudes du repére tournant par rapport a un repere fixe aux instants t et
t + At, respectivement. La matrice de rotation, C (At), décrit I'évolution de l'attitude dans
l'intervalle de temps, At, provoquée par une rotation principale de A® autour de e. Ainsi, C (At)
désigne la rotation nécessaire pour produire C (t + At) a partir de C (t). Maintenant, ces matrices
de rotation doivent obéir a la regle de composition pour les rotations successives, équation.
(A.25), ce qui implique que l'orientation finale a l'instant t + At est liée a I'attitude initiale a

l'instant t par :
C(t + At) = C(AL)C(b) (A.70)

En substituant (A.68) dans I'équation (A.70), nous pouvons écrire la dérivée temporelle de la

matrice de rotation comme suit :

dc _ . C(t+A)-C(H) _
i Al%r_n)0 — = S(w)C(t) (A.71)
Ou
; Ade
w(t) = lim — 72
(t) Jlim =5 (72)

est appelé le vecteur de vitesse angulaire du repére de référence. 1l est important de souligner

que la vitesse angulaire,  (t), a ses composantes, ®x, ®y, ®z, au temps t résolues dans le repére
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tournant (plutdét que du repere fixe). La matrice asymétrique des composantes de vitesse

angulaire est donc la suivante :

0 —w, Wy,
S(w)= w, 0 —w, (A.73)
—Wy Wy 0

L'équation (A.71) peut également étre obtenue en différenciant simplement en fonction du

temps les deux cdtés de I'équation de définition de la matrice de rotation suivante :

i I
{j}=C{]} (A.74)
k K

Z(t)
w(t)
Z(t+At) w, [
A / Y(t+At)
Wy
OF Y1)
wx
x(t) /
X(t+At)

Figure A.6 : Un repere de référence tournant avec une vitesse angulaire, o (t).

résultant en :

w X1 ic I
{wx ,-}:E{,} (AT5)
wXk K

En appliquant la propriété de la matrice asymétrique : S T(w) = - S (w ), et en substituant

I'équation (A.74) dans I'équation. (A.75), nous avons

87



Annexe A

i I
—S(w) H = Z—ch {]} (A.76)
k K

a partir duquel I'équation (A.71) suit a travers la propriété d'orthogonalité, I'équation (A.24).

Rappelons que la vitesse angulaire, o (t), est résolue dans le repére de référence tournant
(OXY2Z), comme le montre la Figure A.6. Un tel choix d'axes est trés pratique pour représenter
la rotation d’un corps rigide. Dans un tel cas, les axes du repére de référence tournant sont fixés
au corps rigide et peuvent étre utilisés pour représenter l'attitude et la vitesse angulaire du corps
par rapport a un repére inertiel (ou fixe dans I'espace). Rarement, il est souhaitable d'exprimer
la vitesse angulaire avec ces composantes dans un repere inertiel. Dans un tel cas, la vitesse
angulaire est appelée vitesse angulaire inertielle et est associée a la vitesse angulaire référencée
par le satellite par. o | = CT(t) o (t) en fonction de la transformation de coordonnée de I'équation.
(A.21).

L'équation différentielle pour la matrice de rotation est I'équation (A.71), qui, avec une fonction
donnée o (t) et la condition initiale, C (0), devrait étre résolu pour C (t) afin de décrire
I'évolution de l'attitude. La solution, C (t), doit satisfaire a la condition d'orthogonalité de

I'équation (A.24) ; en differenciant les deux cotés de I'équation, nous avons :
LecT=2c"c=0 (A7)
dt dat

Cela implique que CCT et CTC sont des matrices égales et constantes. Donc, si C (t) satisfait a
I'équation (A.24) a un moment initial t = 0, elle I’a satisfait pour tout instant ‘t’. On peut
facilement vérifier que I'équation différentielle de la matrice, de I'équation (A.71), satisfait a
I'équation (A.77).

La vitesse angulaire, o (t), varie généralement en fonction du temps et est obtenue a partir de
la dynamique d'attitude, (Plutét que de la cinématique). Méme lorsque ® (t) a des éléments
constants, un grand nombre de produits de matrice doit étre calculé pour obtenir l'attitude en
utilisant la matrice de rotation. Lorsque la vitesse angulaire, o (t), n’a pas d’éléments constants,
il devient assez difficile de résoudre I’équation différentielle (A.71), avec une matrice de
coefficient S variant dans le temps, pour les neuf éléments de la matrice C (t). Au lieu de cela,
il est beaucoup plus facile d’utiliser d'autres représentations d‘attitude, telles que les angles

d'Euler, le quaternion ou les parameétres de Rodrigues modifiés.
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Considérons la représentation des angles d'Euler, (y) 3, (8) 1, (9) 3, qui est souvent utilisée pour
I'attitude des engins spatiaux. Les trois rotations élémentaires successives requises dans cette
représentation a partir d'un repére fixe (OXYZ), dont les axes sont respectivement 1, J, K et
ceux du repere tournant (Oxyz) d'axes i, j et k respectivement. La matrice de rotation reliant

I’orientation finale de (Oxyz) a (OXYZ) peut étre obtenue par

C=GOGEGHY) =
< (cospcosp —sinysingpcosd) (sinycosp + cosypsin¢ cos ) sin¢sin9>(A 78)
—(cosypsing + sinpcos pcosB) (—sinypcos¢p + cosy cospcosh) cospsinh '
(siny sin @) —(cosy sin9) cos @

En termes de vitesses angulaires locales, @, 6, la vitesse angulaire, ® (t), peut étre exprimée

comme suit :
w(t) = pk + 0i + PK (A.79)
Ou
i=1icos¢ —jsing (A.80)
Et
K =isin¢sinf + jcos¢gsinf + kcosb (A.81)

En remplacant les équations (A.80) et (A.81) dans I'équation (A.79), nous avons

w(t) =Wyt =4 cosdsinf — O sin ¢ (A.82)

a)x} Y sin ¢ sin + 6 cos ¢
Wz Ycosh + ¢

Ou

Y sin ¢ cos ¢ 0 ) (wx
o =— {cosd)sin@ —singsing 0 I{wyl (A.83)

sin @ i i
—sin¢pcos@ —cospcosf sinf)\w;

L'équation (A.83) est la relation cinématique requise entre les angles d'Euler, v, 6, ¢ et la vitesse
angulaire sous la forme de trois équations différentielles ordinaires du premier ordre couplées
et non linaires. Notons que cette relation a des singularités a 6 = nx (n =0, 1, 3,..), Qui sont
les singularités inhérentes a la représentation de l'angle d'Euler, (y) 3, (0) 1, (¢) 3. Par

conséquent, cette représentation est limitée aux rotations de 0 <6 <, qui sont applicables aux
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attitudes des engins spatiaux et a l'orientation des plans orbitaux. Une représentation d'angle
d'Euler différente, () 3, (0) 2, (o) 1 (Figure A.5), est couramment utilisée dans les applications
aeronautiques et présente des singularités 6 =nzn / 2 (n = 1, 3,...), ce qui limite son application
a-—m/2<6<uf2.

Pour un calcul cinématique compact qui a un plus grand étendue de validité, nous devons nous
tourner vers les représentations dattitude basées sur la combinaison axe d’Euler / angle
principal, comme le quaternion et les parametres de Rodrigues modifiés. Le quaternion a
I’avantage d’€tre une représentation compacte (mais non minimale) et n’a pas de singularité
pour la cinématique d’attitude. Ainsi, les applications dynamiques de vol modernes utilisent
généralement le quaternion. Les équations cinématiques du repere tournant (oxyz) en termes de
quaternion peuvent étre obtenues a partir de 1’équation (A.54). Comme dans la discussion
précédente, nous considérons une rotation principale infinitésimale, A®, dans un petit intervalle
de temps, At, tel que l'axe de rotation, e (t) = exi + ey] + ek, reste essentiellement inchangé.
Dans 1’équation (A.54), nous substituons 1’orientation a t + At, {4, ¢,} = {q(t + At), q.(t +
At), qui est obtenu a partir de l'attitude initiale, g (t), gs (), en subissant une rotation [q’, q’4] =

[g (At), ga(At)]. Ainsi, de la définition du quaternion, nous avons :

p . AD
1 = exsin—
4, = e, sin Lo
2 — Cy 7
, a0 (A.84)
43 = e;sin—

P AD
s = cOS—

En les substituant dans 1’équation (A.54), approximant cos A® = 1, sin A® =~ AD et en utilisant
I’équation (A.72), nous pouvons écrire I'équation suivante pour I'évolution temporelle du

quaternion :
{q(t +20),q4(t + MDY ~ [+ 0AL){q (1), 4 ()} (A.85)

Ou Q est la matrice asymétrique des composantes de la vitesse angulaire suivante :

0 W, —Wy Wy
. —W 0 Wy (‘)y
o=l o~ 0 o (A.86)
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Par conséquent, la dérivée temporelle du quaternion est :

T T_ T
Aa.q" _ o (00,45 (A0 a0} _ %Q{q(t),q4(t)}T (A.87)

dt At—0 At
La forme linéaire, algébrique de I'équation différentielle de la matrice, de (A.87), est un
avantage évident de la représentation par les quaternions. Contrairement aux angles d'Euler, il
n'est pas nécessaire d'évaluer les fonctions trigonométriques dans le processus de résolution des
équations cinématiques. La matrice  est soit constante, soit temporelle, selon que les
composantes de la vitesse angulaire changent avec le temps. Dans les deux cas, nous pouvons
adopter un schéma numérique pour intégrer cette équation différentielle linéaire pour le
quaternion, g (t), gs (t). Nous pouvons diviser le temps final en intervalles plus petits et utiliser
I'équation (A.87) dans chaque intervalle pour produire un historique du quaternion changeant.
La division du temps en intervalles plus petits est nécessaire lorsque les composantes de vitesse
angulaire (Q) varient dans le temps, ou I’équation (A.87) est employée avec un Q différent dans
chaque intervalle de temps. La taille de I'intervalle de temps dans un tel cas serait déterminée
par le taux de variation des composantes de la vitesse angulaire. Une telle approximation quasi-

stable de la matrice de coefficients variable dans le temps est couramment employée.

Conclusion

La transformation d'un référentiel a un autre (également appelée attitude d'un référentiel par
rapport a un autre) implique une matrice de rotation orthogonale, C, dont les éléments peuvent
étre représentés par divers parametres cinématiques, tels que les angles d'Euler, I'axe d’Euler /
rotation principale, les parametres symétriques d'Euler (quaternion), les parametres de
Rodrigues et de Rodrigues modifiés, etc. , alors que les ensembles a quatre parametres, tels que
le quaternion, sont sans singularité, mais également non minimaux. La cinématique d‘attitude
est régie par un ensemble d'équations différentielles ordinaires non linéaires en termes de
matrice de rotation ou de I'un des parametres d'attitude, qui doivent étre intégrés dans le temps
pour spécifier l'attitude instantanée d'un référentiel par rapport a un autre. Lorsque la vitesse
angulaire d'un repére par rapport a un autre est constante, la cinématique d'attitude est décrite

par un systeme linéaire d'équations différentielles.
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B-1 Introduction
B-1-1 Systeme controlé

Un systéme contr6lé (ou commandé) est un systeme différentiel de la forme :
x(t) = f(x(1), u(®)), x(De M, u(t)eU (B.1)

En général le vecteur des états x(t) appartient a une variété différentielle M de dimension n (on
supposera ici que M est un ouvert connexe de R"), et les contrbles u(.) appartiennent a un
ensemble de contréles admissibles U, qui est un ensemble de fonctions localement intégrables
d"définies sur [0 ; + oo & valeurs dans U cR™. On suppose le champ de vecteur f suffisamment
régulier, de sorte que pour toute condition initiale xo € M et tout contréle admissible u(.) e U,
le systeme (1) admet une unique solution x(t) telle que x(0) = x0, et que cette solution soit
d”définie sur [0 ; +1). On notera cette solution par x' (t ; X0 ; u(.)). Quand il n’y a pas de risque
de confusion, on pourra omettre dans cette notation le champ f, la condition initiale xo, ou bien
le contréle u(.). Le systeme (1) est dit en boucle ouverte et est représenté par le diagramme

suivant :

y — x=f(x,u) IO

Parmi les objectifs principaux de la théorie du contrdle qui seront abordés dans ce volume, il y
a les notions de contrélabilité et de stabilisation. On se propose de d"définir ces notions et de
rappeler les principaux résultats de controlabilité, de stabilisation et d’observabilité des

systemes linéaires :
X(t) = Ax(t) + Bu(t) (B.2)

ou A est une matrice n x n appelée matrice d’’état et B une matrice n X m appelée matrice de

commande. Les solutions de (2) sont données par
x(t, %o, u(.)) = exq + fot e(t=94By(s)ds (B.3)

Il faut noter que certains problémes pratiques sont mieux modélises par des équations aux

d"dérivées partielles ou bien par des systéemes a “événements discrets
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B-1-2- Approximation linéaire d’un systéme controlé :
Le systeme linéaire (B.2) s’obtient généralement par linéarisation du systéme non linéaire (B.1)

autour d’un point d’équilibre (Xe; Ue) pour lequel f (Xe; ue) = 0. En effet, si on pose :

f
X=x—%, U=u-—u,, A=&(Xe,ue),8=a(xe,ue)

on obtient 1’"équation :
X = AX + BU + o(X,U)

Le systéme linéaire commandé X = AX + BU s’appelle alors 1’approximation linaire (ou le
linéarisé tangent) du systeme non linéaire (1). Un des objectifs de I’automaticien consiste a

d"déduire les proprietés du systeme non lineaire (1) de celles de son linéarisé tangent.

B-2- Controélabilité :

Un systéme est dit contr6lable si on peut le ramener a tout “état prédéfini au moyen d’un

contréle. Plus précisément on pose la d"définition suivante :

Définition 1 On dit que le systeme (1) est controlable (ou commandable) si pour tous les “états

Xo, X1 € M, il existe un temps fini T et un contréle admissible u(.) : [0; T] =U tel que

X1 = X(T x0; u(.)).

B-2.1 Critere de controlabilité de Kalman

Il existe une caractérisation algébrique de la contrdlabilité d un systeme linéaire due a Kalman.

Théoreme 1 Le systeme linéaire (2) est contrélable si et seulement si la matrice de contrélabilité

(ou de commandabilité) de Kalman
(B,AB, ..., A" 1B)
est de rang n. On dit alors que la paire (A, B) est commandable.

Noter que la paire (A, B) est commandable si et seulement s’il existe T > 0 tel que la matrice

T
Cr =f eSABBesAds
0
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soit inversible. Ici A et B d"désignent les matrices transposées des matrices A et B.
Le controle u(.) qui transfére Xo en X1 = X(T, Xo; u(.)) est simplement donné par
u(t) = Be(T9ACT1(x, — eTAx,)

Comme on peut le vérifier en utilisant la formule (3).

B-2-2- Controlabilité locale d’un systéme non linéaire

Définition 2 On dit que le systeme (1) est localement contr6lable au point Xo s’il existe un

voisinage A de xo tel que pour tout x1 € A, il existe un temps fini T et un contrdle admissible
u(.) : [0; T] - U tel que x1 = X(T; Xo; u(.)).

On ne dispose pas de condition nécessaire et suffisante de contrélabilité pour un systeme non
linéaire. On a une condition suffisante de contrélabilité locale qu’on peut obtenir par

linéarisation.

Théoreme 2 Supposons qu’il existe up € R™ tel que U soit un voisinage de ug et f(Xo; ug) = 0

Soient

of of
A= E (X0, Up), B = M (X0, Ug)

Si le rang de la matrice (B, AB, ...,A"!B) est égal a n (c’est a dire que le systéme linéaire

x(t) = Ax + Bu est contrdlable), alors le systéme non linéaire (1) est localement contrdlable en

Xo.
Noter que la contrélabilité du linéarisé n’est pas une condition n'nécessaire de controlabilité

du systeme non linéaire. En fait, pour les systemes non linéaires, il existe un critere simple,
rappelant le critére de Kalman, qui permet d’aborder les questions de contrélabilité.

Expliquons-le sur le systéeme particulier :
X() = f(x) +ug(x), lul<1

On appelle crochet de Lie des deux champs de vecteurs f et g le champ de vecteur d"défini par

la formule :
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x - [f,g](x) = Df(x)g(x) — Dg(x)f(x)

et ’algébre de Lie engendrée par fet g, notée L (f, g), la plus petite famille close pour I’opération
de crochet qui contienne f et g. Le rang en x de (f, g) est la dimension de I’espace vectoriel
engendré par les valeurs en x des “éléments de L (f ; g). Appelons ensemble des états accessibles
a partir de xo I’ensemble des points qui peuvent étre atteints a partir de xo un utilisant tous les
contrbles admissibles. Un résultat fondamental est que, si le rang en xo de (f; g) est égal a n,
alors I’ensemble des états accessible a partir de Xo est d’intérieur non vide. De ce résultat on

d"déduit le critere de Kalman. En effet, considérons le systeme
x(t) =AX)+bu, u R

Ou le contrdle u est non borné. Les états accessibles du systeme
x(t) =AX)+buy, |ul <1

sont contenus dans I’espace vectoriel des états contrOlable a partir de xo du systeme ou le
controle est non borné. Si ces états accessibles sont d’intérieur non vide quel que soit Xo le
systéme sera contrélable, puisqu’un sous espace vectoriel d’intérieur non vide est 1’espace tout

entier. Calculons les crochets :
[(x = Ax), (x = b)](x) = Ab,
[(x = Ax), (x = Ab)](x) = A%Db,

[(x = Ax), (x = A" ?b)](x) = A" b,

On voit que le critére de Kalman équivaut a la condition du rang.

B-3- Stabilisation

Un contréle (ou une commande) en boucle ouverte est une application t — u(t) d’un intervalle
de temps dans I’espace des contrOles. Un contrdle en boucle fermée, appelé aussi une
rétroaction, ou un bouclage, ou encore un feed back, est une application u - R(x) définie sur
les variables d’"état du systéme. Un des objectifs de la théorie du contréle est de d"déterminer

des rétroactions qui stabilisent le systeme en un état particulier.
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B-3-1- Bouclage statique

Définition 3 (Bouclage statique). On dit que u est un bouclage statique du systéeme (1) si sa

valeur u(t) a I’instant t ne d’dépend que de x(t), c’est a dire u = R(x) ou R est une fonction.

Ce systeme s’écrit tout simplement

x(0) = f((x), R(x)) (4)
Il est représenté par le diagramme suivant.
x = f(x,u)
u x
u=~R(x) ¢

Le probleme de la stabilisation (ou regulation) consiste a maintenir le systeme prés d’un
équilibre x*. 11 s’agit donc de construire une loi de commande telle que x* soit un équilibre

asymptotiquement stable du systéeme en boucle fermée (B.4).

B-3-2- Concepts de stabilité
On se donne un systeme
x(0) = f((x) (B.5)

Tel que f(0) = 0, admettant x = 0 comme équilibre (noter que par un changement de variable on

peut toujours ramener 1’équilibre a 1’ origine).

Définition 4 L équilibre x = 0 du systéme (5) est dit stable si pour tout & >0, il existe n> 0 tel

que pour toute solution x(t) de (B.5) on ait
Ix(0)ll <n = vt=0llx(®I <e
Si I’équilibre n’est pas stable on dit qu’il est instable.

Définition 5 L’équilibre x = 0 du systéme (5) est dit attractif s’il existe r > 0 tel que pour toute

solution x(t) de (B.5) on ait
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Ix(0)ll <r = lim x(t) = 0
L’équilibre x = 0 du systéme (5) est dit globalement attractif si pour toute solution x(t) de (B.5)
ona tlim x(t)=0
L’ensemble B d’défini par la propriété

x(0) E B = %im x(t) =0

S’appelle le bassin d’attraction de 1’origine. Ainsi x = 0 est attractif si B est un voisinage de 0.
Il est globalement attractif si B = R".

Définition 6 L’équilibre x = 0 du systéme (5) est dit asymptotiquement stable s’il est stable et
attractif. Il est dit globalement asymptotiquement stable (GAS) s’il est stable et globalement
attractif.

Définition 7 L’equilibre x = 0 du systeme (5) est dit exponentiellement stable s’il existe r > 0,

M > 0 et o > 0 tels que pour toute solution x(t) on ait
Ix(O)]| < r = [Ix(®)|| < M||x(0)|le*t Pour tout t > 0

L’équilibre x = 0 du systéeme (B.5) est dit globalement exponenticllement stable s’il existe
M >0 et o > 0 tels que pour toute solution x(t) de (B.5) ona [|x(t)|| < M||x(0)|le"*t- pour tout
t>, 0.

On montre que, en général, stable n’implique pas attractif, attractif n’implique pas stable,
exponentiellement stable implique asymptotiquement stable, et asymptotiquement table

n’implique pas exponentiellement table.

B-3-3- Approximation linéaire d’un systéme
Considérons un systeme
x(t) = f(x) (B.6)

tel que f(x*) = 0, de sorte que x = x* soit un équilibre du systéme. On note

of
A=——(x*)

la matrice jacobéenne de f évaluée au point x*. Le systéme linéaire
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%= AX (B.7)

S’appelle le linearise (ou I’approximation linaire) du systéme non linéaire (9) en x*. L’étude
de la stabilité de ’origine pour le linéarisé permet dans certains cas de caractériser la stabilité
de I’"équilibre x = x* de (9). Plus précisement on a le résultat suivant connu sous le nom de

théoréme de Lyapounov.

Théoréme 4 Si x = 0 est exponentiellement stable pour (10) alors x = x* 1’est pour (9).

B-3-4- Stabilisation locale d’un systéme non linéaire

Un systeme linéaire contrdlable peut étre stabilisé asymptotiquement par un contrdle linéaire
(donc continu). Cette propriété n’est pas vraie pour un systéeme non linéaire. Il y a des systemes
non linéaires, localement (et méme globalement) contrdlables, qu’on ne peut pas stabiliser par
un contréle continu. Cependant si I’approximation linéaire du systéme est contrélable, alors on
peut le stabiliser par un contréle continu (et méme linéaire). En effet considérons un systeme

commandé
x(t) = f(x,v), £(0,0) (B.8)

On se propose de construire une loi de commande u = R(x) telle que le systéeme en boucle

fermée

(1) = f(x, R(x)),
admet I’origine comme équilibre asymptotiquement stable. On considére alors I’approximation
lineaire
x(t) = Ax+ Bu (B.9)
ou les matrices A et B sont définies par
of of
Supposons que (A ; B) soit commandable. Il existe alors une matrice K telle que la matrice

A + BK soit de Hurwitz. Par conséquent le contrdle u = K x stabilise globalement le systéme

linéaire (9).
Théoreme 6 Le contrdle u = K x stabilise localement le systeme (7).

En effet le systéme en boucle fermée s’écrit
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x(t) = F(x) = f(x,Kx),

Ona
OF () = Of ot _
&(0) = (0,0) + u (0,0)K = A + Bk,

Donc x = 0 est asymptotiqguement stable pour le linéarisé. Le théoréme de Lyapounov
(Théoréme 4) permet alors d’affirmer que x = 0 est asymptotiquement stable pour le systéme

non linéaire x(t) = F(x)

B-3-5- Fonctions de Lyapounov

Les fonctions de Lyapounov sont un outil puissant pour étudier la stabilité d’un équilibre.

Considerons de nouveau le systeme
x(t) = f(x) (B.10)

tel que f(0) = 0, admettant x = 0 comme équilibre. Soit V : Q — R une fonction définie dans un

voisinage () de I’origine et admettant des dérivées partielles continues.

On note
v S
V(0 = 5 (9.6 = Z 3 (600

la dérivée de la fonction V dans la direction du champ de vecteurs f. Cette dérivée s’appelle

aussi la d"derivée de Lie de V et se note L¢V. Pour toute solution x(t) de (10) on a

d .
I V(x(t)) = V(x(t))

Définition 9 On dit que V est une fonction de Lyapounov pour le systeme (10) en x = 0 dans«,

Si pourtout x € Q ona
V (X)>0saufenx=00uV (0)=0
V) <0

Théoréeme 7
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1. S’il existe une fonction de Lyapounov pour (10) en x = 0 dans un voisinage (2 de 0, alors
x=0 est stable.

2.Sideplus x # 0 = V(x) < 0 ,alors x = 0 est asymptotiquement stable.

3. Side plus Q2 =R"et V(x)— o quand [|x|| = oo alors x = 0 est GAS.

Définition 10 Une matrice carrée P d’ordre n est dite définie positive si et seulement si pour

tout x € R"
x#0=>xPx>0
Si P est une matrice symeétrique alors ses valeurs propres sont réelles et on a
Aminllx|] < XPx < Apgqllx|l

Pour Vérifier qu’une matrice symétrique P est définie positive, on peut utiliser le critere de

Sylvester (P est définie positive si et seulement si tous ses mineurs principaux sont positifs).
Théoreme 8 Considérons un systeme linéaire
X = Ax (B.11)

L’origine x = 0 de (11) est asymptotiquement stable si et seulement si pour toute matrice

d"définie positive Q il existe une matrice d"définie positive P telle que
Ap+PA+Q =0 (B.12)
En ce cas V (X) = xPx est une fonction de Lyapounov pour (11) en x = 0.
Pour la preuve de ce théoréme il suffit d’observer que
V(x) = x + %Px = x(Ap + PA)x = —%Qx

Donc le théoréme de Lyapounov s’applique et montre que x = 0 est asymptotiquement stable.

Pour la réciprogue on définit
_ (% 84 ns4
P= [ e®Qids

Cette intégrale est bien convergente car toutes les valeurs propres de la matrice A et donc aussi
de sa transposée A’ sont de partie réelle strictement n"ergative. La matrice P est définie positive

car

x# 0= Vs>0(e%x)%" x>0= x'Px >0
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Par ailleurs on a
A'P+PA=[""[A e Q3" + &5 Q5 Alds

Comme

d
—e54 = fesA = e54Y4
ds

on en déduit que

d
AlesAl SA + esAl sAA — _esAl SA
Qe Qe ds e

Par conséquent
A'P + PA = (e54Qs4)5=¢” = —Q
Donc P vérifie ’équation (16) appelée 1’équation matricielle de Lyapounov.

Pour construire une fonction de Lyapounov pour le systeme (15) il faut procéder de la maniere

suivante :
Choisir une matrice définie positive Q (par exemple Q = Id)

Résoudre 1’"équation de Lyapounov (16). Si on a choisi Q symétrique alors P sera symetrique

aussi.

Vérifier que P est définie positive.

B-4- Observabilité
B-4-1- Systéeme commandé-observé

Dans beaucoup de situations pratiques, une partie seulement de 1’état du systeme, appelée la
sortie ou la variable observée, est mesurée. Un systeme commandé —observé est un systéme

différentiel de la forme
x(t) = f(x,u)

y =h®) (B.13)
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ou le vecteur x est le vecteur des “états du systéme, le vecteur u celui des controles (entrées) et
le vecteur y celui des variables observées (sorties). Ce systéme est dit en boucle ouverte et est

représenté par le diagramme suivant.

y — x = f(x,u) I
y=h(x)

Le systéme non linéaire sera dit observable si la sortie y(t) permet de retrouver 1’état x(t).
Un observateur pour le systéeme (13) est un systeme
2(t) = gR(), y(©), u(t)) (B.14)
ayant comme entrées u(t) et y(t) (la sortie du systeme (13)) et tel que I’erreur
e(t) = x(t) —x(¢t)
tende vers 0 quand t - co. L’équation de I’erreur est
é=flx,u) —g(x—e h(x),u)

Selon que e = 0 est un équilibre GAS, asymptotiquement stable, ou exponentiellement stable,

on dira que I’observateur est global, local ou exponentiel.

B-4.2 Critére d’observabilité de Kalman
Considérons le systeme linéaire commandé -observé
x = Ax + Bu, x € R"™, u € R™
y=Cx y €ER™ (B.15)

Définition 11 On dit que le systeme linéaire (15) est observable si pour tout état x, € R™ , il
existe un temps fini T et un contrdle admissible u(.) : [0; T] — U tel que la connaissance de y(t)

pour t € [0; T] permet de d"déterminer X0.
Il existe une caracterisation algébrique de I’observabilité d’un systeme linéaire due a Kalman.

Théoréme 9 Le systéme linéaire (15) est observable si et seulement si la matrice d’observabilité

de Kalman
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C
CA

cart

est de rang n. On dit alors que la paire (A ; C) est observable.

Noter que la paire (A ; C) est observable si et seulement s’il existe T > 0 tel que la matrice
Or = fOT eSA C'CeSAds

soit inversible
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La commande par feedback linéarisation appliquée au systeme d’attitude d'un satellite

1- Dynamique de base et théorie du controle

1- 1- Dynamique d'attitude et cinématique

J c.o+ oxJo=u 1)
Ou
J : Matrice d’inertie
w: La vitesse angulaire,
u : Le vecteur de la commande
d,
d. P ¢
= = =lIsin =, =C0S— 2
q {qj d, =0, 5 > (2)

' 4s

| : est I’'axe d’Euler et @ ’angle principal correspondant.

1= Q) =3 (@) ®
Pour lesquels :
- [CT)] 0] (o7 +[ﬁv
(o) = V() = 4
() [_ o o=@ _q, 4)
0 -w, o,
[0]=| @3 0 -w (5)
-0, o 0
Le quaternion doit aussi satisfaire : q'q=q/q, +q; =1 (6)

1-2- Linéarisation par retour d'état :

L’objectif de la représentation entrée-sortie est de trouver une relation directe entre la sortie du systéme
et son entrée. Pour exprimer explicitement cette relation, il est nécessaire de dériver itérativement la
sortie du systéme jusqu’a I’apparition de I’entrée u. On obtient alors

X = £(X)+g(X)U (7)

La fonction de sortie est définie par :

y(t) = h(X (1)) (8)
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Ou : f(x) et g(x) sont des fonctions dans le champ des vecteur R", et le vecteur de commande et de sortie

Les fonctions multi entrées, multi sortie correspondant sont.

u= [ul um]T (9)
y=[y1.. Yml
h=T[hy  hp]"

La linéarisation par retour d’état consiste a trouver des nombres naturels pa,p 2,...,pm €t la commande par
retour d’état

u=a (X) + B (X)v (10)
Ou a et B sont des vecteurs lisses définis au voisinage d’un point Xo € R", det 8 (xo) #0

Tel que le systéme soit en boucle fermée

{x‘ = 100+ 9()a(x) + g(IBXV a
y =h(x)
A la propriété suivante : la p*™ dérivee de la sortie satisfait
'ylz 1 [vl(t)]l
t
vo) = : = 25()| v(t) (12)
_yi'pi_ [vm'(t)J

Pour laquelle : v (t) est une fonction arbitraire qui est définie selon I’objectif de la loi de commande.

Pour chaque sortie (yi) le degré relatif pi p peut étre introduit comme suit :

yi= Ly hy(%)
yiz‘ = Lyhi (x) s

yPi= Lep () + 30, Lg,LjZ i () hi(x) wj

Ou L’]ﬁh(x) est appelée la dérivée de lie de L]’E_lh(x) le long du champ de vecteur f et on assume que

pour la derniére « j »,1 <j <m, satisfait : L, ]L}) 'h; ix)#0

Maintenant et par I’introduction de la notation :

s=[s;_ syu]" et:

106



Annexe C
La commande par feedback linéarisation appliquée au systeme d’attitude d'un satellite

Ly hy (x)
L?%hy(x)
Fo= ' . (14)
Lﬁmhm (x)
La relation suivante avec représentation vectorielle peut étre établie :
YP(t) = F(x) + G(X)u (15)
Ou:
[ Lg1 L2 hy (%) oo Lgm L5 ha () ]
) Lg1 LMy (%) oo Lggn L5 hy (%)

L1 LY Ry () L L™ iy (30

Si G(x) et inversible pour un certain point donné (x0), alors la loi de commande en entrée peut étre ecrite

comme :

u (1)=G™(x)(-F(x)+v) (16)
Alors que :

Y ® = y(t), teT (17)

Maintenant pour la commande par retour d’état, le suivi asymptotique du signal de sortie est réalisé si le
signal d’erreur est défini par :

ei (t)=yi(t)-ri(t), i=1,2,...,m (18)
Ou r; est la i*™* trajectoire de référence pour la sortie correspondante.

La conception de la loi de commande se fait par la sélection du : v=vi (i=1,2,...,m) comme suit :

_ ..pi pi
vi(t) =17 = cipi—nyel  — = cinel — Cioe; (19)

Alors la dynamique du systeme en boucle fermée s'écrit comme :

eipi + ci(pi_l)eipi_l + -+ cile} — cjpe; =0 (20)
Ou: (i=1,2,.....m) et cij sont des constantes pour un systéme stable en boucle fermée.

Le suivi asymptotique de la loi de commande est plus pratique que le suivi exact de la loi de commande

utilisant I’erreur initiale entre la référence et le systéme actuel dans le cas général.

2.3. Commande par mode glissant :

Dans un contexte similaire, le contrbleur peut étre étendu a un contréleur par mode glissant
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pour un systéme de vecteur de dégrées relativesp ,p ,...,o m 1 2, la surface glissante est définie

par :
S;(t) = eipi_1 + ci(pi_l)eipi_z +4cile; —cofe;=0 (21)
M=1,2, ... m

Apres des calculs algébriques, la forme finale du contréleur en mode glissant qui satisfait la condition de
glissement dans 1’équation (3.22) est représentée suivant la forme

ut)=G*—s+Y? —F — K sgn(s)) (23)
Ou S=[S1,...,Sm]T est le vecteur de la surface de glissement

K= [K1,..., Km]T est une matrice de gain a déterminer

Et Sgn(s)=[sgn(s1),...,sgn(sm)]T représente le vecteur fonction signum

u=a(x)+ B(x)v .det 5(x,) # 0 (24)

2- La loi de commande utilisant uniquement des quaternions :

2-1- La fonction de sortie :

y=qv=—%wxqv+§q4w (25)

y= %a)x (wxq,) —%quvar%([ﬁvh ylss)(J _la)) x(J ) "‘%([av]‘F q4|3x3)\]_lu = Ot(a),C]) -I-,B((O,C])U

(26)
La trajectoire de référence pour le quaternion d'attitude est déterminée par :
qv=q" at=0, et qu(t)=qf at=oo
Une trajectoire de référence pour les conditions aux limites est générée comme suit :
)= +(a) —of)a-e )
(27)

3-2- Conception de la loi de commande :

La forme généralisée de la loi de commande de suivi est proposée comme suit:
u=A7{r(t) - a®) -, (9 - F() — G, (y(t) - r (t))] (28)

C1,Co: sont des matrices diagonales constantes,
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nous  supposons que Vi existe. Nous pouvons facilement  voir que :

G +00 0,0, +0,0 G0 —0,0,
Br==|-00,+0,0,  0i+0;  0,0,+0,0, (29)
100,400, -0,0,+00, d;+0;
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