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       Plusieurs méthodes numériques ont été proposées pour résoudre les problèmes 
de commande optimale. Ces méthodes sont classées en méthodes directes et 
méthodes indirectes. Cette thèse est consacrée à résoudre les problèmes de 
commande optimale en utilisant l’approche directe où ce problème est converti en 
un problème de programmation mathématique. Les méthodes directes peuvent être 
employées en utilisant la technique de paramétrisation qui peut être appliquée de 
trois manières différentes : paramétrisation de la commande, paramétrisation d'état-
commande et paramétrisation d'état. Dans cette thèse, la paramétrisation d'état-
commande est utilisée. 
 
       Cette thèse présente des méthodes numériques pour résoudre les problèmes de 
commande optimale soumis ou non à des contraintes en employant la 
paramétrisation d'état-commande via les fonctions à blocs d’impulsion (BPFs), 
ceci permet d’approximer le système de variables d’état et de commande par des 
séries de fonctions impulsionnelles à paramètres inconnus. 
 
       En plus, dans cette thèse nous décrivons une méthode pour déterminer la 
commande optimale en boucle fermée des systèmes à cœfficients variables ainsi 
qu’une méthode hybride, basée sur les algorithmes génétiques et l'algorithme de 
Newton nécessaire à la résolution du système d’équations non linéaires dérivé, 
pour trouver l’optimum global de certains problèmes de commande optimale. 
 
      Les méthodes proposées ont été appliquées sur plusieurs exemples où on a 
remarqué qu’elles donnent des résultats meilleurs ou comparables aux résultats 
trouvés par d’autres méthodes. Enfin, nous avons appliquée l'algorithme hybride  à 
un problème pratique de la chimie industrielle. Celui-ci est non linéaire et 
multivariable. Les résultats obtenus sont très satisfaisants par comparaison avec 
ceux de la littérature.    
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Chapitre 1 
 
Introduction 
 
 
    Le problème de la commande optimale est de trouver une fonction 
commande u*(t) qui minimise une fonctionnelle coût (indice de performance) 
qui satisfait les équations d’état du système et les contraintes. Il a d’importantes 
applications de types économiques, environnementaux, de l’engineering, etc. 
 
      Généralement, les problèmes de la commande optimale sont résolus de façon 
numérique, par conséquent les méthodes de résolution ont nettement évoluées 
ces dernières années. La plupart des anciennes méthodes étaient basées sur 
l’obtention d’une solution qui satisfait soit les équations d’Euler-Lagrange, qui 
sont des conditions nécessaires d’optimalité, soit l’équation de Hamilton Jacobi 
Bellman, qui est une condition suffisante d’optimalité. Ces méthodes sont 
appelées les méthodes indirectes. 
 
     L’inconvénient principal des méthodes indirectes, entres autres, est la 
résolution fastidieuse de l’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman. Ce qui a 
amené plusieurs chercheurs à utiliser des méthodes directes pour résoudre le 
problème de la commande optimale. Par l’utilisation de ces méthodes, le 
problème de la commande optimale est approximé par un problème de  
programmation non linéaire à dimension finie. Ces méthodes peuvent être 
appliquées soit en utilisant  la technique de discrétisation soit la technique de 
paramétrisation. La dernière technique est utilisée dans cette thèse où les 
variables paramétrisées sont  les variables d’état et de contrôle via les fonctions 
à blocs d’impulsion (BPFs). En utilisant les BPFs on a pu éviter les 
inconvénients rencontrés dans l’application d’autres polynômes orthogonaux 
pour résoudre les problèmes de la commande optimale. 
 
    Un autre  avantage de l’utilisation des BPFs est les propriétés intéressantes 
dont sont dotées ces fonctions qui permettent de traiter le problème de la 
commande optimale dans son aspect le plus général, contrairement aux autres 
méthodes les plus récentes qui nécessitent, soit une approximation de la fonction 
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coût et des équations d’état [88], soit une application de la méthode à des 
problèmes particuliers de faibles dimensions, soit l’application de la méthode au 
détriment du temps de calcul. 
 
      Le but de cette thèse est, donc, de résoudre le problème de la commande 
optimale en le rendant directement, par l’utilisation des BPFs, à un problème de 
programmation non linéaire ou tout simplement à un problème de résolution 
numérique d’un ensemble de systèmes d’équations algébriques. Cette technique 
est appliquée de la même manière à des problèmes linéaires ou non linéaires, 
monodimensionnels ou multidimensionnels, avec ou sans contraintes. En outre, 
pour éviter le problème de la convergence vers l’optimum local, on a utilisé une 
nouvelle méthode basée sur les algorithmes hybrides, ce qui a permet de 
surmonter le problème du temps d’exécution relatif à l’application des 
algorithmes génétiques seuls tout en en tirant profit pour l’obtention du 
minimum global. 
 
      La contribution de cette thèse est de : 
 
- Présenter une nouvelle méthode pour résoudre le problème de la commande 
optimale basée sur l’utilisation des BPFs comme outil de paramétrisation. Ceci à 
permet de convertir le problème dynamique à un problème statique. 
                             
- Décrire les méthodes numériques qui permettent de résoudre le problème de la 
commande optimale via les BPFs. 
 
- Présenter une nouvelle méthode hybride de résolution  basée sur les 
algorithmes génétiques, l’algorithme de Newton et les BPFs permettant de 
trouver l’optimum global. 
 
      La suite des chapitres sont organisés comme suit : 
 
      Le chapitre 2 donne une revue de quelques méthodes numériques pour 
résoudre le problème de la commande optimale. Dans ce chapitre, nous 
classifions les méthodes de calcul en méthodes directes et indirectes. 
 
      Le chapitre 3 présente une méthode numérique pour résoudre le problème de 
la commande optimale. Dans ce chapitre le concept de paramétrisation via les 
BPFs est introduit. Ce chapitre décrit aussi la méthode d’approximation du 
problème de commande optimale linéaire aussi bien en boucle fermée qu’en 
boucle ouverte. Enfin ce chapitre montre l’application de notre méthode à des 
problèmes standard et compare nos résultats avec ceux obtenus précédemment.  
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      Le chapitre 4 généralise la méthode du chapitre 3 pour résoudre le problème 
de la commande optimale non linéaire. Ainsi ce problème est rendu grâce aux 
BPFs à un problème d’optimisation non linéaire avec ou sans contraintes. Une 
propriété élégante relative à l’approximation des fonctions composées via les 
BPFs est mentionnée. Les conditions de convergences sont établies. Enfin, Des 
exemples de simulation sont donnés comme application de cette méthode. 
 
      Le chapitre 5 décrit une méthode hybride basée sur les algorithmes 
génétiques associés à l’algorithme de Newton, celle ci a pour objectif de 
converger vers l’optimum global tout en réduisant le temps de calcul. Ainsi la 
notion des algorithmes génétiques est rappelée. La méthode est appliquée à la 
commande d’un système non linéaire multivariable  comme application de cette 
méthode. 
 
      Le chapitre 6 contient les conclusions de cette thèse et des recommandations 
pour les travaux futurs.        
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Chapitre 2 
 
Problème De La Commande Optimale : Rappel 
 
 
 

2.1 Introduction 
 
    Le problème de la commande optimale a été traité dans plusieurs manuels et 
articles [1-10]. L’objectif de la commande optimale est de déterminer une 
commande optimale u*(t) ou u*(x, t) qui force le système à satisfaire des 
contraintes physiques tout en minimisant ou maximisant  un indice de 
performance. 
 
      Le problème fondamental de la commande optimale consiste en les trois 
éléments suivants : 
 
 
1. Un modèle mathématique du système à contrôler qui peut être décrit par un 
ensemble d’équations d’état de la forme : 
 

                                                     ( )ttutxftx ),(),()(
.

=                                                      (2.1) 
 
où nRtx ∈)(  est le vecteur d’état, mRtu ∈)(  est le vecteur de commande, f est 
continûment différentiable par rapport à toutes ses arguments. 
 
2. Un ensemble de conditions aux limites sur les variables d’état qui donne la 
valeur des états du système à l’instant initial. 
 
                                                      00 )( xtx =                                                                      (2.2) 
 
3. Un indice de performance qui doit être minimisé (ou maximisé). L’indice de 
performance décrit quelques spécifications désirées exprimées 
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mathématiquement sous forme scalaire. L’indice de performance qui nous 
intéresse peut être formulé comme suit :  

 
 

                                                       �+=
ft

t

ff dtttutxLttxJ
0

)),(),(()),((ϕ                                 (2.3) 

où ϕ  et L sont des fonctions scalaires, continûment différentiables par rapport à 
toutes leurs variables. Ces fonctions sont sélectionnées compte tenu des 
objectives de performances. 
 
 
 

2.2 Rapport de la commande optimale 
 
      Le problème de la commande optimale sans contraintes peut être énoncé 
comme suit : Etant  donné f, 0x , 0t , ft ,ϕ , et L ,il s’agit de trouver u*(t) ou   
u*(x, t) qu minimise l’indice de performance : 
                                                               

                                                     �+=
ft

t
ff dtttutxLttxJ

0

)),(),(()),((ϕ                      (2.4)  

sachant que : 
 

                                                     ( )ttutxftx ),(),()(
.

=   ,  00 )( xtx =                                 (2.5) 
 
Ce problème peut être résolu par l’une des méthodes suivantes : 
 
- La méthode de la programmation dynamique de Bellman qui est basée sur le 
principe d’optimalité (L’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)).  
 
- La méthode variationnelle et le principe du minimum de Pontryagin (équation 
d’Euler-Lagrange).   
  
- Les méthodes directes utilisant la discrétisation ou la paramétrisation. 
 

Ces méthodes seront discutées brièvement dans les sections suivantes. 
 
      En général, il n’est pas possible de résoudre analytiquement le problème 
(2.4), (2.5). Cependant une solution analytique existe pour un cas particulier de 
ce problème qui s’énonce comme suit : Trouver la commande optimale qui 
minimise la fonctionnelle : 
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                           � ++=
ft

t

TT
ff

T dtRuuQxxtSxtxJ
0

)()()(                                         (2.6) 

sachant que : 
 
 

                                                     )()()()()(
.

tutBtxtAtx +=  ,    00 )( xtx =                       (2.7) 
 
où S et Q sont des matrices semi définies positives et R est une matrice définie 
positive. Pour ce problème, la solution peut être exprimée en boucle fermée par : 
 
                                                      )()()(),(* 1 txtPtBRtxu T−−=                                           (2.8) 
 
où p(t) est la solution de l’équation de Riccati.  
 
 

2.3    Programmation dynamique 
 
      L’utilisation du principe d’optimalité pour dériver une équation permettant 
de résoudre le problème de la commande optimale était proposée en premier lieu 
par Bellman [11]. L’application de ce principe au problème continu de la 
commande optimale a conduit à l’invention de la fameuse équation de HJB. 
Pour le problème de la commande optimale (2.4), (2.5), l’équation de HJB est 
donnée par : 
 

                      
�
�
�

�
�
�

∂
∂+−=∂

∂ )),(),((
)),((*

)),(),((min)),((*
)(

ttutxf
t

ttxJ
ttutxL

t
ttxJ T

tu
              (2.9) 

et la condition finale est : 
 
                                                 )),(()),((* ffff ttxttxJ ϕ=                                      (2.10) 

         
La solution du problème (2.9)-(2.10) permet de trouver la commande optimale 
u* en fonction de x(t) et t. 
 
        La dérivation de l’équation de HJB peut être trouver dans plusieurs manuels 
standard de la commande optimale, voir par exemple [2, 4-6]. Cette équation est 
une condition suffisante d’optimalité, elle est satisfaite pour tout couple (x(t), t). 
Un avantage de l’utilisation de l’approche HJB est de résoudre le problème de la 
commande optimale pour obtenir la loi de commande en boucle fermée. 
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       En général, l’équation de HJB ne possède pas une solution analytique. 
Cependant, pour le problème de la commande optimale quadratique, (2.6)-(2.7), 
l’équation de HJB se réduit à l’équation différentielle de Riccati:    
 

                     )()()()()()()()()( 1
.

tPtBRtBtPQtAtPtPtAtP TT −−++=−                           (2.11)  
 
                             StP f =)(                                                                                            (2.12) 

 
       Ce résultat peut être obtenu si la valeur  xtPxJ T )(*=  est substituée dans 
l’équation de HJB. Citons q’une nouvelle notion de solution appelée la solution 
de viscosité a été introduite récemment par [13]. 
 

2.4 Conditions Nécessaires d’Optimalité  
 
2.4.1 Equations d’Euler-Lagrange  

 
     Les conditions nécessaires d’optimalité peuvent être déduites à partir des 
méthodes de calculs variationnels qui sont basées sur le fait qu’à chaque point 
stationnaire la variation de la fonction coût disparaît pour une variation 
arbitraire de la commande [3]. 
 
      Pour résoudre le problème (2.4)-(2.5), nous utiliserons les multiplicateurs de 
Lagrange, nRt ∈)(λ . Par conséquent l’indice de performance  est donné par : 
 

 � �	



��


 −++=
ft

t

T
ffA dtxttutxftttutxLttxJ

0

))),(),(()(()),(),(()),((
.

λϕ              (2.13) 

 
 Introduisons le Hamiltonien H défini par : 
 

                   )),(),(()()),(),(()),(),(),(( ttutxftttutxLtttutxH Tλλ +=              (2.14) 

 
 Nous pouvons, ainsi, écrire (2.13) sous la forme : 
 

                  ( )� �−+=
f ft

t

t

t

T
ffA dttxdttttutxHttxJ

0 0

.
)),(),(),(()),(( λλϕ                   (2.15) 

 
L’intégration du dernier terme à droite par partie conduit à : 
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                 � �−−=
⋅f ft

t

t

t

TT
ff

TT dttxttxttxtdttx
0 0

)()()()()()()(
.

00 λλλλ                    (2.16) 

       
Cependant (2.15) devient : 
 
  

dttxttttutxHtxttxtttxJ
ft

t

TT
ff

T
ffA � �

	



�
�



+++−=

0

)()()),(),(),(()()()()()),((
.

00 λλλλϕ

                                                                                                                                           (2.17) 
      
   Le problème original, (2.4)-(2.5), a été converti à un problème de 
minimisation, (2.17), sans contraintes. 
 
      Pour achever la stationnarité, l’effet de la variation de la commande sur la 
fonction coût doit être nul pour fttt ≤≤0 . En considérant 0t et ft comme étant 
fixes, alors la première variation de la commande due à la variation de AJ  est : 
 

 dtx
x
H

u
u
H

xx
x

J
f

f

t

t

T
tt

T

tt

T
A � �

	



�
�



+

∂
∂+

∂
∂++�	



��


 −
∂
∂= =

= 0
0

)()(
.

0 δλδδλδλϕδ            (2.18)  

       
Puisque )(tλ est arbitraire, nous pouvons la choisir telle que : 
 

                                 
x
L

x
f

x
H

t TT

∂
∂−

∂
∂−=

∂
∂−= λλ )(

.

                                                   (2.19) 

avec la condition finale : 
 

                                      
ftt

f
T

x
t

=∂
∂= ϕλ )(                                                                       (2.20) 

       
Comme la condition initiale )( 0tx est fixe, ceci implique que )( 0txδ disparaît, et 
l’équation (2.18) se réduit à : 
 

                                      � �	



��




∂
∂=

ft

t
A dtu

u
H

J
0

δδ                                                                  (2.21) 

    Pour un minimum local, il est nécessaire que AJδ disparaît pour uδ quelconque, 
donc il est nécessaire que : 
 



Chapitre 2                                                       Problème de la commande optimale : Rappel        

 9 

                                      ( ) 0=∂
∂+�

�
�

�
�
�

∂
∂=∂

∂ TT

u
L

u
f

u
H λ                                                             (2.22) 

pour tout fttt ≤≤0  
 
      Les équations (2.5), (2.19), (2.20) et (2.22) sont des conditions nécessaires 
qui doivent être satisfaites par les solutions optimales du problème, quand 
l’instant final est fixe. Ces équations sont connues sous l’appellation Equations 
d’Euler-Lagrange.  
 
      En résumé, pour obtenir la commande optimale u*(t) qui minimise l’indice 
de performance (2.4) sous la condition (2.5) les équations suivantes doivent être 
résout:  
 
 

                                      ( )ttutxftx ),(),()(
.

=                                                                (2.23) 
 
                                      00 )( xtx =                                                                                   (2.24) 

                                     
TT

x
L

x
f

t �
�

�
�
�

�

∂
∂−�

�

�
�
�

�

∂
∂−= λλ )(

.
                                                      (2.25) 

                                    
T

f x
t �

�

�
�
�

�

∂
∂= ϕλ )(                                                                           (2.26) 

                                   0=�
�

�
�
�

�

∂
∂+�

�

�
�
�

�

∂
∂=

∂
∂ TT

u
L

u
f

u
H λ                                                    (2.27) 

 
Remarques : 
 
1. Dans le cas où le temps final n’est pas fixe, une autre condition nécessaire 
doit être donnée. Cette condition est dérivée en variant la fonction coût par 
rapport au temps. La condition nécessaire obtenue est : 
  

                                           0=�
�

�
�
�

� +
∂
∂

= ftt

H
t
ϕ

                                                              (2.28) 

 
2. Dans le cas où )( ftx  est fixe, ie :� 
 
                                          ff xtx =)(                                                                             (2.29) 

 
donc, seul la condition (2.26) doit être remplacée par (2.29). 
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2.4.2 Principe Du Minimum De Pontryagin 
 
      Dans les problèmes réels, les variables de commande sont, d’habitude, 
bornées, donc le Hamiltonien ne peut pas être différenciée par rapport à la 
commande. Dans ce cas les conditions nécessaires sont dérivées par le principe 
du minimum de Pontryagin [12] qui s’énonce ainsi : 
 
      Supposons que u*(t) est la commande optimale et x*(t) est la trajectoire 
optimale correspondante, donc il doit exister un vecteur )(* tλ telles que : 
 

                                      
x
H

∂
∂−=

.
λ                                                                                   (2.30) 

                             ( )
T

f x
t �

�

�
�
�

�

∂
∂= ϕλ                                                                          (2.31) 

                                      )*,,*,()*,*,*,( tuxHtuxH λλ ≤                                           (2.32) 
 
pour tout [ ]fttt     0∈   et pour tout mRUtu ⊂∈)( . Donc la commande optimale doit 
minimiser le Hamiltonien défini par (2.14). 
 
     L’inégalité (2.32) est très utilisée pour l’obtention de la commande optimale 
si la commande est bornée. Il est à noter que le principe du minimum est une 
généralisation de l’approche du calcul variationnel. Il faut aussi signaler que 
l’approche variationnel et le principe du minimum mènent à un problème connu 
comme « A non linear two-point boundary problem :NLTPBP » qui est difficile 
à résoudre de façon analytique. Les méthodes numériques proposées pour 
résoudre ces problèmes sont appelées méthodes indirectes par opposition aux 
méthodes directes basées sur la transformation du problème de la commande 
optimale à un problème de  programmation non linéaire. 
 

2.5 Méthodes Indirectes    
 
      Ces méthodes sont divisées en deux catégories : les méthodes en boucle 
fermée et les méthodes en boucle ouverte : 

2.5.1 Méthodes En Boucle Fermée 
 
     Parmi les méthodes proposées pour obtenir la commande optimale en boucle 
fermée citons les approches suivantes: 
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- La première approche pour obtenir une approximation de la commande 
optimale en boucle fermée est basée sur l’utilisation du développement en séries 
de puissance pour résoudre soit l’équation de HJB soit le NLTPBP. Cette 
approche est utilisée par Lukes [14] pour trouver une solution approximative de 
l’équation de HJB relatif à la commande optimale à horizon infini. La solution 
de l’équation de HJB  est réduite à la résolution d’un système d’équations 
algébriques. Utilisant la même idée, Willemstein [15] a développé la méthode 
de Lukes pour résoudre le problème de la commande optimale à horizon fini. Le 
travail de Lukes a été appliqué par Garrard et Jordan à la commande de l’avion 
F8 [16]. La même technique est utilisée par Nishikawa et al. [17] pour obtenir la 
solution optimale approximatif d’un indice de performance quadratique à 
horizon fini pour le système perturbé suivant : 
     

                             utBtxfxtAx )(),()(
.

++= ε                                                  (2.33) 
       
De la même manière, Yoshida et al. [18] ont pu résoudre le problème de la 
commande optimale à indice de performance quadratique à horizon fini et infini 
pour le système décrit par : 

                                      Buxfx += )(
.

                                                                               (2.34) 
 
- La seconde approche pour obtenir la commande optimale en boucle fermée est 
basée sur la linéarisation des conditions nécessaires d’optimalité autour de la 
solution optimale ou via le développement de l’indice de performance jusqu’à 
l’ordre 2 et les contraintes jusqu’à l’ordre 1 autour de la solution optimale        
[3, 19-22]. 
 
- La troisième approche [23-24] est basée sur l’écriture des équations d’état sous 
forme linéaire :         
 

                                  utuxBxtuxAtuxfx ),,(),,(),,(
.

+==                                   (2.35) 
 
et, donc, de résoudre le problème de la commande optimale en résolvant 
l’équation de Riccati.  
 

   QtuxPtuxBRtuxBtuxPtuxPtuxAtuxAtuxPtuxP TT +−+= − ),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,(),,( 1
.

         (2.36) 

 
et la commande optimale est donnée par : 
 
                                  )(),,(),,(),(* 1 txtuxPtuxBRtxu T−−=                                 (2.37) 
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- La quatrième approche est basée sur la solution du problème inverse de la 
commande optimale [25]. 
 
- D’autres approches peuvent être trouvées dans [29-31]. 

  

2.5.2 Méthodes De Commande En Boucle Ouverte 
 
      Ces méthodes sont basées sur la résolution du NTPBVP. Parmi ces 
méthodes, on peut citer entre autres : les  méthodes du gradient, les méthodes de 
quasi linéarisation, les méthodes de la fonction de pénalité etc. [3-5]. Ce sont 
des méthodes standard pour résoudre les problèmes de la commande optimale. 
 

 
2.6 Méthodes Directes 
 
     Ces méthodes offrent quelques avantages quand elles s’appliquent aux 
problèmes de la commande optimale. Le premier avantage est que le problème 
de la commande optimale dynamique peut être converti à un problème 
d’optimisation statique qui est facile à résoudre par rapport au problème 
original. Le deuxième avantage est qu’il y a des algorithmes bien développés 
pour résoudre les problèmes de programmation non linéaire. Le troisième 
avantage est la possibilité de traiter facilement différents types de contraintes. 
Par conséquent plusieurs auteurs ont utilisé les méthodes directes pour résoudre 
le problème de la commande optimale [32-34, 37, 39-41, 43, 48, 49, 52, 54, 55, 
70, 75-78]. 
 
      Le problème de commande optimale peut être converti à un problème de 
programmation mathématiques soit en utilisant la technique de discrétisation, 
soit en se servant de la technique de paramétrisation. Notre thèse est basée sur la 
deuxième technique.  
 

2.6.1 Méthodes De Discrétisation 
 
      Toutes les techniques de discrétisation divisent l’intervalle de temps en n 
segments 
 
                                         fn ttttt =<<<< ......210  
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où les points it sont appelés des nœuds. 
 
       Une approche qui applique cette méthode discrétise les variables d’état et 
les variables de contrôle ; nous avons, donc, la séquence des valeurs inconnues 
des variables d’état et de contrôle suivante : 
 
                                           ),...,,,,...,,( 11010 −= nn uuuxxxz  
 
et le système d’équations d’état est remplacé par un ensemble d’équations 
algébriques qui peuvent être considérées comme des contraintes d’égalité. Ce 
problème peut, ainsi être résout en utilisant les techniques de la programmation 
non linéaire. L’inconvénient majeur de cette approche est la dimension élevée 
du vecteur z. 
 
       Une autre approche possible est de discrétiser la variable de contrôle seule. 
 
                                          ),...,,( 110 −= nuuuz  
 
et d’intégrer ensuite le système d’équations d’état pour trouver les variables 
d’état en fonction des variables de contrôle [35, 75, 78]. 
 

2.6.2 Méthodes de Paramétrisation  
 
       La technique de paramétrisation peut être appliquée de trois manières 
différentes : 
 
a-Paramétrisation de la Commande :  
  
      Cette technique est basée sur l’approximation des variables de la commande 
en choisissant une structure appropriée de la forme : 
 

                                      �
=

=
N

i
i

u
ik tCtu k

0

)()( ϕ        mk ,...,2,1=                                     (2.36) 

où les ku
iC sont les paramètres inconnus et les iϕ dénotent un ensemble approprié 

de fonctions formant une base de l’espace de commande à dimension finie. Les 
variables d’état sont obtenues en fonction des paramètres inconnus en intégrant 
les équations d’état du système, et en substituant les variables approximatives de 
la commande et les variables d’état correspondantes dans l’indice de 
performance, le problème de la commande optimale est ainsi converti à un 
problème de programmation non linéaire à paramètres statiques qu’il est facile à 
résoudre que le problème original. 
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      Plusieurs fonctions ont été utilisées pour l’approximation des variables de la 
commande [33], parmi lesquelles on peut citer : les fonctions constantes par 
morceaux, les fonctions linéaires par morceaux, les fonctions splines d’ordre 
donné.  
 
      L’application de cette technique nécessite l’intégration des équations d’état 
qui est un processus coûteux en terme de temps de calcul [73]. 
 
b. Paramétrisation d'Etat-Commande [39-42, 48, 52, 54, 70, 71]  
 
      Cette approche est basée sur l’approximation, en même temps, des variables 
d’état et des variables de commande par une séquence de fonctions connues 
avec des paramètres inconnus : 
 
    

                                      �
=

=
N

i
i

u
ik tCtu k

0

)()( ϕ       mk ,...,2,1=                                       (2.37) 

                                      �
=

=
N

i
i

xj
ij tCtx

0

)()( ϕ       nj ,...,2,1=                                        (2.38) 

 

où les ku
iC , jx

iC  sont des paramètres inconnus et les iϕ  sont un ensemble de 
fonctions appropriées. En utilisant cette méthode, le problème de la commande 
optimale est converti à un problème de programmation mathématique non 
linéaire. 
 
      L’inconvénient principal de cette approche est le nombre important de 
paramètres que l’on a à déterminer. Cependant, en utilisant cette approche nous 
aboutissons à un problème de programmation non linéaire à dimension très 
élevées en terme du nombre de paramètres inconnus et du nombre de contraintes 
d’égalité. 
 
      Dans cette thèse, nous avons opté pour cette technique mais comme les 
fonctions iϕ  dans notre cas sont des fonctions à blocs d’impulsion (BPFs), nous 
avons pu surmonter les inconvénients sus-cités. 
 
c- Paramétrisation d’Etat 
 
       L’idée de cette technique est de faire l’approximation seulement de la 
variable d’état du système [43, 49, 77, 79, 88] : 
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                                      �
=

=
N

i
i

x
ij tCtx j

1

)()( ϕ          nj ,...,2,1=                                    (2.39) 

 
les jx

iC sont les paramètres inconnus et les iϕ  sont définies comme 
précédemment. Dans cette technique les variables de commande sont obtenues à 
partir des équations d’état. Cette technique a quelques avantages : 
 
1. On n’a pas besoin d’intégrer les équations d’état.  
2. Le nombre de paramètres inconnus est faible par rapport aux autres 
techniques. 
 
3. Les paramètres peuvent être manipulées directement. 
 
Cependant, cette technique souffre de quelques inconvénients : 
 
1. Il est difficile de traiter les systèmes non linéaires car il n’est pas toujours 
facile de trouver les variables de commande comme fonction des variables 
d’état. 
2. Il n’existe pas une voie systématique pour appliquer cette technique aux 
problèmes de la commande optimale à aspect général quand le nombre de 
variable d’état et de commande n’est pas égal. 
 
      Cette technique a été appliquée à des cas spéciaux, par exemple au  
problème de la commande optimale linéaire avec le nombre de variables d’état 
égal au nombre de variables de commande ou à des systèmes non linéaires 
mono entrée pouvant être exprimés sous la forme canonique contrôlable. 
Récemment M.Jaddu [88] a utilisée cette technique via les polynômes de 
Chebyshev associée à la méthode de quasilinéarisation [45] pour résoudre le 
problème de la commande optimale dans son aspect général, cependant sa 
méthode souffre de la taille du problème qui demeure exorbitant, et surtout de la 
violation des contraintes. 
 
      La technique de paramétrisation peut être employée en utilisant différentes 
fonctions de base. Les BPFs sont utilisées dans cette thèse pour paramétriser les 
variables d’état et les variables de contrôle. Les BPFs ont des propriétés 
exceptionnelles (à voir dans le prochain chapitre) qui permettent d’agir 
directement sur le problème de la commande optimale quelque soit sa nature. 
 
      L’utilisation des fonctions à blocs d’impulsion pour résoudre le problème de 
la commande optimale n’est pas nouvelle. V. Purnachandra et K. Ranganatha 
[67] ont utilisé les BPFs pour déterminer la commande en boucle fermée d’un 
problème de commande optimale linéaire, P. Sannuti [89] a utilisé les BPFs 
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pour l’analyse et la synthèse des systèmes dynamiques linéaires, Shien-Yu  
Wang [90]  a pu résoudre le problème de la commande optimale des systèmes 
non linéaires à retard en utilisant les BPFs, S. Lapin et N.D. Egupov [91, 92] ont 
analysé les systèmes linéaires et non linéaires à coefficients variables via les 
BPFs. A ce stade les BPFs sont utilisés avec succès dans l’étude du problème de 
la commande optimale sans contraintes. Récemment N. Boussiala et H. Chaabi 
[93,94] ont utilisé les BPFs pour résoudre le problème de la commande optimale 
des systèmes non linéaires multidimensionnels soumises à des contraintes. Nous 
verrons dans cette thèse qu’il est possible de traiter le problème de la commande 
optimale sujet à divers types de contraintes.     
 

2.6 Conclusion 
 
        Dans ce chapitre, les différentes méthodes de commande optimale ont été 
rappelées brièvement. La méthode adoptée dans le cadre de cette thèse s’inscrit 
dans la catégorie des méthodes directes avec paramétrisation commande- état 
via les fonctions à blocs d’impulsion (BPFs) dont les chapitres suivants 
exposent de façon détaillée l’outil mathématique ainsi que les applications 
inhérentes.     
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Chapitre 3 
 
Problème De La Commande Optimale Linéaire 
 
 
 

3.1 Introduction 
 
    Comme il a été dit au chapitre précédent, le problème de la commande 
quadratique linéaire est l’un des problèmes dont une solution analytique 
optimale peut être obtenue [2, 3]. La solution de ce problème peut être obtenue 
soit en résolvant l’équation de Riccati, soit en résolvant le LTPBVP. 
   
      Pour éviter les difficultés associées à l’intégration numérique de ces 
méthodes, deux approches sont utilisées : La première approche consiste à 
convertir le problème de commande optimale quadratique en un problème de 
programmation quadratique [41, 84, 86]. La  seconde approche est de le 
résoudre en convertissant le LTPBVP en un ensemble d’équations algébriques 
[61, 62, 64, 66, 67, 69, 85]. Dans ce chapitre les deux approches sont utilisées ; 
la première est utilisée dans les problèmes à boucle ouverte, la seconde est 
employée pour trouver la loi de commande en boucle fermée du problème de 
commande optimale quadratique à coefficients variables. 
 
      Ce chapitre est abordé comme suit : D’abord, on pose le problème de la 
commande optimale à critère quadratique, ensuite les outils nécessaires à la 
paramétrisation via les BPFs  sont rappelés, enfin ces outils sont exploités pour 
reformuler le problème soit sous forme d’un système d’équations algébriques, 
soit sous forme d’un problème de programmation quadratique où les 
algorithmes ne manquent pas pour le résoudre. 
 

3.2 Formulation Du Problème 
 
      Considérons le système dynamique décrit par les équations d’état suivantes : 
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                                                     BuAxx +=
.

                                                                   (3.1)  
  

Où nRx ∈ , rRu ∈ , A et B sont respectivement des matrices à valeurs qui peuvent 
dépendre du temps de dimension nn×  et rn × . Nous avons assumé que le 
processus commence à t=0 et finira à 0>ft . 
 
      La condition initiale pour l’équation d’état (3.1) est : 
                                           
                                          00 )( xtx =                                                                     (3.2) 
 
Où 0x est un vecteur donné dans nR  

      Le problème de la commande optimale est de trouver une commande 
optimale u*(t) qui minimise l’indice de performance quadratique : 
 

                                          ( )� +=
ft

TT dtRuuQxxJ
02

1
                                                    (3.3) 

 
sous les conditions (3.1) et (3.2). 
Q est une matrice semi définie positive de dimension nn× et R est une matrice 
définie positive de dimension rr × . 
 
      Dans ce chapitre, nous proposons une méthode pour résoudre ce problème de 
commande optimale en le transformant à la résolution d’un ensemble 
d’équations algébriques. Cette solution est basée sur l’approximation des 
variables d’état et de commande via les BPFs. 
 
 

 3.3  Paramétrisation Via Les BPFs 
 
      Avant de commencer la discussion de la paramétrisation, quelques propriétés 
importantes des BPFs sont rappelées 
 

3.3.1 Propriétés Opérationnelles Des BPFs 
 
- Les fonctions à blocs d’impulsions de rang m sont définies de la façon 
suivante : 
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                            [ ]
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=
                                  Sinon          0  
,...,1   ,  ,)1( si     1

)( 00 miihthitt
tiϕ            (3.4) 

 
Il est aisé de voir que les propriétés suivantes sont toujours vérifiées 
 

                                    
�
�
� =

=
                                  Sinon             0

                                         si     (t)
)()(

ji
tt i

ji

ϕ
ϕϕ       (3.5)           

et : 

                       
�
�
� =

=�                                   Sinon         0
                                         si      

)()(
0

jih
dttt

ft

t
ji ϕϕ         (3.6) 

où :  

                                         1)(et         0 =
−

= fm
f t

m

tt
h ϕ                                               (3.7) 

 
Le système de BPFs est donc orthogonal dans l’intervalle [ 0t   ]ft . Par 

conséquent tout élément x(t) ][2  0 fttL∈  peut être développé en série de BPFs : 
 

                                  �
=

=≈
m

i
i

x
im tCtxtx

1

)()()( ϕ                                             (3.8) 

 
Il est démontré que, dans ][2  0 fttL , x(t) converge vers )(txm  lorsque m tend vers 

l’infini. 
 
Si x(t) est donnée sous forme analytique, x

iC  peut être évalué comme étant la 
valeur moyenne de x(t) dans l’intervalle[ hi )1( −    ]ih . Donc : 
 

                                      �
−

=
ih

hi

x
i dttxhC

)1(
)(                                                                              (3.9) 

 
Dans le cas où x(t)=1 dans l’intervalle [ 0t ]ft , il est clair que : 

                                     �
=

=
m

i
i t

1

)(1 ϕ                                                                                  (3.10) 

 
- Propriétés d’Intégration : 
 
Elles sont d’une importance capitale pour l’intégration des équations d’état et de 
la matrice de transition d’état. Ces intégrales sont : 
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- Propriété De Multiplication Et De Division 
 
Soient x(t) et y(t) deux éléments de ][20 fttL , vue la propriété d’orthogonalité des 

BPFs indiquée par (3.5) on a : 
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- Relations Matricielles 
 
Supposons que tous les éléments des matrices [ ] pnij tatA ×= )()( et 

[ ] rpij tbtB ×= )()( appartiennent à ][20 fttL . Alors : 

 

                               �
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m

k
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a
kij tCta ij

1

)()( ϕ                                                             (3.15) 

                                         �
=

=
m

k
k

b
kij tCtb ij

1

)()( ϕ                                                             (3.16) 

Par ailleurs on a : 

                                          [ ] �
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k
kkpnij tAta

1

)()( ϕ                                                      (3.17) 

                                          [ ] �
=

×
=

m

k
kkrpij tBtb
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)()( ϕ                                                       (3.18) 

où, [ ] pn
a
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ijCA ×=  et [ ] rp
b
kk

ijCB ×= . 
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1°) Transposée de la matrice A peut être développée en série de BPFs comme 
suit   
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)()()( ϕϕ                              (3.19) 

 
2°) De même la multiplication de deux matrices A et B peut être rendue grâce 
aux BPFs à : 
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3°) Soit C une matrice inversible de dimension nn× , l’approximation de 
l’inverse de cette matrice est de la forme suivante : 
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3.3.2 Etude Du Problème De La Commande Optimale  En Boucle Fermée 
   
    La loi de commande optimale en boucle fermée peut être obtenue, dans le cas 
des systèmes linéaires à critère quadratique, en résolvant l’équation de Riccati 
ou en déterminant la matrice de transition du système Hamiltonien [2, 3]. 
Cependant il n’est pas possible d’obtenir, analytiquement, la solution exacte des 
problèmes de commande optimale non linéaire ou à coefficients variables. 
Néanmoins la commande sous optimale en boucle fermée peut être obtenue en 
utilisant diverses techniques [3, 14, 16, 18, 19, 21, 60, 63]. D’autre part, durant 
les deux dernières décennies les fonctions orthogonales ont été intensivement   
utilisées pour déterminer la commande optimale des systèmes linéaires 
quadratiques en boucle fermée. Par exemple, [61] a utilisé les séries de Walsh, 
[66] a utilisé les polynômes de Chebyshev de premier type, [62, 64, 69] ont 
utilisé les polynômes de Chebyshev du second type, [67] a utilisé les BPFs, [87] 
a utilisé les séries de Fourier. Toutes ces méthodes se basent, pour trouver la 
solution, sur la matrice opérationnelle d’intégration qui permet de transformer le 
système Hamiltonien en équations algébriques. Le but de ce chapitre est 
d’utiliser les BPFs pour déterminer la loi de commande optimale en boucle 
fermée des systèmes linéaires non stationnaires à critère quadratique (Extension 
de la méthode décrite dans [67]).                 
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 L’objectif de ce problème est de déterminer une commande u*(x, t) qui 
minimise la fonctionnelle 

                                         ( )� +=
ft

TT dtRuuQxxJ
02

1
                                                   (3.22) 

 
pour le système régi par les équations d’état suivantes : 
 

                                            BuAxx +=
.

                                                                            (3.23) 
sachant que  
                                         00 )0( xtx ==                                                                        (3.24) 
 
où nRtx ∈)( , rRtu ∈)( , A est une matrice de dimension nn× , B est une matrice de 
dimension rn× , Q est une matrice semi définie positive de dimension nn× , R est 
une matrice définie positive de dimension rr× .  
 
      Il faut signaler que le problème que nous allons étudier est un problème non 
stationnaire,  par conséquent il ne possède pas, dans le cas général, une solution 
analytique. 
 
      Les conditions d’optimalité, pour ce problème, sont données par les relations 
suivantes : 
 

                                         
.
λλ=−=∂

∂ TAQxx
H                                                                    (3.24) 

 

                                         0=−=∂
∂ λTBRuu
H                                                                    (3.25) 

 
où H est le Hamiltonien, et est donné par :   
 

                                      [ ] [ ]BuAxRuuQxxH TTT +−+= λ2
1                                             (3.26) 

 
Donc, d’après (3.25), la relation suivante est déduite 
 
                                        λBRu 1−=                                                                                  (3.27) 

 
La variable )(tλ  est un vecteur de dimension n satisfaisant le système 
d’équations vectorielles suivant : 
 

                                        λTBBRAxx 1
.

−+=                                                                      (3.28) 
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                                        λλ TAQx−=
.

                                                                             (3.29) 

sachant que  
                                        0)0( xx =  et 0)( =ftλ                                                          (3.30) 

 
      Soit ),( tt fψ  la matrice de transition d’état relative au système (3.28)-(3.29)-
(3.30), qui permet d’écrire : 
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La matrice de transition d’état est une matrice nn 22 ×  telle que 

nff Itt 2),( =ψ ( nI2 est la matrice identité de dimension 2n). 
 
Ecrivons la matrice de transition d’état sous la forme compactée suivante : 
 

                               �
	



�
�



=

),(),(
),(),(

),(
2221

1211

tttt

tttt
tt

ff

ff
f ψψ

ψψ
ψ                                              (3.32) 

 
où chaque élément de cette matrice est une matrice de dimension nn×  
 
 De (3.31) et (3.32) nous déduisons la relation donnant )(tλ en fonction de x(t) 
comme suit : 
 
                              0)()(),()(),( 2221 ==+ fff tttttxtt λλψψ                                (3.33) 

d’où 
                             )(),(),()( 21

1
22 txttttt ff ψψλ −−=                                                    (3.34) 

 
En substituant (3.34) dans (3.27) on obtient  la loi de commande optimale en 
boucle fermée. 
 
                               )()()( txtktu −=                                                                                   (3.35) 
avec : 
 

                            ),(),()()()( 21
1

22
1 tttttBtRtk ff

T ψψ −−=                                         (3.36) 

       
On remarque bien que si R(t) et B(t) sont données, il suffit que soient trouvées 
les matrices ),(21 tt fψ  et ),(22 tt fψ  pour que k(t) puisse être déterminé.  
 
      En dérivant (3.31) par rapport à t, on a : 
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ψ                   (3.37) 

 
et en utilisant (3.28) et (3.29) dans (3.37), on obtient : 
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ψ                         (3.38)  

où 

                                �
	



�
�



−=

−

)()(
)()()()(

)(
1

tAtQ
tBtRtBtA

tF T

T
                                                       (3.39) 

 
De (3.38), par simplification, on en déduit 
 

                               )(),(),(
.

tFtttt ff ψψ −=                                                               (3.40) 

 
En intégrant (3.40) de ft à t, on écrit 
 

                           �=−
t

t
ffn

f

dttFttttI ')'()',(),(2 ψψ                                                 (3.41) 

Supposons maintenant que tous les éléments des matrices [ ] nnij tatA ×= )()( , 
[ ] rnij tbtB ×= )()( , [ ] rrij trtR ×= )()( , [ ] nnij tqtQ ×= )()( , [ ] nnij tftF 22)()( ×=  et 

[ ]
nnfijf tttt

22
),(),(

×
= ψψ  appartiennent à [ ]2

,0 fttL  et ainsi peuvent tous être 

développés en séries de BPFs, ce qui mènent aux formules suivantes : 
 

                                      [ ] �
=

×
≅=

m

k
kkrrij tRtrtR

1

)()()( ϕ                                               (3.42) 

                                     [ ] �
=

×
≅=

m

k
kknnij tQtqtQ

1

)()()( ϕ                                              (3.43) 

                                     [ ] �
=

×
≅=

m

k
kknnij tFtftF

1

)()()( ϕ                                              (3.44) 

                                   [ ] �
=

×
≅=

m

k
kknnfijf ttttt

1

)(),(),( ϕψψψ                                   (3.45) 

où 
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,2,,1,1

,2,1,1,1111

2221

1211
22

ψψψψ

ψψψψ
ψψψψ

ψψψψ

ψψ
ψψψψ         (3.46) 

 
      La propriété d’orthogonalité permet d’écrire : 
 

                                          �
=

≅
m

k
kkkf tFtttF

1

)(),()( ϕψψ                                             (3.47) 

 
En insérant (3.45) et (3.47) dans (3.41), on obtient : 
 

                                        [ ]� � �
= =

=−
m

k

m

k

t

t
kkkkkn

f

dttFtI
1 1

2 ')'()( ϕψϕψ                          (3.48) 

 
La propriété d’intégration (3.12) permet de mettre (3.48) sous la forme 
suivante : 
 

                      [ ]� ��
= ==

�
	



�
�


 +−=−
m

k

m

l
kl

m

k
kkkkn ttFhtI

1 11
2 )(

2
1

)()( ϕϕψϕψ                     (3.49) 

 
En égalisant les coefficients associés à chaque kϕ des deux membres de (3.49) 
on obtient la relation récursive suivante : 
 

                                     mmmn F
h

I ψψ
22 −=−                                                              (3.50) 

 

              �
−=

−−=−
m

kl
llkkkn FhF

h
I

1
2 2

ψψψ       1,2,...,2,1 −−= mmk                       (3.51)   

 
Enfin, de (3.50) et (3.51) on en déduit la relation récursive permettant la 
détermination de kψ   
 

                                  
1

2 2

−

�	



��


 −= mnm F
h

Iψ                                                                  (3.52) 

 

        �	



��


 += ++ 121 2 knkk F
h

Iψψ
1

2 2

−

�	



��


 − kn F
h

I     1,2,...,2,1 −−= mmk                  (3.53) 
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En substituant les approximations de A, R, ),(21 tt fψ et ),(22 tt fψ dans (3.36), on 
obtient l’expression approchée de k(t) comme suit : 
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m

j
jj t

1
21 )(ϕψ       (3.54) 

 
ou , en utilisant la propriété d’orthogonalité. 
 

                                            ��
=

−−

=
=

m

k
kk

T
kk

m

k
kk BRtk

1
21

1
22

1

1

)( ψψϕ                                     (3.55) 

 
Par conséquent le gain kk est obtenu à partir de (3.54) comme suit : 
 
                                            kk

T
kkk BRk 21

1
22

1 ψψ −−=                                                         (3.56) 
 
L’exemple ci dessous [95], illustre de façon claire le fonctionnement de 
l’algorithme établi, et connaissant la solution analytique du problème, on peut 
mettre en valeur la méthode élaborée. 
 
Exemple 3.1 
 
Considérons le système unidimensionnel à coefficients variables régi par 
l’équation différentielle suivante : 
 

                                   )()()(
.

tuttxtx +=   1)0( =x                                                               (3.57) 
 
Pour ce système, il faut trouver le gain )(tk  de la commande optimale en boucle 
fermée tel que le critère de performance quadratique :  
 

                                         [ ]� +=
1

0

22 )()(2
1 dttutxJ                                                               (3.58) 

soit minimal. 
 
Il est facile de déduire les paramètres suivants: 1=n , 1=ft , ttA =)( , 1)( =tB , 

1)( =tQ  et 1)( =tR . 
 
Alors : 

                             [ ]tt
tAtQ

tBtRtBtA
tF T

T
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×

−

1
1

)()(
)()()()(

)(
22

1
                                         (3.59) 
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A titre illustratif, essayons de résoudre ce problème pour m=4, donc pour 

4
1==

m
th f . 

 
L’approximation de ttA =)(  est donné par : 
 

                                          �
=

≅
m

k
kk tAtA

1

)()( ϕ                                                                (3.60) 

 
où les coefficients kA sont donnés par la relation, suivante : 
 

                    � �
− −

−=−===
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k kk

h
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h
dttA

h
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               (3.61) 

 
A partir de (3.61), formons les matrices kF . 
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4F                     (3.62) 

 
(3.52) et (3.53) permet de déterminer les matrices kψ  de la manière suivante : 
 

                                    
1

42

1

424 8
1

2

−−

�	



��


 −=�	



��


 −= FIF
h

Iψ                                     (3.63) 

Ce qui donne 

                                     �
	



�
�
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=
224214

124114
4 9159.01285.0

1285.01408.1
ψψ
ψψ

ψ                           (3.64) 

 
De même 3ψ  peut être déterminé de la relation suivante : 
 

                                        �	



��


 += 4243 8
1

FIψψ  
1

32 8
1 −

�	



��


 − FI                                   (3.65) 

 
Ceci permet de déduire la matrice 3ψ  
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4060.04454.1
ψψ
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ψ                        (3.66) 
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et la matrice 2ψ  est calculée a partir de l’expression suivante : 
  

                                          �	



��


 += 3232 8
1

FIψψ  
1

22 8
1 −

�	



��


 − FI                                (3.67) 

   
L’application numérique de cette formule donne :  
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ψψ
ψψ

ψ                                (3.68) 

 
Finalement la matrice 1ψ est déduite de la formule suivante : 
 

                              �	



��


 += 2221 8
1

FIψψ  
1

12 8
1 −

�	



��


 − FI                                             (3.69) 

ce qui permet d’écrire 
 

                            �
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=
221211

121111
1 9883.09331.0

1812.11434.2
ψψ
ψψ

ψ                                     (3.70) 

 
La relation (3.55) permet d’écrire le gain en boucle fermé k(t) sous la forme 
suivante : 
 

                         �
=

−−=
4

1
21

1
22

1)(
k

kk
T
kk BRtk ψψ                                                                    (3.71) 

 
et comme 1== kk BR   pour k = 1,2,3,…,m  la formule (3.71) s’écrira : 
 

                        4
224

214
3

223

213
2

222

212
1

221

211)( ϕ
ψ
ψϕ

ψ
ψϕ

ψ
ψϕ

ψ
ψ

+++=tk                               (3.72) 

 
ce qui donne, d’après les résultats ci dessus 
 
                     4321 1403.04771.07800.09442.0)( ϕϕϕϕ +++=tk                        (3.73)  
 
Par la même méthode nous avons pu élaborer les résultats relatifs à m = 10. Ces 
résultats sont résumés dans le tableau 3.1. 
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k11ψ  k12ψ  k21ψ  k22ψ  

k

k

22

21

ψ
ψ

 

1=k  2.2381 1.3217 0.9995 1.0382 0.9628 
2=k  2.0949 1.1167 0.8908 0.9534 0.9343 
3=k  1.9522 0.9344 0.7822 0.8880 0.8809 
4=k  1.8108 0.7714 0.6742 0.8410 0.8017 
5=k  1.6717 0.6249 0.5670 0.8119 0.6984 
6=k  1.5360 0.4921 0.4609 0.8008 0.5756 
7=k  1.4050 0.3706 0.3562 0.8083 0.4407 
8=k  1.2799 0.2581 0.2530 0.8354 0.3028 
9=k  1.1620 0.1521 0.1511 0.8841 0.1709 

10=k  1.0525 0.0502 0.0502 0.9571 0.0525 

Tableau 3.1 Valeurs des ijkψ  et 
ijk

ijk

ψ
ψ

 en fonction de k 

 
A partir de ce tableau, le gain k(t) peut être exprimé comme suit : 
 

�
=

+++++=≅
10

1
54321

22

21 6984.08017.08809.09343.09628.0)(
k

k
k

ktk ϕϕϕϕϕϕ
ψ
ψ

         

             109876 0525.01709.03028.04407.05756.0 ϕϕϕϕϕ +++++                (3.74) 
 
Essayons maintenant de trouver l’approximation de x(t). Pour cela reprenons  
l’équation d’état du système. 
 

                                    )()()(
.

tuttxtx +=                                                                             (3.75) 
 
Mais, il est établi à partir de (3.35) que : 
 
                                    )()()( txtktu −=                                                                              (3.76) 
 
Introduisons maintenant (3.76) dans (3.75), il s’ensuit 
 

                                 [ ] )()()()()()(
.

txtkttxtkttxtx −=−=                                                    (3.77) 
 
Intégrons maintenant (3.77), ce qui permet d’écrire 
 

                                [ ] )()()0()(
1

0
txtktxtx −=− �                                                                 (3.78) 

 L’approximation de (3.78) via les BPFs donne 
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Utilisons la propriété d’intégration (3.11), la relation (3.19) devient donc 
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)()0()( ϕϕϕϕ              (3.80) 

 
ce qui permet d’établir la relation récursive suivante permettant le calcul de x(t)  
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)0( xkChxx t −=−                                                  (3.81) 
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kk xkChxkChxx                         (3.82) 

 
ou sous une autre forme plus appropriée 
 

                                         ( ) 0

1

111 2
1

1 xkChx t
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 −−=                                                (3.83) 

                          ( ) ( ) )(
2
1

1
2
1

1
1

111 kxkChkChx k
t
kk

t
kk �	



��


 −+�	



��


 −−=
−

+++               (3.84) 

 
Le tableau 3.2 indique à titre indicatif les coefficients ix  et les paramètres 

iu (déduits à partir de la relation (3.76)) correspondants à m=4. De même les 
mêmes paramètres correspondants à  m=10 sont présentés dans le tableau 3.3. 
 
 
 
 k=1 k=2 k=3 k=4 

ix  0.9071 0.7750 0.7496 0.8407 

iu  -0.8565 -0.6045 -0.3576 -0.1180 
Tableau 3.2   Valeurs des ix et des iu  en fonction de k 
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ix  iu  

k=1 0.9564 -0.9208 
k=2 0.8783 -0.8206 
k=3 0.8180 -0.7206 
k=4 0.7747 -0.6211 
k=5 0.7479 -0.5224 
k=6 0.7377 -0.4246 
k=7 0.7445 -0.3281 
k=8 0.7695 -0.2330 
k=9 0.8144 -0.1392 
k=10 0.8816 -0.0463 

Tableau 3.3   Valeurs des ix  et des iu  relatives à m=10 
 
A partir de ces deux tableaux, nous pouvons déduire les expressions approchées 
de x(t) et de u(t) relatives ,respectivement, à m=4 et m=10. Elles ont les formes 
ci dessus. 
 
 )(8407.0)(7496.0)(7750.0)(9071.0)()( 43214 tttttxtx ϕϕϕϕ +++=≅         (3.85) 
 
  )(1180.0)(3576.0)(6045.0)(8565.0)()( 43214 tttttutu ϕϕϕϕ −−−−=≅      (3.86) 
 

5432110 7479.0)(7747.0)(8180.0)(8783.0)(9564.0)()( ϕϕϕϕϕ ++++=≅ tttttxtx
 
     109876 8816.0)(8144.0)(7695.0)(7445.0)(7377.0 ϕϕϕϕϕ +++++ tttt     (3.87) 
 

5432110 5224.0)(6211.0)(7206.0)(8206.0)(9208.0)()( ϕϕϕϕϕ −−−−−=≅ tttttutu
������� 109876 0463.0)(1392.0)(2330.0)(3281.0)(4246.0 ϕϕϕϕϕ −−−−− tttt     (3.88) 
 
Les fonctions )(tki , )(txi  et )(tui   relatives respectivement à i=4 et i= 5 sont 
représentées par les figures 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 et 3.6.  
 
Remarques : 
 
1°) Pour l’exemple précédent ; il est possible de trouver une solution analytique 
du gain k(t). Pour cela il faut résoudre l’équation de Riccati suivante : 
 

                                 1)(2)()( 2
.

−−= ttktktk    0)1( =k                                               (3.89)   
 
La représentation du gain selon la formule (3.89) permet d’apprécier la méthode 
étudiée. 
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2°) Les valeurs de l’indice de performance calculé, respectivement, pour m=4 et 
m=10 sont : J=0.4916 et J=0.4854. les deux valeurs ne diffèrent que de peu l’un 
par rapport à l’autre, ce qui laisse à dire que la méthode étudiée constitue une 
bonne approximation du problème étudié même pour des valeurs faibles de m.  
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                     Fig. 3.1 Variation de k(t) en fonction du temps pour m=4 
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                     Fig. 3.2 Variation de k(t) en fonction du temps pour m=10 
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                      Fig. 3.3 Variation de u(t) en fonction du temps pour m=4 
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                    Fig. 3.4 Variation de u(t) en fonction du temps pour m=10 
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                   Fig. 3.5 Variation de x(t) en fonction du temps pour m=4 
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3.3.3 Etude De La Commande Optimale En Boucle Ouverte Sans Contraintes 
 
    Dans ce cas, le problème peut s’énoncer comme suit : Etant donné un système 
régi par (3.23) et (3.24), il s’agit de trouver la commande en boucle ouverte 
u*(t) sur fttt ≤≤0  qui minimise l’indice de performance quadratique (3.22). 
 
    La méthode utilisée pour résoudre ce problème de la commande optimale est 
basée sur sa transformation directe en un problème de programmation 
quadratique en utilisant les fonctions à blocs d’impulsion. Cette méthode sera 
généralisée dans le chapitre suivant pour résoudre le problème de la commande 
optimale non linéaire.  
 
    En appliquant la propriété d’intégration (3.11) et la propriété de 
multiplication (3.20) , l’équation d’état (3.23) se réduit à : 
 

                             )(
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)0( 11111 uBxAhxx +=−                                             (3.90) 
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où kkkk uxBA et  , , ,  sont donnés comme suit : 
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Les mkCCCC iiijij u
k

x
k

b
k

a
k ,...,1  et   , , =  sont les ièmek  coefficients de fourrier 

associés, respectivement, aux éléments iiijij uxba et   , , . Nous constatons que les n 
équations différentielles données par (3.23) sont transformés, grâce aux BPFs, à 

mn×  équations algébriques données par (3.90)-(3.91). 
 
      De la même manière l’indice de performance (3.22) se réduit à une seule 
équation algébrique ayant la forme suivante : 
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Où les mkCCC iijij x

k
r
k

q
k ,...,1    ,et   =  sont les ièmek  coefficients de Fourrier 

correspondants, respectivement, aux éléments ijij rq et   des matrices Q et R. 
 
Le problème, donc, de la commande optimale (3.22), (3.23) et (3.24) s’est réduit 
à un problème d’optimisation sans contraintes (3.90), (3.91) et (3.92). 
 
     Exemple 3.2 [88]   
 
Pour le système décrit par les équations d’état suivantes : 
 

                                   2
1 x

dt
dx

=  

                                        ux
dt

dx
+−= 2

2  

 
il s’agit de déterminer la commande u(t) qui minimise le critère de performance 
quadratique suivant : 

                                      ( )� ++=
1

0

22
2

2
1 005.0 dtuxxJ  
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avec                        1)0(et  0)0( 21 −== xx  
 
Il est bien connu que ce problème peut être réduit à un problème d’optimisation 
linéaire, et en vertu de (3.90), (3.91) et (3.92) il s’énonce comme suit : il s’agit 
de déterminer les coefficients de Fourrier ,u

iC  1x
iC  et 2x

iC  qui minimisent le 
critère de performance : 
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pour le système décrit par les équations algébriques suivantes :                                  
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La solution de ce problème pour m=10 donne les paramètres résumés dans le 
tableau 3.4. 
 
 1x

kC  2x
kC  u

kC  
k=1 -0.0286 -0.5714 8.0003 
k=2 -0.0599 -0.0551 1.6990 
k=3 -0.0611 0.0305 -0.0115 
k=4 -0.0585 0.0217 -0.1128 
k=5 -0.0566 0.0174 0.0671 
k=6 -0.0545 0.0241 0.1088 
k=7 -0.0519 0.0274 0.0087 
k=8 -0.0495 0.0200 -0.1111 
k=9 -0.0483 0.0057 -0.1484 

k=10 -0.0482 -0.0052 -0.0690 
Tableau 3.4.  Valeurs des éléments 1x

kC , 2x
kC  et u

kC  pour m=10 
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Les figures 3.7, 3.8, et 3.9 sont des représentations, respectivement, de 
)(et  )( ),( 21 tutxtx . A titre de comparaison nous donnons aussi les 

représentations des mêmes fonctions pour m=50 sur les figures 3.10, 3.11 et 
3.12. 
 

 
Fig. 3.7. Variation de )(1 tx  en fonction de t (m=10) 

 
Fig. 3.8. Variation de )(2 tx  en fonction de t 
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Fig. 3.9. Variation de u en fonction de t (m=10) 

 
 

 
Fig. 3.10. Variation de )(1 tx en fonction de t (m=50) 
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                        Fig. 3.11. Variation de )(2 tx  en fonction de t (m=50) 
 
 

 
   Fig. 3.12. Variation de u en fonction de t (m=50) 
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Cet exemple a été étudié par plusieurs auteurs, le tableau ci dessous donne la 
valeur de l’indice de performance selon la méthode utilisée. 
 
Source J Erreur de déviation 
Valeur exacte 0.06936094 0 
Hsieh [51] 0.0702 -410  8.4 ×  

Neuman et Sen [52] 
  N=4 
  N=5 

 
0.0703 
0.06989 

 
-410  9.4 ×  
-410  5.3×  

Vlassenbroeck [40] 
   N=5 
   N=9  

 
0.07595 
0.069368 

 
-310  6.6 ×  
-610  5.3×  

Jaddu [88] 
  N=5 
  N=9 

 
0.07595646 
0.0693689 

 
-310  6.59×  
-610  7.96 ×  

Notre méthode 
  m=4 
  m=10 

 
0.0694 
0.0696 

 
-510  3.9 ×  

-410  3.39 ×  

Tableau 3.6 Valeurs de J de l’exemple relatives à la méthode utilisée 
 
 
 

3.5 Etude De La Commande Optimale Linéaire Avec 
Contraintes  

 
      La méthode étudiée précédemment ne permet pas l’étude de la commande 
optimale des systèmes linéaires soumise à des contraintes. Ce type de problème 
est le plus fréquemment rencontré dans les applications. Parmi les contraintes 
rencontrées dans les applications courantes, nous pouvons mentionner : les 
contraintes de saturation sur la commande, les contraintes d’état à l’instant final, 
les contraintes d’égalité et d’inégalité sur les fonctions dépendant de l’état et de 
la commande et les contraintes du point intérieur. La présence de ces contraintes 
entraîne souvent des difficultés analytiques et numériques. Le traitement 
théorique des problèmes de la commande optimale en présence des contraintes 
peut être trouvé dans [3,4]. L’une des méthodes les plus utilisées pour résoudre 
les problèmes de commande optimale avec contraintes est de les convertir en un 
problème de programmation mathématique via les techniques de discrétisation 
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et de paramétrisation [33, 34, 40, 52, 75, 78].  La méthode que nous allons 
étudiée dans ce paragraphe permet de résoudre le problème de la commande 
optimale linéaire avec indice de performance quadratique soumis, contrairement 
à d’autre méthode [79], à divers types de contraintes. L’objectif de cette 
méthode est donc de transformer directement le problème de commande 
optimale à un problème de programmation linéaire dont les algorithmes ne 
manquent pas pour résoudre ce problème. 
 
         Le problème de la commande optimale linéaire avec contraintes étudié dans 
cette thèse s’énonce comme suit : 
 
         Il s’agit de minimiser l’indice de performance quadratique 
 

                                         ( )� +=
ft

TT tRututQxtxJ
0

)()()()(
2
1

                                   (3.93) 

 
pour le système régi par l’équation d’état suivante : 
 

                               )()()()()(
.

tutBtxtAtx += ,  0)0( xx =                                               (3.94) 
 
sachant que : 
                                  )()()()()( tGtutFtxtE ≤+                                                         (3.95) 
                                   ( )( ) 0tx f ≤η                                                                                (3.96) 

 

où nRtx ∈)( , rRtu ∈)( , A est une matrice de dimension nn× , B est une matrice 
de dimension rn× , Q est une matrice semi définie positive de dimension nn× , R 
est une matrice définie positive de dimension rr× , E(t) est une matrice ns× , F(t) 
est une matrice rs×  et ( )( ) 0tx f ≤η  est linéaire par rapport à )( ftx . Les 

vecteurs nRx ∈0  et G(t) sont donnés. 
 

      Supposons que tous les éléments fonction du temps appartiennent à [ ]2
,0 fttL  ; 

Ils peuvent donc être développés en séries de BPFs.  
 
      En développant (3.93)-(3.96), le problème de la commande optimale se 
réduira à un problème d’optimisation qui s’énonce comme suit : 
 
      Il s’agit de minimiser la fonction multidimensionnelle suivante : 
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soumise aux contraintes d’égalité et contraintes d’inégalité suivantes : 
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                                   )()()()()( kGkukFkxkE ≤+                                                (3.100) 
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mfnf2f1f C,...,C,C)t(x),...,t(x),t(x)t(x ηηη (3.101) 

 
L’instruction fmincon du Matlab  résout facilement ce problème en « medium  
scale » sinon le logiciel tomlab/snopt [96] qui s’interface avec le Matlab doit 
être utilisé pour résoudre le problème en « large scale ».   
 
Pour illustrer cette méthode, essayons de résoudre l’exemple 3.3 en le réduisant 
à un problème d’optimisation avec contraintes.   
 
Exemple 3.3 [88] 
 
Pour le système régi par les équations d’état suivantes : 
 

                            0)0(       )()( 12

.

1 == xtxtx                                                                        

                            1)0(       )()()( 22

.

2 −=+−= xtutxtx  
                                                                        
Il s’agit de minimiser le critère de performance donné par 
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Sachant que  
 
                             10pour         05.0)5.0(8)( 2

1 ≤≤≤+−− tttx                                                                                   
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En utilisant La technique de paramétrisation via les BPFs Les équations d’état se 
réduisent à un ensemble d’équations algébriques formulées comme suit : 
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Alors que l’indice de performance se réduit à une simple équation algébrique 
ayant la forme suivante : 
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De même la contrainte d’inégalité aura la forme suivante : 
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Donc le problème de commande optimale s’est rendu grâce aux BPFs à un 
problème d’optimisation non Linéaire à critère quadratique dont les paramètres 
à déterminer sont rassemblés dans le vecteur [ ]u

i
x
i

x
i CCC ,,X 21= .Le résultat de 

l’implémentation pour m=10 est résumé dans le tableau 3.4. 
 
                            
 1x

kC  2x
kC  2x

kC  
1=k  -0.0545 -1.0894 -2.8766 
2=k  -0.1692 -1.2045 -1.7210 
3=k  -0.2901 -1.2140 -0.8875 
4=k  -0.4019 -1.0217 2.4995 
5=k  -0.4800 -0.5408 5.5550 
6=k  -0.5100 -0.0593 3.4760 
7=k  -0.5064 0.1306 0.3925 
8=k  -0.4939 0.1193 -0.3693 
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9=k  -0.4844 0.0718 -0.3896 
10=k  -0.4789 0.0385 -0.1664 

Tableau 3.5 Valeurs des éléments de X relatifs à m=10 
 
Les trajectoires   )( , )( 21 txtx ainsi que la commande u(t) sont représentées sur 
les figures 3.13 , 3.14, 3.15, 3.16, 3.17, 3.18, 3.19, 3.20, et 3.21 respectivement, 
pour m=4 et m=10 et m=50. 
 
 

 
 

                     Fig. 3.13. Variation de  )(1 tx en fonction du temps pour m=4 
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                      Fig. 3.14. Variation de  )(2 tx en fonction du temps pour m=4 
 
 

 
                     Fig. 3.15. Variation de )(tu en fonction du temps pour m=4 
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                    Fig. 3.16. Variation de  )(1 tx en fonction du temps pour m=10 
 
 

 
 

Fig. 3.17. Variation de  )(2 tx en fonction du temps pour m=10 
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                     Fig. 3.18. Variation de )(tu en fonction du temps pour m=10 

 
                    Fig. 3.19. Variation de  )(1 tx en fonction du temps pour m=50 
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Fig. 3.20. Variation de  )(2 tx en fonction du temps pour m=50 

 

 
Fig. 3.21. Variation de )(tu en fonction du temps pour m=50 
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Cet exemple a été étudié par H. Jaddu [88] et par Vlassenbroeck [40]. Le 
premier a obtenu J=0.7409643 en 1.67 secondes, alors que le second a obtenu un 
indice de performance J=0.74096 en 31 secondes. Notre méthode a permet 
d’obtenir J=0.7429 pour m=50 et J=0.7530 pour m=10 en un temps inférieur à la 
seconde ; donc notre méthode donne des résultats meilleurs ou comparables par 
rapport aux méthodes citées.  
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Chapitre 4 
 
Problème De La Commande Optimale Non Linéaire 
 

4.1 Commande Optimale Sans Contraintes 
 

4.1.1 Introduction 

 
   Dans ce chapitre, nous étendons la méthode décrite précédemment pour résoudre 
les problèmes de la commande optimale non linéaire. L’une des méthodes pour 
résoudre le problème de la commande optimale non linéaire sans contraintes est de 
le convertir à un problème de programmation non linéaire en utilisant les méthodes 
directes. Par exemple, Sirisena [37] a proposé une méthode basée sur la 
paramétrisation des variables de commande utilisant les fonctions polynomiales 
par morceau, Frich et Stech [41] ont utilisé les fonctions de Walsh pour 
paramétriser les variables d’état et les variables de commande, Vlassenbroeck et 
Van Doreen [39] ont utilisé la paramétrisation d’état-commande via les polynômes 
de Chebyshev pour convertir le problème de commande optimale à un problème de 
programmation mathématique non linéaire. Quelques autres méthodes peuvent être 
trouvées dans [32, 42, 75, 76]. 
 
    Dans cette thèse, le problème de la commande optimale non linéaire est converti 
directement à un problème d’optimisation non linéaire qui, en admettant certaines 
hypothèses, converge vers le problème original. Par conséquent le problème de la 
convergence est discuté dans ce chapitre. 
 

4.1.2 Formulation Du Problème 
 
Considérons le problème de la commande optimale non linéaire qui peut être 
formulé ainsi : Trouver une commande optimale u*(t) qui minimise l’indice de 
performance 
 



Chapitre 4                                           Problème De La Commande Optimale Non Linéaire 

 52 

                                     �=
ft

t

dtttutxFJ
0

)),(),((                                                 (4.1) 

 
sachant que le système est décrit par les équations d’état suivantes : 
 

                       )),(),(()(
.

ttutxftx ii =  0)0( ii xx =  ni ,...,2,1=                         (4.2)  
 
où  nRtx ∈)( , rRtu ∈)( , les if ,ainsi que F sont des fonctions scalaires continues, 
bornées et qui satisfont la condition de Lipschitz. 
 
La solution de ce problème par l’application des conditions nécessaires conduit à 
un problème aux limites non linéaires, sinon elle conduit à une équation 
différentielle partielle de HJB par l’application des conditions suffisantes. Dans ce 
chapitre, la solution est obtenue par la méthode de paramétrisation d’état-
commande. 
 

4.1.3 Paramétrisation Du Problème 
 
    En utilisant les fonctions à blocs d’impulsion, les équations d’état (4.2) peuvent 
être rapprochées par un ensemble d’équations algébriques et l’indice de 
performance (4.1) peut être rapproché par une relation scalaire.  
 
    D’abord commençant par la propriété suivante spécifique à l’utilisation des 
BPFs pour l’approximation des fonctions multivariables : 
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L’expression (4.3) est vraie pour i=1,2,…, n 
 
D’où, en utilisant la propriété d’intégration du chapitre précédent, l’expression 
(4.2) peut être réduite à : 
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donc les n équations d’états (4.2) sont rapprochées par mn×  équations algébriques 
(4.4)-(4.5). 
 
De même l’indice de performance (4.1) peut être rapproché par une seule équation 
algébrique comme suit : 
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Le problème P de commande optimale régi par (4.1)-(4.2) s’est transformé à un 
problème Pm d’optimisation non linéaire régi par (4.4)-(4.5)-(4.6).  
 
4.1.2.1 Etude De La Convergence 
 

A- Convergence des équations d’état 
 
Résoudre (4.4)-(4.5) est équivalente à trouver les paramètres ix

kC  si les paramètres 
iu

kC  sont donnés. Le théorème de contraction peut être utilisé pour résoudre 
numériquement (4.4)-(4.5). 
 
Soit  

        [ ] [ ]�
=

Φ===
m

k

xT
m

x
m

xx
k

x
kmi tCCCCtCtx iiiii

1
2121, )(,...,,,...,,)()( ϕϕϕϕ     (4.7) 

 
une solution approchée de (4.2) ; sachant que le vecteur ixC est une solution de 

(4.4)-(4.5). 
 
Soit, pour une fonction [ ]f

k ttLtf ,)( 02∈ , l’expression fω  telle que : 

 
                             kR

htt
f tftf )()(sup 21

21

−=
≤−

ω                                               (4.8) 
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Nous introduisons maintenant les différents lemmes suivants : 
 
Lemme 1 
 
    Soit x(t) un vecteur de dimension n constitué des éléments scalaires )(txi . 

Si [ ]f
n ttLtx ,)( 02∈ , alors : 

 
(1) xRm

ttt
n

f

txx ω≤−
≤≤

)(sup
0

 

(2) xfLm ttxtx n ω≤−
2

)()(  

 
   Où  )(txm  est le vecteur approché de x(t) dont les éléments )(, tx mi  sont définis 
par (4.7). 
 
Lemme 2 
 
Si [ ]fi ttLf ,02∈  et ∞<)(tf i , alors 

 

 ( ) fkm
f

df

k
h

HCC i

ft

t
i

ω
ττ

2
0

)(

≤−
�

   

où, mH  est la matrice opérationnelle d’intégration donnée par : 
 

                          

mm

m hH

×
�
�
�
�

	




�
�
�
�

�




=

0000000
.......
1...12/10
1...112/1

                              (4.9) 

 
 ifC est un vecteur de m éléments if

kC  ( mk ,...,2,1= ) , et ( )
km

f HC i  est l’élément 

pondérant kϕ  dans le calcul de Φm
f HC i . 
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Théorème 1 
 
Supposons que u(t) est donnée, et notons U =[ mU,...,U,U 21 ] la matrice qui 

rapproche u(t) tel que : [ ]ru
k

u
k

u
kk CCC ,...,,U 21=    mk ,...,2,1= . Si x(t) est l’unique 

solution de (4.2) et X=[ ]mX,...,X,X 21  tel que [ ]nx
k

x
k

x
kk CCC ,...,,X 21=  est la 

solution unique de (4.4)-(4.5), alors : 
 

    ( ) �
�

�
�
�

�+≤−=
≤≤ m

osotxtx mRm
ttt

n
f

1
)()(max

0
1σ ,    où  ufm Ls ωω 1+=  

 

Démonstration 
 
Pour la démonstration, adoptons la notation suivante : 
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1

    nimk ,...,2,1et  ,...,2,1Pour ==  

                                      
Soient     ( ) nRkkk Bpx X−=ε ,    ( ) rRkkk Bpu U−=ξ , et   

( ) if
kkkkik CFFBpfz =−=  avec     où ),U,X( kkki

f
k tfC i = . Donc, on peut écrire 
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La dernière expression est justifiée par le fait que if  est Lipschitzienne, et donc 
elle doit vérifiée l’inégalité suivante : 
 
                      nnn RRRii vuLyxLtvyftuxf −+−≤− 11),,(),,(               (4.11) 

 
Essayons maintenant d’estimer kε .  
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Utilisant le lemme 2, tout en sachant que kX  est donné par (4.4)-(4.5), on a 
 

         11 22
z

hh
f +≤ ωε  

 

        �
−

=
++≤

1

122

k

l
lkfk zhz

hh ωε  

 
Finalement, les relations récursives suivantes sont obtenues en utilisant (4.10) 
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l
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−−

=
�
�

�
�
�

� −+≤ �                                     (4.14) 

 

où  1

1

12
1 hLL

h
m

−
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�
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� −=α  et �
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�
�
�

�++=
m

oLfm
1

111 ξωρ  

 
Par conséquent, à partir de (4.13)-(4.14), nous pouvons obtenir la relation récursive 
suivante : 
 

    ( ) m
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mk hmL
h ραε

1

1
1

2
11

−
−

�
�

�
�
�

� −−≤  

 

où   �
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1ρ   si bien que �

�

�
�
�

�≤
m

ok
1ε  

 
En plus, on a 
 

( ) ( ) �
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�
�
�

�≤−+−≤−
m

o
R

ttBpxtx
R

txttBpx
R

txtx nnn mm
1

)()()()()()()()( ψψ  

Ainsi le théorème 1 est démontré 
 

B- Convergence Du Problème D’approximation 
 
Il est démontré au paragraphe précédent que la solution des équations d’état 
définies par (4.2) convergent vers la solution rapprochée définie par (4.4)-(4.5) 
lorsque m tend vers l’infini. Il reste donc à prouver la convergence pour tout le 
problème. Pour se faire introduisons certains lemmes. 
 

Lemme 3 
 
Soient [ ]f

r ttLvu  ,02  , ∈  et la condition (4.11) vérifiée. Supposons que x et y sont 
solutions de (4.2) correspondants, respectivement, à u et v. Il existe, donc, une 
constante 1c  telle que : 
 
     

L
vuc

R
tytx rn

fttt 20
12 )()(max −≤−=

≤≤
σ  

 



Chapitre 4                                           Problème De La Commande Optimale Non Linéaire 

 58 

Démonstration 
 
D’après (4.2), on a 
 

( )�=−
t

t

dsssusxfxtx
0

),(),()0()(   et  ( )�=−
t

t

dsssvsyfxty
0

),(),()0()(  

 
Où : 

[ ])(),...,(),()( 21 txtxtxtx n= , [ ])(),...,(),()( 21 tytytyty n= , [ ]nffff ,...,, 21=
[ ])(),...,(),()( 21 tutututu r= , et [ ])(),...,(),()( 21 tvtvtvtv r=   . 

 
En utilisant la condition (4.11) et l’inégalité de Schwarz on a : 
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En utilisant l’inégalité de Gronwalls [97] on a 
 
     

L
vuc r

2
12 −≤σ       Ce qu’il fallait démontrer (C.Q.F.D) 

  
où  )2exp( 111 TLTLc =   et   0ttT f −=  
 

Lemme 4 
 
Les hypothèses du lemme 3 sont maintenues, en plus la fonction F est supposée 
Lipschitzienne, ie elle doit vérifiée la condition suivante : 
 
              

R
vuL

R
yxLtvyFtuxF rn −+−≤− 22),,(),,(                            (4.15) 

 
Donc, il existe une constante 2c  telle que 
 
                                

L
vucvJuJ r

2
2)()( −≤−  
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Démonstration 
 
Les conditions (4.11), (4.15) et l’inégalité de Schwarz permet décrire 
 

                

��

�

−+−≤

−≤−

f

r

f

n

f

t

t

t

t

t

t

ds
R

svsuLds
R

sysx

dsssvsyFssusxFvJuJ

00

0

)()(  )()(L                    
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En appliquant le lemme 3 et l’inégalité de Schwarz, on a 
 
               

L
vuTL

L
vuTcLvJuJ rr

22
212)()( −+−≤−    C.Q.F.D 

 Lemme 5 
 
Les conditions (4.11)-(4.15) sont maintenues et supposons que [ ]mX,...,X,XX 21=  et 

[ ]mU,...,U,UU 21=  ( kk et U X  sont définis d'après le théorème 1) satisfont les 

équations (4.4)-(4.5). Si  ∞<�
=∞→

m

k
k

T
k

m
h

1

UUlim  , alors ils existent [ ]f
r ttLu  ,02∈  et    

[ ]fn ttx c  ,0
1∈  tels que : 
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R
ttx

m
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ttt
 si      0)(X)(max

 si            0)(U)(

0
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Où : =ψ [ nmmnn ψψψψψψ ,...,,...,,...,,... 1212111 ], 

[ ] )(et     0,...,0),(,0,...,0)( ttt j
T

jij ϕϕψ =  est le jième élément se trouvant à la iièmplace 

mjni ,...,1 .,...,1 ==  et x et u satisfont les équations (4.2) 

 
Démonstration 

Soit [ ]Tu
k

u
k

u
k

rCCC ,...,,U 21
k =  . Par hypothèse on a : �

∞

=
∞<

1k

u
k

iC ,   ri ,...,2,1=   

En se référant au théorème de Riesz-Fisher, on trouve qu’il existe [ ]fi ttLtu ,)( 02∈  

avec { } ri
u
k

iC ,...,2,1=  sont les coefficients de Fourier y associés, tel que  
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                             0(t)U)( →− ψtu    Si ∞→m                                         (4.16) 
 
Supposons, maintenant, que x(t) et )(txm sont les solutions de (4.2) 
correspondantes à u(t) et )(U tψ  respectivement. A partir du lemme 3 et le 
théorème 1, on a 
 
                        ∞→→−

≤≤
m

R
tx n

f
m

ttt
 si    0(t)X)(max

0

ψ                                (4.17) 

Mais : 
R

ttx
L

ttuc
R

ttx nrn m )(X)()(U)()(X)(
2

1 ψψψ −+−≤− . Donc, vu (4.16) 

et (4.17) le lemme est démontré. 

Lemme 6 
 
 Supposons que les conditions (4.11) et (4.15) sont vérifiées et que 

�
�
�

�
�
� ∞<∈∈ �

=

×
m

k
k

T
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mr hR
1

UU  ,   U:UU  , donc 

   (1) )1())(U(U)(1 otJJP m =−= ψ                                                             (4.18) 
 

(2) Si ∞→�
�

�
�
�

�=∞≤∞≤ m
m

oP
Rdt

dL

Rdt
df

nn
 si  

1
  donc  , et    1  

 

(3) Si f et L sont indépendantes de t, alors ∞→�
�

�
�
�

�= m
m

oP  si    
1

1  

 

Démonstration 
 

(1) Soient X une solution de (4.4)-(4.5) correspondante à U et )(txm est la 
solution de (4.2) correspondante à )(U)( ttu ψ= . Il est clair que 
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Par le théorème 1 et sachant que )1(oL =ω  le lemme est démontré 
 

(2) Par hypothèses, il est aisé de voir que :  
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Par conséquent avec l'utilisation du processus mentionné dans la démonstration de 
(4.18), on peut achever la démonstration. 
 

(3) Dans ce cas, on peut obtenir facilement 
 

      �
�

�
�
�

�=−≤−
≤≤ m

o
R

ttxTLtJJ n

f
m

ttt
m

1
)(X)(max))(U()U(

0
2 ψψ     C.Q.F.D 

 

Théorème 2 
 
Supposons que  
   
   (a) Les conditions (4.11) et (4.15) sont vérifiées. 
   (b) Il existe une solution unique u*(t) et x*(t) du problème P défini par (4.1)-
(4.2). 

(c) Il existe une solution unique U* et X* du problème mP  défini par (4.4)-(4.5)-
(4.6). Alors 

 
   (1) ∞→→ mtuJm  si     ))(*J(U*)(  
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   (2) Ils existent des séquences  
 

[ ][ ]Tmmmm kkkkk
tmu ΦΦΦ= .. U..UU)( 21   

 
et  [ ][ ]Tmmmm kkkkk

tmx ΦΦΦ= .. X..XX)( 21   tels que : 

 

∞→→−=
≤≤ k

ttt
m

Rmxtxg
nkf

 si     0)(*max
0

1  

 

∞→→−= km
Lmutug

rk
 si     0)(*

2

2  

 

Démonstration 
 

(1) D’abord il faut noter que  
 

(4.20)      ))(*())())(*(())())(*(())(*(     

))(*(U*)(

mm

m

atuJttBpuJttBpuJtBpuJ

tuJJ

=−+−≤
≤−

ψψ
 
Donc, tenant compte du lemme 3 et du lemme 6 on constate que  
                                                                                                                
                              ∞→= moam  si )1(                                                          (4.21) 
 
D’autre part, tenant compte de l’optimalité de u*(t), on a   
 
                 βψ =−≥− ))(*U(U*)())(*()U*( tJJtuJJ mm                     (4.22) 
 
donc, d’après le lemme 6 on a aussi ∞→= mo  si    )1(β                         (4.23) 
 
En combinant (4.20)-(4.23) on achève la démonstration 
 

  (2) Par hypothèse, on a : ( ) ∞<== ��
=

m

k
k

T
k

t

t
m

T
mm hdttutug

f

1

*U*U)()(
0

 

 
En se servant du théorème de Bolzano-Weirstrass, on sait qu’il existe une sous 
suite de convergence mg

k
. En utilisant le lemme 5, il doit exister )(et  )( txtu  tels 

que : 
 



Chapitre 4                                           Problème De La Commande Optimale Non Linéaire 

 63 

                    ∞→→−=
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D’autre part, vu la condition (4.15), on obtient 
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Sachant que la fonction F est continue sur [ ]ftt   ,0  et à partir de (4.24)-(4.25) on 

obtient   )(*)(et   )(*)( conséquentPar  .))(*())((   0 txtxtututuJtuJ ==→�→η (vu 
l’unicité de la solution du problème P. 

 
Théorème 3 
 
Supposons que les hypothèses du théorème 2 sont vérifiées. Si 
 

(1) la dérivée de )(tu  est bornée. 
 

(2) ∞<∞<
Rdt

dF

Rdt
df

nn

i et          les if  et F sont indépendantes de t, c’est à dire 

 
))(),((et      ,...,1,1    ))(),(( tutxFFnitutxff ii === .  Alors : 
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La démonstration de ce théorème est triviale . Les exemples qui suivent illustrent 
la méthode développée ci-dessus. 
 
Exemple1 : Problème de Rayleigh. 



Chapitre 4                                           Problème De La Commande Optimale Non Linéaire 

 64 

 
    Il s’agit de trouver la commande u*(t) qui minimise la fonctionnelle :  
 

                                      ( )� +=
5.2

0

22
1 dtuxJ                                                        (4.26) 

Sachant que : 
                                      5)0(                                          121 −== xxx�              (4.27) 

                                     5)0(    414.04.1 2
3

2212 −=+−+−= xuxxxx�              (4.28)  
 
L’approximation de ce problème via les BPFs conduit au problème 
d’optimisation non linéaire suivant : Il s’agit de trouver la commande 
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i
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u
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)()( ϕ  qui minimise la fonction coût suivante :  
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Sachant que : 
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Donc le problème P donné par (4.26), (4.27) et (4.28) s’est ramené à un problème 
d’optimisation Pm donné par (4.29) et (4.30). La commande optimale ainsi que 
les trajectoires d’état correspondantes sont données par les figures de 4.1 à 4.6 
pour m=50 et m=70 
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Fig. 4.1. Variation de 1x  en fonction du temps pour m=50 
 
 

 
Fig. 4.2. Variation de 2x  en fonction du temps pour m=50 
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Fig. 4.3. Variation de u en fonction du temps pour m=50 

 
 

 
Fig. 4.4. Variation de 1x  en fonction du temps pour m=70 
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Fig. 4.5. Variation de 2x  en fonction du temps pour m=70 

 
 

 
Fig. 4.6. Variation de u en fonction du temps pour m=70 

 
Le tableau 4.1 montre une comparaison entre la valeur optimale de notre méthode 
avec les résultats obtenus par d’autres chercheurs. 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 
-5 

-4 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

Temps 

x2 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 
-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

Temps 

u 



Chapitre 4                                           Problème De La Commande Optimale Non Linéaire 

 68 

 
Source J 
Nedeljkovic [29] 
Sirisena [37] 
H. Jaddu [88] 
Notre méthode pour m=70 

29.419 
29.451 
29.4022 
29.4079 

Tableau 4.1. Valeurs optimales de J pour le problème de Rayleigh 
 

Exemple 2 : Problème de l’oscillateur de Van der Pol. 
 
Les équations d’états du système sont : 
 
                                1)0(                                                 121 == xxx�                (4.31) 

                               ( ) 0)0(                     1 22
2

112 =+−+−= xuxxxx�               (4.32) 
 
La fonctionnelle coût à minimiser est donnée par : 
 

                               ( )� ++=
5

0

22
2

2
12

1
dtuxxJ                                                (4.33) 

 
Ce problème peut être réduit à un problème d’optimisation non linéaire défini 
comme suit : Il s’agit de déterminer la commande mu ainsi que les trajectoires 

mm xx 21 et   minimisant la fonction : 
 

                              ( ) ( ) ( )�
=

�	



��

 ++=

m

i

u
i

x
i

x
im CCC

h
J

1

222
21

2
                             (4.34) 

Sachant que : 
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L’implémentation de cet algorithme permet l’obtention des figures de (4.7) à 
((4.12) relatives à la commande optimale approximée ainsi qu’aux trajectoires 
correspondantes pour m=30 et m=50. 
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Fig. 4.7. Variation de 1x  en fonction du temps pour m=30 

 
 

 
Fig. 4.8. Variation de 2x  en fonction du temps pour m=30 
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Fig. 4.9. Variation de u en fonction du temps pour m=30 

 
 

 
Fig. 4.10. Variation de 1x  en fonction du temps pour m=50 
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Fig. 4.11. Variation de 2x  en fonction du temps pour m=50 

 

 
Fig. 4.12. Variation de u en fonction du temps pour m=50 
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Le tableau 4.2 montre une comparaison entre la valeur optimale de notre méthode 
avec les résultats obtenus par d’autres chercheurs. 
 
 

Source J 
Bullock et Franklin [59] 
Bashein et Enns [55] 
H. Jaddu [88] 
Notre méthode pour m=30 
Notre méthode pour m=50 

1.433508 
1.438097 
1.4334872 
1.4348 
1.4339 

Tableau 4.2. Valeurs optimales de J pour le problème de Van der Pol 
 

On remarque bien que nos valeurs sont comparables à celles obtenues par les 
autres chercheurs même si on opte pour des valeurs faibles de m. 
 

4.2 Commande Optimale Avec Contraintes 
 
4.2.1 Introduction 
 
      Dans ce chapitre, nous traitons le problème de la commande optimale non 
linéaire avec contraintes. La méthode que nous proposons est basée sur 
l’approximation via les fonctions à blocs d’impulsions (BPFs). 
 
      Les méthodes directes ont été appliquées sur différentes classes de problèmes 
de commande optimale avec contraintes. Cullum [72], Kraft [75], Stryk et Bulirsch 
[73] et Betts [78] ont utilisé la méthode de discrétisation pour ramené le problème 
à un problème de programmation non linéaire. D’autre part, en utilisant la 
technique de paramétrisation de la commande, Goh et Teo [36], Troch et al. [33] 
ont pu résoudre le problème général de la commande optimale non linéaire avec 
contraintes, alors que Sirisina et tan [50] ont pu résoudre le problème avec des 
contraintes de saturation sur la commandes et des contraintes sur les variables 
d’état à l’instant final. L’utilisation de la paramétrisation d’état a été utilisé par 
[79] pour résoudre le problème quadratique linéaire avec des contraintes 
d’inégalité commande-état, ainsi que par H.Jaddu [88] pour résoudre le problème 
de commande optimale non linéaire avec contraintes de saturation sur la 
commandes et des contraintes sur l’état terminal. Enfin la paramétrisation 
commande-état a été appliquée par Vlassenbroeck [40] en utilisant les polynômes 
de Chebyshev pour résoudre le problème de commande optimale non linéaire avec 
contraintes, elle a été appliquée par Frick et Stech [42] via l’utilisation des 
fonctions de Walsh pour résoudre le problème de commande optimale non linéaire 
avec des contraintes de saturation sur la commande. 
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        Ce chapitre sera consacré à l’étude de la commande optimale des systèmes 
non linéaires soumis à des contraintes de saturation sur la commande et des 
contraintes sur les variables d’état à l’instant terminal via l’utilisation des BPFs. 
Les résultats de simulation seront présentés à la fin du chapitre. 
 

4.2.2  Formulation Du Problème  
 
Considérons le problème de commande optimale suivant : Trouver la commande 
optimale u(t) qui minimise l’indice de performance suivant : 
 

                                             ( )dttuxFJ
ft

t
�=
0

,,                                                 (4.36) 

Sachant : 
 
   1- Les équations d’état et les conditions initiales 
 
                                     ( ) nkxtxtuxfx kkkk ,...,1    )(            ,, 00 ===�           (4.37) 
 
Avec : nRx∈  , rRu ∈ et nr ≤  
 
   2- Les contraintes sur l’état à l’instant terminal 
 
                                          ( ) 0),( =ff ttxη                                                      (4.38) 
 
   3- Les contraintes de saturation sur la commande 
 
                                         maxmin )( UtuU ≤≤                                                  (4.39) 
 

4.2.3 Paramétrisation du problème 
 
Le problème de commande optimale avec contraintes (4.37)-(4.39) peut être résout 
en le ramenant à un problème de programmation non linéaire en utilisant 
l’approximation via les BPFs. Dans ce cas le problème résultant s’énonce de la 
manière suivante : Il s’agit de trouver la commande mu , approximation de u(t) qui 
minimise la fonction  :  
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Sachant : 
    

1- L’approximation des équations d’état du système 
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2- Les contraintes d’état terminales  
 
                                            ( ) 0,...,, 21 =nx

m
x
m

x
m CCCη                                             (4.42) 

 
3- Les contraintes de saturation 
 
Soient : [ ]maxmax2max1max ,...,, ruuuU =  et [ ]minmin2min1min ,...,, ruuuU =  par 
conséquent (4.39) peut être approximée comme suit : 
                                           
                                   mirjuCu j

u
ij

j ,...,1    ,...,1   maxmin ==≤≤                       (4.43) 
 
Le problème P décrit par (4.36)-(4.39) converge vers le problème Pm décrit par 
(4.40)-(4.43) lorsque m tend vers l’infini. La démonstration est omise mais les 
exemples qui suivent étayent cette affirmation. 
 
Exemple 3 [88] : 
 
Considérons le problème de l’oscillateur de Van der Pol. Les équations d’état du 
système sont : 
 
                           1)0(                                                 121 == xxx�                                (4.44)    
                    ( ) 0)0(                     1 22

2
112 =+−+−= xuxxxx�                              (4.45) 

 
La fonction coût à minimiser est donnée par : 
 

                                   ( )� ++=
5

0

22
2

2
12

1
dtuxxJ                                                          (4.46) 
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La contrainte d’état terminale est : 
 
                                  ( ) 0)()(1)( 12 =+−= fff txtxtxη                                      (4.47) 
 
Après Paramétrisation, ce problème se réduit à un problème de programmation non 
linéaire décrit par : 
 
- L’approximation des équations d’état  
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- La fonction coût à minimiser 

  

                                  ( ) ( ) ( )�
=
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��

 ++=
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i

x
i

x
im CCC

h
J

1

222
21

2
                                            (4.49) 

 
- La contrainte d’état terminale 

 
                                                   01 12 =+− x

m
x
m CC                                        (4.50) 

 
L’exécution de l’algorithme (4.48)-(4.50) permet l’obtention des figures de (4.13) 
à (4.18) correspondantes à m=50 et m=100. 
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Fig. 4.13. Variation de 1x  en fonction du temps pour m=50 

 
 

 
Fig. 4.14. Variation de 2x  en fonction du temps pour m=50 
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Fig. 4.15. Variation de u en fonction du temps pour m=50 

 
 

 
Fig. 4.16. Variation de 1x  en fonction du temps pour m=100 

 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 
-0.4 

-0.2 

0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1 

Temps 

u 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 
-0.5 

0 

0.5 

1 

Temps 

x1 



Chapitre 4                                           Problème De La Commande Optimale Non Linéaire 

 78 

 
Fig. 4.17. Variation de 2x  en fonction du temps pour m=100 

 

 
Fig. 4.18. Variation de u en fonction du temps pour m=100 
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Le tableau 4.3 montre une comparaison entre la valeur de l’indice de performance 
obtenue par notre méthode et celles obtenues par d’autres méthodes. 

 
Source J 
Bullock et Franklin [59] 
Bashein et Enns [55] 
H. Jaddu [88] 
Notre méthode pour m=50 
Notre méthode pour m=100 

1.6857 
1.6905756 
1.6857113 
1.7051 
1.6962 

Tableau 4.3. Valeurs optimales de J relatif à l’exemple 3 
 

Malgré la simplicité de notre méthode, elle donne des résultats comparables à 
celles obtenues par d’autres chercheurs. 

 
Exemples 4 [88]  
 
C’est le même problème défini dans l’exemple 3, seulement le système est 
soumis aux contraintes suivantes : 
 
                                                    75.0)( ≤tu                                                   (4.51) 
                                                   01)(11 =+= ftxη                                       (4.52)   

                                                      0)(22 == ftxη                                           (4.53) 
 
Donc le problème d’optimisation est défini (4.44), (4.45), (4.46), (4.51), (4.52) et 
(4.53). En utilisant l’approximation via les BPFs (4.51), (4.52) et (4.53) prennent 
la forme suivante : 
                                             miC u

i ,...,1     75.075.0 =≤≤−                            (4.54) 

                                               011 =+x
mC                                                          (4.55) 

                                               02 =x
mC                                                              (4.56)  

 
Donc le problème original s’est converti à un problème de programmation non 
linéaire défini par (4.48), (4.49), (4.54), (4.55) et (4.56). L’implémentation de cet 
algorithme permet d’obtenir les courbes de (4.19) à (4.24) relatives à m=50 et 
m=100. 
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Fig. 4.19. Variation de 1x  en fonction du temps pour m=50 

 
 

 
Fig. 4.20. Variation de 2x  en fonction du temps pour m=50 
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Fig. 4.21. Variation de u en fonction du temps pour m=50 

 
 

 
Fig. 4.22. Variation de 1x  en fonction du temps pour m=100 
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Fig. 4.23. Variation de 2x  en fonction du temps pour m=100 

 
 

 
 4.24. Variation de u en fonction du temps pour m=100 
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Ce problème a été étudié par certains auteurs, le tableau 4.4 inclut à titre de 
comparaison leurs résultats et les nôtres. On remarque que nos résultats sont 
comparables à ceux obtenus par les autres auteurs. 
 
 

Source J 
Bashein et Enns [55] 
H. Jaddu [88] 
Notre méthode pour m=50 
Notre méthode pour m=100 

2.1439039 
2.1443893 
2.1537 
2.1447 
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Chapitre 5 
 
Problème de la Commande Optimale Non Linéaire Via les 
Algorithmes Génétiques et les BPFs  
 
 

5.1 Introduction 
 
     Les méthodes utilisées jusqu’ici pour résoudre les problèmes d’optimisation 
résultants de l’approximation du problème de commande optimale via les BPFs 
étaient basées sur la programmation quadratique séquentielle (SQP methods). Ces 
méthodes sont, généralement, très rapides mais la solution globale peut s’avérer 
difficile à atteindre lorsque le système considéré est fortement non linéaire ou 
multimodale comme, par exemple, le système du réacteur étudié par Hartig et al. 
[98]. De même, dans le problème d’optimisation du réacteur à catalyseur bi 
fonctionnel, Luus et al. [99] ont montré que l’utilisation de la SQP conduit à plus de 
20 optimums locaux. Cependant la recherche pour l’élaboration de méthodes 
alternatives servant à résoudre les problèmes de commande optimale est d’actualité. 
 
    Dans les années soixante plusieurs auteurs ont essayé d’utiliser la programmation 
dynamique pour résoudre les problèmes de commande optimale, cependant cette 
méthode souffrait de nombreux inconvénients qui limitait son utilisation à des 
problèmes de faibles dimensions. Pour surmonter les imperfections de la 
programmation dynamique, Luus a introduit l’utilisation de la programmation 
dynamique de manière itérative. Depuis, cette méthode a connu des améliorations 
successives et a été utilisé pour résoudre des problèmes fortement non linéaires de  
commande optimale des systèmes multivariables [100]. 
 
   Une autre alternative pour résoudre les problèmes de commande optimale est 
l’utilisation des méthodes évolutionnaires. Récemment Pham a appliqué la méthode 
évolutionnaire dans la commande optimale de plusieurs processus chimiques où pour 
la discrétisation des variables de commande, il a utilisé la technique de 
paramétrisation de la commande, en revanche une méthode évolutionnaire 
d’optimisation, qui est une classe de procédures aléatoires de recherche qui imitent 
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les mécaniques de l’évolution biologique naturelle, est utilisée au lieu de la 
programmation non linéaire. En raison du caractère aléatoire de cette recherche 
évolutionnaire, la méthode est tout à fait robuste mais conduit parfois à une 
convergence lente. Pour améliorer la vitesse de convergence Storn et Price ont 
présenté l’algorithme de l’évolution différentielle (DE) [101]. Wang et Chiou ont 
utilisé un algorithme hybride basé sur la combinaison de l’algorithme DE avec 
l’algorithme SQP pour résoudre quelques problèmes de génie chimique [102].  
 
    Dans le cadre de cette thèse, une autre méthode hybride est proposée. Elle consiste 
en la combinaison des algorithmes génétiques avec l’algorithme de Newton pour 
résoudre le problème de la commande optimale non linéaire (sans contraintes ou 
soumis à des contraintes de saturation sur la commande) paramètrisé via les BPFs. 
Notre méthode présente l’avantage d’être simple à implémenter et capable de 
résoudre des problèmes de dimension très élevée. 
 
   Ce chapitre rappelle, d’abord, le principe des algorithmes génétiques. Ensuite le 
problème de commande optimale est formulé et paramètrisé via les BPFs. Les étapes 
de l’algorithme proposé pour résoudre le problème d’optimisation non linéaire sont 
présentées. Enfin un exemple d’application réel traité par d’autres auteurs clôturant 
ce chapitre. 
 
5.2 Principe des algorithmes génétiques simples [104]. 
 
    Les algorithmes génétiques (AG) font partie d’une famille de méthodes 
stochastiques appelée méthodes évolutionnistes qui reposent sur une analogie avec la 
théorie de l’évolution naturelle de Darwin, selon laquelle les individus d’une 
population les mieux adaptés à l’environnement ont une plus grande probabilité de 
survivre et de se reproduire de génération en génération en donnant des descendants 
encore mieux adaptés. 
 
   Les AG ont été proposés par Holland en 1975, puis développées par d’autres 
chercheurs tels que De Jong, Goldberg et Michalewics. Ils sont actuellement une des 
méthodes les plus diffusées et les plus utilisées dans la résolution de problèmes 
d’optimisation dans de nombreux domaines d’application. 
 
    Depuis le modèle proposé par Holland en 1975, il y a eu différentes 
implémentations concernant les AG. Néanmoins, le principe sur lequel la méthode 
est basée reste toujours le même. Nous allons présenter ici les notions de base des 
AG ainsi que ses aspects les plus importants. 
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5.2.1 Terminologie 
 
Les AG définissent l’ensemble des paramètres du problème à optimiser comme étant 
l’individu de la théorie de Darwin. L’environnement de cet individu est représenté 
par l’espace de recherche du problème d’optimisation, tandis que son adaptation à 
l’environnement est donnée par la valeur de la fonction objectif évaluée sur lui. 
Finalement, la population auquel il appartient est donnée par un ensemble de 
différentes configurations de paramètres, alors que les générations sont représentées 
par les itérations du processus d’optimisation.     
 

5.2.2 Description de la Méthode 
 
L’algorithme de résolution commence avec la création d’une population P de taille 
N>0 constituée par des individus générés aléatoirement. Ensuite, on mesure 
l’adaptation de chacun des individus de P à partir de la fonction objectif évaluée sur 
eux. La prochaine étape consiste à faire évoluer cette population vers une population 
plus adaptée à chaque génération en utilisant trois différents opérateurs : la sélection, 
le croisement et la mutation. Lorsque nous n’avons plus d’amélioration dans 
l’adaptation des individus de la population, l’algorithme s’arrête. La figure 5.1 
illustre le processus d’optimisation développé par les AG. 
 
  A. Opérateur de Sélection : La sélection est un opérateur génétique appliqué sur la 
population courante de façon à sélectionner les individus qui iront former la 
population de la prochaine génération. La sélection de ces individus est basée sur 
leur valeur d’adaptation. Ainsi, les individus les plus adaptés sont généralement 
sélectionnés pour constituer la génération suivante, alors que les plus faibles sont 
exclus sans avoir la possibilité d’avoir des descendants, comme nous montre la 
figure 5.2.  
 
                               Population 0P                        Population 1P                                                                                    

Individu 1i  
 Individu 2i  
Individu 3i  
Individu 4i  
Individu 5i  
Individu 6i  

 
Individu ni  

 
                        Fig. 5.2 Sélection des individus d’une population  

Individu 2i  
 Individu 2i  
Individu 2i  
Individu 5i  
Individu 5i  
Individu 6i  

 
Individu 1−ni  
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                                          Fig.5.1 Algorithme génétique standard 
 
                    
    Il existe différentes façons d’implémenter un opérateur de sélection, parmi 
lesquelles nous citons : la sélection proportionnelle et la sélection par rang. 
Néanmoins, le processus de sélection développé par ces différents mécanismes est 
toujours divisé en deux étapes. La première étape consiste à attribuer à chaque 
individu ji  un nombre réel jp qui représente le nombre de descendants attendu pour 
lui dans la génération suivante. Selon le mécanisme de sélection utilisé, la valeur de 

jp est calculée directement ou indirectement à partir de la valeur d’adaptation de 
l’individu. 
 
Dans le cas d’une sélection proportionnelle, jp est calculé directement par : 

Meilleure configuration 

Oui 

Générer la population 0P  

Calculer l’adaptation de  
chaque individu de 0P  

Croisement des individus 

Mutation des individus 

Calculer l’adaptation des nouveaux 
individus de la population 

Sélection des individus 

Nombre Max de                         
génération 

Non 
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N
if

if
p N

k
k

j
j

�
=

=

1

)(

)(
 , où N est la taille de la population 

Dans la sélection par rang, on calcule la valeur de jp  en fonction du rang jk  que 
l’individu occupe dans la population. Cette valeur est obtenue à partir d’une liste où 
les meilleurs individus sont dans les premières positions, tandis que les moins 
performants y occupent les dernières. La valeur de jp  est alors donnée par : 

1

2
1

−
−+=

N

pk
pp selj

selj  , où selp  est la pression de sélection, définie entre 0 et 1, qui 

permet de spécifier si tous les individus auront une chance d’être sélectionnés              
( )0=selp  ou seulement les individus les plus performants ( )1=selp . 
 
     La deuxième étape du processus de sélection consiste à convertir la valeur du 

jp de chaque individu en un nombre de descendants que chacun entre eux aura 
effectivement dans la prochaine génération. Cette conversion est obtenue à l’aide 
d’un algorithme d’échantillonnage qui transforme les valeurs réelles des jp  en 
valeurs entières. Les deux algorithmes d’échantillonnage les plus utilisés sont la 
Roue de Loterie et la Roue de Loterie Généralisée. 
 
     Dans l’algorithme d’échantillonnage proposé par Holland, on crée une roue de 
loterie divisée en secteurs proportionnels au jp de chaque individu. Ensuite, on fait 
tourner la roue un nombre de fois égal à la taille de la population. A chaque coup, on 
prend une copie (descendant) de l’individu désigné par l’aiguille de la roue pour 
faire partie de la nouvelle population. Ainsi, les individus avec plus grand jp  auront 
un plus grand secteur dans la roue et en conséquence une plus grande probabilité de 
participer à la génération suivante. La figure 5.3 montre une représentation 
graphique de l’algorithme.    
 

 
 

                                Fig.5.3 Echantillonnage par roue de loterie 
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p4 
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     L’algorithme d’échantillonnage proposé par Baker est basé sur le même principe 
que celui proposé par Holland, à la différence que la roue de loterie contient un 
nombre d’aiguilles égal à la taille de la population et on ne la fait tourner qu’une 
seule fois. Le nombre de copies de chaque individu sera alors donné par la position 
indiqué par chaque aiguille (figure 5.4). 
 

 

 
                     Fig.5.4.Echantillonnage par roue de loterie généralisée 
 
      A la fin de l’application de l’opérateur de sélection, la nouvelle population 
contiendra une plus grande portion des meilleurs individus de la génération 
précédente. On passe alors à l’étape de reproduction, dans laquelle seront utilisés les 
opérateurs de croisement et de mutation.  
 
B. Opérateur de Croisement. L’opérateur de croisement est utilisé pour échanger les 
caractéristiques génétiques entre les différents individus d’une génération 
quelconque. Cet échange s’effectue en choisissant deus individus au hasard qui 
seront croisés avec une certaine probabilité de croisement cp  de façon à générer 
deux nouveaux individus. Dans le cas où nous utilisons le codage réel pour 
représenter les individus, ce croisement peut être obtenu à partir d’un simple échange 
entre les deux parents, comme nous montre la figure 5.5. 
                                                                 Parents 
                                                                               
 
 
 
 
 
 
                           Descendants 
                                     Fig.5.5 Croisement entre deux individus 
 
    Le croisement sur la figure 5.5 est du type 1-point. Nous avons encore d’autres 
implémentations de croisement, tels que le type 2-points, le croisement uniforme et 
le croisement arithmétique. Malgré ces différentes façons de croiser les individus, le 

p1 
p2 

p3 

p4 
p5 

. 

. 

1/N 

654321      xxxxxx  654321      xxxxxx  654321      xxxxxx  654321      yyyyyy  
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but de ces opérateurs reste toujours la conquête de nouvelles régions de l’espace de 
recherche à partir de l’échange de caractéristiques entre les individus de la 
population.  
 
C. Opérateur de Mutation. L’opérateur de mutation est appliqué sur les individus 
d’une population de façon à obtenir d’autres individus avec des nouvelles 
caractéristiques génétiques. Dans le cas d’un codage réel, le mécanisme de mutation 
peut être implémenté en choisissant un individu de la génération courante au hasard 
et en modifiant un de ses paramètres aléatoirement avec une probabilité de 
mutation mp . Ce mécanisme est dénommé mutation uniforme et il est illustré dans la 
figure 5.6. 
                                                                     Parent 
 
 
 
  
 
                           Descendant 
                                                 Fig.5.6 Mutation d’un individu 
 
    Il existe encore d’autres manières d’implémenter une mutation, telles que la 
mutation non uniforme et la mutation aux bornes. Ainsi comme les opérateurs de 
croisement, le but de tous ces opérateurs de mutation est d’atteindre des nouvelles 
régions de l’espace de recherche.  
 
    En utilisant les trois opérateurs que nous venons de décrire, les meilleurs individus 
se propagent de génération en génération en se combinant ou en échangeant leurs 
meilleurs caractéristiques. En favorisant les meilleurs individus, les régions les plus 
prometteuses de l’espace de recherche sont explorées, ce qui permet d’atteindre un 
optimum global. 
 
   Dans la suite, les AG sont utilisés pour résoudre le problème de la commande 
optimale des systèmes non linéaires soumis à des contraintes de saturation sur la 
commande. 
 

5.3. Commande Optimale Basé sur les BPFs et les AG. 
 
5.3.1 Position du Problème. 
 

654321      xxxxxx  

654321      xyxxxx  
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   L’objectif est de trouver la commande optimale u*(t) qui minimise la 
fonctionnelle suivante :   
 
                                                      ))(( ftxSJ =                                                      (5.1) 
 
Sachant les contraintes suivantes :    
 
- Equations d’état du système :  nitutxftx ii ,...,2,1   ))(),(()( ==�                      (5.2) 
- La contrainte de saturation :    riutuu

ii i ,...,2,1   )( maxmin =≤≤                           (5.3) 

- Les conditions initiales :           00 )( ii xtx =                                                           (5.4) 
 
Où : 

 et  ,)( ,)( SfRtuRtx i
rn ∈∈ sont des fonctions scalaires définies sur R et ftt et  0 sont, 

respectivement, les instants initial et final supposés fixes. 
 

5.3.2 Paramétrisation du Problème via les BPFs 
 
En utilisant l’approximation via les BPFs, le problème se réduira à un problème 
d’optimisation qui peut être énoncé comme suit : Il s’agit de minimiser la fonction : 
 
                                              ),...,,( 21 nx

m
x
m

x
mm CCCSJ =                                            (5.5) 

 
Sachant les contraintes suivantes : 
 
- Approximation de l’équation d’état : 
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Où : [ ] [ ] mjCCCCCCCC rn u

j
u
j

u
j

u
j
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x
j ,...,2,1   ,...,,et  ,...,, 2121 ===   

 
- Approximation de la contrainte de saturation : 
 
                 mkriuCu

i
i

i

u
k ,...,2,1  .,...,2,1   maxmin ==≤≤                                        (5.7) 
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Donc le problème initial de commande optimale décrit par (5.1), (5.2), (5.3) et (5.4) s’est réduit à 
un problème d’optimisation décrit par (5.5), (5.6) et (5.7).  
 

5.3.3. Solution du Problème via les AG. 
 
    L’objectif souhaiter est de trouver la commande u*(t), qui est spécifiée par les 
constantes de Fourier riCCC iii u

m
uu ,...,2,1  ,...,, 21 = , qui minimise un critère de 

performance J. Par conséquent la topologie du chromosome, dans le cas général, est 
le suivant : 
 

1
1
uC  2

1
uC  … ruC1  1

2
uC  2

2
uC  … ruC2  … 1u

mC  2u
mC  … ru

mC  
 
   Les paramètres mkriC iu

k 1,2,...,  ,...,2,1  ==  peuvent être codés en binaire ou en 
utilisant un codage réel. Dans cette thèse, on a opté pour un codage binaire. Par 
conséquent, si chaque coefficient est codé par q bits, on aura un vecteur chromosome 
de dimension qmr . Si en plus, la taille de la population est p on obtient, pour la 
configuration de la population, une matrice de dimension pqmr × . Ainsi la solution 
du problème de la commande optimale est menée selon les étapes suivantes. 
 
Etape 1 : Générer la population de façon aléatoire. 
Etape 2 : Décoder chaque élément de la population. 
Etape 3 : Résoudre le système d’équation non linéaire (5.6) de façon itérative. 
Etape 4 : Evaluer la population initiale en calculant la fonction objective (5.5) 
associée à chaque chromosome de la population. 
Etape 5 : Tant que la précision voulue ou le nombre maximal de génération ne sont 
pas atteints, répéter les opérations suivantes : 
  -    Assigner une valeur dite Fitness à l’ensemble de la population.  

- Sélection des individus pour la reproduction. 
- Croisement des individus avec une probabilité de croisement cp . 
- Mutation des individus avec une probabilité de mutation  mp  . 
- Résoudre le système d’équation (5.6) de façon itérative. 
- Evaluation des individus sélectionnés. 
- Réinsertion dans la population courante. 

Etape 6 : Enregistrer les coefficients correspondants à la commande et aux 
trajectoires optimales ainsi que la valeur optimale du critère de performance. 
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5.4. Exemple d’Application. 
 
     L’exemple que nous allons traiter dans ce paragraphe a été décrit et étudié par 
R.Luus [103] ; c’est un problème de commande optimale non linéaire et 
multivariable relatif à un réacteur chimique. Le lecteur intéressé par la modélisation 
pourra se référé à la référence. 
       
Enoncé du Problème : Pour le système décrit par les équations d’état suivantes :    

  

           3612114
1 236.17 uxxxxqxu

dt
dx −−−=  

         322121
2 1466.17 xxxxqxu

dt
dx −−−=      

         3232
3 73 xxqxu

dt
dx −−=  

         64214
4 3.512.35 xxxxqx

dt
dx −+−=  

         54325
5 3.51219 xxxxqx

dt
dx −+−=                                                                                (5.8)                                                                         

(5.8) 

           361546
6 236.102 uxxxxqx

dt
dx −+−=                                                                               

          3617
7 46 uxxqx

dt
dx +−=  

          

( ) ( ++++−−−= 6542141
8 2811231.47.38.5 xxxquuuqx

dt
dx ) 099.0535 2

37 −−+ ux  

421 uuuq ++=  

 

Il s’agit de trouver la commande [ ]4321 ,,, uuuuu =  qui minimise le critère de 
performance suivant : 
 
                                               )(8 ftxJ =                                                                 (5.9) 
 
Sachant les contraintes suivantes :  

- Les contraintes de saturation sur la commande : 
 
                        200;40;60;200 4321 ≤≤≤≤≤≤≤≤ uuuu                                  (5.10) 
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- Les conditions initiales : 
 
         1883.0)0(1 =x   2507.0)0(2 =x   0467.0)0(3 =x    0899.0)0(4 =x            (5.11) 

           1804.0)0(5 =x   1394.0)0(6 =x   1046.0)0(7 =x    0)0(8 =x  
 

- Les instants initial et final : 
 

            00 =t                 2.0=ft  heure 
 
     Il est connu que ce problème peut être transformé à un problème de 
programmation non linéaire, et en vertu de (5.5), (5.6) et (5.7) il est exprimé comme 
suit : Trouver les coefficients miCCCC u

i
u
i

u
i

u
i ,...,2,1  et   , , 4321 =  qui maximisent le 

critère de performance :  
                                                     8x

mm CJ =                                                           (5.12) 
 
pour le système décrit par les équations algébriques non linéaires suivantes :  
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Où : 
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421 u

i
u
i

u
ii CCCQ ++=                      

 
et soumis aux contraintes suivantes : 
      

             ,200 1 ≤≤ u
iC ,60 2 ≤≤ u

iC ,40 3 ≤≤ u
iC 200 4 ≤≤ u

iC                                      (5.14) 
                                  
 
    L’algorithme génétique décrit précédemment est appliqué pour résoudre ce 
problème d’optimisation avec les données suivantes : 
 
- Sélection uniforme (Sampling Uniform Selection: SUS) 
- Croisement un point avec probabilité de croisement 7.0=cp   
- Mutation uniforme avec probabilité de mutation 01.0=mp  
- la taille de la population=60 
- Le nombre maximal des générations=1000. 
- Le fitness est calculé par la méthode de rangement (Ranking Method) 
 
    Le résultat de l’implémentation est observé dans les figures de 5.1 à 5.24 relatives 
à m=10 et m=30. 
 
 
 
 
                                                                            

     
   Fig.5.1. Variation de 1x pour m=10               Fig.5.2. Variation de 2x pour m=10 
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   Fig.5.3. Variation de 3x  pour m=10              Fig.5.4. Variation de 4x  pour m=10 
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   Fig.5.5. Variation de 5x  pour m=10            Fig.5.6. Variation de 6x  pour m=10 
 
 
 
 
 
                                                                    

     
   Fig.5.7. Variation de 7x  pour m=10           Fig.5.8. Variation de 8x  pour m=10 
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   Fig.5.9. Variation de 1u  pour m=10               Fig.5.10. Variation de 2u  pour m=10 
 
 
 
 
 
 

     
  Fig.5.11. Variation de 3u  pour m=10          Fig.5.12. Variation de 4u  pour m=10 
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   Fig.5.13. Variation de 1x  pour m=30         Fig.5.14. Variation de 2x  pour m=30 
 
 
 
 
 
 

     
  Fig.5.15. Variation de 3x  pour m=30          Fig.5.16. Variation de 4x  pour m=30 
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  Fig.5.17. Variation de 5x  pour m=30           Fig.5.18. Variation de 6x  pour m=30 
 
 
 
 
 

     
  Fig.5.19. Variation de 7x  pour m=30           Fig.5.20. Variation de 8x  pour m=30 
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  Fig.5.21. Variation de 1u  pour m=30           Fig.5.22. Variation de 2u  pour m=30 
 
 
 
 
 

     
  Fig.5.23. Variation de 3u  pour m=30            Fig.5.24. Variation de 4u  pour m=30 
 
     Nous remarquons bien que les courbes obtenues avec m=30 sont meilleures par 
rapport à celles obtenues avec m=10, mais ceci s’est réalisé au détriment du temps de 
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calcul. Par conséquent, il faut toujours chercher un compromis entre précision et 
rapidité.  
 
    Le tableau 5.1 et La figure 5.25 donnent une idée sur l’évolution du critère de 
performance en fonction de m.  
 
 
  

Tableau 5.1 Valeurs de J correspondantes à m 
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Fig. 5.25 Evolution de J en fonction de m 

 
  Nous pouvons enregistrer, à partir de la figure 5.25, une convergence à partir d’une 
valeur de m sensiblement égale à 10 à laquelle correspond une valeur de J égale à 
23.4936 ce qui est, loin, meilleure que celle obtenue par R. Luus avec les mêmes 
données. Ceci est une conséquence de la méthode utilisée, d’une part, mais aussi des 

m 1 2 3 4 5 6 7 8 
J 12.1781 18.1559 19.6876 21.2025 22.3639 22.8801 23.0543 23.2943 
m 9 10 11 12 13 14 15 16 
J 23.3868 23.4936 23.5794 23.6824 23.7387 23.7621 23.7019 23.8658 
m 17 18 19 20 21 22 23 24 
J 23.8934 23.9146 23.9550 23.9790 24.0004 24.0184 24.0384 24.0656 
m 25 26 27 28 29 30 
J 24.0636 24.0768 24.0988 24.1090 24.1103 24.1223 
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performances des micro-ordinateurs qui ne cessent de s’améliorer chaque jour, 
d’autre part.   
 

5.5 Conclusion  
 
 Nous avons présenté une méthode basée sur les BPFs comme moyen de réduction 
du problème de commande optimale à un problème de programmation non linéaire 
lequel est solutionné via l’utilisation des algorithmes génétiques en vue de 
l’obtention de l’optimum global. En fait notre algorithme est hybride dans le sens où 
il intègre une procédure de résolution d’un système d’équations non linéaires de 
façon récursive. Par conséquent le vecteur chromosome n’était constitué que des 
coefficients relatifs à la commande, donc de taille réduit, et le temps d’exécution 
s’était amélioré par rapport aux méthodes basées sur les AG simples.   
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Chapitre 6 
 
Conclusions et Perspectives 
 

6.1 Conclusions 
 
   Dans cette thèse nous avons proposé des méthodes numériques pour résoudre 
plusieurs types de problèmes de commande optimale. Ces méthodes sont basées 
sur la paramétrisation des variables d’état et de commande en utilisant les 
fonctions à blocs d’impulsion. L’utilisation des BPFs est motivée par différents 
avantages qu’elles offrent par comparaison avec d’autres fonctions 
d’approximation.   
 
   Les méthodes numériques proposées dans cette thèse ont les avantages 
suivants :  

- Méthode simple d’approximation. 
- Intégration facile de l’équation d’état. 
- On n’a pas besoin d’approximer la fonction coût. 
- Obtention de bons résultats même pour de faibles valeurs de m. 

 
   Nous avons appliquées notre méthode, dont la convergence est prouvée, sur 
plusieurs exemples test étudiés par d’autres chercheurs en utilisant différentes 
méthodes. Nous avons appliqué aussi la méthode (BPFs+AG) dans l’étude d’un 
problème de commande optimale pratique : problème de réacteur chimique. A 
partir des résultats obtenus, nous pouvons conclure que les algorithmes proposés 
donnent de meilleurs ou comparables résultats aux autres. 
 
   Les solutions des problèmes de commande optimale dans les chapitres 4 et 5 
sont des solutions en boucles ouvertes, mais la solution en boucle fermée est 
désirable à obtenir pour ses avantages qu’elle peut offrir, par conséquent dans le 
chapitre 2, nous avons proposé une méthode qui donne la solution optimale en 
boucle fermée pour les systèmes linéaires à coefficients variables. 
 
   Les problèmes de commande optimale qui présentent un caractère fortement 
non linéaire ou multimodal sont nombreux surtout dans le domaine de la chimie 
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industrielle, c’est pourquoi nous avons élaboré une autre méthode basée sur les 
algorithmes génétiques qui permet de trouver l’optimum global.   
 

6.2 Perspectives 
 
Le travail de cette thèse peut être étendu comme suit : 
 

- Au chapitre 2, nous avons proposé une méthode pour trouver la 
commande optimale en boucle fermée pour le problème de commande 
optimale des systèmes linéaires à coefficients variables. Celle-ci peut être 
étendue pour trouver la commande optimale en boucle fermée des 
problèmes non linéaires avec ou sans contraintes. 

 
- L’algorithme du chapitre 5 peut être généralisé pour manipuler d’autres 

contraintes autres que les contraintes de saturation sur la commande. 
 

- Les algorithmes élaborés dans le cadre de cette thèse peuvent être 
exploités pour l’étude de la commande prédictive des systèmes non 
linéaires.   

 
- Etude de la commande optimale des systèmes à retard soumis à des 

contraintes.          
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