République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministere de ’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
UNIVERSITE de Constantine
Faculté des Sciences de I'ingénieur
Département d’Electronique

Theése pour I'obtention du :
Dipléme de Doctorat d’Etat en Electronique.
Option : Contréle

Par
Boussiala Noureddine

Méthodes Numériques pour la Résolution des Problemes de
Commande Optimale Via les Fonctions a Blocs d’Impulsions
(BPFs)

Jury :
Président: M. L. Riabi Prof a I’Université de Constantine
Rapporteur : A. Chaabi Prof a I’'Université de Constantine
Examinateurs : S. Yahmedi  Prof a I’'Université d’Annaba

F. Krim Prof a I’'Université de Sétif
S. Filali Prof a I’Université de Constantine

Décembre 2008



Je tiens tout d’abord a remercier Monsieur Chaabi Abdelhafid,
professeur a D’Universit¢ de Constantine, qui a assuré
I’encadrement de mon travail ou Il a ét€ une source de
motivation et d’encouragement. Je conserverai un ftres bon
souvenir de nos discussions.

J’adresse €galement mes sinceres remerciements :

A Monsieur Riabi Mohamed Lamine, professeur a 1’Université
de Constantine, pour avoir accepté d’étre président du jury de
cette these.

A Messieurs : Filali Salim, professeur a [’Université de
Constantine, Yahmedi Said, professeur a 1’Université d’ Annaba,
et Krim Fateh, professeur a I’Université de Sétif, pour I’honneur
qu’ils m’ont fait en acceptant de participer a ce jury.

A toute ma famille et mes amis qui m’ont donné la motivation
pour réussir cette tache, parfois difficile.

Enfin je voudrais remercier tres chaleureusement ma femme qui
sans elle je ne serais pas arrivé a réaliser cette these.



Déuicace

A mes parents
A oum Wassim
A mes filles et fils

Et a mes freres et sceurs



J
Resumg

Plusieurs méthodes numériques ont été proposées pour résoudre les problemes
de commande optimale. Ces méthodes sont classées en méthodes directes et
méthodes indirectes. Cette theése est consacrée a résoudre les problemes de
commande optimale en utilisant 1I’approche directe ou ce probleme est converti en
un probleme de programmation mathématique. Les méthodes directes peuvent étre
employées en utilisant la technique de paramétrisation qui peut €tre appliquée de
trois manieres différentes : paramétrisation de la commande, paramétrisation d'état-
commande et paramétrisation d'état. Dans cette these, la paramétrisation d'état-
commande est utilisée.

Cette these présente des méthodes numériques pour résoudre les problemes de
commande optimale soumis ou non a des contraintes en employant la
paramétrisation d'état-commande via les fonctions a blocs d’impulsion (BPFs),
ceci permet d’approximer le systeme de variables d’état et de commande par des
séries de fonctions impulsionnelles a parametres inconnus.

En plus, dans cette these nous décrivons une méthode pour déterminer la
commande optimale en boucle fermée des systemes a coefficients variables ainsi
qu’une méthode hybride, basée sur les algorithmes génétiques et l'algorithme de
Newton nécessaire a la résolution du systeme d’équations non linéaires dérivé,
pour trouver I’optimum global de certains problemes de commande optimale.

Les méthodes proposées ont été appliquées sur plusieurs exemples ou on a
remarqué qu’elles donnent des résultats meilleurs ou comparables aux résultats
trouvés par d’autres méthodes. Enfin, nous avons appliquée 1'algorithme hybride a
un probleme pratique de la chimie industrielle. Celui-ci est non linéaire et
multivariable. Les résultats obtenus sont trés satisfaisants par comparaison avec
ceux de la littérature.
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Chapitre 1

Introduction

Le probleme de la commande optimale est de trouver une fonction
commande u*(t) qui minimise une fonctionnelle cofit (indice de performance)
qui satisfait les équations d’état du systeme et les contraintes. Il a d’importantes
applications de types économiques, environnementaux, de I’engineering, etc.

Généralement, les problemes de la commande optimale sont résolus de facon
numérique, par conséquent les méthodes de résolution ont nettement évoluées
ces dernieres années. La plupart des anciennes méthodes étaient basé€es sur
I’obtention d’une solution qui satisfait soit les équations d’Euler-Lagrange, qui
sont des conditions nécessaires d’optimalité, soit 1’équation de Hamilton Jacobi
Bellman, qui est une condition suffisante d’optimalité. Ces méthodes sont
appelées les méthodes indirectes.

L’inconvénient principal des méthodes indirectes, entres autres, est la
résolution fastidieuse de I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman. Ce qui a
amené plusieurs chercheurs a utiliser des méthodes directes pour résoudre le
probleme de la commande optimale. Par I'utilisation de ces méthodes, le
probleme de la commande optimale est approximé par un probleme de
programmation non linéaire a dimension finie. Ces méthodes peuvent Etre
appliquées soit en utilisant la technique de discrétisation soit la technique de
paramétrisation. La derniere technique est utilisée dans cette these ou les
variables paramétrisées sont les variables d’état et de contrdle via les fonctions
a blocs d’impulsion (BPFs). En utilisant les BPFs on a pu éviter les
inconvénients rencontrés dans I’application d’autres polyndmes orthogonaux
pour résoudre les problemes de la commande optimale.

Un autre avantage de I’utilisation des BPFs est les propriét€s intéressantes
dont sont dotées ces fonctions qui permettent de traiter le probleme de la
commande optimale dans son aspect le plus général, contrairement aux autres
méthodes les plus récentes qui nécessitent, soit une approximation de la fonction
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colit et des équations d’état [88], soit une application de la méthode a des
probleémes particuliers de faibles dimensions, soit I’application de la méthode au
détriment du temps de calcul.

Le but de cette these est, donc, de résoudre le probleme de la commande
optimale en le rendant directement, par 1’utilisation des BPFs, a un probleme de
programmation non linéaire ou tout simplement a un probleme de résolution
numérique d’un ensemble de systemes d’équations algébriques. Cette technique
est appliquée de la méme maniere a des problemes lin€aires ou non linéaires,
monodimensionnels ou multidimensionnels, avec ou sans contraintes. En outre,
pour éviter le probleme de la convergence vers 1’optimum local, on a utilisé une
nouvelle méthode basée sur les algorithmes hybrides, ce qui a permet de
surmonter le probleme du temps d’exécution relatif a 1’application des
algorithmes génétiques seuls tout en en tirant profit pour 1’obtention du

minimum global.
La contribution de cette these est de :

- Présenter une nouvelle méthode pour résoudre le probleme de la commande
optimale basée sur I'utilisation des BPFs comme outil de paramétrisation. Ceci a
permet de convertir le probleme dynamique a un probleme statique.

- Décrire les méthodes numériques qui permettent de résoudre le probleme de la
commande optimale via les BPFs.

- Présenter une nouvelle méthode hybride de résolution basée sur les
algorithmes génétiques, I’algorithme de Newton et les BPFs permettant de
trouver I’optimum global.

La suite des chapitres sont organisés comme suit :

Le chapitre 2 donne une revue de quelques méthodes numériques pour
résoudre le probleme de la commande optimale. Dans ce chapitre, nous
classifions les méthodes de calcul en méthodes directes et indirectes.

Le chapitre 3 présente une méthode numérique pour résoudre le probleme de
la commande optimale. Dans ce chapitre le concept de paramétrisation via les
BPFs est introduit. Ce chapitre décrit aussi la méthode d’approximation du
probleme de commande optimale linéaire aussi bien en boucle fermée qu’en
boucle ouverte. Enfin ce chapitre montre I’application de notre méthode a des
problemes standard et compare nos résultats avec ceux obtenus précédemment.
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Le chapitre 4 généralise la méthode du chapitre 3 pour résoudre le probleme
de la commande optimale non linéaire. Ainsi ce probleme est rendu grace aux
BPFs a un probleme d’optimisation non linéaire avec ou sans contraintes. Une
propriété élégante relative a I’approximation des fonctions composées via les
BPFs est mentionnée. Les conditions de convergences sont établies. Enfin, Des
exemples de simulation sont donnés comme application de cette méthode.

Le chapitre 5 décrit une méthode hybride basée sur les algorithmes
génétiques associ€és a 1’algorithme de Newton, celle ci a pour objectif de
converger vers I’optimum global tout en réduisant le temps de calcul. Ainsi la
notion des algorithmes génétiques est rappelée. La méthode est appliquée a la
commande d’un systeme non linéaire multivariable comme application de cette
méthode.

Le chapitre 6 contient les conclusions de cette these et des recommandations
pour les travaux futurs.
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Chapitre 2

Probléeme De La Commande Optimale : Rappel

2.1 Introduction

Le probleme de la commande optimale a été traité dans plusieurs manuels et
articles [1-10]. L’objectif de la commande optimale est de déterminer une
commande optimale u*(f) ou u*(x, t) qui force le systeme a satisfaire des
contraintes physiques tout en minimisant ou maximisant un indice de
performance.

Le probleme fondamental de la commande optimale consiste en les trois
éléments suivants :

1. Un modele mathématique du systeme a contrdler qui peut étre décrit par un
ensemble d’équations d’état de la forme :

xX(0)=f (x(0)u(0).1) (2.1)

ou x(H)eR" est le vecteur d’état, u(r)eR" est le vecteur de commande, f est
continiment différentiable par rapport a toutes ses arguments.

2. Un ensemble de conditions aux limites sur les variables d’état qui donne la
valeur des états du systeme a I’instant initial.

x(ty) = x, (2.2)

3. Un indice de performance qui doit étre minimisé (ou maximisé). L’indice de
performance  décrit  quelques spécifications désirées exprimées
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mathématiquement sous forme scalaire. L’indice de performance qui nous
intéresse peut €tre formulé comme suit :

J =(0(x(tf),tf)+th(x(t) u(r),dt (2.3)

ol ¢ et L sont des fonctions scalaires, continiment différentiables par rapport a

toutes leurs variables. Ces fonctions sont sélectionnées compte tenu des
objectives de performances.

2.2 Rapport de la commande optimale

Le probleme de la commande optimale sans contraintes peut €tre énoncé
comme suit: Etant donné f, x,, t,, ¢ @, etL il s’agit de trouver u*(¢) ou

u*(x, t) qu minimise I’indice de performance :

ty
J = ¢(x(tf ),tf )+ jL(x(t),u(t),t)dt 2.4)

Iy
sachant que :

xO=F(x(Out)t) . x(ty)=x, (2.5)
Ce probleme peut €tre résolu par I’une des méthodes suivantes :

- La méthode de la programmation dynamique de Bellman qui est basée sur le
principe d’optimalité (L’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)).

- La méthode variationnelle et le principe du minimum de Pontryagin (équation
d’Euler-Lagrange).

- Les méthodes directes utilisant la discrétisation ou la paramétrisation.

Ces méthodes seront discutées brievement dans les sections suivantes.

En général, il n’est pas possible de résoudre analytiquement le probleme
(2.4), (2.5). Cependant une solution analytique existe pour un cas particulier de

ce probleme qui s’énonce comme suit: Trouver la commande optimale qui
minimise la fonctionnelle :
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Iy
J=x"()Sx(t )+ [ (x" Qx+u' Ruydt (2.6)
T
sachant que :

XO=ANXO+BOut) . x(ty)=x, 2.7)

ou S et Q sont des matrices semi définies positives et R est une matrice définie
positive. Pour ce probléme, la solution peut étre exprimée en boucle fermée par :

u*(x,)=—R'B"(t)P(1)x(t) (2.8)

ol p(¢) est la solution de 1’équation de Riccati.

2.3 Programmation dynamique

L’utilisation du principe d’optimalité pour dériver une équation permettant
de résoudre le probleme de la commande optimale était proposée en premier lieu
par Bellman [11]. L’application de ce principe au probleéme continu de la
commande optimale a conduit a I’'invention de la fameuse équation de HJB.
Pour le probleme de la commande optimale (2.4), (2.5), ’équation de HJB est
donnée par :

W:‘%H{L(x(t),u(t)maJ*(gf)’t ) f(x(t),u(t),t)} (2.9)

et la condition finale est :

J*(x(t )t )= @(x(,),t ) (2.10)

La solution du probleme (2.9)-(2.10) permet de trouver la commande optimale
u* en fonction de x() et t.

La dérivation de I’équation de HJB peut €tre trouver dans plusieurs manuels
standard de la commande optimale, voir par exemple [2, 4-6]. Cette équation est
une condition suffisante d’optimalité, elle est satisfaite pour tout couple (x(¢), t).
Un avantage de ’utilisation de I’approche HJB est de résoudre le probleme de la
commande optimale pour obtenir la loi de commande en boucle fermée.
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En général, I’équation de HJB ne possede pas une solution analytique.
Cependant, pour le probleme de la commande optimale quadratique, (2.6)-(2.7),
I’équation de HJB se réduit a I’équation différentielle de Riccati:

—P(t)=AT()P(H)+P(H)A(H)+Q—P(t)B(t)R-' B (£)P(f) (2.11)

P(t;)=S$ (2.12)

Ce résultat peut étre obtenu si la valeur J*=x"P(f)x est substituée dans

I’équation de HJB. Citons q’une nouvelle notion de solution appelée la solution
de viscosité a été introduite récemment par [13].

2.4 Conditions Nécessaires d’Optimalite

2.4.1 Equations d’Euler-Lagrange

Les conditions nécessaires d’optimalité peuvent étre déduites a partir des
méthodes de calculs variationnels qui sont basées sur le fait qu’a chaque point
stationnaire la variation de la fonction colt disparait pour une variation
arbitraire de la commande [3].

Pour résoudre le probleme (2.4)-(2.5), nous utiliserons les multiplicateurs de
Lagrange, A(f)eR". Par conséquent I’indice de performance est donné par :

ty .
Jy=o(x(t,).t,)+ {L(x(t),u(t),t) + AT (O (x(0),u(t), 1) - x)}dt (2.13)

Introduisons le Hamiltonien H défini par :
H (x(t),u(t), At),1) = L(x(t),u(t),t) + A" (t) f (x(t),u(t),1) (2.14)

Nous pouvons, ainsi, écrire (2.13) sous la forme :

ly ly ,
Ty =@(x(t, )t )+ [HCx(@),u(0), At),0)de — [ A7 x(t)dt (2.15)

Iy Iy

L’intégration du dernier terme a droite par partie conduit a :
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e .
[A7 xdt =27t )x(e ) = A (00)x(1) = [ AT () x(0)dt (2.16)

) )

Cependant (2.15) devient :

ty :
Joa=0(x(t,),0 )= A (1 )x(t )+ A (10)x(ty) + j H (x(t),u(t), At),t) + A" (t)x(t) dt

(2.17)

Le probleme original, (2.4)-(2.5), a été converti a un probleme de
minimisation, (2.17), sans contraintes.

Pour achever la stationnarité, I’effet de la variation de la commande sur la
fonction cott doit &tre nul pour 7, <7<t ,. En considérant #,et ¢, comme €tant

fixes, alors la premiere variation de la commande due a la variation de Ja est :

Iy
8, = [ af ﬂ,T)&c} + A S|+ jBH &4+( +/1T)63c g (2.18)
1=ty Io

Puisque A(7) est arbitraire, nous pouvons la choisir telle que :

=20y oL

(2.19)
o0x ox ox
avec la condition finale :
A= o9 (2.20)
ox 1=ty

Comme la condition initiale x(f)est fixe, ceci implique que Ox(t)disparait, et
I’équation (2.18) se réduit a :

“ToH
&, = j [g&t}dt (2.21)

Pour un minimum local, il est nécessaire que &/ disparait pour du quelconque,
donc il est nécessaire que :
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au (af j /1+(3—5Y=0 (2.22)

pour tout 7, <t <t,

Les équations (2.5), (2.19), (2.20) et (2.22) sont des conditions nécessaires
qui doivent étre satisfaites par les solutions optimales du probleme, quand
I’instant final est fixe. Ces équations sont connues sous 1’appellation Equations
d’Euler-Lagrange.

En résumé, pour obtenir la commande optimale u*(t) qui minimise 1’indice
de performance (2.4) sous la condition (2.5) les équations suivantes doivent étre
résout:

x(t) = f(x(t),u(),z) (2.23)
x(ty) = x, (2.24)
m__( j ( j (2.25)
/I(tf ( j (2.26)
oH (afj i+ ( ] ~0 (2.27)
au ou ou

Remarques :
1. Dans le cas ou le temps final n’est pas fixe, une autre condition nécessaire

doit étre donnée. Cette condition est dérivée en variant la fonction colt par
rapport au temps. La condition nécessaire obtenue est :

(a—q” + Hj =0 (2.28)

2. Dans le cas ou x(ty) est fixe, ie :
x(tp)=x; (2.29)

donc, seul la condition (2.26) doit étre remplacée par (2.29).
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2.4.2 Principe Du Minimum De Pontryagin

Dans les problemes réels, les variables de commande sont, d’habitude,
bornées, donc le Hamiltonien ne peut pas étre différenciée par rapport a la
commande. Dans ce cas les conditions nécessaires sont dérivées par le principe
du minimum de Pontryagin [12] qui s’énonce ainsi :

Supposons que u*(¢) est la commande optimale et x*(f) est la trajectoire
optimale correspondante, donc il doit exister un vecteur A%(r) telles que :

4o 9H (2.30)
o0x
op 4
Ale, )= 22 2.31)
ox
H (x*u*, A%,1) < H (x*,u, A%.1) (2.32)

pour tout fe [to tf] et pour tout u(t)elU cR™. Donc la commande optimale doit

minimiser le Hamiltonien défini par (2.14).

L’inégalité (2.32) est tres utilisée pour 1’obtention de la commande optimale
si la commande est bornée. Il est a noter que le principe du minimum est une
généralisation de I’approche du calcul variationnel. Il faut aussi signaler que
I’approche variationnel et le principe du minimum menent a un probleme connu
comme « A non linear two-point boundary problem :NLTPBP » qui est difficile
a résoudre de facon analytique. Les méthodes numériques proposées pour
résoudre ces problemes sont appelées méthodes indirectes par opposition aux
méthodes directes basées sur la transformation du probleme de la commande
optimale a un probleme de programmation non linéaire.

2.5 Méthodes Indirectes

Ces méthodes sont divisées en deux catégories : les méthodes en boucle
fermée et les méthodes en boucle ouverte :

2.5.1 Méthodes En Boucle Fermée

Parmi les méthodes proposées pour obtenir la commande optimale en boucle
fermée citons les approches suivantes:

10
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- La premiere approche pour obtenir une approximation de la commande
optimale en boucle fermée est basée sur I’utilisation du développement en séries
de puissance pour résoudre soit 1’équation de HIB soit le NLTPBP. Cette
approche est utilisée par Lukes [14] pour trouver une solution approximative de
I’équation de HJB relatif a la commande optimale a horizon infini. La solution
de I’équation de HJB est réduite a la résolution d’un systeme d’équations
algébriques. Utilisant la méme idée, Willemstein [15] a développé la méthode
de Lukes pour résoudre le probleme de la commande optimale a horizon fini. Le
travail de Lukes a été€ appliqué par Garrard et Jordan a la commande de I’avion
F8 [16]. La méme technique est utilisée par Nishikawa et al. [17] pour obtenir la
solution optimale approximatif d’un indice de performance quadratique a
horizon fini pour le systeme perturbé suivant :

x=A()x+ & (x,1) + B(t)u (2.33)
De la méme maniere, Yoshida et al. [18] ont pu résoudre le probleme de la

commande optimale a indice de performance quadratique a horizon fini et infini
pour le systeme décrit par :

x=f(x)+Bu (2.34)
- La seconde approche pour obtenir la commande optimale en boucle fermée est
basée sur la linéarisation des conditions nécessaires d’optimalité autour de la
solution optimale ou via le développement de 1’indice de performance jusqu’a

I’ordre 2 et les contraintes jusqu’a I'ordre 1 autour de la solution optimale
[3, 19-22].

- La troisieme approche [23-24] est basée sur I’écriture des équations d’état sous
forme linéaire :

x= f(x,u,t)=A(x,u,t)x+ B(x,u,t)u (2.35)

et, donc, de résoudre le probleme de la commande optimale en résolvant
I’équation de Riccati.

PCx,u,t)=P(x,u,)A(xu,0)+ AT (x,u,t) P, t) — P(x,u, ) B(x,u,t) R BT (x,u,t) P(x,u,1)+Q (2.36)
et la commande optimale est donnée par :

u*(x,t) =—R'B" (x,u,t)P(x,u,t)x(t) (2.37)
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- La quatrieme approche est basée sur la solution du probleme inverse de la
commande optimale [25].

- D’autres approches peuvent étre trouvées dans [29-31].

2.5.2 Méthodes De Commande En Boucle Ouverte

Ces méthodes sont basées sur la résolution du NTPBVP. Parmi ces
méthodes, on peut citer entre autres : les méthodes du gradient, les méthodes de
quasi linéarisation, les méthodes de la fonction de pénalité etc. [3-5]. Ce sont
des méthodes standard pour résoudre les problemes de la commande optimale.

2.6 Méthodes Directes

Ces méthodes offrent quelques avantages quand elles s’appliquent aux
problemes de la commande optimale. Le premier avantage est que le probleme
de la commande optimale dynamique peut €tre converti a un probleme
d’optimisation statique qui est facile a résoudre par rapport au probleme
original. Le deuxieme avantage est qu’il y a des algorithmes bien développés
pour résoudre les problemes de programmation non linéaire. Le troisieme
avantage est la possibilité de traiter facilement différents types de contraintes.
Par conséquent plusieurs auteurs ont utilisé les méthodes directes pour résoudre
le probleme de la commande optimale [32-34, 37, 39-41, 43, 48, 49, 52, 54, 55,
70, 75-78].

Le probleme de commande optimale peut &tre converti a un probleme de
programmation mathématiques soit en utilisant la technique de discrétisation,
soit en se servant de la technique de paramétrisation. Notre these est basée sur la
deuxieme technique.

2.6.1 Méthodes De Discrétisation

Toutes les techniques de discrétisation divisent ’intervalle de temps en n
segments

to <t; <ty <...<t, =1,

12
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ou les points ¢;sont appelés des nceuds.

Une approche qui applique cette méthode discrétise les variables d’état et
les variables de contrdle ; nous avons, donc, la séquence des valeurs inconnues
des variables d’état et de contrdle suivante :

2= (X Xy geees X)) s Uy s Uy seees Uyyy)

et le systtme d’équations d’état est remplacé par un ensemble d’équations
algébriques qui peuvent €tre considérées comme des contraintes d’égalité. Ce
probléme peut, ainsi étre résout en utilisant les techniques de la programmation
non linéaire. L’inconvénient majeur de cette approche est la dimension élevée
du vecteur z.

Une autre approche possible est de discrétiser la variable de contrdle seule.
2= (ug,Uy,....U,_;)
et d’intégrer ensuite le systeme d’équations d’état pour trouver les variables

d’état en fonction des variables de controle [35, 75, 78].

2.6.2 Méthodes de Paramétrisation

La technique de paramétrisation peut étre appliquée de trois manieres
différentes :

a-Parameétrisation de la Commande :

Cette technique est basée sur 1I’approximation des variables de la commande
en choisissant une structure appropriée de la forme :

N
u (=Y Cleo.(t)  k=12,..m (2.36)
i=0

ou les C;* sont les parametres inconnus et les ¢, dénotent un ensemble approprié

de fonctions formant une base de I’espace de commande a dimension finie. Les
variables d’état sont obtenues en fonction des parametres inconnus en intégrant
les équations d’état du systeme, et en substituant les variables approximatives de
la commande et les variables d’état correspondantes dans [I’indice de
performance, le probleme de la commande optimale est ainsi converti a un
probléme de programmation non linéaire a parametres statiques qu’il est facile a
résoudre que le probleme original.

13
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Plusieurs fonctions ont été utilisées pour 1’approximation des variables de la
commande [33], parmi lesquelles on peut citer : les fonctions constantes par
morceaux, les fonctions linéaires par morceaux, les fonctions splines d’ordre
donné.

L’application de cette technique nécessite 1’'intégration des équations d’état
qui est un processus coliteux en terme de temps de calcul [73].

b. Paramétrisation d'Etat-Commande [39-42, 48, 52, 54, 70, 71]

Cette approche est basée sur I’approximation, en méme temps, des variables
d’état et des variables de commande par une séquence de fonctions connues
avec des parametres inconnus :

N

u, () =>.Clp.(t) k=1.2,..m (2.37)
17\]0 |

x(=)2.C" o) j=1.2,..n (2.38)
i=0

ot les C*,C;7 sont des paramétres inconnus et les¢, sont un ensemble de
fonctions approprié€es. En utilisant cette méthode, le probleme de la commande
optimale est converti a un probleme de programmation mathématique non
linéaire.

L’inconvénient principal de cette approche est le nombre important de
parametres que I’on a a déterminer. Cependant, en utilisant cette approche nous
aboutissons a un probleme de programmation non linéaire a dimension tres
élevées en terme du nombre de parametres inconnus et du nombre de contraintes
d’égalité.

Dans cette these, nous avons opté pour cette technique mais comme les
fonctions ¢, dans notre cas sont des fonctions a blocs d’impulsion (BPFs), nous

avons pu surmonter les inconvénients sus-cités.
c- Paramétrisation d’Etat

L’idée de cette technique est de faire 1’approximation seulement de la
variable d’état du systeme [43, 49, 77,79, 88] :

14
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N
x;,0)=).C (1) j=12,...n (2.39)
i=1

les C;”sont les parametres inconnus et les ¢. sont définies comme

précédemment. Dans cette technique les variables de commande sont obtenues a
partir des équations d’état. Cette technique a quelques avantages :

1. On n’a pas besoin d’intégrer les équations d’état.
2. Le nombre de parametres inconnus est faible par rapport aux autres
techniques.

3. Les parametres peuvent étre manipulées directement.
Cependant, cette technique souffre de quelques inconvénients :

1. 11 est difficile de traiter les systemes non linéaires car il n’est pas toujours
facile de trouver les variables de commande comme fonction des variables
d’état.

2. Il n’existe pas une voie systématique pour appliquer cette technique aux
problemes de la commande optimale a aspect général quand le nombre de
variable d’état et de commande n’est pas égal.

Cette technique a été appliquée a des cas spéciaux, par exemple au
probleme de la commande optimale linéaire avec le nombre de variables d’état
€gal au nombre de variables de commande ou a des systemes non linéaires
mono entrée pouvant €tre exprimés sous la forme canonique controlable.
Récemment M.Jaddu [88] a utilisée cette technique via les polynomes de
Chebyshev associée a la méthode de quasilinéarisation [45] pour résoudre le
probleme de la commande optimale dans son aspect général, cependant sa
méthode souffre de la taille du probleme qui demeure exorbitant, et surtout de la
violation des contraintes.

La technique de paramétrisation peut €tre employée en utilisant différentes
fonctions de base. Les BPFs sont utilisées dans cette these pour paramétriser les
variables d’état et les variables de contréle. Les BPFs ont des propriétés
exceptionnelles (a voir dans le prochain chapitre) qui permettent d’agir
directement sur le probleme de la commande optimale quelque soit sa nature.

L’utilisation des fonctions a blocs d’impulsion pour résoudre le probleme de
la commande optimale n’est pas nouvelle. V. Purnachandra et K. Ranganatha
[67] ont utilisé les BPFs pour déterminer la commande en boucle fermée d’un
probleme de commande optimale linéaire, P. Sannuti [89] a utilisé les BPFs
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pour I'analyse et la synthese des systemes dynamiques linéaires, Shien-Yu
Wang [90] a pu résoudre le probleme de la commande optimale des systemes
non linéaires a retard en utilisant les BPFs, S. Lapin et N.D. Egupov [91, 92] ont
analysé les systemes linéaires et non linéaires a coefficients variables via les
BPFs. A ce stade les BPFs sont utilisés avec succes dans 1’étude du probleme de
la commande optimale sans contraintes. REcemment N. Boussiala et H. Chaabi
[93,94] ont utilisé les BPFs pour résoudre le probleme de la commande optimale
des systemes non lin€aires multidimensionnels soumises a des contraintes. Nous
verrons dans cette these qu’il est possible de traiter le probleme de la commande
optimale sujet a divers types de contraintes.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, les différentes méthodes de commande optimale ont été
rappelées bricvement. La méthode adoptée dans le cadre de cette these s’inscrit
dans la catégorie des méthodes directes avec paramétrisation commande- état
via les fonctions a blocs d’impulsion (BPFs) dont les chapitres suivants
exposent de facon détaillée 1’outil mathématique ainsi que les applications
inhérentes.
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Chapitre 3

Probléeme De La Commande Optimale Linéaire

3.1 Introduction

Comme il a été dit au chapitre précédent, le probleme de la commande
quadratique linéaire est 1’'un des problemes dont une solution analytique
optimale peut €tre obtenue [2, 3]. La solution de ce probleme peut étre obtenue
soit en résolvant I’équation de Riccati, soit en résolvant le LTPBVP.

Pour éviter les difficultés associées a I'intégration numérique de ces
méthodes, deux approches sont utilisées : La premiere approche consiste a
convertir le probleme de commande optimale quadratique en un probleme de
programmation quadratique [41, 84, 86]. La seconde approche est de le
résoudre en convertissant le LTPBVP en un ensemble d’équations algébriques
[61, 62, 64, 66, 67, 69, 85]. Dans ce chapitre les deux approches sont utilisées ;
la premiere est utilisée dans les problemes a boucle ouverte, la seconde est
employée pour trouver la loi de commande en boucle fermée du probleme de
commande optimale quadratique a coefficients variables.

Ce chapitre est abordé comme suit: D’abord, on pose le probleme de la
commande optimale a critere quadratique, ensuite les outils nécessaires a la
paramétrisation via les BPFs sont rappelés, enfin ces outils sont exploités pour
reformuler le probleme soit sous forme d’un systeme d’équations algébriques,
soit sous forme d’un probleme de programmation quadratique ou les
algorithmes ne manquent pas pour le résoudre.

3.2 Formulation Du Probleme

Considérons le systeme dynamique décrit par les équations d’état suivantes :
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x=Ax+Bu (3.1)

Ouxe R",ue R", A et B sont respectivement des matrices a valeurs qui peuvent

dépendre du temps de dimension nxn et nXr. Nous avons assumé que le
processus commence a =0 et finiraa 7, > 0.

La condition initiale pour I’équation d’état (3.1) est :

x(t,) = x, (3.2)

Ou xo est un vecteur donné dans R”

Le probleme de la commande optimale est de trouver une commande
optimale u*(¢) qui minimise I’indice de performance quadratique :

J =%Jjﬁ(xTQx+uTRu)dt (3.3)

0

sous les conditions (3.1) et (3.2).
Q est une matrice semi définie positive de dimension nxnet R est une matrice
définie positive de dimension r X r .

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode pour résoudre ce probleme de
commande optimale en le transformant a la résolution d’un ensemble
d’équations algébriques. Cette solution est basée sur I’approximation des
variables d’état et de commande via les BPFs.

3.3 Parameétrisation Via Les BPFs

Avant de commencer la discussion de la paramétrisation, quelques propriétés
importantes des BPFs sont rappelées

3.3.1 Propriétés Opérationnelles Des BPF's

- Les fonctions a blocs d’impulsions de rang m sont définies de la fagon
suivante :
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1 sitelty+G—Dh, ty+ih], i=1,..,m
(1) = - ’ (3.4)
0 Sinon
Il est aisé de voir que les propriétés suivantes sont toujours vérifiées
@.(t) sti=j
(Do (1) = 3.5
@, (), (1) { 0 Sinon (3.5)
et :
' h sii=j
[o.(09;t)dr = | (3.6)
" 0 Sinon
ou :
r, —t
h="L—"" et @,,)=1 (3.7)

m

Le systtme de BPFs est donc orthogonal dans [I’intervalle [to th. Par

conséquent tout €lément x(r)eLf, 1 peut Etre développé en série de BPFs :
x(t) = x,,(1) = ) Cle, (1) (3.8)
i=1

Il est démontré que, dans Lfto ot x(t) converge vers xm(t) lorsque m tend vers
I’infini.

Si x(7) est donnée sous forme analytique, C;* peut €tre évalué comme étant la
valeur moyenne de x(7) dans I’intervalle [(i—l Ya ih]. Donc :

Cr=h ifx(t)dt (3.9)

(i-h

Dans le cas ou x(#)=1 dans I'intervalle [to tf], il est clair que :

1= 0,0 (3.10)
i=1
- Propriétés d’Intégration :

Elles sont d’une importance capitale pour I’intégration des équations d’état et de
la matrice de transition d’état. Ces intégrales sont :
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[p.@ar =g¢i O+h Y @) i=1.2,..m (3.11)
1y Jj=i+l
t h i—1
j @, (1)dt = - O-hYy. @, (t) =1.2,...m (3.12)
Iy j=1

- Propriété De Multiplication Et De Division

Soient x(7) et y(r) deux éléments de Lftotf], vue la propriété d’orthogonalité des

BPFs indiquée par (3.5) on a :

X(0)y(t) = {i Cio, (r)} {f Clo, (z)} - {i ciClo, (r)} (3.13)
i1 =1

=1
iC;‘qoi(t) o
XZ;Z o =Z?y @, (1), G#0 (3.14)
T Xcem T
j=1

- Relations Matricielles

Supposons que tous les éléments des matrices A(t):[aij(t)]nxp et

B(t)=[b:y(t)] s appartiennent a szo t Alors :

a; () =Y.Cl g, (1) (3.15)
k=1
b,(1)=Y.Cll e, (1) (3.16)
k=1
Par ailleurs on a :
o, (t)]nxp =2 A0 () (3.17)
k=1
b, (f)],,x, =2 B (1) (3.18)
k=1
ot A=lci], et Bi=lcl] .
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1°) Transposée de la matrice A peut étre développée en série de BPFs comme
suit

T
AT () = {Z A0, (z)} => Al . (1) (3.19)
k=1 k=1

2°) De méme la multiplication de deux matrices A et B peut €tre rendue grace
aux BPFs a :

AWDB(r) = {i Ao, (r)} {i B.o, (r)} “S AB.()  (3:20)
k=1 k=1 k=1

3°) Soit C une matrice inversible de dimension nxn, 1’approximation de
I’inverse de cette matrice est de la forme suivante :

m

> Clo, (3.21)
k=1

-1

C )= {f C.o, (r)}
k=1

3.3.2 Etude Du Probleme De La Commande Optimale En Boucle Fermée

La loi de commande optimale en boucle fermée peut étre obtenue, dans le cas
des systemes linéaires a critere quadratique, en résolvant 1’équation de Riccati
ou en déterminant la matrice de transition du systtme Hamiltonien [2, 3].
Cependant il n’est pas possible d’obtenir, analytiquement, la solution exacte des
problemes de commande optimale non lin€aire ou a coefficients variables.
Néanmoins la commande sous optimale en boucle fermée peut étre obtenue en
utilisant diverses techniques [3, 14, 16, 18, 19, 21, 60, 63]. D’autre part, durant
les deux dernieres décennies les fonctions orthogonales ont été intensivement
utilisées pour déterminer la commande optimale des systemes linéaires
quadratiques en boucle fermée. Par exemple, [61] a utilisé les séries de Walsh,
[66] a utilisé les polyndmes de Chebyshev de premier type, [62, 64, 69] ont
utilisé€ les polyndomes de Chebyshev du second type, [67] a utilisé les BPFs, [87]
a utilisé les séries de Fourier. Toutes ces méthodes se basent, pour trouver la
solution, sur la matrice opérationnelle d’intégration qui permet de transformer le
systtme Hamiltonien en équations algébriques. Le but de ce chapitre est
d’utiliser les BPFs pour déterminer la loi de commande optimale en boucle
fermée des systemes linéaires non stationnaires a critere quadratique (Extension
de la méthode décrite dans [67]).
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L’objectif de ce probleme est de déterminer une commande u*(x, f) qui
minimise la fonctionnelle
f
J= % [ @x+u” Ruar (3.22)

0

pour le systeme régi par les équations d’état suivantes :

x=Ax+Bu (3.23)
sachant que
x(t, =0)=x, (3.24)

ou x(H)ER",u(t)eR’", A est une matrice de dimension nxn, B est une matrice de

dimension nxr , Q est une matrice semi définie positive de dimension nxn, R est
une matrice définie positive de dimension rxr .

Il faut signaler que le probleme que nous allons étudier est un probleme non
stationnaire, par conséquent il ne possede pas, dans le cas général, une solution
analytique.

Les conditions d’optimalité, pour ce probleme, sont données par les relations
suivantes :

OH _ ), AT )_
9 =0x—ATA=1 (3.24)
0H _p, _prj_
il =Ru—B"1=0 (3.25)

ou H est le Hamiltonien, et est donné par :
H =%[xTQx+uTRu]~/1T[Ax+Bu] (3.26)

Donc, d’apres (3.25), la relation suivante est déduite

u=R"'BA (3.27)

La variable A(f) est un vecteur de dimension n satisfaisant le systéme
d’équations vectorielles suivant :

x=Ax+BR-'BT (3.28)

22



Chapitre3 Probléme De LLa Commande Optimale Linéaire

A=0x—AT 1 (3.29)

sachant que
x(0)=x, et At;)=0 (3.30)

Soit y(t,,t) la matrice de transition d’état relative au systeme (3.28)-(3.29)-
(3.30), qui permet d’écrire :

x(1) B x(tf) B x(t,)
W(tf’t){ﬂ(t)}{ﬂ(tf)}{ 0 } (3.31)

La matrice de transition d’état est une matrice 2nX2n telle que
y(ty,t;)=1,,(1,,estlamatrice identit¢ de dimension 2n).

Ecrivons la matrice de transition d’état sous la forme compactée suivante :

Wity I/IIZ(Zf’t)} (3.32)

W(tf,t)=L”21(tf’t) Wty 1)

ou chaque élément de cette matrice est une matrice de dimension nxn

De (3.31) et (3.32) nous déduisons la relation donnant A(f) en fonction de x(7)
comme suit :

Woi (15, D)x(0) + Yo (. DA = At ;) =0 (3.33)
d’ou

) == (1, O, (1, 0)x(8) (3.34)

En substituant (3.34) dans (3.27) on obtient la loi de commande optimale en
boucle fermée.

u(t)=—k(1)x(2) (3.35)
avec :

k(t)=R™ 0B ()W, (t ;.Y (1) (3.36)

On remarque bien que si R(¢) et B(f) sont données, il suffit que soient trouvées
les matricesy, (¢,,1) et Yy, (¢,,1) pour que k(7) puisse €tre déterminé.

En dérivant (3.31) par rapporta t,on a :
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0 x(1) x| x(1)
= = 37
o {‘”“f’”{m} (f’”[zajwuf’”{ﬂ(r)} R
et en utilisant (3.28) et (3.29) dans (3.37), on obtient :
x(1) x| x(1)
Wi, J)L(t)] Wi, ,t)F(t){ . (t)} =y, ,t{ . (t)} (3.38)
ol
| A@®) B(OR(1)B™(1)
F(t)—[Q([) _AT(7) } (3.39)
De (3.38), par simplification, on en déduit
Wt .0 ==yt ,OF () (3.40)
En intégrant (3.40) de #ra ¢, on écrit
L, —y(t, 0= jy/(zf Y (t)dt! (3.41)
ty
Supposons maintenant que tous les éléments des matrices A(t)I[azj(f)]an,

BO=bi0),,. RO, 0Hai0],.  FOAfiOhy, et
l//(tf,t):[y/l.j (tf’t)JZnXZn appartiennent a szo,zf] et ainsi peuvent tous étre

développés en séries de BPFs, ce qui menent aux formules suivantes :

RO =lr,0] zg R, (1) (3.42)
o) =lg, 0], zkiQk(pk (0 (3.43)
Foy =[f0] zg F0,(t) (3.44)
wit; 0 =ly,,.0] = gwk(pk 0 (3.45)

ou
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Wik Wink  Win+lk Wi.2nk

11k 12k nlk nnk n,n+l.k n,2n,k
el L, = L LY e y (3.46)
WZlk l//ZZk l//n+1,l,k l//n+1,n,k l//n+1,n+l,k l//n+1,2n,k

i Y2n,1k Wonnk  W2nn+l k W2n2n.k i

La propriété d’orthogonalité permet d’écrire :
Fw(t,.0)= ) Fy, o) (3.47)
k=1

En insérant (3.45) et (3.47) dans (3.41), on obtient :

Y, —vilo @ =Y v F [ ()har (3.48)
k=1

k=1 .

La propriété d’intégration (3.12) permet de mettre (3.48) sous la forme
suivante :

ML, —v e ) =-hr> w, F, {Z @, (1) +%¢k <r)} (3.49)
k=1 k=1 =1

En égalisant les coefficients associés a chaque ¢, des deux membres de (3.49)
on obtient la relation récursive suivante :

h
I2n _Wm = _EWmFm (350)
L, —y, = —gkak ~hY W F, k=m-1m=2,..2,1 (3.51)
I=k—1

Enfin, de (3.50) et (3.51) on en déduit la relation récursive permettant la
détermination de Y«

h -1
Yo {1 2 —EFM} (3.52)

h

-1
v, =Wk+1|:12n +§Fk+1} |:12n —EF,(} k=m—-1,m-2,...,2,1 (3.53)
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En substituant les approximations de A, R, ¥, (7, ,t)ety, (7 ,,t)dans (3.36), on
obtient I’expression approchée de k(f) comme suit :

S k9, (1) = {Z R;'p, <r>} {f Bl g, (t)} {Z ik (r)} {Z V1,0, (r)} (3.54)
k=1 k=1 =1 i=1 j=1

ou , en utilisant la propriété d’orthogonalité.

Zkk @ (1) = ZRk_lBle/IZ_Z]kWZIk (3.55)
=1 k=1
Par conséquent le gain k« est obtenu a partir de (3.54) comme suit :

ky = Rk_lBkT')Vz_zlkak (3.56)

L’exemple ci dessous [95], illustre de facon claire le fonctionnement de
I’algorithme établi, et connaissant la solution analytique du probleme, on peut
mettre en valeur la méthode élaborée.

Exemple 3.1

Considérons le systeme unidimensionnel a coefficients variables régi par
I’équation différentielle suivante :

x(0)=tx(t)+u(f) x(0)=1 (3.57)

Pour ce systeme, il faut trouver le gain k(f) de la commande optimale en boucle
fermée tel que le critere de performance quadratique :

Jz%i[xz(t)ﬂﬂ(t)]dt (3.58)
0

soit minimal.

Il est facile de déduire les parametres suivants: n=l, tr=1, A(H)=t, B(t)=l,
Q=1 et R(r)=l.

Alors :

A(D) B(t)R‘l(t)BT(t)} :k 1] (3.59)
2x2

: “){Q(n —AT(1) 1
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A titre illustratif, essayons de résoudre ce probleme pour m=4, donc pour
1

_tr_
h=ti=

L’approximation de A(#)=t est donné par :

At) =D A, (1) (3.60)
k=1

ou les coefficients A, sont donnés par la relation, suivante :

1 kh 1 kh h 1
A, =— j A(t)dt = — j tdt == 2k —1) =~ 2k —1) (3.61)
h (k=D)h h (k=D)h 2 8

A partir de (3.61), formons les matrices F, .

1
1 9

8 8 8 8

1
F =8 (3.62)
1

(3.52) et (3.53) permet de déterminer les matrices Wk de la maniere suivante :

h 1 1T
Y, [ 275 4} [ 273 4} ( )
Ce qui donne
1.1408 0.1285 /8 /8
v, = — 114 124 (364)
0.1285 0.9159 Woiw Yo

De mémey, peut étre déterminé de la relation suivante :

1 1
Ceci permet de déduire la matrice y,

1.4454 0.4060
v, :{ }_{‘/’113 Wm} (3.66)

0.3896 0.8167| |¥,3 Won
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et la matrice 2 est calculée a partir de I’expression suivante :

1 171"
W, =y/{12 +§F3} {12 —gFZ} (3.67)

L’application numérique de cette formule donne :

1.7857 0.7434
v, = _ Vie Vin (3.68)
0.6586 0.8443 Vo Vo

Finalement la matrice yi1est déduite de la formule suivante :

-1
| 1
‘/’121/’2{12"‘5172} [lz_gﬂ} (3.69)
ce qui permet d’écrire
2.1434 1.1812
v, = _| Y Y (3.70)
0.9331 0.9883 Woii Woo

La relation (3.55) permet d’écrire le gain en boucle fermé k(f) sous la forme
suivante :

4
k()= R, B{Yn¥ay (3.71)
k=1
etcomme R, =B, =1 pourk=1,23,...,m laformule (3.71) s’écrira :

Yoz Yola

k(=" g (Vo2 Voi 0 Vou (3.72)
Voo Von Vi3 Wona
ce qui donne, d’apres les résultats ci dessus
k(1) = 0.9442¢, +0.78009, +0.4771¢, +0.1403¢, (3.73)

Par 1la méme méthode nous avons pu élaborer les résultats relatifs a m = 10. Ces
résultats sont résumés dans le tableau 3.1.
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Yk Vi Your Yook You

Voo
k=1 2.2381 1.3217 0.9995 1.0382 0.9628
k=2 2.0949 1.1167 0.8908 0.9534 0.9343
k=3 1.9522 0.9344 0.7822 0.8880 0.8809
k=4 1.8108 0.7714 0.6742 0.8410 0.8017
k=5 1.6717 0.6249 0.5670 0.8119 0.6984
k=6 1.5360 0.4921 0.4609 0.8008 0.5756
k=T 1.4050 0.3706 0.3562 0.8083 0.4407
k=8 1.2799 0.2581 0.2530 0.8354 0.3028
k=9 1.1620 0.1521 0.1511 0.8841 0.1709
k=10 1.0525 0.0502 0.0502 0.9571 0.0525

Tableau 3.1 Valeurs des y; et Vi en fonction de k
ijk

A partir de ce tableau, le gain k(7) peut €tre exprimé comme suit :

10
k(t)= > Y20k g =0.9628¢, +0.9343p, +0.8809¢; +0.8017¢, +0.6984¢; +

k=1 ¥2x

+0.5756¢, +0.4407¢, + 0.3028¢; + 0.1709¢, + 0.0525¢,, (3.74)

Essayons maintenant de trouver I’approximation de x(t). Pour cela reprenons
I’équation d’état du systeme.

x(0)=tx(t)+u(t) (3.75)
Mais, il est établi a partir de (3.35) que :
u(t)=—k(t)x(1) (3.76)
Introduisons maintenant (3.76) dans (3.75), il s’ensuit
X(t)=tx(D)—k(Ox(O)=[t—k(t) (1) (3.77)

Intégrons maintenant (3.77), ce qui permet d’écrire

1
x(O=x(O)=[ [—k(O}(1) (3.78)
0

L’approximation de (3.78) via les BPFs donne
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m m 1 m
> 50, ()= 20, = [Ylct —k, v 0, (3.79)
k=1 k=1

0 k=1

Utilisons la propriété d’intégration (3.11), la relation (3.19) devient donc

m

Z'xk¢k (1) -

m
k=1 k=1

x(0)g, (1) = thj [~k Jx, {% @ (1) + i @ (r)} (3.80)
k=1

[=k+1

ce qui permet d’établir la relation récursive suivante permettant le calcul de x(7)

%, — x(0) =%h[cf —k, Iy, (3.81)

1 k-1
x, —x(O):Eh[C,i —k e+ 0> [er =k ]y, (3.82)

=1

ou sous une autre forme plus appropriée
q-1

X, = [1 —%h(Cf — k)| x, (3.83)

1 o 1
X, = {1 - WCr, —k., )} 1+ et —k, )}x(k) (3.84)

Le tableau 3.2 indique a titre indicatif les coefficients x; et les parametres
u;(déduits a partir de la relation (3.76)) correspondants a m=4. De méme les
mémes parametres correspondants a m=10 sont présentés dans le tableau 3.3.

k=1 k=2 k=3 k=4
0.9071 0.7750 0.7496 0.8407
-0.8565 -0.6045 -0.3576 -0.1180

Tableau 3.2 Valeurs des x;et des u; en fonction de k
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X Uu;
k=1 0.9564 -0.9208
k=2 0.8783 -0.8206
k=3 0.8180 -0.7206
k=4 0.7747 -0.6211
k=5 0.7479 -0.5224
k=6 0.7377 -0.4246
k=7 0.7445 -0.3281
k=8 0.7695 -0.2330
k=9 0.8144 -0.1392
k=10 0.8816 -0.0463

Tableau 3.3 Valeurs des x; et des u; relatives a m=10

A partir de ces deux tableaux, nous pouvons déduire les expressions approchées
de x(7) et de u(r) relatives ,respectivement, a m=4 et m=10. Elles ont les formes
ci dessus.
x(t) = x,() =0.9071¢,(¢) +0.7750¢, () + 0.7496 ¢, () + 0.8407 ¢, (¢) (3.85)
ut)=u,(t)=-0.8565¢,(t) —0.6045¢, (t) —0.3576¢,(t)—0.1180¢,(t) (3.86)
x(t) = x,5(1) =0.9564¢, (1) + 0.8783¢, (1) + 0.8180¢,(t) + 0.7747 ¢, (t) + 0.7479¢;
+0.7377 ¢4 (1) +0.7445¢, (1) + 0.7695¢, (1) + 0.8144¢, (1) + 0.8816¢,, (3.87)

u(t) = 1,y (£) = —0.9208¢, (1) — 0.8206¢, () — 0.7206¢, (1) — 0.621 1¢9, () — 0.5224 ¢,
—0.4246¢, (t) — 0.3281¢, () — 0.2330¢5, (1) — 0.1392¢, (1) —0.0463¢,, (3.88)

Les fonctions k;(?),x;(¢) et u,(t) relatives respectivement a i=4 et i= 5 sont
représentées par les figures 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 et 3.6.

Remarques :

1°) Pour I’exemple précédent ; il est possible de trouver une solution analytique
du gain k(¢). Pour cela il faut résoudre 1’équation de Riccati suivante :

k(t) =k*(t) = 2tk(t)—1 k(1)=0 (3.89)

La représentation du gain selon la formule (3.89) permet d’apprécier la méthode
étudiée.
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2°) Les valeurs de I’indice de performance calculé, respectivement, pour m=4 et
m=10 sont : J=0.4916 et J=0.4854. les deux valeurs ne different que de peu ’un
par rapport a ’autre, ce qui laisse a dire que la méthode étudiée constitue une
bonne approximation du probleme étudié méme pour des valeurs faibles de m.

k
o
‘o

0 ‘ ;

0 0,25 0,5 te(ljﬁi)ss ) 1

Fig. 3.1 Variation de k(¢) en fonction du temps pour m=4

0,9 _‘_\_\_

20,8
0,7
0,6
0,5
0,4 -
0,3
0,2
0,1
0 T T T T
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

temps (1)

Fig. 3.2 Variation de k(¢) en fonction du temps pour m=10
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ER : : :
_O,‘I i
_0,2 _
_0,3 _
0,4 |
_0,5 _
_0,6 _
_0,7 _
-0,8 - temps(t)
-0,9

0 0,25 0,5 0,75 1

Fig. 3.3 Variation de u(¢) en fonction du temps pour m=4

= 0 terTlps(t)

s .01 ] f
02 ] |
0,3 |
0,4 -
0,5 -
0,6 -
0,7 |
0,8 |
0,9 1

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Fig. 3.4 Variation de u(?) en fonction du temps pour m=10
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N

s 0,9
0,8 1
0,7 1
0,6
0,5
0,4
0,3 1
0,2 1
0,1 - temps(t)

0 1 1 1
0 0,25 0,5 0,75 1

Fig. 3.5 Variation de x(t) en fonction du temps pour m=4

0.9 1
0,8 -
0,7
0,6 -
0,5 -
0,4
0,3 -
0,2 temps(t)
0,1 -

0 1 1 1 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Fig. 3.6 Variation de x(t) en fonction du temps pour m=10
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3.3.3 Etude De La Commande Optimale En Boucle Ouverte Sans Contraintes

Dans ce cas, le probleme peut s’énoncer comme suit : Etant donné un systeme
régi par (3.23) et (3.24), il s’agit de trouver la commande en boucle ouverte
u*(f) sur £, <t <t, qui minimise I'indice de performance quadratique (3.22).

La méthode utilisée pour résoudre ce probleme de la commande optimale est
basée sur sa transformation directe en un probleme de programmation
quadratique en utilisant les fonctions a blocs d’impulsion. Cette méthode sera
généralisée dans le chapitre suivant pour résoudre le probleme de la commande
optimale non linéaire.

En appliquant la propriété d’intégration (3.11) et la propriété de
multiplication (3.20) , I’équation d’état (3.23) se réduit a :

x,_x(0) = %h(Alx1 + Byu,) (3.90)

k-1
xk_x(0)=%h(Akxk+Bkuk)+hZ(Alxl+B,u,) k=1,...m  (3.91)

=0

ou A, B,, x,,etu, sontdonnés comme suit :

b b b
C,f” C]?IZ . . leln Ckll Ck12 . . Cklr
b b b,
Ckan CZzz ) . C}?zn Ck21 Ckzz . ) Ckz'
A, = B, =
k ’ k ’
(2] ano Ann bnl bn2 bnr
Cim o Cimo. L G cmocrro.L
| ci ]
X2 up
Ck Ck
X, = et u, =
k . k
X, U,
LG G
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Les C,7,C,7,C;etC, k=1,.,m sont les ki*m coefficients de fourrier

associés, respectivement, aux éléments a;, bl.j , X; etu;. Nous constatons que les n

équations différentielles données par (3.23) sont transformés, grace aux BPFs, a
nxm équations algébriques données par (3.90)-(3.91).

De la méme maniere 1’indice de performance (3.22) se réduit a une seule
équation algébrique ayant la forme suivante :

1 m
J= 5hz(x,{Qkxk +ulRou,) (3.92)
k=1
Avec :
Ker o/ R ot cpocpr o]
Ck421 C}?zz ) . sz" CI:2] C}:zz ) . C]:2r
ka . . .. . et sz
_Clgnl ClgnZ . . C]?nn | _C]:rll CI?'Z . . CI:rr |

Ou les C/"et C7,C" k=1,..,m sont les ki*m coefficients de Fourrier

correspondants, respectivement, aux €léments g;; et r; des matrices Q et R.

Le probleme, donc, de la commande optimale (3.22), (3.23) et (3.24) s’est réduit
a un probleme d’optimisation sans contraintes (3.90), (3.91) et (3.92).

Exemple 3.2 [88]

Pour le systeme décrit par les équations d’état suivantes :

dx,
dt
dx,
dt

il s’agit de déterminer la commande u(f) qui minimise le critere de performance
quadratique suivant :

J = (xl2 + x5 +().0()5u2)dt

O ey —
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avec x,(0)=0et x,(0) =-1

Il est bien connu que ce probleme peut étre réduit a un probleme d’optimisation
linéaire, et en vertu de (3.90), (3.91) et (3.92) il s’énonce comme suit : il s’agit

de déterminer les coefficients de Fourrier C;', C/" et C;> qui minimisent le
critere de performance :

J =1 () +(C)? +0.005(CH)?)

i=l1

pour le systeme décrit par les équations algébriques suivantes :

Ct —x,(0) = %hC{”

X 1 X ! X
C." — x,(0) =5hc,.2 +h)y C?

J=1
i=l,...m

C =0 = - vy

i—1
C —x,(0) = %h(_c;cz +CY+hY (~Cr+cY)

j=1

La solution de ce probleme pour m=10 donne les parametres résumés dans le
tableau 3.4.

c c> o
k=1 -0.0286 -0.5714 8.0003
k=2 -0.0599 -0.0551 1.6990
k=3 -0.0611 0.0305 -0.0115
k=4 -0.0585 0.0217 -0.1128
k=5 -0.0566 0.0174 0.0671
k=6 -0.0545 0.0241 0.1088
k=7 -0.0519 0.0274 0.0087
k=8 -0.0495 0.0200 -0.1111
k=9 -0.0483 0.0057 -0.1484
k=10 -0.0482 -0.0052 -0.0690

Tableau 3.4. Valeurs des élémentsC}', C;? et C, pour m=10
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Les figures 3.7, 3.8, et 3.9 sont des représentations, respectivement, de
x,(t),x,(t)etu(r). A titre de comparaison nous donnons aussi les

représentations des mémes fonctions pour m=50 sur les figures 3.10, 3.11 et
3.12.

x1 en fonction de t
'0-02 T T T T

-0.03- ]

-0.035 .

-0.04- N

x1 -0.045 4

-0.05- ]

-0.055 .

-0.06- ]

-0.06 ! ! ! | | ! ! ! |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

t

Fig. 3.7. Variation de x,(¢) en fonction de ¢ (m=10)

x2 en fonction de
0.1 o : ‘ .

_0- 1 1 1 1 1 1 1 1 L
0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

t

Fig. 3.8. Variation de x,(¢) en fonction de ¢
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u en fonction de
9 T t\ T T

0 — |

_1 1 1 L 1 1 1 1 1 1
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
t

Fig. 3.9. Variation de u en fonction de t (m=10)

X _1 en fonction de t
0 T T T T T T T T

-0.01

-0.02

X_10.03

-0.04

-0.05

-0.06 ! ! ! ! ! ! !
0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

t

Fig. 3.10. Variation de x,(¢) en fonction de t (m=50)
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X_2 en fonction de t

-0. ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

t

Fig. 3.11. Variation de x,(¢) en fonction de ¢ (m=50)

u en fonction de
12 t\ T T

-2 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

t

Fig. 3.12. Variation de u en fonction de ¢ (m=50)
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Cet exemple a été étudié par plusieurs auteurs, le tableau ci dessous donne la
valeur de I’indice de performance selon la méthode utilisée.

Source J Erreur de déviation
Valeur exacte 0.06936094 0
Hsieh [51] 0.0702 8.4x10*
Neuman et Sen [52]
N=4 0.0703 9.4x104
N=5 0.06989 53%104
Vlassenbroeck [40]
N=5 0.07595 6.6x103
N=9 0.069368 53%106
Jaddu [88]
N=5 0.07595646 6.59%x103
N=9 0.0693689 796 %10
Notre méthode
m=4 0.0694 3.9x10°

Tableau 3.6 Valeurs de J de I’exemple relatives a la méthode utilisée

3.5 Etude De La Commande Optimale Linéaire Avec
Contraintes

La méthode étudiée précédemment ne permet pas 1I’étude de la commande
optimale des systemes linéaires soumise a des contraintes. Ce type de probleme
est le plus fréquemment rencontré dans les applications. Parmi les contraintes
rencontrées dans les applications courantes, nous pouvons mentionner : les
contraintes de saturation sur la commande, les contraintes d’état a I’instant final,
les contraintes d’égalité et d’inégalité sur les fonctions dépendant de 1’état et de
la commande et les contraintes du point intérieur. La présence de ces contraintes
entrailne souvent des difficultés analytiques et numériques. Le traitement
théorique des problemes de la commande optimale en présence des contraintes
peut étre trouvé dans [3,4]. L’une des méthodes les plus utilisées pour résoudre
les problemes de commande optimale avec contraintes est de les convertir en un
probleme de programmation mathématique via les techniques de discrétisation
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et de paramétrisation [33, 34, 40, 52, 75, 78]. La méthode que nous allons
étudiée dans ce paragraphe permet de résoudre le probleme de la commande
optimale linéaire avec indice de performance quadratique soumis, contrairement
a d’autre méthode [79], a divers types de contraintes. L’objectif de cette
méthode est donc de transformer directement le probleme de commande
optimale a un probleme de programmation lin€aire dont les algorithmes ne
manquent pas pour résoudre ce probleme.

Le probleme de la commande optimale lin€aire avec contraintes étudié dans
cette these s’énonce comme suit :

Il s’agit de minimiser I’indice de performance quadratique

f
J = % [ (" 0)0x(®) + " (0)Ru(t)) (3.93)
0

pour le systeme régi par I’équation d’état suivante :

x(O=AOx(O+BE)u(t), x(0) = x, (3.94)

sachant que :
Et)x(®)+ F(tu(t) < G(t) (3.95)
n(xle, )< 0 (3.96)

ou x(r)e R", u(t)e R", A est une matrice de dimension nxn, B est une matrice

de dimension nXxr, Q est une matrice semi définie positive de dimension nxn, R
est une matrice définie positive de dimension rxr, E(t) est une matrice sxn, F(t)
est une matrice sxr et p(x(s,))<0 est linéaire par rapport a x(r,). Les

vecteurs x, € R" et G(t) sont donnés.

Supposons que tous les éléments fonction du temps appartiennent a Lﬁo,tf] ;

Ils peuvent donc étre développés en séries de BPFs.

En développant (3.93)-(3.96), le probleme de la commande optimale se
réduira a un probleme d’optimisation qui s’énonce comme suit :

Il s’agit de minimiser la fonction multidimensionnelle suivante :
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hZ(x,{Qkxk +u,{Rkuk) (3.97)

m
k=1

J =

|~

soumise aux contraintes d’égalité et contraintes d’inégalité suivantes :

XXy = %h(Alx1 + Byu,) (3.98)
1 k—1

X, X = 5h(Akxk + B )+h) (Ax, +Bu,) k=23,...m  (3.99)
=0

E(k)x(k) + F(k)u(k) < G(k) (3.100)

e, )=nlx(t, )x(t, )1, )=n(Co,C5,...CH)<0 (3.101)

L’instruction fmincon du Matlab résout facilement ce probleme en « medium
scale » sinon le logiciel tomlab/snopt [96] qui s’interface avec le Matlab doit
étre utilisé€ pour résoudre le probleme en « large scale ».

Pour illustrer cette méthode, essayons de résoudre I’exemple 3.3 en le réduisant
a un probleme d’optimisation avec contraintes.

Exemple 3.3 [88]

Pour le systeme régi par les équations d’état suivantes :

xO)=x,() x(0)=0
X, () =—x,(O)+ut)  x,(0)=-1

Il s’agit de minimiser le critere de performance donné par

J = [ (62 +x2 +0.005u2 Jdr

S C— —

Sachant que

x,(1)—8(t—0.5>+0.5<0 pour 0<r<I
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En utilisant La technique de paramétrisation via les BPFs Les équations d’état se
réduisent a un ensemble d’équations algébriques formulées comme suit :

Ct —x,(0) = %hC{‘Z

X 1 X = X
C —x,(0) =5hc,.2 +h)Y C?
j=1
=2,....m

C —x,(0) = %h(— c:+cr)

i—1
C# —x,(0) = %h(—cfz +CY+RY (-Cr + )

J=1

Alors que I’indice de performance se réduit a une simple équation algébrique
ayant la forme suivante :

J = hi((cg“l J +(c2 ) +0.005(c* )Zj

De méme la contrainte d’inégalité aura la forme suivante :

1

2
Ch - 8[%(% —1)- 0.5} +0.5<0 i=1L...m

Donc le probleme de commande optimale s’est rendu grace aux BPFs a un
probleme d’optimisation non Linéaire a critere quadratique dont les parametres

a déterminer sont rassemblés dans le vecteur X = [Cl.x‘ ,sz,Cl.“].Le résultat de
I’implémentation pour m=10 est résumé dans le tableau 3.4.

¢ c; ¢

k=1 -0.0545 -1.0894 -2.8766
k=2 -0.1692 -1.2045 -1.7210
k=3 -0.2901 -1.2140 -0.8875
k=4 -0.4019 -1.0217 2.4995
k=5 -0.4800 -0.5408 5.5550
k=6 -0.5100 -0.0593 3.4760
k=7 -0.5064 0.1306 0.3925
k=8 -0.4939 0.1193 -0.3693
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k=9 -0.4844 0.0718 -0.3896
k=10 -0.4789 0.0385 -0.1664
Tableau 3.5 Valeurs des éléments de X relatifs a m=10

Les trajectoires x,(f),x,(t) ainsi que la commande u(?) sont représentées sur

les figures 3.13 , 3.14, 3.15, 3.16, 3.17, 3.18, 3.19, 3.20, et 3.21 respectivement,
pour m=4 et m=10 et m=50.

-0.1

-0.15

-0.2

-0.25

x1 -0.3

-0.35

-0.4

-0.45 I

| | | | L L | | |
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Temps

Fig. 3.13. Variation de x,(¢) en fonction du temps pour m=4
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Fig. 3.14. Variation de x, (#) en fonction du temps pour m=4

Fig. 3.15. Variation de u(?) en fonction du temps pour m=4
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Fig. 3.16. Variation de x,(¢) en fonction du temps pour m=10

Fig. 3.17. Variation de x, (#) en fonction du temps pour m=10
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Fig. 3.18. Variation de u(#) en fonction du temps pour m=10

Fig. 3.19. Variation de x,(¢) en fonction du temps pour m=>50
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Fig. 3.20. Variation de x, (#) en fonction du temps pour m=50

Fig. 3.21. Variation de u(?) en fonction du temps pour m=50

49



Chapitre3 Probléme De LLa Commande Optimale Linéaire

Cet exemple a été étudié¢ par H. Jaddu [88] et par Vlassenbroeck [40]. Le
premier a obtenu J=0.7409643 en 1.67 secondes, alors que le second a obtenu un
indice de performance J=0.74096 en 31 secondes. Notre méthode a permet
d’obtenir J=0.7429 pour m=50 et J=0.7530 pour m=10 en un temps inférieur a la
seconde ; donc notre méthode donne des résultats meilleurs ou comparables par
rapport aux méthodes citées.
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Chapitre 4

Probleme De La Commande Optimale Non Linéaire

4.1 Commande Optimale Sans Contraintes

4.1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étendons la méthode décrite précédemment pour résoudre
les problemes de la commande optimale non linéaire. L.’une des méthodes pour
résoudre le probleme de la commande optimale non linéaire sans contraintes est de
le convertir a un probleme de programmation non linéaire en utilisant les méthodes
directes. Par exemple, Sirisena [37] a propos¢ une méthode basée sur la
paramétrisation des variables de commande utilisant les fonctions polynomiales
par morceau, Frich et Stech [41] ont utilisé les fonctions de Walsh pour
paramétriser les variables d’état et les variables de commande, Vlassenbroeck et
Van Doreen [39] ont utilisé la paramétrisation d’état-commande via les polyndmes
de Chebyshev pour convertir le probleme de commande optimale a un probleme de
programmation mathématique non linéaire. Quelques autres méthodes peuvent étre
trouvées dans [32, 42, 75, 76].

Dans cette these, le probleme de la commande optimale non linéaire est converti
directement a un probleme d’optimisation non linéaire qui, en admettant certaines
hypotheses, converge vers le probleme original. Par conséquent le probleme de la
convergence est discuté dans ce chapitre.

4.1.2 Formulation Du Probleme

Considérons le probleme de la commande optimale non linéaire qui peut étre
formulé ainsi: Trouver une commande optimale u*(f) qui minimise 1’indice de
performance
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Ly
J= j F(x(t),u(t),t)dt 4.1)

)

sachant que le systeme est décrit par les équations d’état suivantes :

X, () = f,(x(@),u(®),1) x,(0)=x, i=12,...,n 4.2)

ou x(t)e R", u(t)e R", les f,,ainsi que F sont des fonctions scalaires continues,

bornées et qui satisfont la condition de Lipschitz.

La solution de ce probleme par 1’application des conditions nécessaires conduit a
un probleme aux limites non linéaires, sinon elle conduit a une équation
différentielle partielle de HJB par I’application des conditions suffisantes. Dans ce
chapitre, la solution est obtenue par la méthode de paramétrisation d’état-
commande.

4.1.3 Paramétrisation Du Probleme

En utilisant les fonctions a blocs d’impulsion, les équations d’état (4.2) peuvent
étre rapprochées par un ensemble d’équations algébriques et 1’indice de
performance (4.1) peut étre rapproché par une relation scalaire.

D’abord commencant par la propriété suivante spécifique a 1’utilisation des
BPFs pour I’approximation des fonctions multivariables :

Ji(x(@),u(t),t) = fi (X, Xy geees X, s Uy Un geeey U, 1) =

m m m

= Q. CLP (1) Y Cr @ (1), CL P (1), D Crp (1)) =
k=1 k=1 k=1 k=1 (43)

=Y fi(C s G, C s CE P,
k=1
L’expression (4.3) est vraie pour i=1,2,..., n

D’ou, en utilisant la propriété d’intégration du chapitre précédent, I’expression
(4.2) peut étre réduite a :
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C" =Xy =5hf,'(C11,---,C1",C1 vy CI') (4.4)
1 k-1
Cl —x,g ==hf,(C{",...C",C,...,CT ) + hZfl.(Clx‘,...,Clx",Cl”l,...,Cl”")
2 I=1 4.5)
k=1,..m

donc les n équations d’états (4.2) sont rapprochées par nxm équations algébriques
(4.4)-(4.5).

De méme I’indice de performance (4.1) peut étre rapproché par une seule équation
algébrique comme suit :

J=J, =hY F(C,..Ci" Cl s CF) (4.6)

k=1

Le probleme P de commande optimale régi par (4.1)-(4.2) s’est transformé a un
probleme Pm d’optimisation non linéaire régi par (4.4)-(4.5)-(4.6).

4.1.2.1 Etude De La Convergence

A- Convergence des équations d’état

Résoudre (4.4)-(4.5) est équivalente a trouver les parametres C;' si les parametres

C, sont donnés. Le théoreme de contraction peut étre utilisé pour résoudre
numériquement (4.4)-(4.5).

Soit

X @)= Cllp (1) = [c;ff ,C; cm] [0, 0,0, ] =C 1) (4.7

k=1

une solution approchée de (4.2) ; sachant que le vecteurC™ est une solution de
(4.4)-(4.5).

Soit, pour une fonction f (¢) € L’;[to, tf], I'expression @, telle que :

@, = sup |f(t;)= f(ty) (4.8)

11 —t5|<h
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Nous introduisons maintenant les différents lemmes suivants :
Lemme 1

Soit x(f) un vecteur de dimension n constitué des éléments scalairesx; (7).

Six(t)e L [to .y ] alors :

(1) sup ‘xm —xX(t)|n S @,
1gStsty
(2) |x,, (1) —x(1) n St o,

Ou x,(7) est le vecteur approché de x(¢) dont les €léments x; , (#) sont définis
par (4.7).

Lemme 2

Sif,elL, lto,th et‘fl. (t)‘ < oo, alors

tf

[ fi@dz

1 fi h
¢ -letn,) <o,

ou, H, estla matrice opérationnelle d’intégration donnée par :

/2 1 1 . . .1

o 1/2 1 . . . 1
H, =h 4.9)

0 0 000O0O0f

C’iest un vecteur de m éléments C,{" (k=12,..,m),et (Cf"Hm )k est 1’élément

pondérant ¢, dans le calcul de C liH 2 P

54



Chapitre 4 Probléme De LLa Commande Optimale Non Linéaire

Théoreme 1

Supposons que u(f) est donnée, et notons U =[U,,U,,..,U, ] la matrice qui
rapproche u(f) tel que: U, = lC,fl,C,ZZ,...,CZ’J k=12,..,m. Six(f) est ’'unique

solution de (4.2) et X:[Xl,Xz,...,Xm] tel que X, =lC,fl,C,fZ,...,C,f”J est la
solution unique de (4.4)-(4.5), alors :

0, = max |x(1) — x,, (1)
fgStsty

1 .
R So(sm)+0(zj, ou s, =0, +Lao,

Démonstration

Pour la démonstration, adoptons la notation suivante :

_xl(t)_ _u1 (t)_
| otk %, (1) i | U2 (0
n J dt = (Bpx)k , — j dt = (Bpu)k,
to+(k=D)h to+(k=1)h
EAG) Lu, (1)
| otk
—  [lfi@)u@).thir = (Bpf;), Pourk=12,...meti=12,..n
h to+(k=1)h
Soient &, =‘(Bpx)k — Xyl ens G =‘(Bpu)k —Uy| s et

2 =(Bpfl.)k —F, aveck, = C,{" ou C,'f" = f,(X,,U,,t,).Donc, on peut écrire
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1| fotkh
el = JAG@.u@,0 - [(X,, U t0)d| - <
h to+(k=)h R
| fotkn
<— J ‘fi(x(t),u(t),t)—fl-(Xk,Uk,tk)RndtS (4.10)
h to+(k=1)h
to+kh
S+ ,[ Jix@ut).t) = fi(X, U ty) R" dr < O + Lo, + L + L,
to+(k=1)h

La derniere expression est justifiée par le fait que f; est Lipschitzienne, et donc
elle doit vérifiée 1’inégalité suivante :

‘fi(x,u,t)—fi(y,v,t) - SLl‘x— Y| g +L1‘u — V| o (4.11)

Essayons maintenant d’estimer &, .

t
&, =|(Bpx), =X,/ .. =|| Bp j f(x(0),u(r),0)dt - X, <

Iy k R"

t
< (Bp [ fl-dr] ~((Bpf)H,),|  +|(Bpf)H,), =Xl (4.12)
Iy k R"

Utilisant le lemme 2, tout en sachant que X, est donné par (4.4)-(4.5), on a
h h
2 2
h h k-1
2 2 =
Finalement, les relations récursives suivantes sont obtenues en utilisant (4.10)

-1
£ s(l—ngj hp, . (4.13)

56



Chapitre 4 Probléme De LLa Commande Optimale Non Linéaire

k-1

-1
g <@, ¢ +(1—§Llj hmp, | (4.14)

=1

-1
ol «, :(1—§Ll) hL, et p,, =@, + L +o(i)
m

Par conséquent, a partir de (4.13)-(4.14), nous pouvons obtenir la relation récursive
suivante :

1
g <(l-a,) (1 —%Llj hmp,,

ou p,=s,+ o(l) si bien que £, < o(lj

m m

En plus, on a

1
0(0) = 2, (8) o <[(Bpx(0) (1) = x,, (0] o + [x(0) = (Bpx(®) Jpr (1) < o(;)

Ainsi le théoreme 1 est démontré
B- Convergence Du Probleme D’approximation

Il est démontré au paragraphe précédent que la solution des équations d’état
définies par (4.2) convergent vers la solution rapprochée définie par (4.4)-(4.5)
lorsque m tend vers I'infini. Il reste donc a prouver la convergence pour tout le
probleme. Pour se faire introduisons certains lemmes.

Lemme 3

Soient u,ve L, [to, tf] et la condition (4.11) vérifiée. Supposons que x et y sont

solutions de (4.2) correspondants, respectivement, a u et v. Il existe, donc, une
constante ¢, telle que :

o, = Hl)’l;lg)f(f‘x(t) - y(t)‘Rn < cl‘u -V

L,
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Démonstration

D’apres (4.2), on a
x(1) = x(0) = [ £(x(s).u(s).s)ds et y(0)=x(0) = [ f(y(s).v(s). 5)ds
Ou :

x(1) = [x,1), x5 (1), x, (O], y@) = [, @), 3, O)sers v, O, £ =11 oo 1]
u(®) = [uy (€)1 (1),eesut, (1)), et v(0) = [, (), v, (0),.ov, ()]

En utilisant la condition (4.11) et I’inégalité de Schwarz on a :

x(t) = y(0)

g < I 29,9~ PO, 7(5), )] o

t
S2L | |x(s) = y(s)| ,,nds + LT,
ll_[‘ ‘R 1 ‘ L,

En utilisant I’inégalité de Gronwalls [97] on a

o0, <c¢ ‘u Ce qu’il fallait démontrer (C.Q.F.D)

- V‘ r
L,

ol ¢, =LNTexpQLT) et T=t, 1,

Lemme 4

Les hypotheses du lemme 3 sont maintenues, en plus la fonction F est supposée
Lipschitzienne, ie elle doit vérifiée la condition suivante :

[FGeut) = F(y,v.t) S Ly|x = | o + LoJu =] o (4.15)
Donc, il existe une constante ¢, telle que

‘J(u) — J(v)‘ < cz‘u — V‘L;
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Démonstration

Les conditions (4.11), (4.15) et I’'inégalité de Schwarz permet décrire

ds

tf
Lum—JowsﬂFumxm@JyJuﬂ@y@Ls

[f tf
<L, _Hx(s) —y(s) R ds+L, ~ﬂu(s) - v(s)‘R,. ds
to Iy

En appliquant le lemme 3 et I’inégalité de Schwarz, on a

‘J(u) - J(v)‘ < chlT‘u -V

L;+L2\/ﬂu—vL

C.QFD

,
Lemme 5

Les conditions (4.11)-(4.15) sont maintenues et supposons que X=[X1,Xx,...,.X.] et
U=[U,U,,....U.] (XcetU: sont définis d'apres le théoreme 1) satisfont les

équations (4.4)-(4.5). Si  lim hz U U, <oo , alors ils existent ue L, [to,tf] et
k=l

m-—oo

Xe CL [to,tf] tels que :

u(@®) - Uy ()

, —0 Sim— oo
L,

max ‘x(t) - Xw(t)‘ =0 sim— o
1oSt<t R

Ou: v =V ,. W Vi WpssWipsosWom 1>
W)= [0,...,0, ?; (t),O,...,O]T et ¢, (t) estle 79" élément se trouvant a la i"place

i=1,...,n. j=1,....m et x et u satisfont les équations (4.2)

Démonstration

. u u u a N - u; .
Soit U, = [Ck‘ ,C\? ,...,Ck’] . Par hypothese on a : ZCk’ <o, [=12,.,r
k=1
En se référant au théoréme de Riesz-Fisher, on trouve qu’il existe u;(t)e L, [to .t fJ

avec {C . }l.zl , . sont les coefficients de Fourier y associés, tel que
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u(@®)—Upt)] >0 Sim-—> oo (4.16)

Supposons, maintenant, que x(f) et x,(f)sont les solutions de (4.2)
correspondantes a u(f) et Uw(r) respectivement. A partir du lemme 3 et le
théoreme 1, on a

max |x,, (t) = Xy (1)

t9<t<ty

Mais : |x(1) - X /(1)

o >0 sim— oo 4.17)

X, (1) =Xy (1)

R <6 u(®) = Uy (1)

et (4.17) le lemme est démontré.

L + R Donc, vu (4.16)

Lemme 6

Supposons que les conditions (4.11) et (4.15) sont vérifiées et que

UE{U: UeR™™, hY U, U, <oo} , donc

k=1
(1) B =7, (U)=J(Uy@)| =o() (4.18)
(2) Si d—f Sow et |— <oo, donc P =0(i) Sim — oo
dt R’ dt R’ m

. . 1 .
(3) SifetL sontindépendantes de z, alors P, = 0(—] S1m —> oo
m

Démonstration

(1) Soient X une solution de (4.4)-(4.5) correspondante a U et x, (f)est la
solution de (4.2) correspondante a u(t) = Uw/(r). Il est clair que

60



Chapitre 4 Probléme De LLa Commande Optimale Non Linéaire

m Iy
7, (W)= JUy@) Y F(X,,U,.t,)= [F(x, (), Up(s),s)ds| <

k=1 o

m kh Iy
<> | FXeUpot,)= F(X,, U s)ds + [|F(Xyp(s), Up(s),5) = Fx,,(5), Uy (s), s )ds
k=l (k-1)h I
<Tw, + L,T max|x,, (t) - Xy(1)| e (4.19)
foStsty

Par le théoreme 1 et sachant que @, = o(1) le lemme est démontré

(2) Par hypotheses, il est aisé de voir que :

| .
m

max ‘xm (H—-X ;//(t)‘ n= o(lj
to<rst; R m

Par conséquent avec l'utilisation du processus mentionné dans la démonstration de
(4.18), on peut achever la démonstration.

(3) Dans ce cas, on peut obtenir facilement

[, () = J(Up () < L,T max [x,, (1) = Xy/(1)] oo = o(l) C.QF.D
fgSt<ty m

Théoréme 2
Supposons que
(a) Les conditions (4.11) et (4.15) sont vérifiées.
(b) 1l existe une solution unique u*(r) et x*(f) du probleme P défini par (4.1)-
4.2).
(c) Il existe une solution unique U* et X* du probleme Pn. défini par (4.4)-(4.5)-
(4.6). Alors

(1) Ju(U*)=J(u*(2)) sim—oo
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(2) Ils existent des séquences

T
u, 0=, v, ..U, lle, o, .. o]
et xmk(t)z[X1 X, .. ka][cbmk e, @, " tels que :
g, = max [x*(f)—x ‘ —0 sim >
to<i<t, mi| p"

gy =u*({)—u

—0 sim, —>oo
my L;

Démonstration

(1) D’abord il faut noter que

J, (U =Ju* (@) <
<J,,(Bpu* (1)) = J(Bpu* () (1)) + J(Bpu* )y (1) - J(u* (1) =a, (4.20)

Donc, tenant compte du lemme 3 et du lemme 6 on constate que
a, =o(l)ysim— oo 4.21)
D’autre part, tenant compte de I’optimalité de u*(t), on a
S (UH=J@*@)2J, (U -J(U*p@)=/4 (4.22)
donc, d’apres le lemme 6 on a aussi S =0(1) sim— oo (4.23)

En combinant (4.20)-(4.23) on acheve la démonstration

Iy m
(2) Par hypotheése,ona: g, = J.unTi (t)u,, (t)dt = hz (Uk *)T U, ¥<oo
k=1

4

En se servant du théoreme de Bolzano-Weirstrass, on sait qu’il existe une sous
suite de convergence 8. En utilisant le lemme 5, il doit exister u(t) et x(¢) tels
k

que :
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b, = max |x(r)— x (r)‘ 50 sim, —oo (4.24)
t9<t<ty N R"
by =lut)—u_ &) —0 sim, —>oo (4.25)
ALY ¢

D’autre part, vu la condition (4.15), on obtient

*) — J(u =
(U9 =) sn=l 3

my, Iy - B
le(Xk’Uk’tk) - jF(x(S),M(S),S)dS

m, totkh —
<> FQXUpot) = F Upo s + Lo+ LNTly oy oy
k=11,+(k-1)h

Sachant que la fonction F est continue sur [to, t fJ et a partir de (4.24)-(4.25) on

obtient 7—0= Ju(t))—Jw*(t)). Par conséquent u(t)=u*(f) et x(1)=x*(t) (vu
I’unicité de la solution du probleme P.

Théoreme 3

Supposons que les hypotheses du théoreme 2 sont vérifiées. Si

(1) la dérivée de u(r) est bornée.

df,
2) |1

< oo et <oo les f; et F sont indépendantes de ¢z, c’est a dire
Rﬂ

fi=fi(x@),u@®) i=Ll..,n et F=F(x(),u(t)). Alors:

(1) |J,,(U5) = J* @) =0( 1) si m — oo

m
1 1 .
(2) g,=0|—| et g,=o0— Sim —> oo
m m

La démonstration de ce théoreme est triviale . Les exemples qui suivent illustrent
la méthode développée ci-dessus.

Exemplel : Probleme de Rayleigh.
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Il s’agit de trouver la commande u*(f) qui minimise la fonctionnelle :

25
7= [ +uJar (4.26)
0
Sachant que :
X, = x, x,(0)=-5 (4.27)
X, =—x, +1.4x, — 0.14x23 +4u  x,(0)=-5 (4.28)

L’approximation de ce probleme via les BPFs conduit au probleme
d’optimisation non lin€aire suivant: Il s’agit de trouver la commande

m
u, ()= ZC !@.(¢) qui minimise la fonction cot suivante :
i=1

J = hé“[(c;ﬁ F+(c )2} (4.29)

Sachant que :
cny5="cn
2

i—1
Ch+5= gc,.xz +h)y C?
=1

Cl +5= g(— ci +1.4C2 —0.14(c2) + 4Cf‘) (4.30)

Co +5= g(— ci +1.4c2 —0.14(c2 ) + 4C!‘) +

i—1
" hZ(— ci+14ck —0.14(ce ) + 4c;‘j
j=1
Donc le probleme P donné par (4.26), (4.27) et (4.28) s’est ramené a un probleme
d’optimisation Pm donné par (4.29) et (4.30). La commande optimale ainsi que

les trajectoires d’état correspondantes sont données par les figures de 4.1 a 4.6
pour m=50 et m=70
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Fig. 4.1. Variation de x, en fonction du temps pour m=>50

Fig. 4.2. Variation de x, en fonction du temps pour m=50
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\

Fig. 4.3. Variation de u en fonction du temps pour m=50

Fig. 4.4. Variation de x, en fonction du temps pour m=70
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Fig. 4.5. Variation de x, en fonction du temps pour m=70

Fig. 4.6. Variation de u en fonction du temps pour m=70

Le tableau 4.1 montre une comparaison entre la valeur optimale de notre méthode
avec les résultats obtenus par d’autres chercheurs.
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Source J
Nedeljkovic [29] 29.419
Sirisena [37] 29.451
H. Jaddu [88] 29.4022
Notre méthode pour m=70 29.4079

Tableau 4.1. Valeurs optimales de J pour le probleme de Rayleigh
Exemple 2 : Probléme de I’oscillateur de Van der Pol.

Les équations d’états du systeme sont :

B =x %,(0) =1 4.31)
i =—x, + (1= e, +u %,(0)=0 (4.32)

La fonctionnelle colit 2 minimiser est donnée par :
Lt 2, 2
J:EJ()C] v, +ul i (4.33)
0

Ce probleme peut étre réduit a un probleme d’optimisation non linéaire défini
comme suit : Il s’agit de déterminer la commande u,, ainsi que les trajectoires

x;, et x, minimisant la fonction :
m m

=ty e e 439
i=1
Sachant que :
X h X
Ci'—1= 5 C,?
h i—1
Cl —1= Ec;fz +h)Y C? (4.35)
j=1

e =3(-crecp-cpler) 4t

c® zg(_ Ch+Ch-CP (Cixl )2 +C! )+ hi(_ C;“ + C;fz —C* (C’." )2 N le]

i ;o\
Jj=l

L’implémentation de cet algorithme permet 1’obtention des figures de (4.7) a
((4.12) relatives a la commande optimale approximée ainsi qu’aux trajectoires
correspondantes pour m=30 et m=50.
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Fig. 4.7. Variation de x, en fonction du temps pour m=30

Fig. 4.8. Variation de x, en fonction du temps pour m=30
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Fig. 4.9. Variation de u en fonction du temps pour m=30

\

Fig. 4.10. Variation de x; en fonction du temps pour m=50
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va

Fig. 4.11. Variation de x, en fonction du temps pour m=50

Fig. 4.12. Variation de u en fonction du temps pour m=50
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Le tableau 4.2 montre une comparaison entre la valeur optimale de notre méthode
avec les résultats obtenus par d’autres chercheurs.

Source J

Bullock et Franklin [59] 1.433508
Bashein et Enns [55] 1.438097
H. Jaddu [88] 1.4334872
Notre méthode pour m=30 1.4348
Notre méthode pour m=50 1.4339

Tableau 4.2. Valeurs optimales de J pour le probleme de Van der Pol

On remarque bien que nos valeurs sont comparables a celles obtenues par les
autres chercheurs méme si on opte pour des valeurs faibles de m.

4.2 Commande Optimale Avec Contraintes

4.2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous traitons le probleme de la commande optimale non
linéaire avec contraintes. La méthode que nous proposons est basée sur
I’approximation via les fonctions a blocs d’impulsions (BPFs).

Les méthodes directes ont été appliquées sur différentes classes de problemes
de commande optimale avec contraintes. Cullum [72], Kraft [75], Stryk et Bulirsch
[73] et Betts [78] ont utilisé la méthode de discrétisation pour ramené le probleme
a un probleme de programmation non linéaire. D’autre part, en utilisant la
technique de paramétrisation de la commande, Goh et Teo [36], Troch et al. [33]
ont pu résoudre le probleme général de la commande optimale non linéaire avec
contraintes, alors que Sirisina et tan [50] ont pu résoudre le probleme avec des
contraintes de saturation sur la commandes et des contraintes sur les variables
d’état a I'instant final. L’utilisation de la paramétrisation d’état a été utilisé par
[79] pour résoudre le probleme quadratique linéaire avec des contraintes
d’inégalité commande-¢€tat, ainsi que par H.Jaddu [88] pour résoudre le probleme
de commande optimale non linéaire avec contraintes de saturation sur la
commandes et des contraintes sur 1’état terminal. Enfin la paramétrisation
commande-état a été appliquée par Vlassenbroeck [40] en utilisant les polyn6mes
de Chebyshev pour résoudre le probleme de commande optimale non linéaire avec
contraintes, elle a été appliquée par Frick et Stech [42] via ['utilisation des
fonctions de Walsh pour résoudre le probleme de commande optimale non linéaire
avec des contraintes de saturation sur la commande.
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Ce chapitre sera consacré a I’étude de la commande optimale des systemes
non linéaires soumis a des contraintes de saturation sur la commande et des
contraintes sur les variables d’état a 1’instant terminal via I’utilisation des BPFs.
Les résultats de simulation seront présentés a la fin du chapitre.

4.2.2 Formulation Du Probleme

Considérons le probleme de commande optimale suivant : Trouver la commande
optimale u(f) qui minimise I’indice de performance suivant :

ly
J = [F(xu,t)t (4.36)
Iy
Sachant :

1- Les équations d’état et les conditions initiales

X, = f (x,u,t) X (tg) =x, k=L.un (4.37)

Avec:xe R" ,ue R'etr<n

2- Les contraintes sur I’état a I’instant terminal
nlx(t ).t )=0 (4.38)
3- Les contraintes de saturation sur la commande

U, <u(<U,., (4.39)

4.2.3 Paramétrisation du probleme

Le probleme de commande optimale avec contraintes (4.37)-(4.39) peut €tre résout
en le ramenant a un probleme de programmation non linéaire en utilisant
I’approximation via les BPFs. Dans ce cas le probleme résultant s’énonce de la
maniere suivante : I s’agit de trouver la commandeu,, , approximation de u(?) qui

minimise la fonction :
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J, =y Flcr.co...cocn.co..c) (4.40)

m i i
i=1

Sachant :

1- L’approximation des équations d’état du systeme

C} —xko:gfk(cf‘l,Cf‘z,...,Cfn,cf‘l,c{‘a...,c;‘r) k=1,.,n i=1,..,m
4.41)
X h X X X, u u u = X X, u u
CH —x,, =§fk( N R ChLCMLC L O ) hZ}fk(cjl,...,cjn,cjl,...,c.r)
£

i i J

2- Les contraintes d’état terminales

nlco,co,...c)=0 (4.42)

3- Les contraintes de saturation

SOlent : Umax = lulmax ’u2max "“’urmaxJ et Umin = [ulmin ’u2min ""’urmin] par

conséquent (4.39) peut €tre approximée comme suit :

u, . <C <u

jmin —

j=lL.,r i=L..m (4.43)

Jjmax
Le probleme P décrit par (4.36)-(4.39) converge vers le probleme Pm décrit par

(4.40)-(4.43) lorsque m tend vers l'infini. La démonstration est omise mais les
exemples qui suivent étayent cette affirmation.

Exemple 3 [88] :

Considérons le probleme de 1’oscillateur de Van der Pol. Les équations d’état du
systeme sont :

i = x, x,(0) =1 (4.44)
iy =—x, + (1=, o, +u ,(0)=0 (4.45)

La fonction cofit a minimiser est donnée par :

J:%_Z[(xlz o, ul i (4.46)
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La contrainte d’€état terminale est :
nlx(t,))=1-x,(t,) + x,(t;)=0 (4.47)

Apres Paramétrisation, ce probleme se réduit a un probleme de programmation non
linéaire décrit par :

- L’approximation des équations d’état

o —1=§c;fz
X h’ X 2 X
Ch -1=2C" +hz;cj2 (4.48)
i

co = ﬁ(— ci+c—cr(en ) + C“j
1 2 1 1 1 1 1

i—1
C2 = g(_ Ch +C» —C» (Ci’d )2 +C/ )+ hZ[— C;.Cl + C;z - C;cz (C;C1 )2 + C?)

j=1

- La fonction colit a minimiser

1o=a3llenfeler T +lerf (4.49)
i=1

- La contrainte d’état terminale
1-C2>+CJ =0 (4.50)

L’exécution de I’algorithme (4.48)-(4.50) permet 1’obtention des figures de (4.13)
a (4.18) correspondantes a m=50 et m=100.
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S

Fig. 4.13. Variation de x; en fonction du temps pour m=50

Fig. 4.14. Variation de x, en fonction du temps pour m=50
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Fig. 4.15. Variation de u en fonction du temps pour m=50

Fig. 4.16. Variation de x; en fonction du temps pour m=100
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Fig. 4.17. Variation de x, en fonction du temps pour m=100

Fig. 4.18. Variation de u en fonction du temps pour m=100
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Le tableau 4.3 montre une comparaison entre la valeur de I’indice de performance
obtenue par notre méthode et celles obtenues par d’autres méthodes.

Source J

Bullock et Franklin [59] 1.6857
Bashein et Enns [55] 1.6905756
H. Jaddu [88] 1.6857113
Notre méthode pour m=50 1.7051
Notre méthode pour m=100 1.6962

Tableau 4.3. Valeurs optimales de J relatif a I’exemple 3

Malgré la simplicité de notre méthode, elle donne des résultats comparables a
celles obtenues par d’autres chercheurs.

Exemples 4 [88]

C’est le méme probleme défini dans I’exemple 3, seulement le systeme est
soumis aux contraintes suivantes :

()] <0.75 4.51)
m=x(;)+1=0 (4.52)
M, =x,(t;)=0 (4.53)

Donc le probleme d’optimisation est défini (4.44), (4.45), (4.46), (4.51), (4.52) et
(4.53). En utilisant I’approximation via les BPFs (4.51), (4.52) et (4.53) prennent
la forme suivante :

~0.75<C' <075 i=l...m (4.54)
CH +1=0 (4.55)
C2 =0 (4.56)

Donc le probleme original s’est converti a un probleme de programmation non
linéaire défini par (4.48), (4.49), (4.54), (4.55) et (4.56). L’ implémentation de cet
algorithme permet d’obtenir les courbes de (4.19) a (4.24) relatives a m=50 et
m=100.
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Fig. 4.19. Variation de x; en fonction du temps pour m=50

Fig. 4.20. Variation de x, en fonction du temps pour m=50
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Fig. 4.21. Variation de u en fonction du temps pour m=50

Fig. 4.22. Variation de x; en fonction du temps pour m=100
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Fig. 4.23. Variation de x, en fonction du temps pour m=100

4.24. Variation de u en fonction du temps pour m=100

82



Chapitre 4 Probléme De LLa Commande Optimale Non Linéaire

Ce probleme a été étudié par certains auteurs, le tableau 4.4 inclut a titre de
comparaison leurs résultats et les notres. On remarque que nos résultats sont
comparables a ceux obtenus par les autres auteurs.

Source J
Bashein et Enns [55] 2.1439039
H. Jaddu [88] 2.1443893

Notre méthode pour m=50 2.1537
Notre méthode pour m=100 2.1447
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Chapitre 5

Probleme de la Commande Optimale Non Linéaire Via les
Algorithmes Génétiques et les BPFs

5.1 Introduction

Les méthodes utilisées jusqu’ici pour résoudre les problemes d’optimisation
résultants de I’approximation du probleme de commande optimale via les BPFs
étaient basées sur la programmation quadratique séquentielle (SQP methods). Ces
méthodes sont, généralement, trés rapides mais la solution globale peut s’avérer
difficile a atteindre lorsque le systeme considéré est fortement non linéaire ou
multimodale comme, par exemple, le systeme du réacteur étudié par Hartig et al.
[98]. De méme, dans le probleme d’optimisation du réacteur a catalyseur bi
fonctionnel, Luus et al. [99] ont montré que I’utilisation de la SQP conduit a plus de
20 optimums locaux. Cependant la recherche pour I’élaboration de méthodes
alternatives servant a résoudre les problemes de commande optimale est d’actualité.

Dans les années soixante plusieurs auteurs ont essayé d’utiliser la programmation
dynamique pour résoudre les problemes de commande optimale, cependant cette
méthode souffrait de nombreux inconvénients qui limitait son utilisation a des
problemes de faibles dimensions. Pour surmonter les imperfections de la
programmation dynamique, Luus a introduit 1’utilisation de la programmation
dynamique de maniere itérative. Depuis, cette méthode a connu des améliorations
successives et a été utilisé pour résoudre des problemes fortement non linéaires de
commande optimale des systemes multivariables [100].

Une autre alternative pour résoudre les problemes de commande optimale est
I"utilisation des méthodes évolutionnaires. Récemment Pham a appliqué la méthode
évolutionnaire dans la commande optimale de plusieurs processus chimiques ou pour
la discrétisation des variables de commande, il a utilisé la technique de
paramétrisation de la commande, en revanche une méthode évolutionnaire
d’optimisation, qui est une classe de procédures aléatoires de recherche qui imitent
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les mécaniques de 1’évolution biologique naturelle, est utilisée au lieu de la
programmation non linéaire. En raison du caractere aléatoire de cette recherche
évolutionnaire, la méthode est tout a fait robuste mais conduit parfois a une
convergence lente. Pour améliorer la vitesse de convergence Storn et Price ont
présenté I’algorithme de 1’évolution différentielle (DE) [101]. Wang et Chiou ont
utilis€ un algorithme hybride basé sur la combinaison de 1’algorithme DE avec
I’algorithme SQP pour résoudre quelques problemes de génie chimique [102].

Dans le cadre de cette these, une autre méthode hybride est proposée. Elle consiste
en la combinaison des algorithmes génétiques avec I’algorithme de Newton pour
résoudre le probleme de la commande optimale non lin€aire (sans contraintes ou
soumis a des contraintes de saturation sur la commande) parametrisé via les BPFs.
Notre méthode présente 1’avantage d’€tre simple a implémenter et capable de
résoudre des problemes de dimension tres élevée.

Ce chapitre rappelle, d’abord, le principe des algorithmes génétiques. Ensuite le
probleme de commande optimale est formulé et parametrisé via les BPFs. Les étapes
de I’algorithme proposé pour résoudre le probleme d’optimisation non linéaire sont
présentées. Enfin un exemple d’application réel traité par d’autres auteurs cloturant
ce chapitre.

5.2 Principe des algorithmes génétiques simples [104].

Les algorithmes génétiques (AG) font partie d’une famille de méthodes
stochastiques appelée méthodes évolutionnistes qui reposent sur une analogie avec la
théorie de [’évolution naturelle de Darwin, selon laquelle les individus d’une
population les mieux adaptés a I’environnement ont une plus grande probabilité de
survivre et de se reproduire de génération en génération en donnant des descendants
encore mieux adaptés.

Les AG ont ét€ proposés par Holland en 1975, puis développées par d’autres
chercheurs tels que De Jong, Goldberg et Michalewics. Ils sont actuellement une des
méthodes les plus diffusées et les plus utilis€es dans la résolution de problemes
d’optimisation dans de nombreux domaines d’application.

Depuis le modele proposé par Holland en 1975, il y a eu différentes
implémentations concernant les AG. Néanmoins, le principe sur lequel la méthode
est basée reste toujours le méme. Nous allons présenter ici les notions de base des
AG ainsi que ses aspects les plus importants.
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5.2.1 Terminologie

Les AG définissent I’ensemble des parametres du probleme a optimiser comme étant
I’individu de la théorie de Darwin. L’environnement de cet individu est représenté
par I’espace de recherche du probleme d’optimisation, tandis que son adaptation a
I’environnement est donnée par la valeur de la fonction objectif évaluée sur lui.
Finalement, la population auquel il appartient est donnée par un ensemble de
différentes configurations de parametres, alors que les générations sont représentées
par les itérations du processus d’optimisation.

5.2.2 Description de la Méthode

L’algorithme de résolution commence avec la création d’une population P de taille
N>0 constituée par des individus générés al€atoirement. Ensuite, on mesure
I’adaptation de chacun des individus de P a partir de la fonction objectif évaluée sur
eux. La prochaine étape consiste a faire évoluer cette population vers une population
plus adaptée a chaque génération en utilisant trois différents opérateurs : la sélection,
le croisement et la mutation. Lorsque nous n’avons plus d’amélioration dans
I’adaptation des individus de la population, 1’algorithme s’arréte. La figure 5.1
illustre le processus d’optimisation développé par les AG.

A. Opérateur de Sélection : La sélection est un opérateur génétique appliqué sur la
population courante de facon a sélectionner les individus qui iront former la
population de la prochaine génération. La sélection de ces individus est basée sur
leur valeur d’adaptation. Ainsi, les individus les plus adaptés sont généralement
sélectionnés pour constituer la génération suivante, alors que les plus faibles sont
exclus sans avoir la possibilité d’avoir des descendants, comme nous montre la
figure 5.2.

Population F, Population P,

Individu i,

Individu i,

Individu i, Individu

Individu
Indiv—i“ o

Individu i,

Fig. 5.2 Sélection des individus d’une population
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Générer la population F,

l

Calculer I’adaptation de
chaque individu de F,

»
>

A 4

Croisement des individus

A 4

Mutation des individus

A 4

Calculer I’adaptation des nouveaux
individus de la population

A 4

Sélection desI individus

Non

ombre Max de
génération

l Oui

Meilleure configuration

Fig.5.1 Algorithme génétique standard

Il existe différentes facons d’implémenter un opérateur de sélection, parmi
lesquelles nous citons : la sélection proportionnelle et la sélection par rang.
Néanmoins, le processus de sélection développé par ces différents mécanismes est
toujours divisé en deux étapes. La premiere étape consiste a attribuer a chaque
individu ; un nombre réel p;qui représente le nombre de descendants attendu pour

lui dans la génération suivante. Selon le mécanisme de sélection utilisé, la valeur de
p;est calculée directement ou indirectement a partir de la valeur d’adaptation de

I’individu.

Dans le cas d’une sélection proportionnelle, p ;est calculé directement par :
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AUy . . :
=————N , ou N est la taille de la population

- N
D[
k=1

Dans la sélection par rang, on calcule la valeur de p; en fonction du rang k; que

Iy

I’individu occupe dans la population. Cette valeur est obtenue a partir d’une liste ou
les meilleurs individus sont dans les premieres positions, tandis que les moins
performants y occupent les dernieres. La valeur de p; est alors donnée par :

2k

jPsel
N -1
permet de spécifier si tous les individus auront une chance d’€tre sélectionnés
(p,; =0) ou seulement les individus les plus performants ( p,,, =1).

p;=l+pg - ,ou p, estlapression de sélection, définie entre O et 1, qui

La deuxieme étape du processus de sélection consiste a convertir la valeur du
p;de chaque individu en un nombre de descendants que chacun entre eux aura

effectivement dans la prochaine génération. Cette conversion est obtenue a 1’aide
d’un algorithme d’échantillonnage qui transforme les valeurs réelles des p; en

valeurs entieres. Les deux algorithmes d’échantillonnage les plus utilisés sont la
Roue de Loterie et la Roue de Loterie Généralisée.

Dans 1’algorithme d’échantillonnage proposé par Holland, on crée une roue de
loterie divisée en secteurs proportionnels au p;de chaque individu. Ensuite, on fait

tourner la roue un nombre de fois égal a la taille de la population. A chaque coup, on
prend une copie (descendant) de I'individu désigné par I’aiguille de la roue pour
faire partie de la nouvelle population. Ainsi, les individus avec plus grand p; auront

un plus grand secteur dans la roue et en conséquence une plus grande probabilité de
participer a la génération suivante. La figure 5.3 montre une représentation

graphique de I’algorithme.

i

Fig.5.3 Echantillonnage par roue de loterie
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L’algorithme d’échantillonnage proposé par Baker est basé sur le méme principe
que celui proposé par Holland, a la différence que la roue de loterie contient un
nombre d’aiguilles égal a la taille de la population et on ne la fait tourner qu’une
seule fois. Le nombre de copies de chaque individu sera alors donné par la position
indiqué par chaque aiguille (figure 5.4).

Fig.5.4.Echantillonnage par roue de loterie généralisée

A la fin de I’application de I’opérateur de sélection, la nouvelle population
contiendra une plus grande portion des meilleurs individus de la génération
précédente. On passe alors a I’étape de reproduction, dans laquelle seront utilisés les
opérateurs de croisement et de mutation.

B. Opérateur de Croisement. L.’ opérateur de croisement est utilis€ pour échanger les
caractéristiques génétiques entre les différents individus d’une génération
quelconque. Cet échange s’effectue en choisissant deus individus au hasard qui
seront crois€s avec une certaine probabilité de croisement p. de facon a générer

deux nouveaux individus. Dans le cas ou nous utilisons le codage réel pour
représenter les individus, ce croisement peut €tre obtenu a partir d’un simple échange
entre les deux parents, comme nous montre la figure 5.5.

Parents

X Xy X3 Xy X5 Xg Y1 Y2 V3 Vs Vs Ve

Xp Xy X31V4 Vs Ve V1 Yo Y3 X4 X5 Xg

Descendants
Fig.5.5 Croisement entre deux individus

Le croisement sur la figure 5.5 est du type 1-point. Nous avons encore d’autres
implémentations de croisement, tels que le type 2-points, le croisement uniforme et
le croisement arithmétique. Malgré ces différentes fagons de croiser les individus, le
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but de ces opérateurs reste toujours la conquéte de nouvelles régions de 1’espace de
recherche a partir de I’échange de caractéristiques entre les individus de la
population.

C. Opérateur de Mutation. 1.’ opérateur de mutation est appliqué sur les individus
d’une population de facon a obtenir d’autres individus avec des nouvelles
caractéristiques génétiques. Dans le cas d’un codage réel, le mécanisme de mutation
peut €tre implémenté en choisissant un individu de la génération courante au hasard
et en modifiant un de ses parametres aléatoirement avec une probabilité de

mutation p,, . Ce mécanisme est dénommé mutation uniforme et il est illustré dans la

figure 5.6.
Parent

X) Xy X3 X4 X5 Xg

v

X Xy X3 Xy Vs Xg

Descendant
Fig.5.6 Mutation d’un individu

Il existe encore d’autres manieres d’implémenter une mutation, telles que la
mutation non uniforme et la mutation aux bornes. Ainsi comme les opérateurs de
croisement, le but de tous ces opérateurs de mutation est d’atteindre des nouvelles
régions de I’espace de recherche.

En utilisant les trois opérateurs que nous venons de décrire, les meilleurs individus
se propagent de génération en génération en se combinant ou en échangeant leurs
meilleurs caractéristiques. En favorisant les meilleurs individus, les régions les plus
prometteuses de 1’espace de recherche sont explorées, ce qui permet d’atteindre un
optimum global.

Dans la suite, les AG sont utilisés pour résoudre le probleme de la commande
optimale des systemes non linéaires soumis a des contraintes de saturation sur la
commande.

5.3. Commande Optimale Basé sur les BPFs et les AG.

5.3.1 Position du Probleme.
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L’objectif est de trouver la commande optimale u*(f) qui minimise la
fonctionnelle suivante :

J=8(x(t,)) (5.1)
Sachant les contraintes suivantes :
- Equations d’état du systeme @ X, (¢) = f;(x(#),u(t)) i=12,...,n (5.2)
- La contrainte de saturation :  u;, <u, (1) Suy,, =121 (5.3)
- Les conditions initiales : x;(ty) = X; (5.4)

Ou :
x(t)e R",u(t)e R", f; et S sont des fonctions scalaires définies sur R et f, et sont,

respectivement, les instants initial et final supposés fixes.

5.3.2 Paramétrisation du Probleme via les BPFs

En utilisant 1’approximation via les BPFs, le probleme se réduira a un probleme
d’optimisation qui peut €tre énoncé comme suit : Il s’agit de minimiser la fonction :

J,=S(C),C2,...C") (5.5)
Sachant les contraintes suivantes :

- Approximation de 1’équation d’état :

CF =5 =2 F(CLCH i=120n k=12,
2
h . (5.6)
C' = Xy =5f,-(C",CZ)+hZf,-(Cx,Cf)
=1
ou: ¢; =|cr.cr...colecct =|cv,c | j=12,m
- Approximation de la contrainte de saturation :
Ui, SCY Sthy 1=12,7 k=12,..,m (5.7)
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Donc le probleme initial de commande optimale décrit par (5.1), (5.2), (5.3) et (5.4) s’est réduit a
un probléme d’optimisation décrit par (5.5), (5.6) et (5.7).

5.3.3. Solution du Probleme via les AG.

L’objectif souhaiter est de trouver la commande u*(t), qui est spécifiée par les
constantes de FourierC,",Cy,....C," i=1,2,...,r, qui minimise un critere de

m

performance J. Par conséquent la topologie du chromosome, dans le cas général, est
le suivant :

Chv | Cle | o |C | Cho|Cle | e | CE e |l C | O

m

Les parametres C," i=1,2,....,r k=1,2,...,m peuvent étre codés en binaire ou en

utilisant un codage réel. Dans cette these, on a opté pour un codage binaire. Par
conséquent, si chaque coefficient est codé par ¢ bits, on aura un vecteur chromosome
de dimensiongmr. Si en plus, la taille de la population est p on obtient, pour la

configuration de la population, une matrice de dimensiongmr X p . Ainsi la solution
du probleme de la commande optimale est menée selon les étapes suivantes.

Etape 1 : Générer la population de fagon aléatoire.
Etape 2 : Décoder chaque élément de la population.
Etape 3 : Résoudre le systeme d’équation non linéaire (5.6) de facon itérative.
Etape 4 : Evaluer la population initiale en calculant la fonction objective (5.5)
associée a chaque chromosome de la population.
Etape S : Tant que la précision voulue ou le nombre maximal de génération ne sont
pas atteints, répéter les opérations suivantes :

- Assigner une valeur dite Fitness a I’ensemble de la population.

- Sélection des individus pour la reproduction.

- Croisement des individus avec une probabilité de croisement p,..

- Mutation des individus avec une probabilité de mutation p,, .

- Résoudre le systeme d’équation (5.6) de facon itérative.

- Evaluation des individus sélectionnés.

- Réinsertion dans la population courante.
Etape 6: Enregistrer les coefficients correspondants a la commande et aux
trajectoires optimales ainsi que la valeur optimale du critere de performance.
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5.4. Exemple d’Application.

L’exemple que nous allons traiter dans ce paragraphe a été décrit et étudié par
R.Luus [103]; c’est un probleme de commande optimale non linéaire et
multivariable relatif a un réacteur chimique. Le lecteur intéressé par la modélisation
pourra se référé a la référence.

Enoncé du Probleme : Pour le systeme décrit par les équations d’état suivantes :

dx; =u, —qx, —17.6x,x, —23x,Xcu5
dt
dx,
— £ = ”1 —_ qx2 - 17.6xlx2 - 146x2x3
dt
dx,
g 2T
dx,
o = —qx, +35.2x,x, —51.3x,%,
% = —qx5 +219x,x; —51.3x, x5 69
t
(5.8)
% = —gx +102.6x,x5 —23x,x4u,
t
dx,
—L = —gx, +46x,x1u
" qx; 1X6U3
% = 5.8(gx, —1y)—3.7u, — 4.1u, + q(23x, +11x5 +28x, + +35x; ) - 5u; —0.099
t

q=u1+u2 +I/t4

Il s’agit de trouver la commande uz[ul,uz,u3,u4] qui minimise le critere de

performance suivant :

J=xg(t;) (5.9)

Sachant les contraintes suivantes :
- Les contraintes de saturation sur la commande :

0<u, <20;0<u, <6;0<uy <4,0<u, <20 (5.10)
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- Les conditions initiales :

x,(0)=0.1883 x,(0)=0.2507 x4(0)=0.0467 x,(0)=0.0899 (5.11)
x5(0)=0.1804 x,(0)=0.1394 x,(0)=0.1046 x4(0)=0

- Les instants initial et final :

t, =0 1, =0.2 heure

Il est connu que ce probleme peut éEtre transformé a un probleme de
programmation non linéaire, et en vertu de (5.5), (5.6) et (5.7) il est exprimé comme

suit : Trouver les coefficients C/",C/?,C/® etC;* i=1,2,....,m qui maximisent le
critere de performance :

J =C% (5.12)

pour le systeme décrit par les équations algébriques non linéaires suivantes :

R h
[ ¢ -x©=21

. h
c2 —x2(0)=5112

) h
o —x3(0):§ll3

Ci* —x,(0)= gz;‘

% h
< o —x5(0)=§lf

C — x,(0) = %If

(5.13%)

C" — x,(0)= %zf’

X, h8
C* —x(0)=—1
\1 8() 21
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/ X h =
]:

% ho &
C; —x2(0)=Elk +thj

J=1

X3 hs &
C;’ —x3(0)=§lk +hz;lj
=

. h k—1
o —x4(0):51;‘ +hy I}
j=1
C5—x (0)—515+h§15 k=23
k7S 2t g T (5.137)
X h e 6
C} —x6(0)=51k +hy 1

J=1

x ho &
cy —x7(0)=§lk +h) 1]
j=l

C¥ —xg(0)= ﬁz,f + hkz_ilf
N
Ou:

Il =C!* —Q,C" —=17.6C"C;> —23C;"C*C}"

I} =C" —Q,C» —17.6C"C;> —146C;>C;"

ll-s = C,-MZ - QiCix3 - 73Cix2 Cix3

I} =—-QC* +352C1C2 —51.3CHC e i=12,..,m
lf =—Q.c;° +219C2¢;* —51.3¢*¢;?

I =-Q,C* +102.6C*C;™ —23C1CoC}"

Il =—Q,C]" +46C"C;*C"

18 = 0,(5.8CH +23C +11C +28C" +35C,7 )—5.8C" —
~37¢" —4.1C" -5(c* f - 0.099

l

95



Chapitre 5 Commande Optimale Non Linéaire via les A.G

— (" up Uy
0, =C"+C* +C;
et soumis aux contraintes suivantes :

0<C" <20,0<C2 <6,0<C <4,0< Ci <20 (5.14)

i=1,2,....m

L’algorithme génétique décrit précédemment est appliqué pour résoudre ce
probleme d’optimisation avec les données suivantes :

- Sélection uniforme (Sampling Uniform Selection: SUS)

- Croisement un point avec probabilité de croisement p, =0.7

- Mutation uniforme avec probabilité de mutation p, =0.01

- la taille de la population=60

- Le nombre maximal des générations=1000.

- Le fitness est calculé par la méthode de rangement (Ranking Method)

Le résultat de I'implémentation est observé dans les figures de 5.1 a 5.24 relatives
am=10 et m=30.

0.5 0.35
0.45
0.3
0.4 —
- 1 0.25
103 2
X X

0.25 ] 02 [

0.2
_\_ 0.15
0.15
0. | | | | | | | | | 0. | | | | | | | | |
0 0.020.040.060.08 0.1 0.120.140.160.18 0.2 0 0.020.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
Temps (heure) Temps (heure)
Fig.5.1. Variation de x, pour m=10 Fig.5.2. Variation de x,pour m=10
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Fig.5.3. Variation de x; pour m=10 Fig.5.4. Variation de x, pour m=10
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Fig.5.5. Variation de x5 pour m=10 Fig.5.6. Variation de x, pour m=10

T

Fig.5.7. Variation de x, pour m=10 Fig.5.8. Variation de xg pour m=10
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Fig.5.9. Variation de u, pour m=10 Fig.5.10. Variation de u, pour m=10

Fig.5.11. Variation de u; pour m=10 Fig.5.12. Variation de u, pour m=10
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Fig.5.13. Variation de x; pour m=30 Fig.5.14. Variation de x, pour m=30

Fig.5.15. Variation de x; pour m=30 Fig.5.16. Variation de x, pour m=30
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Fig.5.17. Variation de x5 pour m=30 Fig.5.18. Variation de x, pour m=30

Fig.5.19. Variation de x, pour m=30 Fig.5.20. Variation de x4 pour m=30
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Fig.5.21. Variation de u, pour m=30 Fig.5.22. Variation de u, pour m=30

Fig.5.23. Variation de u; pour m=30 Fig.5.24. Variation de u, pour m=30

Nous remarquons bien que les courbes obtenues avec m=30 sont meilleures par
rapport a celles obtenues avec m=10, mais ceci s’est réalisé au détriment du temps de
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calcul. Par conséquent, il faut toujours chercher un compromis entre précision et
rapidité.

Le tableau 5.1 et La figure 5.25 donnent une idée sur 1’évolution du critere de
performance en fonction de m.

m 1 2 3 - 5 6 7 8

J [ 12.1781 | 18.1559 | 19.6876 | 21.2025 | 22.3639 | 22.8801 | 23.0543 | 23.2943
m 9 10 11 12 13 14 15 16

J | 23.3868 | 23.4936 | 23.5794 | 23.6824 | 23.7387 | 23.7621 | 23.7019 | 23.8658
m 17 18 19 20 21 22 23 24

J [23.8934 | 23.9146 | 23.9550 | 23.9790 | 24.0004 | 24.0184 | 24.0384 | 24.0656
m 25 26 27 28 29 30

J [24.0636 | 24.0768 | 24.0988 | 24.1090 | 24.1103 | 24.1223

Tableau 5.1 Valeurs de J correspondantes a m

25

20

15 1

10 1

0 ‘ ‘
0 10 20 m 30

Fig. 5.25 Evolution de J en fonction de m

Nous pouvons enregistrer, a partir de la figure 5.25, une convergence a partir d’une
valeur de m sensiblement égale a 10 a laquelle correspond une valeur de J égale a
23.4936 ce qui est, loin, meilleure que celle obtenue par R. Luus avec les mémes
données. Ceci est une conséquence de la méthode utilisée, d’une part, mais aussi des
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performances des micro-ordinateurs qui ne cessent de s’améliorer chaque jour,
d’autre part.

5.5 Conclusion

Nous avons présenté une méthode basée sur les BPFs comme moyen de réduction
du probleme de commande optimale a un probleme de programmation non linéaire
lequel est solutionné via 1’utilisation des algorithmes génétiques en vue de
I’obtention de 1’optimum global. En fait notre algorithme est hybride dans le sens ou
il integre une procédure de résolution d’un systeme d’équations non linéaires de
facon récursive. Par conséquent le vecteur chromosome n’était constitué que des
coefficients relatifs a la commande, donc de taille réduit, et le temps d’exécution
s’était amélioré par rapport aux méthodes basées sur les AG simples.
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Chapitre 6

Conclusions et Perspectives

6.1 Conclusions

Dans cette these nous avons proposé des méthodes numériques pour résoudre
plusieurs types de problemes de commande optimale. Ces méthodes sont basées
sur la paramétrisation des variables d’état et de commande en utilisant les
fonctions a blocs d’impulsion. L’utilisation des BPFs est motivée par différents
avantages qu’elles offrent par comparaison avec d’autres fonctions
d’approximation.

Les méthodes numériques proposées dans cette these ont les avantages
suivants :
- Meéthode simple d’approximation.
- Intégration facile de I’équation d’état.
- Onn’a pas besoin d’approximer la fonction coft.
- Obtention de bons résultats méme pour de faibles valeurs de m.

Nous avons appliquées notre méthode, dont la convergence est prouvée, sur
plusieurs exemples test étudiés par d’autres chercheurs en utilisant différentes
méthodes. Nous avons appliqué aussi la méthode (BPFs+AG) dan