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Résumé : 

 Le correcteur PID est la technique la plus utilisée dans l’asservissement des 

processus industriels pour des décennies. La conception et le réglage de ce type de 

correcteur a été un sujet de recherche depuis le jour où Ziegler et Nichols ont présenté leur 

méthode en 1942. Récemment, un correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire qui est une 

généralisation du correcteur PID classique a été proposé. L’intérêt pour ce type de 

correcteur est justifié par une meilleure flexibilité dans la conception de la commande 

puisqu’il a deux paramètres en plus, les ordres fractionnaires des actions d’intégration et de 

dérivation. Ces paramètres peuvent êtres utilisés pour satisfaire des performances 

additionnelles dans la conception des systèmes asservis. Bien que plusieurs méthodes et 

techniques de réglage du correcteur PIλDµ ont été proposées, un travail de recherche 

continu et intensif est encore en cours pour le rehaussement de la qualité et l’amélioration 

des performances des systèmes asservis.    

 Dans ce mémoire, une méthode de réglage du correcteur PIλDµ en se basant sur une 

technique récente pour le réglage du correcteur PID classique a été proposée. Cette 

technique utilise la réponse impulsionnelle du processus à asservir supposé stable et elle ne 

nécessite aucune approximation du processus par un modèle. Les cinq paramètres du 

correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire sont conçus tel que le système en boucle fermée soit 

équivalent à un modèle d’ordre fractionnaire désiré. Des exemples illustratifs ont été 

présentés pour tester cette approche de réglage. L’application de cette nouvelle méthode de 

commande à un moteur à courant continu a été faite. Les réponses fréquentielles et 

temporelles ont été obtenues et la robustesse en performances a été aussi analysée vis-à-vis  

des incertitudes sur le gain et le temps de relaxation du moteur à courant continu. 
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Introduction générale 

 Le correcteur PID est la technique la plus utilisée dans la commande des processus 

industriels pour des décennies. Les raisons majeures de sa large acceptation en industrie sont sa 

capacité de commander la majorité des processus, ces actions sont bien comprises et son 

implémentation est très simple. La conception et le réglage du correcteur PID a été un sujet de 

recherche depuis le jour où Ziegler et Nichols ont présenté leur méthode de réglage en 1942. Bien 

que toutes les techniques existantes pour le réglage des paramètres du correcteur PID, un travail 

de recherche continu et intensif est encore en cours pour le rehaussement de la qualité et 

l’amélioration des performances de la commande.  

 Le calcul fractionnaire est un sujet mathématique de plus de 300 ans, mais son application 

en physique et engineering a été uniquement reporté récemment. Dans la dernière décennie, en 

plus du développement théorique de la différentiation et intégration d’ordre fractionnaire, on 

trouve un nombre croissant d’applications du calcul fractionnaire dans différents domaines de la 

commande.  

 En automatique, ce n’est qu’au début des années 1990 que le régulateur CRONE 

(Commande Robuste d'Ordre Non Entier) a été proposé par Oustaloup [1]. En profitant des 

propriétés avantageuses des systèmes d'ordre fractionnaire, ce régulateur permettait d'assurer la 

robustesse de la commande dans une bande de fréquences donnée. Depuis cette initiative, La 

commande d'ordre fractionnaire captiva l'intérêt de beaucoup de chercheurs. En 1999, Podlubny 

[2] a proposé le régulateur PIλDµ, une généralisation du correcteur PID classique, comprenant une 

intégration fractionnaire d'ordre λ et une dérivation fractionnaire d’ordre µ, élargissant ainsi le 

champ d'application du calcul fractionnaire à la théorie de la commande ce qui a orienté plusieurs 

chercheurs à un nouveau axe de recherche qui est le réglage du correcteur PIλDµ d’ordre 

fractionnaire [3-4-5-20-23].  

Alors, l’objectif de ce travail est de proposer une méthode simple de réglage du correcteur 

d’ordre fractionnaire PIλDµ. Cette technique utilise la réponse impulsionnelle du processus à 

asservir supposé stable et elle ne nécessite aucune approximation du processus par un modèle. 

Les cinq paramètres du correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire sont conçus tels que le système en 

boucle fermée soit équivalent à un système désiré. Le système désiré utilisé dans cette technique 

de réglage est défini par sa fonction de transfert irrationnelle suivante:  
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  , avec 1< m < 2 

Ce type de système est très largement utilisé dans la commande d’ordre fractionnaire parce qu’il 

présente des caractéristiques de robustesse très importante tel que l’indépendance de son 

dépassement des variations du gain statique.    

Ce mémoire est décomposé en quatre chapitres organisé de la façon suivante :  

 Le chapitre I est consacré aux notions de base des opérateurs d’ordre fractionnaire. On y 

présente les définitions mathématiques de la dérivée et l’intégrale d’ordre fractionnaire ainsi que 

leur transformée de Laplace. On a introduit aussi les opérateurs d’ordre fractionnaire et leur 

approximation par des fonctions rationnelles avec un grand intérêt à la méthode de Charef [6] qui 

nous avons utilisé dans notre travail. 

 Le chapitre II présente des notions de base sur les systèmes linéaires fondamentaux 

d’ordre fractionnaire en présentant leurs spécifications et caractéristiques lorsque l’ordre m est tel 

que 1<m<2. Leur approximation par une fonction rationnelle en utilisant la méthode de Charef 

[7] a aussi été présentée. Enfin, l’approximation du correcteur d’ordre fractionnaire PIλDµ par une 

fonction rationnelle ainsi que sa réalisation à l’aide de circuits analogique en se basant sur la 

méthode de Charef [8] ont été données. 

 Le chapitre III présente les développements mathématiques de la nouvelle méthode de 

réglage du correcteur PIλDµ proposée. Des exemples d’illustration ont aussi été faits. 

 Le chapitre IV présente une application de la méthode de réglage du correcteur PIλDµ 

proposée pour la commande en position du moteur à courant continu. Puis, l’étude de robustesse 

du correcteur à été faite. Les résultats ont été comparés à ceux obtenus par un correcteur PID 

classique. 

 Enfin, une conclusion générale résume les principaux résultats obtenus dans ce travail 

ainsi qu’une perspective de travaux futurs.  
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Opérateur d’ordre fractionnaire 
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Opérateurs d’ordre fractionnaire 

 

 

I.1  Introduction au calcul fractionnaire  

Le calcul fractionnaire est le champ de l'analyse mathématique, l'investigation et 

l’application des intégrales et des dérivées d'ordre arbitraire. Le calcul fractionnaire peut être 

considéré comme un sujet ancien et encore nouveau. Ces dernières années l'intérêt considérable 

pour le calcul fractionnaire a été stimulé par les applications de ce calcul dans les différents 

domaines de la physique et de l’ingénierie [9]. 

 Généralement on sait que les dérivées et les intégrales d’ordre entier ont des 

interprétations physiques et géométriques claires, qui simplifient de manière significative leur 

utilisation pour résoudre des problèmes appliqués dans divers domaines de la science. La 

différentiation et l'intégration d'ordre arbitraire (pas nécessairement un nombre entier) n’a aucune 

interprétation géométrique et physique acceptable sur ces opérations pendant plus de 300 ans. 

Comme l'intégration et la différentiation d’ordre fractionnaire sont des généralisations des 

notions de l'intégration et de la  différentiation d'ordre entière, il serait idéal d’avoir de telles 

interprétations physiques et géométriques qui fourniront également un lien aux interprétations 

classiques de différentiation et d'intégration d’opérateur d'ordre entier [10]. 

L’objectif de ce chapitre est de présenter les bases théoriques des opérateurs d’ordre 

fractionnaire nécessaires pour le développement des chapitres qui suivent, tout en rappelant les 

définitions et les principales propriétés des opérateurs d’ordre fractionnaire.  

I.2  Opérateurs d'ordre fractionnaire  

Le calcul fractionnaire est une généralisation de l'intégration  et de la différentiation à l'opérateur 

fondamental d'ordre non entier ��� ��où ��  et �  sont des limites de l'opération.  L'opérateur 

intégro-différentiel continu est défini par [11] : 

                         














<ℜ

=ℜ

>ℜ

=

∫
− ,0)()(

,0)(1

,0)(

0

0

md

m

m
dt

d

D
t

t

m

m

m

m
tt

τ

                                                         (I.1) 

Où Cm∈ est l'ordre de l'opération ou C  anneau des nombres complexes. 

Et ℜ (.) symbolise la partie réelle d'un nombre complexe. 
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Il existe plusieurs définitions mathématiques pour l'intégration et la dérivation d'ordre 

fractionnaire. Ces définitions ne mènent pas toujours à des résultats identiques mais sont 

équivalentes pour un large panel de fonctions. 

 

I.2.1  Définition de Riemann-Liouville (R-L) 

L'intégrale dit de Riemann-Liouville est définie ainsi [11]:  

Définition 1 : Soient C  et R  les anneaux des nombres complexes et réels  respectivement. 

Soient Cm ∈ avec )(mℜ >0, Rt ∈0  et  f une fonction localement intégrable définie sur [t0  +∞ [. 

L'intégrale d'ordre m de f de borne inférieure t0 est définie par la formule suivante : 

                        m
t

RL
t I
0

)(tf τττ dft
m

t

t

m )()(.
)(

1

0

1
∫

−−
Γ

≡                                                                (I.2) 

avec 0tt ≥  et Γ (.) est la fonction gamma d'Euler définie par : ( ) 0,
0

1 >=Γ ∫
∞

−− xdyeyx yx . 

Définition 2 : Soient Cm ∈ avec )(mℜ >0, n un entier positif, Rt ∈0  et f une fonction 

localement intégrable définie sur [t0  +∞ [.  La dérivée d'ordre m de f de borne inférieur t0 est 

définie par la formule suivante :  

                        m
t

RL
t D
0

)(tf τττ dft
dt

d

mn

t

t

mn
n

n

)()(.
)(

1

0

1
∫

−−−
−Γ

=                                                 (I.3) 

Où le nombre entier n est tel que )1( −n < m <n . 

Cette dérivée d'ordre fractionnaire peut aussi être définie à partir de l'équation (I.2) comme suit: 

           
              m

t
RL

t D
0

)(tf { })()( tfI
dt

d mn

n

n
−=                                                                            (I.4) 

Remarque : Pour simplifier l'écriture, on notera dans la suite �� pour ���, et  �
  pour  ��
. 

 

I.2.2  Définition de Grundwald-Leitnikov (G-L)  

La dérivée d'ordre fractionnaire d'ordre m > 0 de G-L est donnée par [11]: 

m
t

GL
t D
0

)(tf =
0

lim
→h

( ) ).()1(
1

0

0

hktf
h

m
k

h

tt

k

k

m
−−∑











 −

=

                                                       (I.5) 

Où [ ].  dénote la partie entière d’un nombre réel, h est la période d’échantillonnage et les 

coefficients ( )m
k  sont donnés par : 
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                          =








k

m

)1km().1k(

)1m(

+−Γ+Γ
+Γ

                                                                            (I.6) 

Avec :                π=ΓΓ=+Γ )2/1()()1( etbbb  

La définition de Gründwald-Leitnikov de l’intégration d’ordre fractionnaire est formulée comme 

suit :                 m
t

GL
t I
0

)(tf = =− )(
0

tfD m
t

GL
t 0

lim
→h

( ) ).()1(

0

0

hktfh m
k

h

tt

k

km −− −










 −

=
∑                                  (I.7) 

I.2.3  Définition de Caputo 

Caputo a introduit une autre formulation de la dérivée d'ordre fractionnaire définie par [11] : 

m
t

C
t D
0

)(tf τ
τ

τ
d

t

f

mn
tfDI

t

t
nm

n
nmn

∫ +−
−∆

−−Γ
==

0

1

)(

)(

)(

)(

1
)(                                  (I.8) 

Avec n est un entier positif vérifiant l'inégalité )1( −n < m < n . 

Cette définition peut être formulée également en fonction de la définition de Riemann-Liouville 

comme suit :  

∑
−

=
+

−

+−Γ
+= 1

0

)( )0(
)1(

)()(
n

k

k
k

CRL f
k

t
tfDtfD

µ

µ
µµ                                              (I.9) 

Ce qui peut être décrit autrement par :                  

( )∑
−

=
+−= 1

0

)(

!
)0()()(

n

k

k
k

RLC k

t
ftfDtfD µµ                                            (I.10) 

 

I.2.4  Quelque propriétés de la dérivation non entière 

Les principales propriétés des opérateurs d'ordre fractionnaire sont les suivantes [9]: 

1. Si ( )tf est une fonction analytique det , alors sa dérivée d'ordre fractionnaire )(tfD m   est 

une fonction analytique de t et m. 

2. Pour nm = , où n est un entier, l'opération )(tfD m donne le même résultat que la   

différentiation classique d'ordre entier n. 

3. Pour 0=m  l'opération )(tfD m est l'opérateur identité : ( )tftfD =)(0 . 

4.  La différentiation et l'intégration d'ordres fractionnaire sont des opérations linéaires

( ) ( ) ( )tgbDtfaDtbgDtafD mmmm +=+)( . 

5.  La loi additive (propriété du semi-groupe)                                                      

����
��� � ����
���  est valable sous certaines contraintes sur la fonction  f(t). 
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6. la dérivée non entière de f(t) nécessite la connaissance de f(t) sur l'intervalle [t0, t] alors 

que dans le cas entier, seule la connaissance "locale" de autour de t est nécessaire. Cette 

propriété permette d'interpréter les systèmes non entiers comme des systèmes à mémoire 

longue, les systèmes entiers étant alors interprétables comme des systèmes à mémoire 

courte. 

I.3  Transformée de Laplace des opérateurs d'ordre fractionnaire 

Les définitions temporelles des opérateurs différentiels non entiers souffrent d'un 

formalisme mathématique quelque peu compliqué, mais leur expression dans le domaine de 

Laplace relève d'une simplicité remarquable, en particulier dans le cas de l'étude de systèmes 

relaxés à t=0. Nous intéressent au cas où l’ordre m est réel.  

 

I.3.1 Transformée de Laplace de l'intégrale d'ordre fractionnaire                                     

Nous commencerons par la transformée de Laplace de l'intégrale d'ordre fractionnaire de 

Riemann-Liouville d'ordre 0>m  définie par l’équation (I.2) qu'on peut écrire comme une 

convolution des fonctions 1

)(

1
)( −

Γ
= mt

m
tg et )(tf  

                          ( )∫
−−−

Γ
=−

Γ
==

t
mmmm tft

m
dft

m
tfDtfI

0

11 )(*
)(

1
)(

)(

1
)()( τττ                    (I.11) 

La transformée de Laplace de la fonction1−mt est [15]: 

{ } mm pmtLpG −− Γ== )()( 1                                                           (I.12) 

Donc la transformée de Laplace de l'intégrale de Riemann-Liouville :  

( )[ ]{ } )( pFptfIL mm −=                                                                       (I.13) 

De la même façon la transformée de Laplace de l’intégrale d’ordre fractionnaire  défini par 

Gründwald-Leitnikov et Caputo est aussi donné par l’équation (I.13). 

I.3.2  Transformée de Laplace de la dérivée d'ordre fractionnaire 

Nous citons dans ce qui suit la transformée de Laplace des différentes définitions de la dérivée 

d'ordre arbitraire [11]. 

I.3.2.1  Dérivée de Riemann-Liouville 

{ } [ ]∑
−

=
=

−−−=
1

0
0

1 )()()(
n

k
t

kmkmm tfDppFptfDL                                          (I.14) 

Avec nmn <<−1  cette transformée de Laplace de la dérivée de Riemann-Liouville est bien 

connue. Mais son applicabilité en pratique est limitée à cause de l'absence d'interprétation 

physique des valeurs limites des dérivées d'ordre fractionnaire pour0=t . 
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I.3.2.3  Dérivée de Gründwald-Leitnikov  

{ } )()( pFptfDL mm =                                                        (I.15) 

I.3.2.2  Dérivée de Caputo  

{ } ∑
−

=

−−−=
1

0

1 )0()()(
n

k

kkmmm fppFptfDL                                                      (I.16) 

L'avantage principal de la définition de Caputo par rapport à celle de Riemann-Liouville est 

qu'elle permet de considérer des conditions initiales conventionnelles faciles à interpréter telles 

que 10 )0(,)0( yyyy =′= etc. De plus, la dérivée de Caputo d’une constante est bornée (égale à 

0), alors que la dérivée de Riemann-Liouville d'une constante n'est pas bornée à 0=t .La seule 

exception est quand on prend −∞=t  comme point de départ (limite inférieure) dans la 

définition de Riemann-Liouville. Cependant, quand on s'intéresse à des processus transitoires, on 

ne peut pas accepter de placer le point de départ à ∞− ; dans ce cas la définition de Caputo 

semble être la plus appropriée quand on la compare aux autres. 

 

Remarque  

La résolution des équations différentielles d'ordre fractionnaire avec la transformée de Laplace se 

fait de la même manière qu'avec les équations différentielles d'ordre entier. 

 

I.4   Méthodes d’approximation des opérateurs d’ordre fractionnaire  

I.4.1 Méthode Générale d'approximation des opérateurs intégro-differentiels      d'ordre 

fractionnaire  

En général, une approximation rationnelle de la fonction mppG −=)(  ,0<m<1(Intégration d'ordre 

fractionnaire dans le domaine de Laplace) peut être obtenue en utilisant l'expansion des fractions 

continues  des fonctions [12] :                   





















+=

+
=

=−

;
1

1)(

;
)1(

1
)(

m

l

mh

m

p
pG

pT
pG

p                                                                (I.17) 

Où )(pGh  est l'approximation pour les hautes fréquences ( 1>>Tω ), et )( pGl  l'approximation  

pour les basses fréquences ( 1<<Tω ). 

Plusieurs méthodes ont été proposées pour l’approximation des opérateurs d’ordre fractionnaire, 

parmes les qu’elles la méthode de Carlson [12], Oustaloup [13], Mastuda [12] et Charef  [6]. 
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     Dans ce qui suit nous allons présenter une méthode d’approximation de l’opérateur d’ordre 

fractionnaire qui sera utilisé plus tard, cette méthode est développée par Charef en 1992 et 

nommé  la méthode de la fonction singulière [6]. 

I.4.2  La méthode de Charef : Fonction de singularité 

I.4.2.1  Approximation de l’opérateur intégrateur d’ordre fractionnaire 

La fonction de transfert de l’opérateur intégrale d’ordre fractionnaire est représentée dans le 

domaine fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante : 

  ����� � �
��                                                                                                  (I.18) 

Avec ωjp =  la fréquence complexe et m est un nombre positif tel que 0 < m < 1. 

Dans une bande de fréquence donnée[ ]hb,ωω ,  cet opérateur d’ordre fractionnaire peut être 

modelé par un pôle à puissance fractionnaire (PPF) comme suit :   

                        ���� � ��
��� �

���
�                                                                                                 (I.19)      

Si on suppose que pour [ ]hb ,ωω∈ω  on a ω  >> cω  , on peut écrire : 

( ) )(
1

pG
pp

K

p

K
pG Imm

m
cI

m

c

I ===









=

ω

ω

                                          (I.20) 

Avec ( )m
cI /1K ω=  et cω  est la fréquence de coupure du PPF qui est obtenue à partir de la basse 

fréquence bω  par la relation� � √10�$/���� & 1 .avec ε est l’erreur maximale permise entre la 

pente de la réponse fréquentielle de l'opérateur de l’équation (I.18) et le PPF de l'équation (I.19). 

Dans le but de représenter le PPF de l’équation (I.19), et par conséquent l’intégrateur d’ordre 

fractionnaire, par un système linéaire invariant dans le temps il est nécessaire d’approximer sa 

fonction de transfert irrationnelle par une fonction rationnelle [6], [8]. La méthode 

d’approximation consiste à approximer la pente de -20m dB/dec sur le tracé de Bode du PPF par 

un nombre de lignes en de zig-zag produisant une alternance de pente -20 dB/de et 0 dB/dec 

correspondant à une alternance de pôles et de zéros sur l’axe réel négative du plan p tel que p0 < 

z0 < p1 < z1 < . . . < zN-1 < pN. D’où l’approximation suivante : 

( )
∏

∏

=

−

=









+









+

≅









+

=
N

i i

N

i i
Im

c

I

p

p

z

p

K
p

K
pG

0

1

0

1

1

1
ω

                                                   (I.21) 
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Les ip  et les iz  sont les pôles et les zéros de l’approximation. En utilisant une méthode 

graphique [6], les pôles et les zéros de l’approximation s’avèrent sous une forme d’une 

progression géométrique. Cette méthode graphique d’approximation commence par une erreur 

d’approximation y en dB et une bande de fréquence d’approximation hmax 100ω=ω . Le nombre 

de pôles d’approximation N est donné par: 

                         ' � �()�*+ +,�*+) -./0�
��12�� �

./0�34� 5 6 1                                                                (I.22) 

L'arrangement des singularités (pôles-zéros) est établi selon les deux progressions géométriques 

suivantes : 

  
( ) 0

i
i pabp =    , pour N,...,1,0i =      

  ( ) 0zabz i
i =    , pour   1N,...,1,0i −=                                (I.23) 

Où a et b sont appelés les rapports de position, leurs expressions en fonction de y et m sont 

données par : 

 
( ) 







−= m110

y

10a , 









= m10

y

10b           (I.24) 

Et  le premier  pôle p0 et le premier zéro z 0 sont donnés par:   

 bp c0 ω= ,    00 apz =                       (I.25) 

Par conséquent, la fonction rationnelle d’approximation dans une bande de fréquence donnée 

sera : 

  ����� � ��
��� �

���
� 7 8�

∏ ��� �
:��1;�<�

=>?<@�
∏ ��� �

���1;�<�=<@�
                                                               (I.26) 

Exemple illustratif: 

Considérons l’intégrateur d’ordre 0.7, on veut approximée sur la bande [10AB, 10B] et pour (y=1dB, 

ε=10AD).l’approximation est donné par l’équation suivante : 

 

  ����� � �
��.F 7 ��G ��� � 2.0845 10L ∏ M�� �

�N.O�O� ?�>P�Q.RRSO�<�T?U<@�
∏ M�� �

�Q.?SFR ?�>P�Q.RRSO�<�T?R<@�
  

La figure (I.1) représente le tracé de Bode  de la fonction de transfert de l’intégrateur d’ordre 0.7 

et son approximée. Cette figure montre que la les tracé de Bode de la fonction 
�

��.F  et son 

approximé sont superpose sur la bande d’approximation, en remarque que l’amplitude est une 

droite de pente &20 V 0.7 � &14XY/X+Z et la phase est une constante de &0.7 V [
B � -63 deg. 
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Figure I.1 : Tracé de Bode amplitude et phase de �A�.\et son approximé. 

 

I.4.2.2  Approximation de l’opérateur dérivateur d’ordre Fractionnaire  

La fonction de transfert de l’opérateur dérivateur d’ordre fractionnaire est représentée dans le 

domaine fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante : 

mpp =)(G D                                                                               (I.27) 

Avec ωjp =  : la fréquence complexe et m : est un nombre positive tel que  0<m<1.Dans une 

bande de fréquence donnée[ ]hb ,ωω cet opérateur peut être modelé par un zéro à puissance 

fractionnaire (ZPF) comme suit [8]:   

  ���� � 8] �1 6 �
^��

�
                                                                                      (I.28) 

Si on suppose que pour [ ]hb ,ωω∈ω  on a ω  >> cω  , on peut écrire : 

( ) mm
m
c

D

m

c
D pp

Kp
KpG ==








=

ωω
                                                    (I.29) 

Avec : m
cDK ω=  et cω  est la fréquence de coupure de ZPF qui est obtenue à partir de la basse 

fréquence bω  par la relation bc 01.0 ω=ω . 
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Dans le but de représenter le ZPF de l’équation (I.28), et par conséquent  le dérivateur d’ordre 

fractionnaire, par un système linéaire invariant dans le temps, il est nécessaire d’approximer sa 

fonction de transfert irrationnelle par une rationnelle. La méthode d’approximation consiste à 

approximer la pente de 20mdB/dec sur le tracé de Bode du ZPF par un nombre de ligne en Zig-

Zag produisant une alternance de pente 20 dB/de cet 0 dB/dec correspondant à une alternance de 

pôles et de zéros sur l’axe réel négative du plan p tel que z0<p0<z1<p1< . . . <zN-1<pN  [6]. D’où 

l’approximation suivante : 

   ���� � 8] �1 6 �
^��

� 7 8] ∏ ����/_<�=<@�∏ ����/�<�=<@�
                                                         (I.30) 

En utilisant une méthode graphique simple [6], les pôles et les zéros de l’approximation s’avèrent 

sous une forme d’une progression géométrique. Cette méthode graphique d’approximation a 

commencé par une erreur d’approximation y en dB et une bande de fréquence d’approximation

hmax 100ω=ω . Le nombre de pôles d’approximation N est donné par : 

    ' � �()�*+ +,�*+) -./0�
��12:� �

./0�34� 5 6 1                                                      (I.31)  

L'arrangement des singularités (pôles-zéros) est établi selon les deux progressions géométriques 

suivantes : 

( ) 0
i

i zabz = , pour N...,2,1,0i =            (I.32) 

  ( ) 0
i

i azabp = , pour N...,2,1,0i =  

Avec : bz c0 ω=   et 00 azp = . 

Par conséquent, la fonction rationnelle d’approximation dans une bande de fréquence donnée 

sera : 

 

�]��� � 8] �1 6 �
^��

� 7 8]
∏ ��� �

:��1;�<�
=<@�

∏ ��� �
���1;�<�=<@�

                                                    (I.33) 

 

Exemple :  

Considérons le dérivateur d’ordre 0.35, en veux  approximer sur la bande [10AB, 10B] et pour 

(y=1dB, ε=10AD).l’approximation est donné par l’équation suivante : 

                  

          �]��� � ��.LD 7 ��G ��� � 0.0247 ∏ M�� �
�S.PON ?�>P�Q.FP?N�<�T?R<@�

∏ M�� �
�P.�FR ?�>P�Q.FP?N�<�T?R<@�
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La figure (I.2) représente le tracé de Bode  de la fonction de transfert de dérivateur d’ordre 0.35. 

Cette figure montre que la les tracer de bode de la fonction ��.LD  et son approximé sont 

superpose sur la bande d’approximation, en remarque que l’amplitude est une droite de pente 

20 V 0.35 � 7XY/X+Z et la phase est une constante de 0.35 V [
B � 31.5 deg. 

 

Figure I.2 : Tracé de Bode amplitude et phase de ab.cdet son approximé. 

I.5  Implémentation analogiques des Opérateur d’ordre fractionnaires   

I.5.1  Implémentation analogiques de l’intégrateur d’ordre fractionnaire   

L’approximation de l’intégrateur d’ordre fractionnaire est donnée par l’équation (I.26) de la 

forme : 

  ����� � ��
��� �

���
� 7 8�

∏ ��� �
:��1;�<�

=>?<@�
∏ ��� �

���1;�<�=<@�
                                                                

On doit décomposer la fonction rationnelle GI(p) en somme de fractions élémentaires, on 

obtient la formule suivante : 

  ( ) ∑
∏

∏
=

=

−

=









+

=









+









+

=
N

i

i

i

N

i
i

N

i
i

I

pab

p

h

pab

p

apab
KpG

0

00 0

1

0 0

)(
1

)(
1

)(

p
1

.                                           (I.34)  
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Ou` les coefficients hi sont les résidus et qui sont déterminés par : 

  

( )

( )∏

∏

∏

∏

≠=

−

−

=

−

≠=

−

=

−









−

=











−











−

=
N

ij,0j

)ji(

1N

0j

ji

I
N

ij,0j 0
j

0
i

1N

0j 0
j

0
i

Ii

)ab(1

a

)ab(
1

.K

p)ab(

p)ab(
1

ap)ab(

p)ab(
1

.Kh  ,   N,...1,0i =                              (I.35)    

Cet équation correspond à l’impédance d’un réseau RC du type Foster 1ere forme dont le schéma 

est représenté par la figure(I.3) [8]: 

 

 

  
 

 

 

 

 

L’impédance de ce réseau est : 

                        
∑

=









+
=

N

i ii

i

CpR

R
pZ

0 1
)(                                                                   (I.36) 

Alors :  








=

=
⇒









=

=

ii
i

ii

ii

i
ii

hp
C

hR

hR

p
CR

1

1

 Pour N,...,1,0i =                                          (I.37) 

I.5.2  Implémentation analogiques de dérivateur d’ordre fractionnaire   

De l’équation (I.33), l’approximation de l’opérateur dérivée d’ordre fractionnaire dans une bande 

fréquentielle donnée par une fonction rationnelle a la forme : 

  �]��� � 8] �1 6 �
^��

� 7 8]
∏ ��� �

:��1;�<�
=<@�

∏ ��� �
���1;�<�=<@�

                                                     

La décomposition en éléments simples de la fonction rationnelle approximant le dérivateur 

d’ordre fractionnaire ( )pGD  donne : 

                        

( ) ∑
=









+

+=
N

i

i

i
D

p

p

pg
GpG

0
0

1

                                            (I.38) 

…... 

C1 

R1 

I(p) 

V(p) 
CN 

RN 

C0 

R0 

Figure I.3 : Réalisation analogique de l’intégrateur d’ordre fractionnaire  
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                    Avec :     D0 KG =                                                                                                (I.39) 

 Et :    

( )( )

( ) ( )∏

∏

≠=

−

=

−

−−

−
=

N

ij,0j

)ji(
0

i

N

0j

ji

Di

)ab(1az)ab(

a)ab(1

Kg  Pour N,...,1,0i =                      (I.40) 

Cette équation correspond à l’admittance d’un réseau du type Fostereme2  forme dont le schéma 

est représenté comme suit [8]: 

 

 

 

 

 

 

 

 

L’admittance de ce réseau est de la forme : 

                 
∑

= +
+=

N

i ii

i

P CpR

pC

R
pY

0 )1(

1
)(                                                                                    (I.41) 

Alors : N....2,1,0ipour

G

1
R
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R
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R

1
G

Cg

CR

1
p
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p

ii
i

ii
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0

ii

ii
i

=








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




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=

⇒






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


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=

=

=

                                   (I.42) 

 

I.6 Conclusion 

Nous avons présenté dans ce chapitre quelque définition de base pour la dérivation 

d’ordre non entier, ainsi sa représentation dans le domaine de Laplace ,puis en à présenter une 

méthode d’approximation des operateurs d’ordre fractionnaire par des fonctions rationnelles dite 

la méthode de la fonction singulière qui nous avons utilisé dans les chapitres suivantes, deux 

exemples illustratives sont présenter, les résultats obtenus montrent qu’on obtient une bonne  

approximation dans une bande fréquentielle donné, finalement une méthode à été présenter pour 

la synthèse d’un opérateur d’ordre fractionnaire bornée en fréquence à l’aide d’un circuit 

analogique.  

NR  

NC  

1R  

1C  

0R  

0C  

PR  

)( pI   

 
)( pV  

Figure I.4 : Réalisation analogique de dérivateur d’ordre fractionnaire  
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Systèmes d’ordre fractionnaire et Correcteur PIλDµ 

 

II.1 Systèmes linéaires d’ordre fractionnaire  

Les systèmes linéaires d'ordre fractionnaire sont des systèmes dynamiques linéaires 

représentés par des équations différentielles linéaires d’ordre fractionnaire dont les ordres de 

leurs dérivées sont des nombres réelle. L’équation différentielle linéaire fondamentale d’ordre 

fractionnaire est définie par [14] : 

                         ����� ��	�
��
� � ��
� � ��
�             0 � � � 2                                                  (II.1) 

Avec :   e(t) : signal d’entrer. 

  Y(t) : signal de sortie. 

  � � : Constante de temps. 

Il y’a deux  type des systèmes fondamentaux [7] : 

  -système d’ordre fractionnaire de relaxation pour   0<m<1. 

 -système d’ordre fractionnaire d’oscillation pour   1<m<2. 

Nous nous intéressons dans notre étude au deuxième cas (1<m<2), ce type de système à un 

comportement d’un système du deuxième ordre avec une paire de pôles complexes conjugués. 

Plus tard nous avons utilisé ce type des systèmes  comme un modèle de référence  dans la 

conception de correcteur. La fonction de transfert de ce type de système est donnée par la 

fonction irrationnelle suivante : 

                       ���� � �������� � ���������            1 � � � 2                                                              (II.2)    

            τ0 : temps caractéristique de relaxation. 

 

II.2 Approximation par une fonction rationnelle  

Dans cette section, on va présenter une méthode d’approximation développée par Charef 

en 2006 [7]. La fonction de transfert de l’eq. (II.2) est approximée par l’équation suivante : 

  ���� � ��������� � �������� ��������!"�������   , �$%&  1 � � � 2                                     (II.3) 

           ���� � �'����(���   
                       �'��� � �1 � ����!)�   : C’est un zéro à puissance fractionnaire (ZPF).      

  �(��� � ��������!"�������  ; C’est un système du second ordre régulier. 

On peut facilement montrer que : 

  ��*+� � ����,-���� � ���,-���� ��,-�����!"�,-�����   , 1 � � � 2              
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Pour +<<1/τ0          |��*+�| � 1 � 1                            

Pour +>>1/τ0          |��*+�| � ��-���� � �-���� ��-���� � ��-����     

Pour +=1/τ0            |��*+�| � / ����,��/ � 0���,�� �0|!,"|                     

          |��*ω�| � �
2���345 ��6� �����578 ��6� ��� � �√!� �"                                 

Le facteur d’amortissement est donnée par : 

                                 : � 2���345 ��6� ��!� ;                                                              (II.4) 

Le facteur d’amortissement est en fonction de l’ordre fractionnaire m. 

Pour  représenter un système d’ordre fractionnaire oscillatoire de l’équation (II.3) par un modèle 

d’un système linéaire invariant dans le temps, on doit approximé la fonction GN(p) (ZPF) par une 

fonction rationnelle dans la bande de fréquence [0, ωH]. 

L’approximation du GN(p)  par la méthode de Charef [6], [8] est :                 

  �1 � ����!)� � ∏ ����/>?�@?A�∏ ����/�?�@?A�                                                                             (II.5) 

Les paramètres a, b, z0, p0 et N peuvent être déterminé facilement par : 

  B � 10C D;�E; �� ��FGG ,     H � 10C	/���!)��G , I� � ��� 10C	/!��!)��G  , �� � BI�  et  

  J � �K
Lé� MN4O �P�QRS� �
N4O �TU� V � 1  

Les �W et IW calculer par :X IW � �BH�WI�    L � 0,1, . . , J�W � �BH�WBI�    L � 0,1, . . , J$%: I� � �� � I� � [I' � �' \  
En remplaçant l’approximation du ZPF dans l’équation (II.3) on obtient : 

  ���� � �C�������!"�������G ∏ ����/>?�@?A�∏ ����/�?�@?A�                                                                     (II.6) 

 

 II.3 Réponses temporelles et fréquentielles : 

Par décomposition en éléments simples de (II.6) on obtient la forme suivante : 

  ���� � ]��^C�������!"�������G� ∑ `?��� aa?�
'Wb�                                                                   (II.7) 

   Avec :         c � 1 d ∑ eW'Wb�                                                                                                   (II.8) 

                       f � )�-g�∑ eW�W'Wb�                                                                   (II.9) 

      +h : La pulsation de résonance (+h � 1/�� )                                                                   
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ki (i=0,1,…, N) ; sont les résidus des pôles qui peuvent être calculés comme suit : 

iW � �j�T√U�TU�?��)!"ET√U�TU�?F��k ∏ ��)T�TU�? l�@lA�∏ ��)�TU�? l�@lA�lm?
                                              (II.10)                                                           

La sortie :n��� � ����o��� � ]��^C�������!"�������Go��� � ∑ `?p�� aa?q
'Wb� o���                           (II.11) 

 

II.3.1  La réponse impulsionnelle  

En remplaçons E(p)=1 dans l’équation (II.11) on obtient la sortie :  

   n��� � ]��^C�������!"�������G� ∑ `?p�� aa?q
'Wb�                                                                 (II.12) 

B, A et ki sont calculées par les relations (II.8), (II.9) et (II.10) respectivement. 

En utilisant la transformée de Laplace inverse, la réponse impulsionnelle de ce système est 

donnée par la relation suivante [7]: 

��
� � �-g r^�)!]^"-g�]�-g��)"� s�/! �)"-g
 sinE+hw�1 d :!�
 � xF � ∑ iW�W�)�?
'Wb�           (II.13) 

 Où la phase x est donnée par:          

  x � B&y
z p])-gw��)"��^)]"-g q                                                         (II.14) 

La figure suivante montre le comportement de la réponse impulsionnelle pour plusieurs valeurs 

de m ( � � 1{H �
 +h � 1 ): 

 

Figure II.1 : La réponse impulsionnelle du système pour  m=1.1, 1.3,…,1.9. 

Temps (s) 

Y(t) 
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II.3.2  La réponse indicielle  

En remplaçons (E(p)=1/p)  dans l’équation (II.11), on  obtient la formule : 

   n��� � ]��^�C�������!"�������G� ��∑ `?p�� aa?q
'Wb�                                                            (II.15) 

En utilisant la transformée de Laplace inverse, la réponse indicielle de ce système est donnée par 

la relation suivante [7]: 

��
� � 1 � �-g r^�)!]^"-g�]�-g��)"� s�/! �)"-g
 sinE+hw�1 d :!�
 � x�F d ∑ iW�W�)�?
'Wb�   (II.16) 

où la phase 1ϕ est donnée par: 

  x� � B&y
z p])-gw��)"��^)]"-g q d B&y
z pw��)"��" q                                               (II.17) 

La figure suivante montre le comportement de la réponse indicielle pour � � 1{H �
 +h � 1 

 

Figure II.2 : La réponse indicielle du système pour t m=1.1, 1.3,…,1.9. 

La figure (II.2) montrer que Lorsque m tend vers 1, le système se rapproche du système du 

premier ordre, et les oscillations diminuent. Inversement, lorsque m tend vers 2, le système se 

rapproche du système du second ordre, et les oscillations augmentent (se rapproche du système 

du second ordre régulier). 

 

II.3.3  Les réponses fréquentielles  

L’expression pour l’analyse fréquentielle de ���� est : 

Temps (sec) 

Y(t) 
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��*+� � �����-/-g�� 345��|/!���,�-/-g�� 578��|/!�                                                                    (II.18)             

 ���� � ��������� � �������� �C�������!"�������G                         
En fait variée m entre 1.1 et 1.9 et on obtient les tracés de bode suivants : 

 

 

Figure  II.3 :  Tracé de Bode des fonctions des eq. (II.2) et (II.6) pour plusieurs valeurs de m. 

De la figure (II.3) on remarque que les pentes sont entre –20dB et –40dB en variant l’ordre m. 

Les courbes montrent la bonne approximation de la fonction de transfert de l’eq. (II.2). 

 

II.3.4 La fonction de transfert idéal de bode : 

Bode a proposé une forme idéale de la fonction de transfert de la boucle de commande 

dans son travail sur la conception de feedbacks amplificateurs (voire Fig II.4), cette fonction de 

transfert à la forme :     }��� � �-~� ��   m � R.                               (II.19) 

___ Exact 

___  approx 
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- + 

E(p) Y(p) 

Où ωc
 
est la fréquence de coupure désirée et le paramètre m la pente de la caractéristique idéale 

du gain. En fait, la fonction de transfert L (p) est un intégrateur d'ordre fractionnaire pour m >0.  

Les diagrammes de Bode de L(p) (1<m<2) sont très simple figure (II.5). La courbe d'amplitude 

est une ligne droite de pente constante – 20m dB / dec, et la courbe de phase est un trait 

horizontal à -m�/2 rads. La courbe de Nyquist se réduit à une ligne droite passant par l'origine 

avec arg L (jw)= -m�/2 rad.  

Maintenant considérons le système a retour unitaire représenté sur la figure (II.4) avec 

L(p) est la fonction de transfert idéal de Bode. Ce choix de L(p) donne un système en boucle 

fermé avec la propriété souhaitable d'être peu sensible à la variation du gain.  

 

 

  

 

Figure II.4 :  Boucle de commande idéale de Bode. 

 

La fonction de transfert en boucle fermée : 

  ���� � �������� � �����/-~�� � �����                      B��y:  e �  +��                      (II.20) 

(Pour : 1<m<2 en à un système d’ordre fractionnaire oscillatoire). 

Ce système à la propriété de robustesse, en termes d’invariance sous changement d’échelle de 

fréquence [15]. 

 

 

|}�*+�|�^ d�20{c/{�y 

0  dB 

+�  

d��/2 

d� 

x� � ��1 d�2 � 

log �+� 

log �+� 

��B�� 

}��� � �+�� �� 

Figure II .5 : Tracé de Bode amplitude et phase de L(p) pour 1<m<2. 
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Les caractéristiques générales de la fonction de transfert de Bode sont les suivantes [9] : 

a) En boucle ouverte :  

- Gain : une pente constante de -20mdB/dec. 

- Fréquence de coupure : une fonction de K. 

- Phase : ligne horizontale de –m 
��  . 

- Nyquist : ligne droite avec un argument –m 
��  . 

b) En boucle fermée avec retour unitaire :  

 - La marge du gain est infinie.  

- La marge de phase est constante :φm=�(1- 
�! ), elle dépend seulement de m.  

La figure (II.6) représente la réponse indicielle du système de l’eq. (II.20) pour  m=1.5 et 

différente valeur de K (��= [0.1, 1 et 10] correspond à K= [31.6228, 1 et 0.036]) e � � ����� . 

 

Figure II.6 :  Réponse indicielle du système de l’eq.(II.20) pour différente valeurs de K. 

 

La figure (II.6) montre qu’on obtient un dépassement de 25.28% indépendant du K, cette 

propriété est dite iso-amortissement (: � y$K�
BK
� � 0.0526). 
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II.4 Performances et Caractéristiques du Système Oscillatoire d’ordre Fractionnaire  

Le but fondamental pour la conception des systèmes asservis consiste à répondre aux conditions 

fixées par le comportement du système projeté. Dans cette partie nous avons cité brièvement les 

spécifications du système oscillatoire a partir des résultats obtenir par Assabaa  dans  [16], [17]. 

II.4.1 Spécifications fréquentielles  

1. Facteur de qualité :            � � �
2!�������6� �                                       (II.21) 

2. Facteur d’amortissement :           : � 2�������6� �!� ;                                         (II.22) 

  : Dépond seulement de m se qui permet d’introduire la notion de mode oscillatoire robuste   

[17]. 

3. Pulsation de résonance :            +� � +h�dcos ���/2���/�                   (II.23) 

4. Facteur de résonance :                        �� � |��*+��| � �578 ��6� �                        (II.24) 

   �� Dépond seulement de  m se qui permet d’introduire la notion de résonance robuste [17]. 

 

II.4.2 Spécifications temporelles  

1. Dépassement(%):           �� � �� d 1.005��� d 0.755�                        (II.25) 

2.  Le temps de dépassement :          
� � �.�����)�.!�!����)�.��-g                                              (II.26) 

3.  Temps de réponse            
��2%� � �√!� ;
-g2��345 ��6� � � �"-g     1.138<m<2   (II.27) 

4. 4. Le temps de monté :            
& � �.�������.�������)�.�!�-g                                             (II.28) 

 

II.5 Correcteur d’ordre fractionnaire PI λDµ 

 

II.5.1 Introduction : 

  Afin d’améliorer les performances des systèmes asservis linéaires, Poudlubny [2] a 

proposé une généralisation du correcteur PID classique à la forme PIλDµ nommé le PID 

fractionnaire, où λ et µ sont des réel positifs tel que 0<λ<1 et 0<µ<1, Il a montré que les 

performances étaient considérablement améliorées par rapport à celles obtenues par un PID 

d'ordre entier. L’expression analytique du PID fractionnaire est donnée par l’équation suivante :
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  ���� � e� � �?�� � ���                                                         (II.29) 

Où          Kc: représente l’action proportionnelle. 

Ti / p
λ: représente l’action intégrale d’ordre fractionnaire. 

  Td p
µ: représente l’action dérivation d’ordre fractionnaire.  

 

                

Figure II.7 : Correcteur PID et PIλDµ 

Comme il est montré sur la figure (II.7), le PIλDµ fractionnaire généralise le PID conventionnel et 

l’étend du point au plan. Cette extension donne plus de flexibilité dans la conception des 

commandes PID.  Ce type de correcteur est généralement utilisé dans la conception d’une 

commande  robuste. 

 

II.5.2 Approximation du PI λDµ par une fonction rationnelle 

Dans cette partie nous considérons le cas ou  1<λ<2 et 1<µ<2 l’équation (II.29) devient : 

                          ���� � e� � �?�  r ���?s � �� � �����                                   
  1/pmi : est l’operateur de l’intégrale d’ordre mi    avec :           0< mi <1  

   pmd : est l’operateur de la dériver d’ordre md       avec :          0< md <1  

Dans une bande de fréquences [ωb, ωh], l’action intégrale et dérivée d’ordre fractionnaire  est 

réalisée  respectivement par un PPF et ZPF. On obtient l’approximation du PIλDµ par la méthode 

de Charef [8] : 

     ���� � e� � �?�  ¡e¢ ∏ ����/>£?�@£ ;?A�∏ ����/�£?�@£?A� ¤ � �� � ¡e( ∏ ����/>¥?�@¥?A�∏ ����/�¥?�@¥?A� ¤                  (II.30) 

Les pôles  �¢? , les zéros I¢? et les paramètres e¢et J¢ de l’approximation de l’intégrateur d’ordre 

fractionnaire peuvent être calculé à partir de la section (I.4.2.1).   

Les pôles  �(? , les zéros I(? et les paramètres e(et J( de l’approximation de dérivateur  d’ordre 

fractionnaire peuvent être calculé à partir de la section (I.4.2.2).   

 

 
•  •  

•  •  

λ 

µ µ=1 

λ=1 

P PD 

PID 

(0,0) 

PIλDµ 

PI •  •  

•  •  

λ 

μ µ=1 

λ=1 

P PD 

PID 
PI 

(0,0) 
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Exemple illustrative : 

Considérons le correcteur PIλDµ défini par sa fonction de transfert suivante : 

                             ���� � 2.4 � r�.���;.§s � 6 ���.��                                                     (II.31) 

Donc :       ���� � 2.4 � �.��� r ���.§s � 6� ���.��  
En obtient l’approximation rationnelle du PIλDµ  par l’approximation des operateurs  

���.§ et  ��.� 
sur la même bande fréquentielle (ωL,ωH)=[0.1,10rad/s],les paramètre d’approximation utilisé 

sont :ε=10-5,y=1db et ωmax=100ωL=103rad/s, les pôles et zéros de l’approximation peuvent 

calculer à partir de la section (I.4.2.1) et (I.4.2.2). 

On obtient la fonction de transfert rationnelle suivante : 

���� � 2.4 � �.��� ¨ ©\415.9188 ∏ ¬��p ­®.¯�¯�¨;� ®��.°°±¯�²q³;®²A�
∏ ¬��p ­�.;±§°¨;� ®��.°°±¯�²q³;´²A� µ\ � 6� ¨  

¶\0.0024 ∏ C���·/�!.����¨�� ®�!.���¸�²��G;´²A�∏ C���·/��.¸�¸�¨�� ®�!.���¸�²��G;´²A� ¹\  
Les figures (II.8) et (II.9) représentent le tracé de Bode amplitude et phase de la fonction de 

transfert du PI1.7D1.7 et son approximation rationnelle, en remarque la bonne approximation sur 

la bande [0.1, 10rad/s].    

       

 

Figure II.8 : Tracé de Bode amplitude de PI1.7D1.7 et son approximé. 
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Figure II.9 : Tracé de Bode phase de PI1.7D1.7 et son approximé. 

II.5.3 Implémentation analogique du correcteur PIλDµ : 

La structure de PIλDµ est constituée d’une connections parallèle des trois actions, 

proportionnelle, intégrale et dériver, comme il est montrer par la figure suivante [8]: 

  

Donc :                      ���� � º������� � ºa������� � º£������� � º¥������� � i� � �?�� � ���                     (II.32) 

 Les 3 éléments du correcteur  peuvent réaliser comme suite : 

-l’action proportionnelle peut réaliser par un simple amplificateur comme représenter par la 

figure (II.11)  

 

 

 

   

 

 

 

E(p) 

+ 

RP1 

- 

 
Up(p) 

R 
- 
+ 

R 
 RP2 

 

 

 

U(p) E(p) 

Td p
µ 

Ti/p
λ 

Kc 

+ 

+ 

+ 

Figure II .10 : Structure du correcteur PIλDµ 

Figure II .11 :  Réalisation analogique de l’action P. 
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Tell que :  
ºa������� � k3 � ¼­�¼­;     (R·!, R·�  sont des résistances).                                     (II.33) 

- l’action intégrale est donnée par le transfert suivent : 

    
�?�� � �?�  ¡e¢ ∏ ����/>£?�@£ ;?A�∏ ����/�£?�@£?A� ¤                                       (II.34) 

Cette fonction rationnelle peut décomposer en élément simple, on obtient la fonction :  

    
�?�� � �?�  ¾∑ `£?��� aa£?�

'£Wb� ¿                        (II.35) 

Ou les i¢? peut calculer à partir de la section (I.4.2.1)  formule (I.27). 

L’intégrateur fractionnaire est implémenté sur un circuit analogique comme représenter sur la 

figure suivante:  

 

 

 

 

 

Figure II.12 : Réalisation analogique de l’action Iλ 

Donc :                
º£������� � �?�� � À£�À£; 

tell que :     Á¢; � r ��?s � � }¢�  est l’impédance d’une bobine d’inductance}¢. 
Et :      Á¢� � ∑ `£?��� aa£?�

'£Wb� � ∑ Â£?���Â£?Ã£?��
'£Wb�   est l’impédance du circuit de la fig (I.3). 

Avec :     Ä¢? � i¢?                et :     �¢? � �`£?� 
- l’action dériver est donnée par le transfert suivent : 

      ���  � ��� ¡e( ∏ ����/>¥?�@¥?A�∏ ����/�¥?�@¥?A� ¤                               (II.36) 

Cette fonction rationnelle peut décomposer en élément simple, on obtient la fonction :  

      ���  � ��� Å�( � ∑ `¥?���� aa¥?�
'¥Wb� Æ            (II.37) 

Ou les i(? et �( peut calculer à partir de la section (I.4.2.2) formule (37). 

Le dérivateur fractionnaire est implémenté sur un circuit analogique comme représenter sur la 

figure suivante:  
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  Figure II.13 : Réalisation analogique de l’action Dµ.   

Donc :                         
º¥������� � ���  � À¥�À¥; 

tell que :              Á(� � ��� � }(�  est l’impédance d’une bobine d’inductance 

                                    }( � ��.                                    (II.38) 

Et :     
�À¥; � n(;��� � �( �∑ `¥?���� aa¥?� � �Â¥ � ∑ Ã¥?����Â¥?Ã¥?��

'¥Wb�'¥Wb�               (II.39)    

est l’admittance du circuit de la figure (I.4). 

Avec :    Ä( � �Ç¥                 ,    �(? � i(?                                (II.40) 

Et :    Ä(? � ��¥?`¥?                pour i=0 ,1,…, J(. 

Alors après réalisation de l’action Iλ et Dµ on peut facilement implémenter le correcteur PIλDµ 

comme représenter par la figure (II.14). 

  

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Figure II .14 : Réalisation analogique du correcteur PIλDµ 
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II.6 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques outils mathématiques de base utilisés pour 

la représentation et la simulation des systèmes d’ordre fractionnaire ainsi que les performances 

caractéristiques de système oscillatoire fondamental d’ordre fractionnaire puis introduit la notion 

de la boucle idéal de Bode qui possède une propriété très importante (iso-amortissement), grâce à 

ces propriétés plusieurs chercheur [18],[19],[20] sont utilisée la fonction idéale de bode comme 

un modèle de référence en boucle ouvert pour la synthèse d’un lois de commande robuste.  Après 

avoir une définition du correcteur PIλDµ qui est une généralisation du PID classique, une 

méthode d’approximation  et de réalisation  à l’aide des circuits analogiques à été présenté [8], 

les résultats obtenus montrent l’efficacité de la méthode d’approximation utilisée [7] et [8]. 



 

 

 

Chapitre III 
 

 

Réglage de Correcteur PIλDµ d’ordre  
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Réglage du Correcteur PIλDµ d’ordre Fractionnaire 

 

 

III.1  Introduction  

 Le correcteur PID est la technique la plus utilisée dans la commande des processus 

industriels pour des décennies. Les raisons majeures de son large acceptation en industrie sont 

son capacité de commander la majorité des processus, ces actions sont bien comprises et son 

implémentation est très simple. La conception et le réglage des correcteurs PID a été un sujet de 

recherche depuis le jour où Ziegler et Nichols ont présenté leur méthode en 1942 [21]. Bien que 

toutes les techniques existantes pour le réglage des paramètres du correcteur PID, un travail de 

recherche continu et intensif est encore en cours pour le rehaussement de la qualité et 

l’amélioration des performances de la commande.     

 Récemment, Podlubny a proposé un correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire [2] qui est une 

généralisation du correcteur PID classique. L’intérêt pour ce type de correcteur est justifié par 

une meilleure flexibilité dans la conception de la commande puisqu’il a deux paramètres en plus 

qui sont les ordres fractionnaires des actions d’intégration et de dérivation. Ces paramètres 

peuvent êtres utilisés pour satisfaire des performances additionnelles dans la conception des 

systèmes asservis. Aujourd’hui, les chercheurs s’intéressent au développement des méthodes et 

techniques de réglage du correcteur PIλDµ. Plusieurs méthodes ont été proposées tel que la 

technique basée sur la fonction transfert idéal de Bode proposée par Djouambi [20]. Cette 

technique consiste à fixée les ordres fractionnaires λ et µ à partir du comportement fréquentielle 

de la commande en boucle ouverte puis l’estimation des autres paramètres par l’algorithme du 

moindre carré. Une méthode proposée par Monje [22] qui est basée sur la formulation du 

problème de commande et de robustesse en un problème d’optimisation en cinq inconnus qui 

sont les cinq paramètres du correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire. Une amélioration de la 

méthode précédente a été proposée par Valerio [23] où une solution analytique du problème de 

commande et de robustesse du correcteur PIλDµ a été déterminée à partir de la réponse indicielle 

du processus en s’inspirant de la technique de Zigler et Nichols pour le PID classique. 

 Dans ce chapitre, nous proposons une méthode de réglage du correcteur PIλDµ en se 

basant sur la méthode proposée dans [24] pour le réglage du correcteur PID classique. Cette 

technique utilise la réponse impulsionnelle du processus à asservir supposé stable et elle ne 

nécessite aucune approximation du processus par un modèle. Les cinq paramètres du correcteur 
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PIλDµ d’ordre fractionnaire sont conçus tel que le système en boucle fermée soit équivaut à un 

système désiré. Le système désiré utiliser dans ce chapitre est présenté ainsi que ses 

caractéristiques dans le chapitre précédent.  

III.2  Formulation du problème  

Considérons le système de commande classique à retour unitaire montré sur la figure  

(III.1). Où, Gp(p) est la  fonction du transfert du processus et C(p) est la fonction du transfert du 

correcteur. 

 

 

 

 

 

 

  
Le processus est considéré comme un système stable dont la fonction de transfert Gp(s) est 

supposée inconnue. C(p) est la fonction de transfert du correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire 

défini comme suit:   

 

µ

Dλ

I pT
p

T
C(p) ++= CK

  
                                                    (III.1) 

Où Kc, TI, TD, λ et µ sont les paramètres du correcteur d’ordre fractionnaire. La fonction de 

transfert du système en boucle fermée de ce système est donnée par GA(p) comme : 

)p(G)p(C1

)p(G)p(C

)p(R

)p(Y
)p(G

p

p
A +

==                                               (III.2) 

Le problème de conception de ce système asservi est donc de régler les cinq paramètres du 

correcteur d’ordre fractionnaire C(p) pour garantir que la fonction de transfert en boucle fermée 

se comporte comme un système de référence qui lui-même répond aux spécifications du cahier de 

charge du système asservi projeté. Le système de référence est lui aussi choisi comme un système 

d’ordre fractionnaire dont la fonction de transfert Gd(p) est donnée comme suit : 

                                               

m

u

d

)
p

(1

1
)p(G

ω
+

=                                                                      (III.3)   

C (p)      Gp (p) 
R(p) Y(p) 

+ 

- 

Figure III.1 :  Système asservi classique à retour unitaire.  
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où 1 < m < 2 et uω est de la fréquence du gain unité. Les paramètres m et uω sont choisis pour que 

ce système de référence répond aux spécifications du cahier de charge du système asservi projeté.     

Alors, l’objectif de cette conception se résume tout simplement au réglage des cinq paramètres du 

correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire pour satisfaire la condition )p(G)p(G dA ≅ .  

 

III.3  Présentation de la  méthode 

III.3.1  Principe de la méthode 

La fonction de transfert GA(p) du système en boucle fermée de l’équation (III.2) et la fonction de 

transfert Gd(p) du système de référence de l’équation (III.3) peuvent être développée en série de 

Taylor-Maclaurin au tour de la fréquence du gain unité uω comme suit : 
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où )p(G )i(
A et )p(G )i(

d sont, respectivement, les iième dérivées des fonctions )p(G )i(
A et )p(Gd par 

rapport à la variable p. Comme notre objectif est de satisfaire la condition )p(G)p(G dA ≅ , alors 

par comparaison des équations (III.4) et (III.5) on aura : 
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                                                        (III.6)   

Alors, la conception du système asservi se résume au réglage des paramètres du correcteur PIλDµ 

d’ordre fractionnaire pour satisfaire les cinq égalités de l’équation (III.6). 

 

III.3.2 Calcul des valeurs des fonctions )(ωG u
(i)
d  

La fonction de transfert Gd(p) du système de référence est donné dans l’équation (III.3) par : 

m

u

d

)
p

(1

1
)p(G

ω
+

=  
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Ces dérivées )(ωG u
(i)
d , pour 0 ≤ i ≤ 4, par rapport à la variable p au point uω sont données par : 
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III.3.3 Calcul des  fonctions )(ωC u

(i) et de )(ωG u
(i)
o  

La fonction de transfert C(p) du correcteur PIλDµ est donné dans l’équation (III.1) par : 

µ

Dλ

I
C pT

p

T
KC(p) ++=  

Ces dérivées )(ωC u
(i) , pour 0 ≤ i ≤ 4, par rapport à la variable p au point uω sont données par : 
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            (III.8) 

Les variables Xi (0 ≤ i ≤ 4) sont fonction des paramètres Kc, TI, TD, λ et µ du correcteur PIλDµ. 

Alors il suffit de calculer les cinq variables Xi (0 ≤ i ≤ 4) pour obtenir les cinq paramètres du 

correcteur d’ordre fractionnaire. 

La fonction de transfert en boucle ouverte du système asservi Go(p) est obtenue à partir de la 

fonction de transfert en boucle fermée GA(p), donné dans l’équation (III.2), comme suit : 

)p(G1

)p(G
)p(G)p(C)p(G

A

A
po −

==                                               (III.9) 
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On dénote les dérivées )(ωG u
(i)
p , pour 0 ≤ i ≤ 4, de la fonction Gp(p) par rapport à la variable p au 

point uω  par : 

                     

4u
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                                                      (III.10) 

En utilisant les équations (III.6), (III.7) et (III.10), les dérivées )(ωG u
(i)
o , pour 0 ≤ i ≤ 4, de la 

fonction Go(p) par rapport à la variable p au point uω sont données par : 
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III.3.4 Calcul des valeurs des fonctions )(ωG u
(i)
p  

On a mentionné que dans cette technique le réglage du correcteur PIλDµ utilise la réponse 

impulsionnelle du processus à asservir supposé stable et elle ne nécessite aucune approximation 

du processus par un modèle. Alors on a besoin de calculer les valeurs des fonctions )(ωG u
(i)
p , 

pour 0 ≤ i ≤ 4, en fonction de sa réponse impulsionnelle. 

La fonction de transfert du processus Gp(p) peut être obtenue à partir de sa réponse 

impulsionnelle par :  

dte)t(g)p(G
0

tp
pp ∫

+∞
−=                                               (III.12)

 

Le développement en série de Taylor-Maclaurin de la fonction exponentielle e-pt au tour de la 

fréquence du gain unitéuω est donné par : 
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Alors, la fonction de transfert du processus Gp(p) sera :  
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Le développement en série de Taylor-Maclaurin de la fonction Gp(p) elle-même au tour de la 

fréquence du gain unitéuω est donné par :  
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Par identification des équations (III.14) et (III.15), on obtient donc : 
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Comme on a considéré que le processus à asservir est stable alors on peut dire que lorsque  t∞→

on a 0)t(gp → . Le temps d’acquisition de la réponse impulsionnelle du processus Tac est 

généralement choisi très supérieur au temps de réponse du processus. Donc l’équation (III.16) 

peut s’écrire comme suit : 
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Où T est la période d’échantillonnage de la réponse impulsionnelle du processus et le nombre 

d’échantillons N = partie entière {Tac/T}. 

III.3.5 Calcul des valeurs des variables Xi 

Etant donné les valeurs des paramètres θi de l’équations (III.7) et Yi de l’équation (III.17), pour 0 

≤ i ≤ 4, les valeurs des variables  Xi peuvent être calculés successivement de l’équation (III.11) 

comme suit : 
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III.3.6 Calcul des valeurs des paramètres du correcteur PIλDµ 

Une fois les variables Xi, pour 0 ≤ i ≤ 4, sont calculés les paramètres Kc, TI, TD, λ et µ du 

correcteur PIλDµ peuvent être calculés. On dénote par Q1 et Q2 les quantités suivantes : 
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En utilisant l’équation (III.8) on peut donc avoir :
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Par manipulation de l’équation (III.20), on peut écrire : 
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Comme les variables Zi, pour 1 ≤ i ≤ 3, dépendent uniquement des variables Xi, pour 0 ≤ i ≤ 4, et  

la fréquence du gain unitéuω , on peut encore écrire : 
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Des trois dernières égalités de l’équation (III.23), on peut trouver que : 
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Enfin on aboutit à une équation du second ordre dont la variable est le paramètre λ comme suit : 
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En résolvant cette équation on peut avoir une valeur du paramètre λ du correcteur PIλDµ. Une fois 

ce premier paramètre λ calculé on peut alors tirer successivement tous les autres paramètres 

restants Kc, TI, TD et µ. Donc le paramètre µ est facilement calculé de l’équation (III.23) par : 
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Des équations (III.19) et (III.22), les quantités Q1 et Q2 sont égaux aux :  
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Donc, les deux paramètres TI et TD sont donnés par : 
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Enfin, le paramètre Kc peut être obtenu de l’équation (III.22) comme suit : 

µλ− ω−ω−= uDuI0c TTXK                                                    (III.28) 

 

III.4 Algorithme de réglage des paramètres du correcteur 

III.4.1 Correcteur d’ordre fractionnaire PI λDµ : 

Pour le réglage des paramètres Kc, TI, TD, λ et µ du correcteur d’ordre fractionnaire C(p) = PIλDµ 

du système asservi de la figure (III.1) afin que sa fonction de transfert en boucle fermée se 

comporte comme un modèle de référence qui répond aux spécifications du cahier de charge du 

système asservi projeté : 

Données :    

- La fréquence du gain unitéuω  du modèle de référence de l’équation (III.3) 

- L’ordre fractionnaire de dérivation m du modèle de référence de l’équation (III.3) 

- Les valeurs de la réponse impulsionnelle du processus gp(kT), pour 0 ≤ k ≤ N 

- Le nombre d’échantillons N = partie entière {Tac/T}, avec Tac= temps d’acquisition et  

T = période d’échantillonnage de la réponse impulsionnelle du processus 

Sortie : Valeurs des cinq paramètres Kc, TI, TD, λ et µ 

Etape 1 : Calculer les variables θi, pour 0 ≤ i ≤ 4, de l’équation (III.7) 
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Etape 2 : Calculer les variables Yi, pour 0 ≤ i ≤ 4, de l’équation (III.17) 
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Etape 3 : Calculer les variables Xi, pour 0 ≤ i ≤ 4, de l’équation (III.18) 
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Etape 4 : Calculer les variables Zi, pour 1 ≤ i ≤ 3, de l’équation (III.21) 
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Etape 5 : Résoudre l’équation (III.24) du second ordre du paramètre λ suivante : 

( ) ( ) ( ) 0ZXZZXZZZXZ 31
2
23121

2
21

2
1 =−+λ−+λ−  

 -  Choisir la solution convenable (λ > 0)   

Etape 6 : Calculer les paramètres µ, TD, TI et Kc des équations (III.25), (III.27) et (III.28)  
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I
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D µ+λλ
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µ+λµ
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µλ− ω−ω−= uDuI0c TTXK  

 

III.4.2 Correcteur d’ordre fractionnaire PI λ : 

Pour le réglage des paramètres Kc, TI et λ du correcteur d’ordre fractionnaire C(p) = PIλ du 

système asservi de la figure (III.1) afin que sa fonction de transfert en boucle fermée se comporte 

comme un modèle de référence qui répond aux spécifications du cahier de charge du système 

asservi projeté : 

Données :    

- La fréquence du gain unitéuω  du modèle de référence de l’équation (III.3) 

- L’ordre fractionnaire de dérivation m du modèle de référence de l’équation (III.3) 

- Les valeurs de la réponse impulsionnelle du processus gp(kT), pour 0 ≤ k ≤ N 

- Le nombre d’échantillons N = partie entière {Tac/T}, avec Tac= temps d’acquisition et  

T = période d’échantillonnage de la réponse impulsionnelle du processus 

 

Sortie : Valeurs des cinq paramètres Kc, TI, et λ 

Etape 1 : Calculer les variables θi, pour 0 ≤ i ≤ 2, de l’équation (III.7) 
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Etape 2 : Calculer les variables Yi, pour 0 ≤ i ≤ 2, de l’équation (III.17) 
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Etape 3 : Calculer les variables Xi, pour 0 ≤ i ≤ 2, de l’équation (III.18) 
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Etape 4 : Calculer les paramètres λ, TI et Kc comme suit :  

1
X

X

1

2u −ω−=λ  

λ
ω−=

λ+
1

)1(
u

I
X

T  

λ−ω−= uI0c TXK  

 

III.5 Exemples illustratifs : 

Après avoir présenté la nouvelle technique pour le réglage du PIλDµ, nous allons valider cette 

méthode pour quelques exemples. Pour l’approximation des opérateurs d’ordre fractionnaire on a 

utilisé l’approximation de Charef [8] et concernant le model de référence on a utilisé le système 

fondamental d’ordre fractionnaire obtenu par Charef [7]. 
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III.5.1 Exemple 1 

Comme premier exemple on considère la conception du système asservi à retour unitaire dont la 

fonction de transfert du processus est donnée comme suit [4] : 

1p62

55.0
)p(Gp +
=  

Le correcteur C(p) utilisé dans ce cas est un correcteur PIλ d’ordre fractionnaire. Le système 

asservi projeté (boucle fermée) doit garantir les spécifications suivantes : 

-  Fréquence du gain unitéuω = 1 rad/s  

-  Marge de phase ϕm = 80°  

Le modèle de référence qui répond à ces spécifications est donné par : 

1.11d
p1

1
)p(G

+
=  

Le correcteur PIλ d’ordre fractionnaire obtenu est donné par :    

2308.0p

0849.64
1701.50)p(C +=  

Figure (III.2) représente la réponse indicielle du système asservi projeté en boucle fermée et du 

model de référence Gd(p).  

 

Figure III.2 : Réponse indicielle du système asservi projeté et du model de référence 
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La fonction de transfert en boucle ouverte du système asservi projeté Go(p) est donnée par : 










+







+==

1p62

55.0

p

0849.64
1701.50)p(G)p(C)p(G

2308.0po

 
La fonction de transfert en boucle ouverte Gdo(p) du model de référence Gd(p) est donné par la 

fonction de transfert idéale de Bode comme suit :     

1.11do
p

1
)p(G =  

Figure (III.3) représente Les tracés de Bode des fonctions de transfert en boucle ouverte du 

système asservi projeté et du model de référence. 

 

Figure III.3 :  Tracés de Bode des FTBO du système asservi projeté et du model de référence 
 

A partir de la figure (III.2), on peut voir que la réponse indicielle du système asservi projeté (en 

boucle fermée) suit celle du model de référence. A partir de la figure (III.3), le système asservi 

projeté (en boucle fermée) a une fréquence du gain unité uω = 0.997 rad/s et une marge de phase 

ϕm = 79°. Et on remarque aussi que dans la plage de fréquence [0.1ωu ,10ωu], la fonction de 

transfert du système asservi projeté se comporte comme celle du model de référence.  
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III.5.2 Exemple 2 

Comme second exemple on considère la conception du système asservi à retour unitaire dont la 

fonction de transfert du processus est donnée comme suit [25] : 

)1p(p

25.0
)p(Gp +
=  

Le correcteur C(p) utilisé dans ce cas est un correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire. Le système 

asservi projeté (boucle fermée) doit garantir les spécifications suivantes : 

-  Fréquence du gain unitéuω = 1 rad/s  

-  Marge de phase ϕm = 48.5°  

Le modèle de référence qui répond à ces spécifications est donné par : 

1.46d
p1

1
)p(G

+
=  

Le correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire obtenu est donné par :    

5391.0
4613.0

p9971.3
p

9970.3
0059.0)p(C ++=  

Figure (III.4) représente la réponse indicielle du système asservi projeté en boucle fermée et du 

model de référence Gd(p).  

 

Figure III.4 : Réponse indicielle du système asservi projeté et du model de référence 
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La fonction de transfert en boucle ouverte du système asservi projeté Go(p) est donnée par : 

( )
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
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La fonction de transfert en boucle ouverte Gdo(p) du model de référence Gd(p) est donné par la 

fonction de transfert idéale de Bode comme suit :     

1.46do
p

1
)p(G =  

Figure (III.5) représente Les tracés de Bode des fonctions de transfert en boucle ouverte du 

système asservi projeté et du model de référence. 

 

Figure III.5 :  Tracés de Bode des FTBO du système asservi projeté et du modèle de référence 

A partir de la figure (III.4), on peut voir que la réponse indicielle du système asservi projeté (en 

boucle fermée) suit celle du model de référence. A partir de la figure (III.5), le système asservi 

projeté (en boucle fermée) a une fréquence du gain unitéuω = 1.01 rad/s et une marge de phase 

ϕm = 48.46. Et on remarque aussi que la fonction de transfert du système asservi projeté se 

comporte comme celle du model de référence pour une très large bande fréquentielle.  
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III.6 Conclusion :  

Une technique de réglage du correcteur d’ordre fractionnaire PIλDµ a été présentée. La 

technique a été exposée en détail. Cette technique utilise la réponse impulsionnelle du processus à 

asservir supposé stable et elle ne nécessite aucune approximation du processus par un model. Les 

cinq paramètres ont été calculés analytiquement à partir de la réponse du processus ainsi que les 

paramètres du modèle de référence. Des exemples ont été faits pour la validation de la méthode 

de réglage proposée. Les résultats obtenus ont été excellents. 
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Commande du moteur à courant continu 

 

IV.1 Introduction 

Comme application on a choisi la commande d’un moteur à courant continu. L’objectif de 

ce chapitre est d’utiliser le correcteur PIλDµ d’ordre fractionnaire dans la commande en position du 

moteur à courant continu. Une étude de la robustesse du système asservi en boucle fermée vis-à-

vis des paramètres du moteur a été faite. Les résultats de la robustesse obtenus ont été aussi 

comparés à ceux du système asservi en boucle fermée lorsque le moteur à courant continu est 

commandé par un correcteur PID classique. 

 

IV.2 Modélisation du moteur à courant continu: 

Un moteur à courant continu est un convertisseur d’énergie qui transforme de l’énergie 

électrique en énergie mécanique. C’est un grand classique des concours car il permet d’actionner 

une partie opérative en commandant la vitesse ou position de sortie. Ces moteurs sont utilisés dans 

de très larges domaines d’application et peuvent développer des puissances de Quelques watts à 

plusieurs dizaines de mégawatts. Ils sont constitués d’un bobinage ou aimant permanent fixe 

(excitation) créant un champ magnétique fixe ainsi que d’un circuit induit placé sur le rotor et 

alimenté électriquement par des balais glissants sur un collecteur. Ce système permet ce créer un 

couple magnétique sur le rotor. Les moteurs à courant continu interviennent souvent comme 

organe d'action dans le domaine des asservissements. On trouve principalement deux types de 

commande [28]:  

  • Commande à flux constant par la tension d'induit variable (le cas étudié).  

  • Commande à courant d'induit constant par le flux d'induit variable.  

Dans ce contexte, on considère un moteur à courant continu à excitation indépendante comme 

celui schématisé sur la figure (IV.1). 

 

 

U(t) 

i(t) 

f 
γ(t) 

�(t) 

Figure IV .1 : Moteur à courant continu. 
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L'induit est modélisé de la manière suivante (en régime permanent, pas d'effet de la part de 

l'inductance) [27]. 

 

 

L’équation électrique, liant la tension u(t) aux bornes de l’induit (rotor) et le courant d’induit i(t) 

s’écrit :  

  � ���� � 	 
����
� � 
��� � ����                                                                              (IV.1) 

Ou R est la résistance de l’induit du moteur, L son inductance et e(t) la force électromotrice, qui 

est proportionnelle à la vitesse de rotation du rotor : 

  
��� � �� 
�
�                                                                                                        (IV.2) 

L’équation mécanique tenant compte des couples agissant sur le rotor s’écrit : 

  ���� � � 
����

� � � 
�����
��                                                                                       (IV.3) 

Ou γ(t) est le couple moteur, �  le coefficient de frottement visqueux et � le moment d’inertie du 

rotor. Par construction, le couple γ(t) est proportionnel au courant d’induit i(t) :   

  ���� � ������                                                                                                    (IV.4) 

En règle générale les coefficients Ke et Km sont si proches qu’il est raisonnable de les considérer 

égaux, négligeant alors les pertes durant la conversion électromécanique de puissance. On pose 

Kem=Ke =Km. 

L’équation (IV.3) et (IV.4) donnent : 

  ������� � � 
����

� � � 
�����
��                                                                                (IV.5) 

Pour calculer la fonction de transfert, on utilise la transformée de Laplace, les conditions initiales 

sont supposées nulles. 

(IV.5)  =>   ������� � ���� � ������� �     ���� � ���
 �! "#� ����                                          (IV.6) 

(IV.1)  => $��� � �� � 	������ � �������� =>   ���� � %
�&"' � �$��� � ���������        (IV.7) 

i(t) 

U(t) e(t) 

L R 

Figure IV .2 : Schéma d’un moteur à courant continu 
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A partir des relations (IV.6) et (IV.7) on peut déduire le schéma fonctionnel suivant pour le 

moteur à courant continu commandé par l'induit :  

 

  

 

 

On notera la présence d’une boucle de contre-réaction intrinsèque au fonctionnement de cette 

machine due à la force électromotrice. 

A partir de la figure (IV.3) on obtient la fonction de transfert du moteur à courant continu :  

(��� � ����
$��� �

����� � ����

� )1 � �� � 	�
�� � ���� � � 	�

�� � ���� ��+
 

En général, pour un moteur à courant continu, on suppose que la self-inductance est négligeable 

et �� , �
-2, alors la fonction de transfert se réduit à [28]: 

 

   (��� � �� �
/� � � �

 0%"1� 2                                                                          (IV.8) 

   Avec :   � � %
���  et 3� � &!

����                                                                            (IV.9)  

3� : est la constante de temps électromécanique du moteur. 

Remarque 

-Pour une application pratique le concepteur doit faire l’acquisition du signal de la réponse 

impulsionelle puis appliquer directement la méthode décrite dans la section (III.4.1), donc on n’a  

pas besoin du modèle du moteur, mais puisque on fait seulement une simulation on a utilisé le 

modèle pour récupérer la réponse impulsionelle et pour la simulation du système en boucle 

fermée. 

-En pratique l’implémentation de la commande du moteur à courant continu nécessite l’utilisation 

d’un convertisseur continu-continu (hacheur) [27], dans cette application en vas pas prendre en 

compte la présence de ce dernier, notre objectif est l’étude de la commande d’ordre fractionnaire  

1
� � 	� 

1
� � ��  

1
� 

 

U(p) �(p) 
I γ ω 

+ - 
Kem 

Kem 

Figure IV .3 : Schéma fonctionnel du moteur à courant continu  
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sur un système dynamique et la validation de la méthode de réglage proposée.    

 

IV.3 Synthèse du correcteur 

IV.3.1 Cahier des Charges 

Considérons la fonction de transfert nominale d’un moteur à courant continu donné par [18]:    

                                    (��� � %4.67
 8%" 9

:;<
                                                                                      (IV.10) 

 Le système asservi projeté doit garantir les spécifications suivantes : 

-la pulsation du gain unité en boucle ouvert => � 500ABC/E
F 
-marge de phaseG� � 45 

Le modèle d’ordre fractionnaire de référence qui répond à ces spécifications est donné par : 

  

     (��� � %
%"� 9

:;;�I.:                                                                                             (IV.11) 

Pour une étude comparative on va utiliser un correcteur de type PID classique proposé par 

Oustaloup [18], le correcteur PID est et définie par la fonction de transfert suivante :   

    JKLM��� � 728.7 �%" 9
P.;Q�P�

�%" 9
;.RQ;P�

�%" 9
�;P.I��

�%" 9
I��P.S��         (IV.12) 

IV.3.2 Résultat  

Par l’application de la méthode proposée  on obtient le PIλDµ suivant : 

   J��� � 28.8342 � 66U.V666
W;.R�XS � 11.1895 p [.U%\4                                   (IV.13) 

Pour utiliser ce correcteur on doit approximer sa fonction de transfert par la méthode décrite dans 

la section (II.5.2) dans la bande fréquentielle [10-2
ωu

   102
ωu]= [5 5000] rad/s, la fonction 

rationnelle résultante est donnée par : 

J]��� � 28.8342 � 8547.5 ∏ �%" _
;.;�IP��.:IIX�`��I`a;

∏ �%"��`a; _
;.;Ib:��.:IIX�`�

� 1.0608∏ �%" _
;.;Ib���.:IPQ�`��I`a;

∏ �%"�I`a; _
;.;�I���.:IPQ�`�

                      (IV.14) 

Les spécifications obtenues sont : 

- φm=44.90  et ωu=500 rad/sec par le correcteur fractionnaire (approximé J]���). 
- φm=50.90  et ωu=500 rad/sec par le correcteur PID classique. 

On remarque que les spécifications obtenues par le correcteur PIλDµ sont plus précise que celle 

obtenues par le PID classique. La figure (IV.4) représente le diagramme de Bode du système en 

boucle ouvert pour les deux correcteur (J���  et  JKLM���) et  la fonction idéale de Bode (désiré). 

La figure (IV.5) représente la réponse temporelle du système en boucle fermée (avec le correcteur 

C(p))  pour une consigne �ref  variable (10°,  4°  et15°). 
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Figure IV.4 : Tracé de Bode de CPID(p) G(p), C(p) G(p) et de
d

� e
fgg�d.f.

 

Figure IV.5 : Réponse temporelle du système boucle fermée et système désiré.  

PI0.6D0.5 

φm=450 
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Le système en boucle ouverte avec le correcteur J��� a les caractéristiques suivantes (dans la 

bande fréquentielle [5 5000] rad/s): le module est une droite de pente -30 db/dec, la marge de 

phase φm=45 deg, donc le système en boucle fermée est stable, on remarque que la phase est 

constante autour de ωu. 

A partir de la figure (IV.5), on peut voir que la réponse temporelle  du système asservi  projeté  

suit celle du modèle de référence. 

 

IV.4  Etude de la robustesse du correcteur 

Le modèle du moteur décrit dans l’équation  (IV.8) est en fonction des deux paramètres K 

et 3�  qui sont eux même dépondent des composants internes du moteur. Les valeurs de ces 

composants  peuvent varier à cause des effets extérieurs tels que le changement de température, de 

pression, d’hystérésis…, qui peut influencer sur le système en boucle fermée. Dans cette section  

on va étudier l’influence de perturbations structurées sur les spécifications du système asservi 

projeté. Les résultats  sont comparés avec ceux obtenus par le PID classique. 

 

IV.4.1 Variation du gain K   

Dans cette partie on a supposé que la constante 3� est fixe à sa valeur nominale   3� �
0.02. Pour étudier l’influence de la variation du gain K sur le système asservie on fait varier le 

paramètre K dans l’intervalle  [Knom/5  5Knom]= [3.3780  84.45] (avec Knom=16.89), on obtient 

chaque fois la marge de phase et le dépassement correspondant   on utilisant les deux correcteurs 

J���  fractionnaire et JKLM���  classique. Les figures (IV.6) et (IV.7) représentent la réponse 

indicielle du système en boucle fermée pour les trois valeurs du gain suivante [Knom /5, Knom et 5 

Knom] pour les deux correcteurs. Les figures (IV.8) et  (IV.9) montrent les variations de la marge 

de phase et du dépassement en fonction du paramètre K. 

Pour quantifier les variations des performances données sur les figures (IV.6) à (IV.9), on 

calcule les erreurs relatives commises dans le cas de la de variation du gain K
 
pour un temps de 

relaxation fixe en utilisant les formules suivantes :  

  hAA
�A�ij�% � |mK�nopmKqr�|
mKqr�                                                              (IV.14) 

  hAA
�A�s�% � |M�nopMqr�|
Mqr�                                                                           (IV.15) 

MPmax
 
et Dmax

 
sont respectivement les valeurs de la marge de phase et du dépassement dont les 

erreurs sont maximales par rapport à leurs valeurs nominales respectives MP nom
 
et Dnom. 
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Figure IV.6 : Réponse indicielle du système en boucle fermée pour différent valeur de K 

(PI0.6D0.5). 

 
Figure IV.7  Réponse indicielle du système en boucle fermée pour différent valeur de K (PID 

classique). 

K=84.45 � � 3.378 

K  nominale=16.89 

K  nominale=16.89 

K=84.45 � � 3.378 
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Figure IV.8 : Variation de la marge de phase en fonction de gain K. 

 

Figure IV.9 : Variation de dépassement en fonction de gain K. 
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Les résultats de l’étude sont représenté sur le tableau suivant : 

Tab IV.1 Les différents caractéristiques pour K variant. 

 

Les résultats obtenus montrent que l’asservissement par le correcteur PIλDµ doit garantir 

les spécifications désirés avec la présence d’une propriété de robustesse très importante ou les 

deux caractéristiques étudiées (MP et D) sont presque insensible de la variation du gain K. Alors 

la commande PIλDµ satisfaite la propriété d’iso-amortissement, cette dernière n’est pas satisfaite 

par la commande PID classique.    

D’après ces résultats en peut dire que l’objectif de la méthode de réglage est atteindre puisqu’elle 

basée sur un système désiré robuste en degré de stabilité vis-à-vis les variations de gain comme 

nous avons vue dans la section (II.3.4). 

 

IV.4.2 Variation de constante τm 

Maintenant on considère que le gain est fixe à sa valeur nominal K=16.84. Pour étudier 

l’influence de la variation de la constante du temps 3� on fait varier le paramètre 3� autour de sa 

valeur nominale det50% (sur l’interval [0.5 τm   1.5 τm]) en utilisant la même étude qui nous 

avons fait pour le paramètre K. La figure (IV.10) et (IV.11) représentent les réponses indicielle du 

système en boucle fermé obtenu par les deux correcteurs J��� fractionnaire et JKLM��� classique 

pour les valeurs de  3� suivantes [0.5 τm ,τm et  1.5 τm]. Les figures (IV.12) et (IV.13) montrent les 

variations de la marge de phase et du dépassement en fonction du paramètre  3�. 

   Correcteur utilisé 

Caractéristique 

 

               PIλDµ 

 

                 PID 

 

 

Marge de 

phase 

 

 Intervalle de Variation [44.92   45.22] deg [32.36     51.54]deg 

Variation maximal 

            MPmax 

45.2212 deg 

 

32.362 deg 

Erreur relative 0.67% 36.54 % 

 

 

Dépassement 

 

Intervalle de Variation [29.83   30.06]  % [23.8567 42.3207] % 

Variation maximale 

Dmax 

29.8363% 

 

42.3207% 

 

Erreur relative 0.76 % 75 % 
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Figure IV.10 : Réponse indicielle du système en boucle fermée pour différent valeur de τm 
(PI0.6D0.5). 

 
Figure IV.11 : Réponse indicielle du système en boucle fermée pour différent valeur de τm (PID 

classique). 

τm nominal=0.02 50% τm =0.01 

150% de τm=0.03 

150% de τm  

0.03 

50% τm==0.01  

τm nominal=0.02 
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Figure IV.12 : Variation de marge de phase en fonction de τm. 

 

Figure IV.13 : Variation de dépassement en fonction de τm. 

τm nominal=1/50 
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Les résultats de L’étude des différentes caractéristiques est  résumé sur le tableau suivant : 

Tab IV.2 Différents caractéristiques pour τm  variant. 

 

 D’après les résultats qui nous avons vu sur le tableau (IV.2) en peut dire que le système 

Controller par le PID classique est moins dépondant de paramètre τm que celle commandée par le 

PIλDµ mais de point de vue précision le PIλDµ est très bonne tel que les valeurs des spécifications 

nominal sont très proche des valeurs désiré du cahier des charge et l’intervalle de variations est 

autour des valeurs désiré pour les deux spécifications étudiés. 

 

IV.4.3 Variation de K et τm 

En pratique généralement les deux paramètres varient en même temps, pour cela on fait 

un balayage bidimensionnel des deux paramètres sur leur intervalle de variation en calculant pour 

chaque couple (K, τm) la marge de phase et le dépassement correspondant,  en obtient deux 

matrices qui représentent les variations de la marge de phase et du dépassement en fonction des 

deux paramètres du moteur. 

Les quatre figures (IV.14) à (IV.17)  représentent respectivement l’évolution de la marge 

de phase et du dépassement et en fonction des deux paramètres K et τm  pour les deux correcteur 

utilisé. Ces figures montrent que la commande par le  PIλDµ rendre le système en boucle fermé 

moins dépond des paramètres du moteur (les courbes (IV.14) et (IV.16) est un peut plats que 

(IV.15) et (IV.17)).  

      Correcteur utilisé 

Caractéristique 

 

               PIλDµ 

 

                 PID 

 

 

Marge de 

phase 

 

 Intervalle de Variation [42.48   48.58] deg [48.31     50.99] deg 

Variation maximal 

            MPmax 

48.5782 deg 48.3126 deg 

Erreur relative 8.12% 5.11% 

 

 

Dépassement 

 

Intervalle de Variation [24.6    33.73] % [23.01   27.64]% 

Variation maximale 

Dmax 

24.5975 % 27.6410 % 

Erreur relative 18.17% 14.30 % 
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Figure IV.14 : Marge de phase en fonction de K et τm (correcteur PIλDµ). 

 

Figure IV.15 : Marge de phase en fonction de K et τm (correcteur PID classique). 

τm 

τm 
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Figure IV.16 : Dépassement en fonction de K et τm (correcteur PIλDµ). 

 

Figure IV.17 : Dépassement en fonction de K et τm (correcteur PID classique). 

τm 

τm 
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Les résultats  de l’analyse complète des deux spécifications étudiées sont présentés sur le tableau 
suivant : 

Tab IV.3 Les différentes caractéristiques (cas ou K et τm variées)   

 

Les résultats présenté sur le tableau IV.3  montrent  que le  PIλDµ et plus robuste qu’un PID 

classique. 

 

IV.5  Conclusion 

 Dans ce chapitre on a appliqué la commande de type PIλDµ  dans la commande en position 

du moteur à courant continu,  le réglage de PIλDµ est fait par la méthode proposée dans le chapitre 

précédant. Une étude de la robustesse du système asservi en boucle fermée vis-à-vis des 

paramètres du moteur a été faite. Les résultats obtenus ont été comparés à ceux obtenus en 

utilisant un correcteur PID classique. Les résultats obtenus par la commande PIλDµ ont été 

excellents et on peut dire que le correcteur PIλDµ est plus performent et plus robuste qu’un PID 

classique. 

  

 

 

 

 

      Correcteur utilisé 

Caractéristique 

 

               PIλDµ 

 

                 PID 

 

 

Marge de 

phase 

 

 Intervalle de Variation [38.83  55.06] deg [24.9876     60.386] deg 

Variation maximal 

            MPmax 

55.0602 deg 24.9876 deg 

Erreur relative 22.57% 50.93  % 

 

 

Dépassem

ent 

 

Intervalle de Variation [17.69       38.18] % [13.35    50.55]% 

Variation maximale 

Dmax 

17.69% 50.55 % 

Erreur relative 41.15% 109.06  % 



 

 

 

Conclusion Générale 
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Conclusion Générale 

 

Aujourd’hui, plusieurs chercheurs s’intéressent au développement des méthodes et 

techniques de réglage du correcteur d’ordre fractionnaire PIλDµ. L’intérêt pour ce type de 

correcteur est justifié par une meilleure flexibilité dans la conception de la commande puisqu’il a 

deux paramètres en plus qui sont les ordres fractionnaires des actions d’intégration et de 

dérivation, ces paramètres peuvent satisfaire des performances additionnelles dans la conception 

de la commande. 

Dans ce mémoire une nouvelle méthode simple et efficace pour le réglage du correcteur 

d’ordre fractionnaire PIλDµ afin de satisfaire des spécifications en boucle fermée donnée a été 

présentée. La technique proposée est l’extension d’une méthode récente de réglage du correcteur 

PID classique qu’on a appliqué au réglage du correcteur d’ordre fractionnaire PIλDµ.  

Cette technique utilise la réponse impulsionnelle du processus à asservir supposé stable et 

elle ne nécessite aucune approximation du processus par un model. Les cinq paramètres du 

correcteur d’ordre fractionnaire PIλDµ ont été conçus tel que le système en boucle fermée soit 

équivaut à un système désiré qui est considéré lui-même d’ordre fractionnaire dont les paramètres 

sont choisis pour qu’il répond aux spécifications du cahier de charge du système asservi projeté. 

Les paramètres du correcteur d’ordre fractionnaire PIλDµ ont été dérivés analytiquement en 

fonction de la réponse impulsionnelle du système à asservir et des paramètres du système désiré. 

Des exemples illustratifs ont été utilisés pour tester la méthode de réglage du correcteur d’ordre 

fractionnaire PIλDµ proposée.  

Pour mieux valider cette technique, elle est utilisée pour la commande en position d’un 

moteur à courant continu et les résultats obtenus ont été comparés à ceux obtenus en utilisant un 

correcteur PID classique. L’analyse de la robustesse vis-à-vis des variations structurées des 

paramètres du moteur a été faite. Les résultats de la robustesse obtenus ont été comparés à ceux 

obtenus en utilisant un correcteur PID classique pour justifier l’utilisation du correcteur d’ordre 

fractionnaire PIλDµ. 

En général la réponse indicielle d’un processus est plus facile à avoir que sa réponse 

impulsionnelle, alors comme perspective on suggère l’adaptation de la technique proposée pour 

l’utilisation de la réponse indicielle du processus à asservir au lieu de sa réponse impulsionnelle 

comme il a été fait dans ce travail. 

En appliquant cette technique à des processus plus compliqués que ceux utilisés dans ce 

mémoire on a abouti à des résultats inattendus. Alors comme seconde perspective on suggère 
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l’introduction et le réglage d’un nouveau correcteur d’ordre fractionnaire qui est l’extension du 

correcteur d’ordre fractionnaire PIλDµ. Ce correcteur d’ordre fractionnaire plus généralisé que le 

PIλDµ a la forme suivante P (Iλ1Iλ2 …IλN) (Dµ1Dµ2 …DµM). 
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Abstract: 

 The PID controllers have remained, by far, the most commonly and practically used in all 

industrial feedback control applications for decades. The design and the tuning of this type of 

controller has been a field of research since Ziegler end Nichols have presented their PID tuning 

method in 1942. More recently, a fractional PIλDµ controller, a generalization of the classical PID 

controller, has been proposed. The interest for this type of controller is justified by a better 

flexibility in the control design since it has two more tuning parameters, the fractional orders of 

the integration and differentiation actions. Theses parameters could be used to satisfy additional 

feedback control design performances. Even though some tuning methods and techniques of the 

fractional order PIλDµ have been proposed, an intensive and continuous research work is 

undergoing for the enhancement and amelioration of performance quality of the feedback control.  

 In this thesis, a tuning method of the fractional order PIλDµ controller based on a recent 

regular PID tuning technique has been proposed. This technique uses the impulse response of a 

supposed stable plant and it does not necessitate any plant’s model. The five parameters of the 

fractional order PIλDµ controller are tuned such that the closed loop feedback control transfer 

function is equivalent to a desired fractional order model. Illustrative examples have been given 

to test this tuning approach. The technique has been applied to the control of a DC motor. The 

frequency and temporal responses have been obtained and the robustness with respect to the 

motor gain and relaxation time has been also studied.  
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