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Résume :

Le correcteur PID est la technique la plus utdisgans l'asservissement des
processus industriels pour des décennies. La ctiaoept le réglage de ce type de
correcteur a été un sujet de recherche depuisuteojp Ziegler et Nichols ont présenté leur
méthode en 1942. Récemment, un correcteliD*Pt'ordre fractionnaire qui est une
généralisation du correcteur PID classique a étipqwe. L'intérét pour ce type de
correcteur est justifieé par une meilleure flexiilidans la conception de la commande
puisqu’il a deux parameétres en plus, les ordredifmanaires des actions d’intégration et de
dérivation. Ces parameétres peuvent étres utiliséar psatisfaire des performances
additionnelles dans la conception des systemesvassBien que plusieurs méthodes et
techniques de réglage du correcteutDPlont été proposées, un travail de recherche
continu et intensif est encore en cours pour lauskement de la qualité et 'amélioration
des performances des systémes asservis.

Dans ce mémoire, une méthode de réglage du ceuréetD" en se basant sur une
technique récente pour le réglage du correcteur E#3sique a été proposée. Cette
technique utilise la réponse impulsionnelle du pssas a asservir supposé stable et elle ne
nécessite aucune approximation du processus panadele. Les cinq parameétres du
correcteur PD* d’ordre fractionnaire sont congus tel que le systén boucle fermée soit
équivalent & un modele d'ordre fractionnaire désbés exemples illustratifs ont été
présentés pour tester cette approche de rédlagmplication de cette nouvelle méthode de
commande a un moteur a courant continu a été fh#e. réponses fréquentielles et
temporelles ont été obtenues et la robustessertarmpances a été aussi analysée vis-a-vis

des incertitudes sur le gain et le temps de rdlaxaiu moteur a courant continu.
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Introduction générale

Le correcteur PID est la technique la plus udisians la commande des processus
industriels pour des décennies. Les raisons maelgesa large acceptation en industrie sont sa
capacité de commander la majorité des processigs.ac#ons sont bien comprises et son
implémentation est trés simple. La conception attgage du correcteur PID a été un sujet de
recherche depuis le jour ou Ziegler et Nicholspmésenté leur méthode de réglage en 1942. Bien
gue toutes les techniques existantes pour le réglag parametres du correcteur PID, un travail
de recherche continu et intensif est encore enscpour le rehaussement de la qualité et

'amélioration des performances de la commande.

Le calcul fractionnaire est un sujet mathématidgei@lus de 300 ans, mais son application
en physique et engineering a été uniquement repécEmment. Dans la derniére décennie, en
plus du développement théorique de la différemtmiet intégration d’ordre fractionnaire, on
trouve un nombre croissant d’applications du cal@dtionnaire dans différents domaines de la

commande.

En automatique, ce n'est qu'au début des anné8f tpie le régulateur CRONE
(Commande Robuste d'Ordre Non Entier) a été propaséOustaloup [1]. En profitant des
propriétés avantageuses des systemes d'ordreofragiie, ce régulateur permettait d'assurer la
robustesse de la commande dans une bande de fcégudonnée. Depuis cette initiative, La
commande d'ordre fractionnaire captiva l'intérébdaucoup de chercheurs. En 1999, Podlubny
[2] a proposé le régulateurPt, une généralisation du correcteur PID classiqomptrenant une
intégration fractionnaire d'ordre et une dérivation fractionnaire d’ordpe élargissant ainsi le
champ d'application du calcul fractionnaire a kotte de la commande ce qui a orienté plusieurs
chercheurs & un nouveau axe de recherche qui estglage du correcteur ®" d’ordre
fractionnaire [3-4-5-20-23].

Alors, I'objectif de ce travail est de proposer uméthode simple de réglage du correcteur
d'ordre fractionnaire PD". Cette technique utilise la réponse impulsionnelle processus a
asservir supposé stable et elle ne nécessite aappreximation du processus par un modele.
Les cinq paramétres du correcteultPId’ordre fractionnaire sont congus tels que leéyst en
boucle fermée soit équivalent a un systeme ddsaréystéeme désiré utilisé dans cette technique

de réglage est défini par sa fonction de trangiationnelle suivante:
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———— avecl<mx<?
1+(p/wy)™

Ce type de systeme est tres largement utilisé ldar@mmande d’ordre fractionnaire parce qu'il
présente des caractéristigues de robustesse tpgsrtamte tel que l'indépendance de son
dépassement des variations du gain statique.

Ce mémoire est décomposeé en quatre chapitres seégdaila fagcon suivante :

Le chapitre | est consacré aux notions de basep@&wsteurs d’ordre fractionnaire. On y
présente les définitions mathématiques de la dém¢d’'intégrale d’ordre fractionnaire ainsi que
leur transformée de Laplace. On a introduit aussidpérateurs d’ordre fractionnaire et leur
approximation par des fonctions rationnelles avegnand intérét a la méthode de Charef [6] qui

nous avons utilisé dans notre travail.

Le chapitre Il présente des notions de base sumsystemes linéaires fondamentaux
d’ordre fractionnaire en présentant leurs spédifioa et caractéristiques lorsque I'ordre m est tel
gue 1<m<2. Leur approximation par une fonctionoratelle en utilisant la méthode de Charef
[7] a aussi été présentée. Enfin, 'approximatiarcdrrecteur d’ordre fractionnaireBt* par une
fonction rationnelle ainsi que sa réalisation adkade circuits analogique en se basant sur la
méthode de Charef [8] ont été données.

Le chapitre 1l présente les développements maditigoes de la nouvelle méthode de

réglage du correcteur®* proposée. Des exemples d'illustration ont aussfaits.

Le chapitre IV présente une application de la wd¢hde réglage du correcteur[®!
proposée pour la commande en position du moteougant continu. Puis, I'étude de robustesse
du correcteur a été faite. Les résultats ont ét@penés a ceux obtenus par un correcteur PID

classique.

Enfin, une conclusion générale résume les pringipg@sultats obtenus dans ce travail

ainsi gu’une perspective de travaux futurs.
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Opérateurs d’ordre fractionnaire

.1 Introduction au calcul fractionnaire

Le calcul fractionnaire est le champ de l'analysath@matique, l'investigation et
'application des intégrales et des dérivées domhbitraire. Le calcul fractionnaire peut étre
considéré comme un sujet ancien et encore noug@ssidernieres annees l'intérét considérable
pour le calcul fractionnaire a été stimulé par dgplications de ce calcul dans les différents
domaines de la physique et de I'ingénierie [9].

Généralement on sait que les dérivées et les ralesy d’ordre entier ont des
interprétations physiques et géomeétriques clames,simplifient de maniére significative leur
utilisation pour résoudre des problemes appliquéissddivers domaines de la science. La
différentiation et l'intégration d'ordre arbitraigas nécessairement un nombre entier) n’a aucune
interprétation géométrique et physique acceptalieces opérations pendant plus de 300 ans.
Comme lintégration et la différentiation d’ordreadtionnaire sont des généralisations des
notions de lintégration et de la différentiatidlordre entiére, il serait idéal d’avoir de telles
interprétations physiques et géométriques qui foamh également un lien aux interprétations

classiques de différentiation et d'intégration é@gteur d'ordre entier [10].

L’objectif de ce chapitre est de présenter les ddbéoriques des opérateurs d’ordre
fractionnaire nécessaires pour le développementiggsitres qui suivent, tout en rappelant les

définitions et les principales propriétés des oéns d’ordre fractionnaire.

1.2 Opérateurs d'ordre fractionnaire
Le calcul fractionnaire est une généralisation'idéégration et de la différentiation a l'opérateu

fondamental d'ordre non entigD{" ol t, ett sont des limites de l'opération. L'opérateur

intégro-différentiel continu est défini par [11] :

- O(m)>0
PR m )
dt™
,Di =y 1 O(m) =0, (1.1)

Jan™  om<o

Ou mOCest I'ordre de l'opération d@ anneau des nombres complexes.

Et [J (.) symbolise la partie réelle d'un nombre complexe
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Il existe plusieurs définitions mathématiques pdumtégration et la dérivation d'ordre
fractionnaire. Ces définitions ne menent pas tagjoa des résultats identiques mais sont

équivalentes pour un large panel de fonctions.

1.2.1 Définition de Riemann-Liouville (R-L)
L'intégrale dit de Riemann-Liouville est définiasii [11]:
Définition 1 : SoientC et R les anneaux des nombres complexes et réels tesmeent.

SoientmJCavecI(m)>0, t, IR et f une fonction localement intégrable définie syrb [.

L'intégrale d'ordre m diede borne inférieurg est définie par la formule suivante :

t

o f(t)E%.I(t—r)m‘lf(r)dr (1.2)

avect >t, et [ (.) est la fonction gamma d'Euler définie pai(x) = I y* e Vdy, x > 0.
0

Définition 2: Soient mJC avec O(m)>0, n un entier positif,t, JR et f une fonction

localement intégrable définie sugp [t [. La dérivée d'ordren def de borne inférieut, est

définie par la formule suivante :

DM ()= )Y (r)dr 3.

I'(n m) dt
Ou le nombre entiar est tel qugn— ¥ m<n.

Cette dérivée d'ordre fractionnaire peut aussi étre définie a partir datibég(l.2) comme suit:
"D F(t) = {| o= £ (1)} (1.4)

Remarque : Pour simplifier I'écriture, on notera dans la sidtgourlZ, et D* pour Dy.

1.2.2 Définition de Grundwald-Leitnikov (G-L)
La dérivée d'ordre fractionnaire d'ordme> 0 de G-L est donnée par [11]:

o pp f(t)—Ilm— Z( ) (7)f ¢ -kh) (1.5)

Ou [] dénote la partie entiére d'un nombre rdelest la période d’échantillonnage et les

coefficients("k‘) sont donnés par :
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m) _ r(m+1) (1.6)
k) TFk+D)r(m-k+1 '
Avec Mb+1) =br(b) et M (L/2) =
La définition de Grindwald-Leitnikov de I'intégration d’ordre fraoti@ire est formulée comme
t-t,

suit : I F()=% D" (t)=lim h" S =D*()f @ -kh) (.7)

1.2.3 Définition de Caputo
Caputo a introduit une autre formulation de la dérivée d'ordre fraeirendéfinie par [11] :

1 £
r(n-m; (t-n)™"™

SpM @) =" 1""D (1) = (1.8)

Avecn estun entier positif vérifiant l'inégalitén— ¥Ym<n.

Cette définition peut étre formulée également en fonction de la d#fimie Riemann-Liouville

comme Ssuit :
DX f (t)= D”f(t)+zn_ltk—_”f(k) 0 (1.9)
" ¢ k=0 (K — g +1) '
Ce qui peut étre décrit autrement par :
- Lt
D ()= D*(F () -Y . f90 ) ) (1.10)

1.2.4 Quelque propriétés de la dérivation non endire

Les principales propriétés des opérateurs d'ordre fractionnaire senidastes [9]:

1. Si f(t)est une fonction analytique tlealors sa dérivée d'ordre fractionnd@f (t) est
une fonction analytique de t et m.

2. Pourm=n, ol nest un entier, l'opératioD™f (t) donne le méme résultat que la
différentiation classique d'ordre entier

3. Pourm=0 l'opératiorD™ f (t) est l'opérateur identitéD° f (t) = f (t).

4. La différentiation et l'intégration d'ordres fractionnaire sont deérations linéaires
D™af (t) + D"bg(t) =aD™ f (t) + bD"g(t)

5. Laloi additive (propriété du semi-groupe)

D*DEf(t) = D**Ff(t) est valable sous certaines contraintes sur la fond¢thn
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6. la dérivée non entiere d@) nécessite la connaissancef@esur l'intervalle [§, t] alors
gue dans le cas entier, seule la connaissance "locale" de autout lécessaire. Cette
propriété permette d'interpréter les systémes non entiers commestgses/a mémoire
longue, les systemes entiers étant alors interprétables commetéesesyd mémoire
courte
1.3 Transformée de Laplace des opérateurs d'ordré&actionnaire

Les définitions temporelles des opérateurs différentiels non entgrdresnt d'un
formalisme mathématique quelque peu compliqué, mais leur expressisrieddomaine de
Laplace releve d'une simplicité remarquable, en particulier dans le casude bt systémes
relaxés a=0. Nous intéressent au cas ou l'ordrest réel.

1.3.1 Transformée de Laplace de l'intégrale d'ordrefractionnaire
Nous commencerons par la transformée de Laplace de l'intégrale d'ordomffi@iot de

Riemann-Liouville d'ordren> 0 définie par I'équation (I.2) qu'on peut écrire comme une
convolution des fonctiong(t) = itm‘let f(t)
r(m)

t

m -m 1 m-1 1 .
I™f(t)=D f(t):ml(t—r) f(r)dr:mt Lx f(t) (1.11)
La transformée de Laplace de la fonctiBnhest [15]:
G(p) = L{t"™=r(m)p™ (1.12)
Donc la transformée de Laplace de l'intégrale de Riemann-Liouville :
[t = pF(p) (1.13)

De la méme facon la transformée de Laplace de l'intégrale d’ordre fractionnafiei phr
Grundwald-Leitnikov et Caputo est aussi donné par I'équatidB)(!

1.3.2 Transformée de Laplace de la dérivée d'ordréactionnaire

Nous citons dans ce qui suit la transformée de Laplace des difféeréfitasahs de la dérivée
d'ordre arbitraire [11].

[.3.2.1 Dérivée de Riemann-Liouville
L= k -k-1
Lot )= pF(p) -3 pH D™ £ (). (1.14)
k=0

Avec n—-1<m<n cette transformée de Laplace de la dérivée de Riemann-Liouvilldesst b
connue. Mais son applicabilité en pratique est limitée a cause denéb d'interprétation

physique des valeurs limites des dérivées d'ordre fractionnairé pOur
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[.3.2.3 Dérivée de Grindwald-Leitnikov
L{D"f (t)} = p"F(p) (1.15)
1.3.2.2 Dérivée de Caputo

D™ ()} = p"F(p) —j p™ £k (Q) (1.16)

L'avantage principal de la définition de Caputo par rapport a celle efeaRin-Liouville est
gu'elle permet de considérer des conditions initiales conventiearfaltiles a interpréter telles

que y(0) = y,,Y'(0) = y, etc. De plus, la dérivée de Caputo d’une constante est bornée (égale

0), alors que la dérivée de Riemann-Liouville d'une constantepasdtornée &=0.La seule

exception est quand on prerd= - comme point de départ (limite inférieure) dans la
définition de Riemann-Liouville. Cependant, quand on s'intéresles processus transitoires, on
ne peut pas accepter de placer le point de déparb adans ce cas la définition de Caputo

semble étre la plus appropriée quand on la compare aux autres.

Remarque
La résolution des équations différentielles d'ordre fractionnaire auearisformée de Laplace se

fait de la méme maniere qu'avec les équations différentielles d'ordre entier.

I.4 Méthodes d’'approximation des opérateurs d’orde fractionnaire

1.4.1 Méthode Générale d'approximation des opératas intégro-differentiels d'ordre
fractionnaire

En général, une approximation rationnelle de la fonc®¢p) = p™" ,0<m<1(Intégration d'ordre
fractionnaire dans le domaine de Laplace) peut étre obtenue eantifiexpansion des fractions
continuesdes fonctions [12] :

__ 1
Gh(p) - (1+T p)ml

p" = . (1.17)
G, (p) :[1+%j ;

Ou G, (p) est I'approximation pour les hautes fréquenaeb ¥>1), et G, (p) l'approximation

pour les basses fréquencesl(<<1).
Plusieurs méthodes ont été proposées pour I'approximationpéeateurs d’ordre fractionnaire,
parmes les qu’elles la méthode de Carlson [12], OustaloupNE3tuda [12] et Charef [6].
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Dans ce qui suit nous allons présenter une méthode d’approxina&tibopérateur d’ordre
fractionnaire qui sera utilisé plus tard, cette méthode est dévelgapé€haref en 1992 et
nommé la méthode de la fonction singuliére [6].

1.4.2 La méthode de Charef : Fonction de singularé
1.4.2.1 Approximation de I'opérateur intégrateur d'ordre fractionnaire
La fonction de transfert de I'opérateur intégrale d’ordre fractionnaire est re@esdants le

domaine fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante :

Gi(p) = 8)L
Avec p = ja la fréquence complexe et m est un nombre positif tel que 0 <m < 1.
Dans une bande de fréquence dor{mg&uh], cet opérateur d'ordre fractionnaire peut étre

modelé par un péle a puissance fractionnaire (PPF) comme suit :

K
Gp)=—= )19
® =15 ¢
Si on suppose que pourl] [oub,cch] on aw >>w, , on peut écrire :
K Kaw' 1
G(p)=——'F == =—"=G/(p) (1.20)

£ m pm pm
a)C

Avec K, = (1/0)2‘) et w, est la frequence de coupure du PPF qui est obtepagtir de la basse

fréquencew, par la relatiom, = V10(/10m) — 1 avece est I'erreur maximale permise entre la

pente de la réponse fréquentielle de l'opérateliédeation (1.18) et le PPF de I'équation (1.19).

Dans le but de représenter le PPF de I'équatid®)(l.et par conséquent l'intégrateur d’ordre
fractionnaire, par un systeme linéaire invarianmisdie temps il est nécessaire d’approximer sa
fonction de transfert irrationnelle par une fonatiaationnelle [6], [8]. La méthode
d’approximation consiste a approximer la pente2fen dB/dec sur le tracé de Bode du PPF par
un nombre de lignes en de zig-zag produisant uteenaihce de pente -20 dB/de et 0 dB/dec
correspondant a une alternance de péles et de dérdaxe réel négative du plan p tel quep
Zo< p1<z1<...<2zn1< pn. D’OU I'approximation suivante :

o ]

UK

o )

G(p)=

(1.21)
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Les p, et lesz, sont les poles et les zéros de I'approximation. Uiisant une meéthode
graphique[6], les pbles et les zéros de I'approximation s’avereous une forme d’une
progression géométrique. Cette méthode graphigappddximation commence par une erreur

d’approximation y en dB et une bande de frequeragpdoximatiorw,,,, =100, . Le nombre

de pbles d’approximation N est donné par:

log(wzl—;lx)l +1

Toatab) (1.22)

N = partie entier [

L'arrangement des singularités (poles-zéros) aesliételon les deux progressions géometriques

suivantes :

p, =(ab)'p, ,pouri=0L..., N

z =(ab)'z, ,pour i=0L..,N-1 (1.23)
Ou a et b sont appelés les rapports de positiams lexpressions en fonction de y et m sont

données par :

o) (0w )
a=10'00-m)) p=g0lt0m (1.24)
Et le premier pbleqet le premier zéro gsont donnés par:

po =wVb, Z,=ap, (1.25)
Par conséquent, la fonction rationnelle d’approxiommdans une bande de fréquence donnée
sera:
M a+—L

Kp ~ zg(ab)t

Ki—————
p\™ I'gN (4P
(1+w_c) Mizo (o2 ay?

G/(p) = (1.26)

Exemple illustratif:

Considérons lintégrateur d’ordre 0.7, on vapiproximée sur la band&( %, 102] et pour (y=1dB,

e=10"%).I'approximation est donné par I'équation suivante

- ~7 — 3 Hl-lf()(l ¥ 46060 101)5(2.9936)1'))
Gi(p) = 37 = G (p) = 2.0845 10> ———

. (1 . P : )
1=0\" " (2.1379 10~5(2.9936)})

La figure (1.1) représente le tracé de Bode denmation de transfert de l'intégrateur d’ordre 0.7

et son approximée. Cette figure montre que la lasétde Bode de la foncti%é; et son

approximé sont superpose sur la bande d’approx@maén remarque que I'amplitude est une

droite de pente-20 x 0.7 = —14db/dec et la phase est une constante-@e7 x g = -63 deg.
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100 T T
: ' — exacte

—— approximes

70
107

Figure I.1 : Tracé de Bode amplitude et phasepd@’et son approximé.

1.4.2.2 Approximation de I'opérateur dérivateur d’ordre Fractionnaire
La fonction de transfert de I'opérateur dérivatdiordre fractionnaire est représentée dans le
domaine fréquentiel par la fonction irrationnellévante :

Go(p)=p" (1.27)
Avec p = ja : la fréquence complexe et m : est un nombre ipesiel que O0<m<1.Dans une
bande de fréquence donr{é@,wh]cet opérateur peut étre modelé par un zéro a passa
fractionnaire (ZPF) comme sufi]

Gp) = Ky (1+ wﬂ)m (1.28)

Si on suppose que pourl] [wb,wh] on aw >>w, , on peut écrire :
" Ko oo,
G(p)= K.{iJ = 2p"=p (1.29)

Avec : K, =) etw, est la fréquence de coupure de ZPF qui est obtarpeetir de la basse

frequencew, par la relatiornc, = 001w, .
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Dans le but de représenter le ZPF de I'équatid@8)].et par conséquent le dérivateur d’ordre

fractionnaire, par un systeme linéaire invariamsdbe temps, il est nécessaire d’approximer sa
fonction de transfert irrationnelle par une ratiehe La méthode d’approximation consiste a

approximer la pente de 20mdB/dec sur le tracé dieRBlm ZPF par un nombre de ligne en Zig-

Zag produisant une alternance de pente 20 dB/de d@Btdec correspondant a une alternance de
poles et de zéros sur I'axe réel négative du pléal gue g<po<zi<pi< . . . <n1<pn [6]. D’oU

I'approximation suivante :

_ D\ o MiLe(+p/2)
G() = Kp (1 + wc) = Ko e (1.30)

En utilisant une méthode graphique simle les poles et les zéros de I'approximation s’amér
sous une forme d’'une progression géométrique. Geéthode graphique d’approximation a
commencé par une erreur d’approximation y en dBnetbande de fréquence d’approximation

Whnax = 100wy, . Le nombre de pbles d’approximation N est donné pa

N = partie entier [~z )| 4 1 131
= partie entier Togtab) + (1.31)

L'arrangement des singularités (poles-zéros) aesliételon les deux progressions géometriques

suivantes :
z, =(ab)' z,, pour i=022..,N (1.32)
p, =(ab)'az,, pour i=012...,N

Avec: z, =w.b etp,=az,.

Par conséquent, la fonction rationnelle d’approtiomadans une bande de fréquence donnée

sera :
m MLo(+—Lo)
GD(p) = Kj (1 + a)i) = KDWO(pb)') (1.33)
‘ =% o (ab)!
Exemple :

Considérons le dérivateur d’ordre 0.35, en veuwpragmer sur la bandelp~2, 10%] et pour

(y=1dB, e=10"°).I'approximation est donné par I'équation suivante

. M22,(14 )
Gp(p) = p°3° = G,(p) = 0.0247 - .(356410 (2.7514))

DY p——
1=0\""(5.079 10~5(2.7514)})
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La figure (I.2) représente le tracé de Bode demation de transfert de dérivateur d’ordre 0.35.
Cette figure montre que la les tracer de bode déotation p°®3°> et son approximé sont
superpose sur la bande d’approximation, en remaggeel’amplitude est une droite de pente

20 X 0.35 = 7db/dec et la phase est une constant®d& x % = 31.5 deg.

amplitude
40 T

20

o

-20

A0 j
107 10 10 10° 10°

35 |

___________________________________

30 -5

a—— bande d'appirl:uximatil:un >

20 |
107 107 10" 10° 107

Figure 1.2 : Tracé de Bode amplitude et phasepdé°et son approximé.

1.5 Implémentation analogiques des Opérateur d’ordrerfactionnaires
1.5.1 Implémentation analogiques de I'intégrateur d’ordre fractionnaire
L’'approximation de l'intégrateur d’ordre fractiorire est donnée par I'équation (1.26) de la

forme :
N-1 p
G =N =~k Mizo 47 ap?
1(p) = A L g
(1+w_c) =080 0 (ab)t

On doit décomposer la fonction rationnelB(p) en somme de fractions élémentaires, on

obtient la formule suivante :

ﬁ(“(ab)?a ) :
By N

sl i
o\ (&) pg (@) p,

(1.34)
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Ou’ les coefficientsitsont les résidus et qui sont déterminés par :

N-1 abl Po N @b(i_j)
e (=)
<\ ehap s 2 ) i=oL.N

h =K.~ =K

| n[l-@bp] " [-eo)

=0,

(1.35)

Cet équation correspond a I'impédance d'un rése@aulRtype Foster®fforme dont le schéma

est représenté par la figure(l.3) [8]:

Ro R Ry
I(p) L L —

| | | | | |

V(p) A A N
CO C]_ C:N

Figure 1.3 : Réalisation analogique de I'intégrateur d’ordicfironnaire

L’'impédance de ce réseau est :

Z(p) = i{ﬁj (1.36)
1 R=
RG = "
Alors : R = :_1 Pouri=01...N (1.37)

R=h sl

1.5.2 Implémentation analogiques de dérivateur d’ordre factionnaire
De I'équation (1.33), I'approximation de I'opératalérivée d’ordre fractionnaire dans une bande
fréquentielle donnée par une fonction rationnelle @rme :

N p
HL=0(1+ZO (ab)L)

N P
Mizo @+ ay?

Gp(p) = Kp (1 + w%)m = Kp

La décomposition en éléments simples de la fonctaiionnelle approximant le dérivateur

d’ordre fractionnaireGD(p) donne :

G, (p)=G, +ii (1.38)

o
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Avec: G, =K, (1.39)
N

(- @yia)
1=0

- @v'az,) ﬁ(l— @b}

j=0, J#i

Et: g, =Kp Pouri =01,..., N (1.40)

Cette équation correspond a I'admittance d'un réskatype Foste2®™ forme dont le schéma

est représenté comme suit [8]:

1(p)
Ro
_I_C0 _|_Cl

Figure 1.4 : Réalisation analogique de dérivateur d’ordre foaxtaire

L’admittance de ce réseau est de la forme :

Y(p) -—+ (1.41)
Z:(1+ PRC)
N I B P
! RiCi i _gil
Alors: g; =C, =Ry =—— pour i = 012...N (1.42)
1 giP;
GO =-— 1
RP Rp =
GO

1.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre quelque tid#iinde base pour la dérivation
d’ordre non entier, ainsi sa représentation dardoleaine de Laplace ,puis en a présenter une
méthode d’'approximation des operateurs d’ordreifranaire par des fonctions rationnelles dite
la méthode de la fonction singuliere qui nous avetilssé dans les chapitres suivantes, deux
exemples illustratives sont présenter, les résulidtenus montrent qu’on obtient une bonne
approximation dans une bande fréquentielle dorinéleimnent une méthode a été présenter pour
la synthése d'un opérateur d'ordre fractionnairenbe en fréquence a l'aide d'un circuit

analogique.



Chapitre |l

Systemes d’ordre fractionnaire et Correcteur
PI'D"
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Systémes d’ordre fractionnaire et Correcteur PtD*

II.1 Systemes linéaires d’ordre fractionnaire

Les systémes linéaires d'ordre fractionnaire s@d slystemes dynamiques linéaires
représentés par des équations différentielles ilegal’ordre fractionnaire dont les ordres de
leurs dérivées sont des nombres réelle. L'équatitférentielle linéaire fondamentale d’ordre

fractionnaire est définie par [14] :

(ro)m%+ y(t) =e(t) 0o<m<?2 I.X)

Avec : e(t) : signal d’entrer.
Y(t) : signal de sortie.
T o . Constante de temps.
Il y'a deux type des systemes fondamentaux [7] :
-systeme d’ordre fractionnaire de relaxation pasxm<1.
-systeme d’ordre fractionnaire d’oscillation pouxm<2.
Nous nous intéressons dans notre étude au deuwdamél<m<?2), ce type de systéme a un
comportement d'un systeme du deuxiéme ordre avecpaire de pbles complexes conjugués.
Plus tard nous avons utilisé ce type des systéerm@®mme un modele de référence dans la
conception de correcteur. La fonction de transflertce type de systeme est donnée par la

fonction irrationnelle suivante :

_Y® _ 1
G(p) = Ew) — Trea 1<m<?2 (1.2)

10 - temps caractéristique de relaxation.

[1.2 Approximation par une fonction rationnelle
Dans cette section, on va présenter une méethogerd@mation développée par Charef

en 2006 [7]. La fonction de transfert de I'eq.q)lest approximée par I'équation suivante :
1 _ (+tep)*™™

G(p) = 1+(top)™  (Top)2+2&(Top)+1

G(p) = Gn(p)Gp(p)
Gy(p) = (1 + 1op)?>™™ : C’est un zéro a puissance fractionnaire (ZPF).

,pour 1<m< 2 (1.3)

1

Gp(p) = ERSTITT RSl C’est un systeme du second ordre régulier.
On peut facilement montrer que :
i 2-m
C(jw) = ——— ~ —LH@T0) ,1<m<2

1+(wte)™  (jote)2+28(jwte)+1
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Pourw<<1lhyo GUw)|=1~1
Pourw>>1kyg IGGw)| = (mlo)m ~ (a()Z)OT):)_Zm - (wrlo)m
Pourw=1ho GGw)| = |1+(1j)m| ~ |(14|,2]-;;|—m|

16Gw) = 1 =

\/(1+cos )2+ (sin (2))? S

Le facteur d’amortissement est donnée par :

(1+cos (25))
&= /Zm—_f (11.4)

Le facteur d’amortissement est en fonction de ferdactionnaire m.

Pour représenter un systeme d’ordre fractionrasodlatoire de I'équation (11.3) par un modele
d’un systeme linéaire invariant dans le temps, @happroximé la fonction @&p) (ZPF) par une
fonction rationnelle dans la bande de fréguence],

L’approximation du G(p) par la méthode de Charef [6], [8] est :

2-m _ [liLo(tp/2)
A+ 7)™ = ¥ o/ (11.5)

Les parameétres a, by, pet N peuvent étre déterminé facilement par :

Yy
a = 100G | p = 1ob/10@-m)] 5 = L0b/20@-m] | p, = az, et
0
N = entice |~ S 1
= entlee m +

z; = (ab)'z, i=0,1,..,N
Lesp; etz; calculer par{ p; = (ab)laz, i =0,1,..,N
ou: zg < Po < Z1 < AN < PN

En remplacant I'approximation du ZPF dans I'équafjib.3) on obtient :

= 1 MiZo(+p/z)
G(p) = [(Top)?+28 (Top)+11 TI}L o (1+D /D) (1.6)

[1.3 Réponses temporelles et fréquentielles :
Par décomposition en éléments simples de (ll.&kiient la forme suivante :

— Ap+B N k;
G(p) T [(zop)2+2&(top)+1] + Li=o (1+p£i) (||.7)
Avec : B=1-YV K a).
-1
A= gaLizokim (11.9)

w, : La pulsation de résonanaee,(= 1/7, )
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ki (i=0,1,..., N) ; sont les résidus des péles qui peuventc@iiilés comme suit :

_ 1 M- (1-a(ab) ™))
ki = [(avb(ab))2~2¢(avb(ab)i)+1] TN ,(1~(ab))) (11.10)
J#i
La sortie Y(p) = G(p)E(p) = el E(p) + XN, —<E(p) (I1.11)
PIm ) T et P T S0y P '
[1.3.1 La réponse impulsionnelle
En remplacons E(p)=1 dans I'équation (ll.11) oneiitla sortie :
V() = e+ By i (1.12)

(top)2+2&(top)+1] i=0(1+g)
Pi

B, A et k sont calculées par les relations (11.8), (11.9]1ef.0) respectivement.

En utilisant la transformée de Laplace inverserélaonse impulsionnelle de ce systeme est

donnée par la relation suivante [7]:

2_ 2, 2y1/2
y(t) = win (B 2ABS wntA”0n ) e~ $@nt sin(wpy/ (1 — €2)t + @) + X, kipe Pit (1.13)

1-§2

Ou la phase est donnée par:

@ = arctg (A_:_"A— “;}fz)) (1.14)

La figure suivante montre le comportement de lamép impulsionnelle pour plusieurs valeurs
dem(y=1dbetw, =1):

réponse impulsionelle

Y(0)

Temps (s)

Figure 1l.1 : La réponse impulsionnelle du systeme pour m=131,.1,1.9.
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[1.3.2 Laréponse indicielle

En remplacons (E(p)=1/p) dans I'équation (1l.1dk), obtient la formule :

_ Ap+B l N k;
Yp) = Plrop+2eop+1] | Li=o (1%) (1.15)

En utilisant la transformée de Laplace inverseéfmnse indicielle de ce systeme est donnée par

la relation suivante [7]:

1 (B?-2ABEwp+A%wy? 1z . .
y@®) =1+ w_n( f:,; = ) e $nt sin(wpy/ (1 — E2)t + @1) — XX o kipie Pt (11.16)
ou la phasep: est donnée par:

A—wnJ(l—_€2)> _ arctg (\/(1‘—52)) ar)

La figure suivante montre le comportement de l@nép indicielle pouy = 1db et w, = 1

réponse indicielle
1.8

L m=18

1.6
1.4
1.2

Y() 1L

oa ____E_ - _-E_ -

06 -
0.4

02

2 4 = = 10 12 14 16 18 20
Temps (sec)

Figure 1.2 : La réponse indicielle du systeme pour t m=1.1,.1,3,9.

La figure (Il.2) montrer que Lorsque m tend verslel systeme se rapproche du systeme du
premier ordre, et les oscillations diminuent. Irsegnent, lorsque m tend vers 2, le systeme se
rapproche du systeme du second ordre, et lesaigmilé augmentent (se rapproche du systéme

du second ordre régulier).

[1.3.3 Les réponses fréequentielles

L’expression pour I'analyse fréquentielle Gép) est :
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G(jw) = 1 (11.18)

(1+(w/wp)™ cos(mm/2))+j(w/wy)™ sin(mm/2)

1 - (1+1op)2™™
1+(Tep)™  [(zop)?+2&(zop)+1]

G(p) =

En fait variée m entre 1.1 et 1.9 et on obtientidasés de bode suivants :

a0 i i i i i i i i i .
] 100 =200 200 400 500 =00 Fao S00 Q00 100

-20

-40

-50

=]

-100

-120

-140

-160

i i
a 100 200 =00 400 =1nlw] =00 oo p={m lm] 200 1000

a0 i i i i i i i i
Figure 1.3 : Tracé de Bode des fonctions des eq. (I1.2) é8)(pdour plusieurs valeurs de m.

De la figure (I11.3) on remarque que les pentes soitte —20dB et —40dB en variant I'ordre m.

Les courbes montrent la bonne approximation derlation de transfert de I'eq. (I1.2).

11.3.4 La fonction de transfert idéal de bode :
Bode a proposé une forme idéale de la fonctiorratestert de la boucle de commande

dans son travail sur la conception de feedbackdifwageurs (voire Fig 11.4), cette fonction de

transfert & la forme : L(p) = (%)m me R. (11.19)
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Ou wcest la fréquence de coupure désirée et le paramdaegente de la caractéristique idéale
du gain. En fait, la fonction de transfer{p) est un intégrateur d'ordre fractionnaire pourO.
Les diagrammes de Bode H§) (1<m<2) sont trés simple figure (11.5). La courbe d'ditape
est une ligne droite de pente constante m 2B / dec, et la courbe de phase est un trait
horizontal a /2 rads. La courbe de Nyquist se réduit a une lidpoite passant par l'origine
avec ard- (jw)= -mn/2 rad.

Maintenant considérons le systeme a retour unitajpeésenté sur la figure (11.4) avec
L(p) est la fonction de transfert idéal de Bode. Ceixche L(p) donne un systeme en boucle

fermé avec la propriété souhaitable d'étre pedulsderssla variation du gain.

E(p) : Y
—»ﬁ)_—- L) = O™ ®)

Figure 1.4 : Boucle de commande idéale de Bode.

La fonction de transfert en boucle fermée :

H(p) = LG : =X avec: K = w ™ (11.20)

E(p) 1+(/wc)™  K+p™

(Pour : 1<m<2 en a un systeme d’ordre fractionnasi@llatoire).
Ce systeme a la propriété de robustesse, en tafineariance sous changement d’échelle de

fréquence [15].

A |[L(jw)|
Ue)las —m20dB/dec
0 dB
w, 1 >
phase 4 ‘ 0g (@)
—mm/2 A m
Pm =11 — ?)
3 Y >
log (w)

Figure Il .5: Tracé de Bode amplitude et phase de L(p) pour 1<m<2
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Les caractéristiques générales de la fonctionatestert de Bode sont les suivantes [9] :
a) En boucle ouverte :

- Gain : une pente constante de -20mdB/dec.
- Fréguence de coupure : une fonction de K.

- Phase : ligne horizontale de iztm
- Nyquist : ligne droite avec un argument %m

b) En boucle fermée avec retour unitaire :

- La marge du gain est infinie.

- La marge de phase est constantem(1- %), elle dépend seulement de m.
La figure (I1.6) représente la réponse indicielle systeme de I'eq. (11.20) pour m=1.5 et

différente valeur de Krg=[0.1, 1 et 10] correspond a K= [31.6228, 1 eBO]DK = (i)m .
To

1.4

1.2

0.3

0.6

0.4

0.2

0 A S T T S A N S A
0
Figure 1.6 : Réponse indicielle du systeme de I'eq.(I1.20) pdiffiérente valeurs de K.

La figure (II.6) montre qu'on obtient un dépassetnda 25.28% indépendant du K, cette

propriété est dite iso-amortissemefnt{ constante = 0.0526).
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II.4 Performances et Caractéristiques du Systeme @#latoire d’ordre Fractionnaire

Le but fondamental pour la conception des systeamsssrvis consiste a répondre aux conditions
fixées par le comportement du systéme projeté. Datis partie nous avons cité brievement les
spécifications du systeme oscillatoire a partir ssiltats obtenir par Assabaa dans [16], [17].

I1.4.1 Spécifications fréquentielles

1. Facteur de qualité : Q= S — (1.21)
/2(1+cos¥)

(1+cos%)

2. Facteur d’amortissement &= (1.22)

2m-1

¢ Dépond seulement de m se qui permet d’introdaineotion de mode oscillatoire robuste

[17].
3. Pulsation de résonance : w, = w,(—cos (mm/2)) /™ (11.23)
4. Facteur de résonance : M, =|G(w,)| = — (11.24)

sin (@)

M, Dépond seulement de m se qui permet d'introdairetion de résonance robuste [17].

I1.4.2 Spécifications temporelles

1. Dépassement(%): M, = (m — 1.005)(m — 0.755) (11.25)
. _ 1.118(m—-0.252)2
2. Letemps de dépassement  tp = TSy (1126
3. Temps de réponse ts(2%) = AP - % 1.138<m<2 (1.27)
wn ,1+cos (%) §wn
2
4. 4. Le temps de monté : tr ~ 2350HLISE) (11.28)
(m—-0.72)wy,

1.5 Correcteur d’ordre fractionnaire Pl *D*

[1.5.1 Introduction :

Afin d’améliorer les performances des systemeserass linéaires, Poudlubny [2] a
proposé une généralisation du correcteur PID cjassia la forme PD* nommé le PID
fractionnaire, oulh et u sont des réel positifs tel que 34 et Oqu<1, Il a montré que les
performances étaient considérablement amélioréegapport a celles obtenues par un PID

d'ordre entier. L'expression analytique du PID fi@maire est donnée par I'équation suivante :
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C(p) = Ko + %+ Tap (11.29)

Ou K: représente I'action proportionnelle.
Ti/ p": représente I'action intégrale d’ordre fractioneai
Tqp": représente I'action dérivation d’ordre fractioimea

LA A A
=14 pi ,PID A=14 P PID
PI'D*
P PD P PD
(0.0) =1 oW (0,0) w=l ow

Figure 11.7 : Correcteur PID et PD*
Comme il est montré sur la figure (11.7), I€P* fractionnaire généralise le PID conventionnel et
'étend du point au plan. Cette extension donnes me flexibilité dans la conception des
commandes PID. Ce type de correcteur est géneésatemtilisé dans la conception d'une

commande robuste.

1.5.2 Approximation du PI*D" par une fonction rationnelle
Dans cette partie nous considérons le cas ow2A et 1qu<2 I'équation (11.29) devient :

CP) = K+ (o) + Tap (@™

1/p™ : est 'operateur de l'intégrale d’ordrg mavec : Om <1

p™ : est 'operateur de la dériver d'ordrg m avec : Ory<1
Dans une bande de frequences, [oy], I'action intégrale et dérivée d’ordre fractionmmea est
réalisée respectivement par un PPF et ZPF. Oeribitapproximation du PD* par la méthode
de Charef [8] :

Ny-1 N

e = (02 o ()
Les polesp,, , les zérog,, et les parametrd§ et N; de 'approximation de l'intégrateur d’ordre
fractionnaire peuvent étre calculé a partir deelgtion (1.4.2.1).
Les pdlespy, , les zérog),, et les parametras,et N, de I'approximation de dérivateur d’ordre

fractionnaire peuvent étre calculé a partir deelaion (1.4.2.2).
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Exemple illustrative :
Considérons le correcteurBl' défini par sa fonction de transfert suivante :

0.18 .
C(p) =24+ (F) +6(p'7) (11.31)
Donc : C(p) =24+ %(ﬁ) + 6p (P0'7)

En obtient I'approximation rationnelle du*Bl' par I'approximation des operateugé; et p°7

sur la méme bande fréquentielle, {o4)=[0.1,10rad/s],les parametre d’approximation seili
sont £=10°,y=1db et oma=1000 =1Crad/s, les poles et zéros de |'approximation peuven
calculer a partir de la section (1.4.2.1) et (1.2)2

On obtient la fonction de transfert rationnellevaumite :

p
0.18

[112,|1+ = -
Clp)=24+ —X {415.9188 150[ (4'6°6°X1°p4(2'9936) )]} + 6p X
P Mizo 1+(2.1379X10_4’(2.9936)i)]
i1;50[1+(p/(2.1379><10_4(2.9936)i))]}

I1
{0'0024 [112,[1+(p/(4.6060x10~4(2.9936)1))]

Les figures (11.8) et (11.9) représentent le traie® Bode amplitude et phase de la fonction de
transfert du P1’D'’ et son approximation rationnelle, en remarqueolanke approximation sur
la bande [0.1, 10rad/s].

diagramme de bode FID fractionair {module)
160 T T

exacte

L e e T ST PP e PP
120 : Ry S
100 : : S T

: : ' approx
an SRl Sk el |

60 e .
40 : : D P ERCET EEEFEEPEEEEEEERE -

20 it SEEECEETERETREEE —

0 i i i

Figure 11.8 : Tracé de Bode amplitude de'fD*’ et son approximé.



. Systémes d’ordre fractionnaire et CorrectettbP| 25

phase de PIO-1.75-et
200

150

100

S0

-50

-1aa

-150

00 I I I

Figure 11.9 : Tracé de Bode phase dé"M' et son approximé.

11.5.3 Implémentation analogique du correcteur P{D*:

La structure de PD* est constituée d’une connections paralléle dess tactions,
proportionnelle, intégrale et dériver, comme ilrsintrer par la figure suivante [8]:

Ke
E(p) . Up)
T F2O—
+
T

A\ 4

Figure I1.1C : Structure di correcteu PI'D*

: _U _Up® | Ui , Up®) _ T; "
Donc : Clp) = 5o~ £ T 5 + 2y k. + i + Typ (1.32)

Les 3 éléments du correcteur peuvent réalisenmsuite :

-I'action proportionnelle peut réaliser par un sienamplificateur comme représenter par la
figure (11.11)
R

Re:
Rp1 El
E(p) R U

Figure I1.11: Réalisation analogique de I'action P.

1 —>]
[]
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Up »)

) k. = Rp2 Rpz2, Rp1 sont des résistances). (1.33)

Tell que :

- 'action intégrale est donnée par le transfeitesut :

Nj-1
T, T .2, (+p/z1)
Ti _Ti [ Lizo i 11.34
C ( ! nﬁi’o(1+p/mi)> (11:34)
Cette fonction rationnelle peut décomposer en éwenwmple, on obtient la fonction:

T, _T; N ki
L= (Ziz’o (1+L)> (11.35)

P P I

Ou lesk,, peut calculer a partir de la section (1.4.2.1jnfole (1.27).

L'intégrateur fractionnaire est implémenté sur umcuit analogigue comme représenter sur la

Zp R
le
E —
(P J‘ 7 R i Uio)

figure suivante:

| —

Figure 11.12 : Réalisation analogique de I'actioh |

Uip) _ Ti _Z1p

Donc : B P 7,
tell que : Z;, = (Ti)p = L,;p estlimpédance d’'une bobine d’inductahce
. NI Ii i y , . . .
Et: Zy, =X 0(1+ Zl 0 e R Cip) est I'impédance du circuit de la fig (I.3).
AveC . Rli = kli et . CIL' = L

klip

- 'action dériver est donnée par le transfert soiv.

M2 (1+p/2p)
T,p* =T Kp—7——"+ 11.36
abP ab ( DHND(1+p/pD )> ( )
Cette fonction rationnelle peut décomposer en éisienple, on obtient la fonction :
Tt =Ty | Gy + X2 20 (11.37)
d d D i=0 (1+pD ) "

Ou leskp, etGp peut calculer a partir de la section (1.4.2.2)fate (37).

Le dérivateur fractionnaire est implémenté sur woud analogique comme représenter sur la

figure suivante:
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Zpp R
Z L]
E(p) > 1 R
JA O D—g__ Us(p)
Figure 11.13 : Réalisation analogique de I'actiort.D
. Up(®) _ u _ %oy
Donc : E) D 7o,
tell que : Zp, = Tap = Lpp est'impédance d’une bobine d'inductance
Lp =Tjy. (11.38)
. 1 _ Np _kpip 1 Np Cpp
est 'admittance du circuit de la figure (1.4).
Avec : Rp = Gi , Cp, = kp, (11.40)
D
Et: Rp. = L pour i=0 ,1,..Np.
t pDikDi

Alors aprés réalisation de I'actioh ¢t D' on peut facilement implémenter le correctediDP|

comme représenter par la figure (11.14).

Py

E(p)

:

Figure 11.14 : Réalisation analogique du correcteUltP
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[1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelquds maihématiques de base utilisés pour
la représentation et la simulation des systemesliddractionnaire ainsi que les performances
caractéristiques de systéme oscillatoire fondarhéfdedre fractionnaire puis introduit la notion
de la boucle idéal de Bode qui possede une prégrigs importante (iso-amortissement), grace a
ces propriétés plusieurs chercheur [18],[19],[2tautilisée la fonction idéale de bode comme
un modele de référence en boucle ouvert pour ldhége d’'un lois de commande robuste. Apres
avoir une définition du correcteur "BI' qui est une généralisation du PID classique, une
méthode d’approximation et de réalisation a Baitbs circuits analogiques a été présenté [8],

les résultats obtenus montrent I'efficacité de &hnde d’approximation utilisée [7] et [8].



Chapitre Il

Réglage de Correcteur'Pl d’ordre

Fractionnaire
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Réglage du Correcteur PtD" d’ordre Fractionnaire

[11.1 Introduction

Le correcteur PID est la technique la plus usiskans la commande des processus
industriels pour des décennies. Les raisons maedgeson large acceptation en industrie sont
son capacité de commander la majorité des progessssactions sont bien comprises et son
implémentation est tres simple. La conception eéfgage des correcteurs PID a été un sujet de
recherche depuis le jour ou Ziegler et Nichols mnéisenté leur méthode en 1942 [21]. Bien que
toutes les techniques existantes pour le réglaggpdemetres du correcteur PID, un travail de
recherche continu et intensif est encore en counsr pe rehaussement de la qualité et
I'amélioration des performances de la commande.

Récemment, Podlubny a proposé un correctél*RI'ordre fractionnaire [2] qui est une
généralisation du correcteur PID classique. L'i@t@our ce type de correcteur est justifié par
une meilleure flexibilité dans la conception detemmande puisqu’il a deux paramétres en plus
qui sont les ordres fractionnaires des actionstéljration et de dérivation. Ces parametres
peuvent étres utilisés pour satisfaire des perfoo@s additionnelles dans la conception des
systemes asservis. Aujourd’hui, les chercheurdétssent au développement des méthodes et
techniques de réglage du correcteufDPI Plusieurs méthodes ont été proposées tel que la
technique basée sur la fonction transfert idéalBdde proposée par Djouambi [20]. Cette
technique consiste a fixée les ordres fractiongairet p a partir du comportement fréquentielle
de la commande en boucle ouverte puis I'estimadies autres paramétres par I'algorithme du
moindre carré. Une méthode proposée par Monje {RR2]est basée sur la formulation du
probleme de commande et de robustesse en un pmhdéntimisation en cing inconnus qui
sont les cing paramétres du correcteulDPId’ordre fractionnaire. Une amélioration de la
méthode précédente a été proposée par Valerioof28jne solution analytique du probleme de
commande et de robustesse du correctél*Ri été déterminée a partir de la réponse indicielle
du processus en s’inspirant de la technique deeZegINichols pour le PID classique.

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode giiegeédu correcteur )" en se
basant sur la méthode proposée dans [24] pourglage du correcteur PID classique. Cette
technique utilise la réponse impulsionnelle du pssas a asservir supposeé stable et elle ne

nécessite aucune approximation du processus parodele. Les cing parameétres du correcteur
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PI'D* d’ordre fractionnaire sont concus tel que le systén boucle fermée soit équivaut & un
systeme désiré. Le systeme désiré utiliser danschapitre est présenté ainsi que ses
caractéristiques dans le chapitre précédent.
[11.2 Formulation du probléme

Considérons le systeme de commande classique @r neitaire montré sur la figure
(11.1). Ou, Gy(p) est la fonction du transfert du processus(g) €st la fonction du transfert du

correcteur.

R(p)

Y(p)
G (p) >

+

C (p)

A 4

Figure Ill.1 : Systeme asservi classique a retour unitaire.

Le processus est considéré comme un systéme stabtela fonction de transfert(3) est
supposée inconnue. C(p) est la fonction de transfercorrecteur PD* d’ordre fractionnaire

défini comme suit;

Cp)=K, +%+TDp“ (I11.2)

Ou K, T, Tp, A et u sont les paramétres du correcteur d’'ordre frantome. La fonction de
transfert du systeme en boucle fermée de ce systehumnnée par ) comme :
Y (p) _ Cp)Gy (P)

R(p) 1+C(p)G,(p)

Le probleme de conception de ce systeme asserndoest de régler les cing paramétres du

Gap) = ().

correcteur d’ordre fractionnaire C(p) pour garagtie la fonction de transfert en boucle fermée
se comporte comme un systeme de référence qui@menépond aux spécifications du cahier de
charge du systeme asservi projeté. Le systeme@emée est lui aussi choisi comme un systeme
d’ordre fractionnaire dont la fonction de transf@g{p) est donnée comme suit :

Gy (p)= — = (11.3)

1+ (2

u
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ou 1 <m< 2 ey, est de la fréquence du gain unité. Les parametresgysont choisis pour que
ce systéme de référence répond aux spécificatmealtier de charge du systeme asservi projeté.
Alors, I'objectif de cette conception se résume gimplement au réglage des cing parametres du

correcteur PD" d’ordre fractionnaire pour satisfaire la condit®R(p) UG4(p) .

[11.3 Présentation de la méthode

[11.3.1 Principe de la méthode

La fonction de transfert £&p) du systeme en boucle fermée de I'équatior2{lit la fonction de
transfert G(p) du systéme de référence de I'équation (Ill&)vent étre développée en série de

Taylor-Maclaurin au tour de la fréquence du gaiitém, comme suit :

— 2 _ 3
G () =G (@) + (p-02,) G (c,)+ L) 2‘:’u) GO () + P~ 3"*’u) GO,) +  (ll.4)

_ 2 _ 3
Gy(P) =Gy(@) + 0-) 6P )+ E-A 60 @)+ L= 6+ qis)

ou G()\) P) etGS)(p) sont, respectivement, 1€5™f dérivées des fonction@ﬂ) (p) et G4 (p) par
rapport a la variable p. Comme notre objectif essadtisfaire la conditidB, (p) UGy (p) , alors
par comparaison des équations (111.4) et (lll.5)aoma :

Ga(w,) =Gy(w,)

GR () = G§ (w,)

G2 (w,) =GP (w,) (111.6)

G () =GP (w,)
G (w,) =G ()

Alors, la conception du systéme asservi se résummégiage des paramétres du correctetD*PI

d’ordre fractionnaire pour satisfaire les cinq @galde I'’équation (111.6).

11.3.2 Calcul des valeurs des fonctionsG{ (o)

La fonction de transfert §p) du systéme de référence est donné dans I'émqu@ti.3) par :

1
Gy (P)= ———
L (Pym
Wy
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Ces dérivées( (o), pour 0<i < 4, par rapport & la variable p au poigtsont données par :

1
Gy(o,) =90=§
m
G (w,) =91:‘—4(D
m
GP(w,) =6, :m (M)
_, _m(m?-4)
G (w,) =6, —W
2_
G(0,) =6, =- 72
4o,

111.3.3 Calcul des fonctionsC® (o, ) et deG? (w,)

La fonction de transfert C(p) du correcteui®lest donné dans I'équation (lI1.1) par :

-
Clp)=K¢ +p—'k+TDI0“

Ces dérivées (0,), pour 0<i < 4, par rapport a la variable p au poigtsont données par :
C(w,) =X =K + T, + T
CO(w) =X, = A+ oy
w,

(")u
A\ _ -
( +21)T| )\+u(uwﬁl)TD("ﬁ
C(3>(wu):X3:-MA +1)§A+2)T| %Mu(u—l)(L;-Z)TDwd
Wy W
_AQA+DA+YA+YT, o HE-DE-2)(H-3)Tp

C(4)(0‘)u)=x4 A "*)u A (‘dlj

w, w,

CO(w,) =X, = (11.8)

Les variables X(0 < i < 4) sont fonction des paramétreg K, Tp, A etp du correcteur PD",
Alors il suffit de calculer les cing variables 0 < i < 4) pour obtenir les cing parameétres du
correcteur d’ordre fractionnaire.

La fonction de transfert en boucle ouverte du syetasservi &p) est obtenue a partir de la
fonction de transfert en boucle fermég(®, donné dans I'équation (111.2), comme suit :

Ga(P)

G, (p) = C(P)G, (p) = 1-G, ()
A

(8).
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On dénote les dérivée (v,) , pour 0<i < 4, de la fonction &p) par rapport a la variable p au

point w, par :
Gp(ﬁ)u) =Y
Gél)(mu) =Y,
GP(w,) =Y, (111.10)

Gé)B)(wu) = Y3
GE)4)(0~)U) = Y4
En utilisant les équations (I11.6), (I11.7) et (I10), les dérivéeSY (0,), pour 0<i < 4, de la

fonction G(p) par rapport a la variable p au potsont données par :

Gulon) =Xo¥o =125
Ggl)((’)u) =X Yo+ XY, :L
(1—90)2
G® _ _ 6, 202
o) =X,Y,+2X,Y, +X,Y, = (1_90)2 + (1—90)3 (mnaiy

o, , 606, , 66
(1—90)2 (1_ eo)3 (1—90)4

o, 60:+80,6, 36078, 240
(1_ 90)2 (1—90)3 (1—90)4 (1_ e0)5

G (w,) = X,Y, +3X,Y, +3X,Y, + XY, =

GW(w,) =X,Y, +4X,Y, +6X,Y, +4X Y, + X, Y, =

111.3.4 Calcul des valeurs des fonction&!) (w,)

On a mentionné que dans cette technique le réglageorrecteur PD" utilise la réponse
impulsionnelle du processus a asservir supposéestalelle ne nécessite aucune approximation

du processus par un modeéle. Alors on a besoin ldeleales valeurs des fonctio@@ (@, ,)

pour 0<i <4, en fonction de sa réponse impulsionnelle.
La fonction de transfert du processus(fp peut étre obtenue a partir de sa réponse
impulsionnelle par :

G, () = jomgp(t) &Pt )

Le développement en série de Taylor-Maclaurin deriation exponentielle® au tour de la

fréquence du gain unitd est donné par :
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—_ 2 —_ 3
e :[e“*’“t - (p-ay,) (te ™)+ % 2! —% e+ j (11.13)

Alors, la fonction de transfert du processy§opsera :

N B 2 -0 t - 3 -y t
Gp(p)=Jgp(t)[e“*’“t—(p—wu)(te'““t)+%t2e‘*’“ —%Pe : +~-jdt
0

G, () = j (o, (e )t + (p—(,ou){ j (-tg, (t)e“’“t)dt} '

0 0

(p_T(IDU)Z _[(tzgp (t)e_m“t)dt + @_TT)“)?’{H‘Q g, (t)e“*’ut)dt} (11.14)

Le développement en série de Taylor-Maclaurin déotetion G(p) elle-méme au tour de la

fréquence du gain unitd, est donné par :

Gy =Gy0) + 0~ @) )+ E T 601 LA 6o @)+ (n15)
Par identification des équations (111.14) et (18)1on obtient donc :
Yo = G,(w,) = Lgp ()& dt
Y, =GY () = L+—°°t g, (e di
Y, =GP (w,) = LTE g, (e ! dit (111.16)
Y, =GP (w,) = J'O+—°°t3 g, (e ' dit
Y, =G (w,) = IF g, (e Mt

Comme on a considéré que le processus a assdrstabke alors on peut dire que lorsque &

on agy(t) - 0. Le temps d’acquisition de la réponse impulsiolen&lu processus of est

généralement choisi tres supérieur au temps densépdu processus. Donc I'équation (111.16)
peut s’écrire comme suit :



ll. Réglage du Correcteur )" d’ordre Fractionnaire 35

N
Yo =Gp(w,) = Y g,(KT)e ™
k=0

Y1 =GP (@) = - D (KT)g,(kT)e T

k=0

N
Y, =GP (w,) = Z(kT)ng(kT)e‘kT‘*’u (111.17)
k=0
N
Y5 =GP (w@,) = = D (KT) gy (KT)e™ ™™
k=0

N
Yy =GP (@) = ) (KT) g, (KT)e T
k=0

Ou T est la période d’échantillonnage de la répanmgmilsionnelle du processus et le nombre

d’échantillons N = partie entiere {JT}.

[11.3.5 Calcul des valeurs des variables X
Etant donné les valeurs des paraméirete I'équations (111.7) et de I'équation (111.17), pour O

<i <4, les valeurs des variables; péuvent étre calculés successivement de I'équdtiloihl)

comme suit :
xoz—eO
Yo(l_eo)
X, = 6, _XoYs
1 2
Yo(l_eo) Yo
2
Xy=— o, 22XVt XY (11 18)
Yo(l‘eo) Y0(1‘90) Yo
.o 85, 608 60;  3X,Y;+3X,Y,+X,Y;
T Y,-6,F  Yo(1-8,)0 Y,(1-6,) Y
0 0 0 0 0 0 0
w = O L 605+80,0; 36678, . 2487  4X5Yi+6X,Y,+4X Y5+ X,Y,
) Y0(1—90)2 Y0(1—90)3 Yo(]-_eo)4 Yo(l_eo)5 Yo

11.3.6 Calcul des valeurs des paramétres du correéeur PI*D"
Une fois les variables jXpour 0< i < 4, sont calculés les parametreg K, Tp, A et 4 du

correcteur PD" peuvent étre calculés. On dénote parf)Q les quantités suivantes :
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-A _
Ql__w T (*)u)\
b (111.19)
u
= T,
QZ wu D “Fu

En utilisant I'équation (I11.8) on peut donc avoir
Xo =Ko+ T +Tpad
X1 =Q+Q,
X, ==(\ +1)%+(p—1)% (111.20)

u

Xa=Q+D+2) 2+ (-1 -2) %
W, W,

Xo= =+ DA+ )M+ 2+ (=D -2 (-3 2
Wy, W

u
Par manipulation de I'’équation (111.20), on peuties:
Xo=Kg + T +Tp o]

X1=Q+Q,
Z, =X, +@,X, = ~AQ, +HQ, (I11.21)

Z, =X, +3w,X, + X5 =N Q +P*Q,
Z3 =Xy + 703X, + 66X 5+ WX, = =N Q +1°Q,
Comme les variables;,Zpour 1<i < 3, dépendent uniquement des variablepdur 0<i <4, et
la frequence du gain unii&, on peut encore écrire :
Xo =K+ T +Tpah
X1=Q+Q,
AX +Z,=(A+W)Q, (11.22)
ANZy+Z, =p(A+H)Q,
AZy+Zy =p* (N +) Q,

Des trois dernieres égalités de I'équation (111,28) peut trouver que :

ALt ALtz (111.23)

Enfin on aboutit a une équation du second ordré ldorariable est le paramékecomme suit :

(27 -%,2,)0%+(2,2,-x,Z,)A+(2%~2,2,)=0 (111.24)
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En résolvant cette équation on peut avoir une valeyparametra du correcteur PD*. Une fois
ce premier parameétrk calculé on peut alors tirer successivement tousalégees parametres
restants i T,, Tp ety. Donc le parametng est facilement calculé de I'équation (l11.23) par

_ANZ+Z,

= .25
v (111.25)

Des équations (111.19) et (111.22), les quantitése Q@ sont égaux aux :

AX, +Z
Q= wi Tp W) =—()\l+ “)1
! (111.26)

—A -\ WXy -4y
=— T =X, - = =+ 2

Donc, les deux parametresel Tp sont donnés par :
T, = (AXy+2Z) ™
e (11.27)
- (X, - Zy) ™™
| PO+ )]

Enfin, le parametre Kpeut étre obtenu de I'équation (111.22) comme suit

K.=Xo-Tw; -Tpu! (11.28)

[11.4 Algorithme de réglage des parameétres du correteur
I1l.4.1 Correcteur d’ordre fractionnaire Pl *D":
Pour le réglage des parameétres K, Tp, A etp du correcteur d’ordre fractionnaire C(p) 2
du systeme asservi de la figure (lll.1) afin quefaaction de transfert en boucle fermée se
comporte comme un modéle de référence qui réporapécifications du cahier de charge du
systeme asservi projeté :
Données:
- Lafréquence du gain unii§¢ du modéle de référence de I'équation (l11.3)
- L'ordre fractionnaire de dérivation m du modeleréigrence de I'équation (111.3)
- Lesvaleurs de la réponse impulsionnelle du prasegékT), pour 0< k<N
- Le nombre d’échantillons N = partie entiere,{T}, avec T,= temps d’acquisition et
T = période d’échantillonnage de la réponse impualselle du processus
Sortie : Valeurs des cing parametreg K, Tp, A ety

Etape 1: Calculer les variable§, pour 0<i <4, de I'équation (11.7)
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1
OO=§
0,=——
40)U
_m
% _4coﬁ
_m(m*-4)
% = 8w’
6, =- 3m(m? -2)

40);1
Etape 2: Calculer les variables;Ypour 0<i < 4, de I'équation (111.17)

N
Yo =) gp(KT)e T
k=0

N
Y, = -Z(kT)gp(kT)e‘kT“’u
k=0

N

Yo = ) (KT) gy (kT)e T
k=0

N
Y, = —Z(kT)ng(kT)e_kT“’u
k=0

N
Yy = D (KT) g, (KT )e™
k=0

Etape 3: Calculer les variables;Xpour 0<i < 4, de I'équation (111.18)

XO = L
Yo @- 90)
— e1 X0Y1
Xl - 2 -
Yo (1_ eo) Yo
_ e, 267 2X, Y, + X, Y,
X, = > T 3
Yo(l_eo) Yo(l_eo) Yo
__ By, 688, 68 3X,Y;+3X,Y,+X,Ys
’ Yo (1_ 90)2 Yo(l_ 8o )3 Yo (1_ 90)4 Yo
w o= 8 605 + 80,0, N 36020, N 2407 AX Y +6X,Y, +4X Y5 + XY,
) Y0(1—90)2 Y0(1—90)3 Y0(1—90)4 Yo(]-_eo)5 Yo

Etape 4: Calculer les variables;four 1<i < 3, de I'équation (I1.21)
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Z, =X, +w, X,
Z, =X+ 30X, +wiXs
Z, =X, + 7w, X, +66wlX, + 02X,
Etape 5: Résoudre I'équation (l11.24) du second ordre dapeetre\ suivante :
(22 -x,2, N2 +(2,2, -X,Z,)A +(23-X, Z,)=0

- Choisir la solution convenablk § 0)

Etape 6: Calculer les parameétrgs Tp, T, et K. des équations (111.25), (111.27) et (111.28)

_AZ+Z,
AX +Z,
o= (A X, +2) ™ T, =- (X, = Z,) ™
[ur +w)] v+ w)]

Ke=Xo -leﬁ -Tpu

11.4.2 Correcteur d’ordre fractionnaire PI *:
Pour le réglage des paramétres K et A du correcteur d'ordre fractionnaire C(p) = Flu
systeme asservi de la figure (l1l.1) afin que sacfmn de transfert en boucle fermée se comporte
comme un modele de référence qui répond aux spetifins du cahier de charge du systeme
asservi projeteé :
Données:

- Lafréguence du gain unii® du modele de référence de I'équation (111.3)

- L'ordre fractionnaire de dérivation m du modeleréi&rence de I'équation (111.3)

- Lesvaleurs de la réponse impulsionnelle du prasegékT), pour 0< k<N

- Le nombre d’échantillons N = partie entiere,{T}, avec T,= temps d’acquisition et

T = période d’échantillonnage de la réponse impals¢lle du processus

Sortie : Valeurs des cing paramétreg K, etA

Etape 1: Calculer les variable§, pour 0<i < 2, de I'équation (111.7)
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1
90:5
m
0,= ———
1 4(Du
m
0, =——
2 4(05

Etape 2: Calculer les variables;Ypour 0<i < 2, de I'équation (l11.17)

N
Y, :ng(kT)e‘ KTy
k=0

N

Y, = —Z(kT)gp(kT)e‘kT“’u
k=0

N

Yo = ) (KT) gy(kT)e ™™
k=0

Etape 3: Calculer les variables;Xpour 0<i < 2, de I'équation (111.18)

Yo(l_eo)
— el XOYl
Yo(l_eo) Yo
8, 267 2X,Y, + XY,
2~ _ 2 + _ 3 Y
Yoll-8o)  Yo(L-8) 0
Etape 4: Calculer les parametras T, et K. comme suit :
A= -%X2 gy
Xl
_— w81+x)xl
' A
Ke=Xo—T, w;)\

[11.5 Exemples illustratifs :

Aprés avoir présenté la nouvelle technique pour leagégdu PD*, nous allons valider cette
méthode pour quelques exemples. Pour I'approximatierogérateurs d’ordre fractionnaire on a
utilisé I'approximation de Charef [8] et concernant le matteréférence on a utilisé le systéme

fondamental d’ordre fractionnaire obtenu par Charef [7].
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[11.5.1 Exemple 1
Comme premier exemple on considére la conception darsgsasservi a retour unitaire dont la
fonction de transfert du processus est donnée comitrid]su

055
62p+1

G, (p)=

Le correcteur C(p) utilisé dans ce cas est un corre@éuf’'ordre fractionnaire. Le systéme
asservi projeté (boucle fermée) doit garantir les spécifimsaivantes :

- Fréquence du gain unig= 1 rad/s

- Marge de phasg, = 80°
Le modéle de référence qui répond a ces spéecificadstrdonné par :
1
Gq(p)= 1+t ISEE
Le correcteur Pld’ordre fractionnaire obtenu est donné par :

64.0849

C(p) =50.1701+ ~

Figure (l11.2) représente la réponse indicielle duéy® asservi projeté en boucle fermée et du

model de référenced®).

1.4 ) ) ) ) )

1.2

0.4

0.6

0.4

0.2

Figure 111.2 : Réponse indicielle du systéme asservi projeté et du rded€férence
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La fonction de transfert en boucle ouverte du systeneagsojeté G(p) est donnée par :

64.0849)( 055
Go(p) =C(P)G,(p) = (50.1701+ 07308 j(62p+l]

La fonction de transfert en boucle ouvertg(® du model de référencey@) est donné par la
fonction de transfert idéale de Bode comme suit :
1
Gyo(P)= F
Figure (111.3) représente Les tracés de Bode destions de transfert en boucle ouverte du

systeme asservi projeté et du model de référence.

Bode Diagratm

200 . . T ! ! !
désira : :

bande d'appirnximatiun |

100
m
=
4
=S
=
C
(7]
[
=

-100

=200

= e e ey R

Phaze (deg)

TS S Y -
180 kezzzzzzooo o b N [ N doeoeoon.. =
10° 10 107 10" 10" 1ot 10°

Frequency (radfzec)

Figure 111.3 : Tracés de Bode des FTBO du systéeme asservi projeétérabdel de référence

A partir de la figure (I1.2), on peut voir que la ré&ze indicielle du systéeme asservi projeté (en
boucle fermée) suit celle du model de référence. A paetila figure (111.3), le systéme asservi
projeté (en boucle fermée) a une fréquence du gatewy# 0.997 rad/s et une marge de phase
¢m = 79°. Et on remarque aussi que dans la plage dednge [0.b, ,100], la fonction de

transfert du systeme asservi projeté se comporte comlfeeda model de référence.
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[11.5.2 Exemple 2
Comme second exemple on considére la conception tensyssservi a retour unitaire dont la
fonction de transfert du processus est donnée comit{@sju:
025
p(p+1)

Le correcteur C(p) utilisé dans ce cas est un correBteDt* d’ordre fractionnaire. Le systéme

G, ()=

asservi projeté (boucle fermée) doit garantir les spécifimsaivantes :
- Fréquence du gain unig= 1 rad/s
- Marge de phasg,, = 48.5°
Le modéle de référence qui répond a ces spéecificadstrdonné par :
1
Gq4(p)= 1+—pl'46
Le correcteur PD* d’ordre fractionnaire obtenu est donné par :

3.9970

— 0.5391
C(p) =0.0059+ W +3.9971p

Figure (l11.4) représente la réponse indicielle duéy® asservi projeté en boucle fermée et du

model de référence(®).

14 : : : : :
hi:nuu:le ferménlé i

L L it SN SR .
1
AP AT desie i _
] S FR— F— — — — .
(P SR— S— — — — .
il
Ay R S -
: : : : :
0 5 10 15 20 25 30

Figure 111.4 : Réponse indicielle du systéme asservi projeté et du rded@férence
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La fonction de transfert en boucle ouverte du systenen\agsojeté G(p) est donnée par :

39970 025
G, (P) =C(P)G,(p) = (0.0059+—+ 3_9971p°-5391)( j
0o p p0.4613 p(p A 1)

La fonction de transfert en boucle ouvertg(® du model de référencey@) est donné par la
fonction de transfert idéale de Bode comme suit :
1
Gyo(P)= W
Figure (111.5) représente Les tracés de Bode destions de transfert en boucle ouverte du

systeme asservi projeté et du model de référence.

Bode Diagratm

200 | : |
bande d'approximation
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=
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C

(=]

]

= o0

=200

|
|
1 | |
| ' |
| I
I . [
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T REREEREEE 3\ ----------- Fommmm e -
| |
i |
| |
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Figure 111.5 : Tracés de Bode des FTBO du systéeme asservi projétensbdele de référence

A partir de la figure (I1.4), on peut voir que la réze indicielle du systéme asservi projeté (en
boucle fermée) suit celle du model de référence. A paetila figure (111.5), le systéme asservi

projeté (en boucle fermée) a une fréquence du gainwywtéd.01 rad/s et une marge de phase
¢m = 48.46. Et on remarque aussi que la fonction de &endfi systeme asservi projeté se

comporte comme celle du model de référence pour uniéange bande fréquentielle.
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[11.6 Conclusion :

Une technique de réglage du correcteur d’ordre frausibe PID* a été présentée. La
technique a été exposée en détail. Cette technique utiléedase impulsionnelle du processus a
asservir supposé stable et elle ne nécessite aucuroxiapgion du processus par un model. Les
cing parametres ont été calculés analytiquement a pattr rdponse du processus ainsi que les
parametres du modeéle de référence. Des exempleséofaité pour la validation de la méthode

de réglage proposée. Les résultats obtenus ont été eicellen



Chapitre 1V

Commande du moteur a courant continu
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Commande du moteur a courant continu

IV.1 Introduction

Comme application on a choisi la commande d’'un orodecourant continu. L'objectif de
ce chapitre est d'utiliser le correcteut! d’ordre fractionnaire dans la commande en posifion
moteur a courant continu. Une étude de la robustdgssysteme asservi en boucle fermée vis-a-
vis des parametres du moteur a été faite. Lestagsude la robustesse obtenus ont été aussi
comparés a ceux du systeme asservi en boucle fdorsgpie le moteur a courant continu est

commandé par un correcteur PID classique.

IV.2 Modélisation du moteur a courant continu:

Un moteur a courant continu est un convertisse@natgie qui transforme de I'énergie
électrigue en énergie mécanigue. C’est un grargbidae des concours car il permet d’actionner
une partie opérative en commandant la vitesse sitiguo de sortie. Ces moteurs sont utilisés dans
de trés larges domaines d’application et peuvemeldpper des puissances de Quelques watts a
plusieurs dizaines de mégawatis. sont constitués d’'un bobinage ou aimant permiafize
(excitation) créant un champ magnétique fixe aqe d’un circuit induit placé sur le rotor et
alimenté électriguement par des balais glissantsisicollecteur. Ce systéme permet ce créer un
couple magnétique sur le rotor. Les moteurs a curantinu interviennent souvent comme
organe d'action dans le domaine des asservissen@mtfrouve principalement deux types de
commande [28]:

» Commande a flux constant par la tension d'incariable (le cas étudié).
» Commande a courant d'induit constant par be dfinduit variable.
Dans ce contexte, on considere un moteur a cog@rtinu a excitation indépendante comme

celui schématisé sur la figure (IV.1).

i(t)

»-
>

u(t)

Figure IV.1: Moteur a courant continu.
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L'induit est modélisé de la maniere suivante (eginmé permanent, pas d'effet de la part de

I'inductance) [27].
i(t) L

R
> SV AU g W

u(t) Q e(t)

Figure IV.2 : Schéma d’'un moteur a courant continu

L’équation électrique, liant la tension u(t) auxres de I'induit (rotor) et le courant d’induit)i(t
S’écrit :

dl(t)

Ri(t) + L—=+e(t) = u(t) (IV.1)

Ou R est la résistance de I'induit du moteur, L swuctance et e(t) la force électromotrice, qui

est proportionnelle a la vitesse de rotation darrot

e(t) =K, - (IV.2)
L’équation mécanique tenant compte des couplesagisur le rotor s’écrit :
dae(t d o(t
y() - fER == (IV.3)

dat?
Ou v(t) est le couple moteuf, le coefficient de frottement visqueuxjde moment d’inertie du
rotor. Par construction, le couplé) est proportionnel au courant d’induit i(t) :

y(®) = Kni(t) V#)
En regle générale les coefficientse K, sont si proches qu’il est raisonnable de les cigmer
€égaux, négligeant alors les pertes durant la cemrelectromécanique de puissance. On pose
Kem=Ke =Km.
L’équation (IV.3) et (IV.4) donnent :

Kemi(t) = f—=

de(t) dze(t)

dt?

70 (IV.5)

Pour calculer la fonction de transfert, on utilisgransformée de Laplace, les conditions initiales

sont supposées nulles.

I(p) (IV.6)

(U(p) — Kempb(p)) (IV.7)

(V.5) => Knl(p) = (p* +fp)0(0) = 6(p) =~

(IV.1) =>U(p) = (R + Lp)I(p) + KempO(p) => 1(p) = (Hp)
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A patrtir des relations (IV.6) et (IV.7) on peut dé@& le schéma fonctionnel suivant pour le

moteur a courant continu commandé par l'induit :

U(p) 6(p)
Kem

\ 4
A 4
A 4

T | =

+ R+Lp f+Jjp

Figure IV .3 : Schéma fonctionnel du moteur a courant continu

On notera la présence d’une boucle de contre-ggaitirinseque au fonctionnement de cette
machine due a la force électromotrice.
A partir de la figure (IV.3) on obtient la fonctiae transfert du moteur a courant continu :

Kem
0(p) _ Rf+Kem2
U(p) R]+L L
p|l+ / fzp /
Rf + K., Rf + K.,

G(p) =

> D2

En général, pour un moteur a courant continu, @pase que la self-inductance est négligeable

etRf « K,,,2, alors la fonction de transfert se réduit a [28]:

_b _ K
G(p) = U()  pli+tmpl (IV.8)
Avec : K=- ett,, = KRIZ (IvV.9)

7, . €St la constante de temps électromécanique dwmote

Remarque

-Pour une application pratique le concepteur daitef I'acquisition du signal de la réponse
impulsionelle puis appliquer directement la méthdderite dans la section (111.4.1), donc on n'a
pas besoin du modéle du moteur, mais puisque orséaiement une simulation on a utilisé le
modele pour récupérer la réponse impulsionelle aetr pa simulation du systeme en boucle
fermée.

-En pratique I'implémentation de la commande dueuot courant continu nécessite I'utilisation
d’'un convertisseur continu-continu (hacheur) [2¥§ns cette application en vas pas prendre en

compte la présence de ce dernier, notre objedtiféesde de la commande d’ordre fractionnaire
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sur un systeme dynamique et la validation de ldou de réglage proposée.

IV.3 Synthese du correcteur
IV.3.1 Cahier des Charges

Considérons la fonction de transfert nominale dhoteur a courant continu donné par [18]:

(IV.10)

16.89

G(p) =p[—

1+=
Le systeme asservi projetéit garantir les spécifications suivantes :
-la pulsation du gain unité en boucle ouvet= 500rad/sec
-marge de phasg, = 45

Le modele d’ordre fractionnaire de référence gporél a ces spécifications est donné par :

1
G(p) = YA (IV.11)

500

Pour une étude comparative on va utiliser un ctetgcde type PID classique proposé par

Oustaloup [18], le correcteur PID est et définielpdonction de transfert suivante :

p ,_ P
(14 4-.0824-) (14 204.12)

Corp(p) = 728.7 = (IV.12)
PiptP () Otz
IV.3.2 Résultat
Par I'application de la méthode proposée on obteRI'D* suivant :
C(p) = 28.8342 + % +11.1895 p 05176 (IV.13)

Pour utiliser ce correcteur on doit approximeraacfion de transfert par la méthode décrite dans
la section (11.5.2) dans la bande fréquentielledd9 10w = [5 5000] rad/s, la fonction
rationnelle résultante est donnée par :

M2 ——>t—x)

p
—) -
1 1
0.0214(;.5119) 1.0608 0.0132(2.5148)

21 P
_— Al (14—
0.0135(2.5119)1) H‘—O( 0.0212(2.5148)1)

72,1+

2,1+

C(p) = 28.8342 + 8547.5

(IV.14)

Les spécifications obtenues sont :

- om=44.9 et®,=500 rad/sec par le correcteur fractionnaire (agpté € (p)).

- om=50.9 etw®,=500 rad/sec par le correcteur PID classique.
On remarque que les spécifications obtenues peortecteur PD* sont plus précise que celle
obtenues par le PID classique. La figure (IV.4)réspnte le diagramme de Bode du systéeme en
boucle ouvert pour les deux correctefi(f) et Cp;p(p)) et la fonction idéale de Bode (désiré).
La figure (IV.5) représente la réponse temporeliesgsteme en boucle fermée (avec le correcteur

C(p)) pour une consigres variable (10°, 4° etl5°).
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Le systeme en boucle ouverte avec le corrediép) a les caractéristiques suivantes (dans la
bande fréquentielle [5 5000] rad/s): le module st droite de pente -30 db/dec, la marge de
phasep,=45 deg, donc le systeme en boucle fermée estestabl remarque que la phase est
constante autour de,.

A partir de la figure (IV.5), on peut voir que l&ponse temporelle du systéme asservi projeté

suit celle du modeéle de référence.

IV.4 Etude de la robustesse du correcteur

Le modele du moteur décrit dans I'équation (I\e8) en fonction des deux parametres K
et 7,, qui sont eux méme dépondent des composants intelinewoteur. Les valeurs de ces
composants peuvent varier a cause des effetsaxtetels que le changement de température, de
pression, d’hystéresis..., qui peut influencer susysteme en boucle fermée. Dans cette section
on va étudier l'influence de perturbations struéts sur les spécifications du systeme asservi
projeté. Les résultats sont comparés avec cewnobipar le PID classique.

IV.4.1 Variation du gain K

Dans cette partie on a supposé que la constgnést fixe a sa valeur nominale,, =
0.02. Pour étudier I'influence de la variation du g#irsur le systeme asservie on fait varier le
parametre K dans lintervalle [K/5 5Knom= [3.3780 84.45] (avec K,~=16.89), on obtient
chaque fois la marge de phase et le dépassemeaspondant on utilisant les deux correcteurs
C(p) fractionnaire etCp;p(p) classique. Les figures (IV.6) et (IV.7) représentéa réponse
indicielle du systéme en boucle fermée pour les traleurs du gain suivante [§, /5, Koom €t 5
Knom] pour les deux correcteurs. Les figures (IV.8)(Bf.9) montrent les variations de la marge
de phase et du dépassement en fonction du paraketre

Pour quantifier les variations des performancesdes sur les figures (IV.6) a (I1V.9), on
calcule les erreurs relatives commises dans leleda de variation du gain pour un temps de

relaxation fixe en utilisant les formules suivarntes

_ |MPmax_MPnom|

Erreur(MP)% = — (IvV.14)
Erreur(D)% = le‘Z‘_—D""ml (IV.15)

MPnaxet DnaxsSont respectivement les valeurs de la marge deepdtadu dépassement dont les

erreurs sont maximales par rapport a leurs valeoumsnales respectives MBnet Dhom
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Les résultats de I'étude sont représenté sur ledalsuivant :

Tab IV.1 Les différents caractéristiques pour K variant.

Correcteur utilisé

Caractéristiqu PD* PID

Intervalle de Variation [44.92 45.22] deg [32.3651.54]deg
Marge de Variation maximal 45.2212 deg 32.362 deg
phase MRhax

Erreur relative 0.67% 36.%%

Intervalle de Variation [29.83 30.06] % [23.8562.3207] %
DépassementVariation maximale 29.8363% 42.3207%

Dmax
Erreur relative 0.76 % 75 %

Les résultats obtenus montrent que I'asservissepanle correcteur FD* doit garantir
les spécifications désirés avec la présence d’'wopripté de robustesse tres importante ou les
deux caractéristiques étudiées (MP et D) sont piegtsensible de la variation du gain K. Alors
la commande PD* satisfaite la propriété d'iso-amortissement, cdaemiére n’est pas satisfaite
par la commande PID classique.
D’aprés ces résultats en peut dire que I'objedifalméthode de réglage est atteindre puisqu’elle
basée sur un systeme désiré robuste en degréhié@éstas-a-vis les variations de gain comme

nous avons vue dans la section (11.3.4).

IV.4.2 Variation de constantern,

Maintenant on considere que le gain est fixe aadauv nominal K=16.84. Pour étudier
I'influence de la variation de la constante du temjp on fait varier le parametng, autour de sa
valeur nominale de50% (sur linterval [0.5t, 1.5 1y]) en utilisant la méme étude qui nous
avons fait pour le parametre K. La figure (IV.10)I&/.11) représentent les réponses indicielle du
systeme en boucle fermé obtenu par les deux cewett(p) fractionnaire etp;,(p) classique
pour les valeurs de,, suivantes [0.5y,tmet 1.51]. Les figures (1V.12) et (IV.13) montrent les

variations de la marge de phase et du dépassemémtction du parametre,),.



IV. Commande du moteur a courant continu 55

1.4
Tm homina—0.0 ! ! 500/0!’Em =0.01 !

] — SRS S, U S S — .

e e —
081t v R v -
YA S — R— SR ]
T e :
0 | | | |
a 0.005 0.01 0.015 0.0z 0.025
tirmels)

Figure IV.10 : Réponse indicielle du systeme en boucle fermée gifférent valeur de,
(PID%9).

1.4 T T I I

«———50%1,==0.01

1.2
150%

L e e
06 F--- L ACERERERRERS Fooennonnees
0.4r-

0.2

i i
a 0.005 a.m 0.015 0.0z 0.025
timers)

Figure IV.11 : Réponse indicielle du systeme en boucle fermée gifférent valeur de,, (PID
classique).



IV. Commande du moteur a courant continu

&1

a0

43

43

47

45

45

marge de phase (deq)

L R S S

43 - — correcteur fractionnaire
—— correcteur classigue ; :
42 | | | | | | | | |
oo 002 0014 0016 0018 002 0022 0024 0026 0023 003

constante de termps tauxm

Figure IV.12 : Variation de marge de phase en fonctiongle

S I S
— PID fractionnaire
— PID classique

2 T T A

depassement

22
oo 02 04 06 0018 002 0022 0024 0026 0025 003
constant de termps

Figure IV.13 : Variation de dépassement en fonctiorge



IV. Commande du moteur a courant continu 57

Les résultats de L’étude des différentes caratiguiss est résume sur le tableau suivant :

Tab 1V.2 Différents caractéristiques potg variant.

Correcteur utilisé

Caractéristiqu PD* PID

Intervalle de Variation [42.48 48.58] deg [48.3150.99] deg
Marge de Variation maximal 48.5782 deg 48.3126 deg
phase MRhax

Erreur relative 8.12% 5.11%

Intervalle de Variation [24.6 33.73] % [23.027.64]%
Dépassement| Variation maximale 24.5975 % 27.6410 %

Dmax
Erreur relative 18.17% 14.30 %

D’aprés les résultats qui nous avons vu sur legab(IV.2) en peut dire que le systéme
Controller par le PID classique est moins dépondanparamétre, que celle commandée par le
PI'D* mais de point de vue précision Ié[Plest trés bonne tel que les valeurs des spécifieatio
nominal sont tres proche des valeurs désiré diecaleis charge et l'intervalle de variations est

autour des valeurs désiré pour les deux spécificatttudiés.

IV.4.3 Variation de K et t,,

En pratique généralement les deux parameétres vareméme temps, pour cela on fait
un balayage bidimensionnel des deux paramétrdssuintervalle de variation en calculant pour
chaque couple (Krm) la marge de phase et le dépassement correspon@anbbtient deux
matrices qui représentent les variations de la endegphase et du dépassement en fonction des
deux paramétres du moteur.

Les quatre figures (IV.14) a (IV.17) représentexsipectivement I'évolution de la marge
de phase et du dépassement et en fonction despdeammeétres K et,, pour les deux correcteur
utilisé. Ces figures montrent que la commande @aPID" rendre le systéme en boucle fermé
moins dépond des parametres du moteur (les co@sdst) et (IV.16) est un peut plats que
(IV.15) et (IV.17)).
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Les résultats de I'analyse complete des deux fipattdns étudiées sont présentés sur le tableau

suivant :
Tab IV.3 Lesdifférentes caractéristiqguésas ou K et, variées)
Correcteur utilisé

Caractéristique PD* PID

Intervalle de Variation [38.83 55.06] deg [24.98760.386] deg
Marge de | Variation maximal 55.0602 deg 24.9876 deg
phase MRhax

Erreur relative 22.57% 50.93 %

Intervalle de Variation [17.69 38.18] % [18.350.55]%
Dépassem Variation maximale 17.69% 50.55 %
ent Dmax

Erreur relative 41.15% 109.06 %

Les résultats présenté sur le tableau I\iontrent que le FD* et plus robuste qu’un PID

classique.

IV.5 Conclusion

Dans ce chapitre on a appliqué la commande deRi}p¥ dans la commande en position
du moteur & courant continu, le réglage d®Pést fait par la méthode proposée dans le chapitre
précédant. Une étude de la robustesse du systesseviagn boucle fermée vis-a-vis des
parametres du moteur a été faite. Les résultatsnabtont été comparés a ceux obtenus en
utilisant un correcteur PID classique. Les réssiltabtenus par la commande'®! ont été
excellents et on peut dire que le correctellDPEkst plus performent et plus robuste qu’'un PID

classique.
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Conclusion Générale

Aujourd’hui, plusieurs chercheurs s’intéressent développement des méthodes et
techniques de réglage du correcteur d'ordre franiire PID*. L'intérét pour ce type de
correcteur est justifié par une meilleure flexigildans la conception de la commande puisqu’il a
deux parameétres en plus qui sont les ordres frawdioes des actions d’intégration et de
dérivation, ces parameétres peuvent satisfaire ddsrmances additionnelles dans la conception
de la commande.

Dans ce mémoire une nouvelle méthode simple ataeHi pour le réglage du correcteur
d'ordre fractionnaire PD" afin de satisfaire des spécifications en bouctmée donnée a été
présentée. La technique proposée est I'extensiomednéthode récente de réglage du correcteur
PID classique qu'on a appliqué au réglage du ctrved’ordre fractionnaire FD".

Cette technique utilise la réponse impulsionneligotbcessus a asservir supposé stable et
elle ne nécessite aucune approximation du procgsausin model. Les cing parameétres du
correcteur d’ordre fractionnaire ¥ ont été congus tel que le systéme en boucle fesuite
éguivaut a un systeme désiré qui est considémdéme d’ordre fractionnaire dont les parametres
sont choisis pour gu’il répond aux spécificatiomscahier de charge du systéme asservi projeté.
Les paramétres du correcteur d’ordre fractionn&®f®" ont été dérivés analytiquement en
fonction de la réponse impulsionnelle du systérasservir et des parametres du systeme désiré.
Des exemples illustratifs ont été utilisés poutetela méthode de réglage du correcteur d’ordre
fractionnaire PD" proposée.

Pour mieux valider cette technique, elle est d@dipour la commande en position d’'un
moteur a courant continu et les résultats obtentigi® comparés a ceux obtenus en utilisant un
correcteur PID classique. L'analyse de la robustess-a-vis des variations structurées des
parametres du moteur a été faite. Les résultata debustesse obtenus ont été comparés a ceux
obtenus en utilisant un correcteur PID classiquar jpastifier I'utilisation du correcteur d’ordre
fractionnaire PD".

En général la réponse indicielle d’'un processuspks facile a avoir que sa réponse
impulsionnelle, alors comme perspective on sugfiadaptation de la technique proposée pour
I'utilisation de la réponse indicielle du processuasservir au lieu de sa réponse impulsionnelle
comme il a été fait dans ce travail.

En appliquant cette technique a des processuscphapliqués que ceux utilisés dans ce

mémoire on a abouti a des résultats inattendugsAlomme seconde perspective on suggere
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l'introduction et le réglage d’'un nouveau correctdiordre fractionnaire qui est I'extension du
correcteur d’ordre fractionnaire ¥. Ce correcteur d’ordre fractionnaire plus génééatiue le
PI'D* a la forme suivante P*t™ ...I"Y) (D*'D*? ...D*M).
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Abstract:

The PID controllers have remained, by far, thetnsosnmonly and practically used in all
industrial feedback control applications for desadghe design and the tuning of this type of
controller has been a field of research since Zreghd Nichols have presented their PID tuning
method in 1942. More recently, a fractiondl®| controller, a generalization of the classical PID
controller, has been proposed. The interest fa& thpe of controller is justified by a better
flexibility in the control design since it has twaore tuning parameters, the fractional orders of
the integration and differentiation actions. Thesasmeters could be used to satisfy additional
feedback control design performances. Even thooghesuning methods and techniques of the
fractional order PD* have been proposed, an intensive and continuosmameh work is
undergoing for the enhancement and amelioratiggedbrmance quality of the feedback control.

In this thesis, a tuning method of the fractioaader PYD* controller based on a recent
regular PID tuning technique has been proposed fHthnique uses the impulse response of a
supposed stable plant and it does not necessitgt@lant’s model. The five parameters of the
fractional order PD* controller are tuned such that the closed loopliaek control transfer
function is equivalent to a desired fractional eordedel. lllustrative examples have been given
to test this tuning approach. The technique has lgeplied to the control of a DC motor. The
frequency and temporal responses have been obtamgdhe robustness with respect to the

motor gain and relaxation time has been also sdudie
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