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Résumé : 
 

Ce travail traite l’implémentation variable analogique du dérivateur sm et de l’intégrateur 

s-m (pour 0 < m < 1) d’ordre fractionnaire. L’approche proposée est basée sur la méthode 

d’approximation de Charef de ces opérateurs par des fonctions rationnelles analogiques. 

La nouvelle implémentation est donnée sous la forme de la structure de Farrow pour 

obtenir un dérivateur et d’intégrateur d’ordre fractionnaire variable. 
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Introduction Générale 
 

Le concept des opérateurs d’ordre fractionnaire a été défini aux 19 siècles par 

Riemann et Liouville. Leur but devait prolonger la dérivation ou intégration d’ordre 

fractionnaire en employant non seulement un ordre entier mais également des ordres non 

entiers. Beaucoup de systèmes physiques ont affiché un comportement dynamique 

d’ordre fractionnaire, tels que les systèmes viscoélastique, la polarisation électrode 

électrolyte, polarisation d’interfaces, le comportement cardiaque [1]. A cause de  leur 

représentation par des fonctions de transfert irrationnelles, les opérateurs d’ordre 

fractionnaire ont été marginalement étudiés. Dans les dernières années un intérêt 

considérable a été porté au calcul fractionnaire par l’application de ces concepts dans 

différents domaines de la physique et de l’ingénierie [1-8], où on a pu trouver un progrès 

signifiant de travaux théoriques qui peuvent servir comme fondation pour un nombre 

d’applications dans ces domaines. Donc, un grand effort a été fait pour essayer de mettre 

en pratique les résultats déjà établis, et un travail de recherche intensif est encore en cours 

dans plusieurs domaines d’ingénierie pour l’application de ces concepts d’ordre 

fractionnaire. 

Toutes les implémentations analogiques existantes dans la littérature de 

l’intégrateur d’ordre fractionnaire ( ) mI s
sH 1
=  et du différentiateur d’ordre fractionnaire 

mss =)(G D  sont des implémentations fixes, c'est-à-dire que les circuits analogiques 

représentant ces opérateurs sont des fonctions de l’ordre m. C'est-à-dire que lorsqu’on 

varie l’ordre m les implémentations analogiques ne sont plus valide, il faut donc changer 

toutes les implémentations analogiques. Alors, le problème est celui de l’implémentation 

analogique de ces opérateurs d’ordre fractionnaire par des implémentations d’ordre 

variable, c'est-à-dire que  les circuits analogiques représentant ces opérateurs sont 

indépendants de l’ordre m. C'est-à-dire que lorsqu’on varie l’ordre m l’implémentation 

analogique reste toujours valide. Et comme on l’a déjà mentionné l’implémentation 

analogique d’ordre variable de ces opérateurs d’ordre fractionnaire n’existe pas par 

contre leur implémentation numérique d’ordre variable peut être obtenue par l’utilisation 

de la fameuse technique dite structure de Farrow [9]. 
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Alors, l'objectif de ce travail est l’implémentation les opérateurs du dérivateur et 

de l’intégrateur d'ordre fractionnaire variable, pour L’approche proposée est basée sur la 

méthode d’approximation de Charef [10] de ces opérateurs par des fonctions rationnelles 

analogiques. L'implémentées de dérivateur et l’intégrateur d’ordre fractionnaire en 

utilisant la structure de Forrow [9] pour obtenir une implémentation de dérivateur et 

d’intégrateur d’ordre fractionnaire variable. 

Des simulations sont obtenues pour démontrer l’efficacité et l’utilité de cette approche et 

les résultats obtenus sont aussi présentés et discutés. 

       Les travaux réalisés et les résultats obtenus faisant l’objet de ce mémoire sont 

présentés comme suit :  

Le premier chapitre présente les définitions et les bases théoriques de ce travail de 

recherche. Le deuxième chapitre traite l’approximation des opérateurs  d'ordre 

fractionnaire, on a présenté une méthode simple qui est la méthode de Charef qui consiste 

à approximer, pour une bande de fréquence donnée. Dans le troisième chapitre, nous 

étudions l'implémentation de ces opérateurs avec la nouvelle implémentation sous forme 

de structure de Farrow. Le quatrième chapitre est réservé à l’application de la méthode 

proposée sur les fonctions les plus usuelles : l’échelon, sinusoïdale, et fonction 

sinusoïdale amortie. 
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 Opérateurs D’ordre Fractionnaire 

 
I.1. Introduction au calcul fractionnaire  

Le calcul d'ordre fractionnaire (intégration et différentiation d'ordre arbitraire, pas 

nécessairement un nombre entier) est un vieux concept qui date de l'époque de Cauchy, 

Riemann Liouville et Leitnikov au 19ème siècle. Il a été utilisé en mécanique depuis les 

années 1930 et en électrochimie depuis les années 1960. Et plus tard plusieurs 

mathématiciens et physiciens ont étudié les opérateurs différentiels et les systèmes 

d'ordre fractionnaire [11-12]. 

Généralement les dérivées et les intégrales d’ordre entier ont des interprétations 

physiques et géométriques claires, qui simplifient de manière significative leur 

utilisation pour résoudre des problèmes appliqués dans de divers domaines de la 

science. La différentiation et l'intégration d'ordre fractionnaire n’ont aucune 

interprétation géométrique et physique acceptable pendant plus de 300 ans. Et comme 

ils sont une généralisation des notions de la différentiation et de l'intégration d'ordre 

entière, il serait alors idéal d’avoir de telles interprétations physiques et géométriques 

qui fourniront également le lien des interprétations classiques de différentiation et 

d'intégration d’opérateur d'ordre entier. 

 

I.2. Opérateurs d'ordre fractionnaire [11-14] 

Le calcul fractionnaire est une généralisation de l'intégration  et de la 

différentiation à l'opérateur fondamental d'ordre non entier m
tt D

0
 où 0t  et t  sont des 

limites de l'opération.  L'opérateur intégro-différentiel continu est défini comme : 

                             

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

<

=

>

=

∫ − ,0)(

,01

,0

0

0

md

m

m
dt
d

D
t

t

m

m

m

m
tt

τ

                                                  (I.1) 

Où Rm ∈ est l'ordre de l'opération. 

        Il existe plusieurs définitions mathématiques pour l'intégration et la dérivation 

d'ordre fractionnaire. Ces définitions ne mènent pas toujours à des résultats identiques 

mais sont équivalentes pour un large panel de fonctions. 
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I.2.1 Définition de Riemann-Liouville (R-L) 

Définition 1 : Soient ℜ∈m  avec m >0, ℜ∈0t  et f une fonction localement intégrable 

définie sur [ )+∞,0t . L'intégrale d'ordre m  de f de borne inférieure 0t est définie par : 

                           m
t

RL
t I
0

)(tf τττ dft
m

t

t

m )()(.
)(

1

0

1∫ −−
Γ

≡                                               (I-2) 

avec 0tt ≥  et Γ (.) est la fonction gamma d'Euler définie par : ( ) 0,
0

1 >=Γ ∫
∞

−− xdyeyx yx . 

Définition 2 : Soient ℜ∈m avec m >0, n  un entier positif, ℜ∈0t  et f une fonction 

localement intégrable définie sur[ )+∞,0t .  La dérivée d'ordre m  de f  de borne 

inférieur 0t  est définie par :  

                               m
t

RL
t D
0

)(tf τττ dft
dt
d

mn

t

t

mn
n

n

)()(.
)(

1

0

1∫ −−−
−Γ

=                          (I-3) 

Où le nombre entier n  est tel que )1( −n < m < n . 

Cette dérivée d'ordre fractionnaire peut aussi être définie à partir de l'équation (I-2) 

comme suit : 

                                m
t

RL
t D
0

)(tf { })()( tfI
dt
d mn

n

n
−=                                                       (I-4) 

 

I.2.2 Définition de Grundwald-Leitnikov (G-L) 

La dérivée d'ordre fractionnaire d'ordre m > 0 de G-L est donnée par : 

                                m
t

GL
t D
0

)(tf =
0

lim
→h

( ) ).()1(1
0

0
hktf

h
m
k

h
tt

k

k
m −−∑

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −

=

                               (I-5) 

Où [ ].  dénote la partie entière d’un nombre réel, h  est la période d’échantillonnage et 

les coefficients ( )m
k  sont donnés par : 

                                             =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
k
m

)1km().1k(
)1m(

+−Γ+Γ
+Γ                                           (I-6) 

La définition de Gründwald-Leitnikov de l’intégration d’ordre fractionnaire est 

formulée comme suit : 

                         m
t

GL
t I

0
)(tf = =− )(

0
tfD m

t
GL

t 0
lim

→h
( ) ).()1(

0

0

hktfh m
k

h
tt

k

km −− −
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −

=
∑                   (I-7) 



Chapitre I                                                                   Opérateurs D’ordre Fractionnaire 

 5

 

I.2.3 Définition de Caputo 

Caputo a introduit une autre formulation de la dérivée d'ordre fractionnaire définie par : 

                 m
t

C
t D
0

)(tf τ
τ

τ d
t

f
mn

tfDI
t

t
nm

n
nmn ∫ +−

−∆

−−Γ
==

0

1

)(

)(
)(

)(
1)(                              (I-8) 

avec n  est un entier positif vérifiant l'inégalité )1( −n < m < n . 

 

I.3 Quelque propriétés de la dérivation non entière 

Les principales propriétés des opérateurs d'ordre fractionnaire sont les suivantes [12] : 

1. Si ( )zf est une fonction analytique de z , alors sa dérivée d'ordre fractionnaire 

   )(zfD m   est une fonction analytique de z et m. 

2. Pour nm = , où n est un entier, l'opération )(zfD m donne le même résultat que la     

    différentiation classique d'ordre entier n. 

3. Pour 0=m  l'opération )(zfD m est l'opérateur identité : 

                                             ( )zfzfD =)(0                                                                (I-9) 

4. La différentiation et l'intégration d'ordres fractionnaire sont des opérations linéaires : 

               ( ) ( ) ( )zgbDzfaDzbgDzafD mmmm +=+)(                                                (I-10) 

    

I.4  Transformée de Laplace [12,13]  

I.4.1 Transformée de Laplace de l'intégrale d'ordre fractionnaire  

Nous commencerons par la transformée de Laplace de l'intégrale d'ordre fractionnaire 

de Riemann-Liouville d'ordre 0>m  définie par (I.2) qu'on peut écrire comme une 

convolution des fonctions 1

)(
1)( −

Γ
= mt

m
tg et )(tf  

                  ( )∫ −−−

Γ
=−

Γ
==

t
mmmm tft

m
dft

m
tfDtfI

0

11 )(*
)(

1)(
)(

1)()( τττ            (I-11) 

La transformée de Laplace de la fonction 1−mt est [15]: 

                                                        { } m1m s)m(tL)s(G −− Γ==                                   (I-12) 

donc la transformée de Laplace de l'intégrale de Riemann-Liouville  

                                                           ( )[ ]{ } )(sFstfIL mm −=                                     (I-13) 



Chapitre I                                                                   Opérateurs D’ordre Fractionnaire 

 6

De la même façon la transformée de Laplace de l’intégrale d’ordre fractionnaire  défini 

par Gründwald-Leitnikov et Caputo est aussi donné par l’équation (I-13) : 

 

I.4.2 Transformée de Laplace de la dérivée d'ordre fractionnaire 

Nous citons dans ce qui suit la transformée de Laplace des différentes définitions de la 

dérivée. 

 

I.4.2.1 Définition de Riemann-Liouville 

                                  { } [ ]∑
−

=
=

−−−=
1

0
0

1 )()()(
n

k
t

kmkmm tfDssFstfDL                             (I-14) 

Avec nmn <<−1  cette transformée de Laplace de la dérivée de Riemann-Liouville 

est bien connue . Mais son applicabilité en pratique est limitée à cause de l'absence 

d'interprétation physique des valeurs limites des dérivées d'ordre fractionnaire 

pour 0=t . 

 

I.4.2.2 Définition de Caputo  

                                    { } ∑
−

=

−−−=
1

0

1 )0()()(
n

k

kkmmm fssFstfDL                              (I-15) 

L'avantage principal de la définition de Caputo par rapport à celle de Riemann-

Liouville est qu'elle permet de considérer des conditions initiales conventionnelles 

faciles à interpréter telles que 10 )0(,)0( yyyy =′= etc. De plus, la dérivée de Caputo 

d'une constante est bornée (égale à 0), alors que la dérivée de Riemann-Liouville d'une 

constante n'est pas bornée à 0=t .La seule exception est quand on prend −∞=t  

comme point de départ (limite inférieure) dans la définition de Riemann-Liouville. 

Cependant, quand on s'intéresse à des processus transitoires, on ne peut pas accepter de 

placer le point de départ à ∞− ; dans ce cas la définition de Caputo semble être la plus 

appropriée quand on la compare aux autres. 
 

I.4.2.3 Définition de Gründwald-Leitnikov  

                                                     { } )()( sFstfDL mm =                                 (I-16) 
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Remarque  

La résolution des équations différentielles d'ordre fractionnaire avec la transformée de 

Laplace se fait de la même manière qu'avec les équations différentielles d'ordre entier. 

 

I.5  Exemples de calcul de dérivée d'ordre fractionnaire  

I.5.1 Dérivation d'ordre fractionnaire d’un cosinus (ou d’un sinus) 

          En utilisant le fait qu’un cosinus (resp. un sinus) est égal à la partie réelle (resp. 

imaginaire) d’une exponentielle, et que l’opérateur dérivée non entière est linéaire [11], 

on peut déterminer facilement la dérivation fractionnaire d’ordre m d’un cosinus (resp. 

un sinus). 

                                 )(mD [ ]).cos( 0 ϕ−tw mw0= )
2

.cos( 0
πϕ mtw +−                          (I-17) 

                                 )(mD [ ]).sin( 0 ϕ−tw mw0= )
2

.sin( 0
πϕ mtw +−                           (I-18) 

 

I.5.2 Dérivation non entière d’une fonction sinusoïdale amortie 

        En utilisant le fait qu’un sinus est égal à la partie imaginaire d’une exponentielle et 

que l’opérateur dérivé d'ordre fractionnaire est linéaire [11], on trouve la relation 

suivante : 

                               )(mD [ ] =)/exp()..sin( 0 τttw mΑ )/exp()..sin( 0 τψ tmtw +           (I-19) 

Avec  

                                       0.1 wi+=Α
τ

, et ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 0.1 wiArg
τ

ψ                                  (I-20) 

 

I.6 Méthodes d’approximation des opérateurs d’ordre fractionnaire  

     Dans ce qui suit nous allons présenter quelque méthodes d’approximation de 

l’opérateur d’ordre fractionnaire, avec un intérêt particulier à la méthode de la fonction 

singulière [10] qui sera entièrement détaillée dans le chapitre II. 

 

I.6.1 Méthode Générale d'approximation des opérateurs intégro-differentiels      

            d'ordre fractionnaire  

En général [6], une approximation rationnelle de la fonction mssH =)(  peut être 

obtenue en utilisant l'expansion des fractions continues  des fonctions :                   
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

>>+=

= −

1;11)(

1;)1()(

ω

ω

si
s

sH

sissH
s m

l

m
h

m                             (I-21) 

Où )(sH h  est l'approximation pour les hautes fréquences ( 1>>ω ), et )(sH l  

l'approximation  pour les basses fréquences ( 1<<ω ). 

 

I.6.2 Méthode de Carlson [6] 

Cette méthode se base sur l'hypothèse suivante : 

                                                        ssH m =/1))((                                                     (I-22) 

 La méthode de l'itérative de newton mènera à une séquence d'approximations de 

)(sH i  commencer de la valeur initiale 1)(0 =sH , une fonction rationnelle approximée 

est obtenue sous la forme : 

                                      
s

m
sH

m

s
m

sH
msHsH

m
i

m
i

ii

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=

−

−

−

11))((11

11))((11

)()(
1

1

1

1

1                  (I-23) 

 

I.6.3 Méthode de Matsuda  

La méthode proposée dans [6] est basée sur l'approximation d'une fonction irrationnelle 

par une fonction rationnelle obtenue par la CFE et l'ajustement de la fonction originale 

dans un ensemble de points logarithmiquement espacés. En supposant que les points 

choisis sont  ,,2,1,0, L=ksk  l'approximation prend la forme : 

                               L
+

−
+

−
+

−
+=

)()()(
)()(

3

2

2

1

1

0
0 sa

ss
sa
ss

sa
ss

sasH ,                                 (I-24) 

              ou )( iii sva = ,  )()(0 sHsv = ,
ii

i
i asv

ss
v

−
−

=+ )(1                             (I-25)   

            

I.6.4 La méthode d’Oustaloup 

La méthode [2];[6];[16] est basée sur l’approximation de la fonction de la forme: 
 

           ( ) +∈= RmssH m                      ,                  (I-26) 
 
Par la fonction rationnelle suivante : 
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( ) ∏
−= ′+

+
=

N

Nk k

k

s
s

CsH
ω
ω

1
1)

               (I-27) 

 
En utilisant les formules de synthèse suivantes : 
 

u
5.0

0 ωαω −=′   ; u
5.0

0 ωαω =                                                    (I-28) 

1
k

1k

k

1k >==
′

′ ++ αη
ω

ω
ω

ω
 ; 1

k

1k >=+ η
ω

ω
 ; 0>=

′
α

ω
ω

k

k                                       (I-29) 

( )
( )αη

ωω
log

log 0NN =    ; ( )αη
α

log
log

=m                                                  (I-30) 

Avec uω la fréquence du gain unité tel que, bhu ωωω =  hω et bω  sont les fréquences 

transitoires hautes, et basse respectivement. 

 

I.6.5 La méthode de Charef 

Cette méthode proposée dans [10], est basée sur l’approximation d’une fonction de la 

forme : 

                                   m

Tp
s

sH

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=

1

1)(                                                                  (I-31) 

avec  0< m <1, on peut réécrire la fonction de l’équation (I-31) comme suit: 

                                

∏

∏

=

−

=

∞→

∧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
N

i i

N

i i

Nm

T
p
s

z
s

p
s

sH

0

1

0

1

1
lim

1

1)(                                       (I-32) 

où )1( +N est le nombre total des singularités qui peut être déterminé par la bande de 

fréquences du système. L'équation (I-32) peut être tronquée à un nombre fini N, et 

l'approximation devient : 

                                  

∏

∏

=

−

=∧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

≈

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
N

i i

N

i i
m

T
p
s

z
s

p
s

sH

0

1

0

1

1

1

1)(                                            (I-33) 

Les pôles et les zéros de la fonction de singularités peuvent être obtenus comme suit : 

                                bpp T0 = , i
i bapp ).(0= , i

0i )b.a(p.az =                                 (I-34) 

Avec 
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)]m1(m10/y[]m.10/y[)]m1(10/y[ 10b.a,10b,10a −− === , 1
)b.alog(

)plog(
egerintN 0

max

+
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ ω

=        (I-35) 

Ou y est l’erreur d’approximation et maxω  est la bande de fréquence d’approximation. 
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Approximation Analogique Des Opérateurs d’Ordre Fractionnaire 
 

II.1 Approximation de l’intégrateur d’ordre fractionnaire  

  La fonction de transfert de l’opérateur intégrale d’ordre fractionnaire est 

représentée dans le domaine fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante : 

( ) mI s
sH 1
=                                 (II-1) 

Avec ω= js  la fréquence complexe et m est un nombre positif tel que 0 < m < 1. 

Dans une bande de fréquence donnée [ ]hb ωω , ,  cet opérateur d’ordre fractionnaire peut 

être modelé par un pôle à puissance fractionnaire (PPF) comme suit :   

  ( ) m

c

I

s

KsH

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=

ω
1

                                (II-2) 

Si on suppose que pour [ ]hb ,ωω∈ω  on a ω  >> cω  , on peut écrire : 

( ) )(1 sH
ss

K

s

KsH Imm

m
cI

m

c

I ===

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

ω

ω

                  (II-3) 

Avec ( )m
cIK ω/1=  et cω  est la fréquence de coupure du PPF qui est obtenue à partir de 

la basse fréquence bω  par la relation bc ωω 01.0= . 

Dans le but de représenter le PPF de l’équation (II-2), et par conséquent l’intégrateur 

d’ordre fractionnaire, par un système linéaire invariant dans le temps il est nécessaire 

d’approximer sa fonction de transfert irrationnelle par une fonction rationnelle 

[10],[17]. La méthode d’approximation consiste à approximer la pente de -20mdB/dec 

sur le tracé de Bode du PPF par un nombre de lignes en de zig-zag produisant une 

alternance de pente -20 dB/de et 0 dB/dec correspondant à une alternance de pôles et de 

zéros sur l’axe réel négative du plan s tel que p0 < z0 < p1 < z1 < . . . < zN-1 < pN. D’où 

l’approximation suivante : 

                         ( )
∏

∏

=

−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

≅

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
N

i i

N

i i
Im

c

I

p
s

z
s

K
s

K
sH

0

1

0

1

1

1
ω

                                       (II-4) 
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Les ip  et les iz  sont les pôles et les zéros de l’approximation. En utilisant une méthode 

graphique [10], les pôles et les zéros de l’approximation s’avèrent sous une forme 

d’une progression géométrique. Cette méthode graphique d’approximation commence 

par une erreur d’approximation y en dB et une bande de fréquence 

d’approximation hωω 100max = . Le nombre de pôles d’approximation N est donné par 

[10] : 

                                           
( ) 1
ablog

0p
maxω

log

entierepartieN +

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

=
                  (II-5) 

L'arrangement des singularités (pôles-zéros) est établi selon les deux progressions 

géométriques suivantes : 

( ) 0pabp i
i =    , pour N,...,1,0i =      

( ) 0apabz i
i =    , pour   1N,...,1,0i −=        

Où a et b sont appelés les rapports de position, leurs expressions en fonction de y et m 

sont données par : 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= m

y

a 11010 , 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

= m
y

b 1010     

Et  le premier  pôle p0 et le premier zéro z 0 sont donnés par [10] :   

bcω=0p ,    00 apz =                

Afin de connaître la contribution de chaque pôle au processus de relaxation. On doit 

décomposer la fonction rationnelle en somme de fractions élémentaires : 

  ( ) ∑
∏

∏
=

=

−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
N

i
i

i
N

i
i

N

i
i

I

pab
s

h

pab
s

apab
KsH

0

00 0

1

0 0

)(
1

)(
1

)(
s1

.                               (II-6)  

Ou` les coefficients hi sont les résidus et qui sont déterminés par : 

  

( )

( )∏

∏

∏
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ijj
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1

0

,0 0

0

1

0 0

0

)(1

)(1
.

)(
)(1
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)(1

.  ,   N,...1,0i =                  (II-7) 
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II.1.1 Exemple d’un intégrateur d’ordre fractionnaire 

Pour le but d’illustration prenons un exemple numérique pour un intégrateur 

d’ordre fractionnaire représenté par : 

           55.0

1)(
s

sH I =    

 

Pour obtenir la fonction rationnelle d’approximation de cet opérateur d’ordre 

fractionnaire,on suppose que la bande de fréquence [ ] [ ]sradsradhb /1.0,/001.0, =ωω ; 

et pour une erreur y=1 dB, ωc=0.01ωb=0.00001 rad/s et 562.3413=IK par suite le 

modèle PPF de cet opérateur d’ordre fractionnaire est donné par : 

 

( ) 55.0

5-1x10
1

562.3413

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
s

sH  

On choisit l’erreur d’approximation du PPF par une fonction rationnelle y = 1 dB et la 

bande fréquentielle d’approximation sradh /10100max == ωω  , les paramètres a, b, 

p0, z0 et N peuvent être facilement calculés et ils sont donnés comme suit : 

a=1.6681,b=1.5199, 5
0 10*1.2328 −=p rad/s, 5

0 10*2.0565 −=z rad/s et N= 15. 

Les pôles et les zéros de l’approximation sont donnés par les équations suivantes: 

( )iip 5354.210*1.2328 5−= , pour i=0,1,….15 

i5 2.5354)(10*2.0565 −=iz  , pour i=0,1,….14 

Les tracés de Bode de la fonction rationnelle d’approximation sont présentés dans la 

figure suivante. 
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      Figure (II-1) : Tracés de Bode de l'amplitude de l’intégrateur d’ordre Fractionnaire 
                             55.0−s et de la fonction rationnelle de son d’approximation  

 

 

     Figure (II-2) : Tracés de Bode de la phase de l’intégrateur d’ordre fractionnaire 55.0−s  
                   et de la fonction rationnelle de son d’approximation  

 

On peut observé facilement que le tracé de Bode de la fonction de transfert de 

l’opérateur d’ordre fractionnaire et leur approximation sont superpose dans la plage de 

fréquence sec]/rad1.0,s/rad001.0[ , la pente de la fonction d’approximation de 

l’opérateur intégrateur d’ordre fractionnaire à une pente de -11dB/dec (-20m), et la 

phase de -49.5°, ( 2/.m π− ) ce qui implique la justesse de l’approximation. 

 

A
m

pl
itu
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Ph

as
e 
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 II.2  Approximation de l’opérateur dérivateur d’ordre fractionnaire  

La fonction de transfert de l’opérateur dérivateur d’ordre fractionnaire est 

représentée dans le domaine fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante : 
mss =)(G D                     (II-8) 

Avec ω= js  : la fréquence complexe et m : est un nombre positive tel que  

0<m<1.Dans une bande de fréquence donnée [ ]hb ωω , cet opérateur peut être modelé par 

un zéro à puissance fractionnaire (ZPF) comme suit [17] :   

( )
m

c
D

sKsG ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=
ω

1                                (II-9) 

Si on suppose que pour [ ]hb ωωω ,∈  on a ω  >> cω  , on peut écrire : 

( ) mm
m
c

D

m

c
D ssKsKsG ==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

ωω
                          (II-10) 

Avec m
cDK ω=  et cω  est la fréquence de coupure de ZPF qui est obtenue à partir de la 

basse fréquence bω  par la relation bc ωω 01.0= . 

Dans le but de représenter le zéro d’ordre fractionnaire de l’équation (II-9), et par 

conséquent  le dérivateur d’ordre fractionnaire, par un système linéaire invariant dans le 

temps, il est nécessaire d’approximer sa fonction de transfert irrationnelle par une 

rationnelle. La méthode d’approximation consiste à approximer la pente de 20mdB/dec 

sur le tracé de Bode du ZPF par un nombre de ligne en Zig-Zag produisant une 

alternance de pente 20 dB/de cet 0 dB/dec correspondant à une alternance de pôles et de 

zéros sur l’axe réel négative du plan s tel que z0<p0<z1<p1< . . . <zN-1<pN [17]. D’où 

l’approximation suivante : 

 ( )
∏

∏

=
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⎞
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⎝

⎛
+
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+
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i i
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D

p
s

z
s

KsKsG

0

0

1

1
1

ω
                           (II-11) 

En utilisant une méthode graphique simple [10], les pôles et les zéros de 

l’approximation s’avèrent sous une forme d’une progression géométrique. Cette 

méthode graphique d’approximation a commencé par une erreur d’approximation y en 

dB et une bande de fréquence d’approximation hmax 100ω=ω . Le nombre de pôles 

d’approximation N est donné par [17]: 
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( ) 1
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ω
                 (II-12)  

L'arrangement des singularités (pôles-zéros) est établi selon les deux progressions 

géométriques suivantes : 

( ) 0zabz i
i = , pour N...,2,1,0i =  

    ( ) 0azabp i
i = , pour N...,2,1,0i =  

Avec : bz cω=0   et 00 azp = . 

Par conséquent, la fonction rationnelle d’approximation dans une bande de fréquence 

donnée sera : 

( ) ( )

( )∏

∏

=
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                          (II-13) 

Pour des raisons concernant la réalisation, on va développer ( )
s
sG  en fonctions 

élémentaires, alors : 

    ( ) ∏
=

⎟⎟
⎠
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1                             (II-14) 

Calculant les résidus des pôles, on obtient : 

( ) ∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
+

+=
N

i

i

i
D
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s
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Avec  D0 KG = , et  

                           

( )( )
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 Pour N,...,1,0i =               (II-16) 
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II.2.1 Exemple d’un dérivateur d’ordre fractionnaire 

Soit l’opérateur dérivateur d’ordre fractionnaire suivant : 
35.0)( ssGD =  

De la même façon que l’exemple de PPF, le modèle ZPF du dérivateur d’ordre 

fractionnaire est donné par : 

( )
35.0

1
11 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

ssG  

Avec : KD=1, [ ] [ ]sradhb /10000,100, =ωω   , ωc=0.01ωb=1 

On choisit l’erreur du ZPF par une fonction rationnelle y = 1dB et la bande  

fréquentielle d’approximation  sradh /10100 6
max == ωω  , les paramètres a, b, 0p , 0z  

et N peuvent être facilement calculés et ils sont donnés comme suit : 

a=1.4251, b=1.9307, 1.98020 =p  rad/s, 1.38950 =z  rad/s et N=14 

Les pôles et les zéros de l’approximation sont donnés par les équations suivantes : 
i2.7514)(1.9802=ip  , pour i=0,1,….14 

i)7514.2(1.3895=iz  , pour i=0,1,….14 

Les tracés de Bode de la fonction rationnelle d’approximation sont présentés dans la 

figure suivante 

 

     Figure (II-3) : Tracés de Bode de l'amplitude du dérivateur d’ordre fractionnaire 35.0s  
                        et la fonction rationnelle de son d’approximation 
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        Figure (II-4) : Tracés de Bode de la phase du dérivateur d’ordre fractionnaire 35.0s  
                        et la fonction rationnelle de son d’approximation 

 

On voit bien que dans la plage de fréquence ]s/rad10000,100[ , la pente de la fonction 

d’approximation de l’opérateur d’ordre fractionnaire à une pente de 7dB/dec (20m), et 

la phase de 31.5° ( 2/.m π ), ce qui implique la justesse de l’approximation. 

 

 II.3 Implémentation par des circuits électriques analogiques   

L’approximation de l’opérateur intégrateur d’ordre fractionnaire dans une bande 

fréquentielle donnée par une fonction rationnelle a la forme :  
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                 (II-17) 

 

La décomposition en éléments simples de la fonction rationnelle approximant 

l’intégrateur d’ordre fractionnaire ( )sH I  donne : 

 

( ) ∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
N

i

i

i

p
s

hsΗ
0 1

                  (II-18) 

Avec les hi sont les résidus des pôles donnés par l’équation (II-7), 

Ph
as

e 
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Cet équation correspond à l’impédance d’un réseau RC du type Foster 1ere forme dont le 

schéma est représenté comme suit : 

 

 

  
 

 

 

L’impédance de ce réseau est : 

 

∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
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0i ii

i

CsR1
R

)s(Z                   (II-19) 

Alors  
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 Pour N,...,1,0i=                            (II-20) 

 

De la même façon, l’approximation de l’opérateur dérivée d’ordre fractionnaire dans 

une bande fréquentielle donnée par une fonction rationnelle a la forme : 
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                (II-21) 

La décomposition en éléments simples de la fonction rationnelle approximant le 

dérivateur d’ordre fractionnaire ( )sGD  donne : 

 

( ) ∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+=
N

0i

i

i
0

p
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sgGsG                   (II-22) 

Avec les gi sont les résidus des pôles donnés par l’équation (II-16)   

…... 

C1 

R1 

I(s) 

V(s) 
CN 

RN 

C0 

R0 
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Cette équation correspond à l’admittance d’un réseau du type Foster eme2  forme dont le 

schéma est représenté comme suit : 

 

 

 

 

 

 

 

L’admittance de ce réseau est de la forme : 
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= +

+=
N

0i ii

i

P )CsR1(
sC

R
1)s(Y                    (II-23) 

Alors  
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Implémentation Analogique Variable 

 

III.1 Introduction  

Toutes les implémentations analogiques existantes dans la littérature de 

l’intégrateur d’ordre fractionnaire ( ) mI s
sH 1

=  et du différentiateur d’ordre fractionnaire 

mss =)(G D  sont des implémentations fixes, c'est-à-dire que les circuits analogiques 

représentant ces opérateurs sont des fonctions de l’ordre m. C'est-à-dire que lorsqu’on 

varie l’ordre m les implémentations analogiques ne sont plus valide, il faut donc changer 

toutes les implémentations analogiques. 

Alors, le problème qui nous intéresse est celui de l’implémentation analogique 

de ces opérateurs d’ordre fractionnaire par des implémentations d’ordre variable, c'est-à-

dire que  les circuits analogiques représentant ces opérateurs sont indépendants de 

l’ordre m. C'est-à-dire que lorsqu’on varie l’ordre m l’implémentation analogique reste 

toujours valide. Et comme on l’a déjà mentionné l’implémentation analogique d’ordre 

variable de ces opérateurs d’ordre fractionnaire n’existe pas par contre leur 

implémentation numérique d’ordre variable peut être obtenue par l’utilisation de la 

fameuse technique dite structure de Farrow [9]. 

 

III.2 Implémentation numérique en structure de Farrow  

Soit H(z) la fonction de transfert d’un filtre numérique RIF qui est donné par : 

                                                 k
L

k
p zkh

zE
zYzH −

=
∑==

0
)(

)(
)()(                                       (III.1) 

où hp(k), 0 ≤ k ≤ L, sont les coefficients de la réponse impulsionnelle de H(z) et qui sont 

tous fonction d’un certain paramètre p.  

Farrow a proposé d'exprimer chaque coefficient hp(k) du filtre RIF sous la forme d'un 

polynôme en p d'ordre M comme suit [9]: 

                                                   j
M

j
kjp pakh ∑

=

=
0

)(                                                     (III.2) 

où tous coefficients akj du polynôme sont indépendants du paramètre p. La fonction de 

transfert H(z) peut donc être réécrite comme suit : 
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où 

                                                    ∑
=

−=
L

0k

k
kjj za)z(G     ,    0 ≤ j ≤ M                          (III.4) 

sont les fonctions de transfert de filtres numériques RIF à coefficients constants et 

indépendants du paramètre p. A partir de l’équation (III.3), la fonction H(z) est mise 

sous la forme suivante :  

     ]])]]z(pG)z(G[p)z(G[p)z(G[p)z(G
)z(E
)z(Y)z(H M1M210 LL +++++== −        (III.5)  

La fonction de transfert H(z) du filtre numérique peut maintenant être implémenter par 

une structure dite structure de Farrow de la figure (III.1) comme suit : 

 

   
Figure (III.1) : Implémentation en structure de Farrow du filtre numérique RIF 

 

Avec cette structure on peut dire que le filtre H(z) a une implémentation variable en 

paramètre p, c'est-à-dire que avec la même implémentation on peut avoir H(z) pour 

différente valeur du paramètre p. Alors, en s’inspirant de cette structure de Farrow dans 

le domaine numérique nous allons dérivés une structure similaire pour les opérateurs 

d’ordre fractionnaire dans le domaine analogique.  

 

III.3 Intégrateur d’ordre fractionnaire variable 

De l’équation (II.6), l’approximation de l’intégrateur d’ordre fractionnaire est donnée 

sous la forme suivante : 
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                                              ( ) ∑
=
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où le pôles pi(m) et les résidus hi(m), pour 0 ≤ i ≤ N, sont des fonction de l’ordre 

fractionnaire m ( 0 < m < 1 ). En s’inspirant de la structure de Farrow dans le domaine 

numérique, on fait une interpolation polynomiale en m pour tous les coefficients hi(m) 

comme suit :  

                                                         k
M

k
iki mamh ∑

=

=
0

)(                                                         (III.7) 

où aik les coefficients du polynôme en m de hi(m) sont indépendants du paramètre m. La 

fonction de transfert H(s) peut donc être  réécrite comme suit : 
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alors, 

                                 )()(
0

sGmsH k

M

k

k∑
=

=                                                                    (III.9) 

avec 

                                ∑
=

⎟⎟
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⎛
+
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i

i

ik
k

mp
s

a
sG
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1

)(      ,   pour 0 ≤ k ≤ M                         (III.10) 

Comme on peut le remarquer que les fonctions )s(Gk , pour 0 ≤ k ≤ M, sont toutes 

dépendantes de l’ordre fractionnaire m parce que les pôles pi(m) dépendent de m. Par 

conséquent le forme de H(s) de l’équation (III.9) ne peut pas être implémenter sous la 

forme de la structure de Farrow. Alors pour que toutes les fonctions )s(Gk soient 

indépendantes de l’ordre m il faut que tous les pôles pi(m) soient fixes, c'est-à-dire 

lorsqu’on fait varier l’ordre m on garde toujours les mêmes pôles de l’approximation de 

l’intégrateur d’ordre fractionnaire.  

Dans la section (II.1), la méthode de calcul des pôles de l’approximation de l’intégrateur 

d’ordre fractionnaire par une fonction rationnelle est exposée. Donc, pour une erreur y 

en dB choisie, les pôles de l’approximation pour un certain ordre m sont donnés par : 
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 ( ) 0)( pabmp i
i =    , pour Ni ,...,1,0=                                     (III.11) 

où les paramètres a et b sont fonction de y et m et sont donnés par : 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= m

y

a 11010 , 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

= m
y

b 1010        

et p0 est le premier pôle d’approximation défini préalablement. Pour un second 

intégrateur d’ordre fractionnaire m1 ( 0 < m1 < 1 ) et pour une erreur y1 en dB choisie,  

les pôles de l’approximation sont aussi donnés par : 

                                                      ( ) 0111 )( pbamp i
i =    , pour     N,...,1,0i =                            (III.12) 

où a1 et b1 sont données par : 
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b        

Pour garantir l’égalité des pôles des équations (III.11) et (III.12) des deux 

approximations quelque soit les ordres m ≠ m1 on doit avoir pi(m1) = pi(m) 

( Ni ,...,2,1,0= ), c'est-à-dire : 

                                           ( ) 1101101 )()()( baabpbapabmpmp ii
ii =⇒=⇒=  

cela conduit à : 
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donc les erreurs d’approximation y et y1 et les ordres m et m1 sont liés par la relation 

suivante :    

                                                   ( )
( )mm

mmyy
−
−

=
1
1 11

1                                                   (III.13) 

Une fois les pôles d’approximation fixés, ils deviennent indépendants de l’ordre m, donc 

les fonctions )(sGk de l’équation (III.10) deviennent toutes indépendantes de l’ordre 

fractionnaire m. Par conséquent l’équation (III.9) peut être implémenter sous la forme de 

la structure de Farrow. Alors on a réalisé un intégrateur d’ordre fractionnaire à ordre 

variable. 
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III.3.1 Calcul des coefficients de l’interpolation polynomiale 

L’interpolation polynomiale en m pour tous les coefficients hi(m) de l’équation (III.6) 

est donnée par l’équation (III.7) comme suit :  

                                                         k
M

k
iki mamh ∑

=

=
0

)(     ,     pour 0 ≤ i ≤ N        

où aik sont les (M+1) coefficients du polynôme en m de hi(m). Pour déterminer ces 

coefficients on doit résoudre le système d’équations linéaires à (M+1) inconnus obtenu 

en choisissant ( 1N +1) points différents de l’ordre m. On cherche donc l’unique 

polynôme de degré M passant par les points {mj, hi(mj)}. Les points mj (j= 0,1,…, 1N ) 

étant tous distincts. Donc pour i=0,1,…,N, on aura : 

                                                     k
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k
ikji mamh ∑

=

=
0

)(                                                (III.14) 

Alors pour j= 0,1,…, N1 et i= 0,1,…,N, on peut écrire : 

pour j=0 
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Soit sous forme matricielle:  
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    (III.15) 

On peut écrire le système d'équations sous la forme : 

                                   H = U A                                                                   (III.16)   

Comme la matrice U n’est pas en général une matrice carrée, alors on a :                        

                                                ( ) HUUUA T1T −
=                                                     (III.17)    

 

La matrice U est une matrice de Vandermonde alors la matrice carrée ( )UUT est 

inversible tant que les points mj (j= 0, 1, …, 1N ) sont distincts. Vu la complexité du 

calcul de matrice A de l’équation (III.17), la méthode utilisé pour résoudre ce problème 

d’interpolation est la technique d’ajustement de la courbe dans le but d’obtenir un 

polynôme de degré M qui approxime chaque résidu hi(m) (i=0, 1, ..., N), dans le sens 

des moindres carrées. Pour ce but, on a utilisé la routine de Matlab dénommée ‘polyfit’. 

 

III.3.2 Exemple illustratif 

Comme exemple on considère la conception d’un intégrateur d’ordre fractionnaire 

variable dans la bande fréquentielle [ ] [ ]sradsradhb /100000,/1000, =ωω . 

L’approximation de l’intégrateur d’ordre fractionnaire est donnée sous la forme 

suivante : 
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Pour réaliser l’intégrateur d’ordre fractionnaire variable, il faut en premier lieu fixer les 

pôles pi(m) de l’approximation puis calculer les coefficients aik. Pour fixer les pôles, on 

choisit l’ordre m = 0.95. Donc, pour une erreur y=0.1 dB, ωc=0.01ωb=10 rad/s et 

ωmax=100ωh=1000000 rad/s, les paramètres p0, a, b et N de l’approximation sont donnés 

par : 
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, 1219.10p0 == bcω et N=29 

Alors les pôles pi de l’approximation sont donnés par : 

    ( )i
ip 6237.11219.10=    , pour Ni ,...,1,0=                               

Et de l’équation (II.7) les coefficients hi(0.95) (pour i=0,1, …, N) sont donnés par :  
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Pour la conception d’un autre intégrateur d’ordre fractionnaire d’ordre donné m1 

(0<m1<1) tel que m1 ≠ 0.95 avec les mêmes pôles approximation pi (pour i=0,1, …, N)  

quel que soit la valeur de l’ordre m1, l’erreur d’approximation y1 de l’équation (III.13) 

doit être égale à y1 = 2.1052 m1(1- m1). Les paramètres a1, b1 et N1 de l’approximation 

sont donnés par : 
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Avec (ab) = (a1b1) et les coefficients hi(m1) (pour i=0,1, …, N) sont calculés par :  
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Le degré M du polynôme d’interpolation est choisi tel que l’erreur d’interpolation est 

inférieure à une valeur donnée pour une bonne approximation. Figures (III.2) - (III.5)  
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Figure (III.2)L'interpolation polynomiale au sens des moindres carrés de coefficient 

0h de l'opérateur intégrateur d'ordre fractionnaire. 
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Figure (III.3)L'interpolation polynomiale au sens des moindres carrés de coefficient 

5h de l'opérateur intégrateur d'ordre fractionnaire. 
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Figure (III.4)L'interpolation polynomiale au sens des moindres carrés de coefficient 

10h de l'opérateur intégrateur d'ordre fractionnaire. 
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Figure (III.5)L'interpolation polynomiale au sens des moindres carrés de coefficient 

15h de l'opérateur intégrateur d'ordre fractionnaire. 

Les tracés de Bode (Module et phase) de la fonction de transfert de l’intégrateur d’ordre 

fractionnaire H(s) = 3.0−s  et de l’implémentation de l’intégrateur variable par une 

structure de Farrow pour m = 0.3 sont présentés dans les figures (III.6) et (III.7) 

suivantes:  
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Figure (III.6) : Module de la fonction d’approximation de l’opérateur Intégrateur 
 d’ordre fractionnaire 3.0−s  à la sortie de la structure de Farrow 
 

 
Figure (III.7) : Phase de la fonction d’approximation de l’opérateur Intégrateur 

 d’ordre fractionnaire 3.0−s  à la sortie de la structure de Farrow 
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On peut facilement observer que le tracé de Bode de la fonction de transfert de 

l’opérateur d’ordre fractionnaire et sa décomposition en structure de Farrow sont 

superposées dans la plage de fréquence sec]/rad100000,1000[ ,  la fonction 

d’approximation et l’opérateur intégrateur d’ordre fractionnaire ont des pentes de -6 

dB/dec (-20 m ), et des phases de -27° ( 2/.πm− ) ce qui implique la justesse de 

l’approximation. 

 

III.4 Dérivateur d’ordre fractionnaire variable 

a partir de la fonction de décomposition  de la fonction rationnelle en somme de 

fractions élémentaires [équation (II.15)] . 

                           ( ) ∑
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                                                                         (III.18) 

 

où le pôles pi(m) et les résidus gi(m), pour 0 ≤ i ≤ N, sont des fonction de l’ordre 

fractionnaire m ( 0 < m < 1 ). En s’inspirant de la structure de Farrow dans le domaine 

numérique, on fait une interpolation polynomiale en m pour tous les coefficients gi(m) 

comme suit :  

:  
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k
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)(                                                                 (III.19) 

où les coefficients ika  sont les coefficients de la fonction polynomial )(mgi  sont 

indépendants du paramètre m. la fonction de transfert peut être  récrite comme suit : 
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Sachant que les fonctions de transfert résultantes )(sFk  sont des polynômes d'ordre N 
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)(   pour Mk L2,1,0=                                          (III.22) 
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Comme on peut le remarquer que les fonctions )(sFk , pour 0 ≤ k ≤ M, sont toutes 

dépendantes de l’ordre fractionnaire m parce que les pôles pi(m) dépendent de m. Par 

conséquent le forme de G(s) de l’équation (III.21) ne peut pas être implémenter sous la 

forme de la structure de Farrow. Alors pour que toutes les fonctions )(sFk soient 

indépendantes de l’ordre m il faut que tous les pôles pi(m) soient fixes, c'est-à-dire 

lorsqu’on fait varier l’ordre m on garde toujours les mêmes pôles de l’approximation de 

dérivateur d’ordre fractionnaire. 

Dans la section (II.2), la méthode de calcul des pôles de l’approximation de dérivateur 

d’ordre fractionnaire par une fonction rationnelle est exposée. Donc, pour une erreur y 

en dB choisie, les pôles de l’approximation pour un certain ordre m sont donnés par : 

( ) 0)( pabmp i
i =    , pour Ni ,...,1,0=                                                             (III.23) 

où les paramètres a et b sont fonction de y et m et sont donnés par : 

( ) ⎟⎟
⎠
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⎜⎜
⎝

⎛
−= m110

y

10a ,   
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

= m
y

b 1010  

et p0 est le premier pôle d’approximation défini préalablement. Pour un second 

dérivateur d’ordre fractionnaire m1 ( 0 < m1 < 1 ) et pour une erreur y1 en dB choisie, les 

pôles de l’approximation sont aussi donnés par : 

                                                      ( ) 0111 )( pbamp i
i =    , pour     N,...,1,0i =                            (III.24) 

où a1 et b1 sont données par : 
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Pour garantir l’égalité des pôles des équations (III.23) et (III.24) des deux 

approximations quelque soit les ordres m ≠ m1 on doit avoir pi(m1) = pi(m) 

( Ni ,...,2,1,0= ), c'est-à-dire : 

                                           ( ) 1101101 )()()( baabpbapabmpmp ii
ii =⇒=⇒=  

cela conduit à : 
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donc les erreurs d’approximation y et y1 et les ordres m et m1 sont liés par la relation 

suivante :    
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1                                               (III.25) 

Une fois les pôles d’approximation fixés, ils deviennent indépendants de l’ordre m, donc 

les fonctions )(sFk de l’équation (III.22) deviennent toutes indépendantes de l’ordre 

fractionnaire m. Par conséquent l’équation (III.21) peut être implémenter sous la forme 

de la structure de Farrow. Alors on a réalisé un dérivateur d’ordre fractionnaire à ordre 

variable. 

 

III.4.1 Calcul des coefficients de l’interpolation polynomiale 

L’interpolation polynomiale en m pour tous les coefficients gi(m) de l’équation (III.18) 

est donnée par l’équation (III.19) comme suit : 

                                      k
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k
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=
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)( ,     pour 0 ≤ i ≤ N 

où aik sont les (M+1) coefficients du polynôme en m de gi(m). Pour déterminer ces 

coefficients on doit résoudre le système d’équations linéaires à (M+1) inconnus obtenu 

en choisissant ( 1N +1) points différents de l’ordre m. On cherche donc l’unique 

polynôme de degré M passant par les points {mj, gi(mj)}. Les points mj (j= 0,1,…, 1N ) 

étant tous distincts. Donc pour i=0,1,…,N, on aura : 

                                      k
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k
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=
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)(                                                                   (III.26) 

Alors pour j= 0,1,…, N1 et i= 0,1,…,N, on peut écrire : 

 
pour j=0 
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M                                        M  

Pour  j= 1N  
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Soit en notation matricielle:  
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(III.27)    

On peut écrire le système d'équations sous la forme : 

                              G =U A                                                                         (III.28)    

Comme la matrice U n’est pas en général une matrice carrée, alors on a :                        

                                                  ( ) GUUUA TT 1−
=                                                    (III.29)    

La matrice U est une matrice de Vandermonde alors la matrice carrée ( )UUT est 

inversible tant que les points mj (j= 0, 1, …, 1N ) sont distincts. Vu la complexité du 

calcul de matrice A de l’équation (III.29), la méthode utilisé pour résoudre ce problème 

d’interpolation est la technique d’ajustement de la courbe dans le but d’obtenir un 

polynôme de degré M qui approxime chaque résidu gi(m) (i=0, 1, ..., N), dans le sens des 

moindres carrées. Pour ce but, on a utilisé la routine de Matlab dénommée ‘polyfit’. 

 

III.4.2 Exemple illustratif 

 Comme exemple on considère la conception d’un intégrateur d’ordre fractionnaire 

variable dans la bande fréquentielle [ ] [ ]sradsradhb /01.0,/0001.0, =ωω . 

L’approximation de dérivateur d’ordre fractionnaire est donnée sous la forme suivante : 
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Pour réaliser une dérivateur d’ordre fractionnaire variable, il faut en premier lieu fixer 

les pôles pi(m) de l’approximation puis calculer les coefficients aik. Pour fixer les pôles, 
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on choisit l’ordre m = 0.1. Donc, pour une erreur y=0.2 dB, ωc=0.01ωb= 610−  rad/s et 

ωmax=100ωh=1 rad/s, les paramètres p0, a, b et N de l’approximation sont donnés par : 

( ) 0525.110 110 ==
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y

a 1.584910 10m
y

==
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b 6
0 10*325.1p −== bcω et N=28 

Alors les pôles pi de l’approximation sont donnés par : 

                                       ( )i
ip 6260.110*325.1 6−=    , pour Ni ,...,1,0=                               

Et de l’équation (II.15) les coefficients gi(0.1) (pour i=0,1, …, N) sont donnés par :  
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Pour la conception d’un autre dérivateur d’ordre fractionnaire d’ordre donné m1 

(0<m1<1) tel que m1 ≠ 0.1 avec les mêmes pôles approximation pi (pour i=0,1, …, N) 

quel que soit la valeur de l’ordre m1, l’erreur d’approximation y1 de l’équation (III.25) 

doit être égale à y1 = 2.2222 m1(1- m1). Les paramètres a1, b1 et N1 de l’approximation 

sont donnés par : 
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Avec (ab) = (a1b1) et les coefficients gi(m1) (pour i=0,1, …, N) sont calculés par :  
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Le degré M du polynôme d’interpolation est choisi tel que l’erreur d’interpolation est 

inférieure à une valeur donnée pour une bonne approximation. Figures (III.8) - (III.11) 

 
Figure (III.8)L'interpolation polynomiale au sens des moindres carrés de coefficient 

0g de l'opérateur dérivateur d'ordre fractionnaire. 

 

 
Figure (III.9)L'interpolation polynomiale au sens des moindres carrés de coefficient 

15g de l'opérateur dérivateur d'ordre fractionnaire. 
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Figure (III.10)L'interpolation polynomiale au sens des moindres carrés de coefficient             

20g de l'opérateur dérivateur d'ordre fractionnaire. 

 

 

Figure (III.11)L'interpolation polynomiale au sens des moindres carrés de coefficient             

25g de l'opérateur dérivateur d'ordre fractionnair 
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Les tracés de Bode de la fonction de transfert de l’opérateur dérivateur fractionnaire 
65s et de son implémentation  à la sortie de la structure de Farrow sont présentés dans les  

figures suivantes:  

 
 

Figure (III.12)   Module de la fonction d’approximation de l’opérateur Dérivateur 
d’ordre fractionnaire 65.0s  à la sortie de la structure de Farrow 

 

 
Figure (III.13) Phase de la fonction d’approximation de l’opérateur Dérivateur d’ordre 

fractionnaire 65.0s  à la sortie de la structure de Farrow 
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On peut observé facilement que le tracé de Bode de la fonction de transfert de 

l’opérateur d’ordre fractionnaire et sa décomposition en structure de Farrow sont 

superposées dans la plage de fréquence sec]/01.0,0001.0[ rad , la fonction 

d’approximation en structure de Farrow et l’opérateur dérivateur d’ordre fractionnaire à 

des pente de 13dB/dec (20 m ), et la phase de -58.5°, (mπ/2) ce qui implique la justesse 

de l’approximation. 
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Applications Des Opérateurs d'Ordre Fractionnaire Variable 
 

IV.1 Introduction 

        Au cours du précédent chapitre, l'intérêt de l'implémentation analogique en 

structure de Farrow a été démontré pour la réalisation d'un dérivateur (intégrateur) 

d’ordre fractionnaire  variable borné en fréquences. L'objectif de ce chapitre est 

d'utiliser les propriétés analysées précédemment pour calculer la réponse temporelle 

d’opérateur d’ordre fractionnaire. Donc nous présentons dans la suite l'algorithme de 

calcul de la sortie des opérateurs d’ordre fractionnaire variable.  

 

IV.2 Réponse temporelle d'un opérateur d'ordre fractionnaire  

        Plusieurs algorithmes ont été développés pour calculer la sortie du model rationnel 

de l’opérateur d’ordre fractionnaire, ils sont basés généralement sur la fonction de 

transfert ou sur la représentation d’espace d’état [16],[18]. 

Dans notre cas, on a commencé par la fonction de transfert fractionnaire, la fonction 

rationnel analogique est obtenu on remplaçant chaque opérateur d’ordre fractionnaire 

par une approximation entière dans une bande de fréquence bien définie, comme on a 

montré dans le deuxième chapitre. La réalisation (implémentation) d'un dérivateur 

(intégrateur) d’ordre fractionnaire variable borné en fréquences est faite en utilisant la 

structure de farrow  ( troisième chapitre) .  

Donc on à : 

 

 

 

Avec E(s) l’entrée de l’opérateur d’ordre fractionnaire, Y(s) sa sortie, et H(s) sa fonction 

de transfert . On a 

                                                           ( ) ( ) ( )sEsGsY farrow=                                        (IV-1)  

Donc 

                                                        ( ) ( ) ( )( )sEsGLty farrow
1−=                            (IV-2) 

 

 

E(s) Y(s) 
G(s) 
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IV.3 Dérivation  d'ordre fractionnaire de quelques fonctions usuelles  

IV.3.1 La dérivée fractionnaire d’un échelon 

La fonction Echelon unité suivante : 
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Dans ce cas
s
1)s(E = , donc la sortie y(t) est donnée par : 

                                             ( ) ( ) ( )( )sEsGLty farrow
1−=            (IV-3) 

Avec ( )sG farrow  est donnée par l’équation (III.26) comme : 
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Donc la sortie est donnée par: 
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La figure obtenue de dérivation d’ordre fractionnaire d’un échelon est la suivant : 
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Figure (IV-1)   Dérivation d'ordre fractionnaire d’un échelon pour des différents ordres. 

 

IV.3.2 La dérivée fractionnaire d’un rampe 

 On a      
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La figure  de dérivation d'ordre fractionnaire d’une rampe est représentée  par : 
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Figure (IV-2)   Dérivation d'ordre fractionnaire d’une rampe pour des différents ordres. 

 

IV.3.3 La dérivée fractionnaire d’un cosinus 

On a montré que la dérivation d'ordre fractionnaire d’un cosinus de pulsation  0ω  avec 

un déphasage ϕ  (chapitre I),  est  équivalente à  la relation suivante [11]: 
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la figure suivante représente  la sortie avec 
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)( 0tte
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Figure (IV-3) Dérivation d'ordre fractionnaire d’un cosinus pour des différents ordres 

 

IV.3.4 La dérivée fractionnaire d’un sinus  

la dérivation d'ordre fractionnaire d’un sinus de pulsation  0ω  avec un déphasage ϕ  

(chapitre I),  est  équivalente à  la relation suivante[11]: 

)(mD [ ]).sin( 0 ϕω −t m
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2
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πϕω mt +−                                                           (IV-13) 
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On pose que : 
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La figure suivante réprésante la sortie 

 
Figure (IV-4) Dérivation d'ordre fractionnaire d’un sinus pour des différents ordres 

 

IV.3.5 La dérivée fractionnaire d’une fonction sinusoidale amortie  

La dérivation d'ordre fractionnaire d’une fonction sinusoidale amortie produit de 

fonctions exponentielle et sinusoïdale du type ( )tat 0sin)exp( ω− , est équivalente à la 

relation suivante [11] :  

                            [ ] =− )sin()exp( 0
)( tatD m ω )sin()exp( 0 ψω mtatAm +                   (IV-16) 

 

Avec  

                                        0aΑ ωi+=  et ( )0ωψ iaArg +=                                    (IV-17)  
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Donc pour 
⎩
⎨
⎧

<
>−

=
0pour t,       0
0pour t,)sin()exp(

)( 0tat
te

ω
 , 2

0
2
0

)(
)(

ω
ω

++
=

as
sE , alors : 

                ∑∑
==

−

+++
+

++
=

N

i

i

ik
M

k

k

as
p
s
sa

m
as

GLty
0

2
0

2
0

0
2

0
2
0

0
1 )

)(1)(
()(

ω
ω

ω
ω

              (IV-18) 

∑∑
==

Φ+−+−+−=
N

i
ikikiik

M

k

k tatDtpCmtatGty
0

0
0

00 )sin()exp()exp()sin()exp()( ωω   (IV-19) 

Avec 
22

0
2

0
2

2 apap
pa

C
ii

iik
ik

−−−
=

ω
ω , 

ii

iik
ik apap

apa
D

222
0

2

2
0

2

−++

+
=

ω
ω

 et 

                   )(tan 2
0

2

2
01

ω
ω
−−

=Φ −

aap
p

i

i
ik  

 

On prend comme exemple 
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, la sortie est 

donnée par la figure suivante : 

 

 
Figure (IV-5) Dérivation d'ordre fractionnaire d’un sinus amorti pour des différents ordres 
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IV.4  integration  d'ordre fractionnaire de quelques fonctions usuelles  

Dans ce même contexte, nous avons développé des programmes qui consistent à 

calculer la integration d'ordre fractionnaire de quelques fonctions usuelles : l’échelon, la 

fonction sinusoïdale (cosinus, sinus), fonction sinusoïdale amorti. 

 

IV.4.1 L’integrale fractionnaire d’une impulsion  

la fonction impulsion et donnée par :    ( )
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⎨
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≠
=

=
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te  

On sait que la transformée en L  d’une impulsion est donnée par : 1)( =sE  

Donc la sortie est : 

               ( ) ( ) ( )( )sEsHLty farrow
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Avec ( )sfarrowH  et la  fonction de transfert à la sortie de cette nouvelle structure, et 

qui est définies comme suit: 

∑
=

=
M

k
k

k
farrow sGmsH

0

)()(                                                                                            (IV-20) 

Avec ∑
= +

=
N

i

i

ik
k

p
s

a
sG

0 1
)(  pour Mk L2,1,0=                                                            (IV-21) 

Donc la sortie est donnée par: 
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Les résultats de l’intégrale d'ordre fractionnaire d’impulsion est donné par : 
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Figure (IV-6)    L’intégrale d'ordre fractionnaire d’impulsion pour des différents ordres 

 

IV.4.2 L’integrale fractionnaire d’un échelon 

La fonction Echelon unité suivante : 
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Les résultats de  l’intégrale d'ordre fractionnaire de l’échelon unité est donné par : 
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Figure (IV-7) L’intégrale d'ordre fractionnaire d’un échelon pour des différents ordres 

 

IV.4.3 L’integrale fractionnaire d’une rampe  
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Les résultats obtenu de  l’intégrale d'ordre fractionnaire d’une rampe est donné par : 
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Figure (IV-8) L’intégrale d'ordre fractionnaire d’une rampe pour des différents ordres 

 

IV.4.4 L’integrale fractionnaire d’un cosinus  
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Figure (IV-9)    L’intégrale d'ordre fractionnaire d’un cos(200π t) pour les différents 

ordres 

 

IV.4.5 L’integrale fractionnaire d’un sinus  

Soit :             
⎩
⎨
⎧

<
>

=
0pour        0

0pour         )sin(
)( 0

t
tt

te
ω

 

Donc 
2

0
2

0)(
ω

ω

+
=

s
sE  

la sortie est donnée par : 

         ∑∑
= ++=

−=
N

i s
ip

s
ikaM

k

kmLty
0

)
2

0
2

0

10
(1)(

ω

ω
                                                     (IV-30) 

   ∑∑
==

Φ+−−=
N

i
ikikiik

M

k

k tDtpCmty
0

0
0

)cos()exp()( ω                                                (IV-31) 

avec   
2

0
2

0

ω
ω

+
=

i

iik
ik p

pa
C , 

2
0

2 ω+
=

i

iik
ik

p

pa
D  et )(tan

0

1

ω
i

ik
p−=Φ  



Chapitre IV                        Applications Des Opérateurs d'Ordre Fractionnaire Variable 

 

 

51

Les résultats obtenu de  l’intégrale d'ordre fractionnaire d’un cosinus est donné par : 

 
Figure (IV-9)  L’intégrale d'ordre fractionnaire d’un sin(200π t) pour les différents 

ordres 
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Conclusion Générale 

 
Toutes les implémentations analogiques existantes dans la littérature de 

l’intégrateur d’ordre fractionnaire ( ) mI s
1sH =  et du différentiateur d’ordre fractionnaire 

m
D s)s(G =  sont des implémentations fixes. Alors, le problème est celui de 

l’implémentation analogique de ces opérateurs d’ordre fractionnaire par des 

implémentations d’ordre variable. L’implémentation analogique d’ordre variable de ces 

opérateurs d’ordre fractionnaire n’existe pas par contre leur implémentation numérique 

d’ordre variable peut être obtenue par l’utilisation de la fameuse technique dite 

structure de Farrow. 

Dans ce mémoire, nous avons présenté une nouvelle méthode de simulation et 

d’implémentation d’opérateurs d’ordre fractionnaire variable en utilisant une structure 

dite structure de Farrow en se basant sur la fonction rationnelle d’approximation de la 

méthode de Charef. 

Le chapitre I traite principalement les différentes notions d’opérateur d’ordre 

fractionnaire, nous avons commencé par deux définitions les plus récentes, qui sont la 

définition de Grunwald-Letnikov et la définition de Riemann-Liouville et on a introduit 

quelques propriétés de la dérivation non entière. Enfin nous avons présenté quelques 

approches de l’opérateur d’ordre fractionnaire dans le cas continu. Le chapitre II traite 

l’approximation des opérateurs d’ordre fractionnaire par une fonction rationnelle dans 

le cas analogique. La méthode utilisée dans cette approximation est celle de Charef. 

L’intégrateur d’ordre fractionnaire s-m (0<m<1) est représenté par un pôle à puissance 

fractionnaire (PPF) dans une bande de fréquence bien déterminée ensuite le PPF est 

approximé par une fonction rationnelle. Le dérivateur d’ordre fractionnaire sm  (0<m<1) 

est représenté par un zéro à puissance fractionnaire (ZPF). Des exemples numériques 

ont été présentés. Dans le chapitre III nous avons exposé la nouvelle technique 

d’implémentation des opérateurs d’ordre fractionnaire sous la forme de la structure de 

Farrow qui conduit à l’implémentation  des opérateurs d’ordre fractionnaire variable. 

Le chapitre IV est réservé à l’application de la méthode décrite dans le chapitre III aux 

fonctions usuelles tel que l’échelon, la rampe, la fonction sinusoïdale, et la fonction 

sinusoïdale amortie. 
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A partir de ces résultats obtenus en peut conclure que les travaux ayant aboutis à 

l’approximation des systèmes d’ordre variable sont effectivement vérifiés et prouvent 

que cette méthode est non seulement rigoureuse mais elle sera aussi fructueuse par son 

application dans différents domaines de la science et de la technologie. 

Alors comme perspective, on suggère l’application de cette technique dans le 

domaine du traitement du signal, de l’identification et la commande des systèmes 

d’ordre fractionnaire. 
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Abstract: 
This work deals with the variable analog implementation of the fractional-order differentiator 

ms and integrator ms − (for 0<m<1). The proposed approach is based on Charef's 

approximation method of these operators by analog rational functions. The new derived 

implementation is given using the Farrow structure to obtain a fractional order differentiator 

and an fractional order integrator of a variable order.  

 

 

 

 

 

  : ملخـــــص
  

 ذو الدرجѧѧة الناطقѧѧة المتغيѧѧرة مѧѧن  sm و المѧѧشتق  s-m للمكامѧѧل (Analogique) هѧѧذا الموضѧѧوع يعѧѧالج الإنѧѧشاء التمѧѧاثلي

التѧѧي تقѧرب هѧذه المعѧѧاملات   ) méthode  de Charef(فѧي هѧذه المѧѧذآرة إعتمѧدنا علѧى طريقѧة شѧѧارف      .(m<1>0)أجѧل 

   للحѧصول علѧى   Farrow بواسѧطة هيكѧل    جد يدثم قمنا بتمثيل إنشاء . داخل مجال محدد من التواترات بواسطة دالة ناطقة

 هѧذه  اسѧتعمال  و فعاليѧة  مѧدى   توضѧح و قمنا بمناقشة و تحليل بعض الأمثلѧة التѧي  .مكامل و مشتق ذو الدرجة الناطقة متغيرة

  ،التقريبية الطريقة

 


