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Résumeé :

Ce travail traite I’implémentation variable analogique du dérivateur s™ et de I’intégrateur
s™ (pour 0 < m < 1) d’ordre fractionnaire. L approche proposée est basée sur la méthode
d’approximation de Charef de ces opérateurs par des fonctions rationnelles analogiques.
La nouvelle implémentation est donnée sous la forme de la structure de Farrow pour

obtenir un dérivateur et d’intégrateur d’ordre fractionnaire variable.
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Introduction Générale

Le concept des opérateurs d’ordre fractionnaire a été défini aux 19 siecles par
Riemann et Liouville. Leur but devait prolonger la dérivation ou intégration d’ordre
fractionnaire en employant non seulement un ordre entier mais également des ordres non
entiers. Beaucoup de systemes physiques ont affiché un comportement dynamique
d’ordre fractionnaire, tels que les systemes viscoélastique, la polarisation électrode
électrolyte, polarisation d’interfaces, le comportement cardiaque [1]. A cause de leur
représentation par des fonctions de transfert irrationnelles, les opérateurs d’ordre
fractionnaire ont été marginalement étudiés. Dans les derniéres années un intérét
considérable a été porté au calcul fractionnaire par I’application de ces concepts dans
différents domaines de la physique et de I’ingénierie [1-8], ou on a pu trouver un progres
signifiant de travaux théoriques qui peuvent servir comme fondation pour un nombre
d’applications dans ces domaines. Donc, un grand effort a été fait pour essayer de mettre
en pratique les résultats déja établis, et un travail de recherche intensif est encore en cours
dans plusieurs domaines d’ingénierie pour I’application de ces concepts d’ordre
fractionnaire.

Toutes les implémentations analogiques existantes dans la littérature de

I’intégrateur d’ordre fractionnaire H,(s)= — et du différentiateur d’ordre fractionnaire
S

G (s)=s" sont des implémentations fixes, c'est-a-dire que les circuits analogiques

représentant ces opérateurs sont des fonctions de I’ordre m. C'est-a-dire que lorsqu’on
varie I’ordre m les implémentations analogiques ne sont plus valide, il faut donc changer
toutes les implémentations analogiques. Alors, le probleme est celui de I’'implémentation
analogique de ces opérateurs d’ordre fractionnaire par des implémentations d’ordre
variable, c'est-a-dire que les circuits analogiques représentant ces opérateurs sont
indépendants de I’ordre m. C'est-a-dire que lorsqu’on varie I’ordre m I’implémentation
analogique reste toujours valide. Et comme on I’a déja mentionné I’implémentation
analogique d’ordre variable de ces opérateurs d’ordre fractionnaire n’existe pas par
contre leur implémentation numérique d’ordre variable peut étre obtenue par I’utilisation

de la fameuse technique dite structure de Farrow [9].
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Alors, l'objectif de ce travail est I’'implémentation les opérateurs du dérivateur et
de I’intégrateur d'ordre fractionnaire variable, pour L approche proposée est basée sur la
méthode d’approximation de Charef [10] de ces opérateurs par des fonctions rationnelles
analogiques. L'implémentées de dérivateur et I’intégrateur d’ordre fractionnaire en
utilisant la structure de Forrow [9] pour obtenir une implémentation de dérivateur et
d’intégrateur d’ordre fractionnaire variable.

Des simulations sont obtenues pour démontrer I’efficacité et I’utilité de cette approche et
les résultats obtenus sont aussi présentés et discutés.

Les travaux réalisés et les résultats obtenus faisant I’objet de ce mémoire sont
présentés comme suit :

Le premier chapitre présente les définitions et les bases théoriques de ce travail de
recherche. Le deuxiéme chapitre traite I’approximation des opérateurs d'ordre
fractionnaire, on a présenté une méthode simple qui est la méthode de Charef qui consiste
a approximer, pour une bande de fréquence donnée. Dans le troisieme chapitre, nous
étudions lI'implémentation de ces opérateurs avec la nouvelle implémentation sous forme
de structure de Farrow. Le quatriéme chapitre est réservé a I’application de la méthode
proposée sur les fonctions les plus usuelles: I’échelon, sinusoidale, et fonction

sinusoidale amortie.
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Opérateurs D’ordre Fractionnaire

I.1. Introduction au calcul fractionnaire

Le calcul d'ordre fractionnaire (intégration et différentiation d'ordre arbitraire, pas
nécessairement un nombre entier) est un vieux concept qui date de I'époque de Cauchy,
Riemann Liouville et Leitnikov au 19eme siecle. Il a eté utilisé en mécanique depuis les
années 1930 et en électrochimie depuis les années 1960. Et plus tard plusieurs
mathématiciens et physiciens ont étudié les opérateurs différentiels et les systémes
d'ordre fractionnaire [11-12].

Généralement les dérivées et les intégrales d’ordre entier ont des interprétations
physiques et géométriques claires, qui simplifient de maniere significative leur
utilisation pour résoudre des probléemes appliqués dans de divers domaines de la
science. La différentiation et l'intégration d'ordre fractionnaire n’ont aucune
interprétation géométrique et physique acceptable pendant plus de 300 ans. Et comme
ils sont une généralisation des notions de la différentiation et de l'intégration d'ordre
entiere, il serait alors idéal d’avoir de telles interprétations physiques et géométriques
qui fourniront également le lien des interprétations classiques de différentiation et
d'intégration d’opérateur d'ordre entier.

1.2. Opérateurs d'ordre fractionnaire [11-14]

Le calcul fractionnaire est une généralisation de lintégration et de la

différentiation a I'opérateur fondamental d'ordre non entier | D" ol t, et t sont des

limites de I'opération. L'opérateur intégro-différentiel continu est défini comme :

dm
m > 0,
dt™
B D" = 1 m=0, (1LD)

t
j (7)™ m <0,
to

Ou m € R est I'ordre de I'opération.
Il existe plusieurs définitions mathématiques pour l'intégration et la dérivation
d'ordre fractionnaire. Ces définitions ne ménent pas toujours a des résultats identiques

mais sont équivalentes pour un large panel de fonctions.
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1.2.1 Définition de Riemann-Liouville (R-L)

Definition 1 : Soient me R avec m>0, t, € R et f une fonction localement intégrable

définie surlt,,+o). L'intégrale d'ordre m de f de borne inférieuret, est définie par :

M) = ﬁj (t—7)"f(r)dr (1-2)

avec t > t, et I"(.) est la fonction gamma d'Euler définie par : F(x) = I y* e Vdy,x>0.
0

Définition 2 : Soient m e Ravec m>0, n un entier positif, t, € R et f une fonction
localement intégrable définie surft,,+c). La dérivée d'ordre m de f de borne
inférieur t, est définie par :

n t

j —7)"™f (7)dr (1-3)

RLDmft——
w00 T C'(n—m) dt"

Ou le nombre entier n est tel que (n—1)<m<n.

Cette dérivée d'ordre fractionnaire peut aussi étre définie a partir de I'équation (I-2)

comme suit :

LD f(t) = dt" fom (b)) (1-4)

1.2.2 Définition de Grundwald-Leitnikov (G-L)
La dérivée d'ordre fractionnaire d'ordre m > 0 de G-L est donnée par :

t-t,
1 h
m — i k{m
%07 fO=lim = ¥ (- (m)f ¢ —Kkh) (1-5)
Ou [] dénote la partie entiére d’un nombre réel, h est la période d’échantillonnage et

les coefficients ( ) sont donnés par :

m)_ rr(m+1) (1-6)
k ) T(k+1)I(m-k+1)

La définition de Grindwald-Leitnikov de [I’intégration d’ordre fractionnaire est
formulée comme suit :

t-t,

1P £(0)=°, D" () = lim h™ 3 (<D () ¢ -k h) (I7)
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1.2.3 Définition de Caputo

Caputo a introduit une autre formulation de la dérivée d'ordre fractionnaire définie par :

t (n)
A (o et (-8)

avec n est un entier positif vérifiant I'inégalité (n—1)<m<n.

1.3 Quelque propriétés de la dérivation non entiere
Les principales propriétés des opérateurs d'ordre fractionnaire sont les suivantes [12] :
1. Si f(z)est une fonction analytique de z , alors sa dérivée d'ordre fractionnaire
D™ f(z) estune fonction analytique de z et m.
2. Pourm =n, ol nestun entier, l'opération D™ f (z) donne le méme résultat que la
difféerentiation classique d'ordre entier n.

3. Pourm =0 l'opération D™ f (z) est I'opérateur identité :

D°f(z) = f(z) (1-9)
4. La différentiation et I'intégration d'ordres fractionnaire sont des opérations linéaires :
D"af (z) + D"bg(z)=aD" f(z)+bD"g(z) (1-10)

1.4 Transformée de Laplace [12,13]
1.4.1 Transformée de Laplace de I'intégrale d'ordre fractionnaire
Nous commencerons par la transformée de Laplace de l'intégrale d'ordre fractionnaire

de Riemann-Liouville d'ordrem > 0 définie par (1.2) qu'on peut écrire comme une
convolution des fonctions g(t) = Lt"“l et f(t)
I'(m)

m n 1 m-1 I onix
I™f(t)=D f(t):mg(t—r) f(r)dr:mt f(t) (1-11)
La transformée de Laplace de la fonctiont™ *est [15]:
G(s) = L{t"™*}=r(m)s™ (1-12)
donc la transformée de Laplace de l'intégrale de Riemann-Liouville

LI [f(t)]}=s™F(s) (1-13)
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De la méme fagon la transformée de Laplace de I’intégrale d’ordre fractionnaire défini
par Grindwald-Leitnikov et Caputo est aussi donné par I’équation (1-13) :

1.4.2 Transformée de Laplace de la dérivée d'ordre fractionnaire
Nous citons dans ce qui suit la transformée de Laplace des différentes définitions de la

dérivée.

1.4.2.1 Définition de Riemann-Liouville
n-1
LD ()} =s"F(s)- > s [D™ " (1)]., (1-14)
k=0

Avec n—1<m<n cette transformée de Laplace de la dérivée de Riemann-Liouville
est bien connue . Mais son applicabilité en pratique est limitée a cause de I'absence
d'interprétation physique des valeurs limites des derivees d'ordre fractionnaire

pourt =0.

1.4.2.2 Définition de Caputo
n-1
LD f ()} = s"F(s) - > s"**£*(0) (1-15)
k=0

L'avantage principal de la définition de Caputo par rapport a celle de Riemann-
Liouville est qu'elle permet de considérer des conditions initiales conventionnelles

faciles a interpréter telles que y(0) = y,, y'(0) =y, etc. De plus, la dérivée de Caputo

d'une constante est bornée (égale a 0), alors que la dérivée de Riemann-Liouville d'une
constante n'est pas bornée a t = 0.La seule exception est quand on prend t = —o
comme point de départ (limite inférieure) dans la définition de Riemann-Liouville.
Cependant, quand on s'intéresse a des processus transitoires, on ne peut pas accepter de
placer le point de départ a — oo ; dans ce cas la définition de Caputo semble étre la plus

appropriée quand on la compare aux autres.

1.4.2.3 Définition de Griindwald-Leitnikov
L{D" f (t)}=s"F(s) (1-16)
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Remarque
La résolution des équations différentielles d'ordre fractionnaire avec la transformée de

Laplace se fait de la méme maniere qu'avec les équations différentielles d'ordre entier.

1.5 Exemples de calcul de dérivée d'ordre fractionnaire
1.5.1 Dérivation d'ordre fractionnaire d’un cosinus (ou d’un sinus)

En utilisant le fait qu’un cosinus (resp. un sinus) est égal a la partie réelle (resp.
imaginaire) d’une exponentielle, et que I’opérateur dérivée non entiére est linéaire [11],
on peut determiner facilement la dérivation fractionnaire d’ordre md’un cosinus (resp.

un sinus).

D™ [cos(W,.t — )] = W' cos(W,.t— ¢+ m%) (1-17)

D™ [sin(w, t — @)] =W sin(w,t— ¢ + m%) (1-18)

1.5.2 Dérivation non entiere d’une fonction sinusoidale amortie
En utilisant le fait qu’un sinus est égal a la partie imaginaire d’une exponentielle et
que I’opérateur dérivé d'ordre fractionnaire est linéaire [11], on trouve la relation
suivante :
D™ [sin(w, t).exp(t/7)]= A™ sin(w,.t + my).exp(t/ ) (1-19)

Avec

A= 1+i.W0 ety = Arg(£+i.woj (1-20)
T T

1.6 Méthodes d’approximation des opérateurs d’ordre fractionnaire
Dans ce qui suit nous allons présenter quelque méthodes d’approximation de
I’opérateur d’ordre fractionnaire, avec un intérét particulier a la méthode de la fonction

singuliére [10] qui sera entierement détaillée dans le chapitre I1.

1.6.1 Méthode Générale d'approximation des opérateurs intégro-differentiels
d'ordre fractionnaire
En général [6], une approximation rationnelle de la fonction H(s)=s" peut étre

obtenue en utilisant I'expansion des fractions continues des fonctions :
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H,(s)=@1+s)"; si o>>1
(1-21)

Sm — 1 —m ]
Hl(s):(1+gj ;Si w<<1
Ou H,(s) est l'approximation pour les hautes fréequences (w >>1), et H,(s)

I'approximation pour les basses fréquences (w <<1).

1.6.2 Méthode de Carlson [6]
Cette méthode se base sur I'hypothése suivante :

(H(s)"™ =s (1-22)
La méthode de I'itérative de newton menera a une séquence d'approximations de

H,(s) commencer de la valeur initiale H,(s) =1, une fonction rationnelle approximée

est obtenue sous la forme :

(; —1j(H RO (; +1js
Hi(s)=H,;,(s) (1-23)
(1 +1J(H )+ (1 —ljs
m m

1.6.3 Méthode de Matsuda

La méthode proposée dans [6] est basée sur I'approximation d'une fonction irrationnelle
par une fonction rationnelle obtenue par la CFE et I'ajustement de la fonction originale
dans un ensemble de points logarithmiquement espacés. En supposant que les points

choisis sont s,,k =0,1,2,---, I'approximation prend la forme :

s—S, S-S S-S5,

H(s)=a,(s)+ [-24
X ORENCETNCR .
S—S,
ou a; =Vi(s;), Vo(s)=H(s) Vi, =——— (1-25)
Vi(s)—q
1.6.4 La méthode d’Oustaloup

La méthode [2];[6];[16] est basée sur I’approximation de la fonction de la forme:

H(s)=s", meR" (1-26)

Par la fonction rationnelle suivante :
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H(s):Cﬁ1+S/mk (|_27)

=-n1+ S/ o,

En utilisant les formules de synthese suivantes :

oy =a 0, ; w, =a*> w, (1-28)
Gon Bt _gp>1; 20 251, %250 (1-29)
W, W, Wy Wy
N = Iog(a)N /COO) : m= Ioga (|_30)
log(ar) log(a77)

Avec o, la fréquence du gain unité tel que, w, =\ @0, ®,etw, sont les fréquences

transitoires hautes, et basse respectivement.

1.6.5 La méthode de Charef
Cette méthode proposée dans [10], est basée sur I’approximation d’une fonction de la
forme :

H(s)=— (1-31)

)
Pr

avec 0<m <1, on peut réécrire la fonction de I’équation (1-31) comme suit:

A =— T =

I
m N—o N S
(“Sj H(u]
P i=0 Pi

ou (N +1)est le nombre total des singularités qui peut étre déterminé par la bande de

(1-32)

fréquences du systeme. L'équation (I-32) peut étre tronquée a un nombre fini N, et

I'approximation devient :

A(s)=— T =

SRR

Les poles et les zéros de la fonction de singularités peuvent étre obtenus comme suit :

Po = pT\/B: P = Po(ab)’,z, =ap,(ab)’ (1-34)

(1-33)

Avec
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|Og(0‘)max )

a =101 [y —10l/10m g b =10M1O™I N = integer SR (1-35)
log(a.b)

Ou y est I’erreur d’approximation et o, est la bande de fréquence d’approximation.
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Approximation Analogique Des Opérateurs d’Ordre Fractionnaire

11.1 Approximation de I’intégrateur d’ordre fractionnaire
La fonction de transfert de I’opérateur intégrale d’ordre fractionnaire est

représentée dans le domaine fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante :
H,(s)=— (11-1)

Avec s = jo la fréquence complexe et m est un nombre positif tel que 0 <m < 1.
Dans une bande de fréquence donnée [a)b,a)h ], cet opérateur d’ordre fractionnaire peut

étre modelé par un pole a puissance fractionnaire (PPF) comme suit :

H(s)=—B1

- (I1-2)
1+
a)C
Si on suppose que pour o € [o,,0, | ona ® >>w,_ , on peut écrire :
K K. o" 1
H(s)=—L— =12 — —_ _H,(s) (11-3)

m m m -
(s] s S
a)C

Avec K, = (1/ a);") et o, est la fréquence de coupure du PPF qui est obtenue a partir de
la basse fréquence ®, par larelation @, =0.01w, .

Dans le but de représenter le PPF de 1’équation (II-2), et par conséquent I’intégrateur
d’ordre fractionnaire, par un systéme linéaire invariant dans le temps il est nécessaire
d’approximer sa fonction de transfert irrationnelle par une fonction rationnelle
[10],[17]. La méthode d’approximation consiste a approximer la pente de -20mdB/dec
sur le tracé de Bode du PPF par un nombre de lignes en de zig-zag produisant une
alternance de pente -20 dB/de et 0 dB/dec correspondant & une alternance de pdles et de
zéros sur I’axe réel négative du plan s tel que po<zo<p1 <z <...<zni;<pn. D’ou

I’approximation suivante :

(11-4)

11
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Les p, et les z; sont les pdles et les zéros de I’approximation. En utilisant une méthode

graphique [10], les pdles et les zéros de I’approximation s’averent sous une forme
d’une progression géométrique. Cette méthode graphique d’approximation commence
par une erreur d’approximation y en dB et une bande de fréquence

d’approximation®,, =100®,. Le nombre de pdles d’approximation N est donné par

[10] :

(O]
1 max
°8 {p . } (I-5)

N = partie entiere +1
P log (ab )

L'arrangement des singularités (pOles-zéros) est établi selon les deux progressions

géométriques suivantes :
p, = (ab)ipo ,pour i=0,1,...,N
z, = (ab)i ap, ,pour 1=0,1,.,N-1

Ou a et b sont appelés les rapports de position, leurs expressions en fonction de y et m

sont données par :

ale[mJ ble(ﬁj

Et le premier pole po et le premier zéro z o sont donnés par [10] :
pO:a)C\/Z, Zy =ap,
Afin de connaitre la contribution de chaque pole au processus de relaxation. On doit

décomposer la fonction rationnelle en somme de fractions élémentaires :

N-1
S
e s
i—O( (ab) apo) < h,

H(s)=K,— =y ‘ (11-6)
S i S
H(l + ] (l + ]
i=0 (ab) p, (ab) p,
Ou’ les coefficients h; sont les résidus et qui sont déterminés par :
o, @n ] ﬁ(l_(ab)(”)]
; B ;
=k @A) o\ @ ) g1 N (I1-7)
N i
H (1_ (ab)'po j H(l_(ab)(i—j))
o4\ (@b p, =0,

12
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11.1.1 Exemple d’un intégrateur d’ordre fractionnaire
Pour le but d’illustration prenons un exemple numérique pour un intégrateur

d’ordre fractionnaire représenté par :

H,(s)=

0.55
S

Pour obtenir la fonction rationnelle d’approximation de cet opérateur d’ordre

fractionnaire,on suppose que la bande de fréquence [w,,®, |=[0.001rad /s, 0.1rad /s];
et pour une erreur y=1 dB, ®~0.010,=0.00001 rad/s et K, =562.3413par suite le

modele PPF de cet opérateur d’ordre fractionnaire est donné par :

562.3413
H(s)

= s 0.55
1+ 5)
1x10°

On choisit I’erreur d’approximation du PPF par une fonction rationnelle y = 1 dB et la

bande fréquentielle d’approximation @, =100w, =10rad /s , les parametres a, b,
Po, Zo et N peuvent étre facilement calculés et ils sont donnés comme suit :
a=1.6681,b=1.5199, p, =1.2328*10°rad/s, z,= 2.0565*10 rad/s et N= 15.

Les poles et les zéros de 1’approximation sont donnés par les équations suivantes:

p, =1.2328*107°(2.5354) , pour i=0,1,....15

z, =2.0565*107°(2.5354)" , pour i=0,1,....14

Les tracés de Bode de la fonction rationnelle d’approximation sont présentés dans la

figure suivante.

13
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Diagrarme de Bode

Amplitude

10 ) 10 107% 107" 10° 10
Frégquence radisec

Figure (II-1) : Tracés de Bode de l'amplitude de I’intégrateur d’ordre Fractionnaire

s "% et de la fonction rationnelle de son d’approximation

Phase

'
F---

T
107*
Frégquence radssec

Figure (1I-2) : Tracés de Bode de la phase de I’intégrateur d’ordre fractionnaire s >

et de la fonction rationnelle de son d’approximation

On peut observé facilement que le tracé de Bode de la fonction de transfert de
I’opérateur d’ordre fractionnaire et leur approximation sont superpose dans la plage de
fréquence [0.001rad/s, 0.1rad/sec], la pente de la fonction d’approximation de
I’opérateur intégrateur d’ordre fractionnaire a une pente de -11dB/dec (-20m), et la

phase de -49.5°, (—m.n/ 2) ce qui implique la justesse de 1’approximation.

14
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1.2 Approximation de I’opérateur dérivateur d’ordre fractionnaire
La fonction de transfert de I’opérateur dérivateur d’ordre fractionnaire est

représentée dans le domaine fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante :
Gy(s)=s" (I11-8)

Avec s=jo : la fréquence complexe et m: est un nombre positive tel que

0<m<1.Dans une bande de fréquence donnée[w,,®, |cet opérateur peut étre modelé par

un z€ro a puissance fractionnaire (ZPF) comme suit [17] :

Gls)= KD(I + i] (11-9)
a)(,’
Si on suppose que pour @ € [a)b,a)h] ona @ >>@, ,on peut écrire :
K
G(s):KD(i] = 2D g = g (11-10)
o, @,

Avec Kp = o, et o, est la fréquence de coupure de ZPF qui est obtenue a partir de la
basse fréquence ®, par la relation @, =0.0lw, .

Dans le but de représenter le zéro d’ordre fractionnaire de 1I’équation (II-9), et par
conséquent le dérivateur d’ordre fractionnaire, par un systéme linéaire invariant dans le
temps, il est nécessaire d’approximer sa fonction de transfert irrationnelle par une
rationnelle. La méthode d’approximation consiste a approximer la pente de 20mdB/dec
sur le tracé de Bode du ZPF par un nombre de ligne en Zig-Zag produisant une
alternance de pente 20 dB/de cet 0 dB/dec correspondant a une alternance de poles et de
zéros sur ’axe réel négative du plan s tel que zo<po<z;<pi< . .. <zn.1<pn [17]. D’ou

I’approximation suivante :

=
—_
+

c

3
G(s)=KD[1+ij N QAT (I-11)
1) N s
11 [1+ ]
j pPi
En utilisant une méthode graphique simple [10], les poles et les zéros de
I’approximation s’aveérent sous une forme d’une progression géométrique. Cette

méthode graphique d’approximation a commencé par une erreur d’approximation y en

dB et une bande de fréquence d’approximationw,, =100w,. Le nombre de pdles

d’approximation N est donné par [17]:

15
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log © max
{ P } (I1-12)
—_——— | +1

N = partie entiere
P log (ab )

L'arrangement des singularités (pOles-zéros) est établi selon les deux progressions

géométriques suivantes :

z, =(ab) z,,pour i=012..,N

1

D, (ab)iazo,pour 1=0,1,2...,N

Avec: z,=w. Vb et p, =az,.
Par conséquent, la fonction rationnelle d’approximation dans une bande de fréquence

donnée sera :

(1I-13)

Gls)

Pour des raisons concernant la réalisation, on va développer ——= en fonctions
]

élémentaires, alors :

Gp(s)

K

v (1+ Sl, j
(ab) 2, (I1-14)

[1 TR R j
(ab)'az,

Calculant les résidus des poles, on obtient :

L |-

D

1

S

N

Gp(s)=G,+ S LA (1I-15)

i=0 1
( p,-]

Avec G, =K, et

10— ()" "a)
g, =K, R Pour i=0,1,..,N (11-16)
(- (ab) az,) TT (1~ (ab) )

J=0,j#i

16
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11.2.1 Exemple d’un dérivateur d’ordre fractionnaire

Soit I’opérateur dérivateur d’ordre fractionnaire suivant :
GD (S) — SO.35
De la méme facon que I’exemple de PPF, le modele ZPF du dérivateur d’ordre

fractionnaire est donné par :

Gls)= 1[1 + %jw

Avec : Kp=1, [@,,®, ]|=[100,10000rad /5] , ©=0.01wy=1

On choisit D'erreur du ZPF par une fonction rationnelle y = 1dB et la bande
fréquentielle d’approximation @, =100w, =10°rad /s , les paramétres a, b,p,,z,
et N peuvent étre facilement calculés et ils sont donnés comme suit :

a=1.4251, b=1.9307, p, =1.9802 rad/s, z, =1.3895 rad/s et N=14

Les poles et les zéros de 1’approximation sont donnés par les équations suivantes :

p; =1.9802(2.7514)" , pour i=0,1,....14

z, =1.3895(2.7514)" , pour i=0,1,....14

Les tracés de Bode de la fonction rationnelle d’approximation sont présentés dans la

figure suivante

Diagrame de Bode

45

—— GD()
anH— Gis

30 |- d--

Amplitude

20

15

10

______

10 10°
Frégquence radfsec

Figure (1I-3) : Tracés de Bode de l'amplitude du dérivateur d’ordre fractionnaire s**°
et la fonction rationnelle de son d’approximation
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Phase

Frégquence radisec

Figure (1I-4) : Tracés de Bode de la phase du dérivateur d’ordre fractionnaire s’
et la fonction rationnelle de son d’approximation

On voit bien que dans la plage de fréquence[100,10000rad/s], la pente de la fonction

d’approximation de I’opérateur d’ordre fractionnaire a une pente de 7dB/dec (20m), et

la phase de 31.5° (m.n/2), ce qui implique la justesse de I’approximation.
11.3 Implémentation par des circuits électriques analogiques

L’approximation de 1’opérateur intégrateur d’ordre fractionnaire dans une bande

fréquentielle donnée par une fonction rationnelle a la forme :
N-1
s
pi
K, i=0 Z;

J— 1 J— —
(1 + S) H(l + J
., i=0 Pi

La décomposition en ¢éléments simples de la fonction rationnelle approximant

(1I-17)

I’intégrateur d’ordre fractionnaire H,(s) donne :

N h
H(S):Z—l (II-18)

Avec les h; sont les résidus des pdles donnés par 1’équation (I1-7),

18
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Cet équation correspond a I’impédance d’un réseau RC du type Foster 1 forme dont le

schéma est représenté comme suit :

Ro R Rn
1 1 1
N — |eeeeee ]
| | | | | |
V) A A A
CO Cl CN

L’impédance de ce réseau est :

N R.
Z(s) = _—t 1I-19
®) izzo“[l+sRiCij ( )
Alors

Q:_l R=h

b= C:_l Pour i=0]L....N (11-20)

R=h ph

De la méme fagon, I’approximation de I’opérateur dérivée d’ordre fractionnaire dans

une bande fréquentielle donnée par une fonction rationnelle a la forme :

(11-21)

N SJ
m 1+—
G(S):KDSm :KD{H_i] :KD.u

N
]_[(1 + SJ
i=0 D;

La décomposition en éléments simples de la fonction rationnelle approximant le

dérivateur d’ordre fractionnaire G, (s) donne :

S
G(s)=Gy+). . (11-22)

=0 (1 +J
Pi

Avec les gj sont les résidus des poles donnés par 1’équation (II-16)

19
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Cette équation correspond a I’admittance d’un réseau du type Foster 2" forme dont le

schéma est représenté comme suit :

I(s)_,
R, R, Ry
V(s) R,
C, C,
1 T

L’admittance de ce réseau est de la forme :

1 & sC
Y(s)=—+). (I1-23)
R, 3 (1+sR;C))
Alors
Pi RiC1 i~ gll
g, =C, =R, =— pour 1=0,12...N (11-24)
1 giP;
G,

20
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Implémentation Analogique Variable

I11.1 Introduction

Toutes les implémentations analogiques existantes dans la littérature de

I’intégrateur d’ordre fractionnaire H,(s)= — et du différentiateur d’ordre fractionnaire
s

G, (s)=s" sont des implémentations fixes, c'est-a-dire que les circuits analogiques

représentant ces opérateurs sont des fonctions de 1’ordre m. C'est-a-dire que lorsqu’on
varie 1’ordre m les implémentations analogiques ne sont plus valide, il faut donc changer
toutes les implémentations analogiques.

Alors, le probléme qui nous intéresse est celui de I’implémentation analogique
de ces opérateurs d’ordre fractionnaire par des implémentations d’ordre variable, c'est-a-
dire que les circuits analogiques représentant ces opérateurs sont indépendants de
I’ordre m. C'est-a-dire que lorsqu’on varie I’ordre m 1I’implémentation analogique reste
toujours valide. Et comme on 1’a déja mentionné I’implémentation analogique d’ordre
variable de ces opérateurs d’ordre fractionnaire n’existe pas par contre leur
implémentation numérique d’ordre variable peut étre obtenue par I’utilisation de la

fameuse technique dite structure de Farrow [9].

111.2 Implémentation numérique en structure de Farrow

Soit H(z) la fonction de transfert d’un filtre numérique RIF qui est donné par :
Y(2) < —k
H(z)y=—==) h (k)z (IIL.1)
FEN

ou hy(k), 0 < k <L, sont les coefficients de la réponse impulsionnelle de H(z) et qui sont
tous fonction d’un certain parametre p.
Farrow a proposé d'exprimer chaque coefficient /,(k) du filtre RIF sous la forme d'un

polynome en p d'ordre M comme suit [9]:
M .
h,(ky=> a,; p’ (II1.2)
=0

ou tous coefficients ay du polynome sont indépendants du parametre p. La fonction de
transfert H(z) peut donc étre réécrite comme suit :
L [ ' . E[& . M _
H(Z)=) Y a,p’rz™" = Z{Zaka }p" =>'G,(2).p’ (I11.3)
k=0 | j=0 =0 k=0 j=0
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ou
L
Gi(z)=Yayz* , 0<j<M (I1L.4)
k=0

sont les fonctions de transfert de filtres numériques RIF a coefficients constants et
indépendants du paramétre p. A partir de 1’équation (II1.3), la fonction H(z) est mise
sous la forme suivante :

H) = 3 = Go(2)+ PIG1 () + PG () -+ +plGiyg o) +pGoy ()] (L)
La fonction de transfert H(z) du filtre numérique peut maintenant étre implémenter par

une structure dite structure de Farrow de la figure (II1.1) comme suit :

H(z)
ek l l l
¥
Ty (2] Guealz) |77 @iz Gylz)
Y(z)
& Do
yik)
[

Figure (III.1) : Implémentation en structure de Farrow du filtre numérique RIF

Avec cette structure on peut dire que le filtre H(z) a une implémentation variable en
parameétre p, c'est-a-dire que avec la méme implémentation on peut avoir H(z) pour
différente valeur du paramétre p. Alors, en s’inspirant de cette structure de Farrow dans
le domaine numérique nous allons dérivés une structure similaire pour les opérateurs

d’ordre fractionnaire dans le domaine analogique.

111.3 Intégrateur d’ordre fractionnaire variable
De I’équation (I1.6), ’approximation de I’intégrateur d’ordre fractionnaire est donnée

sous la forme suivante :
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N h
H(s)= im = Zi (I1L.6)

ou le pdles p;(m) et les résidus h;(m), pour 0 < i < N, sont des fonction de ’ordre
fractionnaire m () < m < I ). En s’inspirant de la structure de Farrow dans le domaine
numérique, on fait une interpolation polynomiale en m pour tous les coefficients /;(m)

comme Ssuit :
M
h,(m)="> a,m" (I11.7)
k=0

ou ay les coefficients du polyndme en m de hj(m) sont indépendants du parameétre m. La

fonction de transfert H(s) peut donc étre réécrite comme suit :

H(s) = zm—zfmkﬁ“—k (I11.8)

alors,
M
H(s)=Y m"G,(s) (11L.9)
k=0
avece
N a.
G(s)=) —"*— , pour0<k<M (I11.10)
i=0

s
p;(m)

Comme on peut le remarquer que les fonctions G, (s), pour 0 < k < M, sont toutes
dépendantes de 1’ordre fractionnaire m parce que les poles p;(m) dépendent de m. Par
conséquent le forme de H(s) de I’équation (II1.9) ne peut pas étre implémenter sous la
forme de la structure de Farrow. Alors pour que toutes les fonctionsG, (s) soient
indépendantes de 1’ordre m il faut que tous les pdles p;(m) soient fixes, c'est-a-dire
lorsqu’on fait varier 1’ordre m on garde toujours les mémes poles de I’approximation de
I’intégrateur d’ordre fractionnaire.

Dans la section (II.1), la méthode de calcul des pdles de I’approximation de I’intégrateur
d’ordre fractionnaire par une fonction rationnelle est exposée. Donc, pour une erreur y

en dB choisie, les poles de I’approximation pour un certain ordre m sont donnés par :
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p.(m)=(ab) p, >pour  i=01L.,N (IL11)
ou les parameétres a et b sont fonction de y et m et sont donnés par :

y

ale[lo(l"”)J, bzlo[ﬁJ

et po est le premier pdle d’approximation défini préalablement. Pour un second

intégrateur d’ordre fractionnaire m; (0 < m; < I ) et pour une erreur y; en dB choisie,

les pdles de 1’approximation sont aussi donnés par :

p.(m)=(ab ) p, -pour i=01L..,N (IIL.12)

ou a; et b; sont données par :

Y1 Y

a, :lo[lo(l—m,)]’ b] :10(10;111]
Pour garantir 1’égalité des podles des équations (III.11) et (II1.12) des deux
approximations quelque soit les ordres m # m; on doit avoir p;m;) = pi(m)

(i=0,12,...,N), c'est-a-dire :

p;(m)) = p,(m)= (ab) p, = (a,b)' p, = ab = a;b,
cela conduit a :

10{10(ly—m)} X lo[ﬁ} — lo{lo(l}iml)} X 10{157’1”1}

donc les erreurs d’approximation y et y; et les ordres m et m; sont liés par la relation
suivante :
1—
y=y m(l=m) (IIL.13)
m(1—m)
Une fois les poles d’approximation fixés, ils deviennent indépendants de 1’ordre m, donc

les fonctions G, (s)de I’équation (II1.10) deviennent toutes indépendantes de 1’ordre

fractionnaire m. Par conséquent I’équation (II1.9) peut étre implémenter sous la forme de
la structure de Farrow. Alors on a réalis¢ un intégrateur d’ordre fractionnaire a ordre

variable.
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111.3.1 Calcul des coefficients de I’interpolation polynomiale
L’interpolation polynomiale en m pour tous les coefficients 4;(m) de 1’équation (II1.6)

est donnée par I’équation (II1.7) comme suit :
M
h,(m) = Zaikmk , pour0<i<N
k=0

ou ay sont les (M+1) coefficients du polynome en m de h;(m). Pour déterminer ces
coefficients on doit résoudre le systéme d’équations linéaires a (M+1) inconnus obtenu

en choisissant (N,+1) points différents de 1’ordre m. On cherche donc 1’unique
polyndme de degré M passant par les points {m;, hi(m;)}. Les points m; (j= 0,1,..., N,)

étant tous distincts. Donc pour i=0,/,...,N, on aura :
M
h(m;) =Y a,m’ (I11.14)
k=0

Alors pour j=0,1,..., N;yeti=0,1,...,N, on peut écrire :

pour j=0
1 M
hy(my)=ay, +ay.my+...+a,,, .m,
1 M
h(my)=a,, +a,,.m,+...+a,,.m,
1 M
hy(my)=ay, +ay,.m,+..+ay,, .m,
pour j=1
_ 1 M
hy(m,) =ay, +a,.m, +...+a,, .m,
1 M
h/(m))=a,, +a,,.m +..+a,,m,
1 M
hy(m) =ay, +ay,m +..+ay, .m
pour j=N,

_ I M
hy(my ) =ag +ag.my +...+a,,my

_ 1 M
hl(le)— Ay + @y my + .ty my

_ 1 M
hy(my)=ay,+ay .my +..+ay, my
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Soit sous forme matricielle:

hy(my)  h(my) ... hy(my) 1 m, mé moM Ay G " Ay
Bom) I ) e hylm) | (1 m ey ay (I1L15)
ho(le) hl(mN]) hN(mNI) 1 my mfvl m?fl Ay Gy Gy
On peut écrire le systeme d'équations sous la forme :
H=UA (ITI.16)
Comme la matrice U n’est pas en général une matrice carrée, alors on a :
A=(U"u)'U™H (IIL.17)

La matrice U est une matrice de Vandermonde alors la matrice carrée (UTU)est
inversible tant que les points m; (j= 0, I, ..., N,) sont distincts. Vu la complexité du
calcul de matrice A de 1’équation (II1.17), la méthode utilisé pour résoudre ce probléme
d’interpolation est la technique d’ajustement de la courbe dans le but d’obtenir un
polyndme de degré M qui approxime chaque résidu 4,(m) (i=0, I, ..., N), dans le sens

des moindres carrées. Pour ce but, on a utilisé la routine de Matlab dénommée ‘polyfit’.

111.3.2 Exemple illustratif
Comme exemple on considére la conception d’un intégrateur d’ordre fractionnaire

variable dans la  bande fréquentielle[w,,®, ]=[1000 rad /s,100000 rad / s].

L’approximation de D’intégrateur d’ordre fractionnaire est donnée sous la forme

suivante :
M
k
N Zaikm M N

His) - {n:": S Sy
Tl ) ™ i)

N S i=0 S i=0 S

pi(m) pi(m) pi(m)

Pour réaliser I’intégrateur d’ordre fractionnaire variable, il faut en premier lieu fixer les
poles p;(m) de I’approximation puis calculer les coefficients a;. Pour fixer les pdles, on
choisit I’ordre m = 0.95. Donc, pour une erreur y=0.1 dB, ©~0.01@,=10 rad/s et
Omax=100@,=1000000 rad/s, les parametres py, a, b et N de I’approximation sont donnés

par :
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y y

a= 10[10(1‘““)) =1.5849 , b= 10[10mj =1.0245 , p, = w,/b =10.1219 et N=29
Alors les poles p; de I’approximation sont donnés par :

p, =10.1219 (1.6237) ,pour  i=0L..,N

Et de I’équation (I1.7) les coefficients /,(0.95) (pour i=0, 1, ..., N) sont donnés par :

ﬁ(l—(mzﬁ”)]
3 15849
h099=K, =

[ Ti-a.6237)

J=0.j#

AvecK, = (l/@")=(1/10"%)=0.1122.

Pour la conception d’un autre intégrateur d’ordre fractionnaire d’ordre donné m;
(0<m;<I) tel que m; # 0.95 avec les mémes poles approximation p; (pour i=0,1, ..., N)
quel que soit la valeur de I’ordre m;, I’erreur d’approximation y; de I’équation (II1.13)
doit étre égale a y; = 2.1052 m,(1- m;). Les parametres a,;, b; et NI de I’approximation
sont donnés par :

V1 Y1

a, :10(‘0(“’"')J, b, =10[1°‘“1] et NI=N=29

Avec (ab) = (a;b;) et les coefficients h;(m;) (pour i=0,1, ..., N) sont calculés par :

N-1 _(ab)(ifj)
-

j 1

hi(ml) =K, FN

[10-(ab))

J=0,j#i

AvecK, = (l/a);”1 ) Donc on aura :

ﬁ(l (16237 )(f”j

RN a,
h;(m;) = (lOm’ j N
[1(-q.6237)")
=0, j#i

Le degré M du polyndme d’interpolation est choisi tel que I’erreur d’interpolation est

inférieure a une valeur donnée pour une bonne approximation. Figures (II1.2) - (II1.5)
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Figure (II1.3)L'interpolation polynomiale au sens des moindres carrés de coefficient
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h10
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Figure (II1.4)L'interpolation polynomiale au sens des moindres carrés de coefficient

h,, de l'opérateur intégrateur d'ordre fractionnaire.
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Figure (I1I.5)L'interpolation polynomiale au sens des moindres carrés de coefficient
h,s de 'opérateur intégrateur d'ordre fractionnaire.

Les tracés de Bode (Module et phase) de la fonction de transfert de 1’intégrateur d’ordre

fractionnaire H(s) =s"°

et de I'implémentation de I’intégrateur variable par une
structure de Farrow pour m = 0.3 sont présentés dans les figures (II1.6) et (IIL.7)

suivantes:
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Diagrarme de Bode
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On peut facilement observer que le tracé de Bode de la fonction de transfert de
I’opérateur d’ordre fractionnaire et sa décomposition en structure de Farrow sont
superposées dans la plage de fréquence[1000, 100000 rad/sec], la fonction
d’approximation et 1’opérateur intégrateur d’ordre fractionnaire ont des pentes de -6
dB/dec (-20m ), et des phases de -27° (—m.x/2) ce qui implique la justesse de

I’approximation.

I11.4 Dérivateur d’ordre fractionnaire variable
a partir de la fonction de décomposition de la fonction rationnelle en somme de

fractions élémentaires [équation (II.15)] .

G(s)=G, +Z g,(m)s (IIL.18)

(i)
p,;(m)

ou le pdles pi(m) et les résidus gi(m), pour 0 <i < N, sont des fonction de I’ordre

fractionnaire m (0 < m < I ). En s’inspirant de la structure de Farrow dans le domaine
numérique, on fait une interpolation polynomiale en m pour tous les coefficients g;(m)

comme suit :

M
g, (m)y=> a,m" (I.19)
k=0

ou les coefficients a, sont les coefficients de la fonction polynomial g,(m) sont

indépendants du paramétre m. la fonction de transfert peut étre récrite comme suit :

N M k
G(s)=G,+ Yy L2 (111.20)
i=0 k=0 4 s
p;(m)
M . N a.s M p
alors G(s)=Gy+ Y. m"' Y —*— =G, +> m"F(s) (II1.21)
k=0 i=0 ] k=0
P (M)

Sachant que les fonctions de transfert résultantes £, (s) sont des polyndmes d'ordre N

N
F(s)=Y —*— pour k=0,12---M (I11.22)

L
D, (M)
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Comme on peut le remarquer que les fonctions F, (s), pour 0 <k <M, sont toutes

dépendantes de I’ordre fractionnaire m parce que les poles p;(m) dépendent de m. Par
conséquent le forme de G(s) de 1’équation (II1.21) ne peut pas étre implémenter sous la

forme de la structure de Farrow. Alors pour que toutes les fonctions F, (i) soient

indépendantes de 1’ordre m il faut que tous les poles p;(m) soient fixes, c'est-a-dire
lorsqu’on fait varier I’ordre m on garde toujours les mémes poles de 1’approximation de
dérivateur d’ordre fractionnaire.

Dans la section (I1.2), la méthode de calcul des poles de I’approximation de dérivateur
d’ordre fractionnaire par une fonction rationnelle est exposée. Donc, pour une erreur y

en dB choisie, les pdles de I’approximation pour un certain ordre m sont donnés par :
p.(m)=(ab) p, »pour  i=0..,N (I11.23)

ou les parameétres a et b sont fonction de y et m et sont donnés par :

y

a =10 [lo(lm)j, b =10 (ﬁj

et po est le premier pdle d’approximation défini préalablement. Pour un second
dérivateur d’ordre fractionnaire m; (0 <m; < 1) et pour une erreur y; en dB choisie, les

poles de I’approximation sont aussi donnés par :
D, (ml) = (albl )ipo ,pour 1=0,1,.. N (111.24)
ou a; et b; sont données par :

), ol
a, =10 100 m0) b, =10 \"°m

7

Pour garantir I’égalité des poles des équations (II1.23) et (II1.24) des deux
approximations quelque soit les ordres m # m; on doit avoir p;m;) = pi(m)

(i=0,2,...,N), c'est-a-dire :

p.(m)=p,(m)=(ab) p, = (ab))' p, = ab=ab,

cela conduit a :

oam]qoliom) _ qoliemm]  oliom
1oL100-m | qgliom ] _ql1oa-mp ] l10m

donc les erreurs d’approximation y et y; et les ordres m et m; sont liés par la relation

suivante :
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ml(l_ml)

i) (111.25)

=y
Une fois les pdles d’approximation fixés, ils deviennent indépendants de 1’ordre m, donc
les fonctions F, (s) de I’équation (II1.22) deviennent toutes indépendantes de 1’ordre

fractionnaire m. Par conséquent I’équation (I11.21) peut étre implémenter sous la forme
de la structure de Farrow. Alors on a réalisé un dérivateur d’ordre fractionnaire a ordre

variable.

111.4.1 Calcul des coefficients de I’interpolation polynomiale
L’interpolation polynomiale en m pour tous les coefficients g;(m) de 1’équation (III1.18)

est donnée par I’équation (II1.19) comme suit :
M
g (my=Y a,m*, pour0<i<N
k=0

ou aj, sont les (M+1) coefficients du polyndome en m de g;(m). Pour déterminer ces
coefficients on doit résoudre le systeme d’équations linéaires a (M+1) inconnus obtenu

en choisissant ( NV, +1) points différents de 1’ordre m. On cherche donc I’'unique
polyndme de degré M passant par les points {m;, g,(m;)}. Les points m; (j=0,1,..., N|)

étant tous distincts. Donc pour i=0,1,...,NV, on aura :
M
g, (m)=> a,m" (I11.26)
k=0

Alors pour j=0,1,..., Ny eti=0,1,...,N, on peut écrire :

pour j=0
_ 1 M
g/ (my)=a, +a,,m,+..+a,,.m,

1 M
gy(my)=ay, +ay,my+..+ay, m;
Pour j=1

_ 1 M

g,(m))=ay +ay,.m +...+a,,.m
_ 1 M

g/ (m)=a,+a,m +..+a,,.m

_ 1 M
gy(m) =ay, +ay,m +..+a,, m
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Pour j=N,
=a,, + et v
go(mN])— Qoo + Aoy My + .ot Aoy My

_ 1 M
gl(le) =a) ta;,my +..+a,,my

1 M
gN(mN] )=ay, Fay My Fotdy, my
Soit en notation matricielle:

g(my)  g(my) ... gylmy) L m, mg mg/[ Ay Qo " Ayo
Lom my

gO(:’nl) gl(:’/ﬁ) gN(:n/ll) 0 . n/ﬁ afn a'll az'\n (I11.27)
go(mzvl) gl(le) gN(mM) 1 my, mzzvl mzﬂv{ oy 4y " Ay
On peut écrire le systeme d'équations sous la forme :
G=UA (111.28)
Comme la matrice U n’est pas en général une matrice carrée, alors on a :
4=Uv)'vTG (II1.29)

La matrice U est une matrice de Vandermonde alors la matrice carrée (UTU)est
inversible tant que les points m; (j= 0, 1, ..., N,) sont distincts. Vu la complexité du

calcul de matrice A de 1’équation (I11.29), la méthode utilisé pour résoudre ce probléme
d’interpolation est la technique d’ajustement de la courbe dans le but d’obtenir un
polynome de degré M qui approxime chaque résidu g;(m) (i=0, 1, ..., N), dans le sens des

moindres carrées. Pour ce but, on a utilisé la routine de Matlab dénommée ‘polyfit’.

111.4.2 Exemple illustratif
Comme exemple on considere la conception d’un intégrateur d’ordre fractionnaire

variable dans la bande fréquentielle[w, , @, | = [0.0001rad / 5,0.01rad / s].

L’approximation de dérivateur d’ordre fractionnaire est donnée sous la forme suivante :

G(S) G, +Z = (ms)s =G, +Zm Z a’ki
k=00 =04
(1 ' p,.<m>j pi(m)

Pour réaliser une dérivateur d’ordre fractionnaire variable, il faut en premier lieu fixer

les pdles pi(m) de I’approximation puis calculer les coefficients a;. Pour fixer les pdles,
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on choisit I’ordre m = 0.1. Donc, pour une erreur y=0.2 dB, @=0.01@,=107° rad/s et
Onax=100w,=1 rad/s, les parametres py, a, b et N de I’approximation sont donnés par :

y

o Yy
a= 10(10(“’")j =1.0525 b= 10(10mj =1.5849 p, = w,/b =1.325%10 et N=28
Alors les poles p; de I’approximation sont donnés par :
p, =1.325%10°(1.6260) ,pour i=0,,..,N

Et de I’équation (II.15) les coefficients g,(0.1) (pour i=0,1, ..., N) sont donnés par :

([ (1.6260)"
1.0525

N

-K
gz(O'l) = _6D i ’
1.325*107°(1.626)'

=
[1(-.6260)%")
J=0,j#i

AvecK ) =(@")=(10)"")=0.2512.

Pour la conception d’un autre dérivateur d’ordre fractionnaire d’ordre donné m;
(0<m,<1) tel que m; # 0.1 avec les mémes pdles approximation p; (pour i=0,1, ..., N)
quel que soit la valeur de I’ordre m;, I’erreur d’approximation y; de I’équation (I11.25)
doit étre égale a y; = 2.2222 m,(1- m;). Les parametres a;, b; et NI de I’approximation

sont donnés par :

Y1

w]
a :10[“’(1‘“”)J, b, =10[1°ml et NI=N=28

Avec (ab) = (a;b;) et les coefficients g;(m;) (pour i=0,1, ..., N) sont calculés par :

lN_—[l[l ~ (ab)(ij)]

gilm) = P;(Iig)i jz(])v ( Zl(i—j))
jzl;[_#il—(a )
AvecK, = (a)c’,"‘ ) Donc on aura :
ﬁ[l ~(1.6260)) ]
gmy = U0 @
1.325*%107°(1.626) H(l_(l.6260)(,~,j))
J=0.j#i
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ée pour une bonne approximation. Figures (II.8) - (IIL.11)
ht=10
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On peut observé facilement que le tracé de Bode de la fonction de transfert de
I’opérateur d’ordre fractionnaire et sa décomposition en structure de Farrow sont
superposées dans la plage de fréquence[0.0001,0.01 rad/sec], la fonction
d’approximation en structure de Farrow et I’opérateur dérivateur d’ordre fractionnaire a
des pente de 13dB/dec (20m ), et la phase de -58.5°, (mmn/2) ce qui implique la justesse

de I’approximation.
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Chapitre IV Applications Des Opérateurs d'Ordre Fractionnaire Variable

Applications Des Opérateurs d'Ordre Fractionnaire Variable

IV.1 Introduction

Au cours du précédent chapitre, l'intérét de l'implémentation analogique en
structure de Farrow a ¢été démontré pour la réalisation d'un dérivateur (intégrateur)
d’ordre fractionnaire variable borné¢ en fréquences. L'objectif de ce chapitre est
d'utiliser les propriétés analysées précédemment pour calculer la réponse temporelle
d’opérateur d’ordre fractionnaire. Donc nous présentons dans la suite l'algorithme de

calcul de la sortie des opérateurs d’ordre fractionnaire variable.

V.2 Réponse temporelle d'un opérateur d'ordre fractionnaire

Plusieurs algorithmes ont été développés pour calculer la sortie du model rationnel
de I’opérateur d’ordre fractionnaire, ils sont basés généralement sur la fonction de
transfert ou sur la représentation d’espace d’état [16],[18].
Dans notre cas, on a commencé par la fonction de transfert fractionnaire, la fonction
rationnel analogique est obtenu on remplagant chaque opérateur d’ordre fractionnaire
par une approximation entiére dans une bande de fréquence bien définie, comme on a
montré dans le deuxieéme chapitre. La réalisation (implémentation) d'un dérivateur
(intégrateur) d’ordre fractionnaire variable borné en fréquences est faite en utilisant la
structure de farrow ( troisieme chapitre) .

Doncona:

ZONIN U ¢

Avec E(s) I’entrée de 1’opérateur d’ordre fractionnaire, Y(s) sa sortie, et H(s) sa fonction

de transfert . On a
Y(S): Gfarrow(S)E(S) (IV'I)
Donc

Y(t) = L (G parou(S)E(5)) (IV-2)
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IVV.3 Dérivation d'ordre fractionnaire de quelques fonctions usuelles

1VV.3.1 La dérivée fractionnaire d’un échelon

La fonction Echelon unité suivante :

1 pourt >0
e = u(t) - {0 pourt <0

1 . .
Dans ce cas E(s) = —, donc la sortie y(t) est donnée par :
S

¥(1)=L7(G row (S)E(S))

Avec Gy, (s) est donnée par ’équation (I11.26) comme :

M
Gfarrow (S) = GO + Z mk Fk (S)
k=0

pour k =0,1,2---M

Y a,s
F(s) = Z s
=014+ =

Pi

Donc la sortie est donnée par:

y(t) = L' (G, —+§:meN: S 1)

k=0 |01+SS
P

y(t) =G, + Y m“> a, p, exp(—p;t)

k=0 i=0

La figure obtenue de dérivation d’ordre fractionnaire d’un échelon est la suivant :
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Figure (IV-1) Dérivation d'ordre fractionnaire d’un échelon pour des différents ordres.

IVV.3.2 La dérivée fractionnaire d’un rampe

t pourt >0

Ona e(t)= {
0 pourt<O

1 )
E(s) = —, donc la sortie y(t) est donnée par :
S

M N

yt) = LG —+kaz a'ks (IV-8)
k=0 i=0 1+
pi
y(t) =Gyt + i m’ i [a, —a, exp(—p;t)] (IV-9)

La figure de dérivation d'ordre fractionnaire d’une rampe est représentée par :
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Figure (IV-2) Dérivation d'ordre fractionnaire d’une rampe pour des différents ordres.

1V.3.3 La dérivée fractionnaire d’un cosinus

On a montré que la dérivation d'ordre fractionnaire d’un cosinus de pulsation @, avec

un déphasage ¢ (chapitre I), est équivalente a la relation suivante [11]:

D™ [cos(w, t — @)] = @f cos(w,t—p+ m%) (IV-10)

,alorsE(s) = %, donc la sortie y(t) est donnée par :

cos(a)ot) pourt >0
e(t) =
pourt <0’ S"+ow

0
M N a
yt) =L (Gy———+ . m > ) (IV-11)
S w, k=0 i=0 142 S S + a)o
Pi
M N
y(t) =G, cos(aw,t) + Z m* ZCik exp(—p;t) + D, cos(w,t + D, ) (Iv-12)
k=0 i=0
3 2
avec C, = i P , D, = APi®y o ®, =tan” (&)

2 2 2 ) [
Pi + @, VPt o, @,

. ) ) cos(w,t) pourt>0
la figure suivante représente la sortie avec e(t) =
0 pour t <0
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Figure (IV-3) Dérivation d'ordre fractionnaire d’un cosinus pour des différents ordres

1V.3.4 La dérivée fractionnaire d’un sinus

la dérivation d'ordre fractionnaire d’un sinus de pulsation @, avec un déphasage ¢

(chapitre I), est équivalente a la relation suivante[11]:

D™ [sin(w, t — 9)] = @ sin(w,t - @+ m%) (IV-13)

sin(w, t ourt>0
e(t):{l( o) pou

0 pourt <0
Done E(S)=— 2
s’ + o,

la sortie est donnée par :

. o, J Y a,S o
yt) =L (G, 55+ m>’ ks ——) (IV-14)
+ @, k=0 i:01+7s + @,
P
M N
y(t) = G, sin(w,t) + > m“>"Cy exp(—p;t) + Dy sin(w,t + @, ) (IV-15)
k=0 i=0
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2 2
—a. . . D. .
ik pl 600 Dik — alk p|a)0 et (Dik — tan—l( pl )

Pi +a, VPt o, )

avec C, =

sin(2007t) pourt >0

On pose que : e(t) = {0 pourt <0

La figure suivante réprésante la sortie
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Figure (IV-4) Dérivation d'ordre fractionnaire d’un sinus pour des différents ordres

IV.3.5 La dérivée fractionnaire d’une fonction sinusoidale amortie
La dérivation d'ordre fractionnaire d’une fonction sinusoidale amortie produit de

fonctions exponentielle et sinusoidale du type exp(—at)sin(a)ot), est équivalente a la

relation suivante [11] :

D™ [exp(—at)sin(ew,t)]= A™ exp(at)sin(w,t + my) (IV-16)

Avec

A=|a+ia)0| etl//:Arg(a+ia)0) (Iv-17)
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exp(—at)sin(w,t), ourt>0
Donc pour e(t) = p(-at)sin(@,t) P , E(S) =L2, alors :
0 , pourt<O (s+a)’ +w,
yt)=L"(G L+imki i @ ) (IV-18)
"(s+a)’ +0, = 01, S s+a)’+o,
P

M N
y(t) = G, exp(-at)sin(a,t) + Y m“>"C, exp(-p;t) + D, exp(-at)sin(w,t + @, ) (IV-19)

k=0 i=0
, 2
Avec C, = 8P, D, = 2 Pa’+ o, et
ik_2a _ 2_ 2_2’ ik — 2 2 2
Pi—Pi —o, —a P + @, +a” —2ap,
2
_ O,
(Dik = tan 1(%)
pia-a —a,
_ Jexp(=50t)sin(2007t) pourt >0 .
On prend comme exemple e(t) = , la sortie est
0 pourt <0

donnée par la figure suivante :
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Figure (IV-5) Dérivation d'ordre fractionnaire d’un sinus amorti pour des différents ordres

45



Chapitre IV Applications Des Opérateurs d'Ordre Fractionnaire Variable

IV.4 integration d'ordre fractionnaire de quelques fonctions usuelles
Dans ce méme contexte, nous avons développé des programmes qui consistent a
calculer la integration d'ordre fractionnaire de quelques fonctions usuelles : 1I’échelon, la

fonction sinusoidale (cosinus, sinus), fonction sinusoidale amorti.

IV.4.1 L’integrale fractionnaire d’une impulsion

{1 pourt =0

la fonction impulsion et donnée par :  e(t)= 0 20
pourt #

On sait que la transformée en L d’une impulsion est donnée par : E(S) =1
Donc la sortie est :
V()= L (H taron (S)E(S))
Avec H farrow(s) et la fonction de transfert & la sortie de cette nouvelle structure, et

qui est définies comme suit:

M
H oo (8) = D_M“G, (5) (IV-20)
k=0
N a
Avec G, (s) =) 'ks pour k =0,1,2---M (IV-21)
=014+ =
P
Donc la sortie est donnée par:
M N
— aj
v =L (Eme 3 (1V-22)
k=0 i=01+—
Pi
M K N
y(t)= > m" > aijk pj exp(-pjt) (IV-23)
k=0 i=0

Les résultats de I’intégrale d'ordre fractionnaire d’impulsion est donné par :
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Figure (IV-6) L’intégrale d'ordre fractionnaire d’impulsion pour des différents ordres

IV.4.2 L’integrale fractionnaire d’un échelon

La fonction Echelon unité suivante :

1 pour t >0

e(t) = u(t)={

0 pourt<0

1
La transformée d’un échelon est : E(S) =—
S

Donc la sortie est donnée par :

M N
- ajk 1
v =L (Eme 3 S
k=0 i=01+—

Pi

Mo N
y® = D m" > (-ajk exp(—pjt) + ajk )

k=0 =0

(Iv-24)

(IV-25)

Les résultats de 1’intégrale d'ordre fractionnaire de 1’échelon unité est donné par :
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Figure (IV-7) L’intégrale d'ordre fractionnaire d’un échelon pour des différents ordres

IV.4.3 L’integrale fractionnaire d’une rampe
t pourt >0

Ona e(t) =
0 pourt<O

Donc E(s) = L2
S

la sortie est donnée par :

M N .
yo="13mk S a'—kiz) (IV-26)
k=0 =01+
of
M N . s
y(t) = ka > K exp(—pit) + ajjct + —IK.) (IV-27)
k=0 i=0 Pi Pi

Les résultats obtenu de 1’intégrale d'ordre fractionnaire d’une rampe est donné par :
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Figure (IV-8) L’intégrale d'ordre fractionnaire d’une rampe pour des différents ordres

IV.4.4 L’integrale fractionnaire d’un cosinus

cos(w,t ourt >0
Soit : e(t) =@V P
0 pourt <0

S

52 + a2

Donc E(s) =

la sortie est donnée par :

M N
_ ai S
yo=Ll(ymy S =) (IV-28)
k=0 i=01+—3S" +®Q
Pi
M N
y(®) = Z m* Zcik exp(—p;t) + Dy sin(a,t + D) (IV-29)
k=0 i=0
2
—a, P; a, p; P
avec C,=—"'"—-,D, =— = et ®, =tan" (—
ik piz +a)oz k [—piz +a)02 k (wO)
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Figure (IV-9) L’intégrale d'ordre fractionnaire d’un cos(200 7 t) pour les différents

ordres

IV.4.5 L’integrale fractionnaire d’un sinus

sin(aw,t ourt>0
Soit : ety =1 Sm@h P
0 pourt <0
Donc E(s) =2$
S” + a)02

la sortie est donnée par :

M N
_ aj a
yo =L 3mk S 'ks 5 0 >) (IV-30)
k=0 i=01+—3S" +aQ
Pj
M N
y(t) = > m“ > Cy exp(=p;t) — Dy cos(w,t + D) (IV-31)
k=0 i=0
avec C, :M, D, = Ay P; et ®, = tan~! (&)
Pi + @, p’ + o, )
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Les résultats obtenu de 1’intégrale d'ordre fractionnaire d’un cosinus est donné par :
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Figure (IV-9) L’intégrale d'ordre fractionnaire d’un sin(200 7 t) pour les différents

ordres
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Conclusion Générale

Toutes les implémentations analogiques existantes dans la littérature de

I’intégrateur d’ordre fractionnaire H,(s)= — et du différentiateur d’ordre fractionnaire
S

Gp(s)=s™ sont des implémentations fixes. Alors, le probleme est celui de

I’implémentation analogique de ces opérateurs d’ordre fractionnaire par des
implémentations d’ordre variable. L’ implémentation analogique d’ordre variable de ces
opeérateurs d’ordre fractionnaire n’existe pas par contre leur implémentation numérique
d’ordre variable peut étre obtenue par I’utilisation de la fameuse technique dite
structure de Farrow.

Dans ce mémoire, nous avons présenté une nouvelle méthode de simulation et
d’implémentation d’opérateurs d’ordre fractionnaire variable en utilisant une structure
dite structure de Farrow en se basant sur la fonction rationnelle d’approximation de la
méthode de Charef.

Le chapitre | traite principalement les différentes notions d’opérateur d’ordre
fractionnaire, nous avons commenceé par deux définitions les plus récentes, qui sont la
définition de Grunwald-Letnikov et la définition de Riemann-Liouville et on a introduit
quelques propriétés de la dérivation non entiere. Enfin nous avons présenté quelques
approches de I’opérateur d’ordre fractionnaire dans le cas continu. Le chapitre 1l traite
I’approximation des opérateurs d’ordre fractionnaire par une fonction rationnelle dans
le cas analogique. La méthode utilisée dans cette approximation est celle de Charef.
L’intégrateur d’ordre fractionnaire s™ (0<m<1) est représenté par un péle a puissance
fractionnaire (PPF) dans une bande de fréquence bien déterminée ensuite le PPF est
approximé par une fonction rationnelle. Le dérivateur d’ordre fractionnaire s™ (0<m<1)
est représenté par un zéro a puissance fractionnaire (ZPF). Des exemples numériques
ont été présentés. Dans le chapitre Il nous avons exposé la nouvelle technique
d’implémentation des opérateurs d’ordre fractionnaire sous la forme de la structure de
Farrow qui conduit a I’'implémentation des opérateurs d’ordre fractionnaire variable.
Le chapitre 1V est réservé a I’application de la méthode décrite dans le chapitre 111 aux
fonctions usuelles tel que I’échelon, la rampe, la fonction sinusoidale, et la fonction

sinusoidale amortie.
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A partir de ces résultats obtenus en peut conclure que les travaux ayant aboutis a
I’approximation des systémes d’ordre variable sont effectivement vérifiés et prouvent
que cette méthode est non seulement rigoureuse mais elle sera aussi fructueuse par son
application dans différents domaines de la science et de la technologie.

Alors comme perspective, on suggere I’application de cette technique dans le
domaine du traitement du signal, de I’identification et la commande des systémes

d’ordre fractionnaire.
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Abstract:

This work deals with the variable analog implementation of the fractional-order differentiator
s"and integrators " (for 0<m<l). The proposed approach is based on Charef's
approximation method of these operators by analog rational functions. The new derived
implementation is given using the Farrow structure to obtain a fractional order differentiator

and an fractional order integrator of a variable order.
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