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13.

Dans le cas de l'occlusion compléte du tube (¢ = 1), le débit moyen E; est
égal d 1'unité.

Les figures 2 et 3 montrent les profils de vitesses longitudinales en dif-
férentes sections et pour différents débits moyens.

On constate qu'au voisinage de 1'axe, les vitesses pour le fluide dilatant
sont plus importantes que celles du fluide newtonien, qui sont elles-mémes

plus grandes que celles du fluide pseudoplastique. Prés de la paroi cet or-

dre est inversé.

5) CARACTERISTIQUES DU POMPAGE PERISTALTIQUE

Si L est la longueur normalisée du conduit la différence de pression
APOL d ses extrémités s'obtient en intégrant le gradient de pression sur
la longueur L, par rapport 4 x ou a ; puisque cette intégration se fait a
t constant. Si, de plus, la longueur du tube est égale d un nombre entier
de longueur d'onde, ou bien si elle est tres supérieure 3 la longueur d'om-

de, APoL est déterminé par 1'accroissement de pression sur une longueur d'on-

de AP . On a :
ol

1 - n
n Q + H -1 -
2n+1 = l (o} l
4p_, = ( n) . j sgn (Q + H -1). T dx
(o}

Pour le fluide newtonien, cet accroissement de pression est une fonction

lin€aire du débit moyen a; . On trouve :

2 2
3¢ [ 2+ 45 —
AP B e————— 3 - . Q ]
o1 = 5(1-92)5/2 K o
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Dans le cas de l'occlusion compléte du tube (¢ = 1), le débit moyen a; est
égal a 1'unité.

Les figures 2 et 3 montrent les profils de vitesses longitudinales en dif-
férentes sections et pour différents débits moyens.

On constate qu'au voisinage de 1l'axe, les vitesses pour le fluide dilatant
sont plus importantes que celles du fluide newtonien, qui sont elles-mémes
Plus grandes que celles du fluide pseudoplastique. Prés de la paroi cet or-

dre est inversé.

5) CARACTERISTIQUES DU POMPAGE PERISTALTIQUE

Si L est la longueur normalisée du conduit la différence de pression
APOL d ses extrémités s'obtient en intégrant le gradient de pression sur
la longueur L, par rapport & x ou a ; puisque cette intégration se fait a
t constant. Si, de plus, la longueur du tube est égale & un nombre entier
de longueur d'onde, ou bien si elle est trés supérieure d la longueur d'on-

de, APoL est déterminé par l'accroissement de pression sur une longueur d'on-

de AP . 0On a:
ol

1 - n
n Q + H -1 -
2n+1 - l (o} l
APor = ( n) . j sen (Qo +H-1). 2o+l &
o

H

Pour le fluide newtonien, cet accroissement de pression est une fonction

linéaire du débit moyen a; . On trouve :

2 2
oy, =N [3_u§1_,5°]
2(1-¢7) ¢
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Le régime de pompage est défini par la double inégalité

Qo >0 ’ AP01 >0

Dans ce cadre le dispositif fonctionne comme une pompe puisque le débit
moyen est positif malgré la présence d'une différence de pression qui s'y

oppose.

Qb et APO1 ne sont naturellement pas indépendants ; les valeurs limites

Qo = 0 et APO1

= 0 donnent respectivement les bornes supérieures APO1

et Qb max du régime de pompage. Ainsi pour le fluide newtonien :
2 2
= 3¢ 9 ¢
Q =2 et et AP =
2
o max 2+ ¢ o1 max 2(1 - ¢2)5/2

En dehors de ce régime de pompage, si l'accroissement de pression est néga-
tif, le débit créé par ce gradient de pression s'ajoute & celui créé par les
ondes péristaltiques, d'autre part si l'accroissement de pression excéde la

1l'action des ondes n'arrive pas & surmonter le d&bit rétro-

valeur AP
o1 max

grade et le débit résultant est négatif.

On trouvera en annexe 2 les valeurs de a; max POUT les trois fluides consi-
dérés pour différentes valeurs du paramétre d'occlusion. A titre indicatif,
ces valeurs sont représentées sur la figure 4 ; on constate que le domaine

de pompage est plus étendu dans le cas du fluide dilatant.

La courbe EQ-APO représente, dans le régime de pompage, la caractéristique

1
de la pompe que constitue le dispositif.

La figure 5 représente l'accroissement de pression en fonction du débit

moyen.

On note que le débit moyen résulte de :
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Le régime de pompage est défini par la double inégalité

Qo > 0 ’ APo1 >0

Dans ce cadre le dispositif fonctionne comme une pompe puisque le débit
moyen est positif malgré la présence d'une différence de pression qui s'y

oppose.

Qo et APo1 ne sont naturellement pas indépendants ; les valeurs limites

Qo =0 et APO1 = 0 donnent respectivement les bornes supérieures AP01

et Qb nex du régime de pompage. Ainsi pour le fluide newtonien :
2 2
= = 39 = 9 ¢
Qo max 2 et AP

ol max 2(1 - ¢2)5/2

En dehors de ce régime de pompage, si l'accroissement de pression est néga-
tif, le débit créé par ce gradient de pression s'ajoute & celui créé par les
ondes péristaltiques, d'autre part si l'accroissement de pression excéde la

valeur APO 1'action des ondes n'arrive pas & surmonter le débit rétro-

1 max

grade et le débit résultant est négatif.

On trouvera en annexe 2 les valeurs de 65 max POYT les trois fluides consi-
dérés pour différentes valeurs du paramétre d'occlusion. A titre indicatif,
ces valeurs sont représentées sur la figure 4 ; on constate que le domaine

de pompage est plus étendu dans le cas du fluide dilatant.

La courbe EQ-APO représente, dans le régime de pompage, la caractéristique

1
de la pompe que constitue le dispositif.
La figure 5 représente l'accroissement de pression en fonction du débit

moyen.

On note que le débit moyen résulte de :
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Le régime de pompage est défini par la double inégalité

Qo> 0 . APO1 >0

Dans ce cadre le dispositif fonctionne comme une pompe puisque le débit
moyen est positif malgré la présence d'une différence de pression qui s'y

oppose.

Qo et APO1 ne sont naturellement pas indépendants ; les valeurs limites

Qo = 0 et APO = 0 donnent respectivement les bornes supérieures AP01

1

et Qo max du régime de pompage. Ainsi pour le fluide newtonien :
2 2
= - 39 - 9 ¢
Qo nax - et AP =

ol max 2(1 - ¢2)5/2

En dehors de ce régime de pompage, si l'accroissement de pression est néga-
tif, le débit créé par ce gradient de pression s'ajoute 8 celui créé par les
ondes péristaltiques, d'autre part si l'accroissement de pression excéde la

valeur APo 1'action des ondes n'arrive pas & surmonter le dé&bit rétro-

1 max

grade et le débit résultant est négatif.

On trouvera en annexe 2 les valeurs de a; max POUF les trois fluides consi-
dérés pour différentes valeurs du paramétre d'occlusion. A titre indicatif,
ces valeurs sont représentées sur la figure 4 ; on constate que le domaine
de pompage est plus &tendu dans le cas du fluide dilatant.

La courbe EQ-AP01 représente, dans le régime de pompage, la caractéristique
de la pompe que comstitue le dispositif.

La figure S5 représente 1'accroissement de pression en fonction du débit
moyen.

On note que le débit moyen résulte de :
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+ Qo nax ° débit maximum que les ondes transporteraient en 1l'absence

de l'accroissement de pression.

+ la quantité de fluide, qui sous l'action de l'accroissement de
pression s'écoule en sens inverse des ondes, par unité de temps. Ce dérit
rétrograde est une fonction croissante de l'accroissement de pression. Dans
le cas du fluide newtonien, ce débit est donné& par l'expression :

201 - 432
3(2 + ¢°)

. AP01

Les caractéristiques pour différentes valeurs du paramétre d'occlusion sont
représentées sur la figure 6. Dans le cas de l'occlusion compléte (¢=1),
la caractéristique est la droite 55 = 1 et tout le fluide est transpor=:é
par les ondes. Le tube fonctionne alors comme une pompe volumétrique oc-

clusive capable de créer n'importe quelle charge indépendamment de son dé&-

bit moyen.

6. ETUDE DES TRAJECTOIRES

Les trajectoires des particules fluides peuvent &tre déterminées

en intégrant numériquement le systéme d'équations :
r

-_— n+1
Q +H-1 —
dx _ _2n+l “o _(Y¥y b

Ik

a -1 -Q- -1 o+l
L 20+l 3H Jl o | ¥y _|-28 n+1 Iy n
at - Volxaet) = TS i [H ](H) [ g 2o ](n) }

Le mcuvemert des particules est périodique ; la période de mouvement d'une

&

particule est le temps que met celle-ci pour occuper & nouvesu la méme po-

sition par rapport & 1'onde.
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20,

+Q

o max ° débit maximum que les ondes transporteraient en 1l'absence

de l'accroissement de pression.

+ la quantité de fluide, qui sous l'action de l'accroissement de
pression s'écoule en sens inverse des ondes, par unité de temps. Ce débit
rétrograde est une fonction croissante de l'accroissement de pression. Dans
le cas du fluide newtonien, ce débit est donné par l'expression :

_2(1 - ¢332
3(2 + ¢2)

. APO1

Les caractéristiques pour différentes valeurs du paramétre d'occlusion sont
représentées sur la figure 6. Dans le cas de l'occlusion compléte (¢=1),
la caractéristique est la droite 65 = 1 et tout le fluide est transporté
par les ondes. Le tube fonctionne alors comme une pompe volumétrique oc-
clusive capable de créer n'importe quelle charge indépendamment de son dé-

bit moyen.

6. ETUDE DES TRAJECTOIRES

Les trajectoires des particules fluides peuvent &tre déterminées

en intégrant numériquement le systéme d'équations :

r
= n+1
Q +H-1 —_—
dx _ 2n+l o _(Yy n
= uo(x,y,t) =< T 1 (H)

< dt
= = 1
Q- Q-1 =
= =2n+1 BH Jl o | (¥y_|-=2 n+l | Yy n
% Volxayat) = S o [H ](H) [ B ¥ 2o+ ](H) }
-

Le mcuvement des particules est périodique ; la période de mouvement d'une

particule est le temps que met celle-ci pour occuper & nouveau la méme po-

sition par rapport & l'onde.



20.

+ 6; max ° débit maximum que les ondes transporteraient en 1'absence

de 1l'accroissement de pression.

+ la quantit& de fluide, qui sous 1'action de l'accroissement de
pression s'écoule en sens inverse des ondes, par unité de temps. Ce débit
rétrograde est une fonction croissante de l'accroissement de pression. Dans
le cas du fluide newtonien, ce débit est donné par l'expression :

20 - ¢85

3(2 + ¢2) ol

Les caractéristiques pour différentes valeurs du paramétre d'occlusion sont
représentées sur la figure 6. Dans le cas de 1'occlusion compléte (¢=1),
la caractéristique est la droite 6; = 1 et tout le fluide est transporté
par les ondes. Le tube fonctionne alors comme une pompe volumétrique oc-
clusive capable de créer n'importe quelle charge indépendamment de son dé-

bit moyen.

6. ETUDE DES TRAJECTOIRES

Les trajectoires des particules fluides peuvent &tre déterminées

en intégrant numériquement le systéme d'équations :

( - n+1

Q_+H-1 —

dx _ - 2n+l o - (¥y n
=uoyt) =S 1 ()

&

= = n+1
Q! Q,-! —
=20+l 3H J1Zo | (¥ _| e n+1 Iy n
3t vo(x,y,t) 2r1 ax [H ](H) [ TS ](H) }

Le mouvement des particules est périodique ; la période de mouvement d'une

particule est le temps que met celle-ci pour occuper & nouveau la méme po-

sition par rapport & 1l'onde.



Une étude numérique de quelques cas montre que pour les faibles débits moyens
les particules situées prés de l'axe se déplacent dans le sens de propaga-
tion des ondes, contrairement 3 celles situées prés de la paroi.

Par contre quand les débits moyens sont élevés, toutes les particules se
déplacent dans le sens de propagation des ondes, néammoins le déplacement

de celles prés de l'axe est plus important.

Quelques trajectoires typiques sont représentées sur la figure 7 pour un

débit moyen nul et sur la figure 8 pour un débit moyen élevé.

7) ETUDE DU REFLUX

Le reflux se manifeste par l'existence d'un débit rétrograde au-
deld de 1'axe, bien que le débit moyen total de 1'écoulement soit positif.
L'écoulement étant stationnaire dans le repére 1ié & 1l'onde, les trajectoi-
res et les lignes de courant y coincident.

Soit Qs le débit instantané entre 1l'axe du conduit et la ligne de cou-
rant ;k H .
y(q»k,x,'c)aw ) )
q (x,t) = =yt Y(hexst)

(o]

-~

y(wk,x,t) étant 1'ordonnée d'un point de la ligne de courant ¥, -

Le débit moyen correspondant est :
1

1
a’k = L Qk(x,t)dt =y J[ y(\yk,x,t)dt
o

-~

8i pour une ligne de courant particuliére Weo 6& excéde la valeur du débit

moyen E; de 1l'écoulement, alors il y & reflux dans une zone située entre
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cette ligne de courant et la paroi.

L'étude des trajectoires ayant montré que seules les particules au-
dela de l'axe avaient un déplacement négatif ; on se propose de calculer

le débit ak pour une ligne de courant wk au voisinage de la paroi.

Pour cela on effectue un développement limité de la fonction de courant en

fonction du petit paramétre :

a=¥- u’paroi
or wpuoi = y(x,H) = Q, ~ 1
donc as= P+ 1 - a;

Nous supposons donc que 1'&quation de la ligne de courant au voisinage de

la paroi s'écrit :

-~ - -~ ay(xa’oaooo) °2 aay(xs¢ s-Q-o’o)
y(x’¢’Q°’a) = y(x’¢’qo’o) + aa . +2— 2 + se e
da
-~ — 1 31Y(x9¢9_Q-o’0)
en posant ai(x,o,Qb) =T I
oa

on obtient :

2
u * LN )

W’Q°+H—1 + (314-1)0. +a,2

en identifiant avec 1l'expression de la fonction de courant donnée précédem-

ment, il vient :
- Q_+H-1
- 2n+1 0
a,1 = -1 et az(x,¢,Q°) z - 2n ( H2 )

et 1'équation de la ligne de courant au voisinage de la paroi est :

Q +H-1
2 5 ) a2 + ...
H

Y(;.%ao.a) = H (;) -a- (2121;1)(

et le débit E; est donné par :



23.

- - Q
2n+1 (o)
= Q -
Qk o] 2n (1 ¢2)3/2

- 9%

a + o0 e

Ce qui montre que le débit 5& excéde le débvit moyen a; de 1l'é&coulement et

que donc il y a reflux, si :
= 2
Qb < ¢

P4

Cette valeur critique du débit moyen est indépendante du fluide considéré.

8) PIEGEAGE DES PARTICULES FLUIDES

Dans le cas de l'occlusion compléte du tube, le débit dans le repére
1lié & 1l'onde est nul et la valeur de la fonction de courant & la paroi est
nulle. Tout le fluide se déplace & la méme vitesse que l'onde, comme s'il
était "piégé" par celle-ci.

Dans le repére mobile, les lignes de courant sont fermées et forment

des zones de recirculation du fluigde.

Ce phénoméne observable dans le repére mobile se manifeste sous certaines
conditions, méme quand le dispositif n'est pas occlusif. Les poches de re-
circulation, centrées sur l'axe, sont délimitées par une ligne de courant
particuliére qui coupe l'axe du conduit en des points qui apparaissent dans
le repére mobile comme des points d'arrét.

A chaque fois qu'il existe un point d'arrét sur l'axe, la ligne de courant

se scinde et on obtient une ligne de courant nulle au-dessus de l'axe.

Les points d'arrét sur l'axe, quand ils existent, sont obtenus en

égalant & 1 la vitesse dans le repére fixe et ceci pour y = 0 ; il vient :



2n+1
n

H=

(1-Q) ;

comme 1-¢ < H < 1+ ¢ ’

1'équation précédente admet des solutions si :

1 +n(1 -¢) < T s 1+ n(1 +¢)

an + 1 (o) 2n + 1

On dispose ainsi d'un critére d'existence du piégeage. La borne supérieure,
comme on peut le voir sur la figure 9, est en dehors du domaine de pompage ;

par suite, seule la borne inférieure sera retenue.

La condition d'existence du piégeage étant supposée vérifiée, les points

d'arrét sont donnés par :

a ‘-Q
sin 27 x = 2 ; L n 2) - %

et le ligne de courant délimitant la zone de piégeage est obtenue en posant :

-~

Y= O
son équation est donc :
n
v=H 2n+1 _ n+l H n+1
n n Q. +E -1
0

Dans le cas de 1l'occlusion compléte, le débit moyen est égal & 1 et cette
ligne de courant se confond avec la paroi du conduit. Le piégeage a lieu
dans tout le domaine de 1l'&coulement.

Les configurations des lignes de courant dans le repére mobile sont repré-
sentées en l'absence de piégeage.sur la figure 10 et dans le cas de l'exis-
tence du piégeage sur la figure 11,

Enfin un résumé graphique des différents régimes est représenté pour cha-

que fluide sur les figures 12, 13 et 1k,
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8) CISAILLEMENT A LA PAROI

C'est la composante tangentielle de la force qui s'exerce sur le
fluide & la paroi.
En se plagant dans le repére 1ié & l'onde, la paroi parait rigide et en

chacun de ses points le vecteur unitaire tangent est donné par :

> 1
‘r’
x 2
1+ (& | an”
dx* *
dx
et le vecteur unitaire normal extérieur :
- aE”
dx*
-+ 1
nl
an*, 2
+ (&
ax* L

Y

cisaillement d la paroi est donc :

* -[6*(y* =8 . 7). 7

gr étant le tenseur des contraintes.
On trouve :
* * 2
™ = ‘ B (pr -pr) + (1 - ()t
* 22 11 * 12
dH* 2 dx dx « .
1+ (=) y=H
dx

il s'introduit la quantité adimensionnelle correspondante T, telle que :
noc

H
o

*

T =

T

En premiére approximation :

3?0 X
T, = 1, (y=H)=H. = (2)

ou encore
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8) CISAILLEMENT A LA PAROI

C'est la composante tangentielle de la force qui s'exerce sur le
fluide & la paroi.
En se placant dans le repére 1ié & 1l'onde, la paroi parait rigide et en

chacun de ses points le vecteur unitaire tangent est donné par :

> 1
Tﬂ
x 2
1+ (g§:9 an”
dx %

dx

et le vecteur unitaire normal extérieur :

Le cisaillement & la paroi est donc :
T* ’[6*(y* = H*) o ;] . :;
o: étant le tenseur des contraintes.

On trouve :

* * 2
T = 1 B (pX -p* )+ (1 - ()t
* ‘P22 11 pe 12
dﬂ*e dx dx x
<) y=H
dx

x

1+ (

il s'introduit la quantité adimensionnelle correspondante T, telle que :
N ©

H
o

™ =

T

En premiére approximation :

®
T, =T, (y=H) =H. e ()

ou encore :



- n
-1
G E )
H2

n
+ H -1
- ) K. sgn (Qo H-1)

T = - (

Comme le gradient de pression, le cisaillement & la paroi change de signe
sur une longueur d'onde. Il s'annule dans les sections telles que :
H(X) = 1 - Q

et atteint sa valeur maximum au point de contraction maximum et donc :

n fo-@a 1
T =k . (B, | —‘,",—]
QO max n (1_¢)

Cette valeur maximum est due au fait que dans les zones contractées, les

gradients de vitesse sont élevés.

To nax ©St une fonction décroissante, du débit moyen, par contre elle croit
avec le paramétre d'occlusion.
La figure 15 représente le cisaillement & la paroi pour les trois fluides

considérés pour un débit moyen nul ; le cas d'un débit moyen élevé est re-

présenté sur la figure 16.

10) RENDEMENT DU POMPAGE

L'énergie nécessaire au pompage du fluide provient du travail de la
parol contre la force que le fluide exerce sur celle-ci.
Dans le repére 1ié 4 l'onde, la composante transversale de la force par

unité@ de surface s'exercant sur le fluide en y* = H*(i*) est donnée par :

F*= " (y* = 8%. 7. gy

soit :

* 1 _ ¥ LI d,H* *
F= [ P +p22 (di*)P12]
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1
Q@ _ du v Ju 2 av }
avec Ji = -L’ j:l{e P11 3% Y Py, ay Py (By —)} dydx

et la contribution de cette puissance 4 l'ordre O en € est obtenue :

1 _H aPo auo
[ R
o] o

soit, tous calculs faits :

= - ): |
?io - Qo“’t) - 8P4 .[ Po ax dx

1l'énergie moyenne correspondante est :

1
= ‘ 3H
= d
Wio s‘l ?i.o dt J‘ xdt

1'énergie utile emmagasinée dans le fluide par longueur d'onde et par pé-

riode est donc :

Wb utile Qb APo1
et le rendement :
r = Qo'APo1
1 1

Pour le fluide newtonien, ce rendement est calculable analytiquement et

s'exprime en fonction du débit moyen Q et du débit moyen maximum Q H

on trouve :

ao/ao max [1 - aolao ma.x]

(1+4242) (2+4°) 1982 % a3

O max
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Lorsqu'on tend vers l'occlusion compléte (¢=1), le débit moyen est &gal au
débit moyen maximum et le rendement tend vers 1. Ceci est normal puisque les

forces de frottements ont été négligées.

Les résultats sont représentés sur la figure 18, pour différentes valeurs

du paramétre d'occlusion ¢ et pour les trois fluides &tudiés.

On constate que le rendement augmente avec le paramétre d'occlusion et qu'il

est plus élevé dans le cas du fluide dilatant.

11) CONCLUSION

Rappelons tout d'abord les principaux résultats de ce chapitre.

+ Le cisaillement maximum dans 1'écoulement est atteint & la paroi et dans
les sections de contraction maximum. Il est d'autant plus élevé que la con-
traction du tube et l'indice du fluide sont grands et que le débit moyen de

1l'écoulement est faible.

+ Dans des mémes conditions d'&coulement, les ondes péristaltiques transpor-
tent un plus grand débit dans le cas du fluide dilatant. Néanmoins ce trans-
port requiert une plus grande énergie que dans le cas ol le fluide est pseudo-

plastique.

Enfin, le rendement du pompage péristaltique, plus important dans le cas du
fluide dilatant, croit avec l'occlusion du tube et n'atteint des valeurs &le-

vées que dans une zone restreinte des débits moyens.

A l'ordre 1 en €, il n'y a pas de gradient transversal de pression, qui n'ap~
parait qu'd l'ordre 2.

Le gradient longitudinal est donné par :

= = -1
aP nKQ n| Q +H-1 |®
1 ,2n+1
X (x,t) = - a2 2+ ) |=( OH ) - (2n+1)Re

1a_n[n+c+n
H ax Ln+3 3n+2 2n+1

oﬂ'aA est le débit moyen & l'ordre | en ¢
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2

21 Q -1 Q -1
- s oD 2n+1 o 3n+2 (o) n+1
B = Bx,t) = 505 (59) [( i) * Gorr) () ¢ 2n+1]
— 2 —
- < B(2n+1) Q‘o“1 Qo—1 n+1 ]
C = C(x,t) ?;:7;5— [2 (——E—) + 2 (——E-) vy
— 2 e
2 rqQq. -1 Q-1 ]
- - - en+1 (e} n (o)
et D = D(x,t) ( 1) B ) ¢+ T ( T )

En faisant Re = O dans cette expression, on constate que contrairement au
cas newtonien la relation gradient de pression-débit moyen de 1'écoulement
4 l'ordre O est modifiée. L'ordre 1 de cette &tude caractérise donc les ef-
fets de courbure et d'inertie ; ces effets sont couplés, comme le montre le

groupement Re.€ au niveau des équations du mouvement (CH 1 § 3).



CHAPITRE I

ECOULEMENT PERISTALTIQUE D'UN FLUIDE
DE TYPE MAXWELL GENERALISE,
INCOMPRESSIBLE



1) PRESENTATION DU FLUIDE

1.1. Lot de comportement

Le modéle de MAXWELL permet de tenir compte des propriétés élas-
tiques du fluide, en faisant apparaftre le phénoméne de relaxation des con-
traintes. La contribution de ces effets élastiques est représentée dans 1'G-
quation constitutive du fluide par un terme contenant une dérivée temporelle

du tenseur des contraintes visqueuses :

. a e +
P + v dt*=2no
4
ol y est le temps de relaxation du fluide et —, est une dérivée objective.
dt

A étant le tenseur des taux de rotations

dOP* d P* * %* * *
il —+a P . & +a .p )
dt dt
mvee dJIP* (19* * * * *
= -2 .P +P . 9 dérivée de JAUMANN et a une constante.
at*  at*

Le nombre a, introduit par la dérivée objective, est en fait un paramdtre
rhéologique, car, c'est lui qui indique si le fluide considéré a un compor-
tement pseudo-plastique ou dilatant. En effet lorsque la|< 1, la viscosité
apparente du fluide décroit lorsque le taux de déformation croit et le fluide

a un comportement pseudo-plastigque.

1.2. Adimensionnalisation

Compte tenu de l'adimensionnalisation choisie, il s'introduit le

nombre :
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nombre de WEISSENBERG de 1'é&coulement qui caractérise 1'élasticité du fluide

proprement dite.

. - - - . rd ” L .
Les équations constitutives du fluide considéré s'écrivent :

r -
dp
11 au - du 2 +1 Ly 2e Su
Pyt [ € g *2e8Pyg oy *(aTNp, gy ¢+ e (et o0 | ax
I dp22 +2 .?.‘_’. +( +1) ﬂ + 2(3_1) -al- = 2¢ ﬂ
Pox*We |© Tae Toe%Pop gy MIatUPp gy t e P12 ax | 3y

et

P12™"e dt Yy 2 2 ax 2

P, *P
+ak11222) v, 2 av

e
dp P.,"P P, *P Piy7P
s | =12, 3u [(11 22) +a( 11 22> 2 | |11 T22

2) RESOLUTION A L'ORDRE O EN ¢ :

2.1. Choix des paramétres du moddle :

En premiére approximation, les contraintes visqueuses normales
s'écrivent :

3uo
(P11)° = (1-a)we(P12)° . 3§—

et aub

(pyp), ==(1+a)¥_(p,,) - 'l

la contrainte de cisaillement &tant donnée par :

( _ _ 1 au.o
Py) =1 = .
1270 o ou 2 oy
1442 (1-a2) (—2)
e oy

Notons que (p”)o et (p22)o ne sont pas nulles et dépendent naturellement de
. ) - » . ” - + . . P

we . Ainsi, lorsque le paramdtre rhéologique a est égal & - 1, la viscosité

est newtonienne, cependant contrairement au cas newtonien pour lequel les

contraintes normales sont nulles :



du
_ o
si a 1 (p”)o = 2 We (E;_) et (p22)o 0
3u0 2
et si a = +1 (p11)° t O et (p22)o = -2We (3;—)

Dans le but de conserver un mod&le qui puisse décrire de maniére assez réa-
liste le comportement des fluides biologiques, nous choisissons le paramdtre
a tel qu'il soit :

+ inférieur en module & 1'unité puisque dans ce cas comme les

fluides biologiques le fluide considéré a un comportement pseudo-plastique.

+ strictement négatif et proche de la valeur -1 sans 1'atteindre

pour que |(p11)°| soit trés grand devant-|(p22)o| . En effet, il a été prou-
vé expérimentalement que dans la quasi-totalité des &coulements, la contrainte
normale dans le sens de 1l'écoulement est plus importante en module par rap-

ort & la contrainte normale transversale [36]

2.2. Résolution :
Le taux de déformation est solution de 1'équation du second degré :

2 2 auo 2 3u°
(1 - a)we L5 (3;—)

ol le taux de cisaillement T, 8'exprime 8 1'aide des équations du mouvement

en fonction du gradient longitudinal de pression, soit :

oP

)
OV (x,t)

La recherche de solutions réelles impose :
1-401 - ? > o
D'ol la valeur critique de la contrainte de cisaillement :

1

|
oc ove V1 - o
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les taux de déformations sont aussi restreints en module par la valeur

critique :

n > 3y
(2.

Nous verrons plus loin que cette restriction se traduit par une limitation
des débits.

L'expression du taux de déformation solution est :

329 - 1 - 1 -c¢cy —
Yy

We /Y1-a~ c y

oP
ol c=c (x,t) =2we Y1 - a° . 5;2 (x,t)

La vitesse longitudinale &tant nulle 3 la paroi, on trouve :

— ~ 2.2
1 + -
Y% (x,y,t) = 1‘02H2 = %-c2y2 +Log %
We 1-32 c 1 + Vi-c'H

d'autre part, l'axe &tant une ligne de courant nulle, la fonction de courant

de 1'écoulement s'écrit :
2 2

1 - .
wo(x,y,t) = ¥y log %+ ;— Arcsin cy
We Y1-a° ¢ 1+ ¥ - K ¢

--‘g Vi —c2y2+y( Vi -c2H2-1)

Enfin, la composante transversale de 1a vitesse a pour expression :
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1 3H CH
v (x,y,t) = _— +)
° We ;1-a§ ™" 4 V- 22

+ 2 ( ~1rz§y3 - %’Hz [V 2.2
ox ‘/] - Y% (i +W° 02;5')- \/1’-(:2[-[ (1 + V1 - ¢“H°)
2.2

1 + - 1 .
+ 12- log 71-%+—3Arcsm cy
c 1 +V1 -cH c
'7—“5"'*7'%"_}'_)
c2 1 - c2y c2 1 -cH c2

On retrouve les résultats pour le fluide newtonien en faisant tendre le

nombre de Weissenberg We vers zéro dans les précédentes expressions.

3) RELATION GRADIENT DE PRESSION-DEBIT DE L'ECOULEMENT

En &crivant 1l'expression de la fonction de courant, donnée ci-
dessus, & la paroi ; le débit instantané Q, (x,t) s'exprime en fonction du

gradient longitudinal de pression :

| ‘/ 2
Qo(x,t) = WIJL-_BE': [J-;;:EH— -1+ #H Arcsin C H]
L'inversion de cette relation n'étant pas explicitement possible, on pro-
cédera numériquement dans le chapitre suivant. Toutefois, pour We petit, on
peut obtenir une bonne approximation.

Si 1'on pose :
We V1 - 9.2

X= CH et Y = > Qb(x.t)

la relation s'écrit :

V 2

1 - X 1 .
[——2 1 + X Arcsin x]

Y= o
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La condition | X |<1 nous permet, en effectuant un développement en séries
entiéres jusqu'd l'ordre 5 en X, d'obtenir :

33,3 5.
X+ 2OX +R-x 6Y

D'autre part, en remarquant que le premier terme est équivalent, aux termes

d'ordre 7 en X prés, au rapport :

29 .3
X - ko X
2_x° ’

on se raméne & une &quation d'ordre 3 en X, que l'on résoud, en retenant
la solution qui donne, pour le gradient de pression, le résultat newtonien
lorsqu'on fait tendre We vers zéro. On trouve :

3P

1 on
a—xg (x,t) = W_ﬂ [A cos (‘{ -—3) - B

2 We 1

avec
100 We V1 - a2

B = 29 H2 Qo(x’t)

140 2

A =2l/-8—7+B
- 29 3., 37
Tho B * 700 B

10 . B 29 )4 29,2 6
B33t B 339 B

et

4) STATIONNARITE DANS LE REPERE MOBILE

L'écoulement &tant supposé stationnaire dans le repére 1ié &
l'onde, le débit instantané Qo(x,t), dans le repére fixe, est relié 3 la

donnée du problame Eo, débit moyen de 1'écoulement par :

Q,(x,t) = Eo + H(x-t) - 1
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D'autre part, en tenant compte de la relation débit instantané-gradient de
pression, donnée ci-dessus, la condition :
|ICH < 1 ,
pour laquelle les solutions présentées sont valables, s'écrit (figure 19)
Q (x,t)

1 n
—_— < (1 __.)
H2 We.;1 -a 4

soit, en terme de débit moyen :

(k4 _1[2 2 - . (4 = ¢ 2
max - H -H+ 1] < Q < mn H -H+ 1
/ ' (o] 7 2
h we' 1"62 hwe. 1 - a

La figure 20 représente ce domaine dans le cas d'ondes sinusoldales, pour
différents paramétres d'occlusion et pour différentes valeurs du produit
We . V1 - a2 .

On constate que cette marge de débits moyens est d'autant plus &tendue que
la quantité We .V1 - a2 et le paramétre d'occlusion sont faibles. Pour une
méme valeur de We . V1 - a2, il n'existe plus de débit moyen, pour lequel on

ait des solutions au-deld d'une certaine valeur du paramétre d'occlusion.

Cette valeur limite de 1'occlusion est plus grande pour We.Y1 - a2 petit.

5) CAS D'ONDES SINUSOIDALES

Afin de définir complétement la forme de la paroi, on adopte
un train d'ondes sinusolidales dont 1'équation dans le repére fixe est don-
née par :
Hix -t) =1+ ¢s8in2q (x -t).
Les différentes solutions sont représentfes sous forme graphique, pour un
fluide pseudo-plastique

We = 0,52 e¢ a=-0,9
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39.

valeurs de We.V1 - a2. On constate que :

- Lors du transport d'un m@me débit moyen, la différence de pres-
sion sur une longueur d'onde, s'opposant & l'action des ondes, est une fonc-

tion décroissante de We.

- Pour un méme accroissement de pression par longueur d'onde, le

1ébic moyen transporté par les ondes décroit lorsque We croit.
- Le domaine de pompage est d'autant plus &tendu que We est faible.

Enfin, rappelons que plus le fluide est élastique (We grand) et plus la marge
des débits moyens, pour lesquels les solutions proposées sont valables, est

restreinte.
La complexité des calculs n'ayant pas permis d'effectuer une ré-

folution analytique compléte, il est nécessaire d'introduire une méthode de

résolution numérique. Ce sera 1'objet du chapitre suivant.



CHAPITRE IV

METHODE DE RESOLUTION NUMERIQUE
ET APPLICATION AU FLUIDE BIOLOGIQUE




L'étude faite au chapitre précédent montre que la résolution
analytique ne peut &tre menée 3 terme, ou tout au moins la révéle compli-
quée lorsque la loi de comportement du fluide n'est pas assez simple. Aussl
est-il nécessaire d'introduire une méthode de résolution numérique.

La méthode que nous proposons permet d'obtenir des solutions,
en premiére approximation, non seulement lorsque la loi de comportement
est donnée analytiquement, mais aussi dans le cas ol on dispose de la va-
riation du cisaillement en fonction du taux de déformation sous forme d'.n
relevé graphique expérimental.

Cette méthode présente aussi l'avantage de ne pas &tre restreiute
par la forme des ondes péristaltiques, ni par la forme de 1'hypothé&se que
l'on fait pour pouvoir résoudre complétement.

Cette méthode testée dans le cas du fluide newtonien, sera appli-

quée 3 un modéle de fluide biologique.

1) PRINCIPE DE LA METHODE

On suppose qu'en premiére approximation, pour le fluide consi-
déré, les taux de déformations s'expriment en fonction des taux de cisail-

lement par :

- = g (ro)

ol la fonction g est soit donnée analytiquement, soit représentée graphi-

quement par une série de "datas" relevés expérimentalement.

D'autre part, la pression étant uniforme dans chaque section et

en tout instant, la variation du taux de cisaillement & travers la sectiou



b,

x5 a 1l'instant t; est donnée par :

aP 3Po
o =\— .
de = e (xi,ti) dy ( =< 4 dy

1.1. Vitesse longitudinale et fonction de courant

~ : 2 t3
La vitesse longitudinale étant nulle & la paroi, sa valeur & l'instant t.

au point (xi,yi) du domaine de 1l'écoulement est :

Y au
uo(xi,yi,ti) = v (xi,y,ti) dy
H(xi,ti)
en effectuant le changement de variable y T il vient :
1 (rop)i
uo(xi,yi,ti) = - g(to) dr

=
ax /i (To)i

ou (Top)i est le cisaillement 3 la paroi pour la section X; d l'instant t,.

D'autre part, l'axe &tant une ligne de cou rant nulle, la valeur de la

fonction de courant en (xi,yi) d 1l'instant ti est :
Y3
Vo (x50y;0t;) = uo (X, 0¥ 5t )dy
o

en tenant compte de 1'expression de la vitesse longitudinale donnée ci-

dessus, on obtient aprés transformations :

(To)i (r_)

op'i

( t;) = - — Yi

Wo xi,Yi. i’ = ) To 8(T°)dT° - g(to)dto
( oP 3P )
-9 [}
ox L ax
o

(x.);

Cette expression, écrite & la paroi (yi = H(xi,t.)), donne la valeur du
i
débit instantané Q, (xi,ti) dans le repére fixe, soit :

(‘op)i

2 T S(to)dto

qb(xi’ti) = -



Pour le fluide newtonien
g(ro) =1,

et on retrouve le résultat analytique.

1.2. Hypothése et résolution

Sachant que le débit Qo(xi,ti) est relié au débit instantané Qo(ti) dans

le repére mobile par :
Q(x;t,) = q (8,) + H(x..t.)
la relation précédente peut s'écrire sous la forme :

alt,) + Hix,,t,) e
Qlt.) + H(x.,t.
[ > 4 ] (rop)f == | 7, 8lr)ar,

2 i
H (xi,ti)

o

Afin de déterminer la valeur du cisaillement & la paroi, en toute section
et 8 chaque instant et expliciter ainsi complétement les solutions, on peut

se donner :

- soit la variation temporelle du débit Q (t) dans le repére

1ié & 1l'onde.

- goit la variation dans le temps de la différence de pression
aux extrémités du tube. On devra, dans ce cas, disposer en plus de la va-
riation de cette différence de pression en fonction du débit Qo(t) dans le

repére mobile.

- goit le débit moyen ag de 1'écoulement, il faudra alors sup-

poser 1l'écoulement stationnaire dans le repére mobile. Dans ce cas :

Q= -

o



=3,

Cette hypothése étant évidemment plus restrictive que les préecédentes.

1 e de t.
Dans tous les cas, pour tout instant ti’ la valeur Qo( 1)

. s i haque section x. est
est connue et le cisaillement & la parol (Top)i en chaq 1

solution de 1'équation ci-dessus et est calculé par une méthode de point
fixe, une fois que l'on s'est donné la forme de la paroi. Dés lors, les

solutions sont déterminées & chaque instant et en tout point du domaine

de 1'écoulement.

Notons qu'd aucun moment, il n'a &té fait d'hypothése sur la
forme des ondes péristaltiques. On pourra donc appliquer cette méthode a
n'importe quelle forme d'ondes pourvu qu'elles répondent aux criteéres

énoncés au CH. I, § 1.

2) APPLICATION AU NODELE BIOLOGIQUE

2.1. Modéle

De nombreux modéles phénoménologiques ont &té proposés pour
décrire le comportement pseudo-plastique des fluides biologiques. Ce sont,
en général, des modeles basés sur 1'expérience et non issus d'une théorie
microscopique. Ils sont construits pour modéliser une viscosité variable
avec le taux de cisaillement, sous une forme analytique le plus simple pos-
sible. Il semble qu'il n'existe pas de loi unique pour décrire le comporte-

ment du sang et le choix de la loi est motivé par le phénoméne que 1'on

veut &tudier.

Le moddle phén°mén°1°8iq“e que l'on traite dans cette &tude est

celui propose par MAUSS et PRADERE [37] ;) la viscosité apparente l']* est don-

née par :



*
.ot 1KY

14, |k*|

od k™ est le taux de déformation
no €t n_ deux viscosités

A, un temps caractéristique

Ce modéle a &té &tudié par OUAZZANI [L42] et ZEGGWAGH 66]. Ils
analysent la viscosité sanguine & l'aide d'un viscosimétre & cylindres co-
axiaux et proposent des valeurs des trois paramétres du mod&le avec une si-

gnification précise. Ainsi (voir figure):

x g ¢ "viscosité naturelle" est 1iée & la nature physique du sang. Elle

est approchée pour de faibles taux de déformations et est de 1l'ordre de 50 cp.

x la "viscosité limite" p est la valeur limite atteinte pour de forts

taux de déformations. Elle est de l'ordre de 3 cp.

x Enfin, le temps caractéristique Aq caractérise la fagon dont s'effectue
le passage de la viscosité entre les valeurs o et n . Plus A, est grand
(-]

et plus la viscosité minimum est atteinte rapidement. A est dit temps de

fluidité.

Variation de la viscosité apparente en fonction du taux

de déformation




2.2. Etude

Il s'introduit deux nombres lors de l'adimensionnalisation

n
+u ’n—.‘ et F’H

ils caractérisent la fluidification sanguine.

Les contraintes de cisaillement sont données par :

Iauo
1+ o
nF 3y auo

du T ay

O

1+ F
oy

et les taux de déformations :

-

2
u, - (1=F |z |) + V(1 F [t )7+ b uF |1 |

oy 2 u. F. sgn (ro)

L'écoulement péristaltique de ce fluide est alors &tudié. Une série de
programmes, réalisés en BASIC et directement exploitables sur mini-ordi-
nateurs TEKTRONIX, permet d'obtenir les tracés graphiques des différentes
solutions.

Les solutions sont données pour les valeurs des paramétres du moddle :

w=1/10 et F=2

résultats graphiques :

- Figure 33 : gradient de pression sur une longueur d'onde pour un débit

moyen nul.
- Figure 34 : variation du cisaillement & la paroi sur une longueur d'one.

- Figures 35 et 36 : profils de vitesses longitudinales en différentes

sections sur une longueur d'onde pour différents débits.
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- Figure 37 : caractéristique pression-débit de 1'écoulement pour un para-

métre d'occlusion de 0,b.

- Figures 38 et 39 : Lignes de courant dans le repére mobile en 1l'absence

de piégeage et dans le cas du piégeage.

3) CONCLUSION

Une &tude comparative faite pour différentes valeurs des para-
métres du modéle, montre que les maximum des gradients de pression et des
cisaillements & la paroi sont des fonctions croissantes de la fluidifica-
tion u ; par contre ils décroissent lorsque le temps de fluidité I orois

.....

(figures 40 et U41).
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CONCLUSION

Il ressort de cette &tude que dans une pompe péristaltique,
le débit croit avec 1'occlusion du tube, mais plus celle-ci est grande

et plus les cisaillements dans 1'écoulement sont élevés.

Les pompes & galets utilisées pour le pompage du sang en
chiruvrgie (circulation extra-corporelle) possédent un inconvénient lors
de leur utilisation ; elles hémolysent le sang ; c'est-d-dire qu'elles

provoquent une rupture des globules rouges qui libérent leur hémoglobine.

De nombreuses &tudes faites sur 1'hémolyse, citons notamment

les travaux de BLACKSHEAR en 1966, ont montré que :

+ la présence de la paroi est un facteur important d'hémolyse

(collisions entre les hématies et la paroi).

+ le taux d'hémolyse augmente avec le taux de cisaillement

dans 1'écoulement.

I1 semble donc que les pompes occlusives, bien que pratiques en

usage médical, hémolysent plus le sang (les hématies sont broyées dans les

zones contractées du tube) et qu'une pompe réglée avec un léger jeu soit
plus adaptée pour minimiser le phénoméne & hémolyse ; mais dans ce cas le

fonctionnement n'est plus volumétrique et le débit dépend de la charge.
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