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Introduction générale 

 

À l'ère de la complexité technologique croissante, les systèmes de contrôle évoluent 

également pour répondre aux défis et aux opportunités que présentent des environnements de 

plus en plus interconnectés et complexes. Ceci a conduit à l’émergence de systèmes de 

contrôle en réseau comme  réponse aux besoins de coordination et de collaboration entre des 

composants distribués géographiquement. Ces systèmes offrent des avantages considérables 

en termes de flexibilité, de résilience et d'efficacité opérationnelle car ils peuvent souvent 

tolérer des pannes ou des interruptions sans compromettre l'ensemble du système. Cela est 

particulièrement important dans des domaines tels que les réseaux électriques, les systèmes de 

transport et les infrastructures critiques. La collecte de données en temps réel, l'analyse 

avancée et la prise de décisions automatisées permettent quant à eux une gestion plus efficace 

et proactive des systèmes. La maintenance prédictive est un excellent exemple de cette 

application. En surveillant en temps réel l'état des équipements, les systèmes de contrôle en 

réseau peuvent détecter les signes précurseurs de défaillance et déclencher des interventions 

avant que des pannes ne surviennent, ce qui réduit les temps d'arrêt et les coûts de 

maintenance. 

Cependant, la mise en œuvre de ces systèmes n'est pas sans défis. Les retards, les pertes de 

paquets et les bruits peuvent perturber la transmission des données, compromettant la fiabilité 

des décisions prises par le système, ils peuvent également affecter la fiabilité et les 

performances des systèmes. La conception, l'analyse et la mise en œuvre de solutions robustes 

pour atténuer ces problèmes sont donc essentielles pour garantir le bon fonctionnement des 

systèmes de contrôle en réseau dans des environnements réels.  

La mise en œuvre d’un système de contrôle tolérant aux différentes perturbations  est donc un 

système de contrôle conçu en pensant aux défaillances potentielles des différents composants 

du système. Il peut ne pas offrir des performances optimales au sens strict mais il tient compte 

des défauts potentiels et cherche à atténuer leurs effets. Des techniques telles que la gestion de 

la qualité de service (QoS), les algorithmes de routage efficaces et les protocoles de 

communication robustes sont essentielles pour atténuer ces problèmes et assurer la fiabilité et 

les performances des systèmes de contrôle en réseau. 
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 D’autre part, les systèmes non linéaires contenant des informations insuffisantes et 

incertaines sont omniprésents dans de nombreux domaines de l'ingénierie et de l'industrie. Ces 

systèmes peuvent être difficiles à modéliser de manière précise en raison de la complexité des 

interactions et des variables impliquées, ainsi que de l'incertitude inhérente aux données 

disponibles. Dans ce contexte, le modèle flou de Takagi-Sugeno (T-S) se révèle être une 

méthode particulièrement ; il offre une approche flexible pour la modélisation des systèmes 

non linéaires avec des informations incertaines ou incomplètes. Cette flexibilité permet de 

mieux prendre en compte les diverses nuances et imprécisions qui peuvent être présentes dans 

les données réelles. Intégrer le retard dans le modèle T-S permet de  mieux reproduire la 

dynamique temporelle des systèmes non linéaires retardés, ce qui est essentiel pour une 

modélisation et une analyse précises. En Utilisant la représentation du modèle flou TS non 

linéaire, on peut réduire le nombre de règles et la charge de calcul sans perte sur la précision 

du système. 

Cette thèse aborde la problématique des systèmes de contrôle en réseau, en examinant leur 

complexité et les défis liés à leur conception, leur analyse et leur mise en œuvre. Un intérêt 

particulier est porté aux défauts pour des systèmes non linéaires à retard. Différentes solutions 

ont été proposées pour les problèmes cités précédemment. L’approche de Lyapunov-

Krasovskii est l’approche principale utilisée pour l’analyse de la stabilité. 

 

Le travail accompli dans cette thèse est présenté en quatre chapitres :  

Le chapitre 1 introduit les systèmes contrôlés en réseaux ainsi que l’aspect communication 

dans ce type de systèmes. On abordera dans une première partie, les différents types de 

réseaux industriels, leurs protocoles et leurs implications pour les systèmes de contrôle en 

réseau. Ensuite on introduira, le modèle flou T-S comme outil flexible et puissant pour  

représenter l'incertitude et la complexité des systèmes non linéaires.      

Le chapitre 2 traite de l'analyse des retards temporels, un élément clé des systèmes de 

contrôle en réseau. En explorant les méthodes d'analyse de stabilité pour les systèmes à 

retards variables, ce chapitre met en lumière l’importance de traiter ces retards dans les 

systèmes interconnectés. La stabilisation exponentielle pour des systèmes flous incertains  

avec perturbation externe et problème de retard variant dans le temps est présentée.   

Pour établir la stabilité du système avec un contrôleur H∞ robuste basé sur l'approche 

fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii dépendante du retard, ainsi que pour obtenir les 
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conditions suffisantes pour la stabilisation exponentielle du système,  le problème est  formulé 

en termes d'inégalités matricielles linéaires (LMI). 

 Le chapitre 3 est consacré au  problème de la stabilité exponentielle robuste pour les SCR 

en utilisant une classe de systèmes flous T-S basés sur le concept de commande de rétroaction 

de sortie dynamique. À cette fin, la stabilisation exponentielle avec une commande de 

rétroaction de sortie dynamique a été présentée pour une classe de systèmes représentés par 

des modèles flous T-S avec retard variable dans le temps et perturbation externe. Une 

nouvelle approche est proposée et l'efficacité et la faisabilité du contrôleur proposé sont 

illustrées à l'aide des  exemples de simulation. 

Le chapitre 4 explore les avantages des systèmes à temps discret pour la communication dans 

les systèmes contrôlés en réseau. Il développe une méthodologie de contrôle robuste H∞ pour 

résoudre les défis liés à la communication, en abordant les retards variables dans le temps, les 

incertitudes et les perturbations externes dans les problèmes d'état et de contrôle. Les retards   

appartiennent à un intervalle donné et la stabilité du système en boucle fermée est garantie 

avec une performance H∞ grâce à une approche fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii 

dépendante du retard, et des conditions suffisantes pour la stabilisation exponentielle des 

systèmes établies en termes de LMI   

 

Enfin une conclusion générale conclue le document. 
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Chapitre 1 : Généralités sur les systèmes contrôlés en 

réseau 

1.1 Introduction 

Un système de contrôle est composé de différents éléments interconnectés entre eux de 

manière à ce qu’ils puissent interagir ensemble et atteindre la réponse désirée du système. Ce 

type de systèmes constitue aujourd'hui, un domaine très important de la recherche scientifique 

et du développement technologique. En effet, l’ingénierie des systèmes de commande a pris 

de l’importance au cours des dernières décennies, essentiellement, du fait de la complexité 

croissante des systèmes sous contrôle et dans l’objectif d’atteindre des performances 

optimales. Ce chapitre a pour objet de présenter, un rappel sur les systèmes de contrôle, 

ensuite un aperçu sur l’évolution des systèmes commandés à travers des réseaux ainsi que 

leurs avantages et leurs inconvénients. Dans ce qui suit, nous rappelons l’intérêt de modéliser 

les systèmes complexes dynamiques non linéaires par l’utilisation de la logique floue, 

contenant des informations insuffisante et incertaines, de type Takagi-Sugeno (T-S). Puis, 

nous présentons des notions de stabilité et de stabilisation de ce type de modèles rencontrées 

dans la littérature. Un recensement non exhaustif des lois de commande pour les modèles (T-

S) proposés sera présenté. Ensuite, nous intéresserons à la synthèse de commandes robustes 

pour les modèles (T-S) en citant quelques études accomplis par les scientifiques, on rappelle 

quelques inégalités et outils mathématiques qui sont utilisés au long de cette thèse. Et on 

termine de montrer l’intérêt d’utiliser la stabilité exponentielle. 

1.2 Les systèmes contrôlés en réseau (SCR)  

Depuis longtemps, les systèmes de contrôle existent et ils ne cessent d’évoluer, l’objectif reste 

toujours le même, améliorer les performances du système quelque soient les complexités qui 

peuvent survenir pendant le fonctionnement du système. Actuellement, l’intérêt des 

concepteurs porte beaucoup plus sur  la modélisation et le contrôle de systèmes complexes et 

interdépendants, tels que les systèmes contrôlés en réseau. 

1.2.1 Evolution des systèmes contrôlés en réseau 

Suite au développement des technologies de communication, une grande attention a été 

accordée à l’intégration du contrôle des systèmes dans un réseau. Ce type de système s'appelle 
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les Systèmes Contrôlés en Réseau (SCR)  ou Networked Control Systems (NCS). Ces systèmes 

sont constitués d'actionneurs, de capteurs et de contrôleurs interconnectés via un réseau de 

communication [1]–[5].  

 

Figure.1.1. Evolution des systèmes de contrôle 

Dans le contrôle des systèmes classiques, les données issues des capteurs sont disponibles 

instantanément pour la commande et les résultats de la commande sont aussi délivrés 

instantanément aux actionneurs, comme indiqué dans la Figure 1.2.  

Pour les systèmes commandés en réseau, le comportement stochastique des réseaux, 

notamment des réseaux sans fil, rend difficile de s’assurer que les données sont transmises 

correctement et entièrement aux actionneurs et aux contrôleurs, comme illustré par la Figure 

1.3.  

 

 

 

 

   Figure.1.2. Les systèmes de contrôle classique                             Figure.1.3. Les systèmes contrôlés en réseau 

 

Correcteur 

Capteur 

Système 

Actionneur 

Contrôleur 

Système Capteur 

 Retard Retard 



Chapitre 1 : Généralités sur les systèmes contrôlés en réseau 

7 

 

L’étude des systèmes commandés en réseau repose sur deux approches : Approche commande 

de réseau et  Approche commande en réseau. 

1.2.2 Approche commande de réseau « control of network »    

Le principe de cette approche, consiste à adapter le réseau pour assurer les besoins des  

applications c’est à dire  assurer la qualité de service (QdS) du réseau. Ce qui revient à 

garantir la transmission des données dans de bonnes conditions en respectant les exigences de 

chaque processus partageant le réseau et offrir un niveau de performance acceptable en termes 

de temps, débit, disponibilité et taux de perte de paquets. 

1.2.3 Approche commande en réseau « control over network »  

Cette approche consiste à adapter l’efficacité du contrôle des systèmes à travers un réseau, en 

d’autres termes c’est assurer la qualité de contrôle (QdC). On garantit les performances du 

système contrôlé à travers un canal de communication, en respectant les exigences et les 

performances du réseau, en termes de :  

• temps de réponse,  

• rapidité, 

• stabilité,  

• précision   

• robustesse. 

Les systèmes contrôlés en réseau offrent de nombreux avantages, ce qui explique leurs très 

nombreuses applications industrielles. On citera à titre d’exemple :  

• la flexibilité      

• la facilité d'installation, de diagnostic et de maintenance (e-maintenance),  

• la réduction du câblage et des coûts d'un système. 

La mise en œuvre de ce type de systèmes a toutefois, fait apparaitre de nouvelles 

problématiques  liées à l'échange de données sur le réseau et la difficulté à assurer un transfert 

correct et complet des données entre les différentes constituantes du réseau.  Parmi ces 

problématiques, on peut citer la capacité de communication du réseau, les perturbations 

introduites dans la communication, les retards et les pertes de paquets. Ces deux derniers ont 
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un enjeu majeur qui peut sérieusement diminuer les performances, la stabilité et la robustesse 

du système à contrôler [6], [7]. 

1.3 La Communication dans les systèmes contrôlés en réseau  

Les systèmes contrôlés en réseau reposent sur l'utilisation de technologies de communication 

afin de permettre l'échange d'informations entre les divers éléments qui les composent. La 

caractéristique principale de ces systèmes est leur capacité à distribuer les tâches de contrôle 

entre les différents composants, ce qui se traduit par une amélioration de l'efficacité, de la 

flexibilité et de la fiabilité de l'ensemble du système. Par exemple, au lieu d'avoir un unique 

contrôleur centralisé, les tâches de contrôle peuvent être réparties entre plusieurs contrôleurs 

répartis dans le système, chacun étant responsable d'une partie spécifique. Cette approche 

distribuée permet d'accroître la résilience du système en cas de défaillance d'un composant, et 

facilite également son expansion en ajoutant de nouveaux nœuds de contrôle au réseau. 

Les systèmes contrôlés en réseau font usage de différentes technologies de communication, 

telles que les réseaux locaux (LAN), les réseaux étendus (WAN), l'Internet et les technologies 

sans fil, pour faciliter l'échange d'informations entre les composants. Des protocoles de 

communication standardisés, tels que TCP/IP, Modbus et Profibus, sont souvent employés 

pour assurer la compatibilité et l'interopérabilité entre les divers équipements du système [8], 

[9]. 

Cette partie examinera quelques exemples de réseaux utilisés dans ces systèmes. Ces 

exemples ne représentent qu'une partie des nombreux réseaux industriels disponibles. Divers 

protocoles et normes, tels que Ethernet/IP, PROFINET, EtherCAT et DeviceNet, qui sont 

utilisés dans différents secteurs industriels, offrent chacun des fonctionnalités spécifiques 

adaptées à leurs applications respectives.  

Le choix d'un réseau dépendra des exigences spécifiques de l'application en question. Des 

facteurs tels que la distance de communication, la vitesse de transmission, la robustesse, la 

disponibilité et la compatibilité avec les équipements existants joueront un rôle déterminant 

dans la sélection du réseau approprié. 

Il est donc crucial d'évaluer attentivement ces critères afin de choisir le réseau qui répond le 

mieux aux besoins spécifiques de l'application industrielle. Cette évaluation permettra de 
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garantir une communication fiable, efficace et adaptée aux exigences du secteur industriel 

concerné. 

1.4 Les types de réseaux 

Il existe différents types de réseaux utilisés dans les systèmes contrôlés en réseau [10]. Dans 

ce qui suit, nous introduirons certains de ces réseaux en mettant en évidence leurs 

caractéristiques, avantages et inconvénients. 

1.4.1 Réseaux locaux (LAN) :  

Les réseaux locaux sont largement utilisés dans les systèmes contrôlés en réseau, offrant des 

avantages significatifs pour les applications industrielles. Voici quelques caractéristiques et 

avantages des réseaux locaux : 

1.4.1.1 Caractéristiques : 

• Les réseaux locaux connectent des appareils sur de courtes distances situés sur un même 

site, comme une usine ou un site industriel.  

• Ils utilisent souvent les normes Ethernet (comme par exemple la norme, IEEE 802.3)  

• Généralement, c’est la topologie en étoile qui est employée avec des commutateurs 

Ethernet pour relier les appareils. 

1.4.1.2 Avantages : 

Ils offrent une haute vitesse de transmission des données, une faible latence pour des temps 

de réponse rapides avec une grande flexibilité et extensibilité pour l'ajout facile de nouveaux 

appareils. Ainsi, ils proposent une bonne sécurité avec la possibilité de mettre en place des 

mécanismes de contrôle d'accès et de protection des données. 

1.4.1.3 Inconvénients : 

La portée limitée de cette technologie nécessite l'ajout d'infrastructures supplémentaires, 

comme des répéteurs, afin d'étendre le réseau sur de plus grandes distances. 

De plus, elle est vulnérable aux interférences électromagnétiques et aux problèmes de 

câblage, ce qui peut compromettre la fiabilité de la communication. Pour ces raisons, le coût 

potentiel de cette technologie peut être élevé, en particulier en ce qui concerne le câblage et 

l'installation des équipements nécessaires. 
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1.4.2 Réseaux étendus (WAN) :  

Les réseaux étendus sont utilisés pour connecter des systèmes contrôlés en réseau répartis sur 

de plus grandes distances géographiques. Ce qui leur confère d’autres caractéristiques, 

avantages et inconvénients : 

1.4.2.1 Caractéristiques : 

Les réseaux étendus permettent de relier des sites distants, tels que des succursales 

d'entreprise ou des installations réparties géographiquement. Les technologies les plus 

couramment utilisées à cet effet comprennent les connexions VPN (réseau privé virtuel), les 

liaisons louées et les services Internet. 

1.4.2.2 Avantages : 

Il est possible de relier des systèmes situés à des endroits géographiquement éloignés, ce qui 

permet une coordination et un contrôle centralisé. De plus, on peut utiliser des infrastructures 

de communication déjà existantes, comme les lignes téléphoniques ou les connexions 

Internet, ce qui réduit les coûts d'installation. 

Cette approche offre également la flexibilité nécessaire pour gérer des réseaux de grande 

envergure et intégrer différents types d'équipements de communication. 

1.4.2.3 Inconvénients : 

En raison des distances physiques entre les sites, les réseaux étendus peuvent présenter une 

latence plus élevée par rapport aux réseaux locaux. L'utilisation de fournisseurs de services de 

communication implique une dépendance, ce qui peut entraîner des retards ou des 

interruptions de service en cas de problèmes. 

Une sécurité renforcée est nécessaire pour protéger les données lors de leur transmission sur 

des réseaux publics. 

1.4.3 Internet :  

L'adoption de l'Internet dans les systèmes contrôlés en réseau est de plus en plus répandue, 

permettant ainsi de tirer parti des avantages offerts par cette technologie. 
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1.4.3.1 Caractéristiques : 

Internet facilite la communication à l'échelle mondiale grâce à l'utilisation du protocole 

TCP/IP. Il propose une variété de technologies d'accès, comme l'ADSL, la fibre optique et les 

réseaux mobiles, offrant ainsi une connectivité dans de multiples endroits. 

1.4.3.2 Avantages : 

Grâce à une couverture géographique étendue, il est possible de connecter des systèmes en 

réseau situés à différents endroits dans le monde. L'utilisation d'Internet peut potentiellement 

réduire les coûts par rapport à la mise en place d'un réseau privé dédié. 

L'interopérabilité est assurée grâce à l'utilisation de protocoles et de normes standardisés. 

1.4.3.3 Inconvénients : 

La sécurité et la confidentialité des données doivent être gérées avec précaution en raison du 

caractère public d'Internet. La latence peut varier en fonction de la congestion du réseau et de 

la distance entre les sites. En plus, Il est essentiel de garantir la disponibilité et la fiabilité du 

réseau Internet pour assurer une communication continue.  

1.4.4 CAN (Controller Area Network) :  

Le réseau CAN est un réseau de communication largement utilisé dans l'industrie automobile 

et d'autres applications industrielles. 

1.4.4.1 Caractéristiques : 

Il s'agit d'un protocole de communication série bidirectionnel qui  permet des échanges 

d’informations entre les divers composants d'un véhicule par exemple. Il offre un haut niveau 

de tolérance aux pannes et à la latence. 

Il est capable de prendre en charge différents débits de données, en fonction des exigences 

spécifiques de chaque application. 

1.4.4.2 Avantages : 

Ce protocole offre une fiabilité élevée grâce à sa conception robuste et sa capacité de 

tolérance aux pannes. Il est évolutif, ce qui permet d'ajouter de nouveaux nœuds sans 
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impacter les performances globales et  présente une faible latence et un temps de réponse 

rapide. Enfin, on relèvera son avantage  en termes de coûts et de consommation d'énergie. 

1.4.4.3 Inconvénients : 

Sa portée de communication est limitée, ce qui nécessite l'utilisation de répéteurs ou 

d'amplificateurs pour étendre la distance de transmission. Chaque application nécessite une 

configuration et une programmation spécifiques afin de répondre aux besoins et aux 

exigences propres à cette application en particulier. 

1.4.5 Profibus (Process Field Bus) :  

Le réseau Profibus est un standard de communication largement utilisé dans le domaine de 

l'automatisation industrielle. Il est disponible en deux variantes : Profibus-DP 

(Décentralisé/Périphérie) et Profibus-PA (Process Automation). 

1.4.5.1 Caractéristiques : 

Ce protocole de communication série largement utilisé pour la transmission de données en 

temps réel, sert aux échanges d’informations entre les capteurs, les actionneurs et les 

contrôleurs dans les environnements industriels. Il prend en charge une variété de médias de 

transmission, notamment le câble cuivre et la fibre optique et dispose de protocoles 

spécifiques pour les applications de contrôle de processus. 

1.4.5.2 Avantages : 

Le réseau Profibus offre une transmission des données à haute vitesse. Ce qui permet une 

intégration aisée avec différents équipements grâce à sa compatibilité avec une large gamme 

de périphériques. Il présente une bonne résistance aux interférences électromagnétiques et  

permet l'exploitation de réseaux mixtes, permettant la coexistence de Profibus-DP et 

Profibus-PA. 

1.4.5.3 Inconvénients : 

Il peut être complexe à configurer et à mettre en service, nécessitant une certaine expertise. 

Pour la maintenance et le dépannage, des compétences spécifiques sont requises. 
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1.4.6 Modbus :  

Le protocole Modbus est fréquemment employé pour faciliter la communication entre 

différents dispositifs au sein de systèmes contrôlés en réseau, principalement dans des 

contextes industriels.   

1.4.6.1 Caractéristiques : 

Le protocole Modbus est un protocole de communication série simple et répandu.  Il est 

couramment utilisé pour établir des connexions entre contrôleurs, capteurs, actionneurs et 

autres dispositifs.  

Il offre une prise en charge flexible de différentes interfaces de communication, telles que le 

RS-232, le RS-485 et l'Ethernet.  

Le protocole Modbus comprend également des variantes telles que Modbus RTU, qui utilise 

une liaison série, et Modbus TCP/IP, qui utilise Ethernet. 

1.4.6.2 Avantages : 

Il est facile à mettre en œuvre et à configurer, simplifiant ainsi son intégration dans les 

systèmes existants. Il offre une interopérabilité élevée, permettant la communication fluide 

entre différents dispositifs et systèmes et  génère une faible surcharge de communication, ce 

qui permet une utilisation efficace de la bande passante disponible. 

Le protocole Modbus jouit d'une adoption étendue dans l'industrie, avec de nombreux 

fabricants de matériel prenant en charge ce protocole, ce qui facilite l'acquisition de 

dispositifs compatibles. 

1.4.6.3 Inconvénients : 

Le protocole Modbus a une vitesse de transmission de données limitée par rapport à certains 

protocoles plus récents, ce qui peut affecter les performances dans les cas où une 

transmission rapide est essentielle. 

Il ne dispose pas d'une sécurité intégrée, ce qui signifie que des mesures supplémentaires 

doivent être prises pour sécuriser la communication et prévenir les risques potentiels liés à la 

confidentialité et à l'intégrité des données. 
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1.5 Points essentiels de la communication en réseau contrôlé 

1.5.1 Topologie du réseau :  

La topologie d'un réseau se réfère à la manière dont les nœuds du réseau sont interconnectés. 

Il existe plusieurs topologies couramment utilisées dans les réseaux industriels, chacune 

offrant des caractéristiques distinctes.  

Chaque topologie présente des avantages et des inconvénients en termes de facilité, de 

configuration, de flexibilité, de tolérance aux pannes et de performances. Le choix de la 

topologie dépend des exigences spécifiques du réseau et des objectifs du système contrôlé en 

réseau. 

1.5.1.1 La topologie en bus 

Est caractérisée par une structure linéaire où tous les nœuds sont connectés à une ligne de 

communication principale. Cela facilite la configuration et réduit les coûts, mais une panne de 

la ligne principale peut entraîner la défaillance de tout le réseau. 

 

 

Figure.1. 4. Topologie en bus.   

 

1.5.1.2 La topologie en étoile  

Est centrée sur un nœud central auquel tous les autres nœuds sont connectés. Cela permet une 

meilleure gestion et isolation des nœuds, mais si le nœud central tombe en panne, tout le 

réseau peut être affecté. 
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Figure.1. 5. Topologie en étoile.   

 

1.5.1.3 La topologie en anneau  

Relie les nœuds en une boucle fermée, où chaque nœud est connecté à ses voisins immédiats. 

Cette topologie offre une meilleure tolérance aux pannes, car une défaillance d'un nœud 

n'impacte que les nœuds adjacents. Cependant, l'ajout ou la suppression de nœuds peut être 

plus complexe. 

 

Figure.1. 6. Topologie en anneau.   
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1.5.1.4 La topologie maître-esclave  

Implique un nœud maître qui contrôle et communique avec plusieurs nœuds esclaves. Cette 

topologie est utile pour les systèmes de contrôle centralisés, offrant un contrôle précis et une 

gestion efficace. Cependant, la défaillance du nœud maître peut entraîner l'indisponibilité des 

nœuds esclaves. 

 

Figure.1. 7. Topologie maître-esclave.   

 

 

1.5.2 Architecture de communication :  

Les systèmes contrôlés en réseau peuvent utiliser différentes architectures de communication 

pour établir des échanges de données entre les différents composants. Les architectures 

courantes incluent l'architecture client-serveur, l'architecture maître-esclave et l'architecture 

distribuée. Chaque architecture présente des implications sur la performance, la latence, la 

fiabilité et la flexibilité du système. 

 

1.5.3 Sécurité des réseaux industriels :  

Les systèmes contrôlés en réseau nécessitent une attention particulière en termes de sécurité, 

car toute faille de sécurité peut avoir des conséquences graves. La sécurité des réseaux 

industriels comprend des mesures telles que l'authentification des nœuds, le chiffrement des 

données, les pares-feux, les contrôles d'accès, etc. 
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1.5.4 Évolution des technologies :  

Les technologies de communication dans les systèmes contrôlés en réseau évoluent 

constamment. De nouvelles normes et technologies émergent, offrant des améliorations en 

termes de vitesse de transmission, de flexibilité, de sécurité et d'interopérabilité. Il est 

important de rester à jour sur les dernières avancées pour tirer le meilleur parti des solutions 

de communication disponibles. 

1.5.5 Temps réel :  

Dans de nombreux systèmes contrôlés en réseau, la communication en temps réel est 

essentielle. Cela signifie que les données doivent être transmises et reçues avec une latence 

minimale et de manière déterministe. Les réseaux industriels tels qu'EtherCAT, PROFINET et 

EtherNet/IP sont conçus pour offrir des performances en temps réel, permettant des contrôles 

précis et synchronisés. 

1.5.6 Protocoles de synchronisation :  

Dans les systèmes contrôlés en réseau, il est souvent nécessaire de synchroniser les actions 

entre les différents nœuds du réseau. Des protocoles de synchronisation spécifiques, tels que 

le Precision Time Protocol (PTP) ou le Distributed Clocks System (DCS), sont utilisés pour 

assurer une synchronisation précise des horloges des nœuds du réseau, permettant ainsi des 

actions coordonnées et synchronisées. 

1.5.7 Réseaux sans fil :  

Bien que la plupart des systèmes contrôlés en réseau utilisent des connexions câblées, les 

réseaux sans fil commencent à trouver leur place dans certains environnements industriels. 

Les réseaux sans fil offrent une flexibilité accrue et peuvent être utilisés dans des situations où 

le câblage est difficile ou coûteux. Des technologies telles que le Wi-Fi industriel (IEEE 

802.11) et le Bluetooth Low Energy (BLE) sont utilisées pour la communication sans fil dans 

les systèmes contrôlés en réseau. 
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1.5.8 Intégration des systèmes informatiques :  

Les systèmes contrôlés en réseau doivent souvent être intégrés à des systèmes informatiques 

plus larges tels que les systèmes de gestion de la production (MES) ou les systèmes 

d'information d'entreprise (ERP). Dans de tels cas, des protocoles et des interfaces 

standardisés, tels que les services web, sont utilisés pour faciliter l'échange de données entre 

les systèmes de contrôle et les systèmes informatiques. 

1.5.9 Diagnostic et gestion de réseau :  

La gestion et le diagnostic des réseaux industriels sont importants pour assurer un 

fonctionnement fiable du système. Des outils et des logiciels de gestion de réseau sont utilisés 

pour surveiller l'état du réseau, diagnostiquer les problèmes de communication, détecter les 

pannes et effectuer la maintenance préventive. 

1.5.10 Redondance et tolérance aux pannes :  

Les systèmes contrôlés en réseau peuvent nécessiter des mécanismes de redondance pour 

assurer la disponibilité et la fiabilité du réseau. Cela peut inclure des chemins de 

communication redondants, des commutateurs réseau redondants et des mécanismes de 

basculement automatique en cas de défaillance d'un nœud ou d'un lien du réseau. 

1.5.11 Bande passante et charge du réseau :  

Les systèmes contrôlés en réseau peuvent générer un trafic de communication important, en 

particulier dans les applications avec de nombreux dispositifs et un grand nombre d'échanges 

de données. Il est crucial de dimensionner le réseau pour répondre aux exigences de bande 

passante et de charge, afin d'éviter les goulots d'étranglement et les retards de communication. 

1.5.12 Conformité aux normes et réglementations :  

Les réseaux industriels doivent souvent se conformer à des normes et réglementations 

spécifiques, telles que les normes de sécurité fonctionnelle (par exemple, la norme IEC 

61508) ou les réglementations de l'industrie (par exemple, les normes de sécurité alimentaire 

pour les applications de transformation des aliments). Il est important de choisir des réseaux et 
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des protocoles qui respectent ces exigences et de mettre en œuvre les mesures de sécurité 

appropriées. 

1.5.13 Évolutivité et extensibilité :  

Les systèmes contrôlés en réseau peuvent nécessiter une évolutivité et une extensibilité pour 

prendre en charge la croissance future, l'ajout de nouveaux dispositifs ou la modification des 

exigences de communication. Il est essentiel de concevoir le réseau avec une architecture qui 

permet une expansion facile et une intégration transparente de nouveaux composants. 

1.6 Comparaison des Caractéristiques des Réseaux Industriels 

Les réseaux industriels les plus couramment utilisés varient en fonction des spécifications et 

des exigences spécifiques de chaque application dans les systèmes contrôlés en réseau. Voici 

un tableau comparatif des caractéristiques de ces réseaux : 

Réseau 
Vitesse de 

transmission 

Distance de 

communication 
Coût Fiabilité Latence Sécurité Flexibilité 

Ethernet 
Jusqu'à 10 

Gbps 
Jusqu'à 100 m 

Moyen 

à élevé 
Élevée Faible Moyenne Élevée 

CAN 
Jusqu'à 1 

Mbps 
Jusqu'à 1 km 

Faible à 

moyen 
Élevée Faible Moyenne Élevée 

Profibus 
Jusqu'à 12 

Mbps 
Jusqu'à 12 km Moyen Élevée Faible Moyenne Élevée 

Modbus 
Jusqu'à 115.2 

Kbps 
Jusqu'à 1.2 km Faible Moyenne Moyenne 

Faible à 

moyenne 
Élevée 

Ethernet/IP 
Jusqu'à 100 

Gbps 
Jusqu'à 100 m 

Moyen 

à élevé 
Élevée Faible Moyenne Élevée 

PROFINE

T 

Jusqu'à 100 

Mbps 
Jusqu'à 100 m 

Moyen 

à élevé 
Élevée Faible Moyenne Élevée 
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EtherCAT 
Jusqu'à 100 

Mbps 
Jusqu'à 100 m Moyen Élevée Faible Moyenne Élevée 

DeviceNet 
Jusqu'à 500 

Kbps 
Jusqu'à 500 m 

Faible à 

moyen 
Moyenne Moyenne Moyenne Moyenne 

Tableau.1. 1. Tableau comparatif des caractéristiques des réseaux les plus utilisés. 

Réseau 

Gestion 

de la 

topologie 

Type de 

communication 

Tolérance 

aux 

pannes 

Support 

de 

média 

Interopérabilité 
Utilisations 

principales 

Ethernet Oui 

Broadcast, 

Multicast, 

Unicast 

Variable 

Câble 

cuivre, 

fibre 

optique 

Élevée 

Automatisation 

industrielle, 

contrôle de 

processus, 

systèmes 

SCADA 

CAN Non 

Broadcast, 

Multicast, 

Unicast 

Élevée 
Câble 

blindé 

Moyenne à 

élevée 

Automobile, 

machines 

industrielles, 

équipements 

médicaux 

Profibus Oui Maître-esclave Élevée 

Câble 

cuivre, 

fibre 

optique 

Moyenne à 

élevée 

Automatisation 

industrielle, 

contrôle de 

processus 

Modbus Non Maître-esclave 
Moyenne 

à élevée 

Câble 

cuivre 
Moyenne 

Automatisation 

industrielle, 

bâtiments 

intelligents, 
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   Tableau.1. 2. Tableau comparatif des caractéristiques des réseaux les plus utilisés (suite). 

Les données présentées dans le premier tableau sont des estimations générales et peuvent 

varier selon les implémentations spécifiques et les configurations. Il est essentiel de noter que 

le choix d'un réseau dépendra des exigences spécifiques de chaque application. Certains 

réseaux peuvent offrir une transmission plus rapide, tandis que d'autres peuvent être plus 

systèmes HVAC 

Ethernet/IP Oui 

Broadcast, 

Multicast, 

Unicast 

Élevée 

Câble 

cuivre, 

fibre 

optique 

Élevée 

Automatisation 

industrielle, 

systèmes 

d'automatisation, 

contrôle de 

mouvement 

PROFINET Oui 

Maître-esclave, 

basé sur 

Ethernet 

Élevée 

Câble 

cuivre, 

fibre 

optique 

Élevée 

Automatisation 

industrielle, 

systèmes 

d'automatisation, 

contrôle de 

processus 

EtherCAT Oui 
Diffusion en 

chaîne 
Élevée 

Câble 

blindé 
Élevée 

Automatisation 

industrielle, 

systèmes de 

contrôle de 

mouvement en 

temps réel 

DeviceNet Non Maître-esclave 
Moyenne 

à élevée 

Câble 

blindé 
Moyenne 

Automatisation 

industrielle, 

contrôle de 

processus, 

systèmes de 

contrôle d'accès 
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économiques ou mieux adaptés aux distances de communication plus longues. La fiabilité, la 

latence, la sécurité et la flexibilité sont également des considérations importantes lors du 

choix d'un réseau pour un système contrôlé en réseau. 

Le deuxième tableau fournit des informations complémentaires sur les caractéristiques des 

réseaux industriels, telles que la gestion de la topologie (capacité à configurer et à gérer la 

structure du réseau), le type de communication (diffusion, multidiffusion, unicast), la 

tolérance aux pannes (capacité à résister aux défaillances) et le support des médias (types de 

câbles utilisés). 

Il convient de souligner que les tendances et les préférences en matière de réseaux industriels 

peuvent différer selon les secteurs, les régions et les évolutions technologiques. De nouveaux 

réseaux et protocoles apparaissent constamment, offrant des fonctionnalités améliorées et 

répondant aux besoins spécifiques des applications industrielles. Par conséquent, il est 

primordial de prendre en compte les exigences spécifiques du système lors du choix du réseau 

le plus approprié [8]–[10]. 

Il est important de noter que les avancées technologiques continuent d'évoluer, et de nouveaux 

types de réseaux, tels que les réseaux sans fil avancés (comme la 5G) et les réseaux définis 

par logiciel (SDN), peuvent également jouer un rôle croissant dans les systèmes contrôlés en 

réseau. 

 

1.7 Etat de l’art 

Les deux approches sont complémentaires. La qualité de service (QdS) du réseau et la qualité 

de contrôle (QdC) du système commandé sont deux paramètres qui ne sont pas indépendant 

l’un de l’autre. De plus, il est difficile de faire une relation entre l’influence de l’un sur l’autre   

à cause du comportement stochastique du réseau. Le problème est donc un problème de co-

conception c’est-à-dire où les composantes automatique et communication ne sont pas 

considérées de manière indépendante mais comme des composantes liées. 

Pour surmonter ces difficultés et résoudre le problème de l'affaiblissement des performances 

de ces systèmes, de nombreux chercheurs ont concentré leur intérêt sur l'analyse de la stabilité 

et la conception des systèmes de contrôle en réseau (SCR), en essayant de trouver une 
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meilleure solution [1], [2], [3]. Plusieurs travaux de la littérature ont été dédiés à l'étude de la 

stabilité non linéaire des SCR.  

Par exemple dans [7], les auteurs ont développé une méthode de contrôle en réseau à coût 

garanti avec un contrôleur de rétroaction d'état pour les systèmes flous Takagi-Sugeno (T-S) 

avec un retard. Puis ils ont introduit les incertitudes et les perturbations et ont présenté un 

contrôleur H∞ robuste pour les systèmes flous T-S avec un retard.  

Dans [11], la contribution au diagnostic des SCR consiste à modéliser deux parties physiques 

séparément. La partie système de communication, utilise le principe des observateurs 

stochastiques pour distinguer un défaut physique d’un retard et estimer les états non mesurés. 

La partie contrôle utilise  le principe de redondance analytique pour détecter et  isoler des 

défauts capteurs et actionneurs.  Le problème de la co-conception des systèmes commandés 

est traité dans [2] à travers un réseau sans fil. L’auteur présente une approche basée sur des 

réseaux bayésiens distribués pour prendre les décisions qui permettent d’assurer une bonne 

QdC et sur une méthode d’ordonnancement pour assurer la QdS qui permet de maintenir les 

performances du système. Un aperçu de méthodes traitant de l'amélioration de la robustesse 

contre les effets induits par le réseau et l’introduction d’approches de co-conception 

permettant de résoudre les problèmes de communication et de contrôle simultanément, a été 

présenté dans [6] . 

L’approche  proposée dans [12], utilise un algorithme de contrôle de stabilisation basé sur un 

observateur, pour estimer les états et l'entrée de commande, en construisant un système 

augmenté où l'entrée de commande d'origine est considérée comme un nouvel état.   

Par la suite, dans [13], les auteurs se concentrent sur le problème du contrôle des coûts 

garantis par rétroaction de sortie pour les SCR. Les pertes de paquets aléatoires et les retards  

sont modélisés avec de multiples chaînes de Markov unifiés et résolu via la théorie de la 

stabilité de Lyapunov et l'approche de l'inégalité de matrice linéaire. D’autres auteurs 

proposent une approche de co-conception entre le contrôleur d'une application de contrôle de 

processus et l’ordonnancement des trames pour les SCR, basés sur le réseau CAN[14]. 

L’objectif étant d'améliorer simultanément, la qualité de contrôle (QdC) et la qualité de 

service (QdS) d’un réseau CAN. Dans la partie contrôle, ils utilisent la méthode de conception 

de placement des pôles pour compenser le retard de communication en boucle fermée alors 

que dans la partie communication, ils proposent un schéma de priorité hybride pour 
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l'ordonnancement des messages afin d’améliorer la QdS. Dans [15], les auteurs  se sont 

'intéressés au contrôle H∞ déclenché par événement pour les SCR. Un schéma de 

transmission déclenché par les événements est introduit pour sélectionner les paquets de 

données nécessaires à transmettre afin que les précieuses ressources de communication 

puissent être sauvegardées de manière significative. L’étude [16] décrit une méthode de 

stabilisation exponentielle pour les systèmes flous Takagi-Sugeno avec un retard variable 

dans le temps.  Elle donne des résultats satisfaisants avec une amélioration des  performances  

du système. D’autre part, l’article [17] étudie le problème de la commande adaptative floue 

pour une catégorie de systèmes de commande en réseau non linéaires, avec entrée et sortie 

uniques et un retard et une perte de données induits par le réseau, basés sur une approche de 

commande backstepping. Ils ont utilisé les systèmes à logique floue pour approximer les 

caractéristiques non linéaires inconnues, existant dans le système alors que le retard induit par 

le réseau est géré par l'approximation de Padé.  

Le problème de la compensation du retard pour les (SCR) connectés via les bus CAN 

(Controller Area Network) est traité  dans [18].  Les auteurs  proposent une loi de contrôle de 

rétroaction à l'aide d'un prédicteur de Smith dans le domaine temporel.   

Le problème du contrôle prédictif déclenché par un événement, pour les systèmes non 

linéaires en réseau avec une correspondance de prémisse imparfaite,  est quant à lui abordé 

dans la référence[19]. La méthode commence par construire un modèle du système en 

intégrant le schéma de communication déclenché par événement et le contrôle prédictif,   puis 

la théorie de Lyapunov est utilisée pour assurer la stabilité asymptotique du système étudié. 

Enfin dans [20], les auteurs étudient la commande de rétroaction de sortie dynamique pour 

une classe de systèmes de commande en réseau flous Takagi-Sugeno (T-S) incertains, non 

linéaires et avec des retards mixtes variant dans le temps et des perturbations inégalées.  Le 

contrôleur est construit sur la base du modèle flou T-S et de l'approche de redondance des 

descripteurs. 

Le comportement des réseaux est aléatoire et rend difficile la transmission correcte des 

données aux actionneurs et aux contrôleurs. Nous avons donc porté notre intérêt sur la 

modélisation et la commande des systèmes contrôlés en réseau et en particulier, sur la 

modélisation des systèmes floue, de type Takagi-Sugeno (T-S) qui est capable d’agir sur les 

données incertaines.  
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1.8 Modélisation floue de type Takagi-Sugeno  

Depuis l’introduction de la logique floue en 1965 par Zadeh [21], la théorie des ensembles 

flous a été largement utilisée pour résoudre des problèmes dans divers domaines, son objectif 

est de formaliser des informations de nature imprécise et cela afin de résoudre des problèmes 

complexes. L’avantage et la force de la logique floue vient de sa capacité à traiter des données 

imprécises, mouvantes et des concepts incertains.   

Les modèles flous sont reconnus comme étant efficaces et adaptés pour la  représentation de 

systèmes dynamiques non linéaires complexes, en particulier pour les systèmes contenant des 

informations insuffisantes et incertaines [4], [16], [22]–[27].    

Grace à ce formalisme, le comportement non linéaire d’un système peut être représenté par 

une composition de règles du type « Si-Alors » avec une représentation mathématique, 

concaténant un ensemble de sous-modèles localement linéaires.  

Un modèle flou T-S d’un système non linéaire avec ième règle, s’écrit comme suit : 

Si θ1(t) est Fi1et θ2(t) est Fi2…  et θp(t) est Fip  Alors 

 {
𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝐵𝑖𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑖𝑥(𝑡)                  
                    i = 1, 2, . . ., r.                                                   (1.1)  

Où r est le nombre de règles Si-Alors; x(t) ∈  ℝn, u(t) ∈  ℝm et y(t) ∈  ℝ𝑙  représente le 

vecteur d’état, le vecteur de commande et le vecteur de sortie du système respectivement; 

Ai ∈  ℝ
n×n, Bi ∈  ℝ

n×m 𝑒𝑡 Ci ∈  ℝ
l×q  représente la matrice d’état, la matrice d’entrée et la 

matrice de sortie du système respectivement; 𝜃1(t),  𝜃2(t)... 𝜃𝑝(t) sont les variables de 

prémisses qui dépendent de l’entrée et/ou de l’état du système; Fig (g = 1, 2,…, p) est 

l’ensemble flou.  

L’inférence du système flou est donnée par : 

{
 
 

 
 𝑥̇(𝑡) =∑ℎ𝑖(𝜃(𝑡))[𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝐵𝑖𝑢(𝑡)]

𝑟

𝑖=1

𝑦(𝑡) =  ∑ℎ𝑖(𝜃(𝑡))[

𝑟

𝑖=1

𝐶𝑖𝑥(𝑡)]                 

        i =  1, 2, . . . , r                                                    (1.2) 
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Où 

ℎ𝑖(𝜃(𝑡)) =  
𝜇𝑖(𝜃(𝑡))

∑  𝜇𝑖(𝜃(𝑡))
𝑟
𝑖=1

  

avec 

𝜇𝑖(𝜃(𝑡)) =  ∏𝐹𝑖𝑗(𝜃𝑗(𝑡))

𝑝

𝑗=1

 

𝐹𝑖𝑗(𝜃𝑗(𝑡)) représente la valeur de la fonction d’appartenance 𝜃𝑗(𝑡) dans l’ensemble flou 𝐹𝑖𝑗. 

Notons les propriétés suivantes :  

                                                    

{
 

 
𝜇𝑖(𝜃(𝑡))  ≥ 0

∑ 𝜇𝑖(𝜃(𝑡))

𝑟

𝑖 = 1

> 0
                                                                      (1.3) 

ℎ𝑖(𝜃(𝑡)) représente les fonctions d’activations non linéaires de la ième règle du modèle flou. 

Ces fonctions vérifient la propriété d’une somme convexe (1.4), c’est-à-dire :   

                                {

ℎ𝑖(𝜃(𝑡)) ≥ 0

∑ℎ𝑖(𝜃(𝑡)) = 1

𝑟

𝑖=1

                              i =  1, 2, … , r                                         (1.4) 

1.8.1 Construction du modèle flou T-S 

Pour la construction d’un modèle flou T-S, trois approches essentielles sont décrites dans la 

littérature : 

• Le première approche consiste à faire des identifications à partir des données d’entrées 

et de sorties du système [28]–[33]. 

• la deuxième approche se base directement sur la linéarisation du modèle  autour d’un 

ensemble de points de fonctionnement. Il en résulte des modèles linéaires locaux 

autour de ces points de fonctionnement [34] et [35]. 
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• la troisième approche consiste à obtenir un modèle flou T-S identique au modèle non-

linéaire sur un espace compact des variables d’états. Cette méthode est appelée 

approche par secteur non-linéaire [36]–[40]. Elle permet d’assembler une infinité de 

modèles Takagi-Sugeno pour un système non linéaire suivant le découpage des non-

linéarités. C’est cette approche qui a été retenue dans notre travail. Elle permet de 

passer d’un modèle non linéaire à un modèle de type Takagi Sugeno. 

1.8.2 Construction d’un modèle Takagi-Sugeno par secteur non linéaires 

Soit le système non linéaire suivant : 

                               𝑥̇𝑖(𝑡) =∑𝑓𝑖𝑗(𝑥(𝑡))𝑥𝑗(𝑡) +∑𝑔𝑖𝑘(𝑥(𝑡))𝑢𝑘(𝑡)

𝑚

𝑘=1

𝑛

𝑗=1

                                        (1.5) 

Où 𝑛 𝑒𝑡 𝑚 sont les nombres de variables d’état et d’entrées respectivement. x(t) ∈

 ℝn  est un vecteur d′état et u(t) ∈  ℝm représente le vecteur de commande du 

système. 𝑓𝑖𝑗(𝑥(𝑡)) et 𝑔𝑖𝑘(𝑥(𝑡)) sont des fonctions non linaires dépendant de 𝑥(𝑡).  

Pour obtenir un modèle Takagi-Sugeno floue, on détermine en premier, les valeurs minimum 

et maximum de 𝑓𝑖𝑗(𝑥(𝑡)) et 𝑔𝑖𝑘(𝑥(𝑡)). 

                               𝑎𝑖𝑗1 = max
𝑥(𝑡)

{𝑓𝑖𝑗(𝑥(𝑡))},     𝑎𝑖𝑗2 = min
𝑥(𝑡)

{𝑓𝑖𝑗(𝑥(𝑡))},                                  (1.6) 

𝑏𝑖𝑘1 = max
𝑥(𝑡)

{𝑔𝑖𝑘(𝑥(𝑡))} , 𝑏𝑖𝑘2 = min
𝑥(𝑡)

{𝑔𝑖𝑘(𝑥(𝑡))}.  

 𝑓𝑖𝑗 et 𝑔𝑖𝑘 peuvent alors être représentés par : 

𝑓𝑖𝑗(𝑥(𝑡)) =∑ℎ𝑖𝑗ℓ(𝑥(𝑡)) 𝑎𝑖𝑗ℓ

2

ℓ=1

 

𝑔𝑖𝑘(𝑥(𝑡)) =∑𝑣𝑖𝑘ℓ(𝑥(𝑡)) 𝑏𝑖𝑘ℓ

2

ℓ=1

 

Avec : 
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 ∑ℎ𝑖𝑗ℓ(𝑥(𝑡)) 

2

ℓ=1

= 1          𝑒𝑡        ∑𝑣𝑖𝑘ℓ(𝑥(𝑡)) = 1

2

ℓ=1

 

 

Les fonctions d’appartenance sont définies comme suit : 

ℎ𝑖𝑗1(𝑥(𝑡)) =
𝑓𝑖𝑗(𝑥(𝑡)) − 𝑎𝑖𝑗2

𝑎𝑖𝑗1 − 𝑎𝑖𝑗2
, ℎ𝑖𝑗2(𝑥(𝑡)) =

𝑎𝑖𝑗1 − 𝑓𝑖𝑗(𝑥(𝑡))

𝑎𝑖𝑗1 − 𝑎𝑖𝑗2
 

 

𝑣𝑖𝑘1(𝑥(𝑡)) =
𝑔𝑖𝑘(𝑥(𝑡)) − 𝑏𝑖𝑘2
𝑏𝑖𝑘1 − 𝑏𝑖𝑘2

, 𝑣𝑖𝑘2(𝑥(𝑡)) =
𝑏𝑖𝑘1 − 𝑔𝑖𝑘(𝑥(𝑡))

𝑏𝑖𝑘1 − 𝑏𝑖𝑘2
 

En utilisant la représentation par un modèle Takagi-Sugeno floue, le système (1.5) peut être 

réécrit comme suit : 

          𝑥̇(𝑡) =∑∑ℎ𝑖𝑗ℓ(𝑥(𝑡)) 𝑎𝑖𝑗ℓ

2

ℓ=1

𝑥(𝑡)

𝑛

𝑗=1

+∑∑𝑣𝑖𝑘ℓ(𝑥(𝑡)) 𝑏𝑖𝑘ℓ

2

ℓ=1

𝑢(𝑡)

𝑚

𝑘=1

                             (1.7) 

1.8.3 Stabilité des systèmes Takagi-Sugeno 

L’analyse de la stabilité des modèles Takagi-Sugeno est fréquemment étudiée par la technique 

de Lyapunov quadratique qui impose des exigences restrictives et donne des conditions de 

stabilité suffisantes. 

Soit le modèle Takagi-Sugeno en boucle ouverte, suivant: 

                                      𝑥̇(𝑡) =∑ℎ𝑖(𝜃(𝑡))𝐴𝑖𝑥(𝑡)

𝑟

𝑖=1

                                                                         (1.8) 

La condition suffisante de la stabilité asymptotique du point d’équilibre (x(t) = 0) pour le 

système (1.8) est l’existence d’une matrice symétrique définie positive P qui vérifie le 

théorème suivant : 

Théorème [41] : Le modèle flou (1.8) est globalement asymptotiquement stable, s’il existe 

une matrice commune définie positive P = PT > 0 qui satisfait la condition suivante : 

𝐴𝑖
𝑇𝑃 + 𝑃𝐴𝑖 < 0    ∀ 𝑖 = 1,… , 𝑟 
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1.8.4 Stabilisation des modèles Takagi-Sugeno 

L’une des premières idées de la stabilisation de modèles flous de Takagi-Sugeno, est celle 

d’utiliser des retours d’état linéaires. Après, il y a eu la loi de commande connue sous le nom 

de PDC (Parallel Distributed Compensation) [30] et qui permet de prendre en compte les non 

linéarités des modèles flous.  

L’avantage de cette loi de commande est qu’elle permet de respecter la même structure de 

découpage des non linéarités que celle utilisée pour l’obtention du modèle TS. Le principe est 

de construire un régulateur par retour d’état pour chaque modèle local. La loi de commande 

globale est obtenue par l’interpolation des lois de commande linéaires locales. 

Soit le modèle TS continu suivant en boucle fermée : 

      

{
 
 

 
 𝑥̇(𝑡) =∑ℎ𝑖(𝜃(𝑡))[𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝐵𝑖𝑢(𝑡)]

𝑟

𝑖=1

𝑧(𝑡) =  ∑ℎ𝑖(𝜃(𝑡))[

𝑟

𝑖=1

𝐶𝑖𝑥(𝑡)]                 

        i =  1, 2, . . . , r                                              (1.9) 

1.8.4.1 Loi de commande par retour d’état 

Les règles du contrôleur PDC peuvent être écrites sous la forme : 

Si θ1(t) est Fi1et θ2(t) est Fi2…  et θp(t) est Fip  Alors 

                𝑢(𝑡) = −𝐾𝑖𝑥(𝑡)                      i = 1, 2, . . ., r.                                                   (1.10) 

La loi de commande PDC globale obtenue par interpolation des lois de commande linéaires 

locales est de la forme : 

                                               𝑢(𝑡) = −∑ℎ𝑖(𝜃(𝑡))𝐾𝑖𝑥(𝑡)

𝑟

𝑖=1

                                                         (1.11) 

Avec 

Où 𝐾𝑖: 𝑖 = 1,… , 𝑟 est le gain de retour local relatif au 𝑖è𝑚𝑒 modèle, avec les mêmes ℎ𝑖(𝜃(𝑡)) 

que ceux du modèle flou. 
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En combinant les équations (1.9) et (1.11). La représentation du modèle global en boucle 

fermée avec une loi de commande PDC est donnée par : 

                          𝑥̇(𝑡) = ∑∑ℎ𝑖(𝜃(𝑡))ℎ𝑗(𝜃(𝑡))(𝐴𝑖 − 𝐵𝑖𝐾𝑗)𝑥(𝑡)

𝑟

𝑗=1

𝑟

𝑖=1

                                          (1.12) 

La méthode de conception de contrôleur ci-dessus des systèmes de contrôle flous est basée sur 

l'hypothèse que les états sont disponibles pour la mise en œuvre du contrôleur, ce qui n'est pas 

vrai dans de nombreux cas pratiques. Par conséquent, le contrôle par retour de sortie 

dynamique des systèmes flous est très important [42]. 

1.8.4.2 Loi de commande par retour de sortie dynamique 

Les règles du contrôleur par retour de sortie dynamique peuvent être écrites sous la forme : 

Si θ1(t) est Fi1et θ2(t) est Fi2…  et θp(t) est Fip  Alors 

          𝑥̇𝑐(𝑡) = 𝐴𝑐𝑖𝑥𝑐(𝑡) + 𝐵𝑐𝑖𝑧(𝑡) 

           𝑢(𝑡) = 𝐶𝑐𝑖𝑥𝑐(𝑡),                                     𝑖 = 1, 2, … , 𝑟                               (1.13) 

Où 𝑥𝑐(𝑡) ∈  ℝ
𝑛 est l'état du contrôleur ; Aci ∈  ℝ

n×n, Bci ∈  ℝ
n×m 𝑒𝑡 Cci ∈  ℝ

l×q , sont les 

matrices du contrôleur à déterminer. 

L’inférence du contrôleur flou par retour de sortie dynamique est donnée par : 

{
 
 

 
 𝑥̇𝑐(𝑡) =∑ℎ𝑖(𝜃(𝑡))[

𝑟

𝑖=1

𝐴𝑐𝑖𝑥𝑐(𝑡) + 𝐵𝑐𝑖𝑧(𝑡)]

𝑢(𝑡) =∑ℎ𝑖(𝜃(𝑡))[

𝑟

𝑖=1

𝐶𝑐𝑖𝑥𝑐(𝑡)]                 

       i =  1, 2, . . . , r                                            (1.14) 

En combinant les équations (1.9) et (1.14). La représentation du modèle global en boucle 

fermée est donnée par : 

               𝑥̇𝐶𝐿(𝑡) =∑∑ℎ𝑖ℎ𝑗[

𝑟

𝑗=1

𝑟

𝑖=1

𝐴𝐶𝐿𝑖𝑗(𝑡)𝑥𝐶𝐿(𝑡)]                                                                         (1.15) 

Où : 
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             𝑥𝐶𝐿(𝑡) = [
𝑥(𝑡)
𝑥𝑐(𝑡)

] , 𝐴𝐶𝐿𝑖𝑗 = [
𝐴𝑖 𝐵𝑖𝐶𝑐𝑗
𝐵𝑐𝑗𝐶𝑖 𝐴𝑐𝑗

]   

1.8.5 Commande Robuste des modèles Takagi-Sugeno 

Dans la littérature plusieurs travaux ont été développés concernant la synthèse de commandes 

robustes pour les modèles TS avec des incertitudes paramétriques bornées, Nous citons les 

principaux résultats [43]–[48]. 

Le modèle TS avec des incertitudes paramétriques s’écrit d’une manière générale comme suit 

[49] :  

    

{
 
 

 
 𝑥̇(𝑡) =∑ℎ𝑖(𝜃(𝑡))[(𝐴𝑖 + ∆𝐴𝑖)𝑥(𝑡) + (𝐵𝑖 + ∆𝐵𝑖)𝑢(𝑡)]

𝑟

𝑖=1

𝑧(𝑡) =  ∑ℎ𝑖(𝜃(𝑡))[

𝑟

𝑖=1

(𝐶𝑖 + ∆𝐶𝑖)𝑥(𝑡)]                 

       i =  1, 2, . . . , r               (1.16) 

Avec :  ∆𝐴𝑖 = 𝐻𝑎∆𝑎𝑖𝐸𝑎𝑖 , ∆𝐵𝑖 = 𝐻𝑏∆𝑏𝑖𝐸𝑏𝑖 𝑒𝑡  ∆𝐶𝑖 = 𝐻𝑐∆𝑐𝑖𝐸𝑐𝑖  

Où 𝐻𝑎, 𝐻𝑏 ,  𝐻𝑐,  𝐸𝑎𝑖 ,  𝐸𝑏𝑖,  𝐸𝑐𝑖 sont des matrices constantes, et les incertitudes 

∆𝑎𝑖(𝑡),  ∆𝑏𝑖(𝑡) 𝑒𝑡 ∆𝑐𝑖(𝑡)  sont bornées dans le temps de la façon suivante :  

              ∆𝑎𝑖
𝑇(𝑡)∆𝑏𝑖(𝑡) ≤ 𝐼,  ∆𝑏𝑖

𝑇(𝑡)∆𝑏𝑖(𝑡) ≤ 𝐼  𝑒𝑡  ∆𝑐𝑖
𝑇(𝑡)∆𝑐𝑖(𝑡) ≤ 𝐼. 

Dans cette thèse, les conditions de stabilité et de stabilisation seront exprimées sous la forme 

d’inégalités linéaires matricielles (LMIs). Ce qui suit, nous présentons une brève description 

des LMI. 

1.9 Les inégalités matricielles linéaires (LMIs)  

L'introduction de l'outil LMI (Linear Matrix Inequality) dans l'analyse des systèmes 

dynamiques date de 1890, quand Lyapunov avait publié son travail fondamental introduisant 

la théorie de Lyapunov. Depuis quelques années, de nombreux travaux ayant pour principal 

objectif de réduire une grande variété de problèmes de synthèse ou d'analyse à des problèmes 

d'optimisation convexe par la formulation LMI. Parmi les points forts de LMI est que diverses 

spécifications et contraintes de conception peuvent être exprimées sous forme de LMI et peut 

être résolu par des algorithmes d'optimisation efficaces (les « solveurs LMI »). 



Chapitre 1 : Généralités sur les systèmes contrôlés en réseau 

32 

 

1.9.1 Formalisme de LMI  

Les contraintes de LMI s’écrivent sous la forme :  

                             𝐹(𝑥) = 𝐹0 +∑𝑥𝑖  𝐹𝑖

𝑚

𝑖=1

< 0                                                                                 (1.17) 

où 𝑥 = [𝑥1, … , 𝑥𝑚] est le vecteur des variables de décision, 𝐹𝑖 = 𝐹𝑖
𝑇 ∈ ℝ𝑛×𝑛 , sont des 

matrices donnée,  𝑖 = 0,1, … ,𝑚  . L’ensemble des solutions 𝑆 = {𝑥 ∈ ℝ𝑚 , 𝐹(𝑥) < 0} est 

convexe. 

1.9.2 Technique d’analyse et transformations matricielles 

En général, les conditions sur la stabilité ne sont pas données sous forme de LMI directement. 

Pour cela, quelques transformations matricielles sont nécessaires pour rendre les inégalités 

matricielles linéaires par rapport à des variables recherchées ou de traiter certains cas 

particuliers. Nous présentons, dans ce qui suit, quelques techniques de transformation 

matricielle. 

Lemme 1.1 (Complément de Schur) soient trois matrices 𝑅(𝑥) = 𝑅𝑇(𝑥), 𝑄(𝑥) =

𝑄𝑇(𝑥), 𝑆(𝑥) affines par rapport à la variable 𝑥. Alors, la LMI  

                                               [
𝑄(𝑥) 𝑆(𝑥)

𝑆𝑇(𝑥) 𝑅(𝑥)
] > 0                                                                           (1.18) 

Est équivalente à : 

                         𝑅(𝑥) > 0,      𝑄(𝑥) − 𝑆(𝑥)𝑅−1(𝑥)𝑆𝑇(𝑥) > 0                                                (1.19) 

En d'autres termes, l'ensemble des inégalités non linéaires (1.19) peut être représenté par la 

LMI (1.18). 

Lemme 1.2 (Congruence) : soit deux matrices 𝑃 et 𝑄, si 𝑃 est définie positive et si 𝑄 est de 

rang plein en colonne alors la quantité 𝑄𝑃𝑄𝑇est définie positive. 

Lemme 1.3 (Carré matriciel) : Soit 𝑋 et 𝑌 deux matrices aux tailles appropriées. L’inégalité 

suivante est toujours vraie pour toute matrice 𝑄 = 𝑄𝑇 > 0 
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                                            𝑋𝑌𝑇 + 𝑌𝑋𝑇 ≤ 𝑋𝑄𝑋𝑇 + 𝑌𝑄𝑌𝑇                                                         (1.20) 

1.10 La stabilité exponentielle 

Le concept de la stabilité exponentielle contient une information supplémentaire : la rapidité 

de la convergence vers l’origine. Cela permet d'améliorer les performances du système et 

garantir la vitesse de convergence vers l'état. 

Définition 1.1 : Le point d’équilibre 𝑥𝑒 est exponentiellement stable avec un taux de 

convergence 𝛼 > 0, s’il existe 𝑟 >  0 et β > 0 telle que ‖𝑥(0) − 𝑥𝑒‖ < 𝑟, nous avons : 

‖𝑥(𝑡) − 𝑥𝑒‖ ≤ 𝛽‖𝑥(0) − 𝑥e‖𝑒
−𝛼𝑡,         ∀𝑡 ≥ 0. 

1.11 Conclusion 

Dans ce chapitre, on a mis en évidence l'importance croissante des systèmes de contrôle et 

leur évolution vers les systèmes contrôlés en réseau. Dans cette partie, nous avons vu que la 

communication est une composante essentielle des systèmes contrôlés en réseau, permettant 

la coordination et la gestion efficace des processus. Le choix du type de réseau dépend des 

besoins spécifiques de l’application, en tenant compte des avantages et des inconvénients de 

chaque option. Grâce aux avancées technologiques de communication, l'intégration du 

contrôle dans les réseaux est devenue essentielle, mais a également introduit de nouveaux 

défis liés aux comportements aléatoires des réseaux. Pour surmonter ces défis, nous avons 

exploré l'utilisation de la modélisation floue de type Takagi-Sugeno (T-S) pour représenter 

des systèmes complexes et incertains. Différentes méthodes de contrôle, telles que la 

stabilisation par retour d'état et la commande par retour de sortie dynamique, ont été 

développées pour assurer la stabilité des systèmes. Enfin, la stabilité exponentielle a été 

identifiée comme un élément clé pour améliorer les performances du système.  
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 Chapitre 2 : Contrôle des systèmes flous T-S avec un 

retard variable dans le temps 

2.1 Introduction 

Dans le chapitre précédent, nous avons exploré l'importance et les avantages du contrôle des 

systèmes en réseau (SCR), soulignant leur utilité dans divers contextes industriels. Nous 

avons également identifié plusieurs problèmes inhérents à ces systèmes, notamment les 

perturbations induites par la communication, les pertes de paquets et les retards. Dans cette 

continuité, le présent chapitre se consacre à une analyse approfondie des retards temporels, 

qui jouent un rôle crucial dans les systèmes de contrôle. Nous débutons en rappelant que les 

études initiales se concentraient sur les retards constants, cependant, cette approche s'est 

avérée insuffisante pour modéliser adéquatement la complexité des systèmes réels. 

L'introduction de ce chapitre se fixe pour objectif de mettre en évidence la pertinence des 

retards temporels dans les systèmes de contrôle. Nous débutons par revisiter la focalisation 

initiale sur les retards constants et comment cette approche s'est élargie pour englober les 

retards variables, en particulier dans le contexte des SCR.  

La suite du chapitre introduit les différentes méthodes d'analyse de la stabilité des systèmes 

retardés. Une attention particulière sera portée aux approches temporelles, notamment les 

fonctions de Lyapunov-Krasovskii et de Razumikhin. L’efficacité de ces méthodes est  

illustrée par des exemples concrets, démontrant ainsi leur efficacité dans la gestion des 

problèmes liés aux retards temporels, pouvant intervenir dans les systèmes de contrôle.  

2.2 Types du retard 

Le retard, est un élément important qui doit être pris en considération dans l’étude de tout 

système. Il affecte les mesures, les informations envoyées, et la performance des systèmes. En 

ingénierie, la présence de retards rend l'analyse du système et la conception du contrôle 

beaucoup plus complexes. Pour cela, il faut savoir de quel type ou de quelle catégorie est le 

retard qui affecte le système qu’on considère, afin qu’on puisse le traiter.  



Chapitre 2 : Contrôle des systèmes flous T-S avec un retard variable dans le temps 

35 

 

Il existe plusieurs catégories de retard : le retard constant, le retard variable dans le temps, le 

retard distribué, le retard en fonction de l’état et le retard Quenching ; chaque catégorie peut 

se diviser en sous type. 

2.2.1 Le retard constant 

C’est pratiquement l’un des premiers types de retard pris en considération pour la stabilité des 

systèmes. Au début, les chercheurs se sont concentrés particulièrement sur la prise en charge 

du retard constant connu ou inconnu et au fil du temps, ils ont trouvé que la modélisation des 

systèmes réels avec ce type de retard n’est pas suffisante et les éloignait de la réalité. 

2.2.2 Le retard variable dans le temps 

Dans les systèmes de commande en réseau, il faut prendre en considération les variations du 

retard qui apparaîtront lors de la transmission des données entre les différentes parties du 

système. On distingue trois classes pour ce type de retard : 

2.2.2.1 Le retard borné  

On le représente par une fonction h(t) variable dans le temps, connue sur un intervalle borné, 

telle que :  

ℎ1 ≤ ℎ(𝑡) ≤  ℎ2 

Avec : ℎ1 𝑒𝑡 ℎ2  ≥ 0,  ℎ1 représente la valeur minimale du retard et ℎ2 représente sa valeur 

maximale. 

2.2.2.2 Le retard à dérivée bornée  

En supposant qu’il existe un réel 𝑑 tel que : 

ℎ(𝑡) ≤ 𝑑 < 1, 

Alors la fonction 𝑔(𝑡) = 𝑡 − ℎ(𝑡) est strictement croissante, c’est à dire, les données qui 

seront en retard arriveront de manière successive et ordonnées chronologiquement. 

2.2.2.3 Le retard variable arbitraire  

Ce type de retard correspond au cas où ℎ(𝑡) et sa dérivée ℎ′(𝑡) ne sont pas bornés. 
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2.2.3 Le retard Quenching 

Ce type de retard présente une particularité unique par rapport aux autres. Dans un intervalle 

donné, il est possible de trouver un système stable lorsque le retard est constant. Cependant, 

dans le même intervalle, le même système peut devenir instable si le retard devient variable 

dans le temps, et vice-versa. Ce phénomène a été évoqué dans les références [50] et [51]. 

2.3 Stabilité des systèmes à retards 

Dans la plupart du temps, le retard réduit les performances des systèmes commandés, ce qui 

peut conduire à l’instabilité du système. 

Dans cette section, nous allons donner quelques notions sur la stabilité des systèmes à retards. 

Les principales méthodes utilisées pour étudier la stabilité des systèmes à retards sont de type: 

approches fréquentielles et temporelles.  

Les méthodes dans le domaine fréquentiel ne conviennent que pour les systèmes à retard 

constant [52], [53].  C’est pourquoi, nous nous concentrons dans cette thèse sur les méthodes 

dans le domaine temporel  et plus exactement aux deux méthodes les plus utilisées pour 

étudier la stabilité des systèmes à retard : méthode basée sur l’utilisation de la fonctionnelle de 

Lyapunov-Krasovskii [54] et méthode basée sur  la fonction de Razumikhin [55].  

Pour bien préciser les formulations et définitions à introduire dans cette partie, nous 

considérons le système à retard suivant :  

                  {
𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥𝑡),       ∀ 𝑡 ≥ 0,

𝑥0(𝜃) = ∅(𝜃),     ∀𝜃 ∈ [−ℎ, 0],
                                                                        (2.1) 

Où 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥𝑡) est la fonction vectorielle décrivant l'évolution du système. Elle dépend du 

temps t, du vecteur d'état 𝑥(𝑡) à l'instant 𝑡, ainsi que du vecteur d'état 𝑥𝑡  contenant les états 

passés du système dans l'intervalle [−ℎ, 0], 𝑥0(𝜃) est le vecteur d'état initial, défini pour les 

instants 𝜃 et ℎ est le retard du système, représentant le laps de temps entre l'instant 𝑡 et les 

instants antérieurs 𝑡 −  ℎ. 
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2.3.1 Approche de stabilité par la fonction de Lyapunov-Krasovskii   

L’approche de Lyapunov-Krasovskii est une extension de la deuxième méthode de Lyapunov 

pour la classe des systèmes à retard. En présence du retard, la fonction de Lyapunov 𝑉(𝑡, 𝑥𝑡) 

dépendant de  la valeur de l’état dans l’intervalle [𝑡 − ℎ, 𝑡]  est une fonctionnelle dépendante 

de l’état et qui permet également de mesurer la déviation de l’état de la solution triviale. Cette 

fonction est appelée fonction de Lyapunov-Krasovskii généralisant la seconde méthode de 

Lyapunov pour les systèmes à retard. L’idée principale de cette approche est de déterminer 

une fonctionnelle 𝑉(𝑡) définie positive dont la dérivée le long des trajectoires est définie 

négative. Le théorème suivant, énonce les conditions suffisantes pour la stabilité du système à 

retard (2.1) 

Théorème de Lyapunov-Krasovskii [56]   

Soit 𝑓 ∶  ℝ × 𝐶𝑛,𝑑 ⟼ℝ𝑛 bornée et les fonctions 𝑢(𝑠), 𝑣(𝑠) et 𝑤(𝑠) continues, non négatives 

et non décroissantes avec 𝑢(𝑠), 𝑣(𝑠) > 0 pour 𝑠 ≠ 0 et 𝑢(0) = 𝑣(0) = 0. S’il existe une 

fonction continue 𝑉 ∶  ℝ × 𝐶𝑛,𝑑 ⟼ℝ telle que 

  (i) 𝑢(‖𝜙(0)‖) ≤ 𝑉(𝑡, 𝜙) ≤  𝑣(‖𝜙‖𝑐), 

  (ii) 𝑉̇(𝑡, 𝜙) ≤ −𝑤(‖𝜙(0)‖), 

Alors la solution (triviale) 𝑥 = 0 de l’équation (2.1) est uniformément stable.  

Si 𝑢(𝑠) → ∞ pour 𝑠 → ∞ alors la solution est uniformément bornée.  

Si 𝑤(𝑠) > 0 pour   𝑠 > 0, alors la solution 𝑥 = 0 est uniformément asymptotiquement stable. 

2.3.2 Approche de stabilité par la fonction de Lyapunov-Razumikhin   

L’idée principale de cette approche est de trouver une fonction de Lyapunov dont la dérivée 

n’est pas négative pour toutes les trajectoires, mais seulement pour les trajectoires de l’état qui 

s’éloignent du point d’équilibre ; la condition générale garantissant que toutes les trajectoires 

du système tendent vers le point d’équilibre n’est plus nécessaire. C’est-à-dire la négativité 

n’est requise que pour les trajectoires qui, à l’instant t, appartiennent à un certain espace défini 

par l’évolution du système sur l’intervalle [𝑡 − 𝜏, 𝑡]. 
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La définition précise est donnée dans le théorème suivant.  

Théorème de Razumikhin [56]   

Supposons que la fonction 𝑓 ∶  ℝ × 𝐶𝑛,𝑑 ⟼ℝ𝑛 soit bornée  et que 𝑢, 𝑣 et 𝑤 : : ℝ+ ⟼

ℝ+ sont des  fonctions continues, non décroissantes telles que 𝑢(𝑠), 𝑣(𝑠),𝑤(𝑠) > 0 pour 𝑠 ≠

0 et 𝑢(0) = 𝑣(0) = 0.  

Supposons qu’il existe une fonction continue 𝑉: ℝ × ℝ𝑛 ⟼ℝ telle que 

(a) 𝑢(‖𝜙(0)‖) ≤ 𝑉(𝑡, 𝜙) ≤  𝑣(‖𝜙‖), 

(b) 𝑉̇(𝑡, 𝜙) ≤ −𝑤(‖𝜙(0)‖)  pour toutes les trajectoires de (2.1) vérifiant : 

                              𝑉(𝑡 + 𝜃, 𝜙(𝑡 + 𝜃)) ≤ 𝑉(𝑡 + 𝜙(𝑡))    ∀𝜃 ∈ [−ℎ, 0]                              (2.2) 

Alors la solution 𝑥𝑡 = 0 est uniformément stable pour (2.1). 

De plus, si 𝑤(𝜃) > 0 pour tout 𝜃 > 0 et s’il existe une fonction 𝑝 ∶ ℝ+ ⟼ℝ+  strictement 

croissante avec 𝑝(𝜃) > 𝜃  pour tout 𝜃 > 0 telle que 

(i) 𝑢(‖𝜙(0)‖) ≤ 𝑉(𝑡, 𝜙) ≤  𝑣(‖𝜙‖), 

(ii) 𝑉̇(𝑡, 𝜙) ≤ −𝑤(‖𝜙(0)‖)  , pour toutes les trajectoires de (2.1) vérifiant : 

                             𝑉(𝑡 + 𝜃, 𝑥(𝑡 + 𝜃)) ≤ 𝑝(𝑉(𝑘 + 𝜙(𝑡))    ∀𝜃 ∈ [−ℎ, 0]                            (2.3) 

Alors une telle fonction V est appelée fonction de Lyapunov-Razumikhin et la solution 𝑥𝑡 = 0 

de (2.1) est uniformément asymptotiquement stable. 

Cette approche conduit à des conditions plus conservatives et elle est inapplicable dans le cas 

de la commande 𝐻∞ [57], [58]. 

2.4 Stabilité indépendante et stabilité dépendante du retard 

Les approches pour l’étude de la stabilité des systèmes à retards se divisent en deux classes. 

Dans la première classe, on trouve les approches qui établissent des conditions de stabilité 
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indépendantes du retard alors que les approches de la deuxième classe s’intéressent aux 

conditions de stabilité dépendantes du retard. 

Les premières études sur la stabilité des systèmes à retards ont principalement portées sur la 

stabilité indépendante de la taille du retard. Plusieurs chercheurs ont exploré de manière 

approfondie cette approche pour la stabilité des différents types de systèmes à retard [59]–

[61]. Puis, plus tard de nombreux critères de stabilité dépendants de la taille du retard ont été 

établis dans le but de réduire le conservatisme des résultats obtenus, surtout lorsque le retard 

est faible. Les approches alors utilisées dans ces derniers travaux ont été fondées sur les 

théorèmes de Lyapunov-Krasovskii ou de Lyapunov-Razumikhin.   

Contrairement à l’approche indépendante du retard, pour celle dépendante du retard, 

l’information disponible sur le retard est explicitement prise en compte dans l’élaboration du 

critère de stabilité [56], [62]–[64]. 

Après avoir exploré les approches de stabilité indépendantes et dépendantes du retard, nous 

devons maintenant aborder la complexité liée à l'élaboration d'hypothèses basées sur des 

modèles proches des systèmes de contrôle en réseau. Pour surmonter cette difficulté, nous 

choisissons d'adopter des systèmes flous T-S incertains qui offrent une flexibilité accrue dans 

leur modélisation. Cette approche nous permet de minimiser les perturbations et d'améliorer 

les performances du système. En conséquence, nous proposons l'utilisation d'un contrôleur 

flou H∞ spécialement conçu pour les systèmes flous T-S incertains, prenant en compte leur 

retard variable dans le temps. 

Passons désormais à la représentation des systèmes à retard en utilisant le modèle flou T-S. 

Grâce à cette représentation, nous pouvons décrire explicitement les systèmes non linéaires à 

retard. 

2.5 Représentation des systèmes à retard par le modèle T-S flou  

Considérons un système non linéaire à retard qui peut être représenté par le modèle flou T – S 

comme suit : 

Règle i : Si 𝜃1(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹𝑖1𝑒𝑡 𝜃2(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹𝑖2…  𝑒𝑡 𝜃𝑝(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹𝑖𝑝  𝐴𝑙𝑜𝑟𝑠 

         𝑥̇(𝑡) =  (𝐴𝑖 + ΔAi)𝑥(𝑡) + (𝐴𝑑𝑖 + ΔA𝑑𝑖)𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) + (𝐵𝑖 + Δ𝐵𝑖)𝑢(𝑡) + 𝐷𝑖𝜔(𝑡) 

         𝑧(𝑡) = 𝐶𝑖𝑥(𝑡)            (2.4) 
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         𝑥(𝑡) =  𝜑(𝑡)  𝑡 ∈ [−max{𝑑2}, 0], 

Où 𝑖 =  1, 2, . . . , 𝑟  est le nombre de règles Si-Alors; x(t) ∈  ℝn, u(t) ∈  ℝm et z(t) ∈

 ℝ𝑙  représente le vecteur d’état, le vecteur de commande et le vecteur de sortie de mesure 

respectivement; ω(k) ∈  ℝp  désigne la perturbation exogène, il est supposé appartenir à 

𝐿2[0,∞[; les matrices 𝐴𝑖 , 𝐴𝑑𝑖 , 𝐵𝑖, 𝐶𝑖,  𝐷𝑖 sont de dimensions appropriées ; ΔAi, ΔAdi, ΔBi 

dénotent les incertitudes dans le système; 𝜃1(t),  𝜃2(t)... 𝜃𝑝(t) sont les variables de prémisses 

qui dépendent de l’entrée et/ou de l’état du système; la condition initiale 𝜑(t) est une fonction 

différentiable ou un vecteur constant Fig (g = 1, 2,…, p) est l’ensemble flou.  

d(t) représente le retard variable dans le temps et satisfaisant0 < 𝑑1 ≤ 𝑑(𝑡) ≤  𝑑2.   

Avec : 𝑑1, 𝑑2 Représentent les bornes des intervalles de 𝑑(𝑡). 

L’inférence du système flou est décrite par : 

𝑥̇(𝑡) =∑ℎ𝑖(𝜃(𝑡))[

𝑟

𝑖=1

(𝐴𝑖 + ΔAi)𝑥(𝑡) + (𝐴𝑑𝑖 + ΔA𝑑𝑖) 𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))  + (𝐵𝑖 + Δ𝐵𝑖)𝑢(𝑡)

+ 𝐷𝑖𝜔(𝑡)] 

𝑧(𝑡) =  ∑ℎ𝑖(𝜃(𝑡))[

𝑟

𝑖=1

𝐶𝑖𝑥(𝑡)]                                                                                                           (2.5) 

Où les fonctions de base floues sont définies par : 

                         ℎ𝑖(𝜃(𝑡)) =  
𝜇𝑖(𝜃(𝑡))

∑  𝜇𝑖(𝜃(𝑡))
𝑟
𝑖=1

,   avec    𝜇𝑖(𝜃(𝑡)) =  ∏𝐹𝑖𝑗(𝜃𝑗(𝑡))

𝑝

𝑗=1

                   (2.6) 

𝐹𝑖𝑗(𝜃𝑗(𝑡)) représente la valeur de la fonction d’appartenance 𝜃𝑗(𝑡) dans l’ensemble flou 𝐹𝑖𝑗. 

On suppose que: 

𝜇𝑖(𝜃(𝑡))  ≥ 0       𝑒𝑡   ∑ 𝜇𝑖(𝜃(𝑡))

𝑟

𝑖 = 1

> 0 



Chapitre 2 : Contrôle des systèmes flous T-S avec un retard variable dans le temps 

41 

 

ℎ𝑖(𝜃(𝑡)) représente les fonctions d’activations non linéaires de la ième règle du modèle flou. 

Ces fonctions vérifient la propriété d’une somme convexe ci-dessous, c’est-à-dire :   

                                {

ℎ𝑖(𝜃(𝑡)) ≥ 0

∑ℎ𝑖(𝜃(𝑡)) = 1

𝑟

𝑖=1

                              i =  1, 2, … , r                                         

2.5.1 Contrôle des systèmes à retard modélisés par modèle T-S flou 

La conception de la commande est faite sur la base d'un modèle flou via la méthode de 

compensation distribuée parallèle (PDC). Par ailleurs, il existe un autre moyen d'améliorer les 

performances du système qui consiste à garantir la vitesse de convergence vers l'état par la 

stabilité exponentielle. Nous développons une nouvelle stabilisation exponentielle pour les 

systèmes flous incertains de Takagi–Sugeno (T – S) avec perturbation externe et retard variant 

dans le temps,  conçus à l'aide des règles floues suivantes : 

Règle du contrôleur i :  

Si 𝜃1(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹𝑖1𝑒𝑡 𝜃2(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹𝑖2…  𝑒𝑡 𝜃𝑝(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹𝑖𝑝  𝐴𝑙𝑜𝑟𝑠 

                    𝑢(𝑡) = 𝐾𝑖𝑥(𝑡),       𝑖 = 1, 2, … , 𝑟                                                                   (2.7) 

Où 𝐾𝑖 est le gain de retour local relatif au 𝑖è𝑚𝑒 modèle, avec les mêmes ℎ𝑖(𝜃(𝑡)) que ceux du 

modèle flou. 

Nous présentons dans ce qui suit, les propositions seront utilisées dans la preuve de nos 

résultats. 

Proposition 2.1 (Inégalité de Cauchy) : Pour toute matrice symétrique définie positive 𝑀 ∈

ℝ𝑛×𝑛 et tous 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛, nous avons 

                                                    ± 2𝑥𝑇𝑦 ≤  𝑥𝑇𝑀 𝑥 + 𝑦𝑇𝑀−1𝑦.                                                    (2.8) 

Proposition 2.2 [24] : Pour toute matrice symétrique définie positive 𝑀 >  0, un scalaire 

𝛾 >  0 et une fonction vectorielle 𝜔 ∶  [0, 𝛾]  →  ℝ𝑛  telle que les intégrations concernées 

soient bien définies, l'inégalité suivante est valable. 

                        (∫ ω(s) ds
γ

0

)

𝑇

𝑀 (∫ ω(s) ds
γ

0

)  ≤ (∫ ω𝑇
γ

0

(𝑠)𝑀ω(s) ds)                             (2.9) 
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Proposition 2.3 : Le système global à boucle fermée est sous condition initiale nulle. 

Lemme 2.1 : Pour toutes les matrices réelles 𝐷, 𝐹, 𝐸 avec les dimensions appropriées, 

l'inégalité suivante est valable :  

                              𝔻𝔽𝔼 + 𝔼𝑇𝔽𝑇𝔻𝑇 ≤ 𝜀−1𝔻𝔻𝑇 + 𝜀𝔼𝑇𝔼  ; 𝜀 > 0, ‖𝔽‖ ≤ 1                            (2.10) 

2.6 Contrôle de systèmes sans incertitudes ni perturbations 

Dans cette partie, nous considérons la commande du système sans incertitudes ni 

perturbations. Dans ce cas, le modèle flou T–S défini en (2.4) devient le suivant : 

Règle i : Si 𝜃1(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹𝑖1𝑒𝑡 𝜃2(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹𝑖2…  𝑒𝑡 𝜃𝑝(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹𝑖𝑝  𝐴𝑙𝑜𝑟𝑠 

              

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝐴𝑑𝑖𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) + 𝐵𝑖𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑖𝑥(𝑡)                                                  

𝑥(𝑡) =  𝜑(𝑡)  𝑡 ∈ [−max{𝑑2}, 0],              

                                                         (2.11) 

L’inférence du système flou est décrite par : 

          𝑥̇(𝑡) =∑ℎ𝑖(𝜃(𝑡))[

𝑟

𝑖=1

𝐴𝑖𝑥(𝑡) + 𝐴𝑑𝑖𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) + 𝐵𝑖𝑢(𝑡)]                                  

                    𝑦(𝑡) =  ∑ℎ𝑖(𝜃(𝑡))[

𝑟

𝑖=1

𝐶𝑖𝑥(𝑡)]                                                                                     (2.12) 

Pour plus de simplification, nous adopterons les notations suivantes : 

                                                     𝐴̅(𝑡) =∑∑ℎ𝑖ℎ𝑗𝐴̅𝑖𝑗

𝑟

𝑗=1

𝑟

𝑖=1

,                                                              (2.13) 

Avec  

𝑨̅𝒊𝒋 = 𝑨𝒊 + 𝑩𝒊𝑲𝒋  

En utilisant ces notations et en combinant les équations (2.12) et (2.7). La représentation du 

modèle global en boucle fermée est représentée comme suit : 
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                                              𝑥̇(𝑡) = 𝐴̅(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐴𝑑𝑖𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))                                      (2.14) 

Définition 2.1 : Soit 𝛼 > 0. La solution nulle du système (2.11) est 𝛼 exponentiellement 

stable s’il existe un nombre positif 𝛮 > 0 tel que chaque solution 𝑥(𝑡, 𝜑) satisfait la condition 

suivante:  

                                                ‖𝑥(𝑡, ∅)‖ ≤ 𝛮𝑒−𝛼𝑡‖∅‖,         ∀𝑡 ≥ 0.                                            (2.15) 

2.6.1 Résultat principal 

On définit : 

𝜆 = 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃̅), 

Λ =  𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃̅) + 𝑑1𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑄̅) +
1

2
𝑑2
3 𝜆𝑚𝑎𝑥 +

1

2
(𝑑2 + 𝑑1) × (𝑑2 − 𝑑1)

2𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑆̅)  

La solution 𝑥(𝑡, 𝜙) du système satisfait : 

                                    ‖𝑥(𝑡, 𝜙) ‖ ≤ √
Λ

𝜆
 𝑒𝛼𝑡‖𝜙‖,           𝑡 ∈ ℝ+ .                                            (2.16) 

Théorème 2.1 : S’il existe des matrices symétriques Q > 0, P > 0, T > 0, R > 0, S > 0, et Y > 

0, le système (2.14) est exponentiellement stable pour 0 < α ≤ 1, de telle sorte que la LMI 

suivante  

est vérifiée : 

                                                   Ω = [
Ω11 Ω12
Ω12 Ω22

] < 0.                                                     (2.17) 

Où: 

Ωij = [

Ψ11 Ψ12 Ψ13 Ψ14
Ψ12 Ψ22 Ψ23 Ψ24
Ψ13 Ψ23 Ψ33 Ψ34
Ψ14 Ψ24 Ψ34 Ψ44

] ;          
𝑖 = 1, 2, … , 𝑟.
𝑗 = 1, 2, … , 𝑟.

 

 Ψ11 = 𝐴𝑖𝑇 + 𝑇𝐴𝑖
′ + 𝐵𝑖𝑌𝑗 + 𝑌𝑗

′𝐵𝑖
′ + 𝑄 + 2𝛼𝑃 − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑅  
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 Ψ12 = 𝐴𝑑𝑖𝑇 + 𝑇𝐴𝑖
′ + 𝑌𝑗

′𝐵𝑖
′ + 𝑒−2𝛼𝑑2𝑅  

 Ψ13 = 𝑇𝐴𝑖
′ + 𝑌𝑗

′𝐵𝑖
′ 

 Ψ14 = 𝑃 − 𝑇 + 𝑇𝐴𝑖
′ + 𝑌𝑗

′𝐵𝑖
′ 

 Ψ22 = 𝐴𝑑𝑖𝑇 + 𝑇𝐴𝑑𝑖
′ − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑅 − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑆 

 Ψ23 = 𝑇𝐴𝑑𝑖
′ + 𝑒−2𝛼𝑑2𝑆 

 Ψ24 = −𝑇 + 𝑇𝐴𝑑𝑖
′  

 Ψ33 = −𝑒−2𝛼𝑑2𝑆 − 𝑒−2𝛼𝑑1𝑄 

 Ψ34 = −𝑇 

 Ψ44 = 𝑑2
2𝑅 + (𝑑2 − 𝑑1)

2𝑆 − 2𝑇 

Les paramètres du contrôleur peuvent-être choisis comme suit :  

                                                                     𝐾𝑖 = 𝑌𝑖𝑇
−1.                                                               (2.18)   

Démonstration 2.2 : On considère la fonction Lyapunov – Krasovskii suivante : 

                                                 𝑉(𝑡) = 𝑉1(𝑡) + 𝑉2(𝑡) + 𝑉3(𝑡) + 𝑉4(𝑡)                                     (2.19) 

𝑉1(𝑡) = 𝑥
𝑇(𝑡)𝑃̅𝑥(𝑡)                                                                                                                        (2.20) 

𝑉2(𝑡) = ∫ 𝑒2𝛼(𝑠−𝑡)𝑥𝑇(𝑠)𝑄̅𝑥(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑1

                                                                                         (2.21) 

𝑉3(𝑡) = 𝑑2 ∫ ∫𝑒2𝛼(𝜏−𝑡)𝑥̇𝑇(𝑠)𝑅̅𝑥̇(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠

𝑡

𝑡+𝑠

0

−𝑑2

                                                                            (2.22) 

𝑉4(𝑡) = (𝑑2 − 𝑑1) ∫ ∫ 𝑒2𝛼(𝜏−𝑡)𝑥̇𝑇(𝑠)𝑆̅𝑥̇(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠

𝑡

𝑡+𝑠

𝑑1

−𝑑2

                                                              (2.23)  

Il est facile de vérifier que  
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                                 𝜆 ‖𝑥(𝑡)‖2 ≤ 𝑉(𝑡, 𝑥𝑡) ≤ Λ ‖𝑥𝑡‖
2,    𝑡 ∈ ℝ+ .                                    (2.24)  

Les dérivations de 𝑉1(𝑡),… , 𝑉4(𝑡) sont données par : 

𝑉̇1(𝑡) =  2𝑥
𝑇(𝑡)𝑃̅𝑥̇(𝑡) + 2𝛼𝑥𝑇(𝑡)𝑃̅𝑥(𝑡) − 2𝛼𝑉1                                                                      (2.25) 

𝑉̇2(𝑡) = 𝑥𝑇(𝑡)𝑄̅𝑥(𝑡) − 𝑒−2𝛼𝑑1𝑥(𝑡 − 𝑑1)𝑄̅𝑥(𝑡 − 𝑑1) − 2𝛼𝑉2                                                (2.26) 

𝑉̇3(𝑡) = 𝑑2
2𝑥̇𝑇(𝑡)𝑅̅𝑥̇(𝑡) − 𝑑2∫ 𝑒−2𝛼𝑑2

𝑡

𝑡−𝑑2

𝑥̇𝑇(𝑠)𝑅̅𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠 − 2𝛼𝑉3                                       (2.27) 

𝑉̇4(𝑡) = (𝑑2 − 𝑑1)
2𝑥̇𝑇(𝑡)𝑆̅𝑥̇(𝑡) − (𝑑2 − 𝑑1)𝑒

−2𝛼𝑑2 ∫ 𝑥̇𝑇(𝑠)𝑆̅𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑2

− 2𝛼𝑉4             (2.28) 

En utilisant la formule de Leibniz-Newton, proposition 2.2 : 

−𝑑2∫ 𝑥̇𝑇(𝑠)𝑅̅𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠 ≤ −𝑑(𝑡)∫ 𝑥̇𝑇(𝑠)𝑅̅𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠 
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

𝑡

𝑡−𝑑2

 

                   

≤ −[∫ 𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

]𝑇𝑅̅[∫ 𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

] 

               = −[𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))]𝑇𝑅̅[𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))] 

                 =  −𝑥𝑇(𝑡)𝑅̅𝑥(𝑡) + 2𝑥𝑇(𝑡)𝑅̅𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) − 𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑(𝑡))𝑅̅𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))           (2.29) 

−(𝑑2 − 𝑑1)∫ 𝑥̇𝑇(𝑠)𝑆̅𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡−𝑑1

𝑡−𝑑2

≤ −(𝑑(𝑡) − 𝑑1)∫ 𝑥̇𝑇(𝑠)𝑆̅𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡−𝑑1

𝑡−𝑑(𝑡)

   

                     ≤ −[ ∫ 𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠

𝑡−𝑑1

𝑡−𝑑(𝑡)

]𝑇𝑆̅[ ∫ 𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠

𝑡−𝑑1

𝑡−𝑑(𝑡)

] 

         = −[𝑥(𝑡 − 𝑑1) − 𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))]
𝑇𝑆̅[𝑥(𝑡 − 𝑑1) − 𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))] 

        = −𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑1)𝑆̅𝑥(𝑡 − 𝑑1) + 2𝑥
𝑇(𝑡 − 𝑑1)𝑆̅𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) − 𝑥

𝑇(𝑡 − 𝑑(𝑡))𝑆̅𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) 

                                                                                                                                                           (2.30) 
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Par conséquent  

𝑉̇(𝑡, 𝑥(𝑡)) + 2𝛼𝑉(𝑡, 𝑥𝑡) ≤ 𝑥𝑇(𝑡)[𝑄̅ − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑅̅ +  2𝛼𝑃̅]𝑥(𝑡) 

    +  𝑥̇𝑇(𝑡)[𝑑2
2𝑅̅ + (𝑑2 − 𝑑1)

2𝑆̅]𝑥̇(𝑡) + 𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑1)[−𝑒
−2𝛼𝑑1𝑄̅ − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑆̅]𝑥(𝑡 − 𝑑1) 

    + 𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑(𝑡))[−𝑒−2𝛼𝑑2𝑅̅ − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑆̅]𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) 

    +  2𝑥𝑇(𝑡)𝑃̅𝑥̇(𝑡) + 2𝑒−2𝛼𝑑2𝑥𝑇(𝑡)𝑅̅𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) + 2𝑒−2𝛼𝑑2𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑1)𝑠̅𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))      

                                                                                                                                                                (2.31) 

En utilisant la relation d’identité suivant : 

                          −𝑥̇(𝑡) + 𝐴̅(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐴𝑑𝑖𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) = 0                                               (2.32) 

On obtient : 

2[𝑥𝑇(𝑡)𝑋 + 𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑(𝑡))𝑋 + 𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑1)𝑋 + 𝑥̇
𝑇(𝑡)𝑋] × 

                                    [−𝑥̇(𝑡) + 𝐴̅(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐴𝑑𝑖𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)] = 0                                        (2.33) 

En ajoutant l'item zéro de (2.33) dans (2.31), on a : 

                                 𝑉̇(𝑡, 𝑥𝑡) + 2𝛼𝑉(𝑡, 𝑥𝑡) ≤ 𝜀𝑇(𝑡)Ω𝜀(𝑡)                                                           (2.34) 

Où  

𝜀 = [𝑥(𝑡) 𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) 𝑥(𝑡 − 𝑑1) 𝑥̇(𝑡)]
𝑇 

Ψ11 = 𝑋𝐴̅ + 𝐴̅
′𝑋 + 𝑄̅ + 2𝛼𝑃̅ − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑅̅  

Ψ12 = 𝑋𝐴𝑑 + 𝐴̅
′𝑋 + 𝑒−2𝛼𝑑2𝑅̅  

Ψ13 = 𝐴̅
′𝑋 

Ψ14 = 𝑃̅ − 𝑋 + 𝐴̅
′𝑋 

Ψ22 = 𝑋𝐴𝑑 + 𝐴𝑑
′ 𝑋 − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑅̅ − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑆̅ 
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Ψ23 = 𝐴𝑑
′ 𝑋 + 𝑒−2𝛼𝑑2𝑆̅ 

Ψ24 = −𝑋 + 𝐴𝑑
′ 𝑋 

Ψ33 = −𝑒−2𝛼𝑑2𝑆̅ − 𝑒−2𝛼𝑑1𝑄̅ 

Ψ34 = −𝑋 

Ψ44 = 𝑑2
2𝑅̅ + (𝑑2 − 𝑑1)

2𝑆̅ − 2𝑋 

En pré- et à post-multipliant la matrice Ω, par :  

𝜃 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 {𝑇, 𝑇, 𝑇, 𝑇}, 

Et en faisant le changement de variables, tel que : 

        𝐾 = 𝑌𝑇−1 , 𝑋 = 𝑇−1 , 𝑅̅ = 𝑇−1𝑅 𝑇−1, 𝑆̅ = 𝑇−1𝑆 𝑇−1, 𝑄̅ = 𝑇−1𝑄 𝑇−1.                  (2.35) 

On obtient (2.17). 

Nous avons                Ω = 𝜃𝑇Γ𝜃                                                                                                   (2.36) 

Notez que Γ < 0 si et seulement si Ω < 0. 

Par conséquent, à partir de la condition (2.17), nous obtenons 

                                𝑉̇(𝑡, 𝑥𝑡) + 2𝛼𝑉(𝑡, 𝑥𝑡) ≤ 0                            (2.37) 

En intégrant les deux côtés de (2.37) de 0 à 𝑡, on obtient 

                                         𝑉(𝑡, 𝑥𝑡) ≤ 𝑉(0, 𝑥0)𝑒
−2𝛼𝑡,     ∀𝑡 ∈  ℝ+                                             (2.38) 

De plus, en tenant compte de la condition (2.24), on a 

                       𝜆‖𝑥(𝑡, 𝜙)‖2 ≤ 𝑉(𝑡, 𝑥𝑡) ≤ 𝑉(0, 𝑥0)𝑒
−2𝛼𝑡 ≤ Λe−2αt‖ϕ‖2,                            (2.39) 

Alors la solution 𝑥(𝑡, 𝜙) du système satisfait 
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                                 ‖𝑥(𝑡, 𝜙)‖ ≤ √
Λ

𝜆
𝑒−𝛼𝑡‖𝜙‖,   ∀𝑡 ≥ 0.                                                        (2.40) 

Ce qui implique que le système en boucle fermée est 𝛼 − exponentiellement stable. 

Les conditions du théorème 2.1 sont obtenues et la preuve est complète. 

2.6.2 Simulation numérique 

Dans cette partie, nous considérons deux exemples pour illustrer l'efficacité et la performance 

de l'approche proposée. 

Exemple 2.1 :  

Considérons le système non linéaire instable défini par l'équation différentielle suivante [7] : 

𝑠̈(𝑡) + 𝑓(𝑠(𝑡), 𝑠̇(𝑡)) − 0.1𝑠(𝑡) = 𝑢(𝑡) 

Où  

𝑓(𝑠(𝑡), 𝑠̇(𝑡)) = 0.5𝑠(𝑡) + 0.75𝑠𝑖𝑛
𝑠̇(𝑡)

0.5
. 

Et la variable d'état 𝑥(𝑡) = [𝑠(𝑡)  𝑠̇(𝑡)]𝑇 . 

Nous supposons que la matrice d'état de retard est : 𝐴𝑑1 = 𝐴𝑑2 = [
0.1 0
0.1 −0.2

]. 

Le système peut être représenté par un modèle flou composé de deux règles, comme suit : 

Règle 1 :  𝑆𝑖 (𝑥2(𝑡) 0.5⁄ ) 𝑣𝑎𝑢𝑡 𝑒𝑛𝑣𝑖𝑟𝑜𝑛 0, 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 

                𝑥̇(𝑡) = 𝐴1𝑥(𝑡) + 𝐴𝑑1𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) + 𝐵1𝑢(𝑡); 

Règle 2   𝑆𝑖 (𝑥2(𝑡) 0.5⁄ ) 𝑣𝑎𝑢𝑡 𝑒𝑛𝑣𝑖𝑟𝑜𝑛 𝜋 𝑜𝑢 − 𝜋, 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 

               𝑥̇(𝑡) = 𝐴2𝑥(𝑡) + 𝐴𝑑1𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) + 𝐵2𝑢(𝑡) ; 

Où           A1 = [
0 1
0.1 −2

],     A2 = [
0 1
0.1 −0.5 − 1.5β

],   B1 = B2 = [
0
1
]. 

𝛽 =
0.01

𝜋
 , 𝛽 est utilisé pour éviter que les matrices système soient singulières. 

L'intervalle non différentiable du retard variable dans le temps est : 

𝑑(𝑡) = {
0.1 + 0.25𝑠𝑖𝑛2𝑡  𝑖𝑓  𝑡 ∈ 𝔗 = Uk≥0[2𝑘𝜋, (2𝑘 + 1)𝜋]

0                                𝑖𝑓             𝑡 ∈ 𝑅+\𝔗                        
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On a                  0.1 ≤ 𝑑(𝑡) ≤ 0.35 

Les fonctions d'appartenance sont : 

ℎ1(𝑡) = (1 −
1

1 + exp {−3(
𝑥2

0.5
−
𝜋

2
)}
) ×

1

1 + exp {−3(
𝑥2

0.5
+
𝜋

2
)}

 

   ℎ2(𝑡) = 1 − ℎ1(𝑡). 

La valeur initiale du système est 𝜑(𝑡) = (1.8 0.5)𝑇 pour 𝑡 ∈ [d̅2, 0]. 

En résolvant la LMI, on obtient les paramètres suivants après avoir appliqué le théorème 2.1 

sur le système sans incertitudes ni perturbations. 

Pour α=0.08:  K1 = K2 = [−2.7939 − 2.8483]  

Pour α=0.5:    K1 = K2 = [−4.2794 − 3.1273] 

Ainsi, le système est 0,5 – exponentiellement stable et la valeur √
Λ

𝜆
= 2.7072, donc la 

solution du système en boucle fermée satisfait 

‖𝑥(𝑡, 𝜙) ‖ ≤ 2.7072𝑒−0.5𝑡‖𝜙‖,           ∀𝑡 ≥ 0. 

La Figure 2.1 et la Figure 2.2 montrent la réponse temporelle de l'état du système non forcé. 

On peut remarquer que le système est stable lorsque la condition initiale est 𝜑(𝑡) =

(1.8 0.5)𝑇. On peut également noter que lorsque α = 0,5, le temps de réponse est plus rapide 

que lorsque α = 0,08 mais l'excès est plus important dans le premier cas que dans le second 

cas. Les résultats obtenus représentent une amélioration par rapport à ceux présentés dans [7]. 

  

Figure.2. 1. La réponse du système non forcé pour α=0.08.     Figure.2. 2. La réponse du système non forcé pour α=0.5. 

 

 

x1 : 

x2 : 

x1 : 

x2 : 

Temps 

x
(k

) 

Temps 

x
(k
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Exemple 2.2 :  

Considérons un système du pendule inversé non linéaire défini par l'équation différentielle 

suivante [65] : 

{

𝑥̇1 = 𝑥2

𝑥̇2 =
𝑔𝑠𝑖𝑛(𝑥1) − 𝑎𝑚𝑙𝑥2

2 sin(2𝑥1) /2 − acos(𝑥1) 𝑢

4𝑙/3 − 𝑎𝑚𝑙𝑐𝑜𝑠2(𝑥1)

 

Il peut être représenté par le modèle flou suivant composé de deux règles : 

Règle 1:  𝑆𝑖 (𝑥1(𝑡)) 𝑣𝑎𝑢𝑡 𝑒𝑛𝑣𝑖𝑟𝑜𝑛 0, 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 

                𝑥̇(𝑡) = 𝐴1𝑥(𝑡) + 𝐴𝑑1𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) + 𝐵1𝑢(𝑡) ; 

Règle 2   𝑆𝑖 (𝑥2(𝑡)) 𝑣𝑎𝑢𝑡 𝑒𝑛𝑣𝑖𝑟𝑜𝑛 𝜋/2 𝑜𝑢 – 𝜋/2, 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 

                 𝑥̇(𝑡) = 𝐴2𝑥(𝑡) + 𝐴𝑑2𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) + 𝐵2𝑢(𝑡) ; 

Où : 𝑥1 est l'angle (en radian) du pendule avec la verticale, et 𝑥2 est la vitesse angulaire. 

𝐴1 = [

0 1
𝑔

4𝑙

3
− 𝑎𝑚𝑙

0]   𝐴2 = [

0 1
2𝑔

𝜋(4𝑙/3 − 𝑎𝑚𝑙𝛽2)
0] 

𝐵1 = [
0

−𝑎 4𝑙⁄ /3 − 𝑎𝑚𝑙
]     𝐵2 = [

0
−𝑎𝛽 4𝑙⁄ /3 − 𝑎𝑚𝑙𝛽2

]    

Où: 𝑔 = 9.8 𝑚 𝑠2⁄ , 𝑚 = 0.1𝐾𝑔, 𝑀 = 1𝐾𝑔, 2𝑙 = 1𝑚, 𝛽 = cos (88°) 𝑒𝑡 𝑎 = 1 (𝑚 +𝑀).⁄  

Nous prenons le même retard variant dans le temps et les mêmes fonctions d'appartenance de 

l'exemple précédent. 

En résolvant la LMI, on obtient les paramètres suivants après avoir appliqué le théorème 2.1 

sur le système sans incertitudes ni perturbations. 

K1 = [32.3643 8.7358] ;  K2 = [32.8479 8.8851] 

Figure 2.3, montre la réponse temporelle de l'état du système non forcé. On peut remarquer 

que le système est stable lorsque la condition initiale est 𝜑(𝑡) = (𝜋/8 0)𝑇. 

On peut dire que l'approche proposée est efficace et donne des résultats acceptables. 
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Figure.2. 3. La réponse du système non forcé pour α=0.5. 

 

2.7 Contrôle des systèmes avec incertitudes et perturbations 

Considérons maintenant les systèmes avec incertitudes et perturbations donnés en (2.4) et le 

système inféré décrit en (2.5). 

Pour plus de simplification, nous adopterons les notations suivantes : 

                                                    𝐴̅(𝑡) =∑∑ℎ𝑖ℎ𝑗𝐴̅𝑖𝑗

𝑟

𝑗=1

𝑟

𝑖=1

,                                                               (2.41) 

Avec  

𝐴̅𝑖𝑗 = (𝐴𝑖 + ΔAi) + (𝐵𝑖 + ΔBi)𝐾𝑗        

En utilisant ces notations et en combinant les équations (2.5) et (2.7). La représentation du 

modèle global en boucle fermée est représentée comme suit : 

 

                         𝑥̇(𝑡) = 𝐴̅(𝑡)𝑥(𝑡) + (𝐴𝑑𝑖 + ΔAdi)𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) + 𝐷𝑖𝜔(𝑡)                (2.42) 

Définition 2.2 : Soit 𝛼 > 0. La solution nulle du système (2.4) est 𝛼 exponentiellement stable 

s’il existe un nombre positif 𝛽 > 0 tel que chaque solution 𝑥(𝑡, 𝜑) satisfait la condition 

suivante :  

                                              ‖𝑥(𝑡, ∅)‖ ≤ 𝛽𝑒−𝛼𝑡‖∅‖,         ∀𝑡 ≥ 0.                                            (2.43) 

x1 : 

x2 : 

Temps 

x
(k

) 



Chapitre 2 : Contrôle des systèmes flous T-S avec un retard variable dans le temps 

52 

 

Afin d'atténuer la perturbation externe du système flou, nous introduisons l'indice de 

performance 𝐻∞ avec un niveau d'atténuation prescrit 𝛾 > 0. 

                                          ∫ 𝑧𝑇(𝑡)𝑧(𝑡)𝑑𝑡 ≤  𝛾2 ∫ 𝜔𝑇(𝑡)𝜔(𝑡)𝑑𝑡

∞

𝑡0

 

        

∞

𝑡0

                                           (2.44) 

2.7.1 Résultat principal 

On définit : 

𝜆 = 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃̅), 

Λ =  𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃̅) + 𝑑1𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑄̅) +
1

2
𝑑2
3 𝜆𝑚𝑎𝑥 +

1

2
(𝑑2 + 𝑑1) × (𝑑2 − 𝑑1)

2𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑆̅)  

La solution 𝑥(𝑡, 𝜙) du système satisfait : 

                                         ‖𝑥(𝑡, 𝜙) ‖ ≤ √
Λ

𝜆
 𝑒𝛼𝑡‖𝜙‖,           𝑡 ∈ ℝ+ .                                          (2.45) 

Théorème 2.2 : S’il existe des matrices symétriques Q > 0, P > 0, T > 0, R > 0, S > 0, et Y > 

0, le système (2.42) est exponentiellement stable et robuste avec un indice de performance H∞ 

et pour 0 < α ≤ 1, de telle sorte que la LMI suivante est vérifiée : 

                                                      Ω = [
Ω11 Ω12
Ω12 Ω22

] < 0.                                              (2.46) 

Où  

Ωij =

[
 
 
 
 
Ψ11 Ψ12 Ψ13 Ψ14 Ψ15
Ψ12 Ψ22 Ψ23 Ψ24 Ψ25
Ψ13 Ψ23 Ψ33 Ψ34 Ψ35
Ψ14 Ψ24 Ψ34 Ψ44 Ψ45
Ψ15 Ψ25 Ψ35 Ψ45 Ψ55]

 
 
 
 

;          
𝑖 = 1, 2, … , 𝑟.
𝑗 = 1, 2, … , 𝑟.

 

 Ψ11 =  𝐴𝑖𝑇 + Δ𝐴𝑖𝑇 + 𝑇𝐴𝑖
′ + 𝑇Δ𝐴𝑖

′ + 𝐵𝑖𝑌 + ΔBi𝑌 + 𝑌
′𝐵𝑖

′ + 𝑌′ΔBi′ + 𝑄 +  2𝛼𝑃 − 𝑒
−2𝛼𝑑2𝑅

+ 𝐶𝑖′ 𝐶𝑖 

 Ψ12 = 𝐴𝑑𝑖𝑇 + ΔAdi𝑇 + 𝑇𝐴𝑖
′ + 𝑇Δ𝐴𝑖′ + 𝑌

′𝐵𝑖′ + 𝑌
′ΔBi

′
+ 𝑒−2𝛼𝑑2𝑅  
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 Ψ13 = 𝑇𝐴𝑖
′ + 𝑇Δ𝐴𝑖′ + 𝑌′𝐵𝑖′ + 𝑌′ΔBi′ 

 Ψ14 = 𝑃 − 𝑇 + 𝑇𝐴𝑖′ + 𝑇Δ𝐴𝑖
′
+ 𝑌′𝐵𝑖′ + 𝑌′ΔBi′ 

 Ψ15 = 𝐷𝑇 + 𝑇𝐴𝑖′ + 𝑇Δ𝐴𝑖
′
+ 𝑌′𝐵𝑖′ + 𝑌′ΔBi′ 

 Ψ22 = 𝐴𝑑𝑖𝑇 + ΔAdi𝑇 + 𝑇𝐴𝑑𝑖
′ + 𝑇ΔAdi′ − 𝑒

−2𝛼𝑑2𝑅 − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑆 

 Ψ23 = 𝑇𝐴𝑑𝑖
′ + 𝑇ΔAdi′ + 𝑒

−2𝛼𝑑2𝑆 

 Ψ24 = −𝑇 + 𝑇𝐴𝑑𝑖
′ + 𝑇ΔAdi′ 

 Ψ25 = 𝐷𝑇 + 𝑇𝐴𝑑𝑖
′ + 𝑇ΔAdi′ 

 Ψ33 = −𝑒−2𝛼𝑑2𝑆 − 𝑒−2𝛼𝑑1𝑄 

 Ψ34 = −𝑇 

 Ψ35 = 𝐷𝑇    

 Ψ44 = 𝑑2
2𝑅 + (𝑑2 − 𝑑1)

2𝑆 − 2𝑇 

 Ψ45 = −𝑇 + 𝐷𝑇  

 Ψ55 = [
𝐷𝑇 + 𝑇𝐷′ 𝑇′

𝑇′ 𝛿2
] 

Les paramètres du contrôleur peuvent-être choisis comme suit : 

         𝐾𝑖 = 𝑌𝑖𝑇
−1.                               (2.47) 

Démonstration 2.1 : On considère la fonction Lyapunov – Krasovskii suivante : 

                               𝑉(𝑡) = 𝑉1(𝑡) + 𝑉2(𝑡) + 𝑉3(𝑡) + 𝑉4(𝑡)                                                     (2.48) 

𝑉1(𝑡) = 𝑥
𝑇(𝑡)𝑃̅𝑥(𝑡)                                                                                                                         (2.49) 

𝑉2(𝑡) = ∫ 𝑒2𝛼(𝑠−𝑡)𝑥𝑇(𝑠)𝑄̅𝑥(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑1

                                                                                          (2.50) 
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𝑉3(𝑡) = 𝑑2 ∫ ∫𝑒2𝛼(𝜏−𝑡)𝑥̇𝑇(𝑠)𝑅̅𝑥̇(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠

𝑡

𝑡+𝑠

0

−𝑑2

                                                                             (2.51) 

𝑉4(𝑡) = (𝑑2 − 𝑑1) ∫ ∫ 𝑒2𝛼(𝜏−𝑡)𝑥̇𝑇(𝑠)𝑆̅𝑥̇(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠

𝑡

𝑡+𝑠

𝑑1

−𝑑2

                                                               (2.52) 

Il est facile de vérifier que  

                                           𝜆 ‖𝑥(𝑡)‖2 ≤ 𝑉(𝑡, 𝑥𝑡) ≤ Λ ‖𝑥𝑡‖
2,    𝑡 ∈ ℝ+ .               (2.53)  

Les dérivations de 𝑉1(𝑡),… , 𝑉4(𝑡) sont données par : 

 

𝑉̇1(𝑡) =  2𝑥
𝑇(𝑡)𝑃̅𝑥̇(𝑡) + 2𝛼𝑥𝑇(𝑡)𝑃̅𝑥(𝑡) − 2𝛼𝑉1                                                                      (2.54) 

𝑉̇2(𝑡) = 𝑥𝑇(𝑡)𝑄̅𝑥(𝑡) − 𝑒−2𝛼𝑑1𝑥(𝑡 − 𝑑1)𝑄̅𝑥(𝑡 − 𝑑1) − 2𝛼𝑉2                                                (2.55) 

𝑉̇3(𝑡) = 𝑑2
2𝑥̇𝑇(𝑡)𝑅̅𝑥̇(𝑡) − 𝑑2∫ 𝑒−2𝛼𝑑2

𝑡

𝑡−𝑑2

𝑥̇𝑇(𝑠)𝑅̅𝑥̇(𝑠)𝑑 − 2𝛼𝑉3                                          (2.56) 

𝑉̇4(𝑡) = (𝑑2 − 𝑑1)
2𝑥̇𝑇(𝑡)𝑆̅𝑥̇(𝑡) − (𝑑2 − 𝑑1)𝑒

−2𝛼𝑑2 ∫ 𝑥̇𝑇(𝑠)𝑆̅𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑2

− 2𝛼𝑉4             (2.57) 

 

En utilisant la formule de Leibniz-Newton, proposition 2.2 : 

−𝑑2∫ 𝑥̇𝑇(𝑠)𝑅̅𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠 ≤ −𝑑(𝑡)∫ 𝑥̇𝑇(𝑠)𝑅̅𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠 
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

𝑡

𝑡−𝑑2

 

                    

                                                ≤  −[∫ 𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

]𝑇𝑅̅[∫ 𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

] 

               = −[𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))]𝑇𝑅̅[𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))] 

               =  −𝑥𝑇(𝑡)𝑅̅𝑥(𝑡) + 2𝑥𝑇(𝑡)𝑅̅𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) − 𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑(𝑡))𝑅̅𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))              (2.58) 
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−(𝑑2 − 𝑑1)∫ 𝑥̇𝑇(𝑠)𝑆̅𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡−𝑑1

𝑡−𝑑2

≤ −(𝑑(𝑡) − 𝑑1)∫ 𝑥̇𝑇(𝑠)𝑆̅𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡−𝑑1

𝑡−𝑑(𝑡)

   

                    ≤ −[ ∫ 𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠

𝑡−𝑑1

𝑡−𝑑(𝑡)

]𝑇𝑆̅[ ∫ 𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠

𝑡−𝑑1

𝑡−𝑑(𝑡)

] 

            = −[𝑥(𝑡 − 𝑑1) − 𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))]
𝑇𝑆̅[𝑥(𝑡 − 𝑑1) − 𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))] 

            =  −𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑1)𝑆̅𝑥(𝑡 − 𝑑1) + 2𝑥
𝑇(𝑡 − 𝑑1)𝑆̅𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) − 𝑥

𝑇(𝑡 − 𝑑(𝑡))𝑆̅𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) 

                                                                                                                                            (2.59) 

Par conséquent  

𝑉̇(𝑡, 𝑥(𝑡)) + 2𝛼𝑉(𝑡, 𝑥𝑡) ≤  𝑥𝑇(𝑡)[𝑄̅ − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑅̅ +  2𝛼𝑃̅]𝑥(𝑡)  

                                      +  𝑥̇𝑇(𝑡)[𝑑2
2𝑅̅ + (𝑑2 − 𝑑1)

2𝑆̅]𝑥̇(𝑡) 

                                          +  𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑1)[−𝑒
−2𝛼𝑑1𝑄̅ − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑆̅]𝑥(𝑡 − 𝑑1) 

           +  𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑(𝑡))[−𝑒−2𝛼𝑑2𝑅̅ − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑆̅]𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) 

                                          +  2𝑥𝑇(𝑡)𝑃̅𝑥̇(𝑡) + 2𝑒−2𝛼𝑑2𝑥𝑇(𝑡)𝑅̅𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) 

                                           +  2𝑒−2𝛼𝑑2𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑1)𝑠̅𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))                          (2.60)  

En utilisant la relation d’identité suivant : 

                         −𝑥̇(𝑡) + 𝐴̅(𝑡)𝑥(𝑡) + (𝐴𝑑𝑖 + ΔAdi)𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) + 𝐷𝑖𝜔(𝑡) = 0                     (2.61) 

On obtient : 

2[𝑥𝑇(𝑡)𝑋 + 𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑(𝑡))𝑋 + 𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑1)𝑋 + 𝑥̇
𝑇(𝑡)𝑋 + 𝜔𝑇(𝑡)𝑋]  × 

                       [−𝑥̇(𝑡) + 𝐴̅(𝑡)𝑥(𝑡) + (𝐴𝑑𝑖 + ΔAdi)𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) + 𝐷𝑖𝜔(𝑡)] = 0              (2.62)       

On a :                                                                                    
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𝐽𝑘 = ∫ 𝑧𝑇(𝑡)𝑧(𝑡) − 𝛾2𝜔𝑇(𝑡)𝜔(𝑡)𝑑𝑡  

𝑡𝑘+1+𝜏𝑘+1

𝑡𝑘+𝜏𝑘

 

𝐽𝑘 = ∫ 𝑧𝑇(𝑡)𝑧(𝑡) − 𝛾2𝜔𝑇(𝑡)𝜔(𝑡) + 𝑉̇(𝑡) − 𝑉̇(𝑡)𝑑𝑡   

𝑡𝑘+1+𝜏𝑘+1

𝑡𝑘+𝜏𝑘

 

𝐽𝑘 = ∫ (𝑧𝑇(𝑡)𝑧(𝑡) − 𝛾2𝜔𝑇(𝑡)𝜔(𝑡) + 𝑉̇(𝑡))𝑑𝑡

𝑡𝑘+1+𝜏𝑘+1

𝑡𝑘+𝜏𝑘

− 𝑉(𝑡) |
𝑡𝑘+1 + 𝜏𝑘+1
𝑡𝑘 + 𝜏𝑘𝑡𝑘 + 𝜏𝑘

                (2.63) 

Et 

𝐽 = lim
𝑁→∞

∑𝐽𝑘

𝑁

𝑘=0

 

𝐽 = lim
𝑁→∞

∑ ∫ 𝑧𝑇(𝑡)𝑧(𝑡) − 𝛾2𝜔𝑇(𝑡)𝜔(𝑡)𝑑𝑡  

𝑡𝑘+1+𝜏𝑘+1

𝑡𝑘+𝜏𝑘

𝑁

𝑘=0

 

𝐽 = ∫ 𝑧𝑇(𝑡)𝑧(𝑡) − 𝛾2𝜔𝑇(𝑡)𝜔(𝑡) + 𝑉̇(𝑡)𝑑𝑡

∞

𝑡0

− 𝑉(𝑡) |
∞

𝑡0
                                                         (2.64) 

On remplace (2.60) dans (2.63) et nous obtenons : 

 

𝐽𝑘 ≤ ∫ [𝐶𝑥(𝑡)]𝑇[𝐶𝑥(𝑡)] − 𝛾2𝜔𝑇(𝑡)𝜔(𝑡) + 𝑉̇(𝑡)𝑑𝑡 +

𝑡𝑘+1+𝜏𝑘+1

𝑡𝑘+𝜏𝑘

𝑥𝑇(𝑡)[𝑄̅ − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑅̅ + 2𝛼𝑃̅]𝑥(𝑡) 

+  𝑥̇𝑇(𝑡)[𝑑2
2𝑅̅ + (𝑑2 − 𝑑1)

2𝑆̅]𝑥̇(𝑡) 

                         +  𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑1)[−𝑒
−2𝛼𝑑1𝑄̅ − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑆̅]𝑥(𝑡 − 𝑑1) 

                                 +  𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑(𝑡))[−𝑒−2𝛼𝑑2𝑅̅ − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑆̅]𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) 

                       +  2𝑥𝑇(𝑡)𝑃̅𝑥̇(𝑡) + 2𝑒−2𝛼𝑑2𝑥𝑇(𝑡)𝑅̅𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) 
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                                                     +  2𝑒−2𝛼𝑑2𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑1)𝑠̅𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) −  𝑉(𝑡) |
∞
𝑡0
                    (2.65) 

En ajoutant l'item zéro de (2.62) dans (2.60), on a 

                                                  𝑉̇(𝑡, 𝑥𝑡) + 2𝛼𝑉(𝑡, 𝑥𝑡) ≤ 𝜀
𝑇(𝑡)Ω𝜀(𝑡)                                          (2.66) 

𝜀 = [𝑥(𝑡) 𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) 𝑥(𝑡 − 𝑑1) 𝑥̇(𝑡) 𝜔(𝑡)]
𝑇 

 Ψ11 = 𝑋𝐴̅ + 𝐴̅
′𝑋 + 𝑄̅ + 2𝛼𝑃̅ − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑅̅ + 𝐶𝑇𝐶 

 Ψ12 = 𝑋(𝐴𝑑𝑖 + ΔAdi) + 𝐴̅
′𝑋 + 𝑒−2𝛼𝑑2𝑅̅  

 Ψ13 = 𝐴̅
′𝑋 

 Ψ14 = 𝑃̅ − 𝑋 + 𝐴̅
′𝑋 

 Ψ15 = 𝑋𝐷𝑖 + 𝐴̅
′𝑋 

 Ψ22 = 𝑋(𝐴𝑑𝑖 + ΔAdi) + (𝐴𝑑𝑖 + ΔAdi)
′𝑋 − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑅̅ − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑆̅ 

 Ψ23 = (𝐴𝑑𝑖 + ΔAdi)
′𝑋 + 𝑒−2𝛼𝑑2𝑆̅ 

 Ψ24 = −𝑋 + (𝐴𝑑𝑖 + ΔAdi)′𝑋 

 Ψ25 = 𝑋𝐷𝑖 + (𝐴𝑑𝑖 + ΔAdi)
′𝑋 

 Ψ33 = −𝑒−2𝛼𝑑2𝑆̅ − 𝑒−2𝛼𝑑1𝑄̅ 

 Ψ34 = −𝑋 

 Ψ35 = 𝑋𝐷𝑖 

 Ψ44 = 𝑑2
2𝑅̅ + (𝑑2 − 𝑑1)

2𝑆̅ − 2𝑋 

 Ψ45 = 𝑋𝐷𝑖 − 𝑋 

 Ψ55 = 𝑋𝐷𝑖 + 𝐷𝑖′𝑋 − 𝛾
2 

Maintenant revient à pré- et à post-multiplier la matrice Ω, par  
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                                           𝜃 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 {𝑇, 𝑇, 𝑇, 𝑇, 𝑇}, 

Et faire le changement de variables, tel que : 

            𝐾 = 𝑌𝑇−1 , 𝑋 = 𝑇−1 , 𝑅̅ = 𝑇−1𝑅 𝑇−1, 𝑆̅ = 𝑇−1𝑆 𝑇−1, 𝑄̅ = 𝑇−1𝑄 𝑇−1.             (2.67) 

On obtient (2.46). 

Nous avons                           Ω = 𝜃𝑇Γ𝜃                                                                                        (2.68) 

A partir de (2.65), l'inégalité suivante peut être représentée par : 

𝐽 = lim
𝑁→∞

∑𝐽𝑘

𝑁

𝑘=0

 

𝐽 ≤ lim
𝑁→∞

∑ ∫ Ω𝑑𝑡

𝑡𝑘+1+𝜏𝑘+1

𝑡𝑘+𝜏𝑘

− 𝑉(𝑡) |
𝑡𝑘+1 + 𝜏𝑘+1
𝑡𝑘 + 𝜏𝑘𝑡𝑘 + 𝜏𝑘

 

𝑁

𝑘=0

                                                                 (2.69) 

En combinant (2.64) et (2.69), on obtient le résultat suivant, 

             ∫ 𝑧𝑇(𝑡)𝑧(𝑡) − 𝛾2𝜔𝑇(𝑡)𝜔(𝑡) + 𝑉̇(𝑡)𝑑𝑡 

∞

𝑡0

≤ lim
𝑁→∞

∑ ∫ Ω𝑑𝑡

𝑡𝑘+1+𝜏𝑘+1

𝑡𝑘+𝜏𝑘

             

𝑁

𝑘=0

           (2.70) 

Il est clair que 𝑧𝑇(𝑡)𝑧(𝑡) − 𝛾2𝜔𝑇(𝑡)𝜔(𝑡) + 𝑉(∞) − 𝑉(𝑡0) ≤ 0 if Ω < 0 pour tout non nul 𝜀 

(t).  

D'après la condition initiale nulle, nous savons que l'indice de performance H∞ est satisfait. 

Notez que Γ < 0 si et seulement si Ω < 0. 

Par conséquent, à partir de la condition (2.46), nous obtenons 

                                                    𝑉̇(𝑡, 𝑥𝑡) + 2𝛼𝑉(𝑡, 𝑥𝑡) ≤ 0                          (2.71) 

En intégrant les deux côtés de (2.71) de 0 à 𝑡, on obtient 

                                             𝑉(𝑡, 𝑥𝑡) ≤ 𝑉(0, 𝑥0)𝑒
−2𝛼𝑡,     ∀𝑡 ∈  ℝ+                                             (2.72) 

De plus, en tenant compte de la condition (2.53), on a 
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                        𝜆‖𝑥(𝑡, 𝜙)‖2 ≤ 𝑉(𝑡, 𝑥𝑡) ≤ 𝑉(0, 𝑥0)𝑒
−2𝛼𝑡 ≤ Λe−2αt‖ϕ‖2,                               (2.73) 

Alors la solution 𝑥(𝑡, 𝜙) du système satisfait 

                                   ‖𝑥(𝑡, 𝜙)‖ ≤ √
Λ

𝜆
𝑒−𝛼𝑡‖𝜙‖,   ∀𝑡 ≥ 0.                                                          (2.74) 

Ce qui implique que le système en boucle fermée est 𝛼 − exponentiellement stable et robuste. 

Les conditions du théorème 2.2 sont obtenues et la preuve est complète. 

2.7.2   Simulation numérique  

Afin d'illustrer l'efficacité et la performance de l'approche décrite dans cette partie, nous 

l'appliquons sur trois systèmes différents en présence de perturbation externe et de retard 

variable dans le temps. 

 

Exemple 2.3 :  

Considérons le système mécanique masse-ressort-amortisseur suivant proposé dans [66]. 

𝑥̇1(𝑡) = − 0.1𝑥1
3(𝑡) − 0.0125 x1(𝑡 − 𝑑(𝑡)) − 0.67𝑥2

3(t) −  0.1𝑥1
3(t − d(t))

− 0.005x2(t − d(t)), 

𝑥̇2(𝑡) = 𝑥1(𝑡) 

Où 𝑥1 est l'angle (en radians) du pendule par rapport à la verticale et 𝑥2 est la vitesse 

angulaire. 𝑑(𝑡) est le retard variable dans le temps. 

Il peut être représenté par le modèle flou suivant : 

Règle 1   𝑆𝑖 𝑥2(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝑁11 , 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 

 𝑥̇(𝑡) = (𝐴1 + ΔA1)𝑥(𝑡) + (𝐴𝑑1 + ΔA𝑑1)𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) +(𝐵1 + Δ𝐵1)𝑢(𝑡) + 𝐷1𝜔(𝑡)  

 𝑧(𝑡) = 𝐶1𝑥(𝑡)                                       

Règle 2   𝑆𝑖 𝑥2(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝑁12, 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 

𝑥̇(𝑡) = (𝐴2 + ΔA2)𝑥(𝑡) + (𝐴𝑑2 + ΔA𝑑2)𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) +(𝐵2 + Δ𝐵2)𝑢(𝑡) + 𝐷2𝜔(𝑡)  

𝑧(𝑡) = 𝐶2𝑥(𝑡)       

Où 
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 𝑁11(𝑥2(𝑡)) = 1 −
𝑥2
2(𝑡)

2.2
,      𝑁12(𝑥2(𝑡)) = 1 − 𝑁11(𝑥2(𝑡)) 

𝐴1 = [
−0.1125 −0.02

1 0
],     𝐴2 = [

−0.1125 −1.527
1 0

] , 𝐵1 = 𝐵2 = [
1
0
], 𝐶1 = 𝐶2 = [

0.01
0
],   

𝐷1 = 𝐷2 = [
0.01
0
],          𝐴𝑑1 = [

−0.0125 −0.005
0 0

],  𝐴𝑑2 = [
−0.0125 −0.23

0 0
] 

ΔA1 = ΔA2=[
−0.1125

0
]  Ϝ (𝑡) [1 0]  ,   ΔB1 = ΔB2 = ΔAd1 = ΔAd2 = 0, 

Ϝ (𝑡) = sin (𝑡), 𝜔 (𝑡) = 0.1sin (𝑡)𝑒−0.1𝑡 

L'intervalle non différentiable du retard variable dans le temps [67] est : 

  𝑑(𝑡) = {
0.1 + 0.25𝑠𝑖𝑛2𝑡  𝑖𝑓  𝑡 ∈ 𝔗 = Uk≥0[2𝑘𝜋, (2𝑘 + 1)𝜋]

0                                𝑖𝑓             𝑡 ∈ 𝑅+\𝔗                        
 

On a                    0.29 ≤ 𝑑(𝑡) ≤ 0.35 

La valeur initiale du système est  𝜑(𝑡) = (0.5 − 1)𝑇 pour 𝑡 ∈ [d̅2, 0]. 

En résolvant la LMI, on obtient les paramètres suivants après avoir appliqué le théorème 2.2 

sur le système avec incertitudes et perturbations. 

Pour α=0.08 :   

                          K1 = K2 = [−2.5164 − 0.3050]  

Pour α=0.1: 

                          K1 = K2 = [−2.5135 − 0.3480] 

Ainsi, le système est 0.1- exponentiellement stable et robuste avec la valeur √
Λ

𝜆
= 1.4044 , 

donc la solution du système en boucle fermée satisfait 

‖𝑥(𝑡, 𝜙) ‖ ≤ 1.4044𝑒−0.1𝑡‖𝜙‖,           ∀𝑡 ≥ 0. 

      

Figure.2. 4. La réponse du système non forcé pour α=0.08.     Figure.2. 5. La réponse du système non forcé pour α=0.1. 

Figure 2.4 et Figure 2.5, montre la réponse temporelle de l'état du système non forcé. Cela 

montre que le système est stable lorsque la condition initiale est 𝜑(𝑡) = (0.5 − 1)𝑇. 

x1 : 

x2 : 
x1 : 

x2 : 

Temps 

x
(k

) 

Temps 

x
(k

) 
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On remarque que lorsque α = 0.1, le temps de réponse est plus rapide lorsque α = 0.08 par 

contre l'excès est plus important dans le premier cas par rapport au second cas. Notre résultat 

est un peu meilleur que celui obtenu dans [7]. 

 

Example 2.4 :  

Considérons le système flou T-S suivant proposé dans [68]. 

Règle 1   𝑆𝑖 𝑥2(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 ℎ1 , 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 

     𝑥̇(𝑡) = (𝐴1 + ΔA1)𝑥(𝑡) + (𝐴𝑑1 + ΔA𝑑1)𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) +(𝐵1 + Δ𝐵1)𝑢(𝑡) + 𝐷1𝜔(𝑡)  

     𝑧(𝑡) = 𝐶1𝑥(𝑡)                                       

Règle 2   𝑆𝑖 𝑥2(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 ℎ2, 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 

      𝑥̇(𝑡) = (𝐴2 + ΔA2)𝑥(𝑡) + (𝐴𝑑2 + ΔA𝑑2)𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) +(𝐵2 + Δ𝐵2)𝑢(𝑡) + 𝐷2𝜔(𝑡)  

      𝑧(𝑡) = 𝐶2𝑥(𝑡)       

Où 

 𝐴1 = [
0 1
0.1 −2

],     𝐴2 = [
0 1
0.1 −0.75

],     𝐵1 = 𝐵2 = [
0
1
],  

 𝐶1 = [0.5 0.15],    𝐶2 = [0.35 0.25],     𝐷1 = 𝐷2 = [
0
1
],      

 𝐴𝑑1 = [
0.1 0
0.1 −0.2

],  𝐴𝑑2 = [
0.1 0.1
0 −0.15

] 

 ΔA1 = ΔA2 =  [
−0.3 0
0 0.3

]  Ϝ (𝑡) [
−0.15 0.2
0 0.04

]    

 ΔAd1 =  ΔAd2 =  [
−0.3 0
0 0.3

]  Ϝ (𝑡) [
−0.05 −0.35
0.08 −0.45

]    

 ΔB1 = ΔB2 = [
−0.3 0
0 0.3

]  Ϝ (𝑡) [
0.05
0.15

]    

 Ϝ (𝑡) = sin (𝑡),   𝜔 (𝑡) = 4𝑒−0.1𝑡sin (𝑡) , 𝑑(𝑡) = 1 + |0.68cos (2𝑡)|  

Nous avons     0.29 ≤ 𝑑(𝑡) ≤ 0.35 

Les fonctions d’appartenances sont : 

ℎ1(𝑡) = (1 −
1

1 + exp {−3(𝑥2
0.5
−𝜋
2
)}
) ×

1

1 + exp {−3(𝑥2
0.5
+𝜋
2
)}

 

ℎ2(𝑡) = 1 − ℎ1(𝑡). 

La valeur initiale du système est 𝜑(𝑡) = [4, −3] pour 𝑡 ∈ [d̅2, 0]. 

En résolvant la LMI, on obtient les paramètres suivants après avoir appliqué le théorème 2.2 

sur le système avec incertitudes et perturbations. 

Pour α=0.1 : 

                       K1 = K2 = [−1.8118 − 2.2136] 
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Ainsi, le système est 0.1- exponentiellement stable et robuste avec la valeur √
Λ

𝜆
= 1.5199 , 

donc la solution du système en boucle fermée satisfait 

‖𝑥(𝑡, 𝜙) ‖ ≤ 1.5199𝑒−0.1𝑡‖𝜙‖,           ∀𝑡 ≥ 0. 

 

Figure.2. 6. La réponse du système pour α=0.1. 

Figure 2.6, montre la réponse temporelle de l'état du système. Cela montre que le système est 

stable lorsque la condition initiale est 𝜑(𝑡) = [4,−3]  . 

Nous obtenons quasiment le même résultat que [68]. Le temps de réponse est le même mais le 

régime transitoire est un peu meilleur que celui obtenu dans [68]. 

 

Exemple 2.5 :  

Considérons un système de pendule inversé non linéaire défini par l'équation différentielle 

[65] : 

{

𝑥̇1 = 𝑥2

𝑥̇2 =
𝑔𝑠𝑖𝑛(𝑥1) − 𝑎𝑚𝑙𝑥2

2 sin(2𝑥1) /2 − acos(𝑥1) 𝑢

4𝑙/3 − 𝑎𝑚𝑙𝑐𝑜𝑠2(𝑥1)

 

Il peut être représenté par le modèle flou suivant composé de deux règles : 

Règle 1   𝑆𝑖 𝑥1(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝑒𝑛𝑣𝑖𝑟𝑜𝑛 0, 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 

       𝑥̇(𝑡) = (𝐴1 + ΔA1)𝑥(𝑡) + (𝐴𝑑1 + ΔA𝑑1)𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) +(𝐵1 + Δ𝐵1)𝑢(𝑡) + 𝐷1𝜔(𝑡)  

       𝑧(𝑡) = 𝐶1𝑥(𝑡)                                       

Règle 2   Si 𝑥2(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝑒𝑛𝑣𝑖𝑟𝑜𝑛  𝜋/2 𝑜𝑢 – 𝜋/2, 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 

        𝑥̇(𝑡) = (𝐴2 + ΔA2)𝑥(𝑡) + (𝐴𝑑2 + ΔA𝑑2)𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) +(𝐵2 + Δ𝐵2)𝑢(𝑡) + 𝐷2𝜔(𝑡)  

       𝑧(𝑡) = 𝐶2𝑥(𝑡)       

Où 

x1 : 

x2 : 

Temps 

x
(k

) 
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𝐴1 = [

0 1
𝑔

4𝑙

3
− 𝑎𝑚𝑙

0],   𝐴2 = [

0 1
𝑔𝑠𝑖𝑛(𝜃)

𝜃(
4𝑙

3
− 𝑎𝑚𝑙)

0] , 𝐵1 = [

0
𝑎

4𝑙

3
− 𝑎𝑚𝑙

] ,   𝐵2 = [

0
acos (𝜃)
4𝑙

3
− 𝑎𝑚𝑙

] 

  𝐶1 = 𝐶2 = [1 0],     𝐷1 = 𝐷2 = [
0
1
],   𝐴𝑑1 = [

0.1 0
0.1 −0.2

],  𝐴𝑑2 = [
0.1 0.1
0 −0.15

] 

ΔA1 =  [

0
−𝑎𝑚𝑙

4𝑙

3
− 𝑎𝑚𝑙

]  Ϝ (𝑡) [𝑣 0],      ΔA2 =  [

0
−𝑎𝑚𝑙

4𝑙

3
− 𝑎𝑚𝑙

sin(𝜃) cos (𝜃)

𝜃
∗]  Ϝ (𝑡) [𝑣 0]   

  

 ΔAd1 =  ΔAd2 =  [
0 0
0 0

] ,  ΔB1 = ΔB2 = [
0
0
] ,  Ϝ (𝑡) = sin (𝑡),   𝜔 (𝑡) = 0.1𝑒−0.1𝑡sin (𝑡)  

 Où 

  g = 9.8 𝑚 𝑠2⁄ ,  m = 0.1 Kg,  M = 1 Kg,  2l = 1 𝑚,  𝜃 = 88°,  𝑎 = 1 (𝑚 +𝑀).⁄  

L'intervalle non différentiable du retard variable dans le temps est : 

   𝑑(𝑡) = {
0.1 + 0.25𝑠𝑖𝑛2𝑡  𝑖𝑓  𝑡 ∈ 𝔗 = Uk≥0[2𝑘𝜋, (2𝑘 + 1)𝜋]

0                                𝑖𝑓             𝑡 ∈ 𝑅+\𝔗                        
 

On a 

        0.29 ≤ 𝑑(𝑡) ≤ 0.35 

Les fonctions d’appartenances sont : 

 

Figure.2. 7. Fonctions d’appartenances pour deux règles [65] 

La valeur initiale du système est 𝜑(𝑡) = [𝜋/8 0] pour 𝑡 ∈ [d̅2, 0]. 

En résolvant la LMI, on obtient les paramètres suivants après avoir appliqué le théorème 2.2 

sur le système avec incertitudes et perturbations. 

Pour α=0.1 : 

                  K1 = K2 = [11.6149  2.7669] 
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Ainsi, le système est 0.1 – exponentiellement stable et robuste avec la valeur √
Λ

𝜆
= 1.2964 , 

donc la solution du système en boucle fermée satisfait 

‖𝑥(𝑡, 𝜙) ‖ ≤ 1.2964𝑒−0.1𝑡‖𝜙‖,           ∀𝑡 ≥ 0. 

 

 

Figure.2. 8. La réponse du système pour α=0.1. 

Figure 2.8, montre la réponse temporelle de l'état du système. Cela montre que le système est 

stable lorsque la condition initiale est 𝜑(𝑡) = [𝜋/8, 0]. 

On peut dire que l'approche proposée est efficace et donne des résultats acceptables. Et cela, 

nous le constatons par les exemples vus précédemment. 

 

2.8 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons considéré le problème des systèmes contrôlés en réseau. La 

nouvelle stabilisation exponentielle pour une classe de systèmes non linéaires pour les 

systèmes flous incertains de Takagi–Sugeno (T–S) avec perturbation externe et problème de 

retard variant dans le temps a été étudiée. Le retard temporel est une fonction continue 

appartenant à un intervalle donné, ce qui signifie que les bornes inférieure et supérieure du 

retard variable dans le temps sont disponibles. La stabilité du système flou T-S à retard 

temporel avec un contrôleur H∞ robuste établi par l'approche fonctionnelle de Lyapunov-

Krasovskii dépendante du retard et des conditions suffisantes pour la stabilisation 

exponentielle des systèmes sont d'abord établies en termes de LMI. Des exemples sont inclus 

pour illustrer l'efficacité des approches proposées. 
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Chapitre 3 : Contrôle H∞ robuste avec rétroaction de sortie 

dynamique pour les SCR via des modèles flous T-S 

3.1 Introduction 

Comme relevé précédemment, la modélisation et le contrôle de systèmes complexes à l'aide 

de systèmes flous, en particulier les systèmes flous de Takagi-Sugeno (T-S), ont suscité un 

grand intérêt en raison de leur possibilité de représenter une grande classe de systèmes non 

linéaires  

En effet, le système complexe est simplifié en utilisant un modèle flou T-S décrit en termes 

d'une somme pondérée de sous-systèmes linéaires qui peuvent être efficacement étudiés et 

analysés. Cependant, des difficultés peuvent survenir lors de la définition d'un modèle flou T-

S plus proche d'un système réel ou même de la mesure précise des états du système. Pour 

cela, il est important d'étudier l'effet de la rétroaction dynamique de sortie et d'introduire des 

incertitudes et des retards variant dans le temps dans le modèle étudié [69].  

On rappelle que les systèmes flous T-S avec des incertitudes et des retards variant dans le 

temps ont été identifiés comme étant plus efficaces et bien adaptés à une large classe de 

systèmes complexes dynamiques non linéaires, principalement pour une classe de systèmes 

non linéaires soumis à des informations incomplètes et imprécises.  

Dans ce chapitre, on étudie le problème de la stabilité exponentielle robuste pour les SCR en 

utilisant une classe de systèmes flous T-S basés sur le concept de commande de rétroaction de 

sortie dynamique. La commande de rétroaction de sortie statique est facile à mettre en œuvre, 

cependant les conditions de contrainte de linéarisation doivent être prises en considération. 

Par conséquent, la commande de rétroaction de sortie dynamique peut être considérée comme 

une stratégie plus flexible pour traiter les SCR présentant une perturbation externe et des 

retards dépendants du temps. Cela est dû au fait que ce type de commande montre une 

meilleure caractéristique dynamique pour refléter les caractéristiques internes, et que les 

conditions de contrainte sont moins conservatrices dans le système. Sur la base des raisons ci-

dessus, nous proposons dans cette partie, une nouvelle approche basée sur la stabilisation 

exponentielle avec rétroaction de sortie dynamique pour les SCR représentés par des systèmes 

flous T-S incertains avec une perturbation externe et des retards dépendants du temps.  
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Pour illustrer l'efficacité de l'approche proposée, des exemples numériques sont présentés à la 

fin de ce chapitre.  

3.2 Problème formulation  

Considérons un système non linéaire contrôlé en réseau avec des perturbations, des 

incertitudes et des retards variables dans le temps, représenté par le modèle flou T–S suivant: 

Règle i :  Si 𝜃1(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹𝑖1𝑒𝑡 𝜃2(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹𝑖2…  𝑒𝑡 𝜃𝑝(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹𝑖𝑝  𝐴𝑙𝑜𝑟𝑠 

           𝑥̇(𝑡) = (𝐴𝑖 + 𝛥𝐴𝑖)𝑥(𝑡) + (𝐴𝑑𝑖 + 𝛥𝐴𝑑𝑖)𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))+(𝐵𝑖 + 𝛥𝐵𝑖)𝑢(𝑡) + 𝐷𝑖𝜔(𝑡) 

           𝑧(𝑡) = (𝐶𝑖 + 𝛥𝐶𝑖)𝑥(𝑡)                                                                     (3.1)    

           𝑥(𝑡) =  𝜑(𝑡)  𝑡 ∈ [−𝑚𝑎𝑥{𝑑2}, 0],      

Où 𝑖 =  1, 2, . . . , 𝑟  est le nombre de règles Si-Alors; x(t) ∈  ℝn, u(t) ∈  ℝm et z(t) ∈

 ℝ𝑙  représente le vecteur d’état, le vecteur de commande et le vecteur de sortie de mesure 

respectivement; ω(k) ∈  ℝp  désigne la perturbation exogène, supposée appartenir à 𝐿2[0,∞[; 

les matrices 𝐴𝑖 , 𝐴𝑑𝑖 , 𝐵𝑖, 𝐶𝑖,  𝐷𝑖 sont de dimensions appropriées ; ΔAi, ΔAdi, ΔBi, ΔCi dénotent 

les incertitudes dans le système; 

 𝜃1(t),  𝜃2(t)... 𝜃𝑝(t) sont les variables de prémisses du système; la condition initiale 𝜑(t) est 

une fonction différentiable ou un vecteur constant ; Fig (g = 1, 2,…, p) est l’ensemble flou. 

d(t) représente la fonction de retard variable dans le temps et satisfaisant 0 < 𝑑1 ≤ 𝑑(𝑡) ≤  𝑑2 

où :  𝑑1, 𝑑2 Représentent les bornes des intervalles de 𝑑(𝑡). 

L’inférence du système flou est décrite par : 

𝑥̇(𝑡) =∑ℎ𝑖(𝜃(𝑡))[

𝑟

𝑖=1

(𝐴𝑖 + 𝛥𝐴𝑖)𝑥(𝑡) + (𝐴𝑑𝑖 + 𝛥𝐴𝑑𝑖) 𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))  + (𝐵𝑖 + 𝛥𝐵𝑖)𝑢(𝑡)

+ 𝐷𝑖𝜔(𝑡)] 

           (3.2)  

𝑧(𝑡) =  ∑ℎ𝑖(𝜃(𝑡))[

𝑟

𝑖=1

(𝐶𝑖 + 𝛥𝐶𝑖)𝑥(𝑡)]    

Où les fonctions de base floues sont définies par : 
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                  ℎ𝑖(𝜃(𝑡)) =  
𝜇𝑖(𝜃(𝑡))

∑  𝜇𝑖(𝜃(𝑡))
𝑟
𝑖=1

,   avec    𝜇𝑖(𝜃(𝑡)) =  ∏𝐹𝑖𝑗(𝜃𝑗(𝑡))

𝑝

𝑗=1

                        (3.3) 

𝐹𝑖𝑗(𝜃𝑗(𝑡)) représente la valeur de la fonction d’appartenance 𝜃𝑗(𝑡) dans l’ensemble flou 𝐹𝑖𝑗. 

On suppose que: 

𝜇𝑖(𝜃(𝑡))  ≥ 0       𝑒𝑡   ∑ 𝜇𝑖(𝜃(𝑡))

𝑟

𝑖 = 1

> 0 

ℎ𝑖(𝜃(𝑡)) représente les fonctions d’activations non linéaires de la ième règle du modèle flou. 

Ces fonctions vérifient la propriété d’une somme convexe ci-dessous, c’est-à-dire :   

                                {

ℎ𝑖(𝜃(𝑡)) ≥ 0

∑ℎ𝑖(𝜃(𝑡)) = 1

𝑟

𝑖=1

                              𝑖 =  1, 2, … , 𝑟                                         

3.3 Conception du contrôleur 

Le contrôleur de rétroaction de sortie dynamique proposé du SCR avec des retards variables 

dans le temps exprimé via un modèle flou T-S est conçu à l'aide des règles floues suivantes : 

Règle du contrôleur i : Si 𝜃1(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹𝑖1𝑒𝑡 𝜃2(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹𝑖2…  𝑒𝑡 𝜃𝑝(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹𝑖𝑝  𝐴𝑙𝑜𝑟𝑠 

                                   𝑥̇𝑐(𝑡) = 𝐴𝑐𝑖𝑥𝑐(𝑡) + 𝐵𝑐𝑖𝑧(𝑡) 

                                    𝑢(𝑡) = 𝐶𝑐𝑖𝑥𝑐(𝑡),           𝑖 = 1, 2, … , 𝑟                   (3.4) 

Où 𝑥𝑐(𝑡) ∈  ℝ
𝑛 est l'état du contrôleur ; 𝐴𝑐𝑖 , 𝐵𝑐𝑖, 𝐶𝑐𝑖 sont des matrices de dimensions 

appropriées à déterminer. 

Le contrôleur de rétroaction de sortie dynamique flou global est déterminé par la sommation : 

 𝑥̇𝑐(𝑡) =∑ℎ𝑖(𝜃(𝑡))[

𝑟

𝑖=1

𝐴𝑐𝑖𝑥𝑐(𝑡) + 𝐵𝑐𝑖𝑧(𝑡)]                                                                                    

𝑢(𝑡) =∑ℎ𝑖(𝜃(𝑡))[

𝑟

𝑖=1

𝐶𝑐𝑖𝑥𝑐(𝑡)]                                                                                                       (3.5) 



Chapitre 3 : Contrôle H∞ robuste avec rétroaction de sortie dynamique pour les SCR via 

des modèles flous T-S 

 

68 

 

Il est important de noter que les modèles T-S du système, contiennent le même nombre de 

règles et que les fonctions d'appartenance pour les règles correspondantes sont les mêmes. 

Le système en boucle fermée défini par (3.2) et (3.5) peut être réécrit comme suit : 

𝑥̇𝐶𝐿(𝑡) =∑∑ℎ𝑖ℎ𝑗[

𝑟

𝑗=1

𝑟

𝑖=1

𝐴𝐶𝐿𝑖𝑗(𝑡)𝑥𝐶𝐿(𝑡) + 𝐴̅𝑑𝐶𝐿𝑖𝑥𝐶𝐿(𝑡 − 𝑑(𝑡)) + 𝐷𝐶𝐿𝑖𝜔(𝑡)]                          

𝑧(𝑡) =  ∑ℎ𝑖(𝜃(𝑡))[

𝑟

𝑖=1

(𝐶𝑖 + 𝛥𝐶𝑖)𝑥(𝑡)]                                                                                         (3.6) 

 

Où : 

  𝑥𝐶𝐿(𝑡) = [
𝑥(𝑡)
𝑥𝑐(𝑡)

] ,   𝐴𝐶𝐿𝑖𝑗 = [
𝐴̅𝑖 𝐵̅𝑖𝐶𝑐𝑗
𝐵𝑐𝑗𝐶𝑖 𝐴𝑐𝑗

],   𝐴𝑑𝐶𝐿𝑖 = [𝐴̅𝑑𝑖 0
0 0

],   𝐷𝐶𝐿𝑖 = [
𝐷𝑖 0
0 0

] 

   𝐴̅𝑖 = (𝐴𝑖 + 𝛥𝐴𝑖),      𝐴̅𝑑𝑖 = (𝐴𝑑𝑖 + 𝛥𝐴𝑑𝑖),     𝐵̅𝑖 = (𝐵𝑖 + 𝛥𝐵𝑖),       𝐶𝑖̅ = (𝐶𝑖 + 𝛥𝐶𝑖). 

Supposition : Nous supposons que les incertitudes admissibles satisfont 

         𝐴𝑖 =ℳ1𝑖ℱ(𝑡)ℵ1𝑖, ∆𝐴𝑑𝑖 = ℳ2𝑖ℱ(𝑡)ℵ2𝑖,  ∆𝐵𝑖 =ℳ3𝑖ℱ(𝑡)ℵ3𝑖.                                  (3.7) 

Où 𝑀1𝑖 , ℵ1𝑖, 𝑀2𝑖, ℵ2𝑖, 𝑀3𝑖, ℵ3𝑖 sont des matrices constantes données du système avec des 

dimensions appropriées, et 𝐹(𝑡) est une matrice inconnue représentant la perturbation du 

paramètre qui satisfait 

                                              ℱ𝑇(𝑡)ℱ(𝑡) ≤ 𝐼                                                                       (3.8) 

Tout au long de ce chapitre, nous adopterons les définitions suivantes. 

Définition 3.1 : Soit 𝛼 ∈ [ 0 1]. Le système en boucle fermée (3.6) est exponentiellement 

stable avec un taux de décroissance α s’il existe un nombre positif 𝛽 > 0 tel que chaque 

solution 𝑥(𝑡, 𝜑) satisfait la condition suivante pour toutes les incertitudes admissibles :  

                                  ‖𝑥(𝑡, ∅)‖ ≤ 𝛽𝑒−𝛼𝑡‖∅‖,         ∀𝑡 ≥ 0.                                                           (3.9) 

Définition 3.2 : Étant donné un scalaire prescrit 𝛾 > 0, l'indice de performance robuste 𝐻∞ 

est défini comme  
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                                 𝐽(𝜔) = ∫ 𝑧𝑇(𝑡)𝑧(𝑡)𝑑𝑡 ≤  𝛾2 ∫ 𝜔𝑇(𝑡)𝜔(𝑡)𝑑𝑡

∞

𝑡0

                                      (3.10)

        

∞

𝑡0

 

Pour la conception du contrôleur, nous utilisons les mêmes propositions et lemmes du 

chapitre précédent. 

3.4 Résultat principal 

Dans cette section, le problème de stabilité des SCR est résolu en fournissant des conditions 

suffisantes pour garantir la stabilité exponentielle robuste de sorte que le système en boucle 

fermée soit stable avec un  taux de décroissance 𝛼 et un indice de performance 𝐻∞ désigné 

par  𝛾.  

Pour définir l'existence d'un contrôleur de rétroaction de sortie dynamique stabilisateur, nous 

utilisons le théorème suivant, qui présente une condition dépendante du retard basée sur LMI. 

Théorème 3.1: le système (3.6), présentant  un retard variable dans le temps et une 

perturbation externe,  est exponentiellement stable et robuste avec un taux de décroissance 0 < 

α < 1 et un indice de performance H∞, s’il existe des matrices définies positives symétriques 

P, Q, R, S et G satisfaisant LMI suivante : 

                                                    𝛺 = [
𝛺11 𝛺12
𝛺12 𝛺22

] < 0.                                                  (3.11) 

Où : 

𝛺𝑖𝑗 =

[
 
 
 
 
 
𝛹11 𝛹12 𝛹13 𝛹14 𝛹15 𝛹16
∗ 𝛹22 𝛹23 𝛹24 𝛹25 𝛹26
∗ ∗ 𝛹33 𝛹34 𝛹35 𝛹36
∗ ∗ ∗ 𝛹44 𝛹45 𝛹46
∗ ∗ ∗ ∗ 𝛹55 𝛹56
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 𝛹66]

 
 
 
 
 

;          
𝑖 = 1, 2.
𝑗 = 1, 2.

 

Avec :        

 𝛹11 = [
 2𝐴̅𝑖𝑃 + 2𝑃𝐴̅𝑖

𝑇 + 𝑄 +  2𝛼𝑃 − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑅 𝑃𝐶𝑖̅
𝑇

𝐶𝑖̅𝑃
𝑇 −𝐼

] 

 𝛹12 = 2𝐴̅𝑑𝑖𝑃 + 𝑃𝐴̅𝑖
𝑇 + 𝑒−2𝛼𝑑2𝑅  

 𝛹13 = 𝑃𝐴̅𝑖
𝑇 
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 𝛹14 = −𝑃 + 𝑃𝐴̅𝑖
𝑇 

 𝛹15 = [
2𝐵̅𝑖𝑌𝑗 + 𝑃𝐴̅𝑖

𝑇 𝑃𝐶𝑖̅
𝑇

𝐶𝑖̅𝑃
𝑇 −𝐼

] 

 𝛹16 = 2𝐷𝑖𝑃 + 𝑃𝐴̅𝑖
𝑇 

 𝛹22 = 𝐴̅𝑑𝑖𝑃 + 𝑃𝐴̅𝑑𝑖
𝑇 − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑅 − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑆 

 𝛹23 = 𝑃𝐴̅𝑑𝑖
𝑇 + 𝑒−2𝛼𝑑2𝑆 

 𝛹24 = −𝑃 + 𝑃𝐴̅𝑑𝑖
𝑇  

 𝛹25 = 𝐵̅𝑖𝑌𝑗 + 𝑃𝐴̅𝑑𝑖
𝑇  

 𝛹26 = 𝐷𝑖𝑃 + 𝑃𝐴̅𝑑𝑖
𝑇  

 𝛹33 = −𝑒−2𝛼𝑑2𝑆 − 𝑒−2𝛼𝑑1𝑄 

 𝛹34 = −𝑃 

 𝛹35 = 𝐵̅𝑖𝑌𝑗 

 𝛹36 = 𝐷𝑖𝑃    

 𝛹44 = 𝑑2
2𝑅 + (𝑑2 − 𝑑1)

2𝑆 − 2𝑃 

 𝛹45 = −𝑃 + 𝐵̅𝑖𝑌𝑗 

 𝛹46 = −𝑃 + 𝐷𝑖𝑃  

 𝛹55 = 2𝛼𝑃 + 𝐵̅𝑖𝑌𝑗 + 𝑌𝑗
𝑇𝐵̅𝑖

𝑇 + 𝐺𝑗 + 𝐺𝑗
𝑇  

 𝛹56 = 𝑌𝑗
𝑇𝐵̅𝑖

𝑇 +𝐷𝑖𝑃  

 𝛹66 = [
𝐷𝑖𝑃 + 𝑃𝐷𝑖

𝑇 𝑃

𝑃𝑇 𝛾−2𝐼
] 

Et les matrices des gains du contrôleur 𝐴𝑐𝑖, 𝐵𝑐𝑖, 𝐶𝑐𝑖, telles que :  

               𝐴𝑐𝑖 = 𝐺𝑖 𝑃
−1, 𝐵𝑐𝑖 = 𝑃𝐶𝑖𝑇̅̅̅̅ , 𝐶𝑐𝑖 = 𝑌𝑗𝑃

−1.                                                               (3.12) 

 

Démonstration 3.1 :  Pour une signification abrégée des vecteurs et des matrices, On définit 

ce qui suit : 

𝑅̅ = 𝑃−1𝑅 𝑃−1, 𝑆̅ = 𝑃−1𝑆 𝑃−1, 𝑄̅ = 𝑃−1𝑄 𝑃−1. 

𝜆 = 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃
−1), 
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𝛬 =  𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃
−1) + 𝑑1𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑄̅) +

1

2
𝑑2
3 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑅̅) +

1

2
(𝑑2 + 𝑑1)(𝑑2 − 𝑑1)

2𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑆̅). 

Pour la démonstration du théorème 3.1, nous considérons la fonctionnelle de Lyapunov-

Krasovskii suivante : 

 

                                    𝑉(𝑡) = 𝑉1(𝑡) + 𝑉2(𝑡) + 𝑉3(𝑡) + 𝑉4(𝑡)                                                  (3.13) 

Où  

𝑉1(𝑡) = 𝑥
𝑇(𝑡)𝑃−1𝑥(𝑡) + 𝑥𝑐

𝑇(𝑡)𝑃−1𝑥𝑐(𝑡)                                                                        (3.14)  

 𝑉2(𝑡) = ∫ 𝑒2𝛼(𝑠−𝑡)𝑥𝑇(𝑠)𝑄̅𝑥(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑1

                                                                                         (3.15) 

𝑉3(𝑡) = 𝑑2 ∫ ∫𝑒2𝛼(𝜏−𝑡)𝑥̇𝑇(𝑠)𝑅̅𝑥̇(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠

𝑡

𝑡+𝑠

0

−𝑑2

                                                                            (3.16)  

𝑉4(𝑡) = (𝑑2 − 𝑑1) ∫ ∫ 𝑒2𝛼(𝜏−𝑡)𝑥̇𝑇(𝑠)𝑆̅𝑥̇(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝑠

𝑡

𝑡+𝑠

𝑑1

−𝑑2

                                                              (3.17)  

Il est facile de vérifier que  

                                           𝜆 ‖𝑥(𝑡)‖2 ≤ 𝑉(𝑡, 𝑥𝑡) ≤ 𝛬 ‖𝑥𝑡‖
2,    𝑡 ∈ ℝ+ .                         (3.18)   

En conséquence, les dérivées temporelles de 𝑉1(𝑡),… , 𝑉4(𝑡) sont données par : 

𝑉̇1(𝑡) = 𝑥
𝑇(𝑡)[𝐴̅𝑖

𝑇𝑃−1 + 𝑃−1𝐴̅𝑖]𝑥(𝑡) + 2𝑥
𝑇(𝑡)𝑃−1𝐴̅𝑑𝑖𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) + 2𝑥

𝑇(𝑡)𝑃−1𝐵̅𝑖𝐶𝑐𝑗𝑥𝑐(𝑡)

+ 2𝑥𝑇(𝑡)𝑃−1𝐷𝑖𝜔(𝑡)

+ 𝑥𝑐
𝑇(𝑡)[𝐴𝑐𝑗

𝑇 𝑃−1 + 𝑃−1𝐴𝑐𝑗]𝑥𝑐(𝑡)                                                                     (3.19)  

+ 2𝑥𝑇(𝑡)𝐶𝑖̅
𝑇𝐵𝑐𝑖

𝑇𝑃−1𝑥𝑐(𝑡) + 2𝛼𝑥
𝑇(𝑡)𝑃−1𝑥(𝑡) + 2𝛼𝑥𝑐

𝑇(𝑡)𝑃−1𝑥𝑐(𝑡) − 2𝛼𝑉1(𝑡) 

𝑉̇2(𝑡) = 𝑥𝑇(𝑡)𝑄̅𝑥(𝑡) − 𝑒−2𝛼𝑑1𝑥(𝑡 − 𝑑1)𝑄̅𝑥(𝑡 − 𝑑1) − 2𝛼𝑉2(𝑡)                                    (3.20)   

𝑉̇3(𝑡) = 𝑑2
2𝑥̇𝑇(𝑡)𝑅̅𝑥̇(𝑡) − 𝑑2∫ 𝑒−2𝛼𝑑2

𝑡

𝑡−𝑑2

𝑥̇𝑇(𝑠)𝑅̅𝑥̇(𝑠)𝑑 − 2𝛼𝑉3(𝑡)                                   (3.21)  

𝑉̇4(𝑡) = (𝑑2 − 𝑑1)
2𝑥̇𝑇(𝑡)𝑆̅𝑥̇(𝑡) − (𝑑2 − 𝑑1)𝑒

−2𝛼𝑑2 ∫ 𝑥̇𝑇(𝑠)𝑆̅𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑2

− 2𝛼𝑉4(𝑡)      (3.22) 

En utilisant la proposition 2.2 et la formule de Leibniz-Newton, les parties intégrales de 𝑉̇3(𝑡) 

et 𝑉̇4(𝑡) peuvent être simplifiées, respectivement, comme suit : 
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−𝑑2∫ 𝑥̇𝑇(𝑠)𝑅̅𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠 ≤ −𝑑(𝑡)∫ 𝑥̇𝑇(𝑠)𝑅̅𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠 
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

𝑡

𝑡−𝑑2

 

                                                ≤  −[∫ 𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

]𝑇𝑅̅[∫ 𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

] 

                                                =  −[𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))]𝑇𝑅̅[𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))] 

                                                =  −𝑥𝑇(𝑡)𝑅̅𝑥(𝑡) + 2𝑥𝑇(𝑡)𝑅̅𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) 

                                                     −𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑(𝑡))𝑅̅𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))                                                    (3.23) 

−(𝑑2 − 𝑑1)∫ 𝑥̇𝑇(𝑠)𝑆̅𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡−𝑑1

𝑡−𝑑2

 ≤ −(𝑑(𝑡) − 𝑑1)∫ 𝑥̇𝑇(𝑠)𝑆̅𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡−𝑑1

𝑡−𝑑(𝑡)

   

                    

                         ≤ −[∫ 𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠
𝑡−𝑑1

𝑡−𝑑(𝑡)

]𝑇𝑆̅[∫ 𝑥̇(𝑠)𝑑𝑠]
𝑡−𝑑1

𝑡−𝑑(𝑡)

 

                                                            = −[𝑥(𝑡 − 𝑑1) − 𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))]
𝑇𝑆̅[𝑥(𝑡 − 𝑑1) − 𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))] 

                                                     = −𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑1)𝑆̅𝑥(𝑡 − 𝑑1) + 2𝑥
𝑇(𝑡 − 𝑑1)𝑆̅𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) 

                                                               − 𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑(𝑡))𝑆̅𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))                                     (3.24)  

Par conséquent, nous pouvons déduire le résultat suivant :  

𝑉̇(𝑡, 𝑥(𝑡)) + 2𝛼𝑉(𝑡, 𝑥𝑡) ≤  𝑥𝑇(𝑡)[𝐴̅𝑖
𝑇𝑃−1 + 𝑃−1𝐴̅𝑖 + 𝑄̅ − 𝑒

−2𝛼𝑑2𝑅̅ +  2𝛼𝑃−1]𝑥(𝑡) 

                                        + 𝑥̇𝑇(𝑡)[𝑑2
2𝑅̅ + (𝑑2 − 𝑑1)

2𝑆̅]𝑥̇(𝑡)+2𝑥𝑇(𝑡)𝑃−1𝐴̅𝑑𝑖𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) 

   + 2𝑥𝑇(𝑡)𝑃−1𝐵̅𝑖𝐶𝑐𝑗𝑥𝑐(𝑡) + 2𝑥
𝑇(𝑡)𝑃−1𝐷𝑖𝜔(𝑡) 

                                        + 𝑥𝑐
𝑇(𝑡)[𝐴𝑐𝑗

𝑇 𝑃−1 + 𝑃−1𝐴𝑐𝑗 + 2𝛼𝑃
−1]𝑥𝑐(𝑡) + 2𝑥

𝑇(𝑡)𝐶𝑖̅
𝑇𝐵𝑐𝑖

𝑇𝑃−1𝑥𝑐(𝑡) 

      +  𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑1)[−𝑒
−2𝛼𝑑1𝑄̅ − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑆̅]𝑥(𝑡 − 𝑑1) 

                                        + 𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑(𝑡))[−𝑒−2𝛼𝑑2𝑅̅ − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑆̅]𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))  

                                         + 2𝑒−2𝛼𝑑2𝑥𝑇(𝑡)𝑅̅𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))  

                                              + 2𝑒−2𝛼𝑑2𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑1)𝑠̅𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))                                         (3.25) 

En utilisant la relation d’identité suivante : 

                      −𝑥̇(𝑡) + 𝐴̅𝑖(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐴̅𝑑𝑖𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) + 𝐵̅𝑖𝐶𝑐𝑗𝑥𝑐(𝑡) + 𝐷𝑖𝜔(𝑡) = 0         (3.26) 

Alors, on obtient : 
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    2[𝑥𝑇(𝑡)𝑋 + 𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑(𝑡))𝑋 + 𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑1)𝑋 + 𝑥̇
𝑇(𝑡)𝑋 + 𝑥𝑐

𝑇(𝑡)𝑋 + 𝜔𝑇(𝑡)𝑋] ×  

      [−𝑥̇(𝑡) + 𝐴̅𝑖(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐴̅𝑑𝑖𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) + 𝐵̅𝑖𝐶𝑐𝑗𝑥𝑐(𝑡) + 𝐷𝑖𝜔(𝑡)] = 0                       (3.27)                                                                  

On a : 

𝐽𝑘 = ∫ 𝑧𝑇(𝑡)𝑧(𝑡) − 𝛾2𝜔𝑇(𝑡)𝜔(𝑡)𝑑𝑡  

𝑡𝑘+1+𝜏𝑘+1

𝑡𝑘+𝜏𝑘

 

𝐽𝑘 = ∫ 𝑧𝑇(𝑡)𝑧(𝑡) − 𝛾2𝜔𝑇(𝑡)𝜔(𝑡) + 𝑉̇(𝑡) − 𝑉̇(𝑡)𝑑𝑡   

𝑡𝑘+1+𝜏𝑘+1

𝑡𝑘+𝜏𝑘

 

 𝐽𝑘 = ∫ (𝑧𝑇(𝑡)𝑧(𝑡) − 𝛾2𝜔𝑇(𝑡)𝜔(𝑡) + 𝑉̇(𝑡))𝑑𝑡   

𝑡𝑘+1+𝜏𝑘+1

𝑡𝑘+𝜏𝑘

−  𝑉(𝑡) |
𝑡𝑘+1 + 𝜏𝑘+1
𝑡𝑘 + 𝜏𝑘𝑡𝑘 + 𝜏𝑘

          (3.28) 

Et 

𝐽 = 𝑙𝑖𝑚
𝑁→∞

∑𝐽𝑘

𝑁

𝑘=0

 

𝐽 = 𝑙𝑖𝑚
𝑁→∞

∑ ∫ 𝑧𝑇(𝑡)𝑧(𝑡) − 𝛾2𝜔𝑇(𝑡)𝜔(𝑡)𝑑𝑡  

𝑡𝑘+1+𝜏𝑘+1

𝑡𝑘+𝜏𝑘

𝑁

𝑘=0

 

𝐽 = ∫ 𝑧𝑇(𝑡)𝑧(𝑡) − 𝛾2𝜔𝑇(𝑡)𝜔(𝑡) + 𝑉̇(𝑡)𝑑𝑡

∞

𝑡0

− 𝑉(𝑡) |
∞

𝑡0
                                                         (3.29) 

En remplaçant z(t) et (3.25) par leur expression dans (3.28), on obtient : 

𝐽𝑘 ≤ 
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∫ [𝐶𝑖̅𝑥(𝑡)]
𝑇[𝐶𝑖̅𝑥(𝑡)] − 𝛾

2𝜔𝑇(𝑡)𝜔(𝑡) +

𝑡𝑘+1+𝜏𝑘+1

𝑡𝑘+𝜏𝑘

 𝑥𝑇(𝑡)[𝐴̅𝑖
𝑇𝑃−1 + 𝑃−1𝐴̅𝑖 + 𝑄̅ − 𝑒

−2𝛼𝑑2𝑅̅

+  2𝛼𝑃−1]𝑥(𝑡) +  𝑥̇𝑇(𝑡)[𝑑2
2𝑅̅ + (𝑑2 − 𝑑1)

2𝑆̅]𝑥̇(𝑡)

+  2𝑥𝑇(𝑡)𝑃−1𝐴̅𝑑𝑖𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) + 2𝑥
𝑇(𝑡)𝑃−1𝐵̅𝑖𝐶𝑐𝑗𝑥𝑐(𝑡) + 2𝑥

𝑇(𝑡)𝑃−1𝐷𝑖𝜔(𝑡)

+ 𝑥𝑐
𝑇(𝑡)[𝐴𝑐𝑗

𝑇 𝑃−1 + 𝑃−1𝐴𝑐𝑖 + 2𝛼𝑃
−1]𝑥𝑐(𝑡) + 2𝑥

𝑇(𝑡)𝐶𝑖̅
𝑇𝐵𝑐𝑖

𝑇𝑃−1𝑥𝑐(𝑡)  

+   𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑1)[−𝑒
−2𝛼𝑑1𝑄̅ − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑆̅]𝑥(𝑡 − 𝑑1)  

+   𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑(𝑡))[−𝑒−2𝛼𝑑2𝑅̅ − 𝑒−2𝛼𝑑2𝑆̅]𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))  

+ 2𝑒−2𝛼𝑑2𝑥𝑇(𝑡)𝑅̅𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) + 2𝑒−2𝛼𝑑2𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑1)𝑠̅𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))

−  𝑉(𝑡) |
∞

𝑡0
                                                                                                               (3.30) 

En ajoutant l'item zéro de (3.27) dans (3.25), on obtient 

                                       𝑉̇(𝑡, 𝑥𝑡) + 2𝛼𝑉(𝑡, 𝑥𝑡) ≤ 𝜀𝑇(𝑡)𝛺𝜀(𝑡)                                                    (3.31) 

Où : 

𝜀 = [𝑥(𝑡) 𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) 𝑥(𝑡 − 𝑑1) 𝑥̇(𝑡) 𝑥𝑐(𝑡) 𝜔(𝑡)]
𝑇 

En pré- et à post-multipliant la matrice Ω, par : 

                                 𝜃 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 {𝑃, 𝑃, 𝑃, 𝑃, 𝑃, 𝑃}, 

Puis en effectuant le changement de variables telles que : 𝑋 = 𝑃−1 , et les matrices de gain 

choisies de manière à éliminer les non-linéarités du système : 

              𝐴𝑐𝑖 = 𝐺𝑖 𝑃
−1, 𝐵𝑐𝑖 = 𝑃𝐶𝑖𝑇̅̅̅̅ , 𝐶𝑐𝑖 = 𝑌𝑗𝑃

−1.                                                               (3.32)  

On obtient alors la matrice définie en (3.11). 

D'autre part, nous avons : 

                                            𝛺 = 𝜃𝛤𝜃                                                                                 (3.33)   

A partir de (3.30), l'inégalité suivante peut être est représentée par : 

 𝐽 = 𝑙𝑖𝑚
𝑁→∞

∑𝐽𝑘

𝑁

𝑘=0
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 𝐽 ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑁→∞

∑ ∫ 𝛺𝑑𝑡

𝑡𝑘+1+𝜏𝑘+1

𝑡𝑘+𝜏𝑘

−  𝑉(𝑡) |
𝑡𝑘+1 + 𝜏𝑘+1
𝑡𝑘 + 𝜏𝑘𝑡𝑘 + 𝜏𝑘

 

𝑁

𝑘=0

                                                             (3.34) 

En combinant (3.29) et (3.34), on obtient le résultat suivant : 

                ∫ 𝑧𝑇(𝑡)𝑧(𝑡) − 𝛾2𝜔𝑇(𝑡)𝜔(𝑡) + 𝑉̇(𝑡)𝑑𝑡 

∞

𝑡0

≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑁→∞

∑ ∫ 𝛺𝑑𝑡

𝑡𝑘+1+𝜏𝑘+1

𝑡𝑘+𝜏𝑘

                  (3.35) 

𝑁

𝑘=0

 

 

Il est clair que 𝑧𝑇(𝑡)𝑧(𝑡) − 𝛾2𝜔𝑇(𝑡)𝜔(𝑡) + 𝑉(∞) − 𝑉(𝑡0) ≤ 0 si 𝛺 < 0 pour tout ε(t) non 

nul.  

D'après la condition initiale nulle, nous savons que l'indice de performance H∞ est satisfait. 

Notez que Γ < 0 si et seulement si Ω < 0. 

Par conséquent, à partir de la condition (3.11), nous obtenons 

                           𝑉̇(𝑡, 𝑥𝑡) + 2𝛼𝑉(𝑡, 𝑥𝑡) ≤ 0                                                                      (3.36) 

En intégrant (3.36) de 0 à t, on obtient 

                            𝑉(𝑡, 𝑥𝑡) ≤ 𝑉(0, 𝑥0)𝑒
−2𝛼𝑡,     ∀𝑡 ∈  ℝ+                                                  (3.37) 

De plus, en tenant compte de la condition (3.18), on a 

                         𝜆‖𝑥(𝑡, 𝜙)‖2 ≤ 𝑉(𝑡, 𝑥𝑡) ≤ 𝑉(0, 𝑥0)𝑒
−2𝛼𝑡 ≤ 𝛬𝑒−2𝛼𝑡‖𝜙‖2,                     (3.38)  

Alors la solution 𝑥(𝑡, 𝜙) du système satisfait 

                                           ‖𝑥(𝑡, 𝜙)‖ ≤ √
𝛬

𝜆
𝑒−𝛼𝑡‖𝜙‖,   ∀𝑡 ≥ 0.                                              (3.39) 

Ce qui implique que le système en boucle fermée est α- robustement exponentiellement 

stable. 

Les conditions du théorème 3.1 sont obtenues et la preuve est complète. 
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3.5 Simulation numérique  

Trois exemples de SCR seront étudiés en présence de perturbation externe et de retard 

variable dans le temps pour illustrer l'efficacité et la performance de l'approche décrite dans ce 

chapitre. 

Exemple 3.1 : 

Nous considérons le modèle flou T-S à 2 règles suivant avec des retards variant dans le temps, 

des incertitudes et des perturbations externes [70]. 

Règle i :   Si 𝜃1(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹𝑖1, 𝜃2(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹𝑖2…  𝑒𝑡 𝜃𝑝(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹𝑖𝑝  𝐴𝑙𝑜𝑟𝑠 

              𝑥̇(𝑡) = (𝐴𝑖 + 𝛥𝐴𝑖)𝑥(𝑡) + (𝐴𝑑𝑖 + 𝛥𝐴𝑑𝑖)𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))+(𝐵𝑖 + 𝛥𝐵𝑖)𝑢(𝑡) + 𝐷𝑖𝜔(𝑡),  

              𝑧(𝑡) = (𝐶𝑖 + 𝛥𝐶𝑖)𝑥(𝑡),  

              𝑥(𝑡) =  𝜑(𝑡),   ∀ 𝑡 ∈ [−𝑚𝑎𝑥{𝑑2}, 0],     i = 1, 2.             

Où :  

𝑥(𝑡) = [𝑥1(𝑡)  𝑥2(𝑡)]
𝑇, et les paramètres 𝐴1, 𝐴2, 𝐵1, 𝐵2, 𝐶1, 𝐶2, 𝐷1, 𝐷2, 𝐴𝑑1, 𝐴𝑑2, 𝛥𝐴1,  

𝛥𝐴2, 𝛥𝐴𝑑1, 𝛥𝐴𝑑2, 𝛥𝐵1, 𝛥𝐵2, 𝛥𝐶1 𝑒𝑡 𝛥𝐶2 sont donnés comme suit : 

𝐴1 = [
−2 0
0 −0.9

],     𝐴2 = [
−1 0.5
0 −1

] , 𝐵1 = 𝐵2 = [
1
1
], 𝐶1 = [1 0], 𝐶2 = [0 1],  𝐷1 =

𝐷2 = [
0.01 0
0 0.01

], 𝐴𝑑1 = [
− 1 0
−1 −1

], 𝐴𝑑2 = [
−1 0
0.1 −1

], 

𝛥𝐴1 = [
0.4       0
 0   − 0.4

]  Ϝ (𝑡) [
0.4       0
 0   − 0.4

], 𝛥𝐴2 = [
−0.2       0
   0       0.3

]  Ϝ (𝑡) [
−0.2       0
   0       0.3

], 

𝛥𝐴𝑑1 = [
0.3       0
   0       0

]  Ϝ (𝑡) [
0.3       0
   0       0

], 𝛥𝐴𝑑2 = [
 0        0
 0     0.3

]  Ϝ (𝑡) [
 0        0
 0     0.3

],   

∆𝐵1 = ∆𝐵2 = [
0
0
], 𝛥𝐶1 = 𝛥𝐶2 = [0 0], avec Ϝ (𝑡) = 𝑠𝑖𝑛 (𝑡). La période d'échantillonnage 

est ℎ =  1 𝑚𝑠. Le retard variable dans le temps est donné par 𝑑(𝑡) = 0.1 + 0.25𝑠𝑖𝑛2𝑡 . Les 

perturbations externes sont définies par 𝜔 (𝑡) = 0.1 𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑒−0.1𝑡. 

Les fonctions d'appartenance floues sont définies comme suit : 

𝐹1(𝑥1(𝑡)) =
1

1 + 𝑒−2𝑥1(𝑡)
 , 𝐹2(𝑥1(𝑡)) = 1 − 𝐹1(𝑥1(𝑡)). 
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Les trajectoires des variables d'état 𝑥1(𝑡) et 𝑥2(𝑡) pour le système en boucle ouverte avec 

𝑥(0)  = [3 − 1]𝑇 sont montrées dans la Figure 3.1. 

 

Figure.3. 1. Trajectoires des variables d'état 𝒙𝟏(𝒕) et 𝒙𝟐(𝒕) pour le système en boucle ouvert avec 𝒙(𝟎) = [𝟑  − 𝟏]𝑻 

 

Taux de décroissance α Les paramètres du contrôleur 

0.01 

𝐴𝑐1 = [
−0.8474 0.0497
0.0521 −1.0988

] × 103, 

𝐴𝑐2 = [
−0.8602 0.0725
0.0687 −1.0784

] × 103, 

𝐵𝑐1 = [
0.0018
0.0001

],  𝐵𝑐2 = [
0.0001
0.0014

], 

𝐶𝑐1 = [0.8503 1.4598],  𝐶𝑐2 = [0.9021  − 0.5996]. 

0.08 

𝐴𝑐1 = [
−0.9025 0.0442
0.0458 −1.0763

] × 103, 

𝐴𝑐2 = [
−0.9154 0.0648
0.0624 −1.0626

] × 103, 

𝐵𝑐1 = [
0.0017
0.0001

],  𝐵𝑐2 = [
0.0001
0.0014

], 

𝐶𝑐1 = [0.8303 −1.2857],  𝐶𝑐2 = [0.9486 −0.5231]. 

0.9 

𝐴𝑐1 = [
−688.8784 41.6067
41.5203 −440.4000

], 

𝐴𝑐2 = [
−689.9142 41.6060
41.3329 −439.4710

], 

𝐵𝑐1 = [
0.0022
0.0002

],  𝐵𝑐2 = [
0.0002
0.0034

], 

𝐶𝑐1 = [0.6735 0.4673],  𝐶𝑐2 = [0.3079 0.3700]. 

Tableau.3. 1. Matrices de gain du contrôleur pour différentes valeurs du taux de décroissanceα α. 

Temps 

x
(t

) 
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Les résultats obtenus sont présentés dans le tableau 3.1 pour  trois valeurs de taux de 

décroissance différentes, à savoir 𝛼 =  0,01, 𝛼 =  0,08 𝑒𝑡 𝛼 =  0,9. Les réponses des variables 

d'état 𝑥1(𝑡) 𝑒𝑡 𝑥2(𝑡) pour le système en boucle fermée avec 𝑥(0)  =  [3 − 1]𝑇 en utilisant les 

valeurs de taux de décroissance ci-dessus sont présentées dans les figures 3.2 à 3.4.  

      

 

          

 

 

Figure.3. 3. Réponses des variables d'état 𝒙𝟏(𝒕) et 𝒙𝟐(𝒕)    
pour le système en boucle fermé avec 𝒙(𝟎) =  [𝟑 − 𝟏]𝑻 

pour 𝜶 =  𝟎, 𝟎𝟖.   
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x
(t

) 
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x
(t

) 

Figure.3. 2. Réponses des variables d'état 𝐱𝟏(𝐭) et 𝐱𝟐(𝐭)    
pour le système en boucle fermé avec 𝐱(𝟎) =  [𝟑 − 𝟏]𝐓 

pour 𝛂 = 𝟎, 𝟎𝟏.   
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Figure.3. 4. Réponses des variables d'état 𝒙𝟏(𝒕) et 𝒙𝟐(𝒕)    
pour le système en boucle fermé avec 𝒙(𝟎) =  [𝟑 − 𝟏]𝑻 

pour 𝜶 =  𝟎, 𝟗.   
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Figure.3. 5. Réponses des variables d'état 𝒙𝟏(𝒕) et 𝒙𝟐(𝒕)    
pour le système en boucle fermé avec 𝒙(𝟎) =  [𝟐. 𝟓 − 𝟐]𝑻 

pour 𝜶 =  𝟎, 𝟎𝟏.   
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Ainsi, le système est robustement exponentiellement stable pour le taux de décroissance Les 

Les réponses des variables d'état 𝑥1(𝑡) 𝑒𝑡 𝑥2(𝑡) pour le système en boucle fermée avec une 

condition initiale différente, à savoir 𝑥(0)  =  [2,5 − 2]𝑇 en utilisant les valeurs de taux de 

décroissance ci-dessus sont présentées dans les figures 3.5 – 3.7. Il est clairement visible que 

𝑥1(𝑡) 𝑒𝑡 𝑥2(𝑡) convergent pour différentes valeurs de taux de décroissance. De plus, la 

stabilité est garantie lorsque les conditions initiales sont modifiées. 

𝛼 = 0,01  avec l'indice de performance minimum 𝐻∞ obtenu comme 𝛾𝑚𝑖𝑛  =  2,3677 et la 

valeur √
𝛬

𝜆
= 1.649. Donc la solution du système en boucle fermée satisfait : 

‖𝑥(𝑡, 𝜙) ‖ ≤ 1.649𝑒−0.01𝑡‖𝜙‖,           ∀𝑡 ≥ 0. 

 

D'autre part, puisque ℎ =  1𝑚𝑠 et en supposant que les paquets de données sont négligés 

dans la transmission, alors le délai maximal autorisé 𝜏𝑖𝑘+1  ≤  0,85 𝑠. Le contrôleur de 

rétroaction de sortie dynamique flou T-S conçu peut stabiliser le système tant que la limite 

supérieure du délai induit par le réseau est inférieure à 0,85𝑠. 

Exemple 3.2 :   

Nous Considérons le système non linéaire incertain avec retard, suivant [68]: 

Temps 

x
(t

) 

Figure.3. 6. Réponses des variables d'état 𝒙𝟏(𝒕) et 𝒙𝟐(𝒕)    
pour le système en boucle fermé avec 𝒙(𝟎) =  [𝟐. 𝟓 − 𝟐]𝑻 

pour 𝜶 =  𝟎, 𝟎𝟖.   
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x
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) 

Figure.3. 7. Réponses des variables d'état 𝒙𝟏(𝒕) et 𝒙𝟐(𝒕)    
pour le système en boucle fermé avec 𝒙(𝟎) =  [𝟐. 𝟓 − 𝟐]𝑻 

pour 𝜶 =  𝟎, 𝟗.   
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𝑥̇1(𝑡) = −𝑥1(𝑡)(2 + 𝑠𝑖𝑛
2𝑥2(𝑡)) + 𝑥2(𝑡) + 0.1𝑥1(𝑡 − 𝑑(𝑡)) + 0.2𝑥2(𝑡 − 𝑑(𝑡))𝑐𝑜𝑠

2𝑥2(𝑡)

+ 𝑐(𝑡)𝑥2(𝑡)𝑠𝑖𝑛
2𝑥2(𝑡) + 𝑐(𝑡)𝑥1𝑐𝑜𝑠

2𝑥2(𝑡) + 𝑢1(𝑡) + (1 + 𝑠𝑖𝑛
2𝑥2(𝑡))𝜔(𝑡), 

𝑥̇2(𝑡) = 𝑥1(𝑡) − 𝑥2(𝑡)(1 − 𝑐𝑜𝑠
2𝑥2(𝑡)) + 0.2𝑥1(𝑡 − 𝑑(𝑡))𝑠𝑖𝑛

2𝑥2(𝑡) − 0.5𝑥2(𝑡 − 𝑑(𝑡))

+ 0.5𝑢2(𝑡) + 0.1𝑐(𝑡)𝑥2(𝑡). 

Où 𝑑(𝑡) est un retard variable dans le temps et 𝑐(𝑡) est un paramètre incertain satisfaisant 

𝑐(𝑡) ∈  [−0.2, 0.2]. 

Le système non linéaire ci-dessus peut être représenté par le modèle flou T-S à deux règles 

suivant : 

Règle 1 :   Si 𝜃1(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹11, 𝑒𝑡 𝜃2(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹12  𝐴𝑙𝑜𝑟𝑠 

              𝑥̇(𝑡) = (𝐴1 + 𝛥𝐴1)𝑥(𝑡) + (𝐴𝑑1 + 𝛥𝐴𝑑1)𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) +(𝐵1 + 𝛥𝐵1)𝑢(𝑡) + 𝐷1𝜔(𝑡)  

              𝑧(𝑡) = (𝐶1 + 𝛥𝐶1)𝑥(𝑡)      

et 

Règle 2 :   Si 𝜃1(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹21, 𝑒𝑡 𝜃2(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹22  𝐴𝑙𝑜𝑟𝑠 

              𝑥̇(𝑡) = (𝐴2 + 𝛥𝐴2)𝑥(𝑡) + (𝐴𝑑2 + 𝛥𝐴𝑑2)𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) +(𝐵2 + 𝛥𝐵2)𝑢(𝑡) + 𝐷2𝜔(𝑡)  

              𝑧(𝑡) = (𝐶2 + 𝛥𝐶2)𝑥(𝑡)   

Où:  

𝑥(𝑡) = [𝑥1(𝑡)  𝑥2(𝑡)]
𝑇 , et les paramètres 𝐴1, 𝐴2, 𝐵1, 𝐵2, 𝐶1, 𝐶2, 𝐷1, 𝐷2, 𝐴𝑑1, 𝐴𝑑2, 𝛥𝐴1,  

𝛥𝐴2, 𝛥𝐴𝑑1, 𝛥𝐴𝑑2, 𝛥𝐵1, 𝛥𝐵2, 𝛥𝐶1 𝑒𝑡 𝛥𝐶2 sont donnés par :  

𝐴1 = [
−3 1
1 −1

] , 𝐴2 = [
−2 1
1 0

] , 𝐵1 = [
1
0
], 𝐵2 = [

0
0.5
],  𝐶1 = [0.1 0], 𝐶2 = [0 0.1],            

𝐷1 = [
0.2 0
0 0

],    𝐷2 = [
0.1 0
0 0

] , 𝐴𝑑1 = [
0.1 0
0.2 −0.5

],  𝐴𝑑2 = [
0.1 0.2
0 −0.5

], 

𝛥𝐴1 = [
1 0
0 0

]  Ϝ (𝑡) [
0 0.2
0 0

], 𝛥𝐴2 = [
1 0
0 0

]  Ϝ (𝑡) [
0.2 0
0 0

], 𝛥𝐴𝑑1 = 𝛥𝐴𝑑2 = [
0 0
0 0

],  

∆𝐵1 = ∆𝐵2 = [
0
0
], 𝛥𝐶1 = 𝛥𝐶2 = [0 0] ; alors que Ϝ (𝑡) = 𝑠𝑖𝑛 (𝑡). La période 

d'échantillonnage est ℎ =  1 𝑚𝑠. Le retard variable dans le temps est donné par  

𝑑(𝑡) = 9.65 + |0.36𝑠𝑖𝑛 (2𝑡)| , et les perturbations externes est données par 𝜔 (𝑡) = 2𝑒−0.1𝑡. 

Les fonctions d'appartenance floue 𝐹1(𝑥2(𝑡))  et 𝐹2(𝑥2(𝑡)) sont définies comme : 
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𝐹1(𝑥2(𝑡)) = 𝑠𝑖𝑛2(𝑥2(𝑡)) et 𝐹2(𝑥2(𝑡)) = 𝑐𝑜𝑠2(𝑥2(𝑡)). 

Les réponses des variables d'état 𝑥1(𝑡) et 𝑥2(𝑡) pour le système en boucle ouverte avec 

𝑥(0)  = [1.5 − 2.5]𝑇 sont représentées sur la Figure 3.8. 

Le tableau 3.2 affiche les matrices de gain obtenues pour 𝛼 =  0,01, 𝛼 =  0,08 𝑒𝑡 𝛼 =

 0,9. Les réponses des variables d'état 𝑥1(𝑡) 𝑒𝑡 𝑥2(𝑡) pour le système en boucle fermée pour 

𝑥(0)  =  [1,5 − 2,5]𝑇 et en utilisant les valeurs de taux de décroissance ci-dessus sont 

représentées sur  les figures 3.9 à 3.11  alors que les réponses des variables d'état 

𝑥1(𝑡) 𝑒𝑡 𝑥2(𝑡) pour le système pour 𝑥(0)  =  [2 − 1,5]𝑇 sont illustrées par les figures 3.12 à 

3.14.  

𝑥1(𝑡) 𝑒𝑡 𝑥2(𝑡) convergent dans tous les cas, et la stabilité exponentielle est garantie même 

lorsque les conditions initiales sont modifiées. 

 

 

Figure.3.8. Réponses des variables d'état 𝒙𝟏(𝒕) et 𝒙𝟐(𝒕) pour le système en boucle ouvert avec 𝒙(𝟎) = [𝟏. 𝟓  − 𝟐. 𝟓]𝑻. 
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Taux de décroissance α Les paramètres du contrôleur 

0.01 

𝐴𝑐1 = [
−1.8402 −0.2602
−0.2670 −2.5882

] × 104, 

𝐴𝑐2 = [
−1.8656 −0.2423
−0.2477 −2.5522

] × 104, 

𝐵𝑐1 = [
0.8096
−0.0796

] × 10−5, 𝐵𝑐2 = [
−0.0796
0.6019

] × 10−5, 

𝐶𝑐1 = [38.6202 −16.7666], 

𝐶𝑐2 = [−3.8582 3.1365]. 

0.08 

𝐴1 = [
−2.4185 −0.2974
−0.3055 −3.3110

] × 104, 

𝐴𝑐2 = [
−2.4536 −0.2772
−0.2826 −3.2607

] × 104, 

𝐵𝑐1 = [
0.6143
−0.0541

] × 10−5, 𝐵𝑐2 = [
−0.0541
0.4688

] × 10−5, 

𝐶𝑐1 = [50.5656 −21.9819], 

𝐶𝑐2 = [−3.2254 5.2567]. 

0.9 

𝐴𝑐1 = [
−6.1842 −0.4120
−0.4136 −2.5737

] × 104, 

𝐴𝑐2 = [
−6.1860 −0.4103
−0.4091 −2.5728

] × 104, 

𝐵𝑐1 = [
0.2450
−0.0391

] × 10−5, 𝐵𝑐2 = [
−0.0391
0.5886

] × 10−5, 

𝐶𝑐1 = [5.3694 −0.6520], 

𝐶𝑐2 = [−9.4921 1.6955]. 

Tableau.3. 2 Matrices de gain du contrôleur pour différentes valeurs du taux de décroissance 𝜶. 
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Figure.3. 9. Réponses des variables d'état 𝒙𝟏(𝒕) et 𝒙𝟐(𝒕)    
pour le système en boucle fermé avec 𝒙(𝟎) =  [𝟏. 𝟓 − 𝟐. 𝟓]𝑻 

pour 𝜶 =  𝟎, 𝟎𝟏.   

 

Figure.3. 10. Réponses des variables d'état 𝒙𝟏(𝒕) et 𝒙𝟐(𝒕)    
pour le système en boucle fermé avec 𝒙(𝟎) =  [𝟏. 𝟓 − 𝟐. 𝟓]𝑻 

pour 𝜶 =  𝟎, 𝟎𝟖.   

 

Figure.3. 11. Réponses des variables d'état 𝒙𝟏(𝒕) et 𝒙𝟐(𝒕)    
pour le système en boucle fermé avec 𝒙(𝟎) =  [𝟏. 𝟓 − 𝟐. 𝟓]𝑻 

pour 𝜶 =  𝟎, 𝟗.   

 

Temps 

x
(t

) 

Temps 

x
(t

) 

Temps 

x
(t

) 

Figure.3. 12. Réponses des variables d'état 𝒙𝟏(𝒕) et 𝒙𝟐(𝒕)    
pour le système en boucle fermé avec 𝒙(𝟎) =  [𝟐 − 𝟏. 𝟓]𝑻 

pour 𝜶 =  𝟎, 𝟎𝟏.   

 

Figure.3. 13. Réponses des variables d'état 𝒙𝟏(𝒕) et 𝒙𝟐(𝒕)    
pour le système en boucle fermé avec 𝒙(𝟎) =  [𝟐 − 𝟏. 𝟓]𝑻 

pour 𝜶 =  𝟎, 𝟎𝟖.   

 

Figure.3. 14. Réponses des variables d'état 𝒙𝟏(𝒕) et 𝒙𝟐(𝒕)    
pour le système en boucle fermé avec 𝒙(𝟎) =  [𝟐 − 𝟏. 𝟓]𝑻 

pour 𝜶 =  𝟎, 𝟗.   
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Ainsi, le système est robustement exponentiellement stable pour le taux de décroissance 𝛼 =

0,08  avec l'indice de performance minimum 𝐻∞ obtenu comme 𝛾𝑚𝑖𝑛  =  1.6887 et la valeur 

√
𝛬

𝜆
= 2.9109. donc la solution du système en boucle fermée satisfait : 

‖𝑥(𝑡, 𝜙) ‖ ≤ 2.9109𝑒−0.08𝑡‖𝜙‖,           ∀𝑡 ≥ 0. 

Et la limite de retard satisfaisante est 𝜏𝑖𝑘  ≤  0,85 𝑠 

Exemple 3.3: 

Maintenant, nous allons démontrer l'efficacité de la méthode proposée à travers une 

application pratique du système mécanique masse-ressort-amortisseur [66].   

𝑥̇1(𝑡) = − 0.1𝑥1
3(𝑡) − 0.0125 x1(𝑡 − 𝑑(𝑡)) − 0.67𝑥2

3(t) −  0.1𝑥1
3(t − d(t))

− 0.005x2(t − d(t)), 

𝑥̇2(𝑡) = 𝑥1(𝑡) 

Où 𝑥1 est l'angle (en radians) du pendule par rapport à la verticale et 𝑥2 est la vitesse 

angulaire. 𝑑(𝑡) est le retard variable dans le temps. 

Le système ci-dessus est modélisé à l'aide d'un modèle flou T-S à 2 règles avec des 

perturbations, des incertitudes et des retards variables dans le temps, comme suit : 

Règle i :   Si 𝜃1(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹𝑖1, 𝜃2(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹𝑖2…  𝑒𝑡 𝜃𝑝(𝑡) 𝑒𝑠𝑡 𝐹𝑖𝑝  𝐴𝑙𝑜𝑟𝑠 

              𝑥̇(𝑡) = (𝐴𝑖 + 𝛥𝐴𝑖)𝑥(𝑡) + (𝐴𝑑𝑖 + 𝛥𝐴𝑑𝑖)𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))+(𝐵𝑖 + 𝛥𝐵𝑖)𝑢(𝑡) + 𝐷𝑖𝜔(𝑡),  

              𝑧(𝑡) = (𝐶𝑖 + 𝛥𝐶𝑖)𝑥(𝑡),  

              𝑥(𝑡) =  𝜑(𝑡),   ∀ 𝑡 ∈ [−𝑚𝑎𝑥{𝑑2}, 0],     i = 1, 2.             

Où :  

𝑥(𝑡) = [𝑥1(𝑡)  𝑥2(𝑡)]
𝑇 .  Les paramètres 𝐴1, 𝐴2, 𝐵1, 𝐵2, 𝐶1, 𝐶2, 𝐷1, 𝐷2, 𝐴𝑑1, 𝐴𝑑2, 𝛥𝐴1,  

𝛥𝐴2, 𝛥𝐴𝑑1, 𝛥𝐴𝑑2, 𝛥𝐵1, 𝛥𝐵2, 𝛥𝐶1 𝑒𝑡 𝛥𝐶2 sont donnés comme suit : 

𝐴1 = [
−0.1125 −0.02

1 0
],     𝐴2 = [

−0.1125 −1.5270
1 0

],     𝐵1 = 𝐵2 = [
1
0
],      



Chapitre 3 : Contrôle H∞ robuste avec rétroaction de sortie dynamique pour les SCR via 

des modèles flous T-S 

 

85 

 

𝐶1 = 𝐶2 = [−1 0],         𝐷1 = 𝐷2 = [
0.01 0
0 0.01

],    𝐴𝑑1 = [
−0.0125 −0.005

0 0
],  

𝐴𝑑2 = [
−0.0125 −0.23

0 0
],      𝐵𝑑1 = [

−0.1125
0

],       𝐵𝑑2 = [
−0.22
0

], 

𝛥𝐴1 = 𝛥𝐴2=[
−0.1125

0
]  Ϝ (𝑡) [1 0],     ∆𝐵1 = ∆𝐵2 = [

1
0
],   𝛥𝐶1 = 𝛥𝐶2 = [0 0] 

𝛥𝐴𝑑1 = 𝛥𝐴𝑑2=[
−0.22
0

]  Ϝ (𝑡) [1 0], avec Ϝ (𝑡) = 𝑠𝑖𝑛 (𝑡) et la période d'échantillonnage est 

ℎ =  1 𝑚𝑠.  

Le retard   est donné par 𝑑(𝑡) = 0.1 + 0.25𝑠𝑖𝑛2𝑡 . Les perturbations externes sont définies par 

𝜔 (𝑡) = 0.1 𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑒−0.1𝑡. 

Les fonctions d'appartenance floues sont définies comme suit : 

𝐹1(𝑥2(𝑡)) = 1 −
𝑥2
2(𝑡)

2.25
, 𝐹2(𝑥2(𝑡)) = 1 − 𝐹1(𝑥2(𝑡)). 

   

Taux de décroissance α Les paramètres du contrôleur 

0.01 

𝐴1 = 𝐴𝑐2 = 𝐴𝑐3 = 𝐴𝑐4 = [
−1.6539 −0.4923
−0.4871 −0.8444

] × 103, 

𝐵𝑐1 = 𝐵𝑐2 = [
−0.0006
0.0021

],  𝐵𝑐3 = 𝐵𝑐4 = [
0.0006
−0.0021

], 

𝐶𝑐1 = 𝐶𝑐2 = 𝐶𝑐3 = 𝐶𝑐4 = [1.1919 1.0314]. 

0.08 

𝐴𝑐1 = 𝐴𝑐2 = 𝐴𝑐3 = 𝐴𝑐4 = [
−1.6527 −0.4840
−0.4795 −0.8883

] × 103, 

𝐵𝑐1 = 𝐵𝑐2 = [
−0.0006
0.0020

],  𝐵𝑐3 = 𝐵𝑐4 = [
0.0006
−0.0020

], 

𝐶𝑐1 = 𝐶𝑐2 = 𝐶𝑐3 = 𝐶𝑐4 = [1.1058 0.9998]. 

 

0.3 

𝐴𝑐1 = 𝐴𝑐2 = 𝐴𝑐3 = 𝐴𝑐4 = [
−1.7394 −0.4845
−0.4818 −1.0692

] × 103, 

𝐵𝑐1 = 𝐵𝑐2 = [
−0.0004
0.0016

], 

𝐵𝑐3 = 𝐵𝑐4 = [
0.0004
−0.0016

], 

𝐶𝑐1 = 𝐶𝑐2 = 𝐶𝑐3 = 𝐶𝑐4 = [0.6729 1.0068]. 
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0.9 

𝐴𝑐1 = 𝐴𝑐2 = 𝐴𝑐3 = 𝐴𝑐4 = [
−2.1322 −0.6745
−0.6732 −2.1752

] × 103, 

𝐵𝑐1 = 𝐵𝑐2 = [
−0.2396
0.7607

] × 10−3, 

𝐵𝑐3 = 𝐵𝑐4 = [
0.2396
−0.7607

] × 10−5, 

𝐶𝑐1 = 𝐶𝑐2 = 𝐶𝑐3 = 𝐶𝑐4 = [−0.0380 0.3062]. 

 
 

Tableau.3. 3. Matrices de gain du contrôleur pour différentes valeurs du taux de décroissanceα 𝜶. 

 

 

Figure.3.15. Réponses des variables d'état 𝒙𝟏(𝒕) et 𝒙𝟐(𝒕) pour le système en boucle ouvert avec 𝒙(𝟎) = [𝟏  − 𝟏]𝑻 

 

La figure 3.15 montre les réponses des variables d'état 𝑥1(𝑡) et 𝑥2(𝑡) pour le système flou T-

S en boucle ouverte avec 𝑥(0)  = [1 − 1]𝑇. 
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x
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Figure.3. 17. Réponses des variables d'état 𝒙𝟏(𝒕) et 𝒙𝟐(𝒕)    
pour le système en boucle fermé avec 𝒙(𝟎) =  [𝟏 − 𝟏]𝑻 

pour 𝜶 =  𝟎, 𝟎𝟖.   

 

Figure.3. 16. Réponses des variables d'état 𝒙𝟏(𝒕) et 𝒙𝟐(𝒕)    
pour le système en boucle fermé avec 𝒙(𝟎) =  [𝟏 − 𝟏]𝑻 

pour 𝜶 =  𝟎, 𝟎𝟏.   

 

Figure.3. 18. Réponses des variables d'état 𝒙𝟏(𝒕) et 𝒙𝟐(𝒕)    
pour le système en boucle fermé avec 𝒙(𝟎) =  [𝟏 − 𝟏]𝑻 

pour 𝜶 =  𝟎, 𝟗.   
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Figure.3. 19. Réponses des variables d'état 𝒙𝟏(𝒕) et 𝒙𝟐(𝒕)    
pour le système en boucle fermé avec 𝒙(𝟎) =  [𝟎. 𝟓 − 𝟎. 𝟓]𝑻 

pour 𝜶 =  𝟎, 𝟎𝟏.   
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Figure.3. 20. Réponses des variables d'état 𝒙𝟏(𝒕) et 𝒙𝟐(𝒕)    
pour le système en boucle fermé avec 𝒙(𝟎) =  [𝟎. 𝟓 − 𝟎. 𝟓]𝑻 

pour 𝜶 =  𝟎, 𝟎𝟖.   

 

Figure.3. 21. Réponses des variables d'état 𝒙𝟏(𝒕) et 𝒙𝟐(𝒕)    
pour le système en boucle fermé avec 𝒙(𝟎) =  [𝟎. 𝟓 − 𝟎. 𝟓]𝑻 

pour 𝜶 =  𝟎, 𝟗.   
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Les résultats obtenus sont présentés dans le Tableau 3.3 en considérant les valeurs de taux de  

Les résultats obtenus sont présentés dans le Tableau 3.3 en considérant les valeurs de taux de 

décroissance ci-dessus, les réponses des variables d'état 𝑥1(𝑡) 𝑒𝑡 𝑥2(𝑡) pour le système en 

boucle fermée avec 𝑥(0)  =  [1 − 1]𝑇 sont données dans les figures 3.16 – 3.18, et les 

réponses des variables d'état 𝑥1(𝑡) 𝑒𝑡 𝑥2(𝑡) pour le système en boucle fermée avec 𝑥(0)  =

 [0,5 − 0,5]𝑇 sont données dans les figures 3.19 – 3.21.  

Pour ce cas également, les solutions convergent et la stabilité exponentielle est garantie même 

lorsque les conditions initiales sont modifiées. 

Ainsi, le système est robustement exponentiellement stable pour le taux de décroissance 𝛼 =

0,9  avec l'indice de performance minimum 𝐻∞ obtenu comme 𝛾𝑚𝑖𝑛  =  1,2896 et la valeur 

√
𝛬

𝜆
= 8.789. Donc la solution du système en boucle fermée satisfait : 

‖𝑥(𝑡, 𝜙) ‖ ≤ 8.789𝑒−0.9𝑡‖𝜙‖,           ∀𝑡 ≥ 0. 

Et la limite de délai satisfaisante est 𝜏𝑖𝑘  ≤  0,85 𝑠. 

3.6 Conclusion 

Dans ce chapitre, les problèmes de stabilité et de stabilisation des systèmes de contrôle en 

réseau ont été examinés. À cette fin, la stabilisation exponentielle avec une commande de 

rétroaction de sortie dynamique a été présentée pour une classe de systèmes de contrôle en 

réseau représentés par des modèles flous T-S avec retard variable dans le temps et 

perturbation externe. Le contrôleur flou T-S de rétroaction de sortie dynamique a été conçu et 

un contrôleur robuste 𝑯∞ a été établi par une approche fonctionnelle Lyapunov-Krasovskii 

dépendante du retard. Des conditions suffisantes pour la stabilisation exponentielle ont été 

établies en termes de LMI. Le système en boucle fermée est exponentiellement stable avec un 

taux de décroissance 𝛼 et un indice de performance 𝑯∞ prescrit 𝜸. Les LMI obtenues ont été 

résolues et les matrices de gain du contrôleur ont été déterminées. L'efficacité et la faisabilité 

du contrôleur proposé ont été illustrées à l'aide de trois exemples de simulation. De plus, le 

contrôleur conçu a stabilisé les exemples discutés avec une plus grande limite des retards 

induits par le réseau. 
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Chapitre 4 : Stabilisation exponentielle robuste de 

systèmes flous à temps discret avec des retards variables 

3.1 Introduction 

Les systèmes à temps discret présentent plusieurs avantages pour les systèmes contrôlés en 

réseau. Leur régularité d'échantillonnage permet de gérer efficacement les retards de 

communication inhérents aux réseaux. Les instants d'échantillonnage réguliers facilitent la 

synchronisation des contrôleurs et des dispositifs de traitement des données, minimisant ainsi 

les retards et maintenant la stabilité et les performances du système. De plus, les méthodes de 

contrôle numérique permettent la conception d'algorithmes adaptatifs pour compenser les 

effets des retards. Ces capacités des systèmes à temps discret à s'adapter aux contraintes de 

communication font d'eux une option attrayante pour les applications de contrôle en réseau. 

Motivés par l'analyse faites précédemment, nous visons à étudier une méthodologie de 

contrôle robuste H∞ pour discuter du contrôle robuste des SCR avec des retards variables 

dans le temps, des incertitudes et des perturbations externes. À notre connaissance, il existe 

encore peu de résultats sur ce sujet. Dans cette optique, nous proposons de contrôler les SCR 

avec des retards variables dans le temps en utilisant une nouvelle approche basée sur la 

stabilisation exponentielle des systèmes flous T-S discrets incertains, en tenant compte des 

perturbations externes et des retards variables dans l'état et le contrôle. Pour cela, nous 

utilisons l'approche fonctionnelle de Lyapunov - Krasovskii pour l'analyse de stabilité avec 

retard dépendant. Comme le contrôleur proposé est conçu avec une performance H∞ pour 

garantir la robustesse contre les variables de retard variables dans le temps, la LMI obtenue 

peut assurer que les états et les erreurs de contrôle convergent exponentiellement vers zéro. A 

la fin de ce chapitre, deux exemples illustratifs sont présentés pour démontrer l'efficacité des 

méthodes de contrôle proposées en présence ou en l'absence de perturbations et d'incertitudes. 

3.2 Description du système et préliminaires. 

Considérons le modèle flou T–S suivant d'un système non linéaire discret et impliquant des 

incertitudes, des perturbations et des retards variant dans le temps : 
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Règle i : Si θ1(k) est Fi1et θ2(k) est Fi2…  et θp(k) est Fip  Alors 

             x(k + 1) = (Ai + ΔAi)x(k) + (Adi + ΔAdi)x(k − d(k)) + (Bi + ΔBi)u(k)  + 

                                 (Bd1 + ΔBdi)u(k − du(k)) + Diω(k) 

             z(k) = Cix(k)                                                                      

             x(k) =  φ(k)    k ∈ [−max{d2, du2}, 0].                                                      (4.1) 

Où 𝑖 =  1, 2, . . . , 𝑟  est le nombre de règles Si-Alors; x(k) ∈  ℝn, u(k) ∈  ℝm et z(k) ∈

 ℝ𝑙  représente le vecteur d’état, le vecteur de commande et le vecteur de sortie de mesure 

respectivement; ω(k) ∈  ℝp  désigne la perturbation exogène, il est supposé appartenir à 

𝐿2[0,∞[ ;  les matrices 𝐴𝑖 , 𝐴𝑑𝑖 , 𝐵𝑖, 𝐵𝑑𝑖, 𝐶𝑖,  𝐷𝑖 sont de dimensions appropriées ; 

ΔAi, ΔAdi, ΔBi, ΔBdi dénotent les incertitudes dans le système; 𝜃1(k),  𝜃2(k)... 𝜃𝑝(k) sont les 

variables de prémisses qui dépendent de l’entrée et/ou de l’état du système; la condition 

initiale 𝜑(k) est une fonction différentiable ou un vecteur constant ; Fig (g = 1, 2,…, p) est 

l’ensemble flou. 𝑑(𝑘), 𝑑𝑢(𝑘) représentent les fonctions de retard variable dans le temps et 

satisfont respectivement : 

                        0 < 𝑑1 ≤ 𝑑(𝑘) ≤  𝑑2   et 0 < 𝑑𝑢1 ≤ 𝑑𝑢(𝑘) ≤  𝑑𝑢2   

Où: 

𝑑1, 𝑑2 Représentent les bornes des intervalles de 𝑑(𝑘)et 𝑑𝑢1 , 𝑑𝑢2 les bornes des intervalles de 

𝑑𝑢(𝑘). 

L’inférence du système flou est décrite par : 

𝑥(𝑘 + 1) =∑ℎ𝑖(𝜃(𝑘))[(𝐴𝑖 + ∆𝐴𝑖)𝑥(𝑘) + (𝐴𝑑𝑖 + ∆𝐴𝑑𝑖)𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘)) + (𝐵𝑖 + ∆𝐵𝑖)𝑢(𝑘)   

𝑟

𝑖=1

+ (𝐵𝑑𝑖 + ∆𝐵𝑑𝑖)𝑢(𝑘 − 𝑑𝑢(𝑘))  + 𝐷𝑖𝜔(𝑘)] 

z(k) =  ∑hi(θ(k))[

r

i=1

Cix(k)],          i = 1, 2, … , r                                                                         (4.2) 

Où les fonctions de base floues sont définies par : 
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                         ℎ𝑖(𝜃(𝑘)) =  
𝜇𝑖(𝜃(𝑘))

∑  𝜇𝑖(𝜃(𝑘))
𝑟
𝑖=1

, 𝜇𝑖(𝜃(𝑘)) =  ∏𝐹𝑖𝑗 (𝜃𝑗(𝑘))

𝑝

𝑗=1

                     (4.3) 

𝐹𝑖𝑗 (𝜃𝑗(𝑘)) représente la valeur de la fonction d’appartenance 𝜃𝑗(𝑘) dans l’ensemble flou 𝐹𝑖𝑗. 

 On suppose que: 

𝜇𝑖(𝜃(𝑘))  ≥ 0       𝑒𝑡   ∑ 𝜇𝑖(𝜃(𝑘))

𝑟

𝑖 = 1

> 0  

ℎ𝑖(𝜃(𝑘)) représente les fonctions d’activations non linéaires de la ième règle du modèle flou. 

Ces fonctions vérifient la propriété d’une somme convexe ci-dessous, c’est-à-dire :   

                                {

ℎ𝑖(𝜃(𝑘)) ≥ 0

∑ℎ𝑖(𝜃(𝑘)) = 1

𝑟

𝑖=1

                              i =  1, 2, … , r                                         

3.3 Conception du contrôleur 

Le problème considéré ici, concerne la conception de la commande floue à retour d'état pour 

les systèmes contrôlés en réseau et la détermination des gains de rétroaction de telle sorte que 

le système flou en boucle fermée soit exponentiellement stable. 

En se basant sur la compensation distribuée parallèle, la structure du contrôleur incorporera 

un ensemble de règles floues exprimées sous la forme suivante : 

Règle i : Si θ1(k) est Fi1et θ2(k) est Fi2…  et θp(k) est Fip  Alors                   

              𝑢(𝑘) = 𝐾𝑖𝑥(𝑘),                𝑖 = 1, 2, … , 𝑟                                                              (4.4) 

Et le contrôleur global de retour d'état flou est déterminé par la somme : 

                𝑢(𝑘) =  ∑ℎ𝑖(𝜃(𝑘))[

𝑟

𝑖=1

𝐾𝑖𝑥(𝑘)]    𝑖 = 1, 2, … , 𝑟                                                            (4.5) 

Où 𝐾𝑖 ∈  ℝ
𝑚×𝑛, sont les gains du contrôleur à déterminer. 
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Il est important de noter ici, que nous utilisons le même nombre de règles et les mêmes 

fonctions d'appartenance pour les règles correspondantes. 

Ensuite, afin de développer nos résultats, nous utilisons les mêmes propositions et lemmes du 

chapitre 2 et nous donnons une définition pour la conception du contrôleur. 

Définition 4.1:  Étant donné 𝛼 >  0, la solution nulle du système (4.1) est α - 

exponentiellement stable si et seulement s'il existe un nombre positif 𝛽 >  0 tel que chaque 

solution 𝑥(𝑘, 𝜑) satisfait la condition suivante : 

                                      ‖𝑥(𝑘, ∅)‖ ≤ 𝛽𝑒−𝛼𝑘‖∅‖,         ∀𝑘 ≥ 0.                                                      (4.6) 

3.4 Résultats principaux 

3.4.1 Contrôle de systèmes sans incertitudes ni perturbations 

Tout d'abord, nous envisageons le contrôle de systèmes discrets flous T-S sans incertitudes et 

perturbations. Dans ce cas, le système (4.1) devient comme suit :   

Règle i : Si θ1(k) est Fi1et θ2(k) est Fi2…  et θp(k) est Fip  Alors 

               𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑖𝑥(𝑘) + 𝐴𝑑𝑖𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘)) + 𝐵𝑖𝑢(𝑘)+ 𝐵𝑑𝑖𝑢(𝑘 − 𝑑𝑢(𝑘)) 

               𝑧(𝑘) = 𝐶𝑖𝑥(𝑘)                                                               

               x(k) =  φ(k)    k ∈ [−max{d2, du2}, 0].                                          (4.7) 

L’inférence du système flou est alors exprimée comme suit : 

𝑥(𝑘 + 1) =∑ℎ𝑖(𝜃(𝑘))[

𝑟

𝑖=1

𝐴𝑖𝑥(𝑘) + 𝐴𝑑𝑖𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘)) + 𝐵𝑖𝑢(𝑘) + 𝐵𝑑𝑖𝑢(𝑘 − 𝑑𝑢(𝑘))]      

    𝑧(𝑘) =  ∑ℎ𝑖(𝜃(𝑘))[

𝑟

𝑖=1

𝐶𝑖𝑥(𝑘)]                                                                                                     (4.8) 

 

Le système en boucle fermée défini par (4.8) et (4.5) peut être réécrit comme suit :                                            

               𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴̅(𝑘)𝑥(𝑘) + 𝐴𝑑𝑖𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘)) + 𝐵𝑑𝑖𝐾𝑥(𝑘 − 𝑑𝑢(𝑘))                         (4.9) 
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Où  

                                   𝐴̅(𝑘) =∑∑ℎ𝑖ℎ𝑗𝐴̅𝑖𝑗

𝑟

𝑗=1

𝑟

𝑖=1

                                                                                 (4.10) 

Avec 

                                𝐴̅𝑖𝑗 = 𝐴𝑖 + 𝐵𝑖𝐾𝑗  

Théorème 4.1 : le système (4.9) est exponentiellement stable pour 0 < α < 1 s’il existe des 

matrices 𝑅 > 0, 𝑄 > 0, 𝑃 > 0, 𝑇 > 0 𝑒𝑡 𝑌 > 0, de telle sorte que la LMI suivante est vérifiée : 

                                                    Ω = [
Ω11 Ω12
Ω12 Ω22

] < 0.                                                    (4.11) 

Où : 

Ωij =

[
 
 
 
 
 
Ψ11 Ψ12 Ψ13 Ψ14 Ψ15 Ψ16
∗ Ψ22 Ψ23 Ψ24 Ψ25 Ψ26
∗ ∗ Ψ33 Ψ34 Ψ35 Ψ36
∗ ∗ ∗ Ψ44 Ψ45 Ψ46
∗ ∗ ∗ ∗ Ψ55 Ψ56
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ψ66]

 
 
 
 
 

;   
𝑖 = 1, 2.
𝑗 = 1, 2.

 

 Ψ11 = 𝐴𝑖𝑇 + 𝑇𝐴𝑖
𝑇 + 𝐵𝑖𝑌𝑗 + 𝑌𝑗

𝑇𝐵𝑖
𝑇 − 𝑃 + 𝑒2𝛼𝑄 + (𝑑2 − 𝑑1)𝑒

−2𝛼𝑄 + 𝑒2𝛼𝑅 + 

              (𝑑𝑢2 − 𝑑𝑢1)𝑒
−2𝛼𝑅 

 Ψ12 = 𝐴𝑑𝑖𝑇 + 𝑇𝐴𝑖
𝑇 + 𝑌𝑗

𝑇𝐵𝑖
𝑇 

 Ψ13 = 𝑇𝐴𝑖
𝑇 + 𝑌𝑗

𝑇𝐵𝑖
𝑇 

 Ψ14 = 𝐵𝑑𝑖𝑌𝑗 + 𝑇𝐴𝑖
𝑇 + 𝑌𝑗

𝑇𝐵𝑖
𝑇 

 Ψ15 = 𝑇𝐴𝑖
𝑇 + 𝑌𝑗

𝑇𝐵𝑖
𝑇 

 Ψ16 = 𝑇𝐴𝑖
𝑇 + 𝑌𝑗

𝑇𝐵𝑖
𝑇 − 𝑇 

 Ψ22 = 𝐴𝑑𝑖𝑇 + 𝑇𝐴𝑑𝑖
𝑇  

 Ψ23 = 𝑇𝐴𝑑𝑖
𝑇  

 Ψ24 = 𝐵𝑑𝑖𝑌𝑗 + 𝑇𝐴𝑑𝑖
𝑇  

 Ψ25 = 𝑇𝐴𝑑𝑖
𝑇  

 Ψ26 = −𝑇 + 𝑇𝐴𝑑𝑖
𝑇  

 Ψ33 = −𝑒2𝛼𝑑1𝑄 

 Ψ34 = 𝐵𝑑𝑖𝑌𝑗 
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 Ψ35 = 0 

 Ψ36 = −𝑇 

 Ψ44 = 𝐵𝑑𝑖𝑌𝑗 + 𝑌𝑗
𝑇𝐵𝑑𝑖

𝑇 

 Ψ45 = 𝑌𝑗
𝑇𝐵𝑑𝑖

𝑇 

 Ψ46 = −𝑇 + 𝑌𝑗
𝑇𝐵𝑑𝑖

𝑇 

 Ψ55 = −𝑒2𝛼𝑑𝑢1𝑅 

 Ψ56 = −𝑇 

 Ψ66 = 𝑃 − 2𝑇 

Démonstration 4.1 : Nous choisissons la fonction de Lyapunov-Krasovskii suivante pour 

montrer que le système (4.9) est exponentiellement stable : 

                              𝑉(𝑘) = 𝑉1(𝑘) + 𝑉2(𝑘) + 𝑉3(𝑘) + 𝑉4(𝑘) + 𝑉5(𝑘)                                    (4.12) 

Où :  

𝑉1(𝑘) = 𝑥𝑇(𝑘)𝑃̅𝑥(𝑘)                                                                                                                       (4.13) 

𝑉2(𝑘) = ∑ 𝑒−2𝛼(𝑙−𝑘)𝑥𝑇(𝑙)𝑄̅𝑥(𝑙)

𝑘−1

𝑙=𝑘−𝑑1

                                                                                          (4.14) 

𝑉3(𝑘) = ∑ ∑ 𝑒−2𝛼𝑥𝑇(𝑙)𝑄̅𝑥(𝑙)

𝑘−1

𝑙=𝑘+𝑠

−𝑑1

𝑠=−𝑑2+1

                                                                                      (4.15) 

𝑉4(𝑘) = ∑ 𝑒−2𝛼(𝑙−𝑘)𝑥𝑇(𝑙)𝑅̅𝑥(𝑙)

𝑘−1

𝑙=𝑘−𝑑𝑢1

                                                                                         (4.16) 

𝑉5(𝑘) = ∑ ∑ 𝑒−2𝛼𝑥𝑇(𝑙)𝑅̅𝑥(𝑙)

𝑘−1

𝑙=𝑘+𝑠

−𝑑𝑢1

𝑠=−𝑑𝑢2+1

                                                                                    (4.17) 

Où    

                𝑋 = 𝑇−1, 𝑃̅ = 𝑇−1𝑃 𝑇−1, 𝑄̅ = 𝑇−1𝑄 𝑇−1, 𝑅̅ = 𝑇−1𝑅 𝑇−1                                   (4.18)  

avec    𝑅 > 0, 𝑄 > 0, 𝑃 > 0, 𝑇 > 0, 𝑒𝑡 𝑌 > 0. 

Il est facile de vérifier que :                 

                       𝜆 ‖𝑥(𝑘)‖2 ≤ 𝑉(𝑘, 𝑥𝑘) ≤ Λ ‖𝑥𝑘‖
2,    𝑘 ∈ ℝ+                                         (4.19)   

Avec 

𝜆 = 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃̅), 

Λ =  𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃̅) + 𝑑1𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑄̅) +
1

2
(𝑑2 + 𝑑1)(𝑑2 − 𝑑1)

2𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑄̅) + 𝑑𝑢1𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑅̅) 
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 +
1

2
(𝑑𝑢2 + 𝑑𝑢1)(𝑑𝑢2 − 𝑑𝑢1)

2𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑅̅). 

En prenant les dérivées de 𝑉1(𝑡), 𝑉2(𝑡),… , 𝑉5(𝑡),  de telle sorte que 

 

Δ𝑉1(𝑘) = 𝑥
𝑇(𝑘 + 1)𝑃̅𝑥(𝑘 + 1) − 𝑥𝑇(𝑘)𝑃̅𝑥(𝑘)                                                                        (4.20) 

Δ𝑉2(𝑘) =   𝑒
2𝛼𝑥𝑇(𝑘)𝑄̅𝑥(𝑘) − 𝑒2𝛼𝑑1𝑥𝑇(𝑘 − 𝑑1)𝑄̅𝑥(𝑘 − 𝑑1) + ∑ 𝑒−2𝛼𝑥𝑇(𝑙)𝑄̅𝑥(𝑙)

𝑘−𝑑1

𝑙=𝑘−𝑑2+1

  

                                                                                                                                                               (4.21) 

Δ𝑉3(𝑘) = (𝑑2 − 𝑑1) 𝑒
−2𝛼𝑥𝑇(𝑘)𝑄̅𝑥(𝑘)    − ∑ 𝑒−2𝛼𝑥𝑇(𝑙)𝑄̅𝑥(𝑙)

𝑘−𝑑1

𝑙=𝑘−𝑑2+1

                               (4.22) 

Δ𝑉4(𝑘) =    𝑒
2𝛼𝑥𝑇(𝑘)𝑅̅𝑥(𝑘) − 𝑒2𝛼𝑑𝑢1𝑥𝑇(𝑘 − 𝑑𝑢1)𝑅̅𝑥(𝑘 − 𝑑𝑢1)

+ ∑ 𝑒−2𝛼𝑥𝑇(𝑙)𝑅̅𝑥(𝑙)

𝑘−𝑑𝑢1

𝑙=𝑘−𝑑𝑢2+1

                                                                             (4.23)  

Δ𝑉5(𝑘) = (𝑑𝑢2 − 𝑑𝑢1) 𝑒
−2𝛼𝑥𝑇(𝑘)𝑅̅𝑥(𝑘)    − ∑ 𝑒−2𝛼𝑥𝑇(𝑙)𝑅̅𝑥(𝑙)

𝑘−𝑑𝑢1

𝑙=𝑘−𝑑𝑢2+1

                        (4.24) 

L'expression de la dérivée de la fonctionnelle 𝑉 (𝑘)est ensuite définie par 

Δ𝑉(𝑘) = Δ𝑉1(𝑘)+Δ𝑉2(𝑘) + Δ𝑉3(𝑘)+Δ𝑉4(𝑘) + Δ𝑉5(𝑘) 

= 𝑥𝑇(𝑘)[−𝑃̅ + 𝑒2𝛼𝑄̅  + (𝑑2 − 𝑑1) 𝑒
−2𝛼𝑄̅ + 𝑒2𝛼𝑅̅  + (𝑑𝑢2 − 𝑑𝑢1) 𝑒

−2𝛼𝑅̅]𝑥(𝑘) +

      𝑥𝑇(𝑘 + 1)𝑃̅𝑥(𝑘 + 1) − 𝑒2𝛼𝑑1𝑥𝑇(𝑘 − 𝑑1)𝑄̅𝑥(𝑘 − 𝑑1) − 𝑒
2𝛼𝑑𝑢1𝑥𝑇(𝑘 − 𝑑𝑢1)𝑅̅𝑥(𝑘 − 𝑑𝑢1)                                                   

                                                                                                                                            (4.25) 

De plus, à partir de (4.9), nous pouvons obtenir l'équation nulle suivante : 

            −𝑥(𝑘 + 1) + 𝐴̅(𝑘)𝑥(𝑘) + 𝐴𝑑𝑖𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘)) + 𝐵𝑑𝑖𝐾𝑥(𝑘 − 𝑑𝑢(𝑘)) = 0                  (4.26) 

Qui peut être réécrite comme suit : 

2[𝑥𝑇(𝑘)𝑋 + 𝑥𝑇(𝑘 − 𝑑(𝑘))𝑋 + 𝑥𝑇(𝑘 − 𝑑1)𝑋 + 𝑥
𝑇(𝑘 − 𝑑𝑢(𝑘))𝑋 + 𝑥

𝑇(𝑘 − 𝑑𝑢1)𝑋 +

𝑥𝑇(𝑘 + 1)𝑋] × [−𝑥(𝑘 + 1) + 𝐴̅(𝑘)𝑥(𝑘) + 𝐴𝑑𝑖𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘)) + 𝐵𝑑𝑖𝐾𝑥(𝑘 − 𝑑𝑢(𝑘))] = 0                  

         (4.27) 

En ajoutant l'item zéro de (4.27) dans (4.25), on a 

                                                    ∆𝑉(𝑘, 𝑥𝑘) ≤ 𝜀𝑇(𝑘)Γ𝜀(𝑘)                                                             (4.28) 
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Où 𝜀(𝑘) est défini comme suit : 

   𝜀(𝑘) =  [𝑥(𝑘)  𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘))  𝑥(𝑘 − 𝑑1)  𝑥(𝑘 − 𝑑𝑢(𝑘))  𝑥(𝑘 − 𝑑𝑢1)  𝑥(𝑘 + 1)]
𝑇
 

Les deux côtés de 𝛤 sont pré- et post-multipliés par 

𝜃 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 {𝑇, 𝑇, 𝑇, 𝑇, 𝑇, 𝑇}. 

Ensuite, nous obtenons la matrice définie dans (4.11).  

De plus, nous avons : 

                                                                     Ω = 𝜃𝑇Γ𝜃                                                                      (4.29) 

 

Selon l'analyse ci-dessus, nous avons que (4.11) et le lemme du complément de Schur vu au 

chapitre 1, impliquent Ω𝑖𝑗  <  0.  

Notez que Ω <  0 si et seulement si 𝛤 <  0. Par conséquent, à partir de la condition (4.11), 

nous obtenons : 

                                        ∆𝑉(𝑘, 𝑥𝑘) = 𝑉(𝑥𝑘+1) − 𝑉(𝑥𝑘) ≤ 0                                                   (4.30) 

Ainsi, la fonction de Lyapunov-Krasovskii satisfait 

                              𝑉(𝑘, 𝑥𝑘) ≤ 𝑉(0, 𝑥0)𝑒
−2𝛼𝑘,     ∀𝑘 ∈  ℝ+                                                      (4.31) 

De plus, en tenant compte de la condition (4.19), nous avons : 

                        𝜆‖𝑥(𝑘, 𝜙)‖2 ≤ 𝑉(𝑘, 𝑥𝑘) ≤ 𝑉(0, 𝑥0)𝑒
−2𝛼𝑘  ≤ Λe−2αk‖ϕ‖2                       (4.32) 

Alors la solution 𝑥(𝑡, 𝜙) du système satisfait : 

                               ‖𝑥(𝑘, 𝜙)‖ ≤ √
Λ

𝜆
𝑒−𝛼𝑘‖𝜙‖,   ∀𝑘 ≥ 0                                                          (4.33) 

Cela implique que le système en boucle fermée est α-exponentiellement stable et nous 

pouvons choisir les paramètres du contrôleur tels que  

 𝐾𝑖  =  𝑌𝑖𝑇
−1.                                                                      (4.34) 

Les conditions du théorème ont été obtenues et la démonstration est complète. 

 

3.4.2 Contrôle de systèmes avec incertitudes et perturbations 

Maintenant, nous considérons le problème de commande des systèmes flous T-S discrets à 

temps variable avec des incertitudes et des perturbations, donnés dans l'équation (4.1) et le 

système inféré décrit dans l'équation (4.2). 
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 Le système en boucle fermée est écrit comme suit : 

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴̅(𝑘)𝑥(𝑘) + (𝐴𝑑𝑖 + ΔAdi)𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘)) + 𝐵𝑑𝑖𝐾𝑥(𝑘 − 𝑑𝑢(𝑘)) + 𝐷𝑖𝜔(𝑘)          

                                                             (4.35) 

Où  

                                                    𝐴̅(𝑘) =∑∑ℎ𝑖ℎ𝑗𝐴̅𝑖𝑗

𝑟

𝑗=1

𝑟

𝑖=1

,                                                              (4.36) 

Avec  𝐴̅𝑖𝑗 sont définis comme suit : 

𝐴̅𝑖𝑗 = (𝐴𝑖 + ΔAi) + (𝐵𝑖 + ΔBi)𝐾𝑗        

Afin de reconstruire les états du système pour le système (4.1) avec des incertitudes, nous 

formulons l'hypothèse suivante sur les matrices variables dans le temps. 

Hypothèse 4.1 : Nous supposons que les incertitudes admissibles satisfont 

∆𝐴𝑖 = ℳ1𝑖ℱ(𝑘)ℵ1𝑖, ∆𝐴𝑑𝑖 = ℳ2𝑖ℱ(𝑘)ℵ2𝑖, ∆𝐵𝑖 =ℳ3𝑖ℱ(𝑘)ℵ3𝑖, ∆𝐵𝑑𝑖 =ℳ4𝑖ℱ(𝑘)ℵ4𝑖   (4.37) 

Où ℳ1𝑖 , ℵ1𝑖,ℳ2𝑖 , ℵ2𝑖 ,ℳ3𝑖 , ℵ3𝑖 ℳ4𝑖 et ℵ4𝑖 sont des matrices constantes données avec des 

dimensions appropriées, et ℱ(𝑘) est une matrice inconnue représentant la perturbation du 

paramètre qui satisfait : 

                                                               ℱ𝑇(𝑘)ℱ(𝑘) ≤ 𝐼                                                   (4.38) 

Dans la suite, nous aborderons la commande robuste 𝐻∞ du modèle flou T-S représentant le 

SCR en présence d'incertitudes du système et de perturbations externes. 

Théorème 4.2 : le système (4.35) est robustement et exponentiellement stable avec un indice 

de performance 𝐻∞ pour 0 < α < 1 s’il existe des matrices symétriques 𝑅 > 0, 𝑄 > 0, 𝑃 >

0, 𝑇 > 0 𝑒𝑡 𝑌 > 0, de telle sorte que la LMI suivante est vérifiée : 

                                                    Ξ = [
Ξ11 Ξ12
Ξ12 Ξ22

] < 0.                                                      (4.39) 

Où : 

Ξij =

[
 
 
 
 
 
 
Ψ11 Ψ12 Ψ13 Ψ14 Ψ15 Ψ16 Ψ17
∗ Ψ22 Ψ23 Ψ24 Ψ25 Ψ26 Ψ27
∗ ∗ Ψ33 Ψ34 Ψ35 Ψ36 Ψ37
∗ ∗ ∗ Ψ44 Ψ45 Ψ46 Ψ47
∗ ∗ ∗ ∗ Ψ55 Ψ56 Ψ57
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ψ66 Ψ67
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ψ77]

 
 
 
 
 
 

;   
𝑖 = 1, 2.
𝑗 = 1, 2.
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 Ψ11 =  𝐴𝑖𝑇 + Δ𝐴𝑖𝑇 + 𝑇𝐴𝑖
𝑇 + 𝑇Δ𝐴𝑖

𝑇 + 𝐵𝑖𝑌𝑗 + ΔBi𝑌𝑗 + 𝑌𝑗
𝑇𝐵𝑖

𝑇 + 𝑌𝑗
𝑇Δ𝐵𝑖

𝑇 − 𝑃 + 𝑒2𝛼𝑄

+ (𝑑2 − 𝑑1)𝑒
−2𝛼𝑄  + 𝑒2𝛼𝑅 + (𝑑𝑢2 − 𝑑𝑢1)𝑒

−2𝛼𝑅 + 𝐶𝑖
𝑇  𝐶𝑖 

 Ψ12 = 𝐴𝑑𝑖𝑇 + ΔAdi𝑇 + 𝑇𝐴𝑖
𝑇 + 𝑇Δ𝐴𝑖

𝑇 + 𝑌𝑗
𝑇𝐵𝑖

𝑇 + 𝑌𝑗
𝑇Δ𝐵𝑖

𝑇 

 Ψ13 = 𝑇𝐴𝑖
𝑇 + 𝑇Δ𝐴𝑖

𝑇 + 𝑌𝑗
𝑇𝐵𝑖

𝑇 + 𝑌𝑗
𝑇Δ𝐵𝑖

𝑇 

 Ψ14 = 𝐵𝑑𝑖𝑌𝑗 + ΔBdi𝑌𝑗 + 𝑇𝐴𝑖
𝑇 + 𝑇Δ𝐴𝑖

𝑇 + 𝑌𝑗
𝑇𝐵𝑖

𝑇 + 𝑌𝑗
𝑇Δ𝐵𝑖

𝑇 

 Ψ15 = 𝑇𝐴𝑖
𝑇 + 𝑇Δ𝐴𝑖

𝑇 + 𝑌𝑗
𝑇𝐵𝑖

𝑇 + 𝑌𝑗
𝑇Δ𝐵𝑖

𝑇 

 Ψ16 = −𝑇 + 𝑇𝐴𝑖
𝑇 + 𝑇Δ𝐴𝑖

𝑇 + 𝑌𝑗
𝑇𝐵𝑖

𝑇 + 𝑌𝑗
𝑇Δ𝐵𝑖

𝑇 

 Ψ17 = 𝐷𝑖𝑇 + 𝑇𝐴𝑖
𝑇 + 𝑇Δ𝐴𝑖

𝑇 + 𝑌𝑗
𝑇𝐵𝑖

𝑇 + 𝑌𝑗
𝑇Δ𝐵𝑖

𝑇 

 Ψ22 = 𝐴𝑑𝑖𝑇 + ΔAdi𝑇 + 𝑇𝐴𝑑𝑖
𝑇 + 𝑇ΔAdi

𝑇  

 Ψ23 = 𝑇𝐴𝑑𝑖
𝑇 + 𝑇ΔA𝑑𝑖

𝑇  

 Ψ24 = 𝐵𝑑𝑖𝑌𝑗 + ΔBdi𝑌𝑗 + 𝑇𝐴𝑑𝑖
𝑇 + 𝑇ΔAdi

𝑇  

 Ψ25 = 𝑇𝐴𝑑𝑖
𝑇 + 𝑇ΔA𝑑𝑖

𝑇  

 Ψ26 = −𝑇 + 𝑇𝐴𝑑𝑖
𝑇 + 𝑇ΔA𝑑𝑖

𝑇  

 Ψ27 = 𝐷𝑖𝑇 + 𝑇𝐴𝑑𝑖
𝑇 + 𝑇ΔA𝑑𝑖

𝑇  

 Ψ33 = −𝑒2𝛼𝑑1𝑄 

 Ψ34 = 𝐵𝑑𝑖𝑌𝑗 + ΔBdi𝑌𝑗 

 Ψ35 = 0 

 Ψ36 = −𝑇 

 Ψ37 = 𝐷𝑖𝑇    

 Ψ44 = 𝐵𝑑𝑖𝑌𝑗 + ΔBdi𝑌𝑗 + 𝑌𝑗
𝑇𝐵𝑑𝑖

𝑇 + 𝑌𝑗
𝑇ΔBdi

𝑇  

 Ψ45 = 𝑌𝑗
𝑇𝐵𝑑𝑖

𝑇 + 𝑌𝑗
𝑇ΔBdi

𝑇  

Ψ46 = −𝑇 + 𝑌𝑗
𝑇𝐵𝑑𝑖

𝑇 + 𝑌𝑗
𝑇ΔBdi

𝑇  

 Ψ47 = 𝐷𝑖𝑇 + 𝑌𝑗
𝑇𝐵𝑑𝑖

𝑇 + 𝑌𝑗
𝑇ΔBdi

𝑇  

 Ψ55 = −𝑒2𝛼𝑑𝑢1𝑅 

 Ψ56 = −𝑇 

 Ψ57 = 𝐷𝑖𝑇 

 Ψ66 = 𝑃 − 2𝑇 

 Ψ67 = −𝑇 + 𝐷𝑖𝑇  

 Ψ77 = [
𝐷𝑖𝑇 + 𝑇𝐷𝑖

𝑇 𝑇

𝑇𝑇 γ−2𝐼
] 
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Démonstration 4.2 : Les mêmes étapes initiales pour le Théorème 4.1 sont suivies pour 

prouver le Théorème 4.2. De plus, nous pouvons obtenir l'équation nulle suivante à partir de 

(4.35) : 

−𝑥(𝑘 + 1) + 𝐴̅(𝑘)𝑥(𝑘) + (𝐴𝑑𝑖 + ΔAdi)𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘)) + 𝐵𝑑𝑖𝐾𝑥(𝑘 − 𝑑𝑢(𝑘))  + 𝐷𝑖𝜔(𝑘) = 0   

                                                                                                                                                                 (4.40) 

Ainsi, nous pouvons écrire : 

2[𝑥𝑇(𝑘)𝑋 + 𝑥𝑇(𝑘 − 𝑑(𝑘))𝑋 + 𝑥𝑇(𝑘 − 𝑑1)𝑋 + 𝑥
𝑇(𝑘 − 𝑑𝑢(𝑘))𝑋 + 𝑥

𝑇(𝑘 − 𝑑𝑢1)𝑋 +

𝑥𝑇(𝑘 + 1)𝑋 + 𝜔𝑇(𝑘)𝑋] × [−𝑥(𝑘 + 1) + 𝐴̅(𝑘)𝑥(𝑘) + (𝐴𝑑𝑖 + ΔAdi)𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘)) +

(𝐵𝑑𝑖 + ΔBdi)𝐾𝑥(𝑘 − 𝑑𝑢(𝑘)) +  𝐷𝑖𝜔(𝑘)] = 0                                                                  (4.41) 

Afin d'atténuer la perturbation externe, nous introduisons l'indice de performance 𝐻∞ avec 

𝛾 > 0 comme un niveau d'atténuation prescrit : 

                                              𝐽 =  ∑𝑧𝑇(𝑘)𝑧(𝑘) − 𝛾2𝜔𝑇(𝑘)𝜔(𝑘)

n

𝑘=0

                                           (4.42) 

En notant la condition zéro-initiale, pour tout ω(k)ϵ l2[0,∞[  non nul, cela implique que : 

                                        𝐽 ≤  ∑[𝑧𝑇(𝑘)𝑧(𝑘) − 𝛾2𝜔𝑇(𝑘)𝜔(𝑘)

n

𝑘=0

+ ∆𝑉(𝑘)]                            (4.43) 

En remplaçant 𝑧(𝑘) et ∆𝑉(𝑘) par leur expression dans l’équation (4.43), on obtient : 

𝐽  ≤  ∑𝑥𝑇(𝑘)𝐶𝑇(𝑘)𝐶(𝑘)𝑥(𝑘) − 𝛾2𝜔𝑇(𝑘)𝜔(𝑘)

n

𝑘=0

+ 𝑥𝑇(𝑘)[−𝑃̅ + 𝑒2𝛼𝑄̅  +  (𝑑2 − 𝑑1) 𝑒
−2𝛼𝑄̅ + 𝑒2𝛼𝑅̅  

+  (𝑑𝑢2 − 𝑑𝑢1) 𝑒
−2𝛼𝑅̅]𝑥(𝑘)  + 𝑥𝑇(𝑘 + 1)𝑃̅𝑥(𝑘 + 1)    

−  𝑒2𝛼𝑑1𝑥𝑇(𝑘 − 𝑑1)𝑄̅𝑥(𝑘 − 𝑑1)

− 𝑒2𝛼𝑑𝑢1𝑥𝑇(𝑘 − 𝑑𝑢1)𝑅̅𝑥(𝑘 − 𝑑𝑢1)                                                                  (4.44) 

En substituant (4.41) dans (4.44), nous obtenons :  

                                                         𝐽 ≤  𝜁𝑇(𝑘)Υ𝜁(𝑘)                                                                     (4.45) 

Où : 

          𝜁(𝑘) = [𝑥(𝑘)  𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑘))  𝑥(𝑘 − 𝑑1)  𝑥(𝑘 − 𝑑𝑢(𝑘))  𝑥(𝑘 − 𝑑𝑢1)  𝑥(𝑘 + 1)  𝜔(𝑡)]
𝑇
 

Les deux côtés de 𝛶 sont pré-et post-multipliés par 
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𝜃 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 {𝑇, 𝑇, 𝑇, 𝑇, 𝑇, 𝑇, 𝑇}, 

Ensuite, nous obtenons la matrice Ξ définie dans (4.39), de telle sorte que 

                                                                     𝛯 = 𝜃𝑇Υ𝜃                                                                   (4.46) 

Selon l'analyse ci-dessus, nous avons que (4.39) et le lemme du complément de Schur 

impliquent 𝛯𝑖𝑗  <  0.  

Notez que 𝛯 <  0 si et seulement si Υ <  0 0 pour tout 𝜁(𝑘) non nul. Par conséquent, à partir 

de la condition (4.39), nous obtenons : 

                                         ∆𝑉(𝑘, 𝑥𝑘) = 𝑉(𝑥𝑘+1) − 𝑉(𝑥𝑘) ≤ 0                                                 (4.47) 

Cela implique :  

                                                   𝑉(𝑘, 𝑥𝑘) ≤ 𝑉(0, 𝑥0)𝑒
−2𝛼𝑘,     ∀𝑘 ∈  ℝ+                                 (4.48) 

De plus, en tenant compte de la condition (4.19), nous avons : 

                      𝜆‖𝑥(𝑘, 𝜙)‖2 ≤ 𝑉(𝑘, 𝑥𝑘) ≤ 𝑉(0, 𝑥0)𝑒
−2𝛼𝑘   ≤ Λe−2αk‖ϕ‖2                          (4.49) 

Alors la solution 𝑥(𝑡, 𝜙) du système satisfait : 

                                        ‖𝑥(𝑘, 𝜙)‖ ≤ √
Λ

𝜆
𝑒−𝛼𝑘‖𝜙‖,   ∀𝑘 ≥ 0.                                                  (4.50) 

Ainsi, le système en boucle fermée est α-robustement exponentiellement stable. Comme dans 

le cas précédent, les paramètres du régulateur sont choisis comme suit : 𝐾𝑖  =  𝑌𝑖𝑇
−1. Cela 

conclut la démonstration. 

Remarque 4.1. Étant donné le système flou discret T-S (4.1) dans la Section 2 et l'hypothèse 

4.1 concernant les incertitudes admissibles, le 𝛾 minimum est obtenu en résolvant l'inégalité 

dans (4.39). Par conséquent, nous pouvons obtenir le régulateur robuste H∞ nécessaire pour le 

système flou discret T-S dans le Théorème 4.2. 

 

3.5 Simulation numérique 

Dans cette section, nous présentons les résultats obtenus avec deux exemples. Pour cela, nous 

utilisons l'analyse précédente afin d'illustrer l'efficacité de l'approche proposée. 

                            

Exemple 4.1:   

Soit le modèle dynamique du pendule inversé non linéaire fourni dans [71] et [72],  et défini 

comme suit : 
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  𝑥̇1(𝑡) = 𝑥2(𝑡) 

  𝑥̇2(𝑡) =
(𝑔𝑠𝑖𝑛(𝑥1(𝑡))−

𝑎𝑚𝑙𝑥2
2(𝑡) sin(2𝑥1(𝑡))

2
 – acos(𝑥1(𝑡))𝑢(𝑡))

(
4𝑙

3
−𝑎𝑚𝑙𝑐𝑜𝑠2(𝑥1(𝑡)))

 

         𝑦(𝑡) = 𝑥1(𝑡) 

Où 

 𝑥(𝑡) =  [𝑥1(𝑡) 𝑥2(𝑡)]
𝑇 est le vecteur d'état.  

Les constantes sont : 𝑔 = 9,8 𝑚/𝑠2 , 𝑎 = 1/(𝑚 +  𝑀) , 𝑚 =  2 𝑘𝑔,𝑀 =  8 𝑘𝑔, 2𝑙 =  1 𝑚. 

Soit 𝑥1 la variable prémisse des règles floues, alors le modèle flou T-S discret du pendule 

inversé non linéaire avec des retards variables dans le temps, peut être construit comme suit : 

Règle 1 :  Si 𝑥1(𝑘) 𝑒𝑠𝑡 F1(𝑥1(𝑘)), alors 

𝑥(𝑘 + 1) = (𝐴1 + ΔA1)𝑥(𝑘) + (𝐴𝑑1 + ΔA𝑑1)𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘)) + (𝐵1 + Δ𝐵1)𝑢(𝑘)

+ (𝐵𝑑1 + Δ𝐵𝑑1)𝑢(𝑘 − 𝑑𝑢(𝑘)) + 𝐷1𝜔(𝑘) 

           z(k) = 𝐶1𝑥(𝑘); 

 

Règle 2 :  Si 𝑥1(𝑘) 𝑒𝑠𝑡 F2(𝑥1(𝑘)), alors 

𝑥(𝑘 + 1) = (𝐴2 + ΔA2)𝑥(𝑘) + (𝐴𝑑2 + ΔA𝑑2)𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘)) + (𝐵2 + Δ𝐵2)𝑢(𝑘)

+ (𝐵𝑑2 + Δ𝐵𝑑2)𝑢(𝑘 − 𝑑𝑢(𝑘)) + 𝐷2𝜔(𝑘)  

            z(k) = 𝐶2𝑥(𝑘); 

Où 𝑥1 est l'angle (en radians) du pendule avec la verticale, et 𝑥2 la vitesse angulaire. Les 

ensembles flous sont donnés par : 

F1(𝑘) = (1 −
1

1 + exp {−7(𝑥1−𝜋4)}
) ×

1

1 + exp {−7(𝑥1+𝜋4)}
 

F2(𝑘) = 1 − ℎ1(𝑘). 

et les matrices du système sont : 

𝐴1 = [
1 𝑇
𝑇𝑔

4𝑙

3
−𝑎𝑚𝑙

1] , 𝐴2 = [
1 𝑇
2𝑇𝑔

𝜋(
4𝑙

3
−𝑎𝑚𝑙𝛽2)

1] , 𝐵1 = [
0
−𝑇𝑎

4𝑙

3
–𝑎𝑚𝑙

] , 𝐵2 = [
0

−𝑇𝑎𝛽
4𝑙

3
–𝑎𝑚𝑙𝛽2

],  

 𝐶1 = 𝐶2 = [1 0],  𝐷1 = 𝐷2 = [
0.01 0
0 0.01

],  𝐴𝑑1 = [
−0.0125 −0.005

0 0
],  
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 𝐴𝑑2 = [
−0.0125 −0.23

0 0
],  𝐵𝑑1 = [

−0.0125
0

] , 𝐵𝑑2 = [
−0.23
0

] , avec β = cos(80°) et la 

période d'échantillonnage 𝑇 = 0.001𝑠. 

Supposons que les incertitudes satisfont ∆𝐴1 = ∆𝐴2 = [
−0.1125

0
]ℱ(k)[1 0],  

 ∆𝐵1 = ∆𝐵2 = [
0
0
],  ∆𝐴𝑑1 = ∆𝐴𝑑2 = [

0 0
0 0

],    ∆𝐵𝑑1 = ∆𝐵𝑑2 = [
0
0
], avec ℱ(k) = sin(𝑘). 

Et que le retard variable dans le temps non différentiable dans l'état et la commande satisfait : 

𝑑(𝑘) = {
3 sin(0.5𝑘 − 50) + cos (2𝑘)  𝑖𝑓  𝑘 ∈ 𝔗 = Uk≥0[2𝑘𝜋, (2𝑘 + 1)𝜋]

0                                𝑖𝑓             𝑘 ∈ 𝑅+\𝔗                        
 

 𝑑𝑢(𝑘) = {
0.1 + 0.1𝑐𝑜𝑠2(𝑘)  𝑖𝑓  𝑘 ∈ 𝔗 = Uk≥0[2𝑘𝜋, (2𝑘 + 1)𝜋]

0                                𝑖𝑓             𝑘 ∈ 𝑅+\𝔗                        
 

Ainsi, nous avons 0.1 ≤  𝑑(𝑘)  ≤  0.35 𝑒𝑡 0.2 ≤  𝑑𝑢(𝑘)  ≤  0.4. De plus, la perturbation 

externe 𝜔(𝑘) est choisie comme un bruit blanc gaussien (WGN) avec une puissance de 

0.001. Enfin, nous choisissons la valeur initiale 𝜑(𝑘) = (𝜋/6  − 𝜋/6)𝑇 pour 𝑘 ∈

[{d̅2, d̅u2}, 0]. 

Le théorème 4.1 est d'abord appliqué en considérant le système sans incertitudes ni 

perturbations. Les résultats obtenus en résolvant le LMI pour 𝛼 =  0, 02, 𝛼 =  0, 05, 𝛼 =

 0, 1 𝑒𝑡 𝛼 =  0, 9 sont donnés dans le tableau 4.1 et représentés dans la figure 4.1 à figure 

4.4 respectivement. 

 

Taux de décroissance α Les paramètres du contrôleur 

0.02 K1 = [0.5260  46.3120 ]      K2 = [0.2869  25.5850 ] 

0.05 K1 = [0.5181  44.6353 ]      K2 = [0.2812  24.5046 ] 

0.1 K1 = [0.5070  41.9682 ]      K2 = [0.2715  22.6473 ] 

0.9 K1 = [0.5865  44.2095 ]      K2 = [0.8596  49.8351 ] 

Tableau.4. 1. Gains du contrôleur pour différentes valeurs de α. 
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Figure.4. 5. Les résultats de simulation de l'exemple 1 

pour α=0.9 avec  𝝋(𝒕) = (𝝅/𝟖 − 𝝅/𝟖)𝑻 

Temps 

x
(k

) 

Figure.4. 6. Les résultats de simulation de l'exemple 1 

pour α=0.9 avec  𝝋(𝒕) = (𝝅/𝟐 − 𝝅/𝟐)𝑻 

Figure.4. 1. Les résultats de simulation de l'exemple 1 

pour α=0.02 avec  𝝋(𝒕) = (𝝅/𝟔 − 𝝅/𝟔)𝑻 

Temps 

x
(k

) 

Temps 

x
(k

) 

Figure.4. 2. Les résultats de simulation de l'exemple 1 

pour α=0.05 avec  𝝋(𝒕) = (𝝅/𝟔 − 𝝅/𝟔)𝑻 

Temps 

x
(k

) 

Figure.4. 3. Les résultats de simulation de l'exemple 1 

pour α=0.1 avec  𝝋(𝒕) = (𝝅/𝟔 − 𝝅/𝟔)𝑻 

Temps 

x
(k

) 

Figure.4. 4. Les résultats de simulation de l'exemple 1 

pour α=0.9 avec  𝝋(𝒕) = (𝝅/𝟔 − 𝝅/𝟔)𝑻 
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Notez que le temps de réponse est meilleur lorsque 𝛼 =  0,9 que lorsque 𝛼 =  0,02 avec des 

oscillations plus faibles. De plus, l’état du système est stable pour des différentes conditions 

initiales, comme le montrent les figures 4.5 et 4.6. Ainsi, le système est 0.9 – 

exponentiellement stable avec √
Λ

𝜆
= 0.6776𝑖. Par conséquent, la solution du système en 

boucle fermée satisfait la condition suivante : 

‖𝑥(𝑘, 𝜙) ‖ ≤ 0.6776𝑖  𝑒−0.9𝑘‖𝜙‖,           ∀𝑘 ≥ 0. 

 

Maintenant, nous fixons 𝛼 =  0.9 et introduisons des perturbations et des incertitudes dans le 

modèle. L'effet de ces dernières sur la réponse du système après l'application du Théorème 4.1 

est représenté dans la figure 4.7. Dans la deuxième étape, nous appliquons le Théorème 4.2 et 

en résolvant la LMI, nous obtenons les nouveaux gains du régulateur : 

K1 = [0.0774   4.4873 ], K2 = [0.0824   7.1187 ]. 

La réponse du système avec ces valeurs de gains du contrôleur est représentée dans la figure 

4.8. Il est clairement visible que les perturbations et les incertitudes sont beaucoup plus faibles 

que dans le premier cas.  

Le système est exponentiellement stable et robuste pour 𝛼 =  0.9 avec l'indice de 

performance 𝐻∞ minimum obtenu est γmin =  22.8624 , ainsi la valeur √
Λ

λ
= 0.9035. Par 

conséquent, la solution du système en boucle fermée satisfait la condition suivante : 

‖𝑥(𝑘, 𝜙) ‖ ≤ 0.9035𝑒−0.9𝑘‖𝜙‖,           ∀𝑘 ≥ 0. 

        

       

 

 

Temps 

x
(k

) 

Figure.4. 7. Les résultats de simulation de l'exemple 1 

pour α=0.9 en utilisant Théorème 4.1. 

Temps 

x
(k

) 

Figure.4. 8. Les résultats de simulation de l'exemple 1 

pour α=0.9 en utilisant Théorème 4.2. 
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Exemple 4.2:   

Considérons le système chaotique de Chua donné par les équations différentielles suivantes : 

𝑥̇1(𝑡) =  𝜎1 (−𝑥1(𝑡) + 𝑥2(𝑡) −  𝑔(𝑥1(𝑡))) 

𝑥̇2(𝑡) =  𝑥1(𝑡) − 𝑥2(𝑡) + 𝑥3(𝑡) 

𝑥̇3(𝑡) =  −𝜎2𝑥2(𝑡) 

𝑦(𝑡)  =  𝑥1(𝑡) 

Où 𝑥(𝑡) =  [𝑥1(𝑡)  𝑥2(𝑡) 𝑥3(𝑡)]
𝑇 est le vecteur d'état, et  

𝑔(𝑥1(𝑡)) =  𝑔𝑏𝑥1(𝑡) +  0.5(𝑔𝑎  −  𝑔𝑏)(|𝑥1(𝑡)  +  1|  − |𝑥1(𝑡)  −  1|) est une fonction non 

linéaire. Les constantes 𝜎1  =  10, 𝜎2  =  10.87, 𝑔𝑎  =  −1.27 𝑒𝑡 𝑔𝑏  =  0.68. 

Soit la variable 𝑥1 la variable de prémisse des règles floues, nous construisons le modèle flou 

discret T-S du circuit de Chua avec des retards variables dans l'état et la commande, des 

incertitudes et des perturbations externes, comme suit : 

Règle 1 :  Si x1(k) est F1(x1(k)), alors 

x(k + 1) = (A1 + ΔA1)x(k) + (Ad1 + ΔAd1)x(k − d(k)) + (B1 + ΔB1)u(k)  

+ (Bd1 + ΔBd1)u(k − du(k)) + D1ω(k) 

            z(k) = C1x(k), 

Règle 2 :   Si x1(k) est F2(x1(k)), alors 

x(k + 1) = (A2 + ΔA2)x(k) + (Ad2 + ΔAd2)x(k − d(k)) + (B2 + ΔB2)u(k) 

+(Bd2 + ΔBd2)u(k − du(k)) + D2ω(k)  

            z(k) = C2x(k); 

Où 𝑥(𝑘) = [𝑥1(𝑘)  𝑥2(𝑘)  𝑥3(𝑘)]
𝑇 , les ensembles flous sont donnés par :  

F1(𝑥1(𝑘)) =  
1

2
(1 −

𝑔𝑏𝑥1(𝑘) + 0.5(𝑔𝑎 − 𝑔𝑏)(|𝑥1(𝑘) + 1)| − |𝑥1(𝑘) − 1)|)

𝑑𝑥1(𝑘)
) 

F2(𝑥1(𝑘)) = 1 − F1(𝑥1(𝑘)). 

Avec 𝑑 = 3, et les matrices du système sont : 
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 𝐴1 = [
1 + (𝑇(𝑑 − 1)𝜎1) 𝑇𝜎1 0

𝑇 1 − 𝑇 𝑇
0 −𝑇𝜎2 1

] , 𝐴2 = [
1 − (𝑇(𝑑 + 1)𝜎1) 𝑇𝜎1 0

𝑇 1 − 𝑇 𝑇
0 −𝑇𝜎2 1

],  

𝐵1 = 𝐵2 = [
−1
0
0
], 𝐶1 = 𝐶2 = [1 0 0], 𝐷1 = 𝐷2 = [

0.01 0 0
0 0.01 0
0 0 0.01

], 

 𝐴𝑑1 = [
0.001 0.001 0.001
0 0 0
0 0 0

] , 𝐴𝑑2 = [
0 0 0
0 0 0
0 0 0

], 𝐵𝑑1 = 𝐵𝑑2 = [
0.01
0
0
],  avec la période 

d'échantillonnage 𝑇 = 0.01𝑠. 

Supposons que les incertitudes satisfont ∆𝐴1 = ∆𝐴2 = [
−0.0255

0
0

]ℱ (k)[1 0 0],   

∆𝐵1 = ∆𝐵2 = [
0
0
0
], ∆𝐴𝑑1 = ∆𝐴𝑑2 = [

0 0 0
0 0 0
0 0 0.

],  ∆𝐵𝑑1 = ∆𝐵𝑑2 = [
0
0
0
] avec ℱ(k) = sin(𝑘), 

la perturbation externe 𝜔(𝑘) = [
0.01
0
0
].  

De plus, les retards variables dans le temps non différenciables d'intervalle dans l'état et le 

contrôle sont : 

𝑑(𝑘) = {
3 sin(0.5𝑘 − 50) + cos (2𝑘)  𝑖𝑓   𝑘 ∈ 𝔗 = Uk≥0[2𝑘𝜋, (2𝑘 + 1)𝜋]

0                                𝑖𝑓             𝑘 ∈ 𝑅+\𝔗                        
 

𝑑𝑢(𝑘) = {
0.1 + 0.1𝑐𝑜𝑠2𝑘  𝑖𝑓  𝑘 ∈ 𝔗 = Uk≥0[2𝑘𝜋, (2𝑘 + 1)𝜋]

0                                𝑖𝑓             𝑘 ∈ 𝑅+\𝔗                        
 

Ainsi, nous avons 0.1 ≤  𝑑(𝑘)  ≤  0.35 𝑒𝑡 0.2 ≤  𝑑𝑢(𝑘)  ≤  0.4. Enfin, nous choisissons la 

valeur initiale 𝜑(𝑘) = (0.7  0   0)𝑇 pour 𝑘 ∈ [{d̅2, d̅u2}, 0]. 

Le théorème 4.1 est d'abord appliqué en considérant le système sans incertitudes ni 

perturbations. Les gains du contrôleur sont obtenus en résolvant le LMI pour α=0,9, qui sont : 

K1 = [2.0487  0.1384  0.1194], K2 = [0.4849  0.1283  0.0777]. 

Et l’appliquer sur le système pour 25 < k < 80.  

La Figure 4.9 représente la réponse temporelle de l'état du circuit de Chua en boucle ouverte 

tandis que la Figure 4.10 représente la réponse temporelle de l'état du circuit de Chua 

contrôlé pour 25 ≤  𝑘 ≤  80. Les deux cas sont simulés pour la condition initiale 𝜑(𝑘) =

(0.7  0   0)𝑇 . 
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Ainsi, le système est 0.9 – exponentiellement stable et  √
Λ

𝜆
= 0.2248. Par conséquent, la 

solution du système en boucle fermée satisfait la condition suivante : 

‖𝑥(𝑘, 𝜙) ‖ ≤ 0.2248 𝑒−0.9𝑘‖𝜙‖,           ∀𝑘 ≥ 0. 

Les perturbations et les incertitudes sont ensuite introduites dans le modèle et le contrôleur est 

appliqué au système pour 25 <  𝑘 <  80. La réponse du système en appliquant le théorème 

4.1 est représentée dans la figure 4.11, alors qu'en appliquant le théorème 4.2 et en résolvant 

LMI pour 𝛼 =  0.9, nous obtenons les nouveaux gains du contrôleur : 

K1 = [2.8554  0.1072 0.2635], K2 = [2.5792  0.1072  0.2649].  

Les résultats de simulation pour ce cas sont représentés sur la figure 4.12. Les résultats 

montrent que les perturbations et les incertitudes ont été réduites. 

   

 

Temps 

x
(k

) 

Figure.4. 9. Réponses d'état du circuit de Chua non 

contrôlé. 

Temps 

x
(k

) 

Figure.4. 10. Réponses d'état du circuit de Chua 

contrôlé pour 𝜶 =  𝟎. 𝟗. 

Temps 

x
(k

) 

Figure.4. 11. Les résultats de simulation de l'exemple 

2 pour α = 0.9 en utilisant le théorème 1. 

Temps 

x
(k

) 

Figure.4. 12. Les résultats de simulation de l'exemple 

2 pour α = 0.9 en utilisant le théorème 2. 
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L'approche proposée a également été testée en appliquant le théorème 4.2 avec deux 

conditions initiales différentes, c'est-à-dire 𝜑(𝑘)  =  (0.5  0.2  0.3)𝑇 et  𝜑(𝑘)  =

 (1.5  0.1  1)𝑇. Les figures 4.13 et 4.14 montrent respectivement les résultats du contrôle en 

utilisant ces deux conditions initiales. 

  

 

Le système est exponentiellement stable et robuste pour 𝛼 =  0.9 avec l'indice de 

performance 𝐻∞ minimum obtenu est 𝛾𝑚𝑖𝑛  =  0.9560 et √
Λ

λ
= 28.8530  , donc la solution 

du système en boucle fermée satisfait : 

‖𝑥(𝑘, 𝜙) ‖ ≤ 28.8530  𝑒−0.9𝑘‖𝜙‖,           ∀𝑘 ≥ 0. 

 

3.6    Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons abordé le problème de contrôle des systèmes contrôlé en réseau 

représentés par des systèmes flous T-S incertains. Dans ce contexte, nous avons décrit une 

approche basée sur la stabilisation exponentielle pour traiter une classe de systèmes non 

linéaires avec des perturbations externes et des retards variables dans le temps dans les 

problèmes d'état et de contrôle. Les retards discrets variables dans le temps appartiennent à un 

intervalle donné, ce qui signifie que les bornes inférieure et supérieure des retards variables 

dans le temps sont disponibles. De plus, la stabilité du système en boucle fermée a été 

garantie avec une performance 𝐻∞ grâce à une approche fonctionnelle de Lyapunov-

Temps 

x
(k

) 

Figure.4. 13. Les résultats de simulation de l'exemple 

2 pour α = 0.9 avec (𝒌)  =  (𝟎. 𝟓  𝟎. 𝟐  𝟎. 𝟑)𝑻 . 

Temps 

x
(k

) 

Figure.4. 14. Les résultats de simulation de l'exemple 

2 pour α = 0.9 avec (𝒌)  =  (𝟏. 𝟓  𝟎. 𝟏  𝟏)𝑻 . 
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Krasovskii dépendante du retard, et des conditions suffisantes pour la stabilisation 

exponentielle des systèmes ont été établies en termes de LMI (Inégalités Matricielles 

Linéaires). Les résultats obtenus en appliquant l'approche décrite à différents exemples ont 

démontré l'efficacité de l'approche concernant les effets des incertitudes et des perturbations 

sur la réponse du système. À partir des résultats de simulation, la méthode proposée s'est 

révélée efficace, mais en même temps, la complexité computationnelle augmentera en 

conséquence. Comment réduire la complexité computationnelle sera discuté dans les travaux 

futurs. 
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Conclusion générale 

 

 Dans cette thèse, nous avons présenté les principaux résultats des travaux de recherche menés 

sur le problème des systèmes contrôlés en réseau, en particulier, ce qui concerne la 

stabilisation exponentielle pour une classe de systèmes flous incertains de Takagi–Sugeno (T–

S) avec perturbation externe et problème de retard variant dans le temps. L’analyse des retards 

temporels est un aspect crucial pour la stabilité des systèmes contrôlés en réseau. À cette fin, 

la stabilisation exponentielle avec une commande de rétroaction de sortie dynamique a été 

proposée pour une classe de systèmes de contrôle en réseau représentés par des modèles flous 

T-S avec retard variable dans le temps et perturbation externe. Le contrôleur flou T-S de 

rétroaction de sortie dynamique a été conçu et un contrôleur robuste H∞ a été établi par une 

approche fonctionnelle Lyapunov-Krasovskii dépendante du retard. Des conditions suffisantes 

pour la stabilisation exponentielle ont été établies en termes de LMI.   Les LMI obtenues ont 

été résolues et les matrices de gain du contrôleur ont été déterminées. L'efficacité et la 

faisabilité du contrôleur proposé ont été illustrées par des exemples de simulation. De plus, le 

contrôleur conçu a stabilisé les exemples discutés avec une plus grande limite des retards 

induits par le réseau. 

D’autre part, nous avons exploré les bénéfices des systèmes à temps discret pour la 

communication dans les systèmes contrôlés en réseau. Une méthodologie de contrôle robuste 

H∞ a été développée pour surmonter les défis de communication, en traitant les retards 

variables, les incertitudes et les perturbations externes. Là aussi les résultats obtenus illustrent 

l'efficacité des approches proposées. 

Le problème du contrôle des systèmes contrôlé en réseau représentés par des systèmes flous 

T-S incertains a été également traité. Dans ce contexte, nous avons proposé une approche 

basée sur la stabilisation exponentielle pour traiter une classe de systèmes non linéaires avec 

des perturbations externes et des retards variables dans le temps dans les problèmes d'état et 

de contrôle. La stabilité du système en boucle fermée a été garantie avec une performance 𝐻∞ 

grâce à une approche fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii dépendante du retard, et des 
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conditions suffisantes pour la stabilisation exponentielle des systèmes en termes de LMI. 

L’approche proposée s'est révélée efficace, mais au prix d’une complexité de calcul plus 

importante.  

Les résultats obtenus dans ce travail ouvrent de nombreuses perspectives pour des travaux 

futurs, comme : 

• Prendre en compte le délai de communication des signaux et les pertes de paquets en 

utilisant le modèle flou de type-2 T-S intervalle.  

• Mettre en place des expérimentations réelles pour évaluer les performances des 

systèmes de contrôle en réseau dans des environnements réels, afin de valider les 

modèles théoriques et les méthodes proposées. 

• Étudier comment les techniques d'intelligence artificielle, telles que l'apprentissage 

automatique ou l'apprentissage en profondeur, peuvent être intégrées aux systèmes de 

contrôle en réseau pour améliorer la prise de décision et la réactivité. Ceci pourrait 

faire l'objet d'enquêtes futures. 
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Résumé : 

Cette thèse traite le problème de la stabilisation robuste pour les systèmes de contrôle en 

réseau (SCR) où le comportement stochastique du réseau ne permet pas la transmission 

correcte et complète des données aux actionneurs et au contrôleur. L'objectif est de modéliser 

le SCR à l'aide de systèmes flous Takagi-Sugeno (T-S) avec des incertitudes et des 

perturbations externes, et de concevoir un contrôleur flou avec un retard variable de manière à 

ce que le système en boucle fermée soit robustement exponentiellement stable avec un taux de 

décroissance prédéfini. Des conditions suffisantes sont déduites en utilisant la fonctionnelle 

de Lyapunov-Krasovskii dépendante du délai avec un contrôleur robuste H∞ exprimées en 

termes d'inégalités matricielles linéaires (LMIs). En conséquence, des contrôleurs flous 

souhaités sont conçus en utilisant des solutions réalisables pour les LMIs obtenues. Le 

contrôleur flou proposé peut maintenir la stabilité du système flou T-S en présence des retards 

variables dans le temps, d'incertitudes et de perturbations externes. Des exemples numériques 

avec différentes conditions sur les paramètres sont fournis pour illustrer les performances et la 

robustesse de l'approche proposée. 

Mots-clés : Système de contrôle en réseau (SCR), système flou Takagi-Sugeno (T-S), 

rétroaction de sortie dynamique, stabilisation exponentielle, retard dépendant, contrôle H∞, 

Lyapunov-Krasovskii, inégalité matricielle linéaire (LMI). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

Abstract 

This thesis addresses the predicament of robust stabilization for networked control systems 

(NCS), where the stochastic behavior of the network does not allow correct and complete 

transmission of data to both actuators and the controller. The objective is to model the NCS 

using Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy systems with uncertainties and external disturbances, and to 

design time-varying delay fuzzy controller such the closed-loop system is robustly 

exponentially stable with a predetermined decay rate. Sufficient conditions are deduced 

employing the delay-dependent Lyapunov-Krasovskii functional along with a robust H∞ 

controller, expressed in terms of linear matrix inequalities (LMIs). Consequently, desired 

fuzzy controllers are formulated through feasible solutions to the acquired LMIs. The 

proposed fuzzy controller can keep T-S fuzzy system stable in the presence of time-varying 

delay, uncertainties, and external disturbances. Numerical examples with diverse parameter 

conditions are provided to illustrate the efficacy and robustness of the proposed approach. 

 

 

Keywords: Networked control system (NCS); Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy system; Dynamic 

output feedback; exponential stabilization; delay-dependent; H∞ control; Lyapunov-

Krasovskii; linear matrix inequality (LMI). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

  :ملخّص

، حيث يمنع السلوك الاحتمالي  (SCR)ِ  هذه الأطروحة تتناول مشكلة تحقيق استقرار قوي لأنظمة التحكم المتصلة بالشبكة

المتصل   التحكم  نظام  تمثيل  هو  الهدف  التحكم.  ووحدة  المحركات  من  كل  إلى  وكامل  صحيح  بشكل  البيانات  نقل  للشبكة 

أنظمة   باستخدام  وحدة     Takagi-Sugeno (T-S)بالشبكة  وتصميم  الخارجية،  والاضطرابات  اليقين  عدم  مع  الغامضة 

تأخير ذات  تم  متغير  تحكم غامضة  معدل تحلل محدد مسبقًا.  قويًا ومستقرًا بشكل تراجعي مع  المغلق  النظام  يكون  بحيث 

الدالة   باستخدام  كافية  شروط  قوي    Lyapunov-Krasovskiiاستنتاج  متحكم  مع  جنب  إلى  جنبًا  التأخير  على  المعتمدة 

H∞  الخطية المصفوفات  المتحكمات    .(LMI) ، والذي يعبر عن طريق مصطلحات عبارات  وبناء على ذلك، تم تصميم 

الخطية   المصفوفة  لمتباينات  الممكنة  الحلول  باستخدام  المرغوبة  لوحدة    (LMI)الضبابية  يمكن  عليها.  الحصول  تم  التي 

الغامض   النظام  استقرار  على  الحفاظ  المقترحة  الغامضة  وفي وجود    T-Sالتحكم  زمنيًا،  متغيرة  تأخيرات  في ظل وجود 

 .الغموض والاضطرابات الخارجية. تم تقديم أمثلة عددية مع ظروف متنوعة لتوضيح الكفاءة والصلابة للنهج المقترح

 

؛ ردود فعل الإخراج Takagi-Sugeno (T-S)؛ نظام (SCR) نظام التحكم المتصل بالشبكة  الكلمات المفتاحية:

؛ معادلات المصفوفات  Lyapunov-Krasovskii؛  ∞H الديناميكية ؛ الاستقرار التراجعي ؛ تبعية التأخير؛ تحكم 

  .(LMI)الخطية 

 




