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1. Introduction

Cette thése s'intéresse a 1’approximation et 1’analyse des systémes d’ordre fractionnaire
qui sont décrits par des équations différentielles d’ordre fractionnaire. L’élément principal
dans ces équations différentielles est I’opérateur d’ordre fractionnaire. Alors, la solution de
ces équations passe certainement par des méthodes numériques qui ne sont que des
approximations d’opérateurs d’ordre fractionnaire. L’approximation directe, sans passer par
les opérateurs d’ordre fractionnaire, des systémes d’ordre fractionnaire est un outil d’étude et
d’analyse du comportement de ces systémes trés convoité. Ainsi, 1'objectif principal de ce
travail est de contribuer a I’analyse des systémes d’ordre fractionnaire en introduisant des

approximations qui facilitent cette tache.

Historique

Le concept de I’opérateur de la dérivée D =d/dx est bien connu a tous ceux qui ont
étudié le calcul élémentaire. Pour une fonction f(x), sa n"*™ dérivée est: D"f(x) = d"f(x)/dx"
avec n un entier positif. La notion de la dérivée et de l'intégrale a 1'ordre non entier peut étre
considérée aussi bien ancienne que nouvelle. Ce sujet remonte a Leibniz dans ces
correspondances avec L’Hopital (1695) et Wallis (1697) [1]. La plupart des auteurs dans ce
domaine citeront cette date particuliecre comme date de naissance du calcul d’ordre

fractionnaire. Le 30 septembre 1695, le marquis de L’Hospital, dans une lettre adressée a

Leibnitz (I’inventeur de la notation de dérivée d"y/dx") posa la question, « Qu’en est-il si
n = 1/2 ? » Question a laquelle Leibnitz répondit : « le résultat de d"*x sera égala x =+vdx:x
(qui dans la notation moderne représentedl/zx/ x/? =2,/x/n), un paradoxe auquel des

conséquences utiles seront un jour tirées ». Avec ces mots le calcul d’ordre fractionnaire est
né. Depuis cette date, le calcul fractionnaire a attiré I’attention de célébres mathématiciens tels
qu’Euler (1730), Lagrange (1772), Laplace (1812), Lacroix (1819), Fourier (1822), Abel
(1823), Liouville (1832), Riemann (1847), Holmgren (1868), Letnikov (1868-1872),
Laurent(1884), Nekrassov (1888), Krug (1890), Hadamard (1892) et Heaviside (1892) [2].
Donc, ce sont eux qui ont révélé et développé le formalisme de la dérivée non entiére au

monde. Au vingtiéme siécle, la théorie avait été étendue pour inclure des opérateurs D™, ou
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m pourrait étre rationnel ou irrationnel, positif ou négatif, réel ou complexe. Ainsi le terme
calcul fractionnaire est devenu légerement mal approprié; une meilleure description pourrait
étre différentiation et intégration d’ordre arbitraire. Cependant, nous adhérerons a la tradition
et nous nous référerons a cette théorie en tant que calcul fractionnaire. Des contributions
notables ont été apportées a la théorie et a l'application du calcul fractionnaire dont nous
pouvons donner une liste non exhaustive comprenant: M. Al-Bassam, H. T. Davis, A. Erdélyi,
G. H. Hardy, H. Kober, J. E. Littelewood, E. R. Love, T. Osler, M. Riesz, S. Samko, L.
Sneddon, H. Weyl et A. Zygmund [3]. C’est seulement a partir des années soixante-dix que le
calcul d’ordre fractionnaire a fait 1'objet d’une conférence spécialisée. Pour la premicre
conférence le mérite est di a B. Ross qui a organisé¢ une conférence sur le calcul d’ordre
fractionnaire et ses applications a l'université de New Haven en juin 1974 [4]. Pour le premier
ouvrage, le mérite est attribué a K.B. Oldham et J. Spanier qui ont édités un livre consacré au
calcul d’ordre fractionnaire en 1974 aprés une collaboration commune débutée en 1968 [1].
Un ouvrage considéré comme une encyclopédie du calcul d’ordre fractionnaire par S. Samko,
A. Kilbas et O. Marichev est paru en 1987 en russe puis traduit en anglais en 1993 [5]. De nos
jours, les séries de livres, de journaux et de textes consacrés au calcul d’ordre fractionnaire et

ses applications se comptent par dizaines de titres chaque année [6-13].

Applications

Dans les dernicres années un intérét particulier a eu lieu pour ce sujet, mais l'application
de ces idées n'a pas été totalement exposée, principalement a cause de leur non familiarité.
Les études montrent que les opérateurs intégro-différentiels peuvent éEtre appliqués
avantageusement dans des secteurs variés. Dans les mathématiques, le sujet est en contact
avec un segment trés large d'analyse classique. Les applications hors les mathématiques
incluent des domaines autrement indépendants comme : la théorie de transmission, analyse
chimique des solutions aqueuses, transfert de la chaleur, la rhéologie des sols (du grec rheo,
couler et logos, étude est 1'é¢tude de la déformation et de I'écoulement de la mati¢re sous 1'effet
d'une contrainte appliquée), la croissance des cannelures inter granulaires sur la surface des
métaux, la mécanique quantique, diffusion des polluants atmosphériques...etc. Les dérivés
d’ordre non entier fournissent aussi un excellent outil pour la description de la mémoire et les
propriétés héréditaires de divers matériaux et processus. C'est 1'avantage principal des dérivés
d’ordre fractionnaire par rapport aux modeles classiques d’ordre entier, dans lesquels ces

effets sont négligés. Les avantages des dérivés d’ordre fractionnaire deviennent importants
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dans la modélisation des propriétés mécaniques et électriques des matériaux, dans la
description des propriétés rhéologiques des roches et dans autres domaines. Les intégrales et
les dérivés d’ordre fractionnaire apparaissent aussi dans la théorie de commande des systémes
dynamiques, quand le syst¢tme commandé ou/et le controleur est décrit par une équation
différentielle d’ordre fractionnaire. La modélisation et la simulation mathématiques des
systemes et des processus, basé sur la description de leurs propriétés en termes des dérivés
d’ordre fractionnaire, méne aux équations différentielles d'ordre fractionnaire la nécessité de
résoudre ces équations [14-17].
Actuellement, les applications et/ou les activités liées au calcul d’ordre fractionnaire
sont apparues au moins dans les domaines suivants [6-17]:
— Commande fractionnaire des systemes
— Traitement du signal et d'image.
— Outils et techniques analytiques et numériques
— Explorations fondamentales des relations constitutives mécaniques, é€lectriques et
thermiques et d'autres propriétés de divers matériaux tels que la viscoélasticité, les
polymeres élastiques, gels, les tissus animaux et leurs applications scientifiques et
dans I’ingénierie
— Compréhension fondamentale de phénomenes des ondes et de diffusion, de leurs
mesures et épreuves, y compris des applications a la physique des plasmas (telle que la
diffusion dans Tokamak).
— Les biotechnologies et les applications biomédicales.
— Diagnostique et détection des défauts dans les machines par la modélisation
thermique, 1’analyse vibratoire et I’analyse des courants.
Pratiquement, aucun secteur d'analyse classique n'a été épargné par le calcul d’ordre
fractionnaire. Ces applications et activités sont citées a titre d'exemples et leur liste est loin

d'étre exhaustive.

2. Objectif de la these

L’objectif principal de ce travail est la contribution au développement de méthodes
d’implémentations et d’analyse des systemes fondamentaux d’ordre fractionnaire dont les
fonctions de transfert contiennent des poles complexes conjugués a parties réelles non nulles.
En premier lieu, I’étude de la stabilité de ce type de systémes fractionnaires sera faite en

termes de leurs paramétres. Des techniques d’approximations, dans une bande fréquentielle
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donnée, des fonctions de transfert irrationnelles de ces systémes fondamentaux d’ordre
fractionnaire en se basant sur des fonctions rationnelles seront présentées. A partir des
fonctions rationnelles obtenues, leurs réponses impulsionnelles et indicielles seront tirées
analytiquement, leurs implémentations par des circuits analogiques seront aussi faites et leurs

performances caractéristiques fréquentielles et temporelles seront étudiées.

3. Présentation de la thése
Cette thése comporte les chapitres suivants :
CHAPITRE 1 : Introduction au calcul d’ordre fractionnaire

Ce chapitre est une introduction aux notions fondamentales de la théorie des opérateurs
d’ordre fractionnaire, ainsi que les différents outils mathématiques nécessaires au calcul
d’ordre fractionnaire. En premier lieu, on présente les définitions des opérateurs d’ordre
fractionnaire, leurs propriétés, ainsi que leurs transformés de Laplace. Puis, des fonctions
spécifiques liées au calcul fractionnaire sont présentées. La technique de 1’approximation par
la méthode de la fonction de singularité est exposée et la réalisation analogique des opérateurs
d’ordre fractionnaire utilisant cette approximation est considérée a la fin du chapitre.
CHAPITRE 2 : Systémes linéaires d’ordre fractionnaire

On présente dans ce chapitre les définitions de bases des systémes d’ordre fractionnaire
concernant leur représentation par des équations différentielles d’ordre fractionnaire, la
résolution de ces équations différentielles d’ordre fractionnaire ainsi que leurs propriétés. On
s’intéresse plus particulierement aux systemes fondamentaux d’ordre fractionnaire, leurs
approximations par des fonctions rationnelles, leur implémentation par des circuits
analogiques ainsi qu’a leurs réponses et caractéristiques fréquentielles et temporelles.
CHAPITRE 3 : Approximation et réalisation analogique des fonctions sinus et cosinus

amorties d’ordre fractionnaire

Le but de ce chapitre est I’introduction de certaines fonctions fondamentales qui jouent
un role similaire a celles des fonctions utilisées dans la résolution des équations différentielles
classiques. Donc, ce chapitre est organis¢ en deux parties, la premicre partie est une
présentation des fonctions sinus et cosinus d’ordre fractionnaire. La deuxiéme partie est
consacrée a I’introduction des fonctions sinus et cosinus amorties d’ordre fractionnaire, leur
approximation, l’analyse de la stabilité¢, les réponses temporelles et fréquentielles et

finalement la réalisation de ces fonctions par des circuits analogiques.
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CHAPITRE 4 : Extraction des performances caractéristiques d’un systeme d’ordre
fractionnaire généralisé

Dans ce chapitre, on va étudier le systtme d’ordre fractionnaire qui généralise un
systéme du second ordre entier comme un systéme de référence pour 1’extraction et 1’analyse
des caractéristiques de performances. Le chapitre et organisé comme suit : une présentation
des résultats de I’analyse des caractéristiques de performances d’un systeme d’ordre
fractionnaire oscillatoire a partir de deux méthodes d’approximation. L utilisation du systéme
d’ordre fractionnaire généralis¢é comme un systéme de référence, pour [D’extraction des
caractéristiques de performances. Exploitant les résultats de I’approximation de la fonction de
transfert irrationnelle du systéme d’ordre fractionnaire par une fonction rationnelle et les
réponses temporelles dérivées de cette approximation comme un outil pour ’analyse. Les
spécifications temporelles et fréquentielles sont discutées a travers les deux paramétres & et m

en incluant le cas particulier d’un systéme du second ordre classique (m=1).
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Introduction au Calcul d’Ordre Fractionnaire Chapitre 1

1.1 Introduction

Le calcul d’ordre fractionnaire est considéré comme une ancienne thématique qui a marqué
son début au XVII*™ siécle. Cent ans plus tard le calcul fractionnaire a attiré I’attention de
célebres mathématiciens tels que P. S. Laplace (1812), J. B. J. Fourier (1822), N. H. Abel
(1823-1826), J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847), H. Holmgren (1865-1867), A. K.
Griinwald (1867-1872) et A.V. Letnikov (1868-1872) [2]. Il est resté un sujet non populaire
parmi la communauté d’ingénierie, mais son intérét n’est reconnu que dans la deuxieme
moiti¢ du XXeéme sic¢cle suite au développement des outils informatiques qui ont permis

d’envisager des applications dans le domaine des sciences de I’ingénieur.

L'idée des dérivées et d’intégrales d’ordre fractionnaire semble un peut étrange et difficile
a expliquer, cela est due au fait que I’opérateur d’ordre fractionnaire n’a pas une interprétation
géométrique précise, contrairement aux opérateurs d’ordre entier. Pour cette raison, cet outil
mathématique est souvent considéré comme irréel. Cependant plusieurs phénomeénes
physiques ont une description fractionnaire, donc le calcul d’ordre fractionnaire est nécessaire

pour les expliquer.

Dans ce chapitre on va présenter les différents outils mathématiques nécessaires au calcul
d’ordre fractionnaire. Premie¢rement, les définitions des opérateurs d’ordre fractionnaire, leurs
propriétés, ainsi que leurs transformés de Laplace seront présentées. Puis, des fonctions
spécifiques liées au calcul fractionnaire seront présentées. Enfin, les approximations des

opérateurs d’ordre fractionnaire les plus utilisées dans la littérature seront exposées.

1.2 Opérateurs d’ordre fractionnaire

Le calcul d’ordre fractionnaire est une généralisation des opérateurs de 1'intégration et de la

différentiation a des ordres non entiers. L'opérateur intégro-différentiel continu est défini

comme :
dm
— R 0
e (m)>
DM =11 R(m)= (1.1)

t

[(d)™  %R(m)<o0

ou m est I'ordre de l'opération, généralement mEC, c et t sont des limites de 1'opération.
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1.2.1 Définitions
Il existe plusieurs définitions mathématiques pour ’intégration et la dérivation d’ordre
fractionnaire. Les définitions les plus utilisées sont ceux de Griinwald-Leitnikov, de Riemann-

Liouville et de Caputo [1-6].

1.2.1.1 Définition de Griinwald-Leitnikov
La dérivée d’ordre fractionnaire m > 0 d’une fonction f{t) est définie par la relation suivante

[1-6] :

o D™f(t)=limh~ mz ( j (t—jh) (1.2)

h—0

ou h est la période d'échantillonnage et les coefficients

m) () _ F(m+1)
U“"j ST (m=j+1) (13)

m : o .
avec (OJ = (ng) =1, sont les coefficients du bindme suivant:

=§O(—I)J’{ j =3 (1 (14)

j=0

L'intégrale d'ordre fractionnaire m > 0 d’une fonction f(t) est définie aussi par [1-6] :

a M ()= D™ £(t) = }ginghmi(—l)j[_ .mjf(t — jh) (1.5)
— =0 ]

-m -m
ou h est la période d'échantillonnage et les termes [ . j: mg_m), avec mg‘"‘) :( Jz 1,

sont les coefficients du binome suivant:

(-2 =3 (1) (‘ij 2 =3 (1)l ™) (1.6)

=0

1.2.1.2 Définition de Riemann-Liouville

L’intégrale d’ordre fractionnaire m > 0 d’une fonction f(t) localement intégrable définie sur

[t, , + 0] est donnée comme suit [1-6] :
re Lt f ()_—)I (t=1)" " f(x)de (1.7)

~+00
avec ['(x) = _[0 e 't*'dt est la fonction gamma d'Euler.
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La dérivée d’ordre fractionnaire m > 0 d’une fonction f(t) localement intégrable définie sur
[t, , +oo] est donnée comme suit [1-6] :
l n

D f(t) = ———
RL Mt () F(n—m)dtn

C(t=o) (o) (1.8)
0
ol le nombre entier n est tel que(n —1)<m<n.

1.2.1.3 Définition de Caputo

Caputo a proposé une nouvelle définition de la dérivée d’ordre fractionnaire qui porte
d’ailleurs son nom et qui incorpore les conditions initiales de la fonction a traiter en termes de
ses dérivées d’ordre entier. La dérivée d’ordre fractionnaire m > 0 d’une fonction f(t) définie

sur [t, , +o0] est donnée comme suit [6] :

mp)e— L[ (o)
CDtOf(t)—r(n_m) tO(t o) (1) de (1.9)
ol n est un nombre entier avec (n—1)<m<n et f (n)(t) est la "™ dérivée de la fonction f(t).

L’avantage principal de la définition de la dérivée d’ordre fractionnaire de Caputo est que
les conditions initiales des équations différentielles linéaires d’ordre fractionnaire prennent la
méme forme que les conditions initiales des équations différentielles linéaire d’ordre entier.
La définition de la dérivée d’ordre fractionnaire de Caputo peut étre formulée de la définition

de Riemann-Liouville comme suit [18]:
-1 k-m
w D ()= D™f(1) Z . )“‘)(0+) (1.10)
N.B: pour simplifier 1'écriture, on notera dans le reste du chapitre 1™ pour Iy et D™ pourDy'.

1.2.2 Propriétés des opérateurs d'ordre fractionnaire

Les propriétés principales des dérivées et intégrales d'ordre fractionnaire sont les suivantes
[1-6]:
1. Si f(t) est une fonction analytique en t, alors sa dérivée d'ordre fractionnaire D™f (t) est

une fonction analytique en t et en m.

2. Pour m = n, ou n est un entier, I'opération D™f(t) donne le méme résultat que la
différentiation classique d'ordre entier n.

3. Pour m = 0 l'opération D™f(t) est 'opérateur identité: D f(t)=f(t).
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4. La différentiation et l'intégration d'ordre fractionnaire sont des opérations linéaires:
D™(af(t)+bg(t)=aD™ f(t)+ bD™ g(t)
5. Laloi additive (propriété du semi groupe)
D*DPf(t)=DPD*f(t)= D**P £(t)
est valable sous certaines contraintes sur la fonction f(t). Une permutation entre la dérivée

d’ordre fractionnaire et la dérivée d’ordre entiére

L oprohop LOL bty

dt"
est valable sous la condition : f(k)(tl reg =0, pourk=0,1,2, ..., (n-1).

6. La régle de Leibniz pour la différentiation d’ordre fractionnaire est donnée par :
m _ - m (k) m-k
SO Y ROREID
k=0

si @ (t) et  (t) et toutes leurs dérivées sont continues dans 1’intervalle [a, t].

1.2.3 Interprétations géométrique et physique

La dérivation au sens classique ou d’ordre entier a un sens physique et géométrique, tous
deux tres clairs, ce qui a priori permet de simplifier son introduction dans la résolution des
problémes appliqués dans les domaines scientifiques. Malheureusement, ce n’est pas le cas
pour la différentiation d’ordre fractionnaire. Le manque ou I’absence de telles interprétations
a été fortement abordé lors de la premicre conférence internationale sur le calcul fractionnaire
qui a eu lieu au New Haven (USA) en 1974 ou la question a été classée parmi les problémes
ouverts [4]. Récemment, beaucoup d’efforts ont été dédiés a cette question et différentes
approches ont été adoptées. Parmi celles-ci nous citerons le travail de Podlubny qui se base

sur I’intégrale de Riemann-Liouville et qui contient aussi une introduction a la matiere [19].

1.2.4 Transformée de Laplace des opérateurs d'ordre fractionnaire
1.2.4.1 Transformée de Laplace de la dérivée d'ordre fractionnaire
La transformé de Laplace de la dérivée d’ordre fractionnaire m,(n—1)<m<n, selon la
définition de Griinwald-Leitnikov est donnée par [6]:
L{D™f(t)}=s™F(s) (1.11)
La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre fractionnaire m,(n—1)<m<n, selon la

définition de Riemann-Liouville est donnée par [6] :
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-1

=

L{D"(t)}=s"F(s)- 3 s D e(0)] (1.12)

T
(e}

L’applicabilit¢ de cette transformée en pratique est limitée a cause de l'absence
d'interprétation physique des valeurs initiales [Dm_k_lf (t)Jt=O ,pourk=0,1, ..., (n-1).
Selon la définition de Caputo, la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre fractionnaire
m,(n —1)<m<n, est donnée par [6] :
n-1
L{D™f(t)}=s"F(s)- > s™<1£%(0) (1.13)
k=0
Cette transformée est tres utilisée en pratique a cause des valeurs initiales conventionnelles
fk(O), pour k=0, 1, ..., (n-1). Alors, pour I’étude et I’analyse des systémes, la définition de
Caputo semble étre la plus appropri¢e que les deux autres. Donc, dans le reste de cette thése

on ne considére que la définition de Caputo de la dérivée d’ordre fractionnaire.

1.2.4.2 Transformée de Laplace de l'intégrale d'ordre fractionnaire

La transformé de Laplace de I’intégration d’ordre fractionnaire m, (n—1)<m<n, pour
toutes les définitions est donnée par [6]:

L{™t(t)f=s "F(s) (1.14)

1.3 Fonctions spécifiques pour le calcul fractionnaire

Dans cette section, nous présentons quelques fonctions qui sont trés utilisées dans le calcul
d’ordre fractionnaire et plus particuliérement dans la solution des équations différentielles
d’ordre fractionnaire. La premiere fonction particuliere est la fonction Gamma qui généralise
l'expression factorielle utilisée dans la différentiation multiple et les intégrations répétées dans
le calcul d'ordre entier. La seconde est la fonction de Mittag- Leffler qui est une fonction de
base dans le calcul fractionnaire et qui joue un rdle similaire a celui de la fonction
exponentielle dans le calcul d’ordre entier. On présente aussi plusieurs modifications de la
fonction de Mittag-Leffler qui sont développées depuis 1903 pour I'étude du calcul
fractionnaire.
1.3.1 La fonction Gamma

La fonction de Gamma d’Euler I'(z) est définie par I’intégrale suivante :

I(z)= Te_ttz_ldt (1.15)
0

10



Chapitre 1 Introduction au Calcul d’Ordre Fractionnaire

avec I'(1) = 1, I'(04) = +oo, la fonction Gamma I'(z) est une fonction monotone et strictement
décroissante pour 0 < z < 1. Une propriété importante de cette fonction est la relation de

récurrence suivante :
[(z+1)=zI(z) (1.16)
Sachant que I'(1) = 1 et en utilisant la relation (1.15), pour z = n un entier positif, on a :
[(n+1)=nl(n)=n! (1.17)
Figure 1.1, montre le tracé de la fonction Gamma I'(z) de I’équation (1.15) autour de la valeur

z=0.

1.3.2 La fonction de Mittag-Leffler

La fonction exponentielle joue un role trés important dans la théorie des équations
différentielles classiques. La généralisation de la fonction exponentielle & un seul parametre,
dite fonction de Mittag-Leffler, a été introduite par G.M. Mittag-Leffler au début du
vingtiéme siccle et elle est définie par la fonction suivante [6] :

o gk
Ea(t)zgm (1.18)

On peut facilement voir que poura=1,0n a:

E@M)=3- " -3V o (1.19)

=Trk+1) &K

o0

-——— -+ -—=4=-=4-=—

Gamma(z)

t—-—=*-——=- = -

>

oy

'
JUIY
e

Figure 1.1 : Tracé de la fonction Gamma d’Euler
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La fonction de Mittag-Leffler a deux parametres joue également un role trés important
dans la théorie du calcul fractionnaire. Cette fonction a été introduite par Agarwal et Erdelyi
dans les années 1953 et 1954 et elle est définie comme suivant [6] :

1.20
kZ:(; ock + [3 (120)
On note aussi que pour 3 = 1, on retrouve la fonction de Mittag-Leffler a un seul parameétre de

I’équation (1.17).

i =E_(t) (1.21)

el ock +1

A partir de la relation (1.21) on peut facilement voir que :

ootk

Z s ) zﬁ=e (1.22)

0 k=0

Figure 1.2, montre le tracé de la fonction de Mittag-Leffler a deux paramétres pour différentes
valeurs de o et B. La transformée de Laplace de la fonction de Mittag-Leffler a deux

parameétres de 1’équation (1.20) est donnée par [6] :

| &P
R (o ) _KsT7 - (1.23)
(s* ~a)
ou
(k)
x _d
Bl = e Eo (1.24)
8 | ‘ ‘ | | | | |
| | e Ea® | - L - ]
|0 [ A

Figure 1.2 : Tracé de la Fonction de Mittag-Leffler a deux parameétres E; i(t) et Evz3,2(t).
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Le tableau 1.1, résume la transformée de Laplace de la fonction de Mittag-Leffler ainsi que

de sa dérivée et de son intégrale [6].

Fonction Transformée de Laplace
a-1
Ea(—kt“) s* + A
o-1
dg, () G N
dt s* 4+ A s*+ A
J.Ea(_kta) Sa—2 :l Sa—l
s*+1 ss”+1

Tableau 1.1: Transformation de Laplace de la fonction Mittag-Leffler.

1.3.3 La fonction d’Agarwal
La fonction de Mittag-Leffler est généralisée par Agarwal en 1953 [20]. Cette fonction est
particulierement utile dans la théorie des systémes d'ordre fractionnaire grace a son

transformé de Laplace donné par Agarwal. La fonction est définie comme suit :

E ;(t)= (1.25)

2= 2 p)

o Sa_B

e, ()= = (1.26)

s —1

1.3.4 La fonction d’Erdelyi
Erdelyi a étudié la généralisation de la fonction de Mittag-Leffler comme suit [21]:
[e'e] tn

E ;t)=) —, a,p>0 1.27
u,B( ) nz_lor(om"'f’) B ( )

ou les puissances de t sont des nombres entiers.

1.3.5 La fonction de Robotnov—Hartley
Pour obtenir la solution directe des équations différentielles linéaires fondamentales d'ordre

fractionnaire, la fonction suivante a été présentée par Robotnov [22] et Hartley [23].

nm

™ 12 m >0 (1.28)

nm+m

13
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C’est la fonction généralis€ée représentant la réponse impulsionnelle de I'équation
différentielle d’ordre fractionnaire fondamentale, elle est utilisée dans I’analyse des systémes
de commande pour obtenir les réponses du systéme. La transformée de Laplace de cette

fonction est donnée par :

L{F, (~a,t)}= (1.29)

s™ +a
1.3.6 La fonction de Miller—Ross
En 1993, Miller et Ross [2] ont présenté une fonction de base pour une solution du
probléme de valeur initiale d'ordre fractionnaire. Elle est définie comme I’intégrale d’ordre m

de la fonction exponentielle suivant cette équation :

-m 0 k
Et(m,a)zd—_eat =" _ @ (1.30)
de™ Zr(m+k+1)

1.3.7 La fonction R généralisée

Comme pour le cas des fonctions exponentielles, trigonométriques et hyperboliques dans le
calcul d’ordre entier, les définitions de telles fonctions généralisées de Mittag-Leffler sont
importantes dans le calcul fractionnaire. La fonction R généralisée est définie comme

suit [24]:

[ ] )(n+1)q—1—m [ ]
a,c,t =R nmlat—c 1.31
Ram ZO ey — (131
La transformation de Laplace de la fonction R généralisée est donnée par les deux relations
suivantes:
Sm
R, . (a,0,t) ; (1.32)
si—a
7cssm
R m(@ct)e . (1.33)

Les équations suivantes représentent la relation de la fonction R aux fonctions élémentaires :

R,,(a,0,t)=e" (1.34)
a’t’ a't’ .
aR, (— az,O,t)z a{t 3 + g } = sm(at) (1.35)
242 444
R2,1( a’,0 t) {1— a2! + a4! —} = cos(at) (1.36)
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aR, ,(a2.0,t)= sinh(at) (1.37)

R, (a2,0,t)= cosh(at) (1.38)

La relation entre la fonction R et les autres fonctions généralisée est donnée comme suit :

la fonction de Mittag-Leffler :

L{Eq[—atq]}:l{ s° }— ST 450

- )
s|s+a| s%+a

q-1

E,(at?)o O R (a00) (1.39)
la fonction d’Agarwal :
B, (9)o S GRr,,10.0) (1.40)
a.p 911 4.q-p \>*> :
la fonction d’Erdelyi :
o0 nq
t"™E_ . (tY)=R 1,0,t)=t"™ t 1.41
nlt®)= R (10,0 =2 (1.41)
la fonction de Robotnov—Hartley :
0 (_ a)Ilt(n-¢—1)q—1
F (—a,t R 0,t)= ) ~—F————
q( * )qu+a(_) q’O( 20,9 ; I({n+1)q)
L, tl=——. q>0 (1.42)
sT+a
LiE,[Fatt = 1[0 - LiF, [ a.1]]
s

Od?_qu [a,t]= E, [atq]

L {m} - i[l ~E,(~at? ), d;9E  [at?]

) st 1 -1 a
L { }:Od?Fq[—a,t]:othq[—atq]:L {1— }zS(t)—an[—a,t] (1.43)

si+a st +a

la fonction de Miller—Ross :

—m

B(ma) o o R, (00,1 = 3Lt

—— 1.44
s—a ’ r1=01“(n—|—m+1) (144)
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1.4 Approximation des opérateurs d’ordre fractionnaire

La représentation fréquentielle de ’intégrateur ou du dérivateur d’ordre fractionnaire est

donnée respectivement par les deux fonctions irrationnelles suivantes :

GI(S)ZSLm , pour 0<m<1 (1.45)

Gp(s)=s", pour 0<m<1 (1.46)

A cause de leur représentation par des fonctions irrationnelles, ces operateurs d’ordre
fractionnaire ne peuvent pas E&tre implémentés avec précision. Cependant, des
implémentations analogiques et/ou numériques limitées dans une bande fréquentielle peuvent

étre réalisées en utilisant des techniques d’approximation.

1.4.1 Approximation analogique

Il existe dans la littérature plusieurs techniques d’approximation analogiques des
operateurs d’ordre fractionnaire. D’aprés 1. Petras et al [8], on peut trouver une étude
intéressante de la majorité des méthodes existantes pour I’approximation analogiques des
operateurs d’ordre fractionnaire. Dans la section suivante on va exposer la méthode

d’approximation de Charef [25].

1.4.1.1 Méthode de Charef

Cette méthode a été développée pour I’approximation de I’intégrateur et du dérivateur
d’ordre fractionnaire par une fonction rationnelle dans une bande de fréquence bien choisie.
L’approximation de I’intégrateur est basée sur la technique du pdle a puissance fractionnaire
(PPF) et celle du dérivateur utilisant la technique du zéro a puissance fractionnaire (ZPF) [25,
26].
Le PPF est donné par la fonction suivante :

G(s)= & (1.47)
(1+ (/o))"

L’ approximation du PPF par une fonction rationnelle est donnée par [26]:

N-1

[10+(/2)

K, =2 (1.48)

(1+(/py))

K,

(1+ (/o))"

IR

=z

G(s)=

1

Il
[}

Les poles et les zéros de cette approximation sont obtenus comme suit :
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p; :(ab)ip0 (pour i=0,1,...,N) et z =(ab)iap0 (pour i=0,1,...,.N—1) (1.49)

Pour une erreur d’approximation y en dB et une fréquence maximale ®max donnée, les

parametres d’approximation a, b, po et N sont calculés par :

a =100/100-m)] - _yolyiom] g 100/20m] e N =| Integer log(on /Po) |, | (1.50)
log(ab)

On suppose que dans la bande de fréquence [®, ,0 ] ona ® >> ®_, donc on peut écrire:

K, Ko 1
(S/ C)m Sm Sm I() ( )

G(s)=

avec K, :(1/ min) et o, la fréquence de coupure du PPF a -3m dB est donnée par

0, =0 101 _1 o0 ¢ est I’erreur maximale entre les pentes de I’intégrateur et le PPF

2

dans la bande [w,,®]. Alors, dans la bande de fréquence [®, ,®y ], "approximation de

I’intégrateur d’ordre fractionnaire est donnée par :
N

H (1 + (s/(ab)i ap, ))

Gl(s)=—; K, =

—_

~ (1.52)
S 11 (1 + (s/(ab)i Po ))

i=0

Le ZPF est donné par la fonction suivante :

G(s)= KD(1+ij (1.53)

O

L’approximation du ZPF par une fonction rationnelle est donnée par [25]:

= (1.54)

Les zéros et les pdles de cette approximation sont obtenus comme suit :
Z; = (ab)iz0 (pouri=0,L...,N) et p; = (ab)i az, (pouri=0,1,...,N) (1.55)

Pour une erreur d’approximation y en dB et une fréquence maximale ®m.x donnée, les

paramétres d’approximation a, b, zy et N sont calculés par :

a =10b/100-m] p — jolv/ioml ;"= 10072001 et N =| Integer log(Ons /2) |, (1.56)
log(ab)
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On suppose que dans la bande de fréquence [®, ,0 ] ona ® >> o, donc on peut écrire:

Gls)= Kp(icjm - 2o [imj - _G,5) (1.57)

o) ()" \s
avec K =(o,)" et o la fréquence de coupure du ZPF a 3m dB est donnée par

®, =0, 1019 _ 1 on ¢ est I'erreur maximale entre les pentes du dérivateur et le ZPF

dans la bande [®, ,®]. Alors, dans la bande de fréquence [®; ,® ], I’approximation du

dérivateur d’ordre fractionnaire est donnée par :

(1.58)

1.4.2 Approximation numérique

Dans les références [27-40], on peut trouver la majorité des implémentations des
opérateurs d’ordre fractionnaire en utilisant des filtres numériques RII et RIF. En général, Il
existe dans la littérature deux techniques d’implémentation numérique des opérateurs
fractionnaire, la technique indirecte et directe. Pour la technique indirecte on doit passer par
deux étapes; la premiére étape est une approximation analogique des opérateurs
fractionnaires, ensuite une des transformations analogique-numérique, tel-que la
transformation d’Euler, la transformation bilinéaire ou la transformation d’Al-Alaoui, est
utilisée pour la discrétisation et I’obtention de I’approximation numérique de ’opérateur
d’ordre fractionnaire. Pour la technique directe, une des transformations analogique-
numérique énumérée au dessus est utilisée pour la discrétisation de 1’opérateur d’ordre
fractionnaire conduisant & une fonction discréte irrationnelle qui est développée en série de

puissance pour I’obtention de I’approximation numérique de I’opérateur d’ordre fractionnaire.

1.5 Réalisation analogique des opérateurs d’ordre fractionnaire

En utilisant les fonctions rationnelles approximant les opérateurs d'ordre fractionnaire, on
peut obtenir des circuits analogiques qui peuvent servir comme des modeles d’intégrateurs et
dérivateurs analogique d’ordre fractionnaire [8,25]. La fonction rationnelle de 1’équation
(1.52) de I’approximation de I’intégrateur d’ordre fractionnaire dans une bande fréquentielle

donnée peut étre décomposée en €léments simples de la fagcon suivante :
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[10+k/@oYano)

1 ~
Gil)= =Ky =>—= (1.59)
S II@+G/% m» ‘*LLFJ
i=0 i
ou les résidus h;, pour i=0, 1, ..., N, sont donnés par :
N po(ab)‘ N-1 (ab)(l—_])
- ( b)J H 1-
= a a o a
h, =K, =0 Po Kk, i (; (160
l_N[ _ pO(ab)1 H(l_(ab)(l—J))
=0, j#i po(ab)’ j=0, j=i

L’équation (1.59) corresponde a I’'impédance d’un réseau RC du type Foster premiére forme
dont le schéma est représenté par la figure 1.3.

L’impédance de ce réseau est :

Z (s 1.61
1(8) = z SR ) (1.61)
alors, pour i=0, 1, ..., N, on a:
hl ZRI Rl :Il1
= (1.62)
P; :; Ci :L
R;C pih;

De la méme fagon, La fonction rationnelle de 1’équation (1.58) de 1’approximation du
dérivateur d’ordre fractionnaire dans une bande fréquentielle donnée peut étre décomposée en

¢léments simples de la fagon suivante :

RO Rl RN
1 | — 1
 — L L
I(s)
—_—— _-——
|| || |
V(S) Co Ci Cn

Figure 1.3 : Réalisation analogique d’un intégrateur d’ordre fractionnaire.
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1+ —>
‘ z,(ab) g +N ks

Gp(s)=s" =K, =| G, z—s (1.63)
S i=0
[T 1+ [HJ
0 az,(ab) p;
ou Gy = Kp et les résidus h;, pour i=0, 1, ..., N, sont donnés par :
N . .

[T -a(ab)i=y
___Kp =0 (1.64)

Po(3) I (1 - (ab) )

j=0,1#]

L’équation (1.63) corresponde a I’admittance d’un réseau du type Foster seconde forme dont

le schéma est représenté par la figure 1.4.
On peut écrire I’admittance Yp(s) du circuit précédent par :
1 & sC,
Yp(s)=—+) | ———— 1.65
p(®) R, ;(lJrsRiCJ (1.65)

alors, G, = 1/R, et pour i=0, 1, ..., N, on a:

ki = Ci Ci = ki
= (1.66)
Pi :; R; :L
R;C, k;p;

(sy—»r—y------
1 Ry R, Ry
V(s) I::I R,
4G —4 Cx

Figure 1.4 : Réalisation analogique d’un dérivateur d’ordre fractionnaire.
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1.6 Conclusion

Ce chapitre est une introduction aux notions fondamentales de la théorie du calcul d’ordre
fractionnaire. Commengant par les différentes définitions des opérateurs d’ordre fractionnaire,
leurs propriétés et la présentation de la transformée de Laplace de ces opérateurs. Apres, nous
avons présenté les fonctions spécifiques pour le calcule d’ordre fractionnaire. Ensuite, les
méthodes d'approximation de ces opérateurs sont exposées, avec un intérét particulier a la
méthode de Charef par la fonction singuliére qui était enticrement détaillée, car elle a été
actuellement la plus utilisée pour la simulation, 1’approximation et la réalisation des systémes
non entiers : ’approximation du systeme (PPF et ZPF) d’ordre fractionnaire par un modele
rationnel de dimension finie. Finalement, la réalisation analogique de ces opérateurs par des
circuits électriques est présentée, en utilisant leurs approximations par des fonctions

rationnelles.
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2.1 Introduction

Tout systtme modélisé par une équation différentielle utilisant la dérivation d’ordre
fractionnaire est appelé systéme d’ordre fractionnaire. Actuellement, beaucoup de travaux
traitent des systemes ou des phénomenes physiques qui nécessitent 1’utilisation de cette
théorie du calcul fractionnaire. Des chercheurs essayent de développer de nouveaux outils
mathématiques et informatiques qui permettent de manipuler et de simuler les systémes
d’ordre fractionnaire, d’autres tentent de déterminer leurs caractéristiques dynamiques et
statiques.

Dans ce chapitre, on va présenter les définitions de bases des systémes d’ordre
fractionnaire, ainsi que leur représentation et leurs propriétés. On s’intéresse plus
particulierement aux systémes fondamentaux d’ordre fractionnaire, leurs approximations par
des fonctions rationnelles, leur implémentation par des circuits analogiques ainsi qu’a leurs

réponses et caractéristiques fréquentielles et temporelles.

2.2 Représentation des systémes linéaires d’ordre fractionnaire

2.2.1 Equation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire
Un systeme linéaire d’ordre fractionnaire peut étre représenté par une équation

différentielle d’ordre fractionnaire de la forme [41]:
N M B,
D.aiD%y(t) = b;D" u(t) 2.1
i=0 i=0
-DV = ODE' désigne la dérivée d’ordre fractionnaire de Riemann-Liouville ou de Caputo
[9]
- u(t) et y(t) sont, respectivement, I’entrée et la sortie du systeme
- les ordres des dérivees aj (pour 1 <i<N)et B; (pour 1 <j<M) sont des nombres réels
tel que o> o1 >... > et By > Pui > ... > Po et o> Pu
- les coefficients a;(pouri=0, 1,..., N) et b; (pourj=0, 1,..., M) sont des nombres
réels
Quand les ordres des dérivées a;(l <i<n)et ; (1 <j<m) sont multiples du méme
nombre réel o (0 <a<1),telqueai=1a (I <i<N)etBi=ja(0<j<M)etM<N,le

systtme linéaire d’ordre fractionnaire est dit systeme linéaire d’ordre fractionnaire
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commensurable. Alors, I’équation différentielle d’ordre fractionnaire de 1’équation (2.1)

devienne :

N M
D a;D"*y(t) =D b;D**u(t) (2.2)
i=0 j=0

2.2.2 Fonction de transfert
La fonction de transfert du systéme linéaire d’ordre fractionnaire de 1’équation (2.1) est

donnée par la fonction suivante [41]:

Gs)= Y(s) szBM +...+blsBl +bosB°

_ _ (2.3)
U(S)  a s 4. +ais® +as%0

Dans le cas d’un systéme linéaire d’ordre fractionnaire commensurable, la fonction de

transfert de I’équation (2.3) devienne [41]:

G(s)

06 (2.4)

M
2
_Y(s) _j=0
B - N
2

2.2.3 Représentation d’état des systémes linéaires d’ordre fractionnaire
2.2.3.1 Définition
Un systeme linéaire d’ordre fractionnaire monovariable, peut étre représenté par une

équation d’état d’ordre fractionnaire de la forme [41]:
dtel x(t)= Ax(t)+Bu(t) (2.5.a)
y(t) =Cx(t)+Du(t) (2.5.b)
ou:
~dx(t)=[amx @) dex) - dmx, )
- les 0; (1 <1< n)sont les ordres de dérivation tel que 0 < a; < 1
- wuest entrée du systeéme
- x est le vecteur d’état d’ordre fractionnaire de dimension (nx 1)
-y estla sortie du systeme

- les matrices A, B, C et D sont des matrices réelles constantes de dimension appropriée.
La notation précédente met en évidence que la dérivation d’ordre fractionnaire d' est

appliquée seulement a 1I’élément x; de I’état x dans (2.5.a), ou (2.5.a) est définie comme une
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équation d’état d’ordre fractionnaire et (2.5.b) est une équation d’observation identique a
celle du cas entier.
Remarque :

Comme pour les représentations d'état d'ordre entier, les représentations d'état d'ordre
fractionnaire ne sont pas uniques, en d'autres termes plusieurs représentations d'états
correspondent a la méme fonction de transfert d'ordre fractionnaire.

Dans le cas d’un systéme linéaire d’ordre fractionnaire commensurable, la représentation

d’état de I’équation (2.5) devienne:

{d“x(t) = Ax(t)+Bu(t) 26)

y(t) =Cx(t)+ Du(t)
ou dx = {do‘[x1 X, o xn]}T.
2.2.3.2 Relation entre la représentation d'état et la fonction de transfert
La fonction de transfert G(s) de la représentation d’état de 1’équation (2.5) est obtenue en

utilisant la transformée de Laplace avec les conditions initiales nulles. G(s) est donnée comme

suit [6] :

= ﬂ = [a]I —-A _1B D 2
G(s) ) C[s N ] + 2.7)
ou S[Q‘]In = diag[so‘1 g% ... S%J

Dans le cas d’un systéme linéaire d’ordre fractionnaire commensurable, 1’équation (2.7)

devienne:

Y@

0 —c[s*1,-A'B+D 2.8)

G(s) =

2.3 Propriétés des systemes d’ordre fractionnaire

2.3.1 Systémes fractionnaires versus systémes d’ordre entier

Soient les deux systémes suivants pour 0 < p < 1 et le terme x(0) pris comme condition
initiale [42]:
X)=pt* ! = x(t) = t* +x(0) (2.9)

Dx(t)=pt"" |, 0<a<l = x(t) +x(0) (2.10)
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On remarque en effet, que le systeme d’ordre entier (2.9) est instable quel que

soitp €]0,1[. Le systéeme d’ordre fractionnaire (2.10) est stable quel que soit0 < pu < (1—a).

Ceci montre que les systemes fractionnaires possédent des caractéristiques différentes de

celles des systémes d’ordre entier [42].

2.3.2 Stabilité d’un systéme d’ordre fractionnaire

Dans la théorie de la stabilité des systemes linéaires invariants dans le temps, un systéme
est stable si les racines de son polyndme caractéristique ont partie réelle strictement négatives,
donc situées dans la moiti¢ gauche du plan complexe. Par ailleurs, dans le cas des systémes
linéaires d’ordre fractionnaire commensurable, la définition de la stabilité différe de celle des
systemes d’ordre entier. En effet, les systemes fractionnaires peuvent avoir des racines dans la
moitié droite du plan complexe et étre stables. D'autre part, il a été montré, par plusieurs
auteurs et en utilisant différentes méthodes, que pour le cas des systémes linéaires d’ordre
fractionnaire commensurable, une méthode d'analyse complexe basée sur le principe
d'argument des racines de 'équation caractéristique peut étre utilisée pour étudier la stabilité
dans le sens entrée bornée-sortie bornée (BIBO) [43-45]. L’état de la stabilité peut alors étre

énoncé comme suit :

Théoreme 1:
Un systeme linéaire d’ordre fractionnaire commensurable décrit par [’équation

différentielle de I’équation (2.2) dont la fonction de transfert est donnée par 1’équation (2.4)

est stable si et seulement si [arg(}; ) > ocg (pour 1 <i<N) [43]. Les &; (1 <i < N) sont les

n .

racines du dénominateur de la fonction de transfert P(s*) = Zai (s“ )1 qui est un polyndme en
i=0

s,

Théoréme 2:

Un systéme linéaire d’ordre fractionnaire commensurable représenté par 1’équation d’état
de I’équation (2.6) est stable si la condition |arg(eig(A)) > oz est satisfaite pour 0 < o< 2 ;

ou le terme [eig(A)] représente les valeurs propres de la matrice A [41] .

Figure 2.1, illustre les zones de stabilit¢ des systemes linéaire d’ordre fractionnaire

commensurable en fonction de 1’ordre de dérivation a.
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2.3.3 Observabilité et controlabilité d’un systeme d’ordre fractionnaire
2.3.3.1 Observabilité

Dans le cas entier, la notion d’observabilité est liée a la reconstitution de 1’état initial tout
en connaissant la représentation d’état ainsi que les vecteurs d’entrée et de sortie pendant un
intervalle de temps donné consécutif a 1’instant initial [46]. Soit un systéme linéaire d’ordre
fractionnaire commensurable décrit par 1’équation d’état (2.6) :

D* x(t)= Ax(t)+Bu(t) o
{ y(t)=Cx(t)+Du(t) , O<ax<l @.11)

2.3.3.1.1 Définition
L’état xo = x(to) est observable si, pour u(t) donné, il existe un instant ty > t, tel que la

connaissance de y(t) sur ’intervalle J—oo, th et de x(t) sur D’intervalle ]—oo, to[ soit

suffisante pour déterminer x¢ [47] .
2.3.3.1.2 Critere d’Observabilité
Le résultat suivant peut étre démontré comme son similaire dans le cas d'ordre entier
[48,49].
Théoréme : Le systeme d'ordre fractionnaire (2.11) est observable si et seulement si la

matrice d'observabilité My, (nxn):

C
CcA
M, =] (2.12)
est une matrice de rang n.
ImA ImA Im 4
A-Tn /2 "'{2 am /2
R:: R; e
'nZ?:bel Zone instable Zone
_l stable instable
0<a<l1 a=1 1<a<?2

Figure 2.1 Zones de stabilité des systémes linéaires d’ordre commensurable
en fonction d’ordre de dérivation a.
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2.3.3.2 Controlabilité
Dans le cas entier, la notion de contrdlabilité est liée a la transition d’un systéme d’un état
a un autre, spécifiée a ’avance, dans un intervalle de temps fini [46]. Considérons le systéme

linéaire d’ordre fractionnaire commensurable décrit par I’équation d’état de 1’équation (2.11).

2.3.3.2.1 Définition

Si I’on peut amener le systéme de 1’état xo = x(tp) ou il se trouve a I’instant ty, a 1’état x¢ =
x(tr) @ U'instant tr > to en agissant uniquement sur I’entrée u(t) (ou commande), supposée sans
contrainte, x(t) étant connu sur I’intervalle |-oo, #,[ , I’état x, est dit contrdlable a I’instant
to [47].
2.3.3.2.2 Critere de controlabilité

Le résultat suivant peut étre démontré comme leurs similaires dans le cas d'ordre entier
[48,49].
Théoréme

Le systéme d'ordre fractionnaire (2.11) est contrdlable si et seulement si la matrice de

contrdlabilité

M, =|BA4B- 4" B] (2.13)

Meont (n X n) , est une matrice de rang n.

2.4 Résolution des systémes d’ordre fractionnaire

Les équations différentielles d'ordre fractionnaire apparaissent de plus en plus
fréquemment dans différentes approches de recherches et d’applications en technologie. Leur
solution est plus complexe que celle des équations d’ordre entier. L’introduction d’une
méthode efficace et simple a appliquer pour résoudre ces équations est nécessaire. Dans la
littérature 1l existe plusieurs méthodes pour la résolution des équations différentielles d’ordre
fractionnaire [6,50-51]. Les méthodes les plus simples et les plus répandues sont celles qui
utilisent la technique de la transformée de Laplace. Alors, dans la section suivante, nous
allons exposer une méthode de résolution des équations différentielles linéaires a coefficients
constants qui utilise la transformée de Laplace et la fonction de Mittag-Leffler a deux

parametres [6].
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2.4.1 Equation différentielle d’ordre fractionnaire a un seul terme
Considérons le systeme décrit par 1’équation différentielle d’ordre fractionnaire linéaire a

coefficients constants suivante : (avec o réel et positif)

aoD{y(t)=f(t) (2.14)

La transformée de Laplace de I’équation (2.14) avec des conditions initiales nulles donne :

as®Y(s)=F(s) (2.15)
Y(s)= ——F(s) (2.16)
as®
Soit g;(t) une fonction définie par :
S 1] 1!
t)=L" - 2.17
gl( ) {asa} a F(OL) ( )

ou la fonction g;(t) est appelée la fonction fractionnaire de Green a un seul terme [6].

Alors, la solution y(t) est obtenue de 1’équation (2.16) par la convolution suivante :

t t

y(t)= g o (t-)f(z)dr = arl(a) {(t ) (e 2.18)

En utilisant la définition de 1’équation (1.7), la solution y(t) est donné par :

y(t)=oDTf(1) .19)

2.4.2 Equation différentielle d’ordre fractionnaire a deux termes
On considere I’équation différentielle d’ordre fractionnaire linéaire a coefficients constants

suivante :

agD'y(t)+ by(t) = £(t) (2.20)

La transformée de Laplace de I’équation (2.20) avec des conditions initiales nulles donne :

as®Y(s)+bY(s)=F(s) (2.21)
Y(s)= L —F(s) (2.22)
ag% 4+ -

Soit g, (t) une fonction définie par :

111 1 1 - b
gz(t):L 1 ;Ot—b :;ta lEa’a(——tQ) (223)
ST +—
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ou la fonction g,(t) est appelée la fonction fractionnaire de Green a deux termes [6] et
Ea’a(.) est la fonction de Mittag-Leffler de 1’équation (1.20). Alors, la solution y(t) est

obtenue de I’équation (2.22) par la convolution suivante :

t
y(t)= g2 (t—1) f(z)de (2.24)
0
2.4.3 Equation différentielle d’ordre fractionnaire a trois termes
On considére I’équation différentielle d’ordre fractionnaire linéaire a coefficients

constants suivante :

a oDPy(t)+b oD% y(t)+cy(t)=£(t) (2.25)
La transformée de Laplace de 1’équation (2.25) avec des conditions initiales nulles donne :
Y(s)= ;F(s) (2.26)
asP +bs* +c¢
Soit la fonction G3(s) = _ ; alors on peut écrire [6] :
asP +bs® +¢
k+1
1 cs™¢ 1 1 < c g ak-a
G3(s)=——=5 ——=—> (1) H T (227)
Cas +b cs C1o0 a (SB—G +h)k
I+
p-a a
as +b

La transformée de Laplace inverse g3(t)de la fonction G3(s)est donnée par [6] :

k
(t)—l & (=D (e (Bl (k) ( htB—a) (2.28)
g3 - c z k' a B—(X,B"F(Xk u a '
k=0 ™
ou Egk_)a B+ok () est la fonction de Mittag-Leffler a deux paramétres de 1’équation (1.23).

Alors, la solution y(t) est obtenue de 1’équation (2.26) par la convolution suivante :

t

y(t)=[g3(t—)f(xhde (2.29)
0
2.4.4 Equation différentielle d’ordre fractionnaire générale
Les résultats des étapes précédentes peuvent Etre généralisés. En effet, considérons

I’équation différentielle d’ordre fractionnaire linéaire a coefficients constants a n-termes

suivante :

a, D% y(t)+a,_ D 1y(t)+..+a; D y(t)+ay D" y(t)=f(t) (2.30)
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dont la fonction de transfert est donnée par :

Gyls)= 1) 1 2.31)
F(s) aps? +a,_s¥ 4+ +as +ags®o

avec Oy > Oy.1 >...> o > op. On peut alors écrire Gy(s) sous la forme [6] :

G, (s)= ! 12 (2.32)
aps™ +a,_s%-l E:Oaksak

1+

a o,
aps " +a st

ag s Ot

1
Ol =0y a5 -1 Oy n-2 Ok
S + a, " an S zkzoaks

Gn(s)=

Oy =0y + A

a

S

n

oty 5 0P (o |

k=0\%n

n-2
oyt %(ai —Oh )<i
i=

1 2 n-2 a: k;
Gn(S) =— Z(— l)m z (m;ko,kl,..-,kn—Z)H(_lj : m+1
4n m=0 ko +k; +..+k, ,=m i=0 (S% —0ly +an—1j

ky20;....k, , >0 a,

(2.33)
ou (m; ko; ki;...; kn-2) sont des coefficients [5]. L’application de la transformée de Laplace

terme par terme de 1’équation (2.33) donne :

1 0 -1 m n—2, i ki a— o, ;]2 T
éﬂ&j—ZLﬁ— 2 (m%kwkmﬁnﬁqt( Iy o ek
n m=0 .

ko+k, +. 4k, ,=m i=0\@n
ko20;...k, », 20

% E a1’1—1 tOLn =0y, ]

Oy 1,0 50 (0t —a; )kj (_ an
(2.34)

Finalement, la solution y(t) est obtenue de 1’équation (2.31) par la convolution suivante :
t

y(t)= [ gn (t=7)f (t)dr (2.35)

0
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2.5 Les systémes linéaires d’ordre fractionnaire fondamentaux
L’équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire fondamental, définie dans [23], est

représentée par 1’équation suivante :

d*™x(t
(To)"™ —dtznf )y x(t)=e(t)  pour 0<m<1 (2.36)
La fonction de transfert de ce type de systéme d’ordre fractionnaire est donnée par la
fonction irrationnelle suivante :
_X(s) 1
E(s) [1+(s79)™]

G(s) pour 0 <m<1 (2.37)

ou Tp est un nombre réel positif. Pour représenter 1’équation différentielle linéaire d’ordre
fractionnaire fondamental de I’équation (2.36) par un model linéaire invariant dans le temps,
il est nécessaire d’introduire une approximation de sa fonction de transfert irrationnelle par
une fonction rationnelle. Alors, dans cette section, on va présenter une méthode
d’approximation par une fonction rationnelle, dans une bande de fréquence donnée, de la
fonction de transfert irrationnelle de 1’équation (2.37) [52]. Selon I’ordre m, on distingue deux
types de systemes linéaires d’ordre fractionnaire fondamentaux. Le premier est le systéme
d’ordre fractionnaire de relaxation pour 0 < m < 0.5, et le second est le systeme d’ordre

fractionnaire oscillatoire pour 0.5 <m < 1.

2.5.1 Systéme d’ordre fractionnaire de relaxation
2.5.1.1 Définition

Dans ce contexte, le systeme d’ordre fractionnaire de relaxation est défini comme étant un
systéme représenté par 1’équation différentielle fondamentale d’ordre fractionnaire de

I’équation (2.36), pour 0 <m < 0.5.

2.5.1.2 Approximation par une fonction rationnelle
Dans leur étude sur les diélectriques, K. S. Cole et R. H. Cole [53] ont constaté que les
fonctions de transfert de dispersion/relaxation d’un grand nombre de matériaux peuvent étre
modélisées par I’équation suivante :
1

Gs)=———— 2.38
O ™ 239
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ou m un nombre réel tel que 0 <m < 0.5 et 1y est un nombre réel positif. Il est bien connu dans
la littérature qu’une fonction de transfert G(s) est liée a sa fonction de distribution des temps
de relaxation H(t)par la relation suivante [54] :
0
H
G(s) = jﬂdr (2.39)

1+st
0

Utilisant la relation de 1’équation (2.39), K. S. Cole et R. H. Cole ont démontré que la

fonction de distribution des temps de relaxation H(t) pour leur modele de I’équation (2.38)

est donnée par [53] :

H(t) = % sin1 - 2m)r , pour 0<m<05  (2.40)
T
{coshl:Zm log[rﬂ} —cos(l-2m)n
To
ou:
Ge)=— —HO 4 our 0<m=<0.5 (2.41)

- 1+(sty)™ ol+st

Figure 2.2, montre le tracé de cette fonction de distribution des temps de relaxation H(t) pour

m=0.1 etro =10.

H(Tau)

log(Tau/Tau0)

Figure 2.2 : Distribution de la fonction des temps de relaxation
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L’approximation de la fonction de transfert irrationnelle de 1’équation (2.38) par une
fonction rationnelle commence par 1’échantillonnage de la fonction de distribution des temps

de relaxation H(t) de I’équation (2.40) dans une bande fréquentielle d’intérét pratique [0, ®y]

en points equidistants sur une echelle logarithmique t, (i=1,2...,2N-1) comme suit :

2N-1
H(t)=zH(1)= ), H(t,)d(t—1,) (2.42)
=1

ou T, = rokN_l (pour i=1,2...,2N-1) et A, un nombre réel supérieur a I’unité, définie comme

le rapport d'un pdle au pdle précédent A=p. ,/p, =7, /. ,, avec p;=1/1;(pour

i=1,2...,2N-1). Substituant I’équation (2.42) dans 1’équation (2.41), on obtient:

2N-1
. Z‘{ H(t; )d(t—1;) 2N-1 H(r, )
G(s) = | 1= dr = ! 2.43
© g l+st ' g‘i 1+ st. (242)
- 1

donc, on peut écrire:

2N-1 H(7.) 2N-1 k.
N ) 1 (2.44)

b;

G(s) =

ou p; et ki, les poles et les résidus de I’approximation, sont donnés par (pour i=1,2,...,2N) :

p, ==y L (2.45)
T T0
K, =H(t,) = — sinf(1 =~ 2m)m] (2.46)

T cosh[m log(r—i)] —cos[(1-2m)n]
To
Pour une fréquence d’approximation ®max qui peut étre choisie comme 100wy, avec [0, og]

est une bande de fréquence d’intérét pratique, le nombre N est déterminé comme suit :

log(rocomax )

N = Int
nteger| 10g(7»)

+1 (2.47)
Les figures 2.3 et 2.4 représentes le diagramme de Bode du systéme de relaxation d’ordre
fractionnaire, pour m de 0.05 a 0.45 avec un pas de 0.05.

1
[1+s°™]

G(s) = (2.48)
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2.5.1.3 Les réponses temporelles

De I’équation (2.44),on a :

X(s) 1 NSk,
G(s) = = = ! 2.49
%50 T B ( S ] -
1+—
Pi
Donc
X(s) =L)2m; 2Nf Ki E(s) (2.50)
I+ (stq) i=1 [ S J
I+—
Pi
Poure(t) = §(t)une impulsion unité, E(s) =1, alors :
NI
X(s)= Y i @2.51)
i s
+3)
Pi

Utilisant la transformé de Laplace inverse, la réponse impulsionnelle de ce systeme peut

étre obtenue comme suit :

2N-1

x(t)= > kipy exp(-p;t) (2.52)

Figure 2.5 montre le comportement de la réponse impulsionnelle pour plusieurs valeurs de
m du systéme d’ordre fractionnaire de I’équation (2.38).

Pour e(t)=u(t) un échelon unité, E(s) = 1/s, alors :

X()zk_izk(i;J (2.53)

= (1+sjs 5 S s+p;
bi

Utilisant la transformé de Laplace inverse, la réponse indicielle de ce systeme peut étre

obtenue comme suit :

2N-1
x(t)= Y ki(1—exp(-p;t)) (2.54)
i=1

La figure 2.6 montre le comportement de la réponse indicielle pour plusieurs valeurs de

m du systéme d’ordre fractionnaire de I’équation (2.38).
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Temps (3)

200

100
Temps (S)

50

A
OO

Figure 2.5 : La réponse impulsionnelle pour m de 0.05 a 0.45 avec un pas de 0.05.

Figure 2.6 : La réponse indicielle pour m de 0.1 a 0.45 avec un pas de 0.05.

36



Chapitre 2 Systemes Linéaires d’Ordre fractionnaire

2.5.1.4 Implémentation par des circuits électriques analogiques
De I’équation (2.44), la fonction de transfert du systéme est donnée par :

1 2N-1 ki

G@s)=—— ~ -
(s) I+ (57y)2" §(1+Sj

(2.55)

Pi
On peut remarquer que 1’équation (2.55) est une impédance Z(s) de (2N-1) cellules RC
parallele connectées en série comme il est montré dans la figure 2.7.

Cette impédance Z(s) du circuit de la figure 2.7 est donnée comme :

Ry Ry Roa.
I(s) —"V\VN—/ AYAYAY, VN
—’_ ————————
| | | | | |
1) I I I
Co C Con-
V(s)

Figure 2.7 : Implémentation du systéme de relaxation par un circuit RC analogique
2N-1

R.
Z(s)= Y | —— (2.56)
i=1 1+SRiCi

A partir des équations (2.55) et (2.56), pour i=1,2,...,2N-1, on peut écrire :
R;=k; e R;C;=1/p; (2.57)
Donc, les valeurs des résistances et des capacités, pour i=1,...,2N-1, du circuit analogique
modé¢lisant le systéme d’ordre fractionnaire de relaxation dans une bande de fréquence donnée
sont données par :
R; =k; et C; =1/pik; (2.58)
2.5.2 Systéme d’ordre fractionnaire oscillatoire
2.5.2.1 Premier type du systéme d’ordre fractionnaire oscillatoire
2.5.2.1.1 Définition
Dans ce contexte le systeme d’ordre fractionnaire oscillatoire est défini comme étant un
systetme représenté par I’équation différentielle fondamentale d’ordre fractionnaire de

I’équation (2.36), pour 0.5< m < 1, comme suit :
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d*™x(t)
dth

(1o)™ +x(t)=¢(t) (2.59)

Sa fonction de transfert est donnée par :
_X(s) 1
E(s) [1+(stg)™]

G(s) (2.60)

2.5.2.1.2 Approximation par une fonction rationnelle
La fonction de transfert du systéme d’ordre fractionnaire oscillatoire de 1’équation

précédente est modelée par la fonction suivante :

1 (1+st, )"

R e e T e o sl AT @.61)
ou
Gy (5)=(1+1,8)22™ (2.62)
est appelée z€ro a puissance fractionnaire (ZPF), avec 0 < (2-2m) < 1, et
Gp(s)= 1 (2.63)

- (ros)2 + 2§(ros)+ 1

est un systéme de deuxiéme ordre régulier. On peut montrer que :

pour ® << 1/t G (jo)|=1~1
: 1 (07, )" 1
pour ®>>1/t G(jo)| = — = —
: e T

B O (Vi

=1 , G(j = ~
pour =1/t G (jo)| ‘1 " (j)Zm‘ 2
2-2m
) 1 2
G(jw)| = = (*/_) (2.64)
\/_(l +cos rmt)2 + (sin mn)2 ] 28

Pour garantir 1’égalité de 1’équation (2.64), le facteur d’amortissement & du systeme de

deuxiéme ordre régulier doit étre donné par :

£ = \/[1 + cos (mn)] (2.65)

22m—1

Pour représenter le systeme d’ordre fractionnaire oscillatoire de 1’équation (2.60) par un
modele linéaire invariant dans le temps, il est nécessaire d’approximer, dans une bande
fréquentielle d’intérét pratique [0, oy], le ZPF de 1’équation (2.62) par une fonction

rationnelle.
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La méthode d’approximation du ZPF consiste a approximer sa pente 20m dB/dec dans le
diagramme de Bode par un nombre de lignes en zig-zag avec des pentes en alternance de 20

dB/dec et 0 dB/dec correspondant aux pdles et zéros distribués alternativement sur 1’axe réel

négatif du plant s des fréquences tels que: z, <py <z <..<zy <py- Donc on peut

)

écrire :

N
G (s) = (14+708) 2™ = [[ 2 (2.66)
i=0 s
Pi
Alors, I’équation (2.61) peut étre reformulée comme suit :
1 H}L[l + J 1
Z -
G(s) = S & . 5 (2.67)
1+(sro) Hiyi{l_'_sj (sro) +2<§(sro)+1
Pi

En se basant sur une méthode graphique, les poles et les zéros de 1’approximation du ZPF sont
générés sous une forme de progression géométrique [25]. Cette méthode d’approximation
commence par une erreur d’approximation y en dB et une bande de fréquence
d’approximation ®max. Seuls I’erreur y et la bande de fréquence mmax qui peut étre égale a 100
oy sont données, les parametres a, b, zp, po et N de I’approximation peuvent étre déterminés

comme Suit :

, 0 — Llo[y/40(l—m)]
To
1og(‘”max J (2.68)

Z0
log (ab)

S A
a= 10[10[1—2(1-m)]] b = 10by/200-m)]

> Po =aZg

b

N = Integer +1

Les poles p; et les zéros z; de I’approximation rationnelle de I’équation (2.66) peuvent &tre
générés par les relations suivantes : z, = (ab)i zg et p, = (ab)i az,, pour i=0,1,...,N. Donc,

I’équation (2.67) est donnée comme suit :

1 ﬂ(l-i_z Zb)i) 1
G(s) = == 0 2.69
) 1+(sr0)2m ﬁ(l_l_;) (sro)2 +28(s7 )+ 1 (2.69)
iz0  p,lab)
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Figures 2.8 et 2.9 représentent le comportement fréquentielle module et phase du tracé de

(@p) anpan

Bode du systéme d’ordre fractionnaire oscillatoire pour différentes valeurs de m pour 0.5 <m

<1.

Fréquence (Rad/s)

Tracé de Bode (Module) de la fonction irrationnelle et de son approximation
par une fonction rationnelle pour m varie de 0.55 a 0.95 avec un pas de 0.05.

Figure 2.8
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Figure 2.9
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2.5.2.1.3 Les réponses temporelles
La décomposition de la fonction rationnelle de 1’équation (2.69), permet de représenter la
fonction de transfert du systéme d’ordre fractionnaire oscillatoire par une combinaison de

fonctions élémentaires simples, comme suit :

N .
G(s)=— 5+ > ki (2.70)
(tos) +28(tps)+1 i=0£1 S }
+—
po(ab)
ou, ki (=0, 1,..., N) sont les résidus des pdles qui peuvent étre calculés comme suit :
N .
[Ta-a@b)™)
ki = Y 21 ~ IJ:I;) — 2.71)
(topo(ab)’ )™ —2&(tgpg(ab) ) + TT0- (b))
=0
i#]
Les constantes A et B sont données par :
pours=0,ona:
N N
G(0)=B+> k;=1=>B=1->k; (2.72)
i=0 i=0
etpour A,ona:
A N . 5 N .
limsG(s)=0="+>kpy(ab) =  A=-152k;p,(ab) (2.73)
§7% Ty i=0 i=0
Donc, on aura :
X(s 1 As+B N k;
G(s)= E( ) = +> : (2.74)
(s) l1+(170s) J (to8)” +2&(te8)+1 i, :
po(ab)
E(s As+B N k;
XE)=r 2O Es)+Y — k) (2.75)
[+ (rgs)™ | (ty8)? +28(r8) +1 =N
po(ab)

Poure(t)=8(t) une impulsion unité, on aE(s) =1. La réponse impulsionnelle de ce systéme

est obtenue comme suit :

2
x(t)=C exp(— it] sin[i + @J + % kipo (ab)i exp(— Po (ab)i t) (2.76)

ou les constantes C et @ son données par [25] :
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2 2 / 2
C= E\/A — 2AB§TO il (BTO) et @ =arctg i (2.77)
T (Br, )*(1-¢7) Bty — AL

Figure 2.10 montre la réponse impulsionnelle de ce systeme pour différentes valeurs de m.

Pour e(t)=u(t) un échelon unité, on a E(s) =1/s, I’équation (2.70) devienne :

1 1 As+B - k; 1

X(s)= —= - - 2.78
(S) |.1 + (TOS)zm J S (TOS)Z + 2&(’508) +1s " i=0 1+ S S ( )

La réponse indicielle de ce systeme est obtenue aussi comme suit :

2
x(t) =1+C, exp[— itj sin[i + O, ] - %ki exp(— po(ab)i t) (2.79)

ou les constantes C; et @, son données par [25] :

A? —2ABEt, +(Bt, )
C, =B
1 \/ (BTo)z(l_‘gz)

et @, = arctg[ ] (2.80)

Figure 2.11 montre le comportement de la réponse indicielle pour plusieurs valeurs de m.

X(t)

Temps (s)

Figure 2.10 : La réponse impulsionnelle pour m variant de 0.55 & 0.95 avec un pas de 0.05.
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x(t)

Temp (S)

Figure 2.11 : La réponse indicielle pour m variant de 0.55 a 0.95 avec un pas de 0.05.

2.5.2.1.4 Implémentation par des circuits électriques analogiques
De I’équation (2.61) la fonction de transfert du systéme d’ordre fractionnaire oscillatoire
est donnée par :
1 N (1+st, )2_2m
1+ (510 )™ (s1y)" +2E(st) +1

G(s) = = Gy(8)Gp(s) (2.81)

1

avec Gy (s) = (1+s7) ™ et G (s) = (5t )2 + 2(s7, )+ 1 '
0 0

La fonction de transfert G(s) peut étre réalisée par un circuit analogique de la figure 2.12
comme suit :

1 _ X(s) ZpRy
I+ (sro)zm ) E(s) B YANAN:

G(s) = (2.82)
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ou Ry est une simple résistance de 1Q, Z; = Ls est une impédance d’une inductance L et Zp
est I’'impédances du circuit RLC paralléle de la figure 2.13 :
Ls
7y = 2—L (2.83)
LCs™+—s+1
R

7y

— 7 Zn

E(s) X(s)

Figure 2.12 : Implémentation du systéme fractionnaire oscillatoire par un circuit analogique.

I(s) -

—

V(s) R L C ——

Figure 2.13 : Circuit RLC paralléle

1 —Zm . . . . .
et Yy(s)= Z—() =Gy (s) = (1+s7, )2 ™ est I’admittance d’un circuit analogique qui sera
N S

obtenue de la maniére suivante :

de I’équations (2.66) et (2.69), on a :

Gy(s) = (1457, P 2m = A (2.84)

par décomposition en ¢léments simples, on aura :

N h:s
Gny() =Gy + Y (2.85)
i=0
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avec Gy =1 et pour i=0,1,...,N

ﬁ (1 —a(ab)iY )

1 i=0
hy =- i o — (2.86)
Py (ab) H (1 —(ab) (i-)) )
i=0
i#]

On peut remarquer facilement que I’équation (2.85) est similaire a I’admittance Yn(s)
d’une résistance et (N+1) cellules RC connectées en paralléle comme il est montré dans la

figure 2.14:

I(s) R

A

V(s)

— e ) N

Figure 2.14 : Réalisation du circuit analogique RC du ZPF (1 +st, )2_2m

L’admittance Yn(s) du circuit de la figure 2.14 est donnée par :

N sC.
Yy (s) = L | —— (2.87)
Rp  i=0 1+ SRi Ci
donc de I’équation (2.85) et (2.87) et pour i=0,1,...,.Non a :
GO:L, C,=h,,et R, C, :;i (2.88)
Ry (ab) p,
les valeurs des résistances et des capacités du circuit analogique réalisant le zéro a puissance
fractionnaire dans une bande de fréquence donnée, pour i=0,1,...,N :
1 1

Rp=—-,C,=h,, et R, = (2.89)
Gy (ab)" pyh;

La fonction de transfert du circuit de la figure 2.12, donnée par 1’équation (2.82) sera :
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Ls
) 7 R LCs2+E+1
G(s) = =B s L
[1+(Tos)m] VAYAN: Ls
G(s) = 1 R 1+71,9)7™  (I+71ys)*?™

[1+(tes)™]  ° LCs2 +§+1 (18)% +2&(1ys) +1
R

.2 L
outy =LC, et —=2&1
0 R ‘20

Alors :

T
L=2REt, et C=— - (2.90)
2RE
2.5.2.2 Deuxieme type du systéme d’ordre fractionnaire oscillatoire
Il existe un deuxiéme type du systeme d’ordre fractionnaire oscillatoire, qui est défini par
la fonction de transfert d’ordre fractionnaire suivante [55]:

CXG6) (res)"
G,(s) = B " o)™ o1 0<m<1 (2.91)

L’¢quation différentielle d’ordre fractionnaire qui représente ce systeéme est donnée par :

2m 42"X(1)

dm
S0 x( = (z) oAt

dt™

0<m<l (2.92)

La fonction de transfert de 1’équation (2.91), peut étre reconstruite sous forme de produit

de deux sous fonctions irrationnelles, comme suit :
G,(s)=G, (s)xG(s)= [(ros)m]x% (2.93)
[(to8)™" +1]
Ou Gp(s) est un dérivateur d’ordre fractionnaire et G(s) représente le systeme d’ordre
fractionnaire donné par (2.37).

L’approximation de la fonction de transfert irrationnelle Ga(s), est calculée selon deux cas
de 'ordre m. Le premier cas représente le systetme pour 0 < m < 0.5, et le second cas
représente le systéme pour 0.5 <m < 1.
2.5.2.2.1 Premier cas pour 0<m<0.5

De I’équation (2.91), la fonction de transfert du systéme oscillatoire est définie par :

X)) (rp8)”
G,(s) = B [ ™ 1] 0<m<0.5 (2.94)
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Donc, I’équation différentielle qui représente ce systeme est donnée par :

2m dzmx(t)

m d”
(To) dtT + X(t) = (‘EO) C(t)

dt™

0<m<0.5 (2.95)

Utilisant la méthode d’approximation du ZPF [25], décrite dans la section ( §.1.4),
I’approximation du dérivateur d’ordre fractionnaire Gp,(s) dans une bande de fréquence

donnée [or,my] autour de la fréquence wo= (1/19), est obtenue par :
N
Kogm i=0 Z;
= Tg ——————<
[ s B
11+ —
i=0 Pi

L'arrangement des singularités (poOles-zéros) est établi selon les deux progressions

(2.96)

C

606)= s =Ky 14>
()

géométriques suivantes :
zZ; =(ab)izO (pour 1=0,1,...,N,) et p; :(ab)iazO (pour 1=0,L...,N)) (2.97)
avec: Z, = (ocx/g et p, =az,.
Pour une erreur d’approximation y en dB et une fréquence maximale ®m.x donnée, les
parametres d’approximation a, b et N; sont calculés par :

a =1007100-m)] 4~ 1ol/1m] ot N, =| Integer 108(@ns /20) +1 (2.98)
log(ab)

Alors, par décomposition de la fonction rationnelle de (2.96), on obtient :

N
G ()= (105) ™ =70 Kp + 3 515 (2.99)
i=0 S
1 -
( Pij

pour i=0, 1, ..., N; :
ﬁ (i-3)
(I-a(ab)")
Kp i=0 (2.100)
i N, o
pO (ab) H (1 _ (ab)(lfj))

j=0,i#]

i

Utilisant I’approximation de la fonction G(s) donnée par (2.44) :

1 Mol

:1+(s1:0)2m B E [1+_s]
P;

Par conséquent, I’approximation de la fonction Ga(s) de (2.93) est comme suit :

G(s) (2.101)
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(2.102)

m U ki S 2
Gz(s):Gm(S)XG(S)ETO Kp+2—"—| 2
i=0 S =1 S
(Hj [1+J

Pi

zNz1(ranKD)(5jEj)J+[wzzl(ran)(p )(5;

Gz(S):{ ng (S+5-) Z

=0 j=1 (s+p )(s+
Par la décomposition de la fonction (2.103), on obtient :
= (S+Pj) % A +pi) (S+pj) (2.104)

ou les résidus Ajj et Bjj (pour 0 <i<Njet 1 <j<2N,-1) sont donnés par :

@bk o) ek ()

J)) ] (2.103)

§= - , By = _ (2.105)
Pi —P; P; —bi
Donc, on peut écrire :
N, 2N, -1
2N,-1 (IBHKD>(5J-EJ') 2N,-1 %Bu N, JZ:lAu
G,(s)=| X - T Y = N— (2.106)
j=1 (s+pj) =t \8+D; 1:0(S+p1)

X(s) N,OAS 2N, -1 Ej
G,(s)= = + L (2.107)
2(s) E(s) (izo(s+pi)] { ng is+pjij
ou les résidus A (0<1<Nj),et Ej (1 <£j <£2N,-1), sont donnés par:
— 2N,-1 _ — N,
A= XAy B =K, )kl 3 By (2.108)
i=0

a partir de 1’équation (2.107), la réponse impulsionelle est donnée par:

N 2N,-1__
X(t)=(ZAi eXp(—pit)J [ > Bjexp(- th)J (2.109)

i=0 j=1

A partir de (2.107) et pour E(s)=1/s,on a :
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(2.110)

X (s)

Donc, la réponse indicielle est donnée par :

2.111)

jtﬂJ

—exp(-p

i

2N,-1
2
j=1

:J[lexp(pit)]}[ _
Les figures 2.15 et 2.16 représentent le diagramme de Bode (Module et Phase) de la

A
Pi

|

N
2
1=

fonction Gy(s), pour 0 <m <0.5.

Les figures 2.17 et 2.18 représentent les réponses impulsionelle et indicielle du systéme

pour 0 <m <0.5.

10

(4P)ampoA

10

10°
Frequence(Rad/s)
Figure 2.15 : Module de G,(s) pour 0<m<0.5, avec un pas de 0.05.

-1

0
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Figure 2.17 : Réponse impulsionelle du systeme fractionnaire oscillatoire du
deuxieme type pour 0<m<0.5.
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|  m=005 | |
S e — e
(( ) ‘ l ‘ i l
| ‘ 3 3 3 |
08f T S S E— f
. 1 | | | |
o6l BN L NS — o -
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0.4F - SRR e e R R
m=0,45"" 1 : I
02 R e e e
0 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30
Temp(sec)

Figure 2.18 : Réponse indicielle du systéme fractionnaire oscillatoire du deuxiéme type pour
0<m<0.5.
2.5.2.2.2 Deuxiéme cas pour 0.5<m<1
De I’équation (2.91), la fonction de transfert du systéme oscillatoire du deuxieéme type est
définie par [45]:

X(s) _ (rgs)”
G = = 0. 1 2.112
,(8) E(s) [(ros)zm T 5<mc< ( )

Donc, I’équation différentielle qui représente ce systéme est donnée par :

2m dzmx(t)

o dm
w0 S x( = (z) (0

dt™

De 1’équation (2.93), en remplagant G(s) par son approximation (2.61), on peut écrire la

0.5<m<1 (2.113)

fonction G,(s) sous la forme suivante :

()" (5o 9" (1 (g 5)*2)

1+(t, s)2m - (ro s)2 +2& (1, s)+1

Gz(s): , 0.5<m«<l1 (2.114)
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Remplagant le dérivateur d’ordre fractionnaire (tos)" par le ZPF KDtg‘[l +iJ dans (2.114),
)

C

. 1 1 . ) \
on T, =—,T,=—, ®, << ®,, alors, on peut metre Gy(s) sous forme d’un systeme de
®

c (’00

second ordre avec un zéro entier et deux zéros a puissance fractionnaire (ZPF) :

(1+ (%o 5)) } (1+(z s))"

)2 +2§ (1:0 s)+1 (l+(‘|:0 S))(Zm—l)

Dans ce qui suit, on va utiliser une technique de normalisation de pdles des deux zéros a

(2.115)

G,(s)=15' Ky Lfo S

puissance fractionnaire, pour normaliser le dénominateur de la fonction Ga(s). Donc, pour une
erreur y; en dB choisie, les poles de I’approximation pour un certain ordre m du dérivateur
sont donnés par :

pl(m) = (ab)ipo , pour 1= 0,1,...,N1 (21 16)
les paramétres a; et b; en fonction de y; et m sont donnés par :

Y1

N 1 N e

Pour le deuxieme ZPF, my=2m-1 ( 0 <m; < 1 ) et pour une erreur y, en dB choisie, les

poles de I’approximation sont aussi donnés par :

p;(m,) =(a,b, ) p,, i=0,l,..,N, (2.117)

ou a, et b, sont données par :
), ol
a, =10 10(1-m,) b, =10 10m ,

et po est le premier pole d’approximation défini comme :p, =a, ®, \/E .

Pour garantir I’égalité des poles des équations (2.116) et (2.117) des deux approximations
quelque soit les ordres m # m;, on doit avoir pi(my) = pi(m) (i=0,1,2,..., N; +Ny+1), c'est-a-
dire :

pi(m,) =p;(m) = (albl )iPo = (azbz)ipo = a;b, =a,b, =ab (2.118)

cela conduit a :

) o) _gglonem ] poline]
joL1ot-m) ] qglioms | _qglioa-m ] ;4liom

donc les erreurs d’approximation y; et y, et les ordres m et m; sont liés par la relation

suivante :
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mz(l_mz)

- (2.119)

Y=Y

L’approximation de la fonction Ga(s) est donnée par :

lN_l[(Hsj 11\1_2[0[1+ 5 J
(1+(y3)) }il—o Zy) 220 Zizen (2.120)

G, (S) R T KD|:

2
P r28 el | Vel
i=0 Pi
L'arrangement des singularités (pdles-zéros) est établi selon les progressions géométriques
suivantes :
p;=p, (ab), 0<i<N,+N,+1
z,=@b)' 2o o<il<N, (2.121)
a
Zi2+N,+1 = (ab)i2+Nl+l p_(), 0<i2 <N )
a,

N est obtenu en utilisant y; et ®max1=00, Omaxo=100wy pour calculer N,.
Par la décomposition en ¢éléments simples de 1’équation (2.120), il est possible de
représenté la fonction de transfert Gy(s) par une combinaison des fonctions élémentaires

simples, comme suit :

T, 8)" As+B NN+ e
G,(s)= (50 5) — = (2 s+B) vk (2.122)
1+(ty )™ (1s) +2§(ros)+l =0y S
P;
Ou, les k; (i=0, 1, ..., N;+Ny+1) sont les résidus des pdles qui sont calculés par :
l (i-i1) b (i=i2+N,+1)
(1_(1:0 Po(ab)’ )) .H)(l—al(ab) )'g)(l—az(ab) )
ki =10 Kp iz i - N (2.123)
(Topo(ab)’ )” —2&(typy(ab) ) +1 l.l_g (1—(ab)(i_j))
J:
i#]
Les constants A et B sont données par:
N;+N,+1 N;+N,+1
s=0=G,(0)=10 K, =B+ YK, =>B=1 K, - YK,
i=0 i=0
N1 N 1
1 Fo(j)yo(z ) A N;+N,+1
11= i1 12= i 17232
limsG, (s) = t"K p LN B YK pi= (2.124)
S0 (To) e (i) To i=0
i=0 P
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N;+N,+1
| Pi N;+N,+1
A=1g o Kp N, NI:O _Té ZKi Pi
}_IOZH IE Z12-¢—N1-¢-1 =0

De I’équation (2.122), la réponse impulsionelle est donnée par:

x(t)= Cexp( 5 ]Sm{—“lé’ztﬂp} N1§2+lk p, (ab) exp( p, (ab) ) (2.125)

To To

ou les constants C et ¢, sont donnés par :

c - B\/AZ—ZAB €T0+(BTO)2 et¢_tan1{A—'VMj} (2.126)

To (BTO)Z(I_éz) Bt, - A&

La réponse indicielle est donnée par:

I1— Ny 4N, +1 ,
X(t) =1, Kp+ ’EOCGX ——t sm[ t+o, [— +z ’ k; exp(— pO(ab)1 t) (2.127)
i=0

ou ¢;est donnée par :

b, = tan I[A—V M)J — tan 1(—V M)J (2.128)

Bt, - A§ -§

Les figures 2.19 et 2.20 représentent le diagramme de Bode (Module et Phase) de la

fonction Gy(s), pour 0.5 <m < 1.

Les figures 2.21 et 2.22 représentent les réponses impulsionelle et indicielle du systéme

pour 0.5 <m<1.
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Figure 2.20 : La phase de G(s) pour 0.5<m<1, avec un pas de 0.05.
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Figure 2.21 : Réponse impulsionelle du systéme fractionnaire oscillatoire du
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Figure 2.22 : Réponse indicielle du systeéme fractionnaire oscillatoire du

deuxieme type pour 0.5<m<I.
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2.5.3 Stabilité des systémes de relaxation et oscillatoire d’ordre fractionnaire
Les fonctions de transfert des systémes de relaxation et oscillatoire d’ordre fractionnaire ont le

méme dénominateur D(s), avec un ordre 0<m<1 qui est donn¢ par :

SONICORENS COMS) GO (2,129
L’analyse de la stabilité de ces systemes est examinée par le critere de la stabilité des

systémes d’ordre fractionnaire de la section (§.2.3.2), qui doit satisfaire la condition suivante

[43] :

A (2.130)
W

|arg(ki)| > mg (2.131)

A== i ileame) (2.132)
W

ou, @ est I’argument de 1.

Donc, si 19 est un réel positif, le systeme est stable quelque soit :m € ]0,1].

larg(A; ) = > mn (2.133)
Si non, la condition de la stabilité est donnée par :
o] < E(I_—mj (2.134)
2\ m

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté¢ les définitions de base des systémes linéaires d’ordre
fractionnaire, ainsi que leurs représentations et propriétés. La stabilit¢ de ces systemes, est
aussi discutée, montrant la différence de cette notion par rapport au systeme d’ordre entier. La
résolution des systémes d’ordre fractionnaire, décrits par des équations différentielles d’ordre

fractionnaire de un a N thermes, est présentée en utilisant les fonctions de type Mittag-Leffler.

Nous avons aussi, présenté deux types de systeme d’ordre fractionnaire fondamental et leur
approximation par des fonctions rationnelles, les réponses temporelles de ces deux types de
systémes sont dérivés a partir de ces approximations, ainsi que leur implémentation par des
circuits analogiques, ainsi que les deux cas d’un systéme oscillatoire d’ordre fractionnaire du
type 2, selon ’ordre m. Ces approximations seront développées par la suite pour un systeéme

d’ordre fractionnaire généralisé.
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3.1 Introduction

A cause de leur représentation par des fonctions de transfert irrationnelles, les systémes
linéaires d’ordre fractionnaire ont été étudiés marginalement dans la théorie et méme dans la
pratique. Seulement dans les derniéres années on a pu remarquer un progres significatif
dans des travaux théoriques qui peuvent servir comme une fondation a la théorie des
systémes linéaires d'ordre fractionnaire. Avec le nombre de plus en plus important de leurs
applications, il est donc important d'établir une théorie claire pour les systémes linéaires
d’ordre fractionnaire pour qu’elle puisse étre accessible a la communauté de I’ingénierie.

Les systemes lin€aires d’ordre fractionnaire peuvent &tre décrits par des équations
linéaires d'ordre fractionnaire qui sont des généralisations des équations linéaires classiques
avec des dérivés d'ordre entier. Ces types d'équations ont été le sujet de plusieurs études, a
cause de leur aspect fréquent dans de divers domaines de la technologie [1,7,14-15].

En plus de quelques fonctions fondamentales des systémes linéaires d’ordre fractionnaire
existantes dans la littérature ; le but de ce chapitre est 1’introduction d’autres fonctions
fondamentales qui jouent un rdle similaire a celles des fonctions utilisées dans la résolution
des systémes linéaires classiques. Donc, ce chapitre est organisé en deux partie, la premicre
partie est consacrée a la présentation des fonctions sinus et cosinus d’ordre fractionnaire
déja existantes dans la littérature. La deuxieme partie est dédiée a D’introduction des
fonctions sinus et cosinus amorties d’ordre fractionnaire, a leur approximation, a 1’analyse
de leur stabilité, a leurs réponses temporelles et fréquentielles et finalement a leur

réalisation par des circuits analogiques.

3.2 Préliminaire

Il existe plusieurs équations différentielles fondamentales décrivant les systeémes linéaires

invariants dans le temps, parmi celles-ci on peut citer les équations suivantes :

2
(ty)’ dd’t‘z(t) +x(t) = tpe(t) (3.1)
d? d
() e =, S0 (62)
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d? d

(t9)’ d’t‘z(t) +267, ’;it) +X(t):(\/1—E_,2 )e(t) (3.3)
d? d d

(20?20 420, B0 2, ©0 e G4

ou & est un nombre réel tel que 0 <& < 1 et 1y est un nombre réel positif.
Les fonctions de transfert des systemes précédents sont données, respectivement, par les

fonctions suivantes :

X(s) Ty

G = = 3.5
I(S) E(S) [(’COS)2 +1] ( )
X(s) (rés)
G = = 3.6
2(5) E(S) [(’COS)2 +1] ( )
_X@) _ 1-¢’ \
0=~ [(t8)* +2(T¢s) +1] G-D
X(s) [(xys)+E]
G = = 3.8
7RO T (e 28w oy
Les réponses impulsionnelles des systemes (3.1-3.4) sont données respectivement par :
X, (t) = sin(w,t) (3.9)
X, (t) = cos(m,t) (3.10)

X5 (t) = @, exp(— &mot)sin(oao (\/1 —g? )t) (3.11)
X, (1) =0, exp(— imot)cos(wo (\ll—iz )t) (3.12)

avec o= (1/19). Donc, les réponses impulsionnelles x;(t), Xa(t), X3(t) et x4(t), des systémes des
équations (3.1-3.4) sont, respectivement, le sinus, le cosinus, le sinus amorti et le cosinus
amorti. Ces fonctions sont utilisées dans I’analyse et la commande des systemes.

De la méme facon que les systémes d’ordre entier, on définit les équations différentielles

fondamentales d’ordre fractionnaire décrivant des systémes linéaires d’ordre fractionnaire

comme suit :
2m
()™ T2 | (6 = ee(t) 3.13)
2m m
()" S x) = (5, S (3.14)
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2m m
(t9)™" d dtfnft) +281, ddtxnft) +x(t) = (,/1 ~g? )e(t) (3.15)
L2 (t d™x(t d™e(t
(10)° dt—zxng)+2§10%r§)+x(t):ro dteng)+ae(t) (3.16)

ou0<m<1,0<E<I ety est un nombre réel positif. Les fonctions de transfert des systémes
précédents sont données, respectivement, par les fonctions suivantes :
X(s) _ To

G.(s)= —
TS [(t0$)>™ +1]

(3.17)

_X(s) (r(z)s)m
G2(8) = E(s)  [(ty8)°™ +1] (.18)

2
G (5)= o) _ -5 (3.19)

E()  [(148)°™ +28(1o8)™ +1]

_X(s) _ (cs)” + ] (3.20)

G = =
“© = E) [(148)>™ + 2E(18)™ +1]

On note que pour m=1 les équations différentielles fondamentales d’ordre fractionnaire des
équations (3.13-3.16) ainsi que leurs fonctions de transfert correspondantes des équations
(3.17-3.20) deviennent les équations différentielles linéaires fondamentales des équations
(3.1-3.4) ainsi que leurs fonctions de transfert correspondantes des équations (3.5-3.8). Alors,
les réponses impulsionnelles des systémes (3.13-3.16) obtenues par les transformées de
Laplace inverse des fonctions des équations (3.17-3.20) sont définies, respectivement, comme
le sinus d’ordre fractionnaire [52], le cosinus d’ordre fractionnaire [55], le sinus amorti
d’ordre fractionnaire et le cosinus amorti d’ordre fractionnaire [56]. Les fonctions de transfert
des équations (3.17-3.20) sont des fonctions irrationnelles, donc tres difficile & manipuler.
Alors, pour qu’on puisse les utiliser dans la solution et I’analyse des systemes d’ordre
fractionnaire on doit les approximer par des fonctions rationnelles pour que toute la théorie

des systémes linéaires peut &tre appliquée.

3.3 Les fonctions sinus et cosinus d’ordre fractionnaire

3.3.1 Définition de la fonction sinus d’ordre fractionnaire
La fonction sinus d’ordre fractionnaire est définie comme la réponse impulsionnelle du

systéme d’ordre fractionnaire de 1’équation (3.13):
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2m
(t9)*" ddtfnft) +x(t)=1pe(t) , pour0.5<m<I (3.21)

ou la transformée de Laplace inverse de sa fonction de transfert de 1’équation (3.17) :

X(s)_ T
E(s)  [(149)™ +1]

G,(s)= , pour0.5<m<] (3.22)

3.3.2 Approximation de la fonction sinus d’ordre fractionnaire
De la section (§.2.5), ’approximation de la fonction Gi(s), pour 0.5 < m < 1, par une

fonction rationnelle est donnée par [52] :

o (1+sro)27m

~

4o J™ (st f o+ 28(sty )+ 1
HiNl(l " S] ) (3.23)
Aty

To

11+ 2 | boF - ashea)

i=1
P

G,(s) =

Q

La transformée de Laplace inverse de cette fonction est donnée par [52]:

[ 2
x(t) =1,C exp[— 5 tj sin[i + d)] + % To Kipo (ab)i exp(— Po (ab)i t) (3.24)

Alors, x(t) est I’approximation de la fonction sinus d’ordre fractionnaire.
3.3.3 Définition de la fonction cosinus d’ordre fractionnaire
La fonction cosinus d’ordre fractionnaire est définie comme la réponse impulsionnelle du

systeme d’ordre fractionnaire de I’équation (3.14):

2m 427X(1)

md”
(t9) o +x(t) = (1, ) ()

dt™

, pour0.5<m<1 (3.25)

ou la transformée de Laplace inverse de sa fonction de transfert de 1’équation (3.18) :

X(s) _ g (rp8)"

O =B T e 1]

, pour0.5<m<1 (3.26)

3.3.4 Approximation de la fonction cosinus d’ordre fractionnaire
La fonction de transfert G,(s) de I’équation (3.26) peut étre réécrite sous forme de produit

de deux fonctions irrationnelles comme suit [55] :

G, (5 G (5)% Gy 5) = [fzgs) " —— (3.27)

X
[(ts)*™ +1]
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ou Gp(s) est un dérivateur d’ordre fractionnaire et G(s) est la fonction de transfert du systéme
fractionnaire de I’équation (3.21) dont la réponse impulsionnelle est la fonction sinus d’ordre
fractionnaire. Utilisant I’approximation de Gi(s) de I’équation (3.23), pour 0.5 <m < 1, la

fonction G,(s) peut étre approximée comme suit :

o (ty s)" ~Tf)n(fo S)m(l"‘s‘:o)%m

. 1+(tg s)™" ) (sro )2 + 2§(s1:0>+1

Donc, I’approximation de la fonction Gy(s), pour 0.5 < m < 1, par une fonction rationnelle

(3.28)

est donnée par [55] :

G, (S) ~ T(sz

s rhe s
K (1+(ty5)) 111:!( +Zi1j 1121[ +Zi2+Nl+1] (3.29)
o r2efeotrt] 5]

i=0 b;

La transformée de Laplace inverse de cette fonction est donnée par [55]:

/ 2 1+No+
x(t)=rgfexp(it]cos{ 1-g t+d)}+r0 i ZN: 1k Po ab) exp( Po(ab) ) (3.30)

To To i=0

Alors, x(t) est I’approximation de la fonction cosinus d’ordre fractionnaire.

3.4 Définition des fonctions sinus et cosinus amorties d’ordre fractionnaire

Les systemes d’ordre fractionnaire oscillatoires généralisés sont définis dans ce contexte
par les deux équations différentielles linéaires d’ordre fractionnaire fondamentales suivantes

[56]:

(t)*" dzx(t)ma( )" de(t)+ x(t) = («/l—&z)e(t) (3.31)
m d2mx<t> x(t) d" ( )
(o) +28(t)" +x(t) = (19)" +&e(t) (3.32)

es fonctions de transfert notées Gsa(s) et Gea(s) de ces deux systémes sont définies
Les fonct de transfert notées G t G d d t t défi
respectivement, comme le sinus amorti d’ordre fractionnaire et le cosinus amorti d’ordre

fractionnaire [56] et ils sont données par les deux fonctions irrationnelles suivantes :

J1-¢° (3.33)

[(to8)*™ +28(108)™ +1]

Gga ()=
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m

Gea(s) = 21(:05) +5 — (3.34)

[(To8)™" +28(1p8)" +1]

ou0<m<1,0<E<1 ettyest un nombre réel positif. Les deux paramétres & et 1 sont reliés
a la paire de racines complexes conjuguées en s™ du dénominateur des fonctions de transfert
des équations (3.33) et (3.34). Pour avoir les réponses des deux systémes linéaires
fondamentaux d’ordre fractionnaire des équations (3.31) et (3.32) aux différentes entrées
typiques ainsi que leurs réalisations par des circuits analogiques, une approximation de leurs
fonctions de transferts par des fonctions rationnelles est obligatoire. Alors, le reste du

chapitre sera consacré a I’approximation, 1’analyse et la réalisation de ce type de systémes.

3.5 Approximation des fonctions sinus et cosinus amorties d’ordre
fractionnaire

3.5.1 Approximation par une fonction rationnelle

Soit la fonction F(s) donnée par :
1
F(s) =—— (3.35)
[1+(19)"]
o 0 <m < 1 et T un nombre réel ou complexe. Dans une bande de fréquence donnée [0,
on], la fonction irrationnelle F(s) peut étre approximée par une fonction rationnelle comme

suit [52]:

2N-1
F(s) = (3.36)
[1+ (ts) ] Zl( J
Pi
ou les poles pi (1= 1,2,...,2N-1) de I’approximation sont donnés par:
R

= 3.37
i . (3.37)

2N-1
les résidus ki (i = 1,2,...,2N-1) de I’approximation, tel que{ Zki } =1, sont donnés par:

i=1

s sm[(l m)n] (3.38)
" 2n cosh[mlog(A™")] - cos[(1 - m)n] '
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avec A = Pin , le rapport d’un pdle au pdle précédent, un nombre réel positif, tel que A > 1

i

log[t®, . ]

log(2)

fréquence ®pma.x est choisie comme un grand multiple de wy afin d'avoir une bonne

et N =partie entiére{ }+1 est le nombre de poles de I’approximation, avec la

approximation dans la bande de fréquence d’intérét [0, wy]. On note que quand le
parameétre A tend vers 1, le nombre de poles N tend vers 1’infini, alors I’approximation de

I’équation (3.36) devienne parfaite; donc on peut écrire:

F TN | S 339
O A e @

3.5.2 Approximation de la fonction sinus amortie d’ordre fractionnaire

L’équation (3.38) peut étre réécrite sous la forme suivante:

V1-8" (3.40)

[1+(19) " 1+ (t58)" ]

Gga(s) =

ou, T; et T, sont tels que :

tin=1:5“(é§+j\/1—§2) et rgl=rg‘(g—j 1—@2) (3.41)

Le nombre complexe (F, +jy1-¢&2 ) est écrit comme :

le+ W1-€7 )= exp(io) (3.42)

avec,

2
Vlj J (3.43)

(OES arctg(

donc, 1, et 1, deviennent:
T =T exp(jg) et 1,=1 exp(—jgj (3.44)
m m

Par décomposition de I'équation (3.40), on obtient :

(A= -ike) (Game +ige]

2 2 2
[1+(t;9)"] [1+(,9)™]

Ggu(s) = (3.45)
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Maintenant, on peut utiliser la méthode d’approximation par une fonction rationnelle
décrite précédemment pour I’approximation de chacune des deux sous fonctions irrationnelles
qui constituant la fonction Ggsa(s) de 1’équation (3.45). Donc, ’approximation des deux

fonctions irrationnelles est donnée par [57]:

1 2N-1 k.

—_— = ! (3.46)
[+ (r9)™] T 1+s7y
2N-1 k.
b = : (3.47)
[T+ (t9)™] T 1481y
ou, les 1y and 15, pouri=1,2, ..., 2N-1, sont donnés respectivement par:
=W and 1, =1,(WN (3.48)
pour A > 1 et N est donné comme dans 1’équation (3.39). On a aussi, pouri=1,2,..., 2N-1:
25 N (3.49)
T L

Par conséquent, de I’équation (3.38) les résidusk,, pouri=1,2, ..., 2N-1, sont tels que :

K = Sm[g —m)n] (3.50)
21| cosh[m log((k) - ) ]—cos[(1-m)n]
Soient py; et p2i , pouri= 1,2, ..., 2N-1, les poles des deux approximations donnés par:
1 1 (i-N)
py=— = =0, () (3.51)
T T1(7¥)N
1 1 (i-N)
Pai =—=—_i=pz(7» ) (3.52)
Toj Tz(k)N
avec
1 1 .
pp=—= —exp(— Jgj (3.53)
T, T m
1 1 .
p,=—= —exp(Jﬂj (3.54)
T, T m
On remarque que, pour 1 = 1,2, . . ., 2N-1, les py; sont les complexes conjugués des pi;.
Donc, les équations (3.46) et (3.47) seront:
1 N
— = ! (3.55)
[T+ (19)"] ;Hs
Pii
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2N-1
(3.56)

=2

1+(TZS) ] i=1 1+7
Pai

Alors, I’approximation de Gsa(s) par une fonction rationnelle est donnée par

[1\/1—8 —jlaj (K/l—&z +j1a]
2 2 N 2 2 (3.57)

Gsr(9) 3 Tk
sal(8)= - - = i
[(18)°™ +2&(tp9)™ +1] i 1+5 1+ 5
Pii Poi
J1-&2 NS 1-E7 +a;s
Gga(8)= 4 . = Z k; > (3.58)
[(TOS) + g(TOS) ] i=1 1+2(Xi+872

2N-1, sont donnés par:

ou les coefficients a, aj, et ®;, pouri=1,2
o= COS(EJ (3.59)
m
a, :tOK(N_i)(oc\/l _g2 e —ocz) (3.60)
_ 3.61
o = (3.61)

3.5.2.1 Réponses temporelles de la fonction sinus amortie d’ordre fractionnaire

De I’équation (3.58), on a :
[ 2 _ [ 2 _
1-¢ 2N-1 1-&° +a;s (3.62)

A( )_ XSA( ) ]
2m m . 1 2
B(s)  [(rg9)™ + 289" +11 = 205+
donc,
1-¢2|E 2N-1 1-¢% +a.
Xp(5) = (im ) O3 NS g (3.63)
[(Tes)™™ +2&(Tys)™ +1] a1 1+2ai+—2
pour e(t) = d(t) 'impulsion unité, E(s) = 1, on obtient
NS INCL ]2 +a;s
Xga(8) = o " = z k; > (3.64)
(e + 25" +1] 5 s 8
o, o

Alors, la réponse impulsionnelle de ce systéme est donnée par [58]
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Xgp (1) = 2§Iwiki exp(— ow)it)sin(wi (\/1 —a’ )t + (m — l}p] (3.65)

i=1 m

Maintenant, pour e(t) =u(t) I’échelon unité, E(s) = 1/s, I’équation (3.63) devient :

1—g2 N1 1—£2 +a.
X1 (5) = V=5 1 Ize #as 1 (3.66)
A )™ 428t )™ +1]s T s % s
To to o 1+20—+—

La réponse indicielle de ce systéme est alors donnée par [58]:

Xga (1) = ﬁ Zk exp(— ao, t)sm( (\/1—7)t+(p) (3.67)

3.5.2.2 Exemples illustratifs

Dans cette section, on va appliquer la méthode d’approximation proposée, pour dériver la
fonction de transfert rationnelle et les réponses impulsionelle et indicielle du systéme linéaire
d’ordre fractionnaire décrit par 1’équation différentielle d’ordre fractionnaire donné par
I’équation (3.31). Donc, on va présenter deux exemples numériques pour montrer 1’utilité et
I’exactitude de la méthode d’approximation proposée. Les deux exemples sont choisis pour

présenter le comportement fréquentielle et temporelle du systéme 1i¢ aux paramétres & et m.

. . .. 2
Alors, pour le premier exemple les parametres & et m sont choisis tels que : - <E<] et

1 .. 2
0<m< 3 pour le second exemple les parameétres & et m sont choisis tels que : 0 < § < > et

1
—<mx<l1.
2

Exemplel:
Soit le systeme représenté par 1’équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire de

I’équation (3.31), avec £ =0.87, m=0.46 et 19 = 1, tel que:

d0-92X(t) ( ) d046 ()
—+(1.74
dt0.92 dt

Sa fonction de transfert est donnée par :

+x(t) = (0.493)e(t)

X (3) 0.493
Ggu(s) =227 =
4 (6) E(s)  [s%%% +1.74s%% 1 1]

Pour une bande de fréquence [0, oy] = [0, 1000rad/s] et un rapport A=1.2, le nombre N, les

parameétres @ et a peuvent étre facilement calculés comme :
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log[10"']

log(1.2)

1-(0.87) :
¢ = arctg # =0.516rad et o = cos 0.516 =0.434
0.87 0.46

Omax = 10%0 = 10" rad/s, N:Intege{ }1:139

Alors, les fréquences ;, les parameétres a; et les résidus ki de ’approximation sont aussi
donnés, pour i=1, 2,..., 277, par :
o = (1.2)(1—139)

o 0.158
" cosh{0.084(139 - i)} + 0.125

a, =—1.154(1.2)"7
Donc, I’approximation de la fonction de transfert sinus amortie d’ordre fractionnaire est

donnée par:

0.493

Ge,(s) =
4 () [s92 +1.74s%% 4 1]

~

2£ 0.158 0.493—[1.154(1.2)"* 7 s
~ 5 | cosh{0.084(139-i)§+0.125 | 1+0.868[(1.2)"** Vs +[(1.44) s

Pour vérifier la validité de I’approche proposée, on a utilis¢ la méthode d’Oustaloup [18],
pour obtenir I’approximation du dérivateur d’ordre fractionnaire s**° par une fonction

rationnelle comme suit:

S

1+ .
9.9368.10°(1.2037)

131
s046 Z NG _ 5 5119y107 ]
(S i=—131

1+ S .
9.1247.10°(1.2037)'

Puis, on a dérivé la fonction de transfert rationnelle du systéme sinus amorti d’ordre

fractionnaire, avec le méme ordre que la méthode d'approximation rationnelle proposée, dans
la bande de fréquence [0, wg] = [0, 1000 rad/s], par:
Gor(8) = — 0.4930'46 S 0.493 _ _ : 0.493
[s"7 +1.74s7™ +1] [(s"7)" +1.74s"" +1] {N(s)} 74{1\1(5)}_1
D(s) D(s)

68



Approximation et Réalisation Analogique des Fonctions Sinus et Cosinus Amorties d’Ordre Fractionnaire

Chapitre 3

Les figures 3.1 et 3.2 montres le diagramme de Bode (Module et Phase) du systéme sinus
amorti d'ordre fractionnaire et son approximation rationnelle proposée, avec l'approximation
rationnelle par la méthode d’Oustaloup.
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Figure 3.1 : Diagramme de Bode (Module) de la fonction de transfert Gsa(s), son
approximation par 1I’approche proposée et celle d’Oustaloup, pour & = 0.87 et m = 0.46.
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Figure 3.2 : Diagramme de Bode (Phase) de la fonction de transfert Gsa(s), son
approximation par I’approche proposée et celle d’Oustaloup, pour £ = 0.87 et m = 0.46.
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La figure 3.3 montre la réponse impulsionelle du systéme sinus amorti d’ordre

fractionnaire obtenue a partir de I’approximation proposée par :

3l - 0.158
x()= Y (1.2)0)

—0.434(1.2)7 ¢)sinl0.9t((1.2)* )-0.6053
= [cosh{0.084(139—i)}+0.125JxeXp( (1.2) )sm( (( ) ) )

et celle obtenue a partir de la fonction de la réponse impulsionelle généralisée donnée sous la

forme polynomiale suivants Hartley et al [11] :

X (1) = (=0.5)) Fy 4 [(—0.87 + 0.493j), t] + (0.5)) F, 4 [(<0.87 — 0.493j), t]

= (_O 5j)t70'54 % (_ 0.87 + O493J)n t0.46n + (0 Sj)t70.54 % (_ 0.87 — O493_])n t0'46n
0 I'(0.46n + 0.46) o 1(0.46n +0.46)

ou, Fpy[-a, t] est la fonction de Robotnov—Hartley donnée par (1.28).
La réponse indicielle du systeme obtenue a partir de I’approximation par une fonction

rationnelle, représentée dans la figure 3.4, est donnée par :

277( 0.158

) = 0.493 -
x(t 2 cosh{0.084(139 — )} + 0.125

] x exp(— 0.434(1.2)" t)sin(0.9((1 2)0 )t + 0.516)
i=1

et celle obtenue a partir de la fonction Mittag-Leffler donnée sous la forme polynomiale

suivants Hartley et al [11] :

X(t) = (0.247 — 0.435)) |~ E 4 |(~0.87 + 0.493)% 1+ 0247 + 0.435j) {l - B 46 [(—0.87 — 0.493y¢° |

100 (— 2\, 0.46n
n=0 0.46n+1)

190 (—0.87 — 0.493 j)“t0‘46“}

+(0.247+0.435j)41—
} ( J){ go I'(0.46n +1)

ou, Ep[-at™] est la fonction de Mittag-Leffler donnée par (1.18).
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Temps(sec)
Figure 3.3 : La réponse impulsionelle du systéme sinus amorti d’ordre
fractionnaire proposée et celle utilisant la fonction de la
réponse impulsionelle généralisé, pour £ = 0.87 et m = 0.46
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Figure 3.4 : La réponse indicielle du systéme sinus amorti d’ordre
fractionnaire proposée et celle utilisant la fonction de

Mittag_Leftler, pour § = 0.87 et m = 0.46.
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Exemple 2:

Le second exemple est donné pour un systéme sinus amorti d’ordre fractionnaire
représenté par 1’équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire de 1’équation (3.31) avec
=035, m=0.9et1 =1, alors on a:

d"*x(t) d°x(t)

E +(0'7)T+X(t) (0.937)e(t)

Sa fonction de transfert est donnée par :

Xy (5) 0.937
Ggp(s) =222 =
4 (5) E(s) [ +0.75% +1]

Pour une bande de fréquence [0, oy] = [0, 1000rad/s] et un rapport A=1.15, le nombre N,

les paramétres ¢ et a peuvent étre facilement calculés comme :

9
Omax = 100y = 10° rad/s, N = Integer POg[IO ]} +1=149

log(1.5)

1-(0.35) :
¢ = arctg M =1.213rad et o = cos(1 213j=0.221
0.35 0.9

Autant, les fréquences ;, les parametres a; et les résidus k; de I’approximation sont aussi

donnés, pour i=1, 2,..., 297, par :

o = (1.15)*

~ 0.0492
cosh{0.126(149 —i)} + 0.951

a, =—0.134(1.5)147)

Donc, I’approximation de la fonction de transfert sinus amortie d’ordre fractionnaire est

donnée par:
0.937
Gga(s)=
sa(®) [s"* +0.75% +1]
- % 0.049 0.937 —[0.134(1.15)* ] s
cosh{0.126(149 —i)}+0.951 || 1 +1. 8[(1. 15)(149 1)]s+[(1 323)(149 D152

72



Chapitre 3 Approximation et Réalisation Analogique des Fonctions Sinus et Cosinus Amorties d’Ordre Fractionnaire

Cette fonction rationnelle d’approximation proposée a ét¢ comparée a la fonction obtenue
par la méthode d’Oustaloup [18] du systéme sinus amorti d’ordre fractionnaire. Avec le méme
ordre que la méthode d'approximation rationnelle proposée, dans la bande de fréquence
[0, ou] = [0, 1000 rad/s], la fonction d’approximation est donnée comme suit :

0.937 0.937 0.937

o i _
O S 0 11 [ + 0757 1 {MS)}:M{N@%

D(s) D(s)

Avec I’approximation du dérivateur d’ordre fractionnaire s**° par une fonction rationnelle

est donnée par :

1+ s :

150 2.5287.10°(1.1659)'

09 = N(S; =(1.26)107° T[] (11659)
S

i=—150
S

+ .
2.322.10°(1.1659)

Les figures 3.5 et 3.6 montres le diagramme de Bode (Module et Phase) du systéme sinus

amorti d'ordre fractionnaire et son approximation rationnelle proposée, avec l'approximation

rationnelle par la méthode d’Oustaloup.
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Figure 3.5: Diagramme de Bode (Module) de la fonction de transfert Gga(s),
son approximation par 1’approche proposée et celle de la méthode
d’Oustaloup, pour £ =0.35 et m = 0.9.
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1) 10° 10 10° 10 10" 1’ 10’ 10° 10
Frequence(Rad/s)

-180

Figure 3.6 : Diagramme de Bode (Phase) de la fonction de transfert Gsa(s),
son approximation par 1’approche proposée et celle de la méthode
d’Oustaloup, pour £=0.35 et m = 0.9.

La figure 3.7 montre la réponse impulsionelle du systéme sinus amorti d’ordre

fractionnaire obtenue a partir de I’approximation proposée par :

X(t)= % 0.049(1.15)""*”
cosh{0.126(149 — i)} + 0.951

] « (exp(- 0.221(1.15) 7 t)sin(0.975((1.15)# )t - 0.135))

et celle obtenue a partir de la fonction de la réponse impulsionelle généralisée donnée dans
[11], comme :

x(t) = (=0.5j)F, o [(<0.35+0.937j),t] + (0.5)) F, 4 [(~0.35 - 0.937), ]

100 0.9n 100 0.9n
(- os)t—(”z ~0.35-0.937j)"t (05)t‘°1z ~0.35-0.937j)"t
~ T(0.9n+0.9) ~ T(0.9n+0.9)

La réponse indicielle du systtme obtenue a partir de I’approximation par une fonction

rationnelle comme :

< 0.049 (i-149) ). (i-149)
0.937 - -0.221(1.15 0.975\(1.15 1213
x(0= Z(cosh{o 126(149-i)} + 0.951 J * eXp( (1.15) t)sm( (( ) )t " )

est représentée dans la figure (3.8) ainsi que celle obtenue a partir de la fonction Mittag-

Leffler donnée sous la forme polynomiale suivants Hartley et al [11] :

74



Chapitre 3

Approximation et Réalisation Analogique des Fonctions Sinus et Cosinus Amorties d’Ordre Fractionnaire

x(t) = (0.469 — 0175)) {l - Eq 4 [(<0.35+0.937)t°% ||+ (0.469 + 0.175]) {l - E 5 [(<0.35 - 0.937))t* |

100 (_ -0 £0.9n 100 (_ -\n 4 0.9n
=(0.469—0.175))11- > £035+0937j" e | | (0.469+0.175)11- > (£0350.937)"
~ I'(0.9n +1) ~  T(09n+1)
12

08

o
>
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e
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02
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0

25
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Figure 3.7 : La réponse impulsionelle du systeme sinus amorti d’ordre fractionnaire
proposée et celle utilisant la fonction de la réponse impulsionelle généralisé, pour £ = 0.35 et
m=0.9.
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Figure 3.8 : La réponse indicielle du systéme sinus amorti d’ordre fractionnaire proposée et
celle utilisant la fonction de Mittag Leffler, pour = 0.35 et m = 0.9.
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3.5.3 Approximation de la fonction cosinus amortie d’ordre fractionnaire

La différence majeur entre la fonction de transfert qui représente le systeéme sinus amortie
d’ordre fractionnaire et celle qui représente le systéme cosinus amorti d’ordre fractionnaire,
est que cette derniére posséde un zéro a puissance fractionnaire. Donc, on peut suivre les
mémes ¢étapes de la méthode utilisée dans le cas de la fonction sinus, pour une approximation
de cette fonction par une fonction rationnelle. Commengons par la reformulation de 1’équation
(3.34) sous la forme suivante:

(tos)" +&

[1+(tys)™ J[1+ (t28)™ ]

On remarque que les fonctions Gga(s) et Gea(s) ont le méme dénominateur, donc t; et 1,

Gea(s) =

(3.68)

sont les mémes que celles de 1’équation (3.41):

=rgl(§+jw/l—§2) et rrzn:rg‘(&—j 1—@2) (3.69)

Par décomposition de 1'équation (3.68), on obtient :

1 .1 2 1 1 2

SE+i l—éj (é—J l—éj

(2 2 22 (3.70)
[1+(;8)"] [1+(125)"]

Gga(8) =

L’approximation de chacune des deux sous fonctions irrationnelles constituant la fonction

Gca(s) de I’équation (3.70), est donnée par [50]:

2N-1
(3.71)
[1 + (Tls) Zl: 1+ —
Pii
2N-1
—_—= (3.72)
1+<r2s> ] ;H
P2j
Ou, piiet pai , pour i = 1,2, . . ., 2N-1, sont les poles des deux approximations. Qui sont
donnés comme suit:
] (3.73)
T )T
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1 1

Pri=—=——57=M""p, (3.74)
T (WY
Tel que:
1 1
pp=—= —exp[— 2] (3.75)
T T m
1 1 )
P, =— =—exp(_]£) (3.76)
T, T m

Tous les parametres de 1I’approximation sont calculés par la méme méthode utilisée pour la

fonction sinus. Alors, I’approximation de Gea(s) par une fonction rationnelle est donnée par:

1 ! 2 1 1 2
—E+j—4/1- —E&—j—A/l1-
R ) s S Y (f EA L[zé 2 aj
cAl8)= m ~ = i
[(193)°™ +2&(1p9)™ +1] i 1+ 1+-5
Pii Pai
(3.77)
_ (r08)" +& _ E+ags
Gea ()= [(Ty5)2™ +26(ts)™ +1] T ki s s G.78)
0 0 1+ 20—+~
(X)i (’0i
les coefficients a, aj, et ;, pouri=1,2, ..., 2N-1, sont:
o= COS(BJ (3.79)
m
a; =t AN (ga +41-E241-a? ) (3.80)
1
w; = ’EOK(N_i) (381)

3.5.3.1 Réponses temporelles de la fonction cosinus amortie d’ordre fractionnaire

De I’équation (3.78), on a :

X (s) (r S)m +E 2N-1 E+a;s
G _ CA _ 0 — k 1 382
e ® E(S)  [(ro8)™ +2&(t9)™ +1] ‘é 1+20> + s -
o, o

Donc,
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m 2N-1 ‘
Xen oKV RO ey | gens g (3.83)
[(toS)"" +2&(t8)" +1]  i= 14205 & Lz
pour e(t) = d(t) une impulsion unité E(s) = 1, on obtient :
m 2N-1 ,
[(TOS) é(TOS) ] i=l 1+2ai+%

Alors, la réponse impulsionnelle de ce systéme est donnée par [58]:

Xcp (D) = 2ilcoiki exp(— ow)it)cos[o)i (\/1 —a’ )t + (m — lj(pj (3.85)
i=1

m

Maintenant, pour une entrée ¢chelon unité, E(s) = 1/s, I’équation (3.83) devient :

m 2N-1 .
Xep@ = LR Gras ] (3.86)
[(Tes)™ +2E(Tps)™ +1]8 =l 1+2ai+578

1

La réponse indicielle de ce systéme est obtenue par [58]:

Xea(t) =E— 2N27i<i exp(— owait)cos(oai (\/1 —a? )t + (p) (3.87)
i=1

3.5.3.2 Exemples illustratifs

Comme dans le cas de la fonction sinus amortie d’ordre fractionnaire, on va appliquer la
méthode d’approximation proposée, pour dériver la fonction de transfert rationnelle et les
réponses impulsionelle et indicielle du systéme linéaire d’ordre fractionnaire décrit par
I’équation différentielle d’ordre fractionnaire donné par 1’équation (3.32). Donc, on va

présenter deux exemples numériques pour différents parametres & et m. Alors, pour le premier

exemple les parametres & et m sont choisis tels que : 72 <E<l et O<m <%, le second
.. 2 1

exemple & et m sont choisis tels que : 0 <& < - et 5 <m<l1.

Exemplel:

Soit le systeme représenté par I’équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire de

I’équation (3.32), avec & = 0.87, m = 0.46 et 1o = 1, tel que:
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d0.92X(t) d0.46X(t) d0.466(t)
T (1 '74)—dt°-4" +x(t) = —w T (0.87)e(t)

Sa fonction de transfert est donnée par :
X 04 +0.87
Gea(s)= ) - 09zs - 0.46
E(s)  [s"7 +1.74s%% +1]

Pour une bande de fréquence [0, wg] = [0, 1000rad/s] et un rapport A=1.2, le nombre N, les

parametres ¢ et o peuvent étre facilement calculés comme :

11
Omax = IOS(DH = 1011 rad/s, N = Integer % + 1 = 139
log(1.2)

1-(0.87) :
¢ = arctg ﬂ =0.516rad et a 2005[0516j:0.434
0.87 0.46

Autant, les fréquences ;, les parametres a; et les résidus k; de I’approximation sont aussi
donnés, pour i=1, 2,..., 277, par :

o = (1.2)(17139)

o 0.158
" cosh{0.084(139 - i)} + 0.125

a, =0.823(1.2)17

Donc, I’approximation de la fonction de transfert cosinus amortie d’ordre fractionnaire est

donnée par:

0.87 +5%%
Gra(s) =
ea(s) [s992 +1.74s%% 1 1]
& 0.158 0.87 +[0.823(1.2)"¥ 7
5| cosh{0.084(139 - i)} +0.125 || 1+0.868[(1.2)"** " ]s +[(1.44)1 15?2

Pour vérifier la validité de I’approche proposée, on a utilis¢ la méthode d’Oustaloup [28],

. o " : 046 :
pour obtenir I’approximation du dérivateur d’ordre fractionnaire s par une fonction

rationnelle comme suit:
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1+ s :
131 9.9368.10°(1.2037)'
o4 _ NO) _ (5 5119010 T (12037)

D(s) =131

S

1+ .
9.1247.10°(1.2037)'

Puis, on a dérivé la fonction de transfert rationnelle du systéme cosinus amorti d’ordre
fractionnaire, avec le méme ordre que la méthode d'approximation rationnelle proposée, dans

la bande de fréquence [0, og] = [0, 1000 rad/s], par:

N(s

0.46 0.46 0.87+ ©
0.87+s™ 0.87+s™ D(s)

(}CA(S): = =

[s7% +1.745"% +1] [(s%)? +1.745"% +1] [N(s)}z 174[N(S)} 1
+1. +

D(s) D(s)

Les figures 3.9 et 3.10 montres le diagramme de Bode (Module et Phase) du systéme
cosinus amorti d'ordre fractionnaire et son approximation rationnelle proposée, avec

I'approximation rationnelle par la méthode d’Oustaloup.

T TTTTTIT T T TTTTIT T T T L L TTTTT L T T
T R e T [ Pl 1
R RN A NI B A AT TIR [ [ 1
R RN A NI B A AT TIR 1 [ [ 1
R RN A NI B A AT TIR [ [ [ 1
S S TmE ST T e T me T T T il I i |
R RN A NI B A AT TIR [ | [ 1
R RN A NI B A AT TIR [ [ [ 1
R RN A NI B A AT TIR [ [ [ 1
R R R I AT [ [ [ I
Y i B v T et Tt et T T Bt A R O T [ [ [ |
R RN A NI B A AT TIR [ [ L 1
R RN A NI B A AT TIR [ [ I 1
R RN A NI B A AT TIR [ [ I 1
] Y B T B Y B Y T | [ [ [ I
R [ [ [ 1
— R RN A NI B A AT TIR [ [ [ 1
2 R RN A NI B A AT TIR [ [ [ 1
- R RN A NI B A AT TIR [ [ [ 1
) ¥ ey A - - - |
= R RN A NI B A AT TIR [ [ [ 1
= R RN A NI B A AT TIR [ [ [ I
R RN A NI B A AT TIR [ [ [ N
= R RN A NI B A AT TIR [ [ [ I
250 — 1= e I A I A S A 11 11 11 |
R RN A NI B A AT TIR [ [ [ 1
R RN A NI B A AT TIR [ [ [ 1
R RN A NI B A AT TIR [ [ RN 1
R [ [ RN N
- A nmr ST M T nme T e T 17 1T 1T 1T i
R RN A NI B A AT TIR [ N RN 1 I
R RN A NI B A AT TIR [ N RN 1 I
R RN A NI B A AT TIR [ N RN 1 I
R N R R N B R TTI [ I NN N |
5 T T T T T e ) R 1 RN R 1
R R A NI A AT TIR A RN N RN RN L
R R A NI A AT TIR A RN N RN RN L
R R NI R AT N B A R R I I A R A1 A R N A NI 1 N A R AT ITTR B I R RN
] T T Y T 1 1Y Y1 A R 11 A MW T
10° 10° 10 10° 10° 10° 1’ 10' 10° 10° 10

Frequence(Rad/s)

Figure 3.9 : Diagramme de Bode (Module) de la fonction de transfert Gea(s), son
approximation par 1’approche proposée et celle utilisant la méthode d’Oustaloup,
pour £=0.87 et m=0.46.
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TTTTT T 11 [ 1 TTTTIT T TTI T T IO T DT T 1T
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SE A TmE ST nmeE S M T A M T T T TITm T T M T T T TITm T T T T
R A RN B A R RN T A N AT R R R A I A R I TR AR
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R A RN B A R RN T A N AT R R R A I A R I TR AR
]y e A Y 1 L
R A RN B A R RN T A N AT R R R A I A R I TR AR
R A RN B A R RN T A N AT N NI R R R T A AR A R TIN
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R A R N I L
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R R A R R A N A A AT I S N R A N AT T e RN T A RN AT/ AR R TRy
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Figure 3.10 : Diagramme de Bode (Phase) de la fonction de transfert G¢a(s), son
approximation par 1I’approche proposée et celle utilisant la méthode d’Oustaloup, pour
£=0.87 et m=0.46.

La figure 3.11 montre la réponse impulsionelle du systéme cosinus amortie d’ordre

fractionnaire obtenue a partir de I’approximation proposée par :

277
. 139 0.158
t) = 1.2
Xea (D) g‘( ) [cosh{0.084(139 —i)} +0.125

x expl-0.434(1.2)0 t)eos(0.9(1.2) ™ ) - 0.6053)

et celle obtenue a partir de la fonction de la réponse impulsionelle généralisée donnée sous la

forme polynomiale suivants Hartley et al [23] :

Xca (1) = (0.5)F, 4 [(—0.87 = 0.493j),t] + (0.5)F, 4 [(=0.87 + 0.493j),t]

10(-0.87 —0.493j)" t*4o +(0 100(=0.87+0.493j)" t"

— 05 t—0.54 5 t—0.54
(03) Zo '(0.46n + 0.46) ) Zo '(0.46n + 0.46)
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La réponse indicielle du systéeme obtenue a partir de I’approximation par une fonction

rationnelle, représentée dans la figure 3.12, est donnée par :

xCA(t)=0.87—2Z7:7£ 0.158 j

S\ cosh{0.084(139 —i)} + 0.125

x exp(— 0.434(1.2)4"” t)sin(0.9((l 2)0 )t + 0.516)

et celle obtenue a partir de la fonction Mittag-Leffler donnée sous la forme polynomiale

suivants Hartley et al [23] :

X(t) = (0.435 - 0.247]) {l - B 46 [(-0.87 + 0.493))t°% |+ (0.435 + 0.247j) {l - 46 [~0.87 — 0,493} |

100 (— \n . 0.46n
=(0.435-0.247j){1- > (-0.87+0.493j)"
n=0 F(046n + 1)

190 (~ 0.87 — 0.493j)" ™4 }

+(0.435+0.2479)1—
} ( J){ n; '(0.46n+1)

09 - - ------

o
o

o
>

o
o

I I
| |
| |
| L
| |
| |
| |
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Figure 3.11 : La réponse impulsionelle du systéme cosinus amorti d’ordre fractionnaire a
partir de la méthode d’approximation par une fonction rationnelle proposée et
celle utilisant la fonction de la réponse impulsionelle généralisé, pour £&=0.87 et
m=0.46.
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Figure 3.12 : La réponse indicielle du systéme cosinus amortie d’ordre fractionnaire a partir
de la méthode d’approximation par une fonction rationnelle proposée et celle
utilisant la fonction de Mittag Leffler, pour £=0.87 et m=0.46.

Exemple2:
Le second exemple est proposé pour un systéme cosinus amorti d’ordre fractionnaire

représenté par I’équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire (3.32), avec& =0.35, m

=09et1y=1, alors on a:

d1-8 t d0.9 t d().g t
dt—1x.§) + (0'7)dt—:'9() +x(1) = dt—:g) +(0.35)e(t)

Sa fonction de transfert est donnée par :
Gen (5) = Xca(s)  0.35+5%
A EGs)  [s"%+0.7s" +1]

Pour une bande de fréquence [0, oy] = [0, 1000rad/s] et un rapport A=1.15, le nombre N,

les parameétres ¢ et a peuvent étre facilement calculés comme :

9
Omax = 1060)H =10° rad/s, N = Integer M +1=149
log(1.15)
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1-(0.35) :
¢ = arctg M =1.213rad et o = cos{1 213)20.221
0.35 0.9

Autant, les fréquences w;, les paramétres a; et les résidus k; de 1’approximation sont aussi

donnés, pour i=1, 2,..., 297, par :

o, = (1.15)7*

Lo 0.0492
" cosh{0.126(149 — i)} + 0.951

a, = 0.99(1.5)!*)

Donc, I’approximation de la fonction de transfert cosinus amortie d’ordre fractionnaire est

donnée par:

0.35+5"°
[s"* +0.75%° +1]
0.049 0.937 +[0.99(1.15)"4 ] s
7 [ cosh{0.126(149 — 1)} +0.951 | 1+1.8[(1.15)" ™V ]s +[(1.323) s

Gea(®) =

297

~

Cette fonction rationnelle d’approximation proposée a été comparée a la fonction obtenue
par la méthode d’Oustaloup [28] du systéme sinus amorti d’ordre fractionnaire. Avec le méme
ordre que la méthode d'approximation rationnelle proposée, dans la bande de fréquence

[0, g] = [0, 1000 rad/s], la fonction d’approximation est donnée comme suit :

N(s)
0.35
Gea(s) = 035+s™ _ 0.35+s" _ J{D(S)}
CA 4075 41 (674075 1] [N [ NG
D(s) D(s)

Avec I’approximation du dérivateur d’ordre fractionnaire s”*° par une fonction rationnelle

est donnée par :

1+ S :
150 [ 2.5287.10°(1.1659)' J
09 _ N(S) _ (1.26)10710 I ( )
D(s) i=—150
1+ S :
2.322.10°(1.1659)
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Les figures 3.13 et 3.14 montres le diagramme de Bode (Module et Phase) du systéme
cosinus amortie d'ordre fractionnaire et son approximation rationnelle proposée, avec

l'approximation rationnelle par la méthode d’Oustaloup.

L AL L L R L R A L R LI I 1 B A1) B A N 111 B A AN
[ T RN A O A N NN T A A A R AT A B R N A R I (T N R AR T e R A A AT R B N NI R A I
[N T e T A e NN N A I R NN B N AT A Y 4RI R N T A RN R R
[N e R e A AT B A N N AT T B A N NN A O R RN T AN AR e R R AR T B N N R (TR A A I

T T L R | ! [ [N [N
e C [ [ |
(RN A AN TR [ I | |
(RN A AN TR [ I | |
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0] P Y A R YR IR L I I
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Figure 3.13 : Diagramme de Bode (Module) de la fonction de transfert Gea(s), son
approximation par I’approche proposée et celle utilisant la méthode d’Oustaloup,
pour £=0.35 et m=0.9.
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Figure 3.14 : Diagramme de Bode (Phase) de la fonction de transfert Gea(s), son

approximation par 1I’approche proposée et celle utilisant la méthode d’Oustaloup, pour
£=0.35 et m=0.9.
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La figure 3.15 montre la réponse impulsionelle du systéme cosinus amortie d’ordre

fractionnaire obtenue a partir de I’approximation proposée par :

297 (i-149)
(O Z[ 0.049(1.15) ]

S|\ cosh{0.126(149 1)} + 0.951

% expl-0.221(1.15)7 tJeos(0.975((1.15) " ) 0.135))

et celle obtenue a partir de la fonction de la réponse impulsionelle généralisée donnée par

[23], comme :

x(t) = (0.5)F, ,[(-0.35 + 0.937),t] + (0.5)F, ,[(-0.35 - 0.937j), ]

100 (_ _ -\n . 0.9n 100 (_ _ -\n _0.9n
=(0.5)t—°-12( 0.35-0.937j)"t +(o.5)t—‘“z( 0.35-0.937j)"t
o [(0.9n+0.9) o [(0.9n+0.9)

La réponse indicielle du systéeme obtenue a partir de I’approximation par une fonction

rationnelle comme:

297
x()=035-Y 0.049 :
S\ cosh{0.126(149—1)} + 0.951

x exp(— 0.221(1.15)""* t)sin(0.975((1 15)04 )t + 1.213)

est représentée dans la figure 3.16 ainsi que celle obtenue a partir de la fonction Mittag-

Leffler donnée sous la forme polynomiale comme [23] :

x(t) = (0.175 + 0.469j) {l - B, [(~0.35+0.937§)t°% [} (0.175 — 0.469j) {l - E 1 [(-0.35 - 0,937t |

" (-0.35+0.937j) ¢ 190 (~ 0.350.937j)" t°°" }

=(0.175+0.469j){1— +(0.175 - 0.469j){ 1 -
( J){ “ T(09n+1) } ( J){ Z(:) I'(0.9n +1)

86



Chapitre 3 Approximation et Réalisation Analogique des Fonctions Sinus et Cosinus Amorties d’Ordre Fractionnaire

g-----—-—--—-—-—-—=—-"--——— - -« - -~ -~ -~ S I Lo - - - —

Amplitudg
|
|
|
|
|
|
|
|
|
l
n
|
|
|
|
|
|
|
|
|
l
i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

o
~

02
0 15 20 25

Temps(sec)
Figure 3.15 : La réponse impulsionelle du systéme cosinus amorti d’ordre fractionnaire a
partir de la méthode d’approximation par une fonction rationnelle proposée et
celle utilisant la fonction de la réponse impulsionelle généralisé, pour £&=0.35 et
m=0.9.
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Figure 3.16 : La réponse indicielle du systéme cosinus amorti d’ordre fractionnaire a partir de
la méthode d’approximation par une fonction rationnelle proposée et celle
utilisant la fonction de Mittag_Leffler, pour £&=0.35 et m=0.9.
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3.5.4 Remarques

Dans cette section, on a pu tirer quelques remarques concernant 1’analogie entre les
systemes d’ordre entier et les types de systémes d’ordre fractionnaire. Considérons les deux
systemes d'ordre fractionnaire définis respectivement par les deux équations différentielles
d’ordre fractionnaire des équations (3.31) et (3.32). Leurs fonctions de transfert sont
données par les équations (3.33) et (3.34), respectivement. Les réponses impulsionelles de
ces deux systémes sont, respectivement, données par les équations (3.65) et (3.85) comme

suit:

Xga (1) = 2ilcoiki exp(— occoit)sin((oi (\/1 —a’ )t + (m — l}p] (3.88)

i=1 m

2N-1
m-1
Xea (1) = Z@iki exp(— ocoai‘[)cos(oai (\/1 —a? )t + ( j(pj (3.89)
i=1 m
A partir des deux équations précédentes, on peut remarquer que chacun des deux
systémes d’ordre fractionnaire étudiés consiste en une combinaison pondérée de systémes
¢lémentaires du second ordre régulier que chacun contribue pour construire le systéme
d’ordre fractionnaire.

De la section §.3.5.1, pour une parfaite approximation, les équations (3.88) et (3.89)

deviennent :
2N-1 . m—1
Xga (1) =lim Z:coiki exp(— ocoait)sin(coi (Vl - )t + [ j(p} (3.90)
A—1 ol m
2N-1 3 m—=1
Xcp (1) =£in} Zwiki exp(— ow)it)cos wi(\ll—oc )t+( J(p (3.91)
= m

Dans ce cas, quand m tend vers 1, le parametre a de I’équation (3.59) devient a = et le
parameétre o; 1’équation (3.61) devientw; = (1/ ro): ®,, alors les deux équations (3.90) et

(3.91) deviennent :

2N-1

Xga () = g.@oki exp(— &mot)sin(coo 1-¢2 t)

[Zilki }coo exp(— F,coot)sin(coo J1-¢82 t)(3.92)

i=l

Xcop(t) = 2%?(00& exp(— &wot)cos(wmll -g? t) r%}i }(’30 exp(— E_,O)Ot)cos((om/l -g? t)(3.93)

2N-1
Et comme on a { Zki} =1, on aura donc :

i=l
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Xga (1) = @, exp(~ F,(not)sin(c)m/l ~g? t) (3.94)
Xcp (1) =0 exp(— F,coot)cos(o)mll —g? t) (3.95)

On note aussi que pour m=1, les deux systemes d’ordre fractionnaire définis,
respectivement, par les équations (3.31) et (3.32) deviennent deux systemes réguliers du

second ordre comme :

2
()" 4 X(t) 2§ro%+ x(t) = (w/l—zf )e(t) (3.96)
2
() =52 220, S () - UM (3.97)
et leurs réponses impulsionnelles respectives sont données par :
X5 (t) = o, exp(~ gmot)sin(mm/l ~g? t) (3.98)
Xc(t) =0, exp(— &oaot)cos(comll ~g? t) (3.99)

Ces réponses impulsionnelles sont exactement les réponses impulsionnelles xsA(t) et
Xca(t) des equations (3.94) et (3.95). Alors, on peut conclure que les deux systémes réguliers
de second ordre des équations (3.96) et (3.97) sont des cas particuliers des deux systémes

d’ordre fractionnaire des équations (3.31) et (3.32) pour m=1.

3.5.4 Approximation par la méthode du ZPF

Une autre méthode est appliquée pour I’approximation des systémes d’ordre fractionnaire
du type (3.31) et (3.32). Le principe de cette méthode est basé sur la technique
d’approximation par les ZPF mentionnée dans (§.2.5.2.2) [52]. Cette approximation sera
exploitée ultérieurement, pour I’analyse et I’extraction des caractéristiques de ce type de
systémes. Le systéme d’ordre fractionnaire est défini dans ce contexte par 1’équation
différentielle linéaire d’ordre fractionnaire suivante [59] :

2m dzmx(t)
dth

dmx(t)

(o) +28(1p)" +x(t) =e(t) (3.100)

Pour 1 <2m <2, 0 <& <1 et 1 > 0. Sa fonction de transfert est donnée par la fonction
irrationnelle suivante :

X(s) _ 1

E()  [(199)™ +28(1g9)" +1]

G(s) = (3.101)
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Cette fonction de transfert sera modulée par la fonction suivante :

G(s)= ! R Gy()Gp(s)  (3.102)
(tos)™™ +2&(tes)™ +1  (t48) +2y(t8)+1

ou
Gy (s)= (14 1,8)22™ (3.103)

est le zéro a puissance fractionnaire (ZPF), avec 0 < (2-2m) < 1.

1
G = 3.104
D(S) (1:05)2 + 2y(tos) +1 ( )

est un systeme de deuxiéme ordre régulier. En appliquant la méthode d’approximation

(2.5.2.2), on peut montrer que :

Pour o<<l/t, |G(jo)=1=1

. | (Tom)(z_zm) !
Pour o>>1/1, |G(jo) = (1) - (ro®) N (o)™
0 0 0

i)

P+ + - P

2-2m
G(jo) = ! = V2 (3.105)

\/ (1 + cos(mm)+ 28 cos(”;nnz + (sin(nm) 28 sin(n;nnz 2y

Pour satisfaire 1’égalité¢ de I’équation précédente, le facteur d’amortissement y du systeme

Pour o=1/1, |G(j(o] =‘

de deuxiéme ordre régulier doit étre donné par :

(1 +28% +4¢ cos(n;nj + cos(nm)]

22m—1

Y= (3.106)

L’approximation du ZPF donnée en équation (3.103) par une fonction rationnelle est donnée

sous la forme suivante [59]:

(3.107)

Donc, I’équation (3.102) devient :
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(Tos)zm + 2§(Tos)m +1 (Tos)2 + Zy(ros)+l HN (1 +Sj
= Pi

HEO(HS]
G(s) = 1 = ! % (3.108)

Les poles et les zéros de I’approximation ont une forme géométrique progressive avec une

erreur d’approximation prescrite y en dB et une bande de fréquence d’approximation @max.

L’erreur y et la bande de fréquence wmax qui est un multiple de wy sont donnés, les autres
parametres de I’approximation sont déterminés comme suit :
y

a= 10{10[1-(2-2111)]} , b= 10{10(;2111)} — LIO[ 20(2}:2111)} log{ IZH:XJ

Zy = =az, €tN = Integer]
> Zo . » Po 0 " oglb)

Les zéros z; et les poles p; de la fonction rationnelle de 1’équation (3.108) sont tirés de la

maniére suivante :

z, = zo(ab)i et pi = po(ab)i pour i=0, 1, ..., N. Donc, I’équation (3.108) devient :

1 1 Hiz{l " zo(ab)i ]
(to5)"™ +28(tos)™ +1  (to8) +2y(te8)+1 _\ [1 s }
ol 1+ Po(ab)i

Par décomposition en éléments simples de 1’équation (3.109), la fonction de transfert G(s)

G(s) =

IR

(3.109)

3.5.4.1 Les réponses temporelles

est représentée par une combinaison des fonctions élémentaires réguliéres, comme suit :
1 As+B N k;
. S A s i (3.110)
(1o8)™™ +2&(tys)™ +1  (148)* +2vy(tps)+1 ix0 [1 s J
+ .
Po (ab)l

Ou les k; (i=0, 1, ..., N) sont les résidus des poles qui sont calculés par :

1 1, [1 - a(ab)(i_j)]
(17()1)()(2d3)i)z - 2\((17<)p()(ab)i )+ 1 HEO [1 - (ab)(i_j)J

Les constantes A et B sont données par :

G(s) =

(3.111)

N N N
G(0)=B+> k;=1,donc B=G(0)- >k, =1->k;
i=0 i=0 i=0
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A N N
lim sG(s)=0= — + 2 kip; , donc A =—15 > k;p;
§—® Top i=0 i=0
Donc,on a:
X As+B Nk,
Gls)= (5)_ = + i (3.112)
E(s) (tos)f +2y(tes)+1 i (1 . sj
p;
Alors,on a:
As+B N k.
X(s)= > E(s)+ > ———E(s) (3.113)

(tys)” + 2y(tys) +1 izo[l LS j

Pour e(t)=0(t) une impulsion unité E(s)=1, alors la réponse impulsionnelle de ce systéme

est donnée par :

x(t)=C exp(— ltJ sin{—“lyzt + (1)} + 3 kipo(ab)i exp(— po(ab)it)

Ty To i=0

Ou les constantes C et @, sont obtenus par [58] :

B |A%? —2AByr, + (Bt,) A1y
C=— > 5 et ¢=arctg —
To (BTO) ( - ) Bt, — Ay

Maintenant, pour une entrée échelon unité, E(s)=1/s, I’équation (3.113) devient :

As+B 1 & k1

1

(e +zy(ros)+1§+izo(l+sj

Pi

X(s) =

wn

La réponse indicielle de ce systéme est obtenue par :

Y e N7
x(t)=1+1,Cexp| ——t |sin t+d, |-

k;p; exp(— p;t)

Mz

Ou @1 est donnée par [58] :

Ay1-7? V=72
¢, = arctg i St —arctg NV
Bt, — Ay -7

(3.114)

(3.115)

(3.116)

(3.117)

(3.118)

On remarque que le systéme dérivé a partir de cette méthode d’approximation, représente

un systeme de second ordre, qui assure I’amortissement du systéme, avec un facteur

d’amortissement vy, et une somme de systémes ¢lémentaires du premier ordre.
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3.5.4.2 Exemple illustratif
Dans cette section, on va présenter un exemple numérique pour montrer ’utilit¢ de la
méthode d’approximation proposée. Soit le system d’ordre fractionnaire oscillatoire

généralisé représenté par (3.100), avec £ =0.45, m=0.85 et 1p=1 tel que :

d"7x(t d®®x(t
Tg) + 09T8§) + X(t) = e(t)
Sa fonction de transfert est donnée par:
1 (1+5)*)

N

O T oo P 1 6 L)

Pour une bande de fréquence [0, wy]=[0, 1000rad/s], I’approximation du ZPF par une

fonction rationnelle est donnée par :

I (1+ S i]

(l+1:os)(0'3) _ ’ z,(ab)
Ny S J

H“’( " poaby

Pour une erreur d’approximation y=1 dB et une bande de fréquence d’approximation

Wmax=100w=100000 rad/s, les parametres a, b, zo, po et N sont calculés comme suit :
a=1.3895, b=2.1544, zy=1.4678rad/s, pp=2.0395 rad/s et N=11.

Donc:

Hn+ > :
1 1 leo( 1.4678(2.9936)! j
(s)7 +0.9(s)"® +1 (s) +1.5167(s)+1

G(s):

1N

11 S
ol 1+ 4
Hl‘o( 2.0395(2.9936)' J

Les figures 3.17 et 3.18 montrent le diagramme de Bode (module et phase) du systéme
d’ordre fractionnaire oscillatoire généralisé, son approximation rationnelle et une

comparaison avec la méthode d’Oustaloup [28]
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Magnitude(dB)

R R P R R P R P R
. | [ B
0 Il [ [ [ [ [
[l [ [ [ [ [
[l [ [ [ [ [
[l [ [ [ [ [
[l [ [ [ [ [
[l [ [ | [ [
[l [ [ NI [ [
-20 =1 =1 == | T+ - Tt
[l [ [ | [ [
[l [ [ | [ [
[l [ [ | [ [
[l [ [ | [ [
[l [ [ | [ [
[l [ [ | [ [
[ (R [ | Lo [
-40 i [BEE [ | | |
[l [ [ | | |
[l [ [ | | |
[l [ [ | | |
[l [ [ | |
[l [ [ | | |
[l [ [ | | |
-60 [ [ =1l I I I
[l [ [ | | |
[l [ [ | | |
[l [ [ | | |
[l [ [ | | |
[l [ [ | | |
[l [ [ | | |
80 [l [ [ | | |
= [l [ [ | | |
[l [ [ | | |
[l [ [ | |
[l [ [ | |
[ [l [ [ | |
[ [l [ [ | |
[ [l [ [ | |
1 I ] I (R I | | |
[ [ [ [ [ [ [ [ [
100
[ [ [ [ [ [ [ [ [
o Lo [ RN Lo b [ AN Lot b [ ] Lot b [ R
1 Ll Lol [ | Lol L1t | Ll 1 Ll | L1l 1 Lol
10° 10° 10" 10° 10 10" 10° 10" 10° 10°
Frequence(Rad/s)
Figure 3.17 : Diagramme de Bode (Module) de la fonction de transfert
)=, .
G [‘-7+o{>“*°+1] la méthode proposée et la méthode d’Oustalou
S IS
0 ﬂ\\ﬂ\\ﬂ\\ \VPHT\},P T T\’P\ \THT ,P\,P\,P\\,TH,H
o ot RN
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20 - r T nE r T AT r T oM
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_4077)74»FH»H»H*7)7#)7\4»”—”77\7)7)7\#“—“
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o ot RN
o ot RN
o ot RN
60~ TrmmeE T T T T
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_160 1 Ll il L1ttt [ |
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Figure 3.18 : Diagramme de Bode (Phase) de la fonction de transfert

Gs)=——L——, la méthode proposée et la méthode d’Oustaloup.
[s"" +0.95" +1]
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Les figures 3.19 et 3.20 montrent les réponses impulsionnelle et indicielle de ce systeme

obtenues a partir de la méthode proposée, et par la fonction de la réponse impulsionnelle

généralisée utilisant la fonction Mittag-Leftler [23].

Amplitude

Temps(sec)
Figure 3.19: La réponse impulsionnelle du systéme

d”X(t) dnxsx(t)

méthode proposée et celui utilisant La fonction Mittag-Leftler.

| | | | | |
| | | | |
1o ___ e M e N N [ il !
| | T 4 t |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
08L--——-—-—- - J - ——— - - o _ \_ - - 1]
| | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
2 06-—--—-— o o I o d_ N
E | | | | | |
- | | | | | |
£ | | | | | |
5 | | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
04— ——f___ e o I I~ do 4
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
02F-4-—-—-__ o o oo o~ R 4
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
0 | L | | L |
0 2 4 6 8 10 12
Temps(sec)
. .. . 17 0.85
Figure 3.20: La réponse indicielle du systéme d ’,‘St) 10920 L= e

dt dt 0.85

a partir de la méthode proposée et celui utilisant La fonction Mittag-Leffler.

S HO9) e Fx( =e(n) @ partir de la
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3.6 Implémentation des fonctions sinus et cosinus amorties d’ordre

fractionnaire par des circuits analogiques

A cause de leur représentation par des fonctions de transfert irrationnelles,
I’implémentation des systemes d’ordre fractionnaire par des circuits analogiques est
impossible. La méthode la plus pratique pour implémenter ce type de systémes est
I’exploitation des fonctions de transfert rationnelles obtenues a partir des approximations de
ces systémes. Dans se qui suit, on va établir des implémentations pour les fonctions sinus et
cosinus amorties d’ordre fractionnaire, par des circuits analogiques, basant sur leurs

approximations définies auparavant.

3.6.1 Implémentation de la fonction sinus amortie d’ordre fractionnaire
De I’équation (3.58), la fonction rationnelle d’approximation du systéme sinus amorti

d’ordre fractionnaire est donnée comme suit :

Gsa (8)= XSA(S): 1-¢ =2§1ki -8 e (3.119)
EGS) [ +28™ +11 i L s 8T
®; ®i2

A partir de I’équation (3.60), on peut montrer que les parametres a; (pour i = 1,...,2N-1)

sont négatifs, alors pour implémenter la fonction Gsa(s) on doit la mettre sous la forme

suivante :
Xeals) 2N:1k.4/1- 2+kiais 2N . +0.s 2Nl S
GSA(s)=—E’(*S())= > : = ) RS (3120
ogr2a 4 Trr2a 4 et 4 S

1 1 1 1 1

avec v, =k;[1-&% et (5, —u;)=k,a; (pouri=1,...,2N-1) sont des nombres positifs. Donc,

on peut écrire :

2N-1 2N-1
Vi +9;8 His
Gsa(9)= D, = —=7,(5)~Z,(5) (3.121)
i=l S S i=1 S S
1+20—+— 1+20—+—
(’Oi (Di (Di (l)i
2N-1 C+ 5. 2N-1 ‘
avee Z,(s)= 3, — 1 et Zy(5)= 3
i=1 S S i=1 S S
1+20—+— I+20—+—
©; o’ 0, o

1 1 1
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Les fonctions Z(s) et Zy(s) peuvent étre les impédances de deux circuits RLC parall¢le
d’un réseau de (2N-1) cellules connectées en série représentées, respectivement, sur les

figures 3.21 et 3.22 comme suit :

Ru Rz Rian-1
—ANMN o AATA dAAA
| Ry Ly Ry L1, Riang  Lina
—1 A A AA A i— - - AN\
Cn Cn2 Ciana
Vin | | | | | |

Figure 3.21 : Circuit analogique implémentant I’impédance Z,(s).

R Ra» Roona
AAAA — N \NN——
I L» L» Loona
> Jm M - M
Cxn Cona
Vin | | | | | |

Figure 3.22 : Circuit analogique implémentant I’impédance Z(s).

Alors, les impédances Z(s) et Zx(s) de ces deux circuit sont données, respectivement, par :

zl(s)=2NZl( Rii j RijtLos (3.122)
01 \Ryi ¥Ry I{Ln +ChiR iRy js+(RliC1iLli jsz
Rji +Ryj Rji +Ryj
2N-1 L.s
Z,)=) > (3.123)
il [ 14+ 25 4+ CpLys”

2i

Comme tous les ¢léments des impédances Z;(s) et Z,(s) ont le méme dénominateur, on

aura donc:
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R, L. (R +R;.
Ly=L;, Cy = R —Cy; et Ry = h( i Ll) (3.124)
i TRy Ly +CiRyRy;
et

ZN-1 R, R;.+L;s

zd9=§]£R.;k. IJP‘ L (3.125)
AT TR 1y T2 g4 Oy Lys?

2i

IN-1 L..

Z,5)=Y 21 (3.126)

= 14 254 CyLys

2i

L’implémentation de la fonction de transfert Gga(s) = Zi(s) - Za(s) peut €tre réalisée par un

circuit analogique représenté par la figure 3.23 comme suit :

Z;(s)
i
LI
R
R
\7 R
— -
Z5(s)
E(s) ]
LI
Xsa(S)
- R
R % R 1
V,
Figure 3.23 :  Circuit analogique implémentant le systéme sinus
amorti d’ordre fractionnaire
ou R est une résistance de 1Q.
La tension de sortie Xs,(s) de ce circuit est donnée par :
R
Xsals) = [Vals) = Vi(s)]=[Va(s) = Vi )] (3.127)

ou, les tensions V(s) et V,(s) sont données par :
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Z
Vi(s)= —%E(s) =-ZE(s) et V,(s)= —TZE(S) = —Z,E(s) (3.128)
Alors, la tension Xga(s) devienne :

Xsa(8)=(Z) =Z,)E(s) (3.129)

par conséquent, la fonction de transfert du circuit de la figure 3.23 est donnée par :

XsA(s)

=—==-~=(Z1-Z 3.130
Ggal(s) E(s) (Z1-25) (3.130)

A partir des équations (3.125) et (3.126), on peut écrire Gsa(s) sous la forme :

Ry R, +L;s L,s
Gsals)= 2 (R T (3.131)
AT TR 4 g+ CyuLys” | | 1+ -2 s+CyLys”
2i 2i
Gsas)= 2, [R e i (3.132)
=T TR g 2 g4 O, Lys?
2
Alors, a partir des équations (3.119) et (3.132) et pour i = 1,...,2N-1, on peut écrire :
R;Ry. - L, L, +C.R.R;; R, +R,.
ll—ﬁzk _ ity a Ly 2_(1 _ L CiiRyiRy; ot @2 = i Li (3.133)

i ’ - ’ i
Ry +Ry o J1-¢2 Ry o Ry +Ry; R;CyiLy;
Dongc, pour i = 1,...,2N-1, les valeurs des résistances, des inductances et des capacités du

circuit analogique réalisant la fonction sinus amortie d’ordre fractionnaire, dans une bande de

fréquence d’intérét pratique, sont données par:

(\/l—iz —2amiai)+\/(\ll_§2 _40@131)\/1_&2 _4°)izai2(1_a2)
2

Ry; :ki

(3.134)

/ 2
Rulivl-¢ (3.135)

1—§2kiRu L. — —a;kRy;

Ry = > Ly = et Cy; =
Ry —kiy1-§ Ry —kiy1-¢ —ajkiof1-&?
L.(R;: +R;. R,
o LiRirRy) e o R o (3.136)
L, +C;R;Ry; R, +Ry;

3.6.2 Implémentation de la fonction cosinus amortie d’ordre fractionnaire
Pour la fonction de transfert rationnelle du systéme cosinus amorti d’ordre fractionnaire

donnée par I’équation (3.78), on peut utiliser un circuit analogique simple que celui utiliser
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pour le systéme sinus, ce circuit ne contient que des composants passifs. Donc, les
amplificateurs opérationnels sont négligés, puisque tous les parametres a; ont un signe positif.

Ce circuit est représenté par la figure 3.24.

Xea(s) (to8)™ +& 2N E+a;s
G =2CANV 0 = k. i =7 3.137
CA (S) E(S) [(Tos)zm + 2§(Tos)m +1] E i o Zai . i (S) ( )

Ou, Z(s) est I’'impédance du circuit RLC paralléle d’un réseau de (2N-1) cellules connectées
en série, comme elle est représentée sur la figure 3.24. Z(s) est donnée par 1’équation

suivante :

2N R. R, +L,

z(s)=%= > (R - ] Li T 0 Yo (3.138)

= .+ R . R.R.. .C.L.

S i=1 i Li 1+ L1+C1R1RL1 S+ i~ii SZ
R +Ry; R; +Ry;
Donc, a partir des équations (3.137) et (3.138), et pouri = 1,...,2N-1, on a:
R, . . L. L. R.R,. R. +R,.

aki _ RIRLI ﬁ__l 2_()(: 1+C1 it~ Li et (,0-2 _ 1+ Li (3139)

_Ri+RLi e _Ri, ; R; +Ry; b R;CiL;
Alors, pour i = 1,...,2N-1, les valeurs des résistances, inductances et capacités du circuit
analogique modulant la fonction cosinus amortie d’ordre fractionnaire, dans une bande de

fréquence d’intérét pratique, sont données par:

2.2
Ry, =4 kf (3.140)
1-a
= KiR , L, = 4Ry et C, = ! 5 (3.141)
Ry -k g a.k,m;
R, R, Rana
AN\ AN\ AVAVAA
I(s R L Riz L, Riana LNt
O, L anin—nm AMWV—TINLL L AAA
C G Cona
ve) | | |} |

Figure 3.24 : Réalisation d’un circuit analogique représentant le systéme cosinus
amorti d’ordre fractionnaire.
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3.6.3 Implémentation de I’approximation par ZPF

Le systéme d’ordre fractionnaire oscillatoire généralisé ne peut pas étre réalisé directement
par un circuit analogique a cause de sa fonction de transfert irrationnelle. Par contre, sa
fonction rationnelle obtenue a partir de ’approximation (3.109), peut étre réalisée par un
circuit analogique comme celui représenté sur la figure 3.25. De 1’équation (3.102) la fonction

de transfert du systéme d’ordre fractionnaire oscillatoire généralisé est donnée par :

) 1 N (1+1:0s)(2_2m) _ g g
N A T A e i O

1
(’L‘OS)2 + 2y(ros) +1

Gy(s)=(1+ 1505)(2_2m)a Gp(s)=

La fonction de transfert G(s) peut étre réalisée par un circuit analogique comme suit :

1 X(s) ZpRg
G(s)= = 28) 3.142
) (tos)™™ +28(ts)™ +1  Els) Z,Zy ( :

Zp

Rs

VS

E(s) X(s)

Figure 3.25 : Réalisation d’un circuit analogique du systéme d’ordre fractionnaire oscillatoire

généralisé.

Ou Rg est une simple résistance de 1€, Zi=Ls est une impédance d’une simple inductance L,

Zp des impédances du circuit RLC parall¢le de la figure 3.26 qui est donné par :

Ls

ZD_

- - (3.143)
LCs>+ —s+1
R
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I(s)
—

Vis) R L C

Figure 3.26 : Circuit RLC parall¢le.

Yy =1/Zy =Gy (s) = (1+ 155)**™ est I’admittance d’un circuit analogique représentant le

ZPF :

Gy(s)=(1+1,5)™ = . = (3.144)
S N s
H[l + J [T 1+ .
i\ Pi/) -0l  py(ab)
Cette fonction rationnelle peut se décomposée comme suit :
h.
iS (3.145)

Gy(9)=Gy + X
i:0(1+ S \J
po(ab)

avec Go=1eti=0,1, ..., V.

N .o

11 [1 - a(ab)(‘_J)]
h; =- (Lb)i = — (3.146)
Po I1 [1 _ (ab)(l—J)]
=0

i#]

Donc la fonction Gy(s) donnée par 1’équation (3.145) est analogue a une admittance Yn(s)
composée d’une résistance et un réseau de (N+1) de cellules RC connectées en parallele

comme il montre la figure 3.27 :

Figure 3.27 : Réalisation d’un circuit analogique RC du ZPF.
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On peut écrire I’admittance Yn(s) du circuit précédant par :
1 N sC,
NG R, i§[1+sRiCiJ (3.147)
Les valeurs des composants du circuit analogique modulant le ZPF dans une bande de

fréquence donnée, sont donnés pour i=0, 1, ..., N, par :
1

Gy =1/Rp, C;=h; et RC;=———
(ab)'p,

(3.148)

Donc, La fonction de transfert donnée par I’équation (3.142) représentant le circuit de la

figure 3.25 devient :

T
Ls
LCs®+—+1
G(S) = B 1 - X(S) — ZD RS = RS R (1+T0S)(2_2m)
[(tos)™™ +26(1e9)" +1]  E(s)  Z,Zy Ls
G(S) = 1 _ X(S) _ (] + TOS)(Zfzm) B (1 + TOS)(Z—Zm)

[(to8)™ +25(t®)™ +11 E(s) o2 L8, (o) +2v(tes)+1
R

L

Ou, 15 = LC et — = 271,
R

Donc :

T
L=2Ryt,et C=—>
1o 2Ry

3.7 Stabilité des fonctions sinus et cosinus amorties d’ordre fractionnaire
Les fonctions Gs(s) et Ga(s) du sinus et cosinus amorties d’ordre fractionnaires des

équations (3.19) et (3.20) ont le méme dénominateur D(s) donné par :
D(s)=[(t¢8)* +2&(t¢8) +1] = [1+ (1,;8)™ ][I + (1,8)™ ] = 0 (3.149)

ou, T; et T, sont deux complexes conjugués donnés par 1’équation (3.46). Donc, on peut écrire:

[1+(t9)"]=0= (1,9)" =-1 (3.150)
- 2
s™ =—Lm=— ! =— (&_J i_é )=—Lmexp(—j(p) (3.151)
T rg“(aﬂ‘ 1-@2) T T
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s = L exp(im) exp(—jp) = —expli(n— )] (3.152)
To To

La stabilit¢ des systémes décrits par ces fonctions sera examinée par le critere de la
stabilité des systémes d’ordre fractionnaire de la section (§.2.3.2). La condition suffisante de

stabilité est donc donnée comme suit [43] :

(Tc—(p)>gm (3.153)
conduisant a :

(p<§(2—m) (3.154)

donc:

2

[ ¢2 2
arctg{%} < E(2 -m) = [i] < tg{g 2- m)} (3.155)

En arrangeant 1'équation ci-dessus, nous aurons :

1;’ : <{th(2—m)}} :>(1—§2)<§2{tg{§(2—m)}} :>1<£1+{tg[g(2—m)}} ].;3(3.156)

qui conduit, pour 0 <m < 1, I’équation suivante :

&> ! = —cosB(z - m)} (3.157)

(s

et a I’équation suivante pour 0 <& < 1:

m>[2—2acos(—<‘;)} (3.158)

T

Les deux équations précédentes, représentes la condition suffisante pour la stabilité des
systémes sinus et cosinus amortis d’ordre fractionnaire en fonction des parametres m et .

L’allure de la région de la stabilité est représentée par la figure 3.28, dans le plan [m, &].
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Figure 3.28 : Région de stabilité dans le plan [m, &].

3.8 Conclusion

La premicre partie de ce chapitre a été consacrée a la présentation de deux systémes
fondamentaux d’ordre fractionnaire ainsi que 1’approximation de leurs fonctions de transfert
irrationnelles respectives par des fonctions rationnelles. Dans la seconde partie, nous avons
introduit deux autres systémes fondamentaux d’ordre fractionnaire qui généralisent les deux
premiers. Une méthode simple et efficace a ét¢ développée pour I’approximation de leurs
fonctions de transfert irrationnelles respectives par des fonctions rationnelles, dans une bande
fréquentielle limitée. L’utilit¢ de D’approximation par des fonctions rationnelles est le
développement des solutions des équations différentielles représentant les systémes
fondamentaux d’ordre fractionnaire.

Les fonctions de transfert rationnelles obtenues sont des combinaisons linéaires pondérées
de fonctions fondamentales du second ordre régulier. On a aussi montré I’analogie entre les
systémes d’ordre entier et ceux d’ordre fractionnaire et que les deux systémes réguliers de
second ordre des équations (3.96) et (3.97) sont des cas particuliers des deux systémes
d’ordre fractionnaire des équations (3.31) et (3.32) pour m=1. Les réponses impulsionelles et
indicielles de ces systemes ont été dérivées analytiquement a partir des fonctions rationnelles

obtenues. L’implémentation par des circuits analogiques a été aussi obtenue. Des exemples
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illustratifs ont été présentés pour montrer 1’exactitude, I’utilité¢ et I’efficacité de la méthode
d’approximation. Dans ces exemples, nous avons utilis¢é la méthode d’Oustaloup pour la
comparaison des résultats d’approximations des réponses fréquentielles et celle de Mittag-
Leftler pour les réponses temporelles.

Aprés avoir prouvé [’efficacité de D’approximation pour [’obtention des réponses
fréquentielles et temporelles, donc I’objectif du chapitre suivant sera consacré a 1’extraction
des caractéristiques et spécifications fréquentielles et temporelles de ces systémes
fondamentaux d’ordre fractionnaire pour une éventuelle utilisation dans la commande des

systemes.
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4.1 Introduction

La théorie des systémes asservis est une discipline technique destinée a analyser et a
concevoir des systémes de commande pratique et autres dispositifs technologiques. L’analyse
des systeémes asservis a pour objectifs principaux la détermination des caractéristiques tels que
le degré ou I’étendue de la stabilité¢ du systéme, son comportement en régime permanent et en
régime transitoire. La conception des systémes asservis a pour but fondamental la réponse aux
conditions fixées pour le comportement du systéme projeté. Ces conditions sont des
contraintes que 1’on impose aux fonctions mathématiques décrivant ses caractéristiques qui
sont, en général, de deux types, a savoir, les spécifications fréquentielles et temporelles. En
d'autres termes, les mesures de performance représentent un outil d’aide pour répondre a la
question : a quel point le systéme accomplit-il la tAche pour laquelle il a été congu ?

Les performances fréquentielles d’un systéme asservi peuvent €tre spécifiées dans les
termes du facteur de qualité, la pulsation de résonance, le facteur de résonance et la bande
passante. Les caractéristiques temporelles de performance d’un systéme asservi s’exprime a
I’aide du comportement transitoire de la réponse indicielle dans les termes du dépassement,
du temps de montée, temps de réponse et temps de retard.

Sachant que les performances caractéristiques fréquentielles et temporelles d’un systeme
classique du second ordre sont en fonctions de son coefficient d’amortissement et de sa
pulsation naturelle. Dans ce chapitre, le systéeme d’ordre fractionnaire de 1’équation (3.100)
sera considéré comme systeme de référence parce que quand m = 1 il devient un systéme
classique du second ordre. Comme le systéme d’ordre fractionnaire de 1’équation (3.100)
possede, en plus du coefficient d’amortissement et de la pulsation naturelle, 1’ordre
fractionnaire m comme troisiéme paramétre qui va jouer un role trés important dans la
caractérisation des performances assurant une diversité de choix des caractéristiques qui
n’existent pas dans le cas des systémes d’ordre entier. Alors, ce chapitre sera consacré a
I’extraction des performances caractéristiques fréquentielles et temporelles du systéme
fondamental d’ordre fractionnaire en fonction de son coefficient d’amortissement, de sa

pulsation naturelle et de son ordre fractionnaire m.
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4.2 Performances caractéristiques d’un systéme du second ordre

4.2.1 Spécifications fréquentielles
Soit le systtme du second ordre dont la fonction de transfert est donnée sous la

forme suivante [60] :

G(s)= (4.1)

ou le facteur d’amortissement & et la pulsation naturelle @y du systéme sont tel que £ > 0 et
®p > 0. Figure (4.1) montre la réponse fréquentielle du systéme second ordre de 1’équation
(4.1).

Les caractéristiques fréquentielles les plus utilisées sont obtenues de la figure (4.1) comme
suit:
e Facteur de qualité Q

Le facteur de qualité Q est défini par:

1

=1G(jo,)|= 4.2)
Q | (jo, )| 2e
10 T T T ‘ T T T T T
Mr (Facteur de Résonnance) Q (Facteur de Qualité)
5 ; 4
O —
-3¢
5 Bande Passante -
~ -0 s
&)
S
= 15— .
=
=
=]
> 20 -
251 s
301 |
35 |
_40 | L1 ‘ | 1 | L1
10° 10" wr w0 we 10
Pulsation (Rad/s)

Figure 4.1 : Réponse fréquentielle du systéme du second ordre (Module).
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e Pulsation de résonance o,
La pulsation de résonance o, est définie comme la pulsation au gain maximum de la
réponse fréquentielle du systéme. Elle est obtenue comme la solution de 1’équation suivante:
dG (o) _ 43)
do
e Le facteur de résonance M,
C’est la valeur maximale du gain obtenue a la pulsation de résonance o, comme suit :
M, =|G(jo,) s (4.4)
Il existe aussi d’autres caractéristiques fréquentielles telles que la pulsation de coupure ©,
qui correspond au gain unité ; la bande passante est la pulsation qui corresponde a la pulsation
pour laquelle ’amplitude en dB devient -3dB.

Le tableau 4.1 résume toutes les caractéristiques fréquentielles de ce type de systéme.

Tableau 4.1 : Caractéristiques fréquentielles d’un systéme du second ordre.

1 1
Facteur d’amortissement 0<g<— —< &<l >1
NG N :
.., 1
Facteur de qualité Q Z 0 0

w1 - 282 N.D N.D

Pulsation de résonance o,

Facteur de résonance M,

—— 0 0
201-8°

o1- 282 + /482 (€7 — 1)+ 1

Pulsation de coupure o,

Bande passante BP @0\/1_2g2 +\/4§2(§2 _1)+2

Pente en haute fréquence - 40 dB/déc
Phase en basse fréquence 0 (deg)
Phase en haute fréquence -180 (deg)
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4.2.2 Spécifications temporelles
Figure (4.2) montre la réponse indicielle du systeme du second ordre de 1’équation (4.1).
Les spécifications temporelles d'un systéme du second ordre sont tirées généralement a partir

de sa réponse indicielle. Pour le cas ou & < 1, la réponse indicielle est donnée par [60]:

exp(— £, t)sin| o, (W)t + atan g

x(t)=K|1- 4.5)

1
NS
Les spécifications les plus utilisées sont celles mentionnées sur la figure 4.2.

e Le dépassement M,(%)
Le dépassement est la valeur du premier pic de la réponse temporelle pour une entrée
échelon unité et x,, est la valeur finale de la réponse. Le pourcentage du dépassement

maximum M;p(%) est défini comme suit :

M (%)= 2m — T 100 % =exp£—L2Jxloo% (4.6)
X I_EJ

0

1.8+~
1.6+
1.4+

1.2+

]
1
|
|
-4

x(t)

o [

Temps

=
=

Figure 4.2 : Réponse indicielle du systéme de second ordre.

110



Extraction des Performances Caractéristiques d’'un Systeme d’Ordre Fractionnaire Généralisé Chapitre 4

e Le temps de dépassement T,

C’est le temps du premier maximum de la réponse indicielle qui est la solution de

dx (t)

l’équationd— = 0. Il est défini par:
t

T, =—— 4.7)

e Temps de réponse T,
C’est le temps requis pour que la réponse indicielle atteindre un certain pourcentage ¢ (2%,
5% ou 10%) de la valeur finale. Il est donné, pour E< 1, par :

o1 log(cx/l—&,z]

T ko, 100

(4.8)

e Le temps de monté T,

I1 est défini comme étant le temps mis pour passer de 10% a 90% de la valeur finale pour
une excitation en échelon (T; = toge, - t10). Il est difficile de trouver une expression analytique
exacte pour le temps de monté. Souvent, on définit le temps de monté par des simulations
[60]. Les spécifications temporelles d’un systetme de second ordre sont résumées dans le
tableau 4.2.

Tableau 4.2 : Caractéristiques temporelles d’un systéme du second ordre.

Facteur d’amortissement E<l1 E>1
Le dépassement M exp| — s x100 % 0
p /—1 e
T

Le temps de dépassement T, N.D

L oe N —log (5/100 )
Ew 100 (00(3';—\/3';2—1)

Temps de réponse a (6%) T;

Le temps de monté T, Obtenu par simulation
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4.3 Performances caractéristiques d’un systeme d’ordre fractionnaire
oscillatoire

4.3.1 Introduction
Soit un systeme d’ordre fractionnaire dont la fonction de transfert est donnée par :
G(s) = Zm(m—)zmm (0<m<1) (4.9)
s+ (w,)
Ce systéme peut montrer des comportements qui s'étendent de la relaxation a 1'oscillation,
y compris les comportements correspondant a un systéme du premier et du second ordre en
tant que cas particuliers (m=1 et m=2). Il a été proposé dans le domaine de 1’asservissement
pour la premicre fois par Manabe [61]. Puis, il a aussi été¢ considéré comme un systeme de
référence [41,62]. Toute la théorie de la commande robuste d’ordre non entier (CRONE)

d’Oustaloup est basée sur ce type de systeme [28,63].

4.3.2 Spécifications fréquentielles du systeme d’ordre fractionnaire oscillatoire
Le systeme d’ordre fractionnaire oscillatoire dont la fonction de transfert est donnée par

I’équation (4.9) peut s’écrire comme :

G(s)= , (05<m<1) (4.10)

ou,

. 1 1
G(jw) = = (4.11)

I(Jgj (I(ij <m)} Jm sin(on)

Le module en dB |G(jo)|4s et la phase arg[G(jo)] de G(s) sont donnés par :

G(jo) 4 =20logy, — : — (4.12)
\/ ((Dj - 2(0)j cos(mm)+1
o, o,
arg[G(jm)] = —arctan sin(m) — (4.13)
cos(mm) + (mcj
o)
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Lorsque m—+o0, le comportement asymptotique de ce systéme obtenu a partir des expressions

(4.13) et (4.14) est donné par :

@ﬁmLBz—4Mnb&{£§} argG(jo)]~ - mn (4.14)
Lorsque ®—0, le comportement asymptotique de ce systeéme obtenu a partir des expressions

(4.13) et (4.14) est aussi donné par :
G(jo), 0, arg[G(jo)]~0 (4.15)
Par conséquent, aux hautes fréquences les asymptotes du module et de la phase sont

donnés respectivement par: - 40m dB/dec et — mm rad et aux basses fréquences les

asymptotes du module et de la phase sont donnés respectivement par : 0 dB/dec et 0 rad.

e Le facteur d’amortissement
Le systeme d’ordre fractionnaire oscillatoire de 1’équation (4.10) est un systeme qui

représente un régime sous amorti, avec un facteur d’amortissement &, défini selon [62] par :

€ =cos(m— ZL) (4.16)
m

et selon [52], & est défini a partir de 1’équation (2.65) par :
} |1 + cos(2m7t)|
= (== A 4.17

A partir de I’équation (4.12), le facteur de qualité est défini par :
1 1

—1GGm )= -
RN N s

e Pulsation et facteur de résonance ( ®,, M,)

e Facteur de qualité Q

diG(jo)

Pour calculer la pulsation de résonance, il faut d’abord calculerd— =0 Donc, a partir
®
de I’équation (4.12), o, est donnée par :
1
®, = o, [~ cos(mmn)|2m (4.19)

Remplagant o, dans (4.12), le facteur de résonance M; est donné par :

(4.20)

M, = |G(j03r)| - sin(mn)
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4.3.3 Spécifications temporelles du systeme d’ordre fractionnaire oscillatoire

Les spécifications temporelles sont définies a partir de la réponse indicielle du systéme
oscillatoire d’ordre fractionnaire. En utilisant 1’approximation par la fonction de Mittag-
Leffler, la réponse indicielle est obtenue dans [62], par :
O)Ln }_ = [_ (mct)m]

—1-
sis™ + oy’ Z

=0 F(1+mn) :l_Em[_((DCt) ] (4.21)

x(t) = L‘l{

ou, E, est la fonction de Mittag-Lefler définie dans [23].
La réponse indicielle est aussi obtenue a partir de la méthode d’approximation dans [52]

par :

B2 -2AB A’w?
X(t):l+( 1 é(gg * (DC

ou, A, B, @, et p; sont donnés dans la section (§ 2.5.2).

12 N
J exp(— ooc‘it)sin(coC 1-&%t+®, )— Zki exp(—p;t) (4.22)
i=0

I1 est difficile de trouver les caractéristiques du systéme par un calcul simple. Pour cela,
une méthode heuristique est utilisée dans [62] et [52] pour trouver ces caractéristiques sous
forme de polyndmes en termes de m et ..

e Le dépassement M,

Le dépassement est donné par [62] et [52] respectivement comme suit :
Mp = 0.8(2m —1)(2m —0.75) (4.23)
Mp =~ (2m —1.005)(2m —0.755) (4.24)

e Le temps de dépassement T,
Le temps de dépassement dans [62] (pour une erreur inférieur a 1%) est donné par

I’expression suivante

T 1.106(2m — 0.255)*

P 2m-0.92])w, (42)
et il est donné dans [52] par :
2
, - L8025 w20
e Temps de réponse T,
Le temps de réponse a 2% de la valeur finale dans [62] est donné par :
T, (2%) = 4 = &j) , 0.695 <m<1 (4.27)

COS(T——)®
(= o
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et dans [52] il est donné par I’expression suivante:

m-—1
T, (2%) = 42 _ 4 0.569 <m <1 (4.28)

O, 4|1+ cos(%) 50

Dans [62], le temps de monté est donné par :

e Le temps de monté T,

T~ 0.1312m+1.157)?

. , 0.5<m«l1 (4.29)
(2m-0.724)o,
et celui interpolé par [52] est donné par :
2
T z0.135(2m+1.158) . 05<m<1 (4.30)

T 2m-0.72)o,

4.4 Performances caractéristiques d’un systéme d’ordre fractionnaire
généralisé
Sachant que I’ajustement ou bien le compromis entre certains mesures de performance
dans un systéme classique du seconde ordre de 1’équation (4.1) est assuré par le facteur
d’amortissement & et la pulsation naturelle wy. On note aussi que les parameétres caractérisant
les mesures de performance du systéme d’ordre fractionnaire oscillatoire de 1’équation (4.9)
sont en fonction des parameétres m et w.. Dans ce contexte, le systéme d’ordre fractionnaire

généralisé est représenté par la fonction de transfert suivante [56-57,59] :

G(s)= (4.31)

ou 0<m<1,0<E<1etw>0.0nnote que pour m=1 (§ # 0) la fonction de transfert de
I’équation (4.31) devienne la fonction de transfert du systéme de second ordre classique de
I’équation (4.1) et que pour & = 0 (m # 1) la fonction de transfert de 1’équation (4.31)
devienne la fonction de transfert du systéme d’ordre fractionnaire oscillatoire de 1’équation
(4.9). Alors, cette fonction généralise le systéme du second ordre de 1’équation (4.1) par le
parametre m et le systétme d’ordre fractionnaire oscillatoire de 1’équation (4.9) par le
parametre & qui est indépendant de m. La variation de ces deux parameétres assure une
diversité de choix concernant les caractéristiques de performance qui n’existent pas dans le
cas d’un systeme du second ordre classique ni dans le cas d’un systéme d’ordre fractionnaire

oscillatoire. L’étude du systéme de I’équation (4.31) a été abordée dans quelques travaux
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récents [64-65]. Mais, dans ces travaux, on ne trouve pas une ¢tude globale qui rassemble tous
les parametres nécessaires pour la caractérisation de ce type de systémes. Vu a la complexité
du systeme d’ordre fractionnaire généralisé, il a été difficile de définir ses parametres de
performance analytiquement. Donc on a essayé d’extraire ces parametres a 1’aide des
approximations et des simulations, particuliérement dans le domaine temporel [66].
4.4.1 Spécifications fréquentielles

De la section (§ 3.5), 'approximation de la fonction de transfert du systéme d’ordre

fractionnaire généralisé de 1’équation (4.31) par une fonction rationnelle est donnée par :

1+ a[j
_X() 2NZI ; (4.32)

E 2
®) i 1+2a(sJ+(S]
; ;

ou les coefficients a, a, et w;, pouri= 1,2, ..., 2N-1, sont donnés par:

o= cos(g) avec ¢ = arcos(&) (4.33)
m
1
azﬁ(oc\/l—&z —&\/l—az) (4.34)
;= }ﬁﬁi) (4.35)

4.4.1.1 Comportement asymptotique de G(jo)
A partir de I’équation (4.31), G(jo) est donnée par :
1

2m m
Ej"”j +2§ijj +1
O O

On peut écrire G(jo) sous la forme suivante :

o _ . 1 - — (4.37)
ot v T sl ()2

Le module en décibels |G(jo)|qs est donné par:

G(jw) = (4.36)

1

2m m
R R Y O
®g ®g
ou B = cos(nm/2)

A partir de I’équation (4.31), la phase arg[G(jw)] est donnée par :

(4.38)

|G(j(’0)|dB =20log,
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. 0, " . (mm
sin(mm)+ 2&[@) sm(zj
cos(mm)+ 2&(w0jm cos(nmj + (wojzm

[0) 2 ()

Les comportements asymptotiques de |G(jo)|qs et de arg[G(jw)] obtenus de I’expressions

arg[G(jo)] = —arctg (4.39)

(4.38) pour le module et de I’expression (4.39) pour la phase , lorsque w—+o0, sont donnés
comme suit :

: o) :
IG(jo) 45 = —40 mloglo[w—j arg|G(jo)] ~ —mn (4.40)
0

Les comportements asymptotiques de |G(jo)lags et de arg[G(jo)] obtenus aussi de
I’expressions (4.38) pour le module et de I’expression (4.39) pour la phase , lorsque ®—0,

sont les droites horizontales de 0 dB et O rad, respectivement.

4.4.1.2 Facteur de qualité Q
Le facteur de qualité Q est le module de G(jw) a la fréquence wy. Donc on peut définir ce
dernier pour le systeme d’ordre fractionnaire généralis¢ a partir de (4.38), comme suit:

I _
2(&, + cos mz“j 2(6+B)

Les figures (4.3) et (4.4) représentent la variation du facteur de qualité du systeme d’ordre

Q=|G(jo,)|= (4.41)

fractionnaire généralisé¢, en fonction de la puissance fractionnaire m et le coefficient
d’amortissement & obtenue a partir de (4.41). La variation du facteur de qualité Q du systéme
du second ordre classique (m=1) est aussi représentée sur la figure (4.4). De ces figures, on
peut remarquer que la variation du facteur de qualité est proportionnelle a I’ordre fractionnaire

m et inversement proportionnelle au facteur d’amortissement &.

4.4.1.3 Fréquence et facteur de résonance

La pulsation de résonance o, est la pulsation au gain maximum de la réponse fréquentielle.
Pour le systéme d’ordre fractionnaire généralisé. La détermination de ce paramétre par une
expression analytique est un peut difficile. Mathématiquement, la fréquence de résonance est
celle qui annule la premiére dérivée du gain |G(jw)|. De 1’équation (4.38), la dérivée de |G(jo)|
par rapport a ® est donnée par:

. 3m 2m m
detio) _, (ﬂj +358 (EJ (22 4+2p2 - 1{ﬂj +EB=0 (4.42)

do ®, ®y ON
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Figure 4.4

et m=1.
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m

® : . o - . . .

Pourx = (—j , on obtient le polyndome P(x) du troisiéme degré a coefficients réels suivants:
®

P(x)= x> +36Bx> + (287 + 2% 1)k + EB (4.43)
La solution réelle de ce polynéme est donnée par [67]:

N =i/q—\/q2+4p3/27 +i/q+q/q2+4p3/27 _ep (4.44)

2 2

avec q et p sont donnés par :

q=-(3e2p% 28> —2p* +1) et p=-2epe>-1)p>-1) (4.45)
Dongc, la pulsation de résonance ®, est donnée par :

1

o, = o(x,)m (4.46)

On remarque que ’expression de x; donnée par (4.44) est tres compliquée pour I’analyse
de la pulsation de résonnance o, en fonction de m et & De ce fait, on doit chercher une
approximation de x; pour meétre ®; sous une forme plus simple en termes de m et &. Alors,

I’approximation de x; est donnée par :

x, =1-2(§ +B)’ (4.47)

Donc, on peut écrire 1’expression de la pulsation de résonnance sous la forme suivante :

o, = (L-2( + Y P (4.48)
De I’équation (4.48), la valeur minimale de & pour que le systeme ne présente pas de
résonance est donnée par :
1
V2

Figure (4.5) représente la variation de la pulsation de résonance o, en fonction de m pour &

&> -B (4.49)

fixe. Figure (4.6) représente aussi la variation de la pulsation de résonnance o, en fonction de
& pour m fixe et pour m = 1.
Le facteur de résonnance M; est la valeur du gain maximum. Il est obtenu a la fréquence o,
par :
M, =Max(G(jo))=|G(jo,) (4.50)
Figure (4.7) représente la variation du facteur de résonnance M, en fonction de m pour &
fixe. Figure (4.8) représente aussi la variation du facteur de résonnance M; en fonction de &

pour m fixe et pour m = 1. On peut remarquer aussi que la variation du facteur de résonance
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augmente pour les petites valeurs de & ou les grandes valeurs de m et se diminue pour les

grandes valeurs de & ou les petites valeurs de m.
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Pulsation de résonance o, en fonction de m pour quelques valeurs de &.

0.45

0.55

- | |

| |

6O BD DD DD DD B !
cocococuococooooo)! ! wn
| | 3
IRRNEERRRNE ” L1y 3
[ v T N [ (P L
| | | | | | e =
| | | | | | W‘B
| , | , , | | =
A ) @ ~ © L < =

o [S) ) o [S) [S)
m /o

Pulsation de résonance o, en fonction de & pour des valeursdem (0 <m<1) et

Figure 4.6



| Chapitre 4

Extraction des Performances Caractéristiques d 'un Systeme d’Ordre Fractionnaire Généralisé

02 | -----

—qsi
——Qsi

gsi
—qsi
gsi

=04 -----
0.45
05

—qsi
——qsi

14

12-----|—gsi

10p-----|—agsi

0.84 0.86 0.88 0.9 0.92 0.94 0.96

0.82

M; en fonction de m pour § fixe.

csonance

Facteur de ré

Figure 4.7

——m=0.85
——m=0.9

cond Ordre)

0.95
1 (Se

—m
—/m

14

M:; en fonction de & pour des valeursdem (0 <m<1)et

csonance

: Facteur de ré

Figure 4.8

m=1.

121



Chapitre 4 Extraction des Performances Caractéristiques d 'un Systeme d’Ordre Fractionnaire Généralisé

4.4.2 Spécifications temporelles du systéme d’ordre fractionnaire généralisé

Les spécifications temporelles du systeme d’ordre fractionnaire généralisé sont tirées
indirectement a partir de sa réponse indicielle utilisant les approximations par des fonctions
rationnelles de sa fonction de transfert. La réponse indicielle obtenue a partir de I’équation

(4.32), pour 0 <m< 1, est donnée par :

>

4.4.2.1 Temps de dépassement T,

exp(— o, t) s1n( i\/1—0c2t+(p) (4.51)

x(t)=1-

Le temps de dépassement est le temps du premier maximum de la réponse indicielle. 11 est
difficile de définir une expression exacte pour le temps de dépassement. Donc le calcule de ce
parametre est effectué a travers les résultats de simulation de 1’équation (4.51).

La variation de T, en fonction de m avec & comme parametre obtenue a partir de 1’équation
(4.51) est représenté dans la figure (4.9). La variation de T, en fonction de & avec m comme
parametre et pour m = 1 obtenue a partir de 1’équation (4.51) est aussi représenté dans la

figure (4.10).

4.4.2.2 Le dépassement en %
Le dépassement (PO) est la différence maximum en pourcentage existant entre la valeur
maximale M, et la valeur finale x,, de la réponse indicielle d’un systéme. Il est donné

par I’expression suivante:

M, -x,
PO =——x100% (4.52)

X

La réponse indicielle du systeme d’ordre fractionnaire généralis¢ donnée par 1’équation
(4.51) est utilisée pour calculer le dépassement en %.

Le dépassement PO du systéme d’ordre fractionnaire généralisé est représenté par les
figures (4.11) et (4.12), en fonction de m et & respectivement, Le dépassement d’un systéme

du second ordre régulier (m=1) est aussi représenté en fonction de & dans la figure 4.12.
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On note que la variation du dépassement est dépende aussi de la valeur de la puissance
fractionnaire, en plus du facteur d’amortissement & On remarque qu’un systeme d’ordre
fractionnaire m inferieur a 0.8, ne présente aucun dépassement.

Le tableau 4.3, représente ’intervalle de I’existence du dépassement en fonction de &, pour
certaines valeurs de m.

A partir des figures 4.11, 4.12 et le tableau 4.3, on remarque que le systéme d’ordre
fractionnaire représente un comportement oscillatoire jusqu’a une valeur précise de &, apres
cette valeur le systéme prend un comportement d’un systéme de relaxation, ou le dépassement
devient nul.

On note que pour un dépassement fixe (par exemple 10%), une infinité de systémes
d’ordre fractionnaire généralisés peuvent avoir ce dépassement pour un couple donné (&, m) ;
alors le parametre m peut étre utilisé pour accomplir d'autres caractéristiques que le systéme

régulier du second ordre (m = 1) ne peut pas faire.

Tableau 4.3 : Intervalle d’existence du dépassement dans un systéme d’ordre fractionnaire

généralisé.
m P.O% et Tp (déterminé) | P.O%=0 et Tp (non défini)
m=1,(Second Order) 0<&<l &1
&>0.704
0.95 E<E<0.704
< E<0.586 >0.586
0.9 &<& g
< E<0.478 >0.478
0.85 S5 s
£<£<0.392 £>0.392
0.8
- > S
<0.8 24
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4.4.2.3 Le temps de réponse T,

Le temps de réponse est défini autant que, le temps nécessaire pour que la réponse
indicielle atteindre sa valeur finale, avec un certain pourcentage ¢ (2% ou 5%). Dans notre cas
le pourcentage ¢ = 2%, est choisi pour déterminer le temps de réponse Ts.

La figure 4.13, représente la variation simulée du temps de réponse a 2%, obtenue a partir de
I’approximation de la réponse indicielle donnée par I’équation (4.51), en fonction de m, pour
un facteur d’amortissement & fixe.

La figure 4.14, représente la variation simulée du temps de réponse a 2%, obtenue a partir
de I’approximation de la réponse indicielle donnée par 1’équation (4.51), en fonction de &,
pour un ordre fractionnaire m fixe.

A partir de la figure 4.14, on remarque que, la variation du temps de réponse en fonction de
&, pour différentes valeurs de m, est similaire a celle du second ordre régulier. Elle est
décroissante jusqu’a une valeur de & bien définie, puis elle devient croissante. Durant toutes
les simulations, on a remarqué que la relation entre le temps de réponse T et ’ordre

fractionnaire m est inversement proportionnelle.

Figure 4.13 : La variation du temps de réponse en fonction de m, pour § fixe.
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Figure 4.14 : La variation du temps de réponse en fonction de &, pour m fixe, en incluant le

cas particulier m=1 du second ordre.

4.4.2.4 Le temps de monté T,

On a utilisé I’expression de la réponse indicielle donnée par (4.51) pour calculé le temps de
monté, qui est défini comme étant le temps mis pour passer de 10% a 90% de la valeur finale
pour une excitation en échelon donné par :

T, = toge, —tion (4.53)

La figure 4.15 représente la variation du temps de monté en fonction de m avec § varie de
0.4 2 0.9, ainsi que la figure 4.16 représente la variation du temps de monté en fonction de &
avec m varie de 0.6 a 1, ou cette derni¢re valeur de m représente le system de second ordre.
On remarque que le passage de la réponse indicielle de 10% a 90% de sa valeur finale est

devient plus en plus rapide dans le sens décroissant de la valeur de &
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4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a considéré les caractéristiques de performance d’un systéme d’ordre
fractionnaire généralisé qui a un comportement entre un systéme du second ordre régulier et
un systéme d’ordre fractionnaire oscillatoire. Ces caractéristiques sont regroupées en
spécifications fréquentielles et temporelles. Les spécifications fréquentielles ont été obtenues
en utilisant la fonction de transfert irrationnelle du systéme lui méme et son approximation
par une fonction rationnelle. Pour les spécifications temporelles, on a utilis€ uniquement sa
réponse indicielle obtenue a partir de son approximation par une fonction rationnelle. Le
systeme d’ordre fractionnaire généralisé possede, en plus du coefficient d’amortissement et de
la pulsation naturelle, I’ordre fractionnaire m comme troisiéme parameétre. On a trouvé que
I’ordre fractionnaire m joue un role trés important dans la caractérisation des performances
assurant une diversité de choix des caractéristiques qui n’existent pas dans le cas des systemes
d’ordre entier ni dan le cas des systemes d’ordre fractionnaire oscillatoire. Ces résultats
permettent de considérer le systeme d’ordre fractionnaire généralisé comme un systéme de

référence pour I’asservissement et la modélisation des processus.
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1. Conclusion

Le sujet des operateurs et des systemes d’ordre fractionnaire a acquis une importance
considérable durant les derni¢res décennies; cela est dii surtout aux nombreuses applications
dans divers domaines des sciences appliquées et de 1’ingénierie. Alors, leurs simulations et
implémentations efficaces et correctes sont devenues un axe de recherche trés important.

Dans cette thése, le théme abordé porte essentiellement sur les systémes fondamentaux
d’ordre fractionnaire représentés par les équations différentielles d’ordre fractionnaire

suivantes :

2m m
(1) S 2 m 2D vxt = (= Jett

2m dsz(t) X(t)

(To) +28(to)" +x(1) = (19)" ()+?';e(t)

dont les fonctions de transfert sont données, respectivement, par les fonctions irrationnelles

suivantes :

[ ¢2
Gs(s)= ¢

[(t9s)™™ +2&(tos)™ +1]

(Tos)m +&
[(145)°™ +2€(t(s)™ +1]

pour 0 <m < 1,0 <& <1 et 19 est un nombre réel positif. On note que pour m=1 ces

Ge(s) =

équations différentielles d’ordre fractionnaire deviennent des équations différentielles
linéaires classiques et leurs réponses impulsionnelles sont le sinus amorti et le cosinus amorti.
Alors, pour 0 <m < 1, les réponses impulsionnelles de ces systemes d’ordre fractionnaire sont
définies, respectivement, comme le sinus amorti d’ordre fractionnaire et le cosinus amorti
d’ordre fractionnaire.

Comme ces types de systemes d’ordre fractionnaire n’ont pas de solutions analytiques
exactes, les techniques d’approximation sont tres utilisées pour faciliter leurs étude et analyse.
Alors, l'objectif principal est de contribuer au développement de méthodes d’implémentations
et d’analyse des systémes fondamentaux d’ordre fractionnaire.

En premier lieu, I’étude de la stabilité de ces systemes fractionnaires a ét¢ faite en termes des
parametres m, & et to. Puis, des techniques d’approximations dans une bande fréquentielle
donnée, des fonctions de transfert irrationnelles Gga(s) et Gea(s) de ces systémes

fondamentaux d’ordre fractionnaire ont été élaborées, en se basant sur des fonctions
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rationnelles. Ensuite, a partir des fonctions rationnelles obtenues, les réponses impulsionnelles
et indicielles de ce type de systetmes ont été tirées analytiquement. Les résultats
d’approximation obtenus ont été comparés aux fonctions de transfert irrationnelles dans le
domaine fréquentiel. Leurs réponses impulsionnelles et indicielles ont été aussi comparées a
celles obtenues par la méthode dite de Mittag-Leffler, sous forme polynomiale, trés utilisée
dans la littérature. Les résultats obtenus par la méthode proposée ont été tres satisfaisants dans
les deux domaines fréquentiel et temporel. Enfin, la réalisation de ces deux systémes d’ordre
fractionnaire fondamentaux par deux circuits analogiques a été faite en se basant sur les
fonctions de transfert rationnelles d’approximation.

La seconde partie de ce travail a été consacrée a 1’é¢tude des performances caractéristiques
fréquentielles et temporelles du systeme d’ordre fractionnaire dont la fonction de transfert est
donnée par la fonction Gga(s). Cet étude a été considérée parce que quand m=1 ce systeme
d’ordre fractionnaire devient le systéme classique du second ordre qui est considéré comme
systeme de référence pour les systemes asservis. Le systeme d’ordre fractionnaire considéré
possede, en plus du coefficient d’amortissement et de la pulsation naturelle, 1’ordre
fractionnaire m comme troisiéme paramétre qui joue un role trés important dans la
caractérisation des performances assurant une diversité de choix de ces caractéristiques. Les
résultats obtenus des performances caractéristiques fréquentielles et temporelles de ce type de
systeme fractionnaire ont été trés intéressants et n’ont pas d’équivalents pour le systéme

classique du second ordre.

2. Perspectives et suggestions
Beaucoup de travail de recherche reste a faire dans le domaine de la théorie des systémes
d’ordre fractionnaire. Alors les perspectives et les suggestions des travaux de recherche que
I’on peut envisager sont cités au dessous comme:
e Extension des résultats obtenus pour un facteur d’amortissement & négatif tout en
respectant la stabilité du systéme fractionnaire.
e Extension des résultats obtenus pour un ordre fractionnaire complexe.
e Extension du concept de filtre analogique de Butterworth aux systemes d’ordre
fractionnaire pour I’obtention de filtre analogique de Butterworth d’ordre

fractionnaire comme suit :
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, avecO0<a<l1

H(s)H(-s) =

JT
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Résumé

Les systemes d'ordre fractionnaire ont re¢u un intérét considérable dans de nombreux
domaines des sciences appliquées et de l'ingénierie. Ces systeémes sont généralement décrits
par des équations différentielles d’ordre fractionnaire. Dans le domaine fréquentiel, ils sont
représentés par des fonctions de transfert irrationnelles. A cause de ces fonctions
irrationnelles, les systemes d’ordre fractionnaire ont ét€ marginalement étudiés. Comme ils
n’ont pas de solutions analytiques exactes, les techniques numériques et d’approximation sont
largement utilisées pour leur résolution, analyse et implémentation.

Dans cette thése des techniques de résolution, d’implémentation analogiques et d’analyse des
systemes d’ordre fractionnaire fondamentaux en se basant sur des approximations par des
fonctions rationnelles de leur fonctions de transfert irrationnelles sont présentées. L’extraction
et ’analyse des caractéristiques fréquentielles et temporelles de ces systémes a aussi été faite.
Des exemples illustratifs ont été présentés pour démontrer 1’efficacité et 1’exactitude des
méthodes proposées. Les résultats des simulations obtenus ont été satisfaisants. Ils ont été
discutés et comparés avec des méthodes de résolution récente dans la littérature. Les
comparaisons des caractéristiques obtenues avec ceux des systemes du second ordre classique

ont aussi été faites.

Mots Clés :
Equation différentielle d’ordre fractionnaire, Fonction irrationnelle, Fonction rationnelle

Implémentation analogique, Stabilité, Systémes d’ordre fractionnaire



Abstract

Fractional order systems have received a considerable interest in numerous domains of
applied sciences and engineering. These systems are generally described by fractional order
differential equations. In the frequency domain, they are represented by irrational transfer
functions. Because of these irrational functions, fractional order systems have been
marginally studied. Since they do not have exact analytical solutions, digital and
approximation techniques are widely used for their resolution, analysis and implementation.

In this thesis resolution, analog implementation and analysis techniques of fundamental
fractional order systems based on rational function approximations of their irrational transfer
functions are presented. Derivation and analysis of the frequency and temporal characteristics
have also been done. To show the efficiency and exactitude of the proposed methods,
illustrative examples have been presented. The obtained simulation results were satisfactory.
They have been compared to some of the recent resolution methods in the literature.
Comparisons of the obtained characteristics with those of a regular second system have been

also done.

Key Words:
Analog implementation, Fractional order differential equation, Fractional order system,

Irrational function, Rational function, Stability
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