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[INTRODUCTIOE]



I1

La réalisation de projets complexes tels que la construction
d'un immeuble, la détermination du cycle de fabrication d'un atelier ou
1'établissement d'un emploi du temps, imposent généralement 1'accomplisse-
ment de tdches nombreuses et variées soumises & des contraintes de types
trés divers. Etablir un ordonnancement, c'est déterminer 1'ordre et le ca-
lendrier d'exécution de 1'ensemble de ces tdches en satisfaisant, si possi-
ble, 1'ensemble des contraintes. En général ce probléme a plusieurs solu-
tions admissibles et il faut déterminer celle qui optimise un critére fixé
d 1'avance. Ce critére peut 2tre la minimisation d'un délai de réalisation,
la maximisation d'un profit, le lissage des effectifs de la main d'oeuvre,
1'é&talement des charges financiéres ou tout autre critére économique.

Le probléme de 1'ordonnancement comporte donc deux parties essen-
tielles : la recherche d'une solution compatible avec les contraintes et
1'optimisation de celle-ci.

De nombreux modéles de résolution ont déja &té proposés, mais
i1s appartiennent tous & deux grandes classes suivant la nature des contrain-
tes considérées : les contraintes dites "potentielles" et les contraintes
‘tumulatives et disjonctives". A titre d'exemple, les contraintes de locali-
sation temporelle ou les contraintes de succession sont potentielles. Par
contre des limites sur les disponibilités ou la disjonction, dans le temps,
de 1'exécution de deux taches forment des contraintes cumulatives et dis-
jonctives.

Pour le premier type de probléme, a contraintes potentielles, le
diagramme de Gantt, ou planning & barres, a été couramment utilisé jusqu'en
1958. Mais a partir de cette année 1a se sont développés deux types de mé-
thodes fondées sur le calcul de chemin ou de tensions dans un graphe valué.
Ce sont la méthode de chemin critique P.E.R.T. et 1a méthode des potentiels
de B. ROY. Ces méthodes ont apporté une amélioration considérable par rap-
port au planning & barres, mais permettent uniquement de minimiser le délai
de réalisation dans des probliémes d'ordonnancement ne comportant que des
contraintes potentielles.



II1

Dés qu'il y a des contraintes cunulatives ou disjonctives, on
est en présence du deuxiéme type de probléme d'ordonnancement pour lequel
les techniques précédentes sont défaillantes. Dés 1954, JOHNSON [15] a
étudié ce type d'ordonnancement suivi par de nombreux autres chercheurs
paraliélement au développement des techniques de Recherche Opérationnelle
et de leurs applications dans des domaines qui étaient auparavant dominés
par 1'intuition et 1'expérience.

Dans la reéalité 1'ordonnancement d'une entreprise doit tenir
compte de ressources limitées et entre donc dans cette deuxiéme catégorie.
En effet, lorsqu'un certain nombre d'opérations, non ordonnées entre elles
par des contraintes de succession, doivent &tre réalisées a 1'aide d'un
méme moyen leurs temps d'exécution sont nécessairement disjoints.

Dans cette thése nous nous intéressons donc a un probléme d'or-
donnancement d'atelier qui, selon la terminolocie consacrée, peut s'énoncer
ainsi : un ensemble de machines doit exécuter un ensemble de taches affec-
tées d'un délai de réalisation. Chaque tdche est constituée d'opérations
€lémentaires ordonnées dont les durées sont connues. I1 faut déterminer les
dates de passage des opérations sur les machines de fagon a respecter la
charge des machines et si possible les délais fixés. C'est suivant CONMNAY
(1] une extension du "n/m/G/T job shop scheduling problem" : n taches, n
machines, un atelier a flot quelconque G (1'ordre de passage des opérations
sur les machines n'étant pas unique pour toutes les tiches), le critére
d'évaluation étant ici le respect des délais par la mesure du retard des
taches.

A notre connaissance, les modéles de résolution de ces problémes
d'ordonnancement & ressources limitées proposés jusqu'ici nécessitent tous
au moins la premiére des hypothdses restrictives suivantes :

(1) e nombre de taches est connu & 1'avance.

(2) les machines sont toutes distinctes et continuellement dis-
ponibles (hypothése non retenue [4])

(3) les opérations d'une méme tache sont lides par un ordre
linéaire.
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L'ordonnancement effectué est donc de type statique puisqu'au-
cune modification ne peut 2tre introduite au programme de fabrication pen-
dant la période de gestion. Le probléme est alors formulé en termes de pro-
grammes linéaires en nombres mixtes ou de contraintes disjonctives dans des
graphes. I1 est Te plus souvent résolu par des méthodes combinatoires telles
que "Branch and Bound" [3) ou arbitrage sur les disjonctions dans des gra-
phes. Toutefois, i1 faut citer la démarche de ERSCHLER, FONTAN, ROUBELLAT
[20] qui ont &laboré un outil d'aide & la décision et celle de NEPOMIASCHY
[4] qui utilise une méthode de pénalisation.

Les problémes ainsi traités ne paraissent pas suffisamment
représentatifs des problémes d'ordonnancement concrets. L'inconvénient
majeur de ces méthodes est la nécessité de connaitre au méme instant toutes
les tiches. La production est ainsi fixée a 1'avance, ce qui parait peu
réaliste. C'est pourquoi nous introduisons ici une méthode d'ordonnancement
dynamique qui pallie cet inconvénient majeur : 1'ensemble des taches peut
évoluer dans le temps. Ce modéle permet donc de prendre en compte le cas
d'un atelier fonctionnant avec une production "a la demande".

L'approche de tels problémes concrets interdit T'utilisation
des méthodes de type précédent. En effet toute adaptation de ces méthodes
a une production "a la demande" parait irréalisable par son coGt prohibitif
du au trés grand nombre de variables & introduire. L'algorithme que nous
proposons est donc nouveau dans sa conception et particuliérement efficace
pour traiter des problémes réels. I1 permet de fournir, avec une relative
rapidité, une solution qui, dans tous les cas, respecte la contrainte de
charge maximale des machines. De plus cette solution est convenable du point
de vue de la tenue des délais fixés.

Notre étude des problémes d'ordonnancement d'atelier se décom-
pose en quatre parties.

Dans le premier chapitre nous présentons le probléme général
d'ordonnancement i ressources limitées avec ses deux contextes : le contexte
statique et le contexte dynamique. Nous étudions ensuite les objectifs de
1'ordonnancement d'atelier ainsi que les divers crit2res permettant de



mesurer si les objectifs sont atteints. Cette étude est conduite dans le
but de déterminer les seuls critaree ~=-23. .5 uans le cas dynamique.

Le deuxieme chapitre est consacré aux grandes classes de mod2les
proposés pour formuler le probléme d'ordonnancement statique : les program-
mes linéaires en nombres mixtes et les graphes a arcs disjonctifs. Puis
sont étudiées, en montrant leurs limites, les méthodes de résolution le
plus souvent utilisées pour ce type de probléme. Nous faisons plus parti-
culidrement la distinction entre d'une part les méthodes qui peuvent four-
nir une solution optimale (P.L.M. et énumération implicite) et d'autre part
celles qui donnent simplement une solution réalisable plus ou moins proche
de 1'optimum (heuristiques et énumération implicite) ou un ensemble de so-
lutions admissibles (méthodes analytiques combinatoires). Nous précisons
de plus les résultats obtenus dans des cas particuliers d'ordonnancement.

Notre modéle d'ordonnancement dynamique fait 1'objet du troi-
siéme chapitre. Nous y présentons d'abord les hypothéses spécifiques de
notre systéme :

- 1'atelier est a flot queiconque. C'est & dire chaque tache
posséde son propre ordre technologique et de plus, plusieurs machines dif-
férentes peuvent 2tre nécessaires simultanément pour réaliser 1a méme tache.

- Les machines sont réparties en groupes. Chaque groupe est
décrit en fonction du temps, ce qui permet de prendre en compte des modi-
fications de composition pour des raisons telles que la maintenance.

- Les taches arrivent de fagon continue dans 1'atelier avec une
date de début au plus tdt et un délai de réalisation.

Puis nous exposons notre méthode en la justifiant. Un ordonnan-
cement périodique des tdches connues est réalisé. Il respecte les limita-
tions de charge des machines. En outre, 1'assignation des dates de début
aux opérations est conduite dans le double but de réduire les en-cours et
de réduire les retards. La méthode se décompose en deux phases se répétant
périodiquement : un chargement et une régulation. Le chargement des
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machines avec toutes les opérations connues utilise un systéme de priori-
tés dynamiques suivant un algorithme heuristique inspiré de [5]. Les dates
de début des opérations sont ainsi assignées de manidre semi-définitive.
La régulation de 1a charge desmachines est réalisée par une méthode de pé-
nalisation semblable a celle référencée en {4]. L'ordonnancement de la
période immédiate est ainsi réalisée.

Dans le quatriéme chapitre nous donnons 1'implémentation de
notre modéle sur ordinateur. Nous y testons notre méthode sur un certain
nombre d'exemples d'ateliers. Pour montrer les résultats obtenus dans
différentes situations, nous faisons varier la charge des machines. Nous
commentons enfin les hypothése introduites dans notre modéle en faisant
ressortir celles qui sont vraiment restrictives et celles qui peuvent
8tre levées moyennant des modifications mineures.

Dans la conclusion nous indiquons la limite essentielle de
notre systéme : la méthode d'ordonnancement accorde la mé&me importance a
toutes les tiches et & toutes les machines. Toutefois, les temps de calcul
étant relativement courts, notre méthode peut &tre utilisée en tant qu'ou-
til d'aide & la décision en permettant des essais successifs avec des don-
nées éventuellement modifiées. Une solution admissible, proche de 1'opti-
mum, peut donc 2tre atteinte en un temps raisonnable.

I1 est clair enfin que cette solution sera beaucoup plus réalis-
te que les solutions trés théoriques des divers modéles présentés a ce
Jour.



CHAPITRE |

PRESENTATION DES PROBLEMES D’ORDONNANCEMENT




Ce premier chapitre est consacré i une présentation généra-
le des problémes d'ordonnancement. Selon la tradition, nous utilisons
le vocabulaire propre aux ateliers de production en parlant de taches
et de machines.

11 est clair cependant que des problémes tels que :

- Ordonnancement de malades sur des lits spécialisés dans
un hopital,

- Ordonnancement de classes d'é&léves dans des salles du
collége,

- Ordonnancement de voitures en réparation dans un atelier
de mécanique,

- Ordonnancement de bateaux sur les quais d'un port,
- Ordonnancement de programmes sur un ordinateur,

- etc."’

répondent & ce modéle.

Dans une premiére partie, nous présentons le contexte de
1'ordonnancement en introduisant les notions de tiche et de machine et
les restrictions le plus souvent adoptées dans les modéles classiques.
Nous montrons alors 1a nécessité de considérer des modeles dynamiques.

La seconde partie est consacrée a 1'étude des objectifs
possibles d'un ordonnancement et aux criteres d'optimisation qui y sont
associés.

Pour chacun de ces critéres, nous étudions le cas d'un or-
donnancement statique et le cas d'un ordonnancement dynamique. Nous
soulignons enfin qu'un bon ordonnancement nécessite, le plus souvent,
de considérer simultanément plusieurs critéres. Les méthodes de réso-
lution de ces mod2les classiques seront &tudiées plus précisément dans
les chapitres suivants.



ches avec comme premiére obligation de s'assurer du respect de 1'ordre
technologique. De plus cet ordonnancement doit &tre conduit de maniére
A approcher au mieux la situation idéale suivante : des machines con-
tinuellement en marche, une main d'oeuvre juste suffisante pour assurer
cette charge des machines, des montants d'en-cours 3 un niveau raison-
nable et des délais respectés.

La plus grande partie de la recherche sur 1'ordonnancement
d'atelier est centrée sur le probléme des séquences. Ce dernier consis-
te & déterminer 1'ordre d'une série de tdches sur une série de machines.
Ce probléme est naturellement seulement une partie du probléme de con-
trdle de production dans un systéme d'ateliers. En effet la détermina-
tion des séquences est précédé par 1'étude de la tdche ; elle est suivi
par une phase de contr8le qui consiste & réguler et ajuster la produc-
tion pour se conformer aux plans. Ces trois éléments forment un tout :
le contrdle de production.

Du fait du développement des techniques de Recherche Opéra-
tionnelle et de la prise de conscience des gains réalisables avec un
"bon" ordonnancement, des modéles théoriques représentant des problémes
d'ordonnancement plus ou moins simplifiés ont &té formulés. Les techni-
ques généralement utilisées sont les suivantes :

Programmation en nombres entiers, Analyse combinatoire,
Graphes, Heuristiques, Simulation. Nous reviendrons sur les principales
difficultés de ces approches dans le chapitre II. En particulier nous
insisterons sur 1'effort de calcul qui augmente trés vite avec la tail-
le du probléme dans le cas des deux premiéres approches.

I.1.2. Définition du probléme

Nous définissons d'abord les notions de tdches et groupes
de machines. Ensuite nous examinons les hypothéses restrictives couram-
ment adoptées, ce qui nous permettra de distinguer différentes classes
d'ordonnancement d'atelier.



I1.1.2.1. T&ches et machines

On dispose de plusieurs groupes de machines et dans un
groupe donné les machines sont identiques. Des tdches spécifiques doi-
vent &tre réalisées par chacune de ces machines. Chaque tdche se com-
pose d'une ou plusieurs unités : dans ce dernier cas, dans la termino-
logie de 1'atelier, la tdche est appelée un "lot" et 1'unité une "piea-
ce". Une tidche demande une ou plusieurs opérations ; chacune de ces
opérations est effectuée par une machine et une seule d'un groupe don-
né. Ces différentes opérations d'une méme tiche doivent étre effectuées
dans un certain ordre qui est en général fixé par la contrainte techno-
logique. A chaque opération est 1ié un temps d'opération qui peut se
décomposer en temps de fabrication, temps de transfert d'une machine &
la suivante, temps de réglage de la machine avant le passage de 1'opé-
ration sur cette machine.

Le probléme d'ordonnancement s'énonce alors ainsi :
déterminer la séquence des tdches -donc des diverses opérations- sur
chaque machine de telle sorte que cette séquence soit "optimale" vis-a-
vis d'un ou plusieurs critéres.

Les objectifs, ainsi que les critares permettant d'é&valuer
dans quelle mesure ils sont atteints, seront étudiés en détail dans le
paragraphe 2 de ce chapitre.

Exemples

Dans le cas de problémes réels d'ordonnancement autres que
1'atelier de fabrication tels que :

les malades sur des lits spécialisés dans un h8pital,

les classes d'éleves dans les salles du collage,

les voitures en réparation dans 1'atelier de mécanique,

les bateaux sur les quais d'un port,

- les programmes sur un ordinateur,



les taches sont respectivement les malades, les classes d'éléves, les
voitures, les bateaux, les programmes, tandis que les machines représen-
tent les 1its, les salles, les ouvriers et les outils, les quais, les
ressources de 1'ordinateur.

[.1.2.2. Restrictions sur les tdches et les machines

Dans l1a plupart des études de problémes d'ordonnancement
d'atelier, des hypothéses restrictives sont souvent introduites (cf par
exemple [11, [21, [3]). Les principales restrictions adoptées sont les
suivantes :

H1) Le nombre de tdches et le nombre de machines sont con-
nus et fixes.

H2) Toute machine est continuelliement disponible ; on sup-
pose qu'il n'y a pas de maintenance ni de panne.

H3) Les tdches sont des séquences d'opérations sans sous-
ensembles. Pour une opération donnée 0i s> opération de la tache i pas-

sant sur la machine s, il y a au plus une opération Oi r telle que Oi r
4 9

précéde immédiatement 0i - (nous noterons Oi r < Oi s)’ et au plus
? 9 9
une opération 0, . telle que 0. _ précéde immédiatement O.
1,t 1,$ i,t
(05,5 < 0,¢)-

H4) Toute opération ne peut étre réalisée que par une seule
machine de 1'atelier.

H5) I1 n'y a qu'une seule machine de chaque type dans 1'ate-
lier.

H6) Une opération commencée doit &tre achevée avant d'en
entreprendre une autre sur la méme machine.

H7) Les temps de fabrication ne se recouvrent pas pour une
méme tache, sauf si la téche est un lot de piéces identiques.



H8) Toute machine ne peut faire qu'une seule opération a 1la
fois.

Parmi ces hypothéses, nous verrons, dans les chapitres 11
et III, celles qui peuvent &tre levées afin de rendre le probléme plus
réaliste.

[.1.2.3. Différents types de problémes d'ordonnancement

Dans les systémes réels, on peut rencontrer une grande va-
riété de situations qui vont évidemment conditionner le modéle d'ordon-
nancement a chaque cas. Les particularités i prendre en compte sont es-
sentiellement 1'ordre technologique des taches, la connaissance ou non
du nombre de tiches, et des données sur les tdches et le nombre de ma-
chines fixe ou variable.

La particularité sur 1'ordre technologique des tiches con-
duit aux deux types d'atelier extrémes : Atelier 3 flot unique et Ate-
lier & flot quelconque. Dans le premier cas 1'ordre de passage des opé-
rations sur les différentes machines est le méme pour toutes les tdches,
tandis que dans le second cas chaque tdche posséde son propre ordre
technologique. L'atelier a flot unique peut bien sdr étre considére
comme cas particulier de 1'atelier a flot quelconque. I1 est cependant
Plus simple de le traiter par des modéles spécifiques.

La distinction entre problémes déterministes et problémes
stochastiques est due a 1a connaissance des données sur lTes tdches et
les machines. Pour les problémes deterministes, les données sont fixes,
de sorte que les résultats de 1'ordonnancement seront appliqués sans
modification de nature aléatoire. Pour les problémes stochastiques cer-
tains &léments ne sont connus qu'en terme de probabilité. Cela peut &tre
le cas, par exemple, pour des caractéristiques des tiches du point de
vue arrivée, délais, temps de fabrication ou des Ccaractéristiques des

machines dy point de vue capacite de charge en raison de pannes éven-
tuelles.



La derniére particularité, concernant le nombre de tiches
a ordonnancer, paraft étre la plus importante ; elle permet en effet
de distinguer deux grandes classes de problémes d'ordonnancement : les
problémes statiques et les problémes dynamiques.

Les problémes statiques : c'est le cas ou les tdches en
nombre n fini et fixé arrivent simultanément dans 1'atelier. Aucune
autre tdche n'arrivera tant que 1'atelier n'aura pas fini d'exécuter
ces n taches. S'ils sont intéressants, ces problémes statiques n'en

sont pas moins généralement peu réalistes. Mais ils peuvent a priori
permettre de traiter le cas dynamique en tant que série de cas stati-
ques. Nous les é&tudierons dans le chapitre II.

Les problémes dynamiques : les tdches arrivent de fagon

aléatoire. Leurs dates d'arrivée dans 1'atelier ainsi que leur nombre
ne sont connus & 1'avance qu'en termes de probabilités.

Nous verrons dans les chapitres suivants que des méthodes
entiérement différentes sont requises pour aborder ces deux types de
problémes. C'est pourquoi nous serons amenés a tenir compte, dés 1'é&tu-
de des critéres du paragraphe suivant, de cette particularité essentiel-
le qu'est le mode d'arrivée des taches dans 1'atelier.

1.2. OBJECTIFS DE L'ORDONNANCEMENT ET ETUDE DES CRITERES

L'évaluation de l1a solution du probléme d'ordonnancement
exige le choix d'un critére ou d'un ensemble de critéres permettant
d'&valuer dans quelle mesure sont atteints les objectifs fixés a 1'a-
vance.

Nous &tudions dans cette section, de maniére exhaustive,
les divers critéres proposés dans les différentes études d'ordonnance-
ment ([1], (2], (3], (4],...) ainsi que ceux utilisables dans les pro-
blémes réels.

Nous discutons ensuite les équivalences et interrelations



qui existent entre ces divers critéres. Pour chacun d'entre eux nous
examinons le probléme statique et le probléme dynamique.

Notations utilisées dans la suite de ce travail

Les lettres majuscules représenteront les variables qui
décriront la solution du probléme d‘'ordonnancement. Les lettres minus-
cules représenteront les quantités définissant le probléme d'ordonnan-
cement.

Les notations et les définitions des termes de base seront
introduites au fur et 3 mesure des besoins et récapitulées dans 1'an-
nexe A.

I.2.1. Objectifs et classement des critéres

Le double objectif d'un ordonnancement doit étre 1'effica-

cité de 1'atelier de production et 1a satisfaction des clients.
’

Les mesures de performance permettant d'évaluer si le dou-
ble objectif est atteint peuvent prendre différentes formes. Dans les
ateliers réels nous devons considérer principalement (du strict point
de vue “ordonnancement") :

- T'utilisation des moyens de production,
- le respect des délais,

- les temps morts aussi bien pour les machines que pour
1a main d'oeuvre,

- le montant des en-cours de fabrication, des stocks de
matiéres premidres et de produits finis,

- les pertes de temps en reconversion des machines,

- le temps total réel de fabrication de chaque tdche,

les transferts des taches dans 1'atelier,

les effets des pannes des machines ou plus généralement
les aléas de fabrication.
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I1 est bien sar illusoire de chercher a optimiser toutes
ces mesures 4 la fois. Par contre il est possible de combiner ces cri-
téres pour établir une fonction globale de coGt. Personne n'a, 3 notre
connaissance, essayer de développer un tel modéle d'ordonnancement. La
raison essentielle la plus vraissemblable est que 1'on se heurte au
probléme de la connaissance approchée de certains colts. L'imprécision
des données ne justifie plus alors les efforts d'optimisation.

Plusieurs classifications des critéres ont été proposées
dans diverses études ((11, (25], [281],...). Nous citerons les deux
principales : celle qui distingue ([11) les critéres relatifs aux ta-
ches et les critéres relatifs aux machines et celle qui sépare ([251)
les critéres basés sur la date d'achévement d'un ensemble de tdches et
les critéres basés sur les délais de chaque tache.

1. La classification de CONWAY (1]

Les critéres relatifs aux taches sont, par exemple, le
temps minimum de passage des tiches dans 1'atelier, le minimum de re-
tard des taches ou le minimum d'en-cours de fabrication.

Parmi les critéres relatifs aux machines, les plus fréquem-
ment considérés sont 1'utilisation maximale de 1'atelier et le temps

minimum d'adaptation des machines.

Cette distinction n'a plus de sens lorsqu'on parle de
colits au lieu de temps.

2. La classification de GERE [25]

Les critdres basés sur la date d'achévement d'un ensemble
de taches comprennent, par exemple, la durée minimum de passage dans
1'atelier et 1'utilisation maximale des machines.

Les critéres basés sur le délai de chaque tache sont, par
exemple,le critére du minimum de tiches en retard et celui du temps
total minimum de retard.
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Cette classification revient a distinguer les ordonnance-
ments de type statique et ceux de type dynamique.

Aux classements qui précédent, nous préférerons personnelle-
ment les trois classifications suivantes basées sur différentes caracté-
ristiques importantes telles que les notions de colt, de pondération et

de multicritére.

1. Les critéres de temps et les critéres de codt

Pour le temps nous citerons : le temps minimum d'ordonnan-
cement, le temps minimum de passage des tdches dans 1'atelier et le
retard total minimum.

Pour le coiit, on peut choisir pour critére : le codt mini-
mum des retards (pénalités), le codt minimum d'attente des tdches dans
1'atelier (en-cours) ou le coit d'immobilisation minimum des machines
par inactivité.

2. Les critéres pondérés et les critéres non pondérés

I1 existe des cas ou une tdche & priorité sur une autre
(cela peut &tre par exemple en liaison avec son codt). On associe alors
aux différentes tdches une valeur pondérée fonction de leurs importan-
ces relatives. On peut agir de méme avec les machines. Nous considére-
rons par exemple (cf paragraphe I.2.2.) la somme minimale pondérée des
retards des tdches et la somme minimale pondérée des taux d'utilisation
des machines. Si toutes les tdches ou toutes les machines sont estimées

d'égale importance, alors on utilisera des critéres non pondérés tels
que ceux énoncés precédemment.

3. Les critéres simples et les critéres multiples

Un critére simple est un critére a une seule composante.
Dans la pratique, i1 ne pourra satisfaire 3 lui tout seul 1'exigence
du double objectif de 1'efficacité de 1'atelier et de la satisfaction
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des clients. Pour un systéme opérationnel, il sera donc nécessaire
"d'optimiser” un critére multiple c'est-a-dire un critére qui sera une
combinaison de plusieurs critéres simples en général antagonistes.

Apréds avoir &tudié sé&parément les divers critéres simples
ainsi que les relations éventuelles entre eux, nous reviendrons plus

précisément dans le paragraphe 1.2.3. sur les problémes posés par les
critéres multiples.

[1.2.2. Les critéres simples

Dans ce paragraphe, nous étudions en détail les critéres
simples relatifs a la date d'achévement des tiches, au temps total réel
de passage des tdches dans 1'atelier, aux délais, aux en-cours de fabri-
cation, & 1'utilisation des machines et aux temps d'adaptation des ma-
chines. Pour chacun de ces critéres, nous distinguerons le cas d'un pro-
blame d'ordonnancement statique et le cas d'un ordonnancement dynamique.

1.2.2.1. Critére de la date d'achévement

L'optimisation de ce critére apparait dans de nombreuses
études d'ordonnancement (cf par exemple (61, (241, [27], (32]). C'est
en effet le plus simple & mettre en oeuvre.

Soit D; la date d'achévement réelle de la tache i, c; sa
date de début au plus tot, f, sa durée de fabrication et W. son temps
d'attente ; alors

D.i=c.i+f.i+wi (1)

cy et f. étant des données, D; ne dépend que de W;.

Cas d'un probléme statique :

Soit D 1a date d'achivement d'une série de n taches qui
ont toutes ¢ comme date de début au plus tét. Alors D, la date de fin
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d'ordonnancement est donnée par
D = sup (D) = ¢+ sup (fy + W) (2)

La séquence optimale vis-a-vis de D est donc celle ol le
temps total d'attente de toutes les tdches est minimum. En particulier,
plus la tiche sera longue (i.e. plus f; sera grand), moins cette tdche
devra attendre dans 1‘'atelier (i.e. W; devra &tre le plus cours possi-
ble).

Soit D 1a moyenne de la date d'achévement pour les n tdches
D=c+Ff+W (3)

T et W étant respectivement les moyennes des f; et des W;. c et T &tant
des constantes, minimiser D équivaut & minimiser W.

Deux séquences ayant méme date d'achévement D n'ont pas né-
cessairement 1a méme moyenne D, comme le montre 1'exemple suivant :

Exemple avec 3 t3ches et 2 machines différentes :

Si nous notons Oi j 1'opération de 1a tache i passant sur

la machine j, 1'ordre technologique est donné par

01,1 < 01,20 02,5 < 0y 14 03 5 < 03

Les durées des opérations sont données par la matrice

N
o

—
(]

od 1a ligne i concerne 1a tdche i et 1a colonne J détermine la machi-
ne j.



14

La valeur optimale de D, notée D*, est D" = 10 et 3 séquen-
ces fournissent cette valeur. Ce sont

M
1 {1 2 3
Siim, 7 ‘1 1 W=38
M
1 3| 1 2 )
S2 1M T 7 T W=7
L 2

Lo 1Y

5”113
3im, [3 5

Dans le cas ol il n'y a que 2 machines il existe un algo-
rithme de Johnson et Jackson ([15], [16]) qui permet de trouver au
moins une séquence optimale vis-d-vis de D. Cet algorithme donnerait
ici la séquence §,. Or si 1'on considére la somme W des temps d'atten-

te, S; est moins bonne que les deux autres. En raisonnant sur les moyen-
nes D nous retrouvons ce résultat

Séquences S1 S2 S3

D 8,33 8 8

S, et S3 sont optimales vis-a-vis de D.

Cas d'un probléme dynamique :

Le critére de la date D de fin d'ordonnancement n'est pas
du tout approprié lorsque les tdches arrivent de fagon continue dans
1'atelier. Dans 1'égalité Di =c; + f; + W, les c; sont différents pour
toute tiche i. I1 est donc préférable de considérer la différence
Di - €y c'est-a-dire le temps de passage P, dans 1tatelier de la t&-
che i.
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[.2.2.2. Critdre du temps total de passage dans 1]'atelier

Pour 1a tdche 1 nous noterons Py le temps total réel de
passage dans 1'atelier. I1 peut &tre évalué afnsi

Pi fi + W, (5)

avec Di la date d'achdvement réelle, C; la date de début ay plus tét,

f; le temps de fabrication et W, le temps total d'attente de la t&-
che 1.

En moyenne on considérera :
P=D-T=F+W (6)

Cas d'un probléme statique :

Nous pouvons, sans perte de généralité, prendre les dates
de début au plus tOt des tiaches (qui sont communes) comme origine et
€gale 3 0. D'od P = D. Tout ce qui a &té dit sur D reste vrai pour P.

Cas d'un probleme dynamique :

D'aprés les formules (5) et (6), nous déduisons que le
temps de passage varie dans le méme sens que le tenps d'attente. Lors-
que nous étudierons le critére des en-cours nous verrons que, pour une
période donnée, 1a moyenne P augmente avec 1'accroissement du nombre
de tdches dans 1'atelier.

Rema[gue :

Si on se place du point de vue en-cours de fabrication, on
peut considérer que tant que la premiére opération de la tiche i n'est
pPas commencée 1'en-cours correspondant est nul. Cela revient 3 diminuer
le temps total d'attente "i de la durée d'attente de la lare opération
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de la tache i. Pour cette raison i1 est alors plus logique de considé-
rer, dans le cas dynamique, la différence Di - C; comme temps réel de

passage ol Ci désigne la date de début effective de 1a lére opération
de l1a tdche 1.

Cependant dans la suite de ce chapitre et dans le chapi-
tre Il le temps de passage Pi sera toujours prix égal a Di - C;.

[.2.2.3. Critére des délais

La date de fin au plus tard est assignée 3 chaque t&che en
général par "négociations” entre le client et 1'entreprise. I1 est bien
évident qu'en réalité elle dépend beaucoup de la charge de 1'atelier et
donc de 1'ordonnancement. Cependant nous considérerons ces dates comme
fixées préalablement a 1'ordonnancement.

Le respect des délais attribués aux tdches nous paraft étre
un des buts primordial de 1'ordonnancement. En effet des pénalités a
payer au client pour retard sur la date contractuelle peuvent avoir
été prévues. Cela peut aussi entrainer des frais indirects, tels expédi-
tions spéciales, pouvant aller jusqu'a la perte future du client. La
gestion de 1'atelier doit donc se préoccuper de minimiser ces coiits de
pénalité 3 défaut de pouvoir les éliminer complétement. Ceci ne pourra
se faire qu'aux dépens d'autres facteurs tels que 1'augmentation des
en-cours ou la diminution de 1'utilisation de 1'atelier.

Le respect du délai pour la tdche i se mesure de trois fa-
cons : 1'écart, le retard et 1'avance.

L'&cart c'est-a-dire la non-coincidence entre la date
d'achévement réelle et celle promise notée d; pour la tache i

soit E. =D, - d;

Le retard de 1a tache i correspond & un écart positif
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(E,i 2 0) Ry = sup (O.Ei)
L‘avance de 1a tiche i correspond & un &cart négatif
(E; < 0) A; = sup (0,-E;)

1

Nous allons étudier chaque possibilité en essayant de dé-
terminer 1'utilité propre de chacune de ces mesures.

1. Ecart E1

Le temps alloué & la tache i dans 1'atelier é&tant
P; = di - C; et le temps réel de passage &tant Pi =Dy - C4 alors.

By = D5 = dj =Py - p
L'écart moyen E est donc

E=P-p (7)

ou encore E=F+W-7p (8)

Distinguons maintenant les deux cas d'ordonnancement.

Cas d'un probléme statique :

Nous avons
E=D-p-<¢ (7')
(7') et (8) impliquent alors le résultat suivant :

Une séquence qui est optimale yis-a-vis de T est optimale
pour D, P et W.
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Cas d'un probléme dynamique :

D n'ayant pas de sens ici, seules subsistent les relations
(7) et (8). Celles-ci impliquent le résultat suivant :

Une séquence qui est optimale vis-a-vis de E 1'est aussi
vis-3-vis de P et W.

Remarque générale sur le critére E :

L'écart moyen E donne une indication sur le respect des
délais mais i1 n'est pas vraiment satisfaisant. En effet si E = 0 pour
une séquence, cela peut résulter du fait que certaines tiches se termi-
nant avec beaucoup d'avance compensent d'autres taches qui finissent
avec beaucoup de retard. Pour cette raison E est insuffisant pour me-
surer le respect des délais. I1 serait donc nécessaire d'utiliser
1'écart-type. En fait les deux critéres suivant nous permettent de
mieux contrdler les écarts.

2. Retard Ri

Ry = sup (0,E;)

Ce critére permet de vérifier que la tdche i se termine a
temps ou dés que possible aprés la date de fin au plus tard. La moyen-
ne des retards R est particuliérement importante. Elle apparaft comme
une fonction de pénalisation a minimiser. Une pondération adéquate per-
mettrait de tenir compte de cas ou les retards des tdches ne sont pas
d'égale importance, les poids étant proportionnels aux colts de péna-
lités.

3. Avance Ai

Ai = SUp (0'-E1)
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Ce critére n'a pas d'intérét en tant que mesure du respect
des délais. I1 peut 8tre rattaché & la notion de mesure des en-cours.
En effet, dans certains cas, les tdches en avance peuvent donner lieu
3 des pénalités dues aux coldts de stockage ou, dans le cas dynamique,
3 leur incidence sur les ordonnancements futurs.

De méme que pour les retards il peut &tre intéressant de
minimiser 1a moyenne A, ou mieux, la somme pondérée des avances.

Remarque sur ce critére des délais :

Pour toute tdche i on a évidemment Ei = Ri - Ai‘ La rela-
tion avec les moyennes E = R - A ne présente aucun intérét comme nous
1'avons signalé plus haut puisqu'elle n'est vraie que dans les deux
cas extrdmes : toutes les tdches sont en retard ou toutes les tdches
sont en avance.

1.2.2.4. Critére des en-cours

Dans 1'atelier, une file d'attente des tdches se crée de-
vant chaque machine. Ceci implique un montant d'en-cours de fabrica-
tion qui peut &tre mesuré par les variables suivantes (ou & partir de
celles-ci) :

1) N, le nombre total de tdches dans 1'atelier pour une
période [90.6] donnée, qui comprend le nombre de taches en cours de fa-
brication Ne et le nombre de tdches en attente Na'

2) F, le travail total de 1'atelier sur la méme période,
se décomposant en Fe la somme des temps de fabrication des opérations
en cours, Ft la somme des temps de fabrication des opérations temmi-

nées et Fa la somme des temps de fabrication des opérations restant a
faire.

3) Te le colt des en-cours.



1. Nombre moyen de taches dans 1'atelier

Nous le noterons N. Sur la période [eo.e].'ﬁ est donné

N
= 1 NP
N = ——— Z P. = ——
= WL

ol Pi est le temps total réel de passage de la tdche 1.

0
Or N devient infini avec 6 et 1im 1? = 0. Le processus
N+ 4
1

devient donc continu, et 1lim ‘% =-% (ol X

est le temps moyen séparant
N +> 4
deux arrivées de tiches) et par conséquent N = AP, avec i taux d'arri-
vée des tdches dans 1'atelier. Pour plus de précisions se reporter a
Little [7] qui donne la démonstration générale dans le cadre des files

d'attente.

Les figures 1, 2 et 3 donnent une illustration graphique de
la formule (9).

Donc si on se limite a mesurer les en-cours par le nombre
moyen de taches dans 1'atelier N, minimiser les en-cours est équivalent

3 minimiser le temps moyen de passage P des tdches dans 1'atelier.

Ce résultat est acquis aussi bien dans le cas d'un ordon-
nancement statique que dynamique.

Remarque :

On prouverait, de méme, que le nombre moyen de tédches en
attente'ﬁa est donné par'ﬁa = W, ou West le temps moyen d'attente.

2. Travail total dans 1‘'atelier

Le travail total de 1'atelier,noté F, sur l1a période
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(Les aires sont conservées)
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d'ordonnancement est 1a somme des temps de fabrication de toutes les
opérations de toutes les tdches. I1 n'est adapté qu'au cas statique
puisque la notion de délai n'intervient pas. Dans ce cas, la somme des
temps de fabrication des opérations terminées, Ft’ peut &tre une esti-
mation du montant des en-cours de fabrication. Une mesure appropriée
de 1a charge de 1'atelier est alors la somme des temps de fabrication
Fa des opérations restant & faire.

Remarque :

I1 est intuitif que le nombre moyen de tdches en cours Ne
ainsi que la moyenne des temps de fabrication des opérations en-cours
Fé deviennent indépendant de 1'ordonnancement lorsque la longueur de
sa période augmente.

En effet elles permettent de mesurer 1'utilisation de
1'atelier qui, on le verra, est sous certaines conditions une cons-

tante de 1'ordonnancement.

3. Le codt des en-cours

Tas cout des en-cours, peut &tre estimé en fonction du
degré d'achévement des tdches. Celui-ci sera fonction de 1'attente
des tdches entre les diverses opérations ainsi que de 1'avance A défi-
nie précédemment. Ce critére doit en effet &tre relié au fait qu'il
existe des délais pour chaque tdche. I1 faut aussi noter qu'en général
toutes les taches ne sont pas d'égale importance. Pour la tdche i i1
faudra minimiser cette valeur instantanée représentant le colt de
1'en-cours. Ceci équivaudra a fabriquer la tdche i le plus tard pos-
sible tout en respectant son délai.

1.2.2.5. Critére de 1'utilisation

Une des conséquences de 1'ordonnancement peut étre 1'inac-
tivité de certaines machines pendant certaines périodes de temps. I1
en résulte une sous-utilisation de la capacité de production.
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Soit Ii,j,k la durée d'inactivité de la machine j avant
d'effectuer 1'opération 01."].'k (i désigne le numéro de 1a tdche con-
cernée, k permet de prendre en compte des tdches non linéaires ;
cf paragraphe 1.1.2.2. et paragraphe III.1,2.2.). Pour une période
d'ordonnancement donnée, le temps total d'inactivité de la machine j
sera Ij = ; E Ii,j,k’ et pour 1'ensemble des M machines de 1'atelier
1'inactivité totale sera I = j?l Ij.

Minimiser 1'inactivité des machines équivaut @ maximiser
leur utilisation. C'est la mesure du taux d'utilisation U de 1'atelier
que nous prendrons comme critére dans ce cas.

Le taux d'utilisation U sera le rapport entre la somme
des temps de fabrication et la capacité totale de production disponi-
ble pendant la période donnée.

Remarque :

Nous ne tenons pas compte du fait qu'il peut y avoir sous-
utilisation des machines par manque de tdches & effectuer. Cela suppo-
se donc implicitement qu'il existe un accord global entre les taches
a effectuer et la configuration de 1'atelier.

Distinguons les deux types d'ordonnancement.

Cas d'un probléme statique :

Si n est le nombre de t&ches dans 1'atelier sur 1'inter-
valle [0,D] le taux d'utilisation U est

U 7ot
= .)/D
(121 i/

Alors le taux moyen d'utilisation sera

U = nf/MD
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o0 M est le nombre de machines de 1'atelier.

Cas d'un probléme dynamique :

Supposons le nombre de machines dans le groupe j donné

par M(j,0) en fonction du temps 6. Alors le taux moyen d'utilisation
des machines est défini par

v- & (10)
m

ol m, le nombre moyen total de machines disponibles est donné par

1 1 ; M
= 3 —_— "e
m R im T (jzl 620 (3,9))

d'ol d'aprés (6), (9) et (10) les relations

P=W+F-NT (11)
mU

Le taux moyen d'utilisation de 1'atelier est donc une don-
née du probléme. I1 dépend essentiellement du taux d'arrivée des tiches.
En toute rigueur cependant, le taux d'utilisation U dépend de la métho-
de d'ordonnancement. C'est pourquoi nous sommes obligés d'introduire la
notion de compatibilité entre les charges & absorber et les moyens de
production.

Si on s'autorise a& augmenter les M(j,8), c'est-a-dire si
1'on a recours a la sous-traitance ou 3 des heures supplémentaires,

alors U devient une variable du probléme puisque m n'est plus constant.

1.2.2.6. Critére d'adaptation des machines

Ce critére est totalement indépendant des précédents en
ce sens qu'il intervient dans des ateliers trés spécifiques. I1 doit
étre pris en compte dans les problémes d'ordonnancement ol un réglage
ou une transformation d'une machine est nécessaire entre deux opéra-
tions consécutives sur cette machine.
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En général ce temps de réglage dépend, pour une machine j

donnée, de 1'opération Oi j,k Se terminant et de 1'opération 02 j.h qui
’IJ Y ?J s

va commencer. Nous le noterons t(oi,j,k’oz,j,h)'

Ces temps de réglage immobilisent 1a machine et entrafnent
donc un coQt. I1 faut donc les minimiser lors de 1'ordonnancement spé-
cialement dans les cas ol ces temps varient beaucoup en fonction de 1la
séquence choisie : c'est-a-dire si t(oi,j,k’oz,j,h) est trés différent
de t(oz,j,h’oi,j,k)’ Cela peut se faire en prenant comme critére le
taux d'utilisation des machines étudié dans le paragraphe précédent.

[.2.3. Etude des multi-critéres

En pratique, i1 sera trés rarement construit un ordonnan-
cement en fonction d'un seul critére. Dans la plupart des situations
réelles i1 est nécessaire de trouver une séquence qui réalise un bon
compromis entre les ordonnancements fournis en fonction de plusieurs
critéres simples pris séparément. Ceci est difficile car si certains
critéres simples sont parfois compatibles, d'autres sont souvent anto-
gonistes.

Comme nous 1'avons vu, les objectifs de 1'ordonnancement
sont 1'efficacité de 1'atelier (obtenue par une bonne utilisation des
machines et par un montant d'en-cours réduit) et la satisfaction des
clients par le respect des délais. Dans un systéme opérationnel, i1l
sera donc nécessaire de considérer simultanément les critéres perti-
nents qui rendent le mieux compte du respect de ce double objectif.

Parmi les mesures étudiées, celles permettant d'évaluer
1'efficacité de 1'atelier seront :

= pour les en-cours, 1'avance moyenne K des opérations ;

= pour 1'utilisation des machines, le taux moyen d'utili-
sation U.
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La satisfaction des clients sera mesurée par le retard
moyen des taches R.

Un multi-critére réaliste sera donc une combinaison de ces
trois critéres simples. La mise en oeuvre de 1'évaluation de ce multi-
critére reste & définir. 11 s'agit de réaliser "1'optimisation” de
1'ordonnancement en fonction de ce critére 3 trois composantes.

Pratiquement trois approches de mise en oeuvre sont réali-
sables : 1'évaluation composite, 1'évaluation séquentielle et 1'éva-

Tuation sous contraintes.

1. L'évaluation composite

-~

Elle consiste & pondérer chaque critére simple et par re-
groupement & former un "grand critére" donnant par exemple un codt. Le
seul probléme délicat de mise en oeuvre est 1a détermination des diffé-
rents poids & affecter aux critéres simples.

2. L'évaluation séquentielle

On définit un ordre sur les critéres simples. Ceux-ci
sont alors envisagés séquentiellement par ordre d'importance décrois-
sante. Chaque critére permet de réduire le sous-ensemble des solutions
optimales vis-a-vis du précédent. L'algorithme s'arréte lorsqu'il
n'y a plus qu'une seule solution.

3. L'évaluation sous contraintes

Elle est semblable d& 1a précédente en ce sens qu'il faut
choisir un premier critére simple. Si 1'on raisonne en termes de pro-
gramme linéaire, ce critdre sera la fonction & optimiser. Les autres
critéres simples sont introduits sous forme de contraintes supplémen-
taires sur 1'espace des solutions. Cette méthode est intéressante dans
le cas ou les critéres simples sont duaux c'est-d-dire si la maximisa-

tion de 1'un entratne la minimisation de 1'autre.
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1.2.4. Temps et coiits

Nous avons introduit pour chaque critére des notions de
moyennes. Celles-ci sont d'une grande importance dans les applications
pratiques. I1 faut cependant noter que deux ordonnancements distincts
donnant, pour un critére donnée, une méme valeur moyenne ne sont pas
forcément équivalents (voir par exemple le paragraphe 1.2.2.1.).

Les critéres simples n'ont été étudiés que par rapport au
temps. Nous n'avons considéré que des critéres simples non pondérés. 11
est possible cependant d'introduire des codts pour différencier les
importances relatives des tdches entre elles ou des machines entre
elles. Cela revient 3 en faire des critéres simples pondérés ou les
poids sont des fonctions de colts.

Tous les résultats acquis en raisonnant sur les temps res-
tent valables si 1'on introduit une pondération par les colts et, en
particulier, les conclusions sur les moyennes sont identiques.



CHAPITRE II

ProBLEMES D’ ORDONNANCEMENT STATIQUES :
MoDELES ET METHODES DE RESOLUTION.
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Nous présentons, dans ce chapitre, les modéles les plus
caractéristiques qui ont &té proposés pour formuler le probléme d'ordon-
nancement statique d'un atelier. Nous é&tudions ensuite les méthodes de
résolution le plus souvent utilisées pour ce type de probleéme.

Cette étude est aussi compléte que possible mais ne prétend pas
2tre exhaustive. Nous nous intéressons surtout aux grandes familles de
formulation et de résolution avec les restrictions généralement introdui-
tes que nous avons rappelées au chapitre I. Nous rappelons enfin les ré-
sultats obtenus dans certains cas bien particuliers d'ordonnancement (9]

(151 [16] (23] [24].

La notation que nous utilisons dans la suite est celle de
CONWAY [1]. Elle permet de définir simplement le type de probléme envisa-
gé par un quadruplet A/B/C/D, ol A caractérise les tdches, B définit les
machines, C est le type de 1'atelier et D 1'un des critéres d'évaluation
de 1'ordonnancement &tudiés dans le chapitre précédent.

Nombre de machines

Sauf exception que nous signalons, la majorité des études con-
cernent des problémes ol il n'y a pas de machines identiques, c'est-a-
dire des problémes sans groupes de machines. Dans ce cas B est noté m :
atelier simple & m machines. Pour un atelier multiple, o2 il y a m groupes
de machines, B sera noté M.

Type de 1'atelier

Numérotons les groupes de machines de 1 & m et désignons par
01..j 1'opération de la tdche i nécessitant la machine j. L'atelier est de

type & flot unique (Flow-shop) et nous noterons F si la propriété suivan-
te est vraije :

pour toute tache i Oi i< Oi " si et seulement si j < %
1 4
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Dans le cas général ol les opérations des diverses tiches pas-
sent dans un ordre quelcongue sur les machines, le type de 1'atelier est
dit & flot quelconque et noté G.

Dans le cas d'un atelier & une machine le 3° élément du qua-
druplet n'a pas de sens. Nous le noterons A/1//D.

Critére

Lorsque le critdre d'évaluation de 1'ordonnancement peut etre
quelconque nous prenons comme notation le quadruplet A/B/C/¥.

Exemple : n/m/G/P pour un probléme a n tidches, m machines, un atelier a
flot quelconque et le critére du temps de passage maximum des tdches.

I1.1. FORMULATIONS DES PROBLEMES D' ORDONNANCEMENT

Nous nous bornons & indiquer les deux formulations les plus
couramment utilisées. La premidre conduit & un programme linéaire gn
nombres mixtes (par exemple [17]). La deuxiéme s'appuie sur l1a théorie
des graphes en introduisant des arcs disjonctifs (par exemple [191]).

II1.1.1. Programmes linéaires en nombres mixtes

Parmi les nombreuses formulations de problémes d'ordonnancement
avec contraintes de moyens, nous avons choisi d'en exposer deux qui pa-
raissent assez représentatives de 1'ensemble des programmes linéaires en
nombres mixtes proposés.

I1.1.1.1. Probléme d'ordonnancement n/m/G/P et n/M/G/P ([351)

Soit t la période élémentaire de temps..Si j caractérise un
moyen (machine, personnel,...) notons Ij 1'ensemble des t&ches i utilisant

le moyen j et qi,j la consoomation de moyen j utilisée pour réaliser 1'opé-

nﬁmoi

j de la tiche i. Soit Ci j la date de début de 1'opération 01.1-
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S1 on introduit deux opérations fictives 00 0 et 0
et C

n+1,me1® 3107 Cg o = 0

n+l,m+l © P, durée de 1'ordonnancement.

Le probléme général peut se formuler ainsi :

i € N = {1’2’--¢’n+1}
Trouver des nombres Ci . 20

»J jekK=1{1,2,...,ml}
qui migimisent P avec
r
ci’k-ci’j 2 fi,j i=1,...,n ; (j’k) € H (= K X K
(1) \ £ j étant 1a durée de 1'opération 0 j
Lci’j-CO’o 2 Ci i=1,...’n s j € K

Ci &étant la date de début au plut tdt de la tache i.

(
§ a; (XP . <o, j=1,....m
el 1,3 ", 7 73
J avec ] .

k Xt i 1 si ci,j<t5ci,j+fi,j i=l,...,n

i,J \O sinon j=1,...,m
bj représentant la capacité en moyen j
Remarque

Dans la formulation précédente, si toutes les taches ont méme
date de début au plus tdt (par exemple Ci = 0 pour tout i) il suffit d'af-

fecter a 1'opération. fictive 00 0 la durée 0.

Deux cas sont particulidrement importants dans les problémes
d'atelier, suivant que chaque groupe de machines comporte une seule ou
plusieurs machines. Nous parlerons alors respectivement d'atelier simple
et d'atelier multiple.
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1. Ordonnancement d'atelier simple : n/m/G/P

Les hypothéses sont les suivantes :

(H1) : chaque tiche doit passer 0 ou 1 fois sur chaque groupe de machine
dans un ordre bien déterminé.

(H2) : le choix de 1'ordre dans lequel les différentes tiches passent sur
les machines est indifférent.

(H3) : chaque groupe de machine comprend une seule machjne.

Le systéme (2) s'écrit alors

f
R P j=1,...,m
Liel, »J
(2a) J
1 sicC. . . .
avec Xb . = 31 CI-J <ts c1.J+fi.J
\ 1 0 sinon

2. Ordonnancement d'atelier multiple : n/M/G/P

Les hypothése précédentes (H1) et (H2) subsistent mais (H3)
est remplacée par 1'hypothése (H'3)

(H'3) : le groupe de machine j comprend Mj machines identiques
(Mj 2 1 pour tout j = 1,2,...,m)

Le systdme (2) devient alors

r
t i
4 iglj Mgty dheeom
2b
(2b) avec x} _ 1 sj ci’j <ts ci.J + fi.J
3 o
sinon

\



34

3. Evaluation du nombre de variables et de contraintes

Le nombre de contraintes (2a) ou (2b) et surtout le nombre de
variables booléeiennes XE j peuvent &tre trés grands car la période élé-

mentaire t intervient explicitement dans les formules.

Evaluons ces nombres pour le probléme d'atelier simple n/m/G/P
en supposant que toutes les tdches arrivent a la date 0 (date de début au
plus tdt) et utilisent toutes les machines, c'est-a-dire que Ij={1,...,n}

pour tout je{l,...,m}

Variables nombre
Ci .20 entiéres nm
1
t _
xi,j' {O nmP
Contraintes nombre
C.i’k-ci’j Zfi.j nm
x‘i‘ <1 m P
ieN »J

On obtient donc un programme linéaire en variables entidres
comportant nm(P+1) variables et n{n+P) contraintes, 1a fonction a minimi-

ser étant cn+1,m+1

Exemple : 10/4/G/P : dans ce cas on obtient un programme linéaire avec
1040 variables et 140 contraintes pour une durée d'ordonnancement de 25

unités de temps.

Cette méthode apparait donc comme particuliérement lourde.
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11.1.1.2. Formulation de MANNE pour le probléme n/m/G/¥

La modélisation de MANNE [17], est celle qui est 1e plus souvent
citée dans les articles consacrés 3 1'ordonnancement. Elle part d'un pro-
gramme non linéaire en nombres mixtes qui est rendu linéaire en donnant
une borne B au temps d'ordonnancement maximum P.

Les hypothéses sont celles (HI’HZ’H3) de 1'atelier simple précé-

i

Soit les nouvelles variables bi i,k valant 1 si la k éme opéra-

tion de 1a t3che i nécessite j, 0 sinon.

En remarquant que } b, j.k C; j est la date de début de 13
J' 9 ] ]

k“’"'e opération de la tdche i, les contraintes de prgcédence sur les opé-
rations d'une mdme tache s'écrivent :

(B A5k g, g) S d gk Gy

Pour une machine j donnée il faut déterminer 1'ordre de passage
des tiches r et s, c'est 3 dire vérifier 1'une ou 1'autre des inégalités

Soit yr,s,J ={1 si la tiche r précede (pas nécessairement directement)
la tiche s sur 1a machine j
0 sinon

et soit B une constante assez grande (par exemple B = D) ¥ J)'
1 °

Le syst2me (4) est alors équivalent au systeme (5).
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]

(B+fs §) Yros,5 * (G 57Cs,3) 2 Fs,5
(5) <
(B+f )(1-Yp o 5) + (C5 57Cr 5) 2 Fr g

™

dans lequel une des contraintes est toujours vérifiée.

Le programme linéaire & résoudre est donc le suivant :

Trouver des entiers positifs C, j(1.1) e He{l,...,nkx{1,...,m}

et des booléens Yr,s,j J=1,...,m

(r.s) € K ¢ {1,...,n}x{1,...,n}

vérifiant les contraintes
14, 5,k(C4,5%F,5) .4 Pigaee G

(B+fg ) ¥ +(C_C_s)zf

r,SsJ red "S,J Sy J

(B4 (1Y g, 30*(Cs, 57Cr ) = T,

et qui optimisent une certaine fonction *économique".

i - l’o ’n

k = l..-,card (Ci j)-l
j=1,....m

(r,s) € K

Cette fonction 3 optimiser peut prendre différentes formes sui-
vant le type de critére. Les trois cas les plus classiques sont les sui-

vants.

1.n/m/G/P

min P <=> min (; g by 5.2 ci.,j)

2 &tant la derni2re opération de la tiche 1 (2 < m)

2. n/m/G/P

min P avec (6) § bi,j,k(ci,j+fi,j) <P

i=1,...,n
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3. n/m/G/R
Dans le cas ol chaque tiche i a une date de fin imposée d1.
nous avons vu que Ri'Ai = Pi'pi avec p; = di'ci
La fonction & optimiser est min(] R;)
1

Evaluons les nombres de variables et de contraintes dans le cas
du probléme n/m/G/P en faisant 1'hypothése que chaque tiche comporte m
opérations :

Variables nombre
) ci,j 2 0 entiéres nm
' n(n-1

Yr.s.j booléennes m.

Contraintes nombre
(3) n{m-1)
(5) mn(n-1)
(6) n

Cela donne, par exemple, pour un probléme 10/4/G/P 220 variables
et 400 contraintes, ce qui est important pour un probléme de petite taille.

I1.1.1.3. Conclusion

La modélisation par des programmes linéaires en variables mixtes
permet de formuler le probléme général n/m/G/¥ mais nous obtenons rapide-
ment un nombre important de variables et de contraintes. En effet, s'il
est relativement facile d'introduire les contraintes technologiques défi-
nissant les séquences d'opérations d'une m2me tache, il est plus difficile
de formuler les contraintes de charge de machines. C'est pour cette raison
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que nous n'avons pas donné 1'extension de la formulation de MANNE [17]
dans le cas d'ateliers multiples. Les notations y sont particuliérement
alourdies par 1'introduction de nouvelles variables et la modification
des contraintes.

I1.1.2. Contraintes disjonctives dans les graphes

A tout problemed'ordonnancement ne comportant que des contrain-
tes de succession, on peut associer un graphe conjonctif. C'est 1a repré-
sentation classique potentiels-tdches dans laquelle les contraintes
technologiques sont représentées par des arcsentre les sommets du graphe
qui définissent les opérations. Le graphe conjonctif traduit le probléme
teghno]ogique.

Exemple : 3 taches comportant 2 opérations chacune.

tadche |Opérations

1 1,2
2 3,4
3 5,6

Lorsqu'un certain nombre d'opérations doivent &tre effectuées a
1'aide d'un méme moyen, leurs temps d'exécution sont nécessairement dis-
joints. I1 faut alors introduire (cf. [19]) ces contraintes disjonctives
dans le graphe du problame technologique. Cela se traduit par des paires
d'arcs disjonctifs entre des couples de sommets du graphe.
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Les opérations@ et @ d'une part, @ et @ d'autre

part utilisent 1a m&me machine. 11 faut donc introduire deux paires d'arcs

disjonctifs entre (1) et (3) d'une part et (3) et (6) d'autre part.
D'old le graphe :

Formellement, nous dirons :

Dé&finition 1

Deux arcs d'un graphe G sont disjonctifs et forment une paire
disjonctive si tout chemin dans G peut utiliser au plus un &lément de
la paire.

Les problémes d'ordonnancement a ressources limitées peuvent
donc 2tre pris en compte mathématiquement dans le cadre d'un graphe géné-
ralisant celui de la formulation potentiels-tiches. Comme dans ceux-ci il
s'agit de déterminer un chemin critique de longueur minimale. Le seul cri-
tére mis en oeuvre ici est la durée D de 1'ordonnancement (ou P puisque
la date de début au plus tdt de toutes les tiches est supposée commune et

prise comme origine). Les problémes ainsi formulés sont donc du type
n/m/G/P.

A tout probléme d'ordonnancement de ce type on associe un gra-
phe G = (X,Y,Z) avec X 1'ensemble des sommets, Y 1'ensemble des arcs con-
Jonctifs (probléme technologique) et Z 1'ensemble des arcs disjonctifs
(contrainte de charge des machines).
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Le probléme consiste alors & trouver un graphe G' = (X,U), ol
U est un ensemble d'arcs conjonctifs, & partir du graphe G = (X,Y,Z) en
faisant un arbitrage complet et compatible des disjonctions.

Définition 2

; Un sous ensemble Sy, € Z contenant au plus un arc par pairedis- )
]

jonctive est appelée Sélection (d'arcs disjonctifs). Une sélection
comportant exactement un arc de chaque paire disjonctive est appelée
sélection compléte (par opposition & une sélection partielle) ou ar-
t bitrage complet. ‘ ‘

L

Exemple

Reprenons 1'exemple précédent. Une sélection compléte consiste
d choisir par exemple 1'arc (1 , 3 )etl'arc( 6 , 4 ). Ce qui
donne le graphe suivant :

Nous allons maintenant distinguer deux classes de problémes et
nous envisagerons, pour terminer, une extension possible par 1'introduc-
tion des délais pour les taches.

I1.1.2.1. Ordonnancement d'atelier simple n/m/G/P

Si G = (X,Y) est le graphe conjonctif obtenu sans tenir compte
des contraintes de charge des machines, soit Xk < X le sous-ensemble des

sommets correspondant aux taches a exécuter sur la machine k.
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Introduisons 1'ensemble Z d'arcs disjonctifs tél que

( A
m
Z= v | (1,J3) € Xk X xk /1A jet (1,]) &Y
k‘l‘
et (j,i) ¢ Y (
J.
(i!J) e L .
Alors forment une paire disjonctive si et seu-
(r,s) € Z

lement si s=i et r=j.

L'arc (i,j) sera valué par la durée fi de 1'opération i. Chaque
- 2
sélection compléte S|, 9énére un graphe conjonctif noté G, = (X,YuS,).

Soit S 1'ensemble des sélections complétes, alors

SI

{Sh € S/Gh=(X,Y U Sh) n'a pas de circuit}

G’ {Gh = (X,Y u Sh)/Sh e S'}.

Le probléme d'ordonnancement d'atelier simple se réduit alors
a trouver Sr e S' et G, € G' tel que, si Lr est son plus long chemin,

alors L = Min (L.).
r SheS' h
Le nombre de sélections complétes est Card(S) = 2% avec
a = 3 Card (Z), celui des sélections compatibles Card (S') est trés infé-

rieur puisque borné par m.n!.
Par exemple, pour un probléme de n=4 tadches, m=10 machines et
40 opérations, le nombre de paires disjonctives est m(n n-l)) = 60 et

Card (S) = 260. Pour chaque machine k, Card (Sk) = 2% - 64 alors qu'en

fait le nombre de sélections compatibles est seulement Card(S'k)=4!-24.
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La représentation du graphe correspondant devient trés vite
inextricable, surtout dans le cas d'un atelier de type a flot quelconque.
Comme illustration, nous donnons ci-dessous le cas d'un ordonnancement
34 3 tiches et 2 machines pour un atelier a flot unique (3/2/F/P).

Opérations sur Opérations sur
la machine 1 la machine 2

0 et 7 sont deux opérations fictives respectivement début &t
fin de 1'ordonnancement.

11.1.2.2. Ordonnancement d'atelier multiple n/M/G/P

Dans 1le groupe de machines k(k=1,...,M) il y a Mk machines iden-

tiques et Nk opérations sont 3 exécuter sur ce groupe k. Le sous-graphe

St correspondant aux machines du groupe k devra comporter Nk-Mk arcs for-

mant Mk chemins disjoints de longueur non négative. St sera donc une sé-

lection partielle dans le sous-graphe disjonctif Zk.

Donc, dans le cas d'un atelier multiple, il suffit de chercher
M

parmi toutes les sélections partielles Sh = y Sﬁ celle qui minimise P.
k=1

Sh appartient & S", ensemble des sélections partielles que Gh=(X,YuSh) est

sans circuit.

Le nombre de sélections partielles possibles, Card(S"), est de
T'ordre de Mxnxn!. I1 dépend essentiellement du nombre de taches concernées
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et varie en fonction du nombre de machines par groupe.

Prenons deux exemples od 1'on s'impose d'affecter une opération
au moins 3 chaque machine de chaque groupe.

1. 3/2/G/P

avec Mk=2’ Nk=3 pour k=1,2.
Sp € S" comporte 3-2=1 arc par machine, ce qui est un.cas particuliérement

simple. Card(S") est égal & 6.
2. 10/5/G/P

avec Mk=2, Nk=10 pour k=1,...,5.
Chaque sélection St comporte 8 arcs formant deux chemins disjoints. Le

nombre de sélections partielles est 25 x 10!.

I1.1.2.3. Limites des graphes disjonctifs : extension proposée

Tels que formulés précédemment, les graphes & contraintes dis-
jonctives représentent les problémes d'ordonnancement ou le critare mis
en oeuvre est la durée maximale P de 1'ordonnancement. Si les dates d'ar-
rivées différentes pour les tiches peuvent 2tre facilement prises en

compte (voir exemple suivant), il n'en est pas de mdme pour la notion de
délai.

Nous avons trouvé personnellement un moyen artificiel d'intro-

duire les contraintes de délai de réalisation pour chaque tiche : pour

toute tache i, on introduit une opération supplémentaire "fin de tiche i"
notée 0. Soit di la date de fin au plus tard de 1a tache i et prenons 0

pour origine de 1'ordonnancement ce qui permet de faciliter 1°

exposé de
la suite.
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SiP= Mz_nx(di) alors o; aura pour durée P-di. Dans ce graphe
i
G = (X u {0;},Y,Z) si on trouve un chemin critique minimum L* < P alors

le probléme est possible (i.e. les tdches ne seront pas en retard).

Exemple

Reprenons 1'exemple précédent en introduisant des dates de début
au plus tdt Cy et dés dates de fin au plus tard di données par le tableau

tache, oF d, o4
1 0 20 8
2 4 32 9
3 2 30 10

P est &gal & 32 donc les durées des opérations fictives s

@ s seront respectivement 12, 0 et 2.

Le chemin critique minimum est L™ = 31 : donc les tdches respec-
teront leur date de fin au plus tard. I1 correspond a la solution suivante:
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I1.1.2.4. Conclusion

L'accroissement de la taille du modéle est trés rapide. En par-
ticulier cela est du au trés grand nombre d'arcs disjonctifs a introduire

lorsque le nombre de taches est élevé.

Par sa nature méme cette méthode est bien adaptée a la recher-
che de 1a longueur d'un chemin. Mais, malgré 1'extension proposée il est
difficile de 1'adapter a une résolution optimale vis & vis d'un autre
critére que le temps de passage P. '

IT1.1.3. Conclusion sur les formalisations

Tout probléme d'ordonnancement peut donc se formuler soit, comme
un programme linéaire en nombres mixtes, soit comme un probléme de chemin
critique dans un graphe comportant des arcs conjonctifs et des arcs d1s-
jonctifs. On peut également formuler ce probléme comme le fait par exem-
ple FORTET [18] ou PIERCE [33] & 1'aide de programmes booléens.

La formulation reste relativement simple lorsqu'on s'intéresse
uniquement & la durée de )'ordonnancement. Lorsqu'on veut modéliser un
probléme plus complexe, tel atelier multiple ou atelier dans lequel des
délais sont affectés aux tiches, la taille du modéle s'accroit de fagon
trés importante.
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11.2. LES METHODES DE RESOLUTION

Les m&thodes de ré&solution des problémes d'ordonnancement
d'atelier formulés dans le paragraphe précédent peuvent &tre réparties
en quatre grandes familles :

lTes méthodes analytiques combinatoires,

les codes de programmation linéaire en variables mixtes

les méthodes d'énumération implicite

les méthodes heuristiques

* Nous laissons volontairement de cdté les méthodes qui procédent
par énumération compléte des ordonnancements possibles. Pour un probléme
n/m/G/P il y a de 1'ordre de (n!)m ordonnancements parmi lesquels beaucoup
sont irréalisables pour des raisons technologiques. Ces méthodes ne peu-
vent &tre envisageables &tant donné leur colit prohibitif.

Nous nous intéresserons donc aux quatres groupes précédents
en donnant pour chacun les caractéristiques principales et les avantages

ou inconvénients relatifs.

I1.2.1. Méthodes analytiques combinatoires

Ces méthodes procédent toutes du méme principe. L'analyse de
1'ensemble des solutions permet de déqager des sous-ensembles remarquables
et de réduire la dimension des ensembles a explorer. Cette propriété est
la dominance qui signifie que toute solution dominante est meilleure au
sens du critére considéré qu'une solution dominée correspondante.

Une premiére approche est due a CONWAY [1] qui introduit les
notions d'ordonnancements actifs et semi-actifs. Le principal résultat

établit que la solution optimale & tout probléme avec critére régulier
(par exemple le temps de passage P ou le retard R) appartient 3 1'ensemble
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des ordonnancements actifs.

Une deuxiéme approche concerne la caractérisation d'un ensemble
d'ordonnancements admissibles par 1'analyse sous contraintes ((81 [201).L'ob-
jectif est dans ce cas le respect des délais attribués aux tdches.

Des conditions nécessaires de dominance sont démontrées dans
deux théses ([11] et [121). Pour COUZINET [11] cette recherche est faite
par 1'étude des structures pyramidales des diagrammes d barres (diagram-
mes de GANTT). Par contre dans [12], les relations sont établies par la
recherche de circuits dans des graphes. La dimension du sous-ensemble
d'ordonnancements dominants est alors d'autant plus réduite que le corps
d'hypothéses est plus complet. FONTAN [12] utilise ensuite une optimisa-
tion par la méthode de Séparation et Evaluation Progressive (méthode
S.E.P. exposée au paragraphe 11.2.3.), les critéres retenus étant P ou R

pour des problémes & une seule machine.

Les résultats obtenus par ces méthodes sont intéressants car
ils peuvent 2tre utilisés dans le cadre d'une aide & la décision. Malheu-
reusement, ils sont surtout obtenus pour des problémes n/1//¥ et partiel-
lement dans le cas n/m/F/¥. La résolution du probléme général n/m/G/¥
ne peut, pour 1'instant, &tre envisagé par ces méthodes.

I1.2.2. Programmation linéaire en nombres entiers

Nous présentons d'abord une des tentatives de résolution par un
code de programmation linéaire en nombres mixtes (P.L.M.). Puis, nous in-
diquons les limites de ces méthodes. Enfin, nous inclurons dans cette
classification une approche intéressante par fonction de pénalisation [41].

I1.2.2.1. Une expérience de résolution par P.L.M.

I1 s'agit de la résolution d'un problame de type n/3/F/I3 due
3 WAGNER et GIGLIO [21]. L'objectif 13 est de minimiser 1'inactivité de

1a machine 3 :
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2 &i) ol Xg représente 1'inactivité de 1a machine

k avant le début de 1a tache an position j.

Si 1'on définit les variables suivantes :

1 si la tache i est ordonnancée en jie"'e position
e s« =
1sJ 0 sinon
Z(3) = [zl,j’zz,j" ’J] vecteur colonne
YE T1'attente de 1a tdche en position j entre sa fin sur la ma-

J
chine k et son début sur 1a machine k+l,

A,B,D les vecteurs lignes des temps de fabrication des tdches
1,2,...,n respectivement sur les machines 1,2,3.

Les contraintes s'écrivent alors

z =1 ) Z =1
2: i, 5 71,3
2 . 2 2 . 3 _
j=1,...,n-1
Az(j+1) + vi o - vl Bz - X2, =0
j+l J j+l

La résolution de ce P.L.M. utilise 1'algorithme de GOMORY [34].
Le tableau ci-dessous est un extrait des résultats obtenus. I1 montre le
nombre d'itérations nécessaires pour obtenir la solution de cinq problémes
6/3/F/I3. Pour chaque probléme trois variantes ont &té &tudiées en intro-

duisant des contraintes supplémentaires.
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Probléme
. iy A B (¥ D E
Variante
44 1647 218 pas de sol | 9548
50 710 63 858 2811
3 50 208 58 245 304
4

(pas de sol. signifie que 10000 itérations n‘ont pas permis de
trouver une solution).

[1.2.2.2. Des possibilités 1imitées

Ces résultats ne sont pas trés encourageants d'autant plus qu'il
s'agit d'un atelier & flot unique F plus simple & résoudre que 1'atelier
de type G.

Théoriquement, 1a résolution d'un programme 1inéaire en nombres
mixtes permet d'obtenir la solution optimale. En pratique, cela est pos-
sible pour de petits ateliers, mais le colt devient beaucoup trop élevé
lorsque la taille de 1'atelier augmente ((31]).

En 1'état actuel des codes de PLM, peu de progrés peuvent &tre
réalisés dans cette voie. Finalement il apparalt trés maladroit de résou-
dre un probléme d'ordonnancement sous contraintes de cette maniére car on
n‘utilise pas la structure particuliére de tels problémes. Ces caractéris-
tiques sont mises en évidence dans la modélisation par les graphes dis-
Jonctifs (cf. paragraphe I11.1.2.).

11.2.2.3. Approche par fonction de pénalisation

Une extension du probleéme n/M/G/R a &té proposée par
NEPOMIASTCHY (4]. La résolution est conduite par 1'introduction d‘une

fonction de pénalisation. Cette dernidre permet de donner un sens &conomi-
que et réaliste au probléme.
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L'extension principale est la suivante : 1'atelier est multiple
et & ressources variables dans le temps. Chaque groupe j comporte
M(J,0) machines (8 désignant le temps).
<C

Soit E = {"={Ci j}/V(i,j) C. . entier : <d

i3 P33, < G,y < 4,50
et G(u) une fonction de pénalisation positive ou nulle de 1a contrainte

¥i=1l,...,m

J(3,8) < M(J,6) ¥0eT période de 1'ordonnancement

od J(j,0) est 1e nombre d'opérations exécutées sur le groupe j pendant
1'intervalle de temps [6,6+1[.

Le probléme a résoudre est :

Minimiser G(u) avec u ¢ E ou si possible trouver u ¢ £ tel que
G(u) = 0.

L'ordonnancement recherché est donc tel que les délais sont
tous respectés. Si c'est possible on recherche un ordonnancement qui res-
pecte en plus la charge des machines, ou sinon celui qui viole le moins
la contrainte des ressources variables. Dans ce cas, on obtient 1'ordon-
nancement qui entraine la colit supplémentaire le plus faible.

L'algorithme donne de bons résultats mais il peut se poser des
problémes de convergence. En effet, on part d'une solution initiale quel-
conque et s'il 1'on n'obtient qu'un optimum local, on est obligé de cal-
culer une nouvelle solution initiale. Par la suite, nous utilisons cet
algorithme comme partie de notre modéle, mais nous le faisons de maniére
non standard ce qui nous permet d'éviter ces problémes de convergence.

I1.2.3. Enumération implicite

Les méthodes que nous regroupons sous ce nom procédent par par-
cours dans 1'arbre des solutions possibles en n'envisageant cependant
qu'un nombre restreint d'entre elles. Le nom généralement donné a ces mé-
thodes est "Séparation et évaluation progressive" (S.E.P. ou Branch and
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Bourid). Ci-dessous nous montrons le principe général, puis nous nous in-
teressons 3 une autre méthode procédant aussi par &numération implicite
mais de philosophie différente puisque le but est d'améliorer une solution
initiale. La méthode S.E.P. construit au contraire une solution de toute
piéce.

11.2.3.1. Algorithme S.E.P.

Cette méthode de séparation et évaluation progressive est basée
sur un algorithme comportant trois procédures :

- une procédure de séparation ("Branching") qui partitionne 1'en-
semble des solutions en deux sous-ensembles complémentaires.

- une procédure d'évaluation ("Bounding") de bornes inférieures
pour le critére qui est généralement le temps de passage P ou la durée 6
de 1'ordonnancement.

- une procédure de progression qui permet de choisir une branche
de 1'arbre dans laquelle 1'exploration va se poursuivre.

Le critére d'évaluation de 1'ordonnancement est contenu dans la
procédure d'évaluation. Dans la majorité des études faites (cf. par exem-
ple [14], [261, (29]), c'est le temps de passage maximum P que 1'on cher-
che & minimiser, pour des problémes n/m/F/P ou n/m/G/P. A notre connais-
sance, une seule étude utilise une résolution par énumération implicite
avec les délais comme critére ( [13]) pour un probléme n/m/G/E en se ra-
menant & un probléme n/m/G/P.

Le succés des méthodes S.E.P. dans la résolution du probléme
général d'ordonnancement d'atelier est surtout fonction de 1'efficacité
du calcul des bornes inférieures. Les efforts de calcul restent cependant
trés importants. Trés souvent, une solution est obtenue assez rapidement,
mais il reste a prouver qu'elle est vraiment optimale, ce qui est tras
colteux en temps. Toutefois, on peut se contenter de rechercher des solu-
tions proches ou non de 1'optimum, ce qui permet une résolution relative-
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ment rapide.

I1 faut remarquer que la formulation du probléme d'ordonnance-
ment par des arcs disjonctifs dans des graphes est particuliérement bien
adaptée 3 une résolution par S.E.P. En effet, descendre dans 1'arbre re-
vient 3 arbitrer une paire de disjonctions (cf. paragraphe I1.1.2.).

La racine de 1'arbre correspond au graphe sous les arcs dis-
jonctifs. Chaque étape consiste & introduire 1'arbitrage d'une paire dis-
jonctive. Une solution est obtenue lorsque le graphe disjonctif est com-
plétement arbitré.

11.2.3.2. Enumération implicite de BALAS [10]

Cette méthode est fondée sur deux propriétés des graphes d'or-
donnancement d'atelier simple que nous rappelons ci-dessous.

PL :

Si Ch est un chemin critique dans Gh = (X,Y v Sh), tout graphe
Gk obtenu & partir de Gh en remplagant un arc d'une paire disjonctive par

1'autre du chemin critique est sans circuit.

P2 :

Si Ch est un chemin critique de longueur Lh dans Gh’ et s'il
existe Gk de chemin critique Ck de longueur Ly < Lh, alors la sélection
Sk contient le complément d'au moins un arc d'une paire disjonctive ap-

partenant au chemin Ch.

Le principe de 1'algorithme de Balas est de partir d'un ordon-
nancement réalisable, ol tous les arcs disjonctifs sont arbitrés. On gé-
ndre ensuite de nouveaux graphes conjonctifs tous réalisables par deux
types de pas : pas en avant et pas en arriére qui correspondent au
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changement d'arc dans une paire disjonctive. Les problémes résolus ainsi
sont des problames n/m/G/P.

La propriété la plus intéressante de cette méthode est de four-
nir dés le début des solutions réalisables contrairement a 1a méthode
S.E.P. Pour un probléme de grandes dimensions ceci permet d'améliorer
aisément une solution de départ sans 2tre nécessairement obligé d'effec-
tuer de longs calculs.

I11.2.3.3. Méthodes heuristiques

Avec les méthodes décrites ici il n'est plus possible d'obtenir
la solution optimale & un probléme donné, mais seulement une solution re-
lativement bonne.

Les procédures de génération d'ordonnancements par ces méthodes
heuristiques sont caractérisées par 1'ordre suivant lequel les opérations
sont sélectionnées et la maniére dont les dates de début sont déterminées.
Ceci permet de faire la distinction fondamentale entre les procédures a

-

une passe et les procédures a essais successifs.

Dans les procédures a une passe, toute affectation d'une date
de début a une opération est définitive. Dans les procédures a essais
successifs, chaque affectation de date de début & une opération est une

tentative sujette a modifications jusqu'a ce que 1'ordonnancement tout
entier soit parfaitement déterminé.

A notre connaissance, la majorité des algorithmes heuristiques
sont a une passe (cf. par exemple [22], [25]). Ces méthodes font appel a
la notion d'ensemble d'opérations “ordonnangables" qui sont en général
celles sans prédécesseurs non ordonnancés. Ces opérations forment des fi-
les d'attente devant les machines concernées. La sélection est faite par
des régles de priorité du type premier arrivé premier servi, plus courte
durée de fabrication, plus court délai, etc... (pour d'autres exemples,
voir [1]). Ces régles de priorité peuvent 2tre plus complexe en faisant
intervenir une pondération sur les différents critdres (voir par exemple
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certains produits-programmes de constructeurs comme MAPICS d'IBM, TZAR
de Production System ou ORACLE de CII-HB). Cela permet de trouver une
ou plusieurs bonnes solutions (bonne relativement & un des critéres) au
probléme posé.

Pour un probléme donné, il est toujours possible de trouver une
procédure a une passe qui fournira le méme ordonnancement qu'une procédure
3 essais successifs. I1 suffit de changer les régles de priorités. Mais
ceci est un inconvénient majeur puisqu'il faudra trouver une procédure a
une passe pour chaque probléme, alors qu'une procédure "récursive" permet-
tra sans modification de les traiter tous.

Un exemple de telle procédure & essais successifs a été testée
par CRABILL (1) pour des problémes n/m/F/P. Il s'agit d'une méthode ordon-
nancant tidche aprés tache. Pour chaque opération a ordonnancer, on calcu-
le 1a pénalité sur le temps de passage maximum et on déduit ainsi la meil-
leure position pour 1'insérer dans 1'ordonnancement partiel provisoire,.
Les opérations déjd ordonnancées sont éventuellement déplacées pour pou-
voir réaliser cette insertion. Une approche itérative est d'autre part
utilisée pour déterminer 1'ordre de prise en compte des taches.

Actuellement, les méthodes heuristiques, bien qu'adaptées a des
problémes restreints par les hypothéses introduites, permettent cependant
de résoudre au mieux les problémes généraux de type n/m/G/P ou n/m/G/R
de taille relativement importante.

I1.3. CAS PARTICULIERS RESOLUS

Nous considérons ici des résultats obtenus dans des cas parti-
culiers qui ne nécessitent donc pas d'&tre résolus par les méthodes vues
précédemment.
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11.3.1. Problémes n/1/V

Ce sont évidemment les problames les plus simples car il suffit
de déterminer une séquence d'opérations sur la machine unique. Tout en
étant simples, ils sont pourtant intéressants. En effet, ils permettent
d'une part une approche des problémes plus généraux (au niveau des mesu-
res de performances). D'autre part ils existent dans la réalité, ne
serait-ce que dans des ateliers & plusieurs machines indépendantes les

unes des autres.

De trés nombreuses recherches ont été effectuées dans ce domai-
ne et la séquence optimale a été trouvée pour la plupart des critéres
possibles (pour plus de détails voir par exemple [9] et [11]).

I1.3.2. L'atelier & flot unique

L'étude et les résultats les plus souvent cités sont ceux du
probléme n/2/F/P du & Johnson [15]. C'est certainement a lui qu'il faut
attribuer le fait que le critére du temps de passage P soit la mesure de
performance 1a plus souvent mise en oeuvre dans les problémes généraux
(cela peut aussi provenir du fait que c'est la plus simple a implémenter).

L'atelier & deux machines n'a pas donné lieu a d'autres résul-
tats pour les autres critéres. En particulier les résultats de Johnson

ne peuvent pas s'appliquer au critére du temps moyen de passage P.

Pour le probléme n/3/F/P aucune régle de construction de la so-

lution optimale n'a été trouvée sauf dans les cas limites (cf. [15] et
[(161]).

Le cas trés spécial du problame 2/m/F/P a &té proposé sous for-
me graphique par ACHERS [23]. Il est particuliérement irréaliste puisqu'il
est 1imité 3 deux tiches. Neanmoins i1 est intéressant 3 notre point de
vue car cette résolution pourrait s'adapter au cas de plusieurs téches.

I1 suffit de partjtionner ainsi : d'une part n-1 tiches déja ordonnancées,
d'autre part la nléme tdche. Cela revient a insérer une tiche dans un
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ordonnancement existant, le probléme étant de trouver simplement une bon-
ne solution. Cette méthode semble intéressante pour des ateliers a flot
unique. Nous donnons en annexe B un exemple avec 5 machines.

Nous terminerons par le probléme général n/m/F/¥ en citant les
deux théorémes de COMJAY (1] concernant les ordonnancements dominants.

THEOREME 1

I1 suffit de considérer les ordonnancements ol les tdches pas-
sent dans le méme ordre sur les deux premiéres machines pour les critéres
suivants : P, P, R, R.

THEOREME 2

Pour le probléme n/m/F/P i1 suffit de considérer les ordonnan-
cements ou les tdches ont le mdme ordre sur les machines 1 et 2 et le mé-
me ordre sur les machines m-1 et m.

Remarque

Ces deux théorémes ne sont valables que sous 1'hypothése suivan-
te : toutes les tdches ont la méme date de début au plus tdt. Ils ne peu-
vent donc s'appliquer qu'd des problémes d'ordonnancement de type statique.

[11.3.3. L'atelier a flot quelconque

Le seul probléme pour lequel on connait une méthode est le pro-
bléme n/2/G/P od chaque tiche a au plus deux opérations. C'est Jackson
[16] qui a adapté 1'algorithme de Johnson pour ce probléme.

Signalons enfin une adaptation de la méthode graphique (para-
graphe 11.3.2) au probléme 2/m/G/P par NEMHAUSER (24] qui procéde de ma-
nidre analogue. L'extension & n taches ne nous parait guére intéressante
dans ce cas. En effet le flot arbitraire des opérations sur les machines
complique beaucoup trop le probléme. La résolution suggérée en annexe B
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ne peut pas &tre adaptée de fagon simple et efficace pour le cas d'un
atelier a flot quelconque.

I1.4. CONCLUSION SUR LES PROBLEMES STATIQUES

L'étude des différentes méthodes de résolution nous a permis de
faire la classification suivante : d'une part les méthodes qui peuvent
fournir une solution optimale (P.L.M, énumération implicite) et d'autre
part celles qui donnent simplement une solution réalisabie plus ou moins
proche de 1'optimum (heuristiques et énumération implicite).

Parmi les premiéres la méthode S.E.P. est limitée par le nombre
de variables. La méthode P.L.M. 1'est & la fois par le nombre de contrain-
tes et de variables. Cette limite est d'autant plus évidente que notre
but est de traiter des problémes réalistes : ateliers multiples, tiches
comportant plusieurs opérations sur une mdme machine, etc...

Les secondes peuvent résoudre assez rapidement un probléme
donné en fournissant une solution : le probleme est alors celui de 1'éva-
luation de cette solution parmi 1'ensemble des solutions admissibles. Il
faut aussi noter qu'elles ne sont pas suffisamment générales puisqu'elles

dépendent essentiellement du type de probléme concerné et du critére que
1'on veut privilégier.

Le principal inconvénient des méthodes précédentes est claire-
ment le suivant : on ne traite que des ordonnancements statiques ol tou-
tes les tdches sont connues & 1'avance. On peut cependant prendre en comp-
te le fait que les dates de début au plus tdt sont différentes pour toutes
ces taches, mais alors certains résultats, comme nous 1'avons vu au para-
graphe I1.3.2., ne sont plys valables.

Dans le chapitre suivant nous allons voir comment il est possi-

ble de prendre en compte de nouvelles hypothéses permettant de définir un
probléme d'ordonnancement d'ateliep Plus réaliste.



CHapiTRe 11

Les PROBLEMES D'ORDONNANCEMENT DYNAMIGUE
Un MoptLE ET UNE METHODE DE RESOLUTION
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Les problémes traités dans le chapitre précédent ne sont
pas représentatifs des problémes d'ordonnancement concrets. Toutes ces
méthodes nécessitent 1a connaissance au méme instant de toutes les t&-
ches. La production est ainsi fixée & 1'avance, ce qui est peu réalis-
te. Cependant cette hypothése est essentielle pour l1a plupart des mé-
thodes étudiées. De méme le choix des critéres mis en oeuvre a souvent
été influencé par la possibilité d'obtenir des résultats. Nous avons
vu que la durée de 1'ordonnancement était le critére généralement uti-
1isé comme mesure car il est le plus simple & mettre en oeuvre. Cepen-
dant ce n'est pas toujours le plus réaliste.

Nous introduisons ici une méthode d'ordonnancement dynami-
que qui pallie cet inconvénient majeur. Notre modéle permet de prendre
en compte le cas d'un atelier fonctionnant avec une production "3 la
demande®, autrement dit ol la connaissance des tdches évolue dans le
temps. Nous considérons d'autre part des hypothéses plus générales du
type "tdches a structure non linéaire", "groupes de machines" et enfin
"délais assignés aux tdches" que nous considérons comme nécessaires a
un probléme réaliste.

L'approche de telles situations concrétes rendent le modéle
nécessairement plus complexe. Nous avons vu que les résultats obtenus
par les méthodes de type P.L.M. ou S.E.P. dans les cas statiques ne
sont guére encourageants. L'adaptation de ces méthodes dans le cas dyna-
mique paratt encore plus irréalisable par son co(t prohibitif, le nom-
bre de variables & introduire devenant beaucoup trop élevé. Par leur
nature méme, de tels problémes de production & la demande nécessitent
donc une approche différente. I1 nous semble, en effet, illusoire de
chercher & tout prix une "solution optimale" qui risque d'étre remise
en cause par des aléas de fabrication.

Nous allons donc préciser le probléme dynamique avec les
hypothéses propres et les objectifs & atteindre. Aprés avoir effectué
ces choix, nous exposerons en le justifiant, notre modéle.
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I11.1. LE PROBLEME DYNAMIQUE

II1.1.1. Justification du choix “"Contexte Dynamique"

Le mode de fabrication de 1'atelier dépend essentiellement
de 1a vocation méme de 1'entreprise et des besoins des clients. Pour
une période de temps donnée, on peut distinguer les deux types de pro-

duction suivants :

- Une production tixée & 1'avance od toutes les taches sont
connues dés le début de la période a ordonnancer. C'est le cas, par
exemple, d'un atelier qui envisage un réapprovisionnement de stocks.

On est alors en présence d'un probléme d'ordonnancement de type stati-

que.

- Une production "a& la demande" o0 1'on attend les commandes
des clients pour fabriquer. C'est le cas général d'un atelier qui doit
réaliser des tdches trés diversifiées et ou de nombreuses options peu-
vent intervenir. A 1a date t on ne connaft qu'un sous-ensemble ET,t des
taches & ordonnancer sur 1'intervalle de temps T. C'est la caractéristi-
que d'un cas d'ordonnancement de type dynamique.

Dans 19 plupart des cas réels, les ateliers fonctionnent
avec ces deux types de production imbriqués. Leur ordonnancement, s'il

veut correspondre a la réalité, doit donc &tre dynamique.

II1.1.2. Les données

Les notations précédentes sont conservées : les lettres mi-
nuscules désfigneront les données du probléme tandis que les majuscules

représenteront les variables. Les cas Titigieux, od cette régle est
difficile a respecter, seront signalés.
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I111.1.2.1. Les machines

On dispose de m groupes de machines et toutes les machines
d'un méme groupe sont identiques. Dans chaque groupe j (j = 1,...,m) le
nombre de machines dépend du temps 6. Nous noterons M(j,8) ce nombre.
Ceci permettra de prendre en compte les modifications du parc des machi-
nes et en particulier les aléas de fabrication tels que panne ou mainte-
nance.

La capacité de production est donc connue dans le temps.
Elle doit étre du méme ordre que la charge a& absorber. S'il n'y a pas
accord global entre les possibilités de fabrication et les demandes des
tdches, nous verrons (cf chapitre IV) que 1'ordonnancement ne pourra pas
atteindre ses objectifs. I1 faudra alors ajuster les moyens de produc-
tion. C'est pourquoi M(j,08), bien qu'étant une donnée, est noté avec
une majuscule.

I11.1.2.2. Les t&ches

Elles sont au nombre de n, mais ces n tdches ne sont pas
connues au méme instant. Pour chaque tdche i on connaftra sa date d'ar-
rivée a; (date a laquelle elle est connue de maniére certaine), sa date
de début au plus tOt c; et son délai sous la forme de sa date de fin au
plus tard d;. Chaque tdche est composée d'opérations élémentaires notées
Oi,j,k (tache i, groupe j de machines, k désignant la k1éme opération
sur le groupe j de la tache i).

L'ordre technologique des différentes opérations pour une
tiche i est connu et peut &tre représenté par un graphe quelconque
(f.e. 1a tiche n'est pas nécessairement linéaire).
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Exemple :

Téche 1, 3 machines, 6 opérations.

01’1.1 [ ) ’ > . 01.1’2

0;,2,2 /

° > o o o
01,2,1 \ / 01,2,3
0 [ J

1,3,1

Chaque opération Oi,j,k a une durée donnée fi,j,k' Pour cha-

que opération oi,j,k et pour tout r et tout s tels que Oi,j.k < oi,r,s'

ol < désigne la relation "précdde immédiatement”, i1 doit s'&couler un
temps t (oi,j,k’oi,r,s) entre la fin de Oi,j,k et le début de oi,r,s'
Les temps t(oi.j,k’oi,r,s) permettent donc de prendre en compte les

temps de transit dans 1'atelier.

II1.1.3. Les hypothéses

Nous avons choisi de les classer en trois groupes, la répar-
tition &tant 1a suivante :

{GH1) : Hypothéses liées a 1a réalité de 1'atelier

(1) Une opération commencée sur une machine ne peut étre
interrompue par une autre et doit étre menée 3 son terme.

(2) A tout instant, une machine ne peut &tre chargée avec
plus d'une opération.

(3) Chaque tache peut com

porter plusieurs opérations sur
un méme groupe de machines (indice k)
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(4) Comme nous 1'avons vu précédemment, une opération peut
avoir plusieurs précédesseurs et plusieurs successeurs ce qui entrafne
un ordre technologique non linéaire pour la tdche.

(5) Un délai est affecté a chaque tiche.

(GH2) : Hypothéses qui peuvent &tre levées sans difficulté

(1) On considére que les machines peuvent travailler en con-
tinu afin de pouvoir effectuer une opération sur deux périodes consécu-
tives sans interruption.

(2) Les temps de transit seront prix égaux 3 zéro.

{GH3) : Hypoth&ses qui sont &minemment restrictives

(1) Nous supposons qu'il n'y aura pas d'aléas de fabrication
concernant les opérations ordonnancées définitivement sur la période
immédiate.

(2) Lorsque deux opérations se succédent sur une méme machi-
ne il n'y a pas de temps d'adaptation de 1a machine.

Dans le chapitre IV nous &tudierons la possibilité de sup-
primer les groupes d'hypothéses (GH2) et (GH3).

II1.1.4. Les objectifs

Le critére le plus souvent rencontré dans le cas statique
(cf chapitre II) est celui de la minimisation du temps de passage P des
tiches dans 1'atelier. En fait c'est plutét 1a minimisation du temps
total d'exécution des tdches D, puisque les taches sont généralement
supposées avoir méme date de début au plus t6t. Ce critédre n'est pas du
tout approprié dans le cas dynamique pour deux raisons. D'une part le
processus est ici continu, d'autre part cet objectif n'a plus de sens
lorsque des délais sont affectés aux différentes téches.
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Avec les hypothéses précédentes, les seuls critéres fonda-
mentaux envisageables pour évaluer un ordonnancement dynamique sont donc

les suivants :

Critére des délais

Nous avons introduit 1'écart E; entre la date de fin réelle
D; et la date de fin prévue d; : E; = D; - dy. Le retard de ta tache i
est R, = sup (0,E;), son avance est Ay = sup(0,-E.).

Si 1'on fait 1'hypoth2se que les moyens de production sont
fixés ainsi que les délais i1 peut ne pas y avoir de solution. Si 1'on
considére qu'on ne peut agir sur les moyens de production cela entraf-
nera des tiches en retard. Nous verrons quelles conclusions on peut en
tirer.

Un premier objectif est donc de minimiser soit le retard
moyen R, soit le nombre de tiches en retard.

Critére des en-cours

Nous avons vu (cf chapitre I) que 1'on pouvait mesurer les
en-cours par le nombre moyen de tdches en cours de fabrication N et que
N = AP (avec P, =D, - c;). Or P, temps moyen de passage, n'est d'aucu-
ne utilité lorsque les tdches ont des délais. N, mesure des en-cours,
n'‘est donc pas un bon critére dans notre cas.

Nous préférerons définir le degré d'achévement de la tdche §
dont 1'en-cours total est donné par

EC. = J§ (D; - D; . f. .
T g T P Tk

ol Di.j,k est 1a date de fin effective de 1'opération 0, ik Tant que
1a tiche n'est pas commencée son en-cours est nul. "
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Un second objectif est donc de minimiser 1'en-cours global
moyen EC avec

)
EC = EC
'

La solution optimale, si elle &tait admissible, consisterait
donc & ordonnancer toutes les tdches au plus tard de fagon que les dé-
lais soient respectés et qu'il n'y ait pas d'attente entre les différen-
tes opérations d'une méme tache.

Critére des moyens de production

L'utilisation moyenne des machines est U = lf avec X le

taux d'arrivée des tiches, T la durée moyenne d'une tiche et M le nom-
bre moyen de machines réparties dans les m groupes

L

o+ —

- m t -
= 1im (I 1 M(j,e)).
t+too J=1 8=0
Si M(j,8) est une donnée, U est normalement une donnée du
probléme. Si ce nombre peut étre dépassé, U devient une variable.

Le probléme est donc de savoir si 1'on cherchera un ordon-
nancement qui respecte les M(j,e) pour tout j et tout o (quitte & avoir
des dépassements de délais pour certaines tdches) ou inversement qui

respecte tous les délais (quitte & violer la contrainte sur la charge
des machines).

IIT.1.5. Les choix possibles

Soit & ordonnancer des tdches sur un intervalle de temps
[Ta’Ta]' La connaissance des tdches &volue dans le temps : donc la date
d'arrivée a; appartient & [Ta’TB] pour i = 1,...,n. L'ordonnancement
devra donc &tre fait périodiquement (période T) & des &poques tp = pT-t0
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(p entier). I1 ne peut concerner &videmment que le sous-ensemble des n
tiches telles que

t s a; < tp (les t3ches connues avant tp)

p-1 i

ou une partie de ce sous-ensemble si on se limite & réaliser 1'ordon-
nancement de 1'intervalle [pT,(p+1)T1].

Le probléme est de trouver un ordonnancement admissible (A)
entiérement déterminé par les dates de début effectives Ci,j,k des opé-
rations des différentes t&ches. I1 n'est pas nécessaire de donner 1'af-
fectation des opérations aux machines d'un méme groupe. En effet, une
opération commencée sur une machine ne se terminera pas sur une autre
du méme groupe. C'est la conséquence du mode de fixation des Ci,j,k et
de la relation Di,j,k = Ci,j,k + fi,j,k' I1 suffit de charger, par
exemple, la méme machine du groupe j avec les couples (Oi,j,k’oz,j,s)
tels que Di,j,k = Cz,j,s 0,j.s " Di,j,k soit minimum
positif. Cette affectation peut comporter plusieurs solutions équiva-
lentes (cf exemple suivant). On sait cependant qu'il existe au moins

une solution.

ou sinon tels que C

Exemple d'affectation

Soit 11 opérations, dont les dates de début et de fin sont

données par le tableay ci-dessous, & répartir sur 3 machines formant
un groupe

Opération o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Co 0 4 7 14 0 8 10 o0 3 9 12

D, 47131751015381217
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D'aprés la remarque précédente i1 faudra charger sur la
méme machine les ensembles d'opérations suivants
« = {1,2,3}, B = {8,9,6,7}, vy = {10,11}
avec les exclusions
aetB, Bety, aety
qui impliquent que les 3 machines seront utilisées.

Pour les opérations restantes {4} et {5} i1 n'y a pas de
choix possible & cause des exclusions :

Seta, 5et g, aetp

puis 4 et B, 4 et v, B et v

d'on‘l'affectation suivante

: y
machine 1 § . LN b vt 4 §
machine 2 E 3 derccca 10y 11 5
machine 3 § 8 . 9 o6 4 7 ----_é

' [

Une autre solution consisterait & permuter y et {6,7}, d'od

0 17
H '
machine1 1 _, 2 , 3 . 2
’ (]
J [
machine 2 +— 2 i 2 I !
)
machine 3 i 8 , 9 L 10 . 11 AJ

—f
!
.
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Définition d'un ordonnancement admissible (A)

Les cing conditions suivantes doivent étre vérifiées.
@ Toute tdche i commence & une date Ci telle que Cy s Ci.
@ Toute tdche i finit & une date Di telle que D,i < di'

@ Toute opération ne doit pas &tre interrompue lorsqu'elle
a commencé & 8&tre exécutée sur une machine quelconque du groupe concer-
né.

@ A tout instant 8, la somme des opérations sur le grou-
pe j doit étre inférieur ou égal a M(j,0).

@ Toute opération 0i j.k doit vérifier avec ses prédéces-
seurs immédiats 0i rs

C. +f, .+ t(0

i,r,s ¥ TiLr, i,r,s0i,5,k) 5 Caey,k

ol t(0 0 k) est le temps de transit.

T,r,s*71,J,
Trouver un ordonnancement admissible (A) peut &tre impossi-
ble. Les délais des tdches et 1a composition des groupes de machines sont
fixés & 1'avance. I1 peut &tre alors impossible de tenir tous les délais
(violation de 1a contrainte @ ) ou de respecter la charge maximale des

groupes de machine (violation de la contrainte @ ).

Dans ce cas, le choix de ne pas respecter@ ou@ dépend
essentiellement du contexte dans lequel ou recherche 1'ordonnancement.

Pour notre part nous nous sommes fixés pour but de respec-
ter absolument la contrainte
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II1.2. LE MODELE

II1.2.1. Formalisation des conditions

Nous avons vu précédemment que la solution du probléme
d'ordonnancement &tait parfaitement définie par la fixation des dates

de début effectives C.

i3,k de chaque opération.

Sans nuire & la généralité du probléme, nous pouvons sup-
poser que toutes les données (ai’ci’di’fi"") sont entiéres : on peut
donc se limiter & l1a recherche de solutions entidres (Ci j.k entier).

Pour la tdache i, posons

Eii = {oi,j,k/oi,j,k sans précédesseur}

[

{Oi k/0. i | sans successeur}

oJok’ T1,3,

{0, /0; . . a au moins un prédécesseur ou un
1,3,k771,5,k successeur}

m
-he
w

N

alors

Les conditions devant &tre vérifiées pour obtenir un ordon-
nancement admissible au sens précédent (A) sont :

- condition (1) o

Yiet ¥(3.k)/0; 5y o€ Eqy icy s Gy

'i et '(j,k)/oi’j.k € Ei3 : ci’j'k < ci.j.k

avec C; date de début au plus t6t de 0 qui dépend des opéra-
1.J’k i.J.k
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tions précédentes
Cs = sup (D )
i’j.k r's i.r's

avec r et s tels que 0, rs < oi,J,k (Di’,..s est la date de fin effec-
tive de Oi

s
- Condition@ >

Vet Y(3.k)/0; 5k € Byt €y gy 5 CY g

avec C: .k date de début au plus tard de 0i j,k qui dépend des opéra-
sJ 9 L 2V N
tions suivantes :

+
gk T IG5 e) - f gk
9

avec r et s tels que oi.j,k < oi,r.s (fi,j,k est la durée de fabrica-
tion de 0i j k).

- Condition@ =

Yi,j,k :

- Condition @

® étant entier, soit M(j,6) le nombre de machines du grou-
pe j disponibles pendant 1'intervalle de temps [68,0+1[. S1 nous posons

Di,30k = G50k * Ti,5.k

F300) = 104 5 k/C5 3,k = @ <Dy 5 )

alors @ - (;:) Card(F;(6)) < M(J,8)
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Si nous introduisons la variable booléenne suivante

1s10; .\ eFs(e)

Iy k(d:0) =
0 sinon

pour poser J(J,e) = J E Ji k(3:8), J(j,8) représente la charge du
1 ]

groupe j de machine sur 1'intervalle (e,0+1([.

Alors on peut en déduire 1'équivalence

Condition @ *-» J(j,0) < M(j,e) {Vj =1,...,m

Y0 entier
- Condition (5)

Nous n'envisageons pour 1'instant que des temps de transit
entre opérations nuls. Nous le faisons simplement dans le but de sim-
plifier les notations.

A]ors(::) Pl

Vi et Y(3.k)/(0; 5y ¢ Eqy et ¥(r,s)/0; | o <

J3 sk ros < 04,5,k ¢
i,r,s i,r,s 1,7,k

IT1.2.2. Période et unité de temps

Nous avons vu précédemment que 1‘arrivée des tiches dans
1'atelier implique un ordonnancement effectué périodiquement. La réso-
lution du probleéme global sur 1'intervalle [Ta’TB] peut donc se décom-
poser en la résolution de p sous-probldmes sur des intervalles d'ampli-
tude 7. T est aussi la période avec laquelle les sous-probiémes sont
résolus.
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A des dates to,t0+T,...,t0+qT,...,t0+(p-1)T, il faut fixer
définitivement 1'ordonnancement des opérations sur les intervalles

respectifs (avec 8y > ty)
[80»8*TL»L80*T+69+2TC, - - ,[8g+aT,8g+(a+1)TL, . .- »[8*(P-1)T,8g*pTL.

to+ql r60+qT 6g*t(a+1)T
) + —gp tEMpS
L +(q+1)T
[]

Fﬂ

A...-. L

A la date t0+qT les tiches concernées par 1'ordonnancement
de (60+qT.eo+(q+1)T[ sont telles que

a; < t0+qT . 1a tdche i est connue et non entidrement
ordonnancée. .

(::) eo+qT $ ¢y < eo+(q+1)T ou bien elles ont des opérations
déja ordonnancées définitivement sur un
intervalle antérieur.

La seule hypothése que nous faisons sur la période T est
qu'elle est entidre. I1 suffit pour cela de choisir une unité de temps
convenable. Nous supposerons, en outre, que toutes les données du pro-
blame peuvent s'exprimer par des entiers dans cette unité de temps. Ces

hypothéses n'entralnent en aucun cas une perte de généralité de notre
modéle.

Le choix de la période T dépend essentiellement du fonction-
nement de 1'atelier. En particulier ce choix est 1ié aux types de tdches,
3 la durée moyenne de ces tiches, aux délais accordés. I1 est aussi fonc-
tion de la fréquence d'arrivée des tdches dans 1'atelier. A chaque cas
s'impose une période qu'il n'est pas possible ni nécessaire de préciser

davantage puisqu'elle dépend de chaque cas et sera avant tout dictée
par le bon sens.
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[IT1.2.3. Objectifs et principes du modéle

Le principe du modéle a été défini en tenant compte que 1'on
ignore s'il existe une solution admissible (A) au probléme et donc a
fortiori une solution optimale. Néanmoins il est possible d'énoncer quel-
ques conditions nécessaires d'admissibilité qui ne sont malheureusement
pas suffisantes ce qui diminue leur intérét.

Nous nous limitons donc a la recherche d'une solution con-
venable respectant la contrainte (::>sur 1les moyens de production. Cer-
tains délais peuvent ne pas étre tenus : la contrainte @ pourra étre
violée pour certaines tdches. De plus, a 1'aide de prises de décisions
logiques, nous essaierons d'atteindre les objectifs tels que montant
réduit des en-cours et bonne utilisation des machines. Le but du modéle
est ainsi de tendre vers un ordonnancement admissible.

Les p sous-problémes ne sont pas indépendants. Cette rela-
tion est particuliérement percue au niveau du respect des délais. En
effet, lors de la résolution du Q+1iéme sous-probléme interviennent les
tadches déja connues (arrivées avant to+(q-1)T) et celles qui sont arri-
vées sur 1'intervalle [t0+(q-l)T,tO+qT[. Or la résolution des q sous-
problémes précédents a pu tenir compte des tdches déja connues, par con-
tre elle ignorait tout des arrivées futures. La maniére dont a été con-
duite la résolution de ces q sous-problémes influera donc sur la solu-
tion, en particulier au niveau de la tenue des délais.

Pour cette raison nous avons choisi de décomposer la résolu-
tion d'un sous-probléme en deux étapes appelées "chargement" et "régula-
tion". A la date ty+qT on ordonnance définitivement des opérations sur
1'intervalle [90+qT,80+(q+1)T[ (chargement et régulation). Les périodes
suivantes sont ordonnancées provisoirement (chargement uniquement). Nous
avions envisagé de nous limiter & 1'ordonnancement définitif de la pé-
riode immédiate. Mais cela entrafnait des difficultés pour sélectionner,
parmi 1'ensemble des opérations possibles, celles & ordonnancer sur cet
intervalle. Le probléme de la connaissance & 1'avance du respect des
dates de fin au plus tard se posait & nouveau.
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A 1'&vidence 1'ordonnancement jdéal du point de vue respect
des délais et montant des en-cours (mais ne respectant pas nécessairement
la contrainte @) est celui pour lequel toutes les opérations oi,j,k
vérifient :

+

Ci,i.k = Ciik ™ Tii.k

La méthode de chargement et 1a régulation que nous proposons
tiennent compte de cette remarque en ordonnangant les tiches & partir de
leur‘cadrage minimal au plus tard.

Le chargement des machines utilise un systéme de priorités
dynamiques suivant un algorithme heuristique inspiré de [5].

I11.2.4. Etude du chargement

Le mode de chargement des opérations sur les machines va
8tre impliqué de maniére prépondérante par le choix du cadrage initial
de chaque opération de chaque tdche.

I111.2.4.1. Discussion sur le cadrage initial

Pour chaque tache i on connalt, a partir de 1'ordre techno-
logique des opérations, le graphe associé non cadré dans le temps. La
durée minimale de la tdche peut étre obtenue par un PERT-potentiels.

Alors toute opération n'appartenant pas au chemin critique peut étre
cadrée au plus tOt ou au plus tard.
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Exemple :

4 machines distinctes/1 tache/7 opérations.

Le graphe associé est le suivant :

011 4 0132

Le chemin critique figurant en trait double, les opérations
0111 et 0132 peuvent &tre au plus t8t ou au plus tard, ce qui donne les
difagrammes sufvants :

Diagramme au plus tot :

: O111 0112
SR e T
10 ! 0 : ' ;
M v 121 : 122 : ! \
2 | ' . ! : I
| i 0131 e < HIDU.
! 0.yt :
4 ] ]
i
.k J:
: g l

f1 = durée minimale de 1a t&che 1
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Diagramme au plus tard :

]

] ]

L] 0 0 :

:I 0101 1 0122 5 3

Mz [ [] ] : :
[ ] »

Ot I e €1

: : 0141i :

Mo —_— :

I - vy

| |

fy

Si f, est la durée (minimale) de fabrication de la tache i,

la marge totale de 1a tdche i est : d; - ¢; - fs.

Pour une opération 0. k nous distinguerons :

1’ !

La marge amont, durée totale dont on peut 1'avancer sans
déborder en amont de la date de début au plus tét C; de 1a téche i.

La marge aval, durée totale dont on peut la retarder sans
dépasser la date de fin au plus tard di de la tdache 1.

La distance amont égale & Inf (durée sé&parant 0i K et

r,s
oi,r,s) avec r et s tels que Oi,r,s < Oi,j,k'
La distance aval égale a Inf (durée séparant O et
r.,s oFsS
O.i’J k) avec r et s tels que 0 i,5.k Oi,r,s'

Les marges nous permettront de déterminer C ik et C .k
’ ] ’
lorsqu'on chargera 1'opération Oi K Les distances serviront 3 fixer

1'intervalle sur lequel il est possible d'ordonnancer une opération
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sans influer sur 1'ordonnancement des opérations de 1a méme tache qui
1'encadrent.

I1 faut cadrer ce diagramme minimal dans le temps. Deux pos-
sibilités existent pour ce choix de la répartition des marges. Ce sont
la marge totale en aval et la marge totale en amont qui correspondent
respectivement aux cadrages au plus t6t et au plus tard. La troisiéme
possibilité, marge totale uniformément répartie entre les diverses opé-
rations de la tdche, parait sans intérét puisque son seul effet est de

restreindre les intervalles [C. CT . k]'

1,7,k>71,]

I1 nous a paru préférable de choisir un cadrage minimum ini-
tial au plus tard. Cela permet de prendre en compte plus facilement les
délais. De plus, le montant d'en-cours initial est minimal. Un autre
avantage de ce choix se situe du point de vue de 1a charge des machines.
Celle-ci sera globalement moins élevée pour le trés court terme, d'ol
‘la possibilité de charger plus facilement des opérations arrivées plus
tard avec des marges faibles. Par contre, on risque une sous-utilisation
des machines. Pour y pallier, nous avons prévu une "régulation" de la
charge pour la période ordonnancée définitivement.

111.2.4.2. Mode de chargement

D'aprés le choix précédent, (partir pour chaque tdche de
son cadrage au plus tard, avec de plus toutes les opérations cadrées
au plus tard) il parait judicieux de réaliser le chargement d'une tdche
en commengant par les opérations sans successeurs, et en poursuivant par
les opérations dont tous successeurs sont ordonnancés.

Considérons 1'ordonnancement effectué a la date t0+pT. Soit
E 1'ensemble des opérations concernées par le chargement & cette époque

13 : ce sont les opérations arrivées depuis 1'ordonnancement précédent.

E = {01 ’j,k/t0+(p-1)T < a.i < t0+pT}
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Le chargement consiste alors & fixer provisoirement pour
toute opération 0 juk € £ une date de début C. i,5.k telles que les con-
ditions d' achissibﬂIté (A) soient vérifiées sauf éventuelliement

k sans successeurs non ordon-

Soit E, = {O. € E/O
0 k 1., nancés}

1’3:

Eo = U E0 avec E0 j le sous-ensemble concernant le groupe

j sJ
J de machines. Achaque itération on fixe un C; i,k d'une opération
’ 9
0; . , appartenant 3 E,. L'ensemble E, est alors modifié ainsi :
1,3,k 0 0

EO = Eo = {Oi.j,k} + {prEd (Oi’j’k)}

ou pred (0_i j k) désigne 1'ensemble des prédécesseurs immédiats de
J
0i j.k pour lesquels tous les successeurs sont déja chargés.

Le chargement se termine lorsque Ep = 2.

Remarque 1

Lors d'une itération, un ou plusieurs autres C j,k peus
!
vent &tre modifiés. Nous en donnons 1'explication dans la suite.

Remarque 2

La modification de E0 aurait pu se traduire par

Bo = Eg~{0,;,k}+{pred(0; ; ) }+{dep(0; ; \)}

ol dep(Oi i k) représente 1'ensemble des opérations que 1'on a choisi
de déplacer parce que sans cela 01 ,j,k ne peut é&tre chargée sur 1'in-
terva]]e [Ci.J k.ci,j k+f ,J,k]

Yoyons maintenant comment est choisie dans Ep 1'opération
0; .j,k pour laquelle nous fixons provisoirement une date de début. Soit
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E0 j le sous-ensemble de E, formé des opérations & charger sur le grou-
4

pe de machines j. Nous allons raisonner sur Eq Ensuite nous étendrons

sJ°
le choix & Eq- Cela se fera en choisissant 1'ordre de prise en compte

des divers groupes.

La solution initiale consistant & ordonnancer Eo,j au plus
tard donne la charge du groupe j par Z J{(j,0). Nous pouvons déja, a
partir de cette charge, dire s'il y agra des opérations en retard (con-
dition nécessaire de faisabilité sans retard).

Soit j fixé, pour tout i et tout k tel que Oi ik € E0 j il
: - . o - + ’J 9’
faut fixer Ci,j,k vérifiant Ci,j, Gk S ci,j,k'
ration Oi i,k de cet ordonnancement initial. Si cette opération était
IJ
chargée en dernier (la derniére de E0 j) il sera impossible de trouver
?

un ordonnancement admissible (A) si les conditions (1) ou (2) suivantes

sont vérifiées :

K < Ci Supprimons 1'opé-

+
. - Cii kMg
Mj(ci,j,k-ci,j,k) < ) ) J(Jse)‘(Mj’l) fi,j,k (1)
® =045,k
+ +
Ci,3,k"Fi,5.k Ci,3.k" 1,3,k
M(j,0) < ) J(J3,0)+F5 5 ¢ (2)
®=Ci i,k ®=0C5,5.k

(1) est le cas ou les Mj machines du groupe j sont conti-
. - +
nuellement disponibles sur [ci,j,k’ci,j,k + fi,j,k] et (2) correspond

au cas ol la composition du groupe j varie dans le temps (M(j,0)).
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Exemples
a) Une machine continuellement disponible (Mj = 1)
. )
|------------------1---1ci9jok+fi9j9k
- + f. . = 2
Ci. 5.k Ci,d.k i,d.k
117 i e
+
. ] Ciaxtfigk
ik " Gk " 10 I dde) -
R K

(1) est vérifiée = ordonnancement non admissible avec

05,3,k

b) Trois machines non continuellement disponibles

+
b et G gk
C; C

1,3,k

+f

1,3,k

1,3,k 1,3,k

=< DX ™ ] C;,j,k IR
< R . Z Gy M(3,e) = 27
L =1 ] |
/B
A | 3 ¢ C:,j,k R
Y7777 7 | ofe J(3,0) = 26

(2) est vérifiée — ordonnancement non admissible avec
01,5,k
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+
C +f
La charge | J(j,8) est modifiée aprés le chargement de

C
chaque opération.

Cependant les quantités précédentes ne permettent pas de
savoir si 1'ordonnancement partiel est admissible. C'est pourquoi nous
allons introduire une notion supplémentaire : la "liberté de manoeuvre".

Pour pouvoir tenir compte & la fois de la durée de 1'opéra-
tion et s'assurer que 1'opération peut respecter la contrainte de char-
ge des machines @ » nous évaluerons la "liberté de manoeuvre" 2.

1’j’k
oi,j,k ainsi :
+ 1 si Jd(j,8) < M(j,8)
“adk V6 ¢ [ajatf, . .1
L. :, = e avec e = € L®ATTy 5Lk
1'J’k a__-c- a Q
1,3,k 0 sinon

L

i peut &tre interprétée comme le nombre d'emplacements
possibles pour

pération O,

’j:k
1'o ik

. . < . i et i 2. . ..
Alors 01"],k < Oz,J,p si et seulement si 21,J,k < EE,J,D

Sur le groupe j, on ordonnancera donc d'abord Oi i,k telle
t X0 ]

que la liberté de manoeuvre L5 3.k associée soit minimum.
3 ]

Cas ou zi’J’k‘> 0
L'ordonnancement partiel est admissible au sens (A). Si
L > 1, plusieurs emplacements sont possibles pour 0. . : on choi-

1,3,k i,J,k
sit celui qui donne a C,

plus tard).

i,k 1a valeur la plus grande (chargement au
[ 1% J
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Les deux exemples précédents montrent un ordonnancement

initial admissible sans O,

i,k et non admissible avec Oi,j,k'

I1 faut remarquer en effet que les conditions (1) ou (2) ne
sont pas des conditions suffisantes d'impossibilité.

Exemple
Cf . o+F.
|--.- ---------------- -{;---I‘-Jsk 1,d,k f'i,j,k z 2
Ci 5.k G54,k
1 machine continuellement disponible
+
GGk
z - J(jbe) =9
6 =C, .
+ _ - = 10 1oJ’k
Ci,9.k ™ G5,k

La condition (1) n'est pas vérifiée et pourtant 1'ordonnan-
cement est non admissible.

Dans Eo,j nous allons, en tenant compte de ce qui précéde,
fixer provisoirement les Ci j.k des opérations dans 1'ordre suivant :
sJ 9

Définition

L'opération Oi,j,k sera dite prise en compte avant 1'opéra-
ion 0 . . . . .
tion 2,5,p et nous noterons 01"1’k << 02,‘]’p s1 et seulement si

+ c+

Ci,5,k*i,5.k " Lk ik
5 L c;’j’k (3,0) - . g C;’j’k J(j,8) - Fi 5.k
. c;.jip+fz.i.p N30 L A J
0= Chsp o & Ceviup (3:8) = 5up



84

Cas ol zi =0

242K

Cela correspond au fait qu'il est impossible de charger

Oi j,k €n respectant la contrainte des délais (::) . Deux cas peuvent
’J 9
se présenter :

- S'i1 est possible d'avancer d'autres opérations déja char-
gées (1'ordonnancement systématique au plus tard pouvant éventuellement
le permettre) : on enyisage tous les déplacements possibles vers 1'amont
des opérations chargées sur [C;,j,k’cz,j,k + f; 5 ) en positionnant
oi,j,k successivement & tous les emplacements possibles jusqu'a 1'obten-
tion d'une solution. La solution retenue est celle qui entraine une aug-
mentation minimum des en-cours. I1 faut remarquer que ces déplacements

vers 1'amont ne concernent pas seulement des opérations du groupe j.

- S'il n'y a pas de solution par déplacements, 1'opération
oi,j,k sera en retard (ceci implique que la tdche concernée sera en re-
tard). Alors on ordonnance Oi,j,k au plus tdt apreés di
plus tard de cette opération.

3.k date fin au

Ayant précisé le choix dans EO,j pour j fixé, il reste a
spécifier 1'ordre suivant lequel les différents groupes de machines

sont envisagés. Nous avons choisi de procéder suivant 1'ordre décroissant
de l1a charge, du groupe le plus contraignant au groupe qui l'est le

moins. Nous considérons la charge locale de chaque groupe, c'est-d-dire

pour toute Oi,j,k € EO la charge du groupe Jj

+

sur 1'intervalle [C. 1.3k + f

i,d.k*C

1,4,k
Cela revient a calculer les Ly ik pour toute O, 5.k € Eo
| XV ] J
(donc pour tout j) et & choisir de charger le groupe j de machine avec
oi.J.k € Ey telle que Li,j,k est minimum.
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Fp v Ep ,J’k/c K € Ip} tel que 1'ordonnancement de Ip soit admis-

sible et maxim1se 1! ut1l1sat1on des machines U(I )

Nous utilisons, pour résoudre le probléme Rp, une méthode
de pénalisation inspirée de [4] mais utilisée de fagon sensiblement
différente. En effet, nous nous imposons d'aboutir & une solution admis-

sible (condition @ vérifiée), et ce faisant de maximiser 1'utilisation
des moyens de production.

II11.2.5.2. Principe de la régqulation

Il s'agit de résoudre le probléme Rp précédemment défini.
Les opérations appartenant a Ep sont supposées ordonnancées définiti-
vement. I1 faut alors combler les "trous" restants avec certaines des
opérations candidates (e A) de telle sorte que U soit maximale. Nous
allons voir que 1'algorithme est relativement peu combinatoire car les

contraintes sont assez sévéres.

A= {05 . /D; s e I,avecq>p,et o 3.k < 8or(pr1)T)

’J’ ’J’ q
Posons alors
Ay = {oi,j,kloi,j,k sans prédécesseur dans A}
A, = {0 ’J,k/O j,k sans précédesseur dans A - A} etc...
Initialisation

On ordonnance les opérations appartenant 3 A,, puis a A,,
etc..., cadrées au plus tdt, sur les intervalles libres de Ip sans
tenir compte de la contrainte sur la limitation des moyens ( (::) ).
L'ordre envisagé ici est celui des 6 croissants. On entend par inter-

valle libre de Ip :
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tout intervalle [0,,0,[ tel que pour j fixé

J(J.08) < M(j,0) Yo € [67,6,0

ceci aprés le chargement des opérations de E_ et avant celui des opéra-

tions de A.

P

I1 faut remarquer que seulement un sous-ensemble Ao de A
est envisagé puisque tes durées fi j.k des opérations interviennent
comme contraintes lors de cet ordonnancement initial.

Résolution de Rp

Posons n(j,8) = sup (J(3,8) - M(j,6),0)

et soit N=} I n(e)
eIp

Alors 1a condition @ d'admissibilité est &quivalente i

N = 0 pour le probléeme Rp.

Pour chaque opération Oi ik de A0 on essaie toutes les po-
Y P

sitions possibles sur [C; j k*So*(p+1)TL. On garde 1a position pour la-
J 9

quelle N est minimum. En cas d'indétermination on garde la position au

plus tot.

On obtient alors une nouvelle solution et donc une nouvelle
valeur de N. Si deux itérations consécutives donnent 1a méme valeur pour
N on choisit d'&liminer une des opérations c'est-a-dire qu'elle revient
d sa place initiale avec ci,j.k > eo+(p+1)T. L'opération &liminée est
celle qui induit la diminution minimale de 1'utilisation. (Voir exemple
dans le chapitre 1IV).
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On itére ainsi jusqu'a obtenir N = 0, i.e. la contrainte
(::) est vérifiée. L'ensemble des opérations restantes (celles qui
n'ont pas été éliminées) est 1'ensemble cherché Fp.

I11.2.6. Algorithme général

L'algorithme général de notre modeéle est donc le suivant :

Ordonnancement dynamique

-p‘_o
Répéter

Réaliser 1'ordonnancement 3 la date t°+pT ’
p<—p+1

| jusque (fin d'arrivée des taches)

Ordonnancement & la date ty+pT

[ Eg « Ez(t0+pT)
Tant que (E0 z ¢) faire

début
Calculer les 2i,j,k pour tout Oi,j,k € Eg 3

Ordonnancer 0. . correspondant a Min(li’j’k) 3

2J»

fin

L Régulation de la période [6,+pT,8n+(p+1)TL
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La régulation sera illustrée sur un exemple simple mais carac-

téristique dans le chapitre 1V.

Notre modéle d'ordonnancement dynamique exposé dans ce chapitre,
permet donc d'avoir une approche plus réaliste des problémes d'ordonnance-
ment tels qu'ils se posent concrétement. Les trois caractéristiques prin-
cipales sont les suivantes : la connaissance des tiches qui évolue dans
le temps, la structure non linéaire des tdches et les délais affectés aux

différentes tiches.



l CHAPITRE IV I

APPLICATIONS ET RESULTATS
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Dans ce chapitre, nous ne donnons que trés bridvement les
principes de 1'implémentation de notre modéle, en renvoyant le lecteur a
1'annexe de 1a thése ol est présentée la totalité de notre programme.

Dans un second paragraphe nous donnons des exemples de résolu-
tion par notre méthode avec des résultats commentés.

Le principe de régulation est illustré par un exemple simple et,
dans une derniére partie, nous discutons la possibilité de lever certaines
des hypothéses restrictives de notre modéie.

IV. 1. IMPLEMENTATION DU MODELE

Notre modéle d'ordonnancement dynamique qui est exposé dans
le chapitre III a été implémenté sur 1'ordinateur IRIS-80 CII-HB du C.I.C.T.
La programmation a été réalisée en langage PL/1 en utilisant la caractéris-
tique particuliérement importante des variables dynamiques pour la structu-
ration des données. Ce choix ne garantit pas la meilleure efficacité du
programme du point de vue temps d'exécution. Il nous a paru cependant pré-
férable d'utiliser les listes chainées afin de rendre aussi générale que
possible la représentation de la structure des tdches non 1inéaires.

Les caractéristiques des problémes traités sont les suivantes :
la période d'ordonnancement choisie est le jour. Nous avons pris 1'heure
comme unité de temps. Les machines sont supposées pouvant travailler sur
toute la période (i.e. 24 heures par jour). Dans 1'état actuel du programme

nous nous limitons donc a envisager les cas ol M(j,8) = 1 pour tout j et
tout 6.

Toutes les données sont générées aléatoirement. Ce sont, rap-
pelons le :

- 1'ordre technologique des taches représenté par un graphe
quelconque

- les dates d'arrivée des tiches dans 1'atelier exprimées en
Jours
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- les délais accordés aux tdches exprimés aussi en jours

- les durées des opérations en nombre entier d'heures.

Pour les détails de 1'implémentation nous renvoyons le lecteur

d 1'annexe de cette thése ol se trouve réuni 1'ensemble des modules de no-

tre programme.

IV.2. EXEMPLES RESOLUS ET RESULTATS OBTENUS

Nous avons généré une série de problémes pour tester notre mo-
déle. Tous concernent 10 périodes successives (10 jours). Des taches arri-
vent dans 1'atelier & chaque période (chaque jour). La date de début au
Plus tOt de ces tdches est supposée 2tre le début de la période suivante

(e lendemain).

La charge initiale des machines a été fixée pour les cinq pre-
midres périodes. Afin de tenir compte d'un certain "régime permanent” nous
avons supposé que des tiches avaient été chargées avant le début d'ordon-
nancement des 10 jours successifs. Pour chaque machine, 1'initialisation

est la suivante :

Période charge initiale (en heures)
1 10
2 8
3 6
4 4
5 2

Le programme correspondant au modéle a &té testé avec succas
sur des ateliers comportant de 2 3 9 machines. Le tableay 1 donne un extrait
des problémes testss syr 10 périodes. Pour chacun nous précisons le nombre

total des tAches 3 ordonnancer, le nombre total d'
charge moyenne des machines,

opérations ainsi que la
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TABLEAU 1
[..] (... ]
17} — —
g 2 . 8 g 3£ |83
2 z e ? 2, |gE2g|g=g
e o < ) c @ £ © ©O £ o o
£ e ri =% L = L~ = S~ =
o 2 o = o o < o w £
3 3 o o € © E € © E £ O
Q E Qo L Qo o
£ 5 5 5 4 S >3
5 g 5 g s = B =
[ = = | = [ s (& ] O (&]
1 2 43 155 16,50 16,14 16,86
2 2 43 133 15,32 15,29 15,36
3 3 28 100 18,69 16,29 20,29
4 3 18 153 17,90 16,29 20,14
5 3 31 409 19,48 21,71 23,00
6 4 60 343 18,57 17,36 19,50
7 4 60 343 24,70 23,14 25,79
8 5 39 259 22,28 21,31 23,85
9 5 45 332 18,24 16,36 20,51
10 7 44 340 13,30 11,29 14,57
11 7 44 340 16,77 14,21 18,71
12 7 51 385 19,21 18,75 21,06
13 8 44 169 15,07 13,86 17,86
14 8 58 255 14,28 12,89 16,32
15 9 36 372 15,14 13,36 17,71
16 9 55 323 13,47 11,57 15,29
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TABLEAU 2
£ e s 9 5
Qv O
g €% |zs_ |53is |
@ D & = 5 2 5 - §&§ = b
5t |5z Est |Zgg |8
1 16,14 0 18,50 0
2 14,76 0 18,56 0
3 7,14 2 19,96 13,50
4 7,56 3 17,15 8,67
5 31,50 1 21,33 12
6 49,80 3 20,58 6,33
7 65,52 11 21,89 26,18
8 26,28 3 19,64 25
9 31,06 0 17,96 0
10 58,44 0 13,40 0
11 51,60 1 17,10 5
12 67,26 4 19,05 14,57
13 40,42 0 17,56 0
14 48,87 0 15,98 0
15 39,48 0 17,28 0
16 78,80 0 15,89 0




Le tableau 2 montre les résultats obtenus pour ces 16 problémes.
Les temps nécessaires a 1'obtention d'une solution sont exprimés en secon-
des d'U.C. Ils sont relatifs & une période. Comme on le voit sur ce ta-
bleau 2, ils dépendent essentiellement du nombre de machines dans 1'ate-
lier, du nombre d'opérations 4 traiter et de la charge des machines sur la
période considérée. I1 faut noter que ces résultats concernent 1'ordonnan-
cement définitif (chargement et réqulation) de 10 jours consécutifs pour
chaque probléme ainsi que le seul chargement pour les jours suivants.
L'utilisation des machines (tableau 2) s'applique aux 10 premiers jours.
C'est pourquoi il apparait une disparité avec la charge moyenne donnée
dans le tableau 1 : cette derniére tient compte des délais des taches.

Afin de voir 1'influence de 1a charge des machines sur les
temps d'obtention d'une solution nous avons généré deux séries de problémes
comportant 5 et 8 machines. Les données font 1'objet du tableau 3. Dans
ces deux cas nous n'avons fait varier que la durée des opérations, les
autres données restant inchangées. Les résultats obtenus sont consignés
dans le tableau 4. Nous y avons fait figurer le nombre de taches traitées
définitivement, c'est-a-dire les taches dont les opérations sont toutes
ordonnancées sur les 10 premiéres périodes. La variation de ce nombre pour
les différentes problémes peut justifier en partie les variations des temps
d'exécution autres que celles impliquées par la charge des machines. En
effet, le chargement est moins colteux en temps que 1a régulation.
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IV.3. EXEMPLE SIMPLE DE REGULATION

Pour i1lustrer notre modéle nous donnons ci-dessous un exemple

simple du principe de 1a régulation. Cet exemple concerne deux machines

M1 et M2 et une période de 14 unités de temps. Aprés chargement nous

obtenons une charge égale & 6 pour Ml et 7 pour M2 suivant le diagramme :

M1 | . VI ‘
M2 m

Les opérations chargées sur cette période immédiate sont
supposées 1'@tre définitivement. Afin de maximiser 1'utilisation des
machines i1 faut chercher & avancer des opérations chargées provisoi-
rement sur des périodes postérieures. Les opérations sont représentées
sur le diagramme qui suit :

M1
(1es numéros figurant sur
ce diagramme sont ceux
des tiches)
M2 1
2 N =7
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Les contraintes technologiques sont les suivantes :

0,1 < 94,2

017 < 02,2

03,7 < 03,

05 < 05

I1 est évident que ce diagramme ne représente pas un ordon-
nancement admissible puisque la charge des machines n'est pas respectée.
Ici N = 7 (cf. chapitre 111 page 87).

L'algorithme de régulation, exposé dans le précédent chapitre,
s'applique ici de la maniére suivante . (Nous appelons "écrétage” le
calcul de la nouvelle valeur de N en essayant toutes les positions possi-
bles pour chague opération et en gardant celle qui donne a N la valeur
minimale. "Elimination" est le choix de 1'opération qui va revenir 4 sa
place initiale).

Ecrétage (D

M1 L1,

..ﬂ:m-u

Elimination @

0
pérations sans successeurs 01,2 03'2 02’2 05’1 04.2

Variation de 1'utilisation = AU 0 -1 -2 -1 -1

L'opération 01 2 est éliminée
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Ecretage ()

o T e
o o |

Elimination @

L4

°1.1| °s.1' 02,2] 93,2 %%,2
AU -1 0
ou(+1)

L'opération 05 1 est éliminée

Ecretage (:)

Opérations sans successeurs

-2 -1 -1

M1

M2

La régulation est terminée puis
contrainte de charge des machines est res

nes Ml et M2 est alors respectivement 13

que N=0 ce qui signifie Que la
pectée. L'utilisation des machi-

et 14 pour cette période ordon-
nancée définitivement. La solution troyvée Par notre méthode est celle
représentée sur ce dernier diagramme.
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IV.4. DISCUSSION SUR LES HYPOTHESES

Dans le chapitre 11l paragraphe 1.3 nous avons classé les
hypoth2ses de notre modele en trois groupes :

(GH1) hypothéses 11ées & la réalité de 1'atelier
(GH2) hypothéses qui peuvent 2tre levées sans difficulté
(GH3) hypothéses qui sont &minémment restrictives.

Il n'y a pas 1lieu de remettre en cause les hypothdses du grou-
pe (GH1). Par contre, nous allons examiner la possibilité de supprimer les
hypothéses de deux autres groupes.

1. Dans (GH2)

On suppose que les machines peuvent travailler en continu et que
les temps de transit dans 1'atelier sont nuls. La suppression de ces hypo-
théses n'entrainerait pas de modifications fondamentales de notre modéle.

La premidre conduit & un simple aménagement dans 1'algorithme
puisque 1'hypothédse 1 de (GH1) suppose qu'une opération commencée sur une
machine ne peut 2tre interrompue par une autre et doit &tre menée & son
terme. Cela peut facilement &tre pris en compte par les M(j,8) donnant la
composition du groupe de machines j en fonction du temps 6.

La deuxiéme hypothése concernant les temps de transit conduirait
de méme 3 une modification mineure pour les prendre en compte. Ces temps
de transit sont en effet des données et ne sont pas affectés par les séquen-
ces des opérations des diverses tdches sur les machines.

2. Dang (GH3)

(1) Les aléas :

Nous avons supposé qu'il n'y avait pas d'aléas de fabrication
pour les opérations ordonnancées définitivement sur la période immédiate.
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Ceci est évidemment restrictif puisque une des machines peut tomber en
panne et donc ne pas pouvoir effectuer les opérations qui lui &taient af-
fectées. Cela peut entrainer ainsi des répercussions sur les autres machi-

nes 4 cause des contraintes de succession.

Exemple : pour 1a tiche i

01,14 2 04,1,2

(

5 0

020 o X2y |
i,2,4

date :

S1 la machine 2 tombe en panne 2 la date 10 Jusqu'a la date 24
alors 0i 2,2 Ne pourra &tre effectuée. La machine 3 ne pourra pas réaliser

01 3.1 et sera inactive pendant la durée de 01. 31 Par contre, 1a machine
sy *rvy

1 ne sera pas affectée par la panne de la machine 2.

Donc, lorsqu'un aléa de fabrication intervient, il faut refaire
1'ordonnancement sinon le reste de la Période immédiate ainsi que les pé-
riodes suivantes risquent d'atre perturbées. C'est alors la périodicité de
1'ordonnancement qui est remise en cause et on aboutit & réaliser 1'ordon-
nancement en temps réel. Une panne, ou un aléa de n'importe quelle nature,
implique de refaire 1'ordonnancement de la période immédiate et le charge-
ment des périodes suivantes en prenant compte la modification du parc des
machines (ce qui est possible grace aux M(j,8)).

(2) Les temps d'adaptation

Le temps d'adaptation des machines sont fonction de la séquence
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des opérations. Pour une machine donnée, un temps inter-opératoire peut
etre nécessaire pour réaliser un réglage ou une reconversion : il dépend
de 1'opération qui se termine et de celle qui va commencer sur cette méme
machine. Dans le cadre de notre modéle, cette hypothese de temps d'adapta-
tion non nuls ne peut dtre levée car 11 s'agit alors d'effectuer 1'ordon-
nancement vis-a-vis d'un critére supplémentaire. Ce critére des temps
d'adaptation des machines n'est pas indépendant de ceux pris en compte
puique notre but partiel est de maximiser 1'utilisation des machines. Son

implémentation demanderait cependant une profonde transformation de notre
modéle.

Toutes ces considérations justifient pleinement le choix de
répartir nos hypoth2ses en trois groupes définis dans le chapitre III.
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Dans 1'é&laboration de notre mod2le d'ordonnancement dynamique
notre but principal a été de faire des choix tels que le problame résolu

conserve son réalisme et s'approche le plus possible des situations con-
crétes.

Notre systéme comporte donc des hypothéses assez larges. I1 per-
met de trouver une solution acceptable vis-a-vis de 1'utilisation des
machines et de la tenue des délais. Le mode d'assignation des dates de
début aux opérations ne garantit cependant pas une stricte minimisation
des retards.

Si nous supposons que les couts de fabrication ne dépendent pas
de 1'ordre d'exécution des opérations alors tout ordonnancement admissible
(A) entraine le méme cout fixe d'exécution des tdches. Il n'y a donc pas
lieu de distinguer entre plusieurs ordonnancements admissibles.

Dans le cas de notre modéle, la solution obtenue n'est pas néces-
sairement admissible puisque des délais peuvent ne pas &tre respectés. Dans
la réalité des colts, tels que pénalités prévues en cas de retard, associes
aux différentes tadches ou des couts d'utilisation pour les machines peuvent
intervenir. Nous nous limitons & considérer des coilts identiques pour tou-
tes les taches et pour toutes les machines. L'interprétation économique est
alors la suivante pour notre modéle : toutes les tdches sont d'égale impor-

tance et il en est de méme pour les machines.

Cette méthode se préte bien a une application en temps réel. La
possibilité de faire d'autres essais avec modifications de certains para-
métres comme les délais conduit @ considérer la fixation de ceux-ci comme
conséquence de 1'ordonnancement.

Plus précisément les résultats de 1'ordonnancement, période par
période, peuvent fournir des éléments d'aide & 1a décision pour :
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Date d'arrivée de 1a tiche i dans 1'atelfer.

Critére de 1'avance des tiches.

Avance de la t8che i.

Avance moyenne de 1'ensemble des tiches en avance.

Date de début au plus tdt (commune & toutes les tdches).

Date

Date

Date

Date

Date

Date

Date

Date

Date

de

de

de

de

de

de

de

de

de

Critére
les dates de fin effectives des t&ches.

début au plus tot de 1a tache 1.
début effective de la tdche i.
début effective de 1'opération oi,j,k'
début au plus tot de 1'opération oi.j,k'
début au plus tard de 1'opération oi,j,k'
fin au plus tard de 1a tiche i.

fin effective de 1a tiche i.

fin moyenne des ti3ches.

fin effective de 1'opération Oi ik

de 1'écart entre les dates de fin au plus tard et

Ecart entre Di et di pour la tache i.

Durée minimale de fabrication de la tiche i si elle était
seule.
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T Durée moyenne minimale de fabrication d'une tiche si elle
était seule.

fi.J.k Durée de 1'opération oi,j.k'

F Atelier & flot unique (flow-shop).

6 Atelier & flot quelconque.

| Désigne la tache générique.

1 Inactivité des machines.

J Désigne le groupe de machines générique.

J(J,0) Charge du groupe j de machines sur 1'intervalle (6,6+1[.

k Désigne la kiéme opération d'une méme tdche sur le groupe

de machine concerné.

‘i.j,k Liberté de manoeuvre pour le chargement de 1'opération
05,3,k

n» Nombre de groupes de machines.

M(j,0) Donne 1a composition du groupe de machines J en fonction
du temps o.

n Nombre de tiches.

0 k' oneration de

§.5.k on 1a tdche i sur le groupe de machines J.
Py Temps alloué & la tiche i dans 1'atelfer.
[ Moyenne des Py-



Py Temps total réel de passage dans 1'atelier de la tidche §.

P Critére du temps réel de passage des tdches dans 1'atelier.
P Moyenne des Pi .

R,i Retard de la tache i.

R Critére du retard des tdches.

R Moyenne des retards des tiches (en retard).

t Désigne le temps.

t Date initiale du 1ere ordonnancement effectué.

t(oi,j.k'oi,r.s) Temps de transit entre 1a fin de oi.j,k et le début
de O

i,r,s’
T Période de 1'ordonnancement.
] critére de 1'utilisation des machines.
U Taux moyen d'utilisation des machines.
Wy Temps d'attente de 1a tdche i dans 1'atelier.
W Critére du temps d'attente.
W Temps d'attente moyen des tdches dans 1'atelier.
) Désigne le temps.

Date initiale de 1a l2re période & ordonnancer.
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Taux d'arrivée des tfches dans 1'atelier.

Appliqué 3 deux opérations signifie “précdde immédiate-
ment”.

Appliqué 3 2 opérations signifie "est prise en compte
avant®.
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RESOLUTION GRAPHIQUE DU PROBLEME N/m/F/P
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Dans le chapitre I1 paragraphe 3.2., nous avons cité la métho-
de de résolution graphique de ACKERS [23] pour un probléme 2/m/F/P. Nous
voulons simplement évoquer ici cette méthode graphique par une générali-
sation possible au cas n/m/F/P.

La démarche générale suggérée pour résoudre un probléme
n/m/F/P est la suivante :

11 s'agit de trouver une solution graphique a n-1 problames.
Le (i+1)1éme probléme comporte i tiches que 1'on a partitionnées ainsi :
Sur un axe les (i-1) taches du (i-Z)ieme probléme déja résolu et sur
1'autre axe la itMe tdche & insérer dans 1'ordonnancement existant.

I1 faut remarquer qu'ainsi formulée la résolution ne peut donner
qu'vne "bonne solution" et non pas la solution optimale vis a vis de P.

L'exemple proposé est un probléme 3/5/F/P. La résolution commen-
ce par le traitement d'un problame 2/5/F/P (figure 1). Puis la troisisme
tdche est insérée dans 1'ordonnancement des deux autres taches. La figure
2 montre la solution graphique obtenue a partir de la solution 1. Sur la
figure 3, 12 m2me démarche appliquée a la solution 2 conduit 3 un autre
ordonnancement. Enfin la solution de départ pour la résolution correspond
a la figure 4 est la solution 2 od les opérations sont cadrées au plus
tard (c'est-a-dire un autre chemin optimal non porté sur la figure 1).

Pour ce probléme 3/5/F/P les solutions optimates vis & vis de P sont

P* = 20 (figures 2 et 4).
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Figure 1
Tache 2 4
3
4
1
2
3

» Tiche 1

Deux chemins de longueur minimale = 18 (non exclusivement)

Vis & vis du critére P, il y a donc deux solutions optimales
équivalentes.

1) Correspondant au chemin en trait plein, 1a solution est

Ml . ’ + 1' — ) solution 1
M2 . — =
M3 . £: 1 —
M - — —1 ¢
M5 . —< 1
0
2) Correspondant au chemin en trait pointillé la solution est
M1 - %2 ; 1 . solution 2
e 2 1
M3 .
2, , —L .
z— —_— ——
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Figure 2
Taches
(1+2) %
2 /
AR 777
Z
a / 7
1 L
4 /
2 |
4
3 / Qf
3 (/
. & A ’
2 1 3 3 4 Téche .3
Chemin de longueur minimale = 20
I1 correspond & la solution suivante
ML . t - 1 - 2__,
2 . a1l .2,
M3 - ’ 3 4 L21 1 2
M o w3 2
M5 -




Figure 3

Taches
(1+2)

—

4

/Y \Ql ""

T3 3 . 3 * - Tache .3

Deux chemins de longueur minimale égale & 21 (non exclusivement)

1) Correspondant au chemin en trait plein, 1a solution est

ML -, 3 2 D | o

M2 - —2e 1

M3 - g, 3 . 1 .

H4- ’—-:;2 8 3 P 14

M5 - 2 3 ‘li'
Q_ 21
S S NSt e e et et m - c cmc e, crc e - - - =

2)

Correspondant au chemin en trait pointillé la solution est

3 2 .1
:; =

- = — —
I S S
M - - *> -4
M5 - —3 <+ — ——
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Figure 4

tiches
(1+2)

' 3

— > tiche 3

Chemin de longueur minimale &gale & 20 correspondant a la
solution suivante

ML- 3 2 1 .

M2 - -3-: O—z—t—l—q

3 - — 1

M - h—z—:Ltlﬁ‘
s 3 2 1
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