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RESUME

L’analyse des réponses des poutres a fait I'abggplusieurs théories notamment la
théorie de Bernoulli qui néglige les déformées daedeffort tranchant et celle de
Timoshenko ou ces déformées sont prises en compte.

Ce travail a pour objectif la modélisation et I'tys& du comportement d’'une poutre en
prenant en considération plusieurs parameétresgipelement |'élancement de la poutre, les
conditions d’appuis (poutres bi-appuyées , pout@ssoles , poutres encastrées — appuyées,
poutres bi-encastrées) et le module de Young es$ leffiets sur les déplacements — rotations
ainsi que sur le phénoméne de blocage di au eisasiit.

La modélisation a été faite en utilisant le lodiae calcul ANSYS. Les résultats de cette
modélisation ont été validés par comparaison aeex obtenus a partir des théories des
poutres (théorie de Timoshenko, de Bernoulli, dedman et Kosmatka) ainsi que ceux
obtenus par les formules analytiques de la régsistdas matériaux.

Une étude paramétrique comparative a eu lieu. @lusiparametres ont été analysés par les
différentes méthodes y compris la modélisationfd8YS.

Il a été observé que les courbes des déplaceméendgserotations  augmentent avec
laugmentation du rapport (L/h). Les courbes obemnpar les théories de Bernoulli, de
Friedman et Kosmatka et de modélisation par ANS¥&t presque confondues avec la
courbe analytique de RDM, sauf la courbe de Tirankb qui est souvent différente. La
variation des valeurs des déplacements — rotatipparaissent a partir de (L/h = 4).

La poutre de Timoshenko a donné des résultatsajocident avec les autres théories pour
des élancements (L/k4) au dela de cette valeur les résultats devienddféirents par
rapports aux autres théories. C’est I'effet deilbiesaent des poutres épaisses qui apparait. La

théorie de Bernoulli est satisfaisante pour le domdes poutres élancées.

MOTS CLES :
Théories des poutres, théorie de Bernoulli, tleéde Timoshenko, théorie de Friedman et

Kosmatka , phénoméne de blocage, modélisatioAN&YS ; effet de cisaillement.



ABSTRACT

Analysis of the beams responses has been the sudfjenany theories including
Bernoulli's theory which neglects the shear defdionaand the Timoshenko theory where
these deformations are taken into account.

This work aims to modeling and analyzing the betwawf a beam taking into consideration
several parameters, mainly the slenderness of éaenpthe support condition (Pined-pined
beam, cantilever beam, pinned-fixed beam, Fixedefikeam) and the Young's modulus and
their effects on displacement - rotations as welihe locking phenomenon due to shear.

The modeling was done using the ANSYS software, &mel obtained results were validated
by comparison with those obtained from the beamesribs (Timoshenko theory, Bernoulli
theory, Friedman and Kosmatka theory) and thoseirmdd by the analytical expressions of
the strength of materials.

Comparative parametric study was conducted. Mamgnpeters were analyzed by different
methods including modeling by ANSYS. It was obsdrtleat the displacements and rotations
curves increase with the increase of the ratio €)./The curves obtained by Bernoulli's
theory, Friedman and Kosmatka and those of mod&ingNSYS are nearly the coincident
with the analytical curve of RDM, except Timoshen&orve which is often different.
Changes in the displacements - rotations valuesaagmom (L / h = 4).

The beam of Timoshenko gave results that coincidh wther theories for (L / 4);
beyond this value, results become different witbsth of the other theories. It is the shear

effect of thick beams. However, Bernoulli's the@gatisfactory for the slender beams.

Key words : Beam theories, Bernoulli's theory, Timoshenkoéotly, theory of Friedman and

Kosmatka, Locking phenomenon, ANSYS modeling; sheaeffect.
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Introduction générale

INTRODUCTION GENERALE

La poutre est un élément essentiel dans une cotistiuCet élément est utilisé dans la vie
courante pour la construction dans les batimentdeg ouvrages de génie civil. Il existe plusieurs
méthodes pour le calcul des structures planesplussutilisées sont celle de “Bernoulli” qui négeg
les déformeées dues a I'effort tranchant et cekeTidnoshenko qui suppose qu’une section plane rest
plane, mais pas forcément perpendiculaire a leeligioyenne. Il est nécessaire de tenir compte du
cisaillement, pour le cas des les poutres fortéroeartes a cause de I'apparition du phénoméne de
blocage du cisaillement
Le blocage par cisaillement est un probléeme numériqui a beaucoup intéressé les
chercheurs ces derniéres vingt années et dont bmedance de solutions existe dans la
littérature Crisfield 19911], Hughes et al. 197[2], Stolarski et Belytschko 1983] Friedman
et Kosmatka4].

L’objectif de ce travail consiste a la modélisatetn’analyse du comportement d’une
poutre homogéne et isotrope, en prenant en coasiolérplusieurs parametres, tel que:
I'élancement, le module de Young et les conditidregpuis (poutres bi-appuyées, poutres
consoles, poutres encastrées — appuyees, poutrescdstrées) et leurs effets sur les
déplacements — rotations ainsi que sur le phénontEnéblocage di au cisaillement.
Différentes méthodes sont utilisées et comparéasthi{Eorie de Bernoulli, la théorie
de Timoshenko, la théorie de Friedman et Kosmatkesi que la modélisation par le logiciel
ANSYS12).

Ce mémoire est compose en plus d’une introductiénérale, de quatre chapitres et
d’une conclusion générale.

Dans le premier chapitrene étude bibliographique, concernant différgatmmeétres
intervenant dans I'étude de®mportements des poutres, notamment les matéiles types
d’appuis et les dimensions des poutres a éteé faite.

Au chapitre deux, I'analyse du comportement d’'unetge est présentée. Des rappels des
théoriesdes poutres, de la théorie d’élasticité et uneddanalyse des équations de base qui
définissent les relations entre contraintes etrdédtions dans le cas bidimensionnel ont été
présentees. Il a été eégalement présenté les pscip la méthode des élément finis, de la
théories de Bernoulli, de Timoshenko, Friedman esratka et du phénomeéne de blocage

par cisaillement ainsi que les différentes sohg de ce phénomeéne.



Introduction générale

Au troisieme chapitre, la modélisation des poupasle logiciel ANSYS a été présentée.
Il & ét¢é commence par décrire brievement leclefjien suite les étapes de la modélisation,
allant du choix de I'élément jusqu’a I'affichades résultats ont été citées.

Le quatrieme chapitrprésente I'analyse et discussion des difféerentslteds de I'étude
paramétrique. Les courbes des déplacements ebtdd®mns pour différents types de poutres
et différentes méthodes y compris les résultatladnodélisation s’y trouvent. Ce mémoire

se termine par une conclusion générale faisasyrithése des résultats obtenus.
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CHAPITRE 1 RECHERCHE BIBIUOGRAPHIQUE

1.1. INTRODUCTION

Ce chapitre présente une synthése bibliographigseddférents parameétres utilisés
dans les études des comportements des poutres.

La poutre est un élément essentiel dans une catistiuL’élément poutre est utilisé pour
reprendre, en plus de I'effort axial comme I'élémnbarre, un chargement perpendiculaire a
son axe. On considere comme poutres les pieéceséélaifien béton armé ou en acier), qui ont
une dimension tres grande par rapport aux deueguiravaillant généralement a la flexion
[5]. La présente étude est basée sur les poutres hogsogeisotropes.

Il existe en général deux méthodes pour le calesl structures planes. L'une basée
sur I'hypothése de “Bernoulli” et I'autre sur Bipothése de “"Hencky-Mindlin” (hypothéese
de Timoshenko dans le cas des poutres). Plusibersheurs se sont intéressés a I'utilisation
et la comparaison de ces deux théories. Jusqisarmiré&ertaines théories ont été développées
[6-7]. Le principal inconvénient de toutes ces théoestsqu'elles ont été obtenues pour des
problemes de géométrie, de chargement et destmorsdaux limites simples. Cependant, au
cours des dernieres années, de nombreux chercbetraffiné ces théories en intégrant
plusieurs aspects tels que la non-linéarité géaguetret matériellgs-9] ainsi que la torsion
[10], et les effets dynamiquésl]. De tels problemes sont généralement résolusilesant des
méthodes numériques telles que les différencessfiat les éléments finis. Parmi toutes ces
méthodes, les chercheurs emploient en généralldéesents finis basés sur I'approche en
déplacementi2,13], en force[14] ou mixte[13-15].

Certains éléments finis connaissent ce qu’on appelfrouillage pour les grandes rigidités en
cisaillement[13,16]. Il est possible de réduire ou éliminer ce veltage en abaissant le
niveau des fonctions d'interpolation ou en intrgdnt des éléments avec un plus grand

nombre de degrés de libe[t8,16].
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Dans présentons dans les paragraphes suivantynthése sur les effets de certains

parametres sur le comportement des poutres.

1.2. INFLUENCE DES DIFFERENTS PARAMETRES SUR LE
COMPORTEMENT D’'UNE POUTRE

1.2.1. Généralités
Plusieurs types de poutres et d’appuis peuventegxigns le domaine des structures.
On citera

A. Poutre simple

C’est une poutre reposant sur deux supports. Liagpuble et I'appui simple. Les
points d’appui sont articulés de fagcon a ce quesksgemités puissent se mouvoir librement
pendant la flexion. On I'appelle aussi poutre sienpént appuyée. La figure (1.1) montre une

poutre simplement appuyée.

X 2

Figure 1.1 : Cas d'une poutre simplement appuyée

B. Poutre console

C’est une poutre encastrée d’'une I'extrémité etlidbe I'autre. L'extrémité encastrée
ne bouge pas pendant la flexion (aucun déplacem@&st permis), tandis que l'autre
extrémité est entierement libre. On appelle austsé @outre, poutre en porte-a-faux ou poutre

encastrée a une extrémité. La figure (1.2) momeepoutre console.

Figure 1.2 : Cas d’une poutre console
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C. Poutre avec porte-a-faux

C’est une poutre qui repose sur deux appuis (uplsiet 'autre double) et a une ou
deux extrémités qui dépassent les appuis (porterd-f On appelle aussi cette poutre; porte-
a-faux figure (1.3).

A

Figure 1.3 : Cas d’une poutre avec porte a faux

Les poutres sont aussi classées suivant leurs sappas trois types de poutres
précédentes entrent dans la catégorie des pouteggjusment déterminées (poutres
isostatiques), puisqu’elles possedent trois inceamaliées aux trois degrés de liberté et par le
fait méme les trois équations d’équilibre suffiseqtour la détermination des réactions

d’appuis.

D. Poutre encastrée et appuyée
Dans ce cas la poutre est liée quatre fois (dninaes ). C’est une poutre en équilibre
hyperstatique ou les trois équations d’équilibresnffisent pas pour déterminer les réactions

d’appuis. La figure (1.4) présente une poutre sinéa et appuyée.

| T
A

Figure 1.4 : Cas d’'une poutre encastrée et appuyée

L

-
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E. Poutre continue
C’est une poutre supportée par plus de deux suppoRest également une poutre en

équilibre hyperstatique. La figure (1.5) montres yooutre continue.

A o

Figure 1.5 : Cas d'une poutre continue

F. Poutre a double encastrement
C’est une poutre encastrée a ses deux extrémibébl@nent encastrée). C’est une
poutre en équilibre hyperstatique. La figure (1€&)hématise une poutre a double

encastrement.

Figure 1.6 : Cas d'une poutre a double encastrement

G . Poutre appuyée a double encastrement
C’est une poutre soutenue par deux encastremersisppbriée par un ou plusieurs
supports. C’est également une poutre en équitipperstatique. La figure (1.7) montre une

poutre supportée a double encastrement.
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F Y YYYY

| &,

Figure 1.7 : Cas d’une poutre supportée a double

Les poutres hyperstatigues ont plus de fixations sopports que nécessaires.
Cependant, ces supports augmentent la capacignpode la poutrg7]. Les équations de la
statique ne suffisent pas pour analyser ces poutresrecourt a différentes méthodes pour
analyser le comportement de ce type de poutre.

1.2.2. Le coefficient de correction de cisaillement

L'idée est d'introduire un coefficient de correctiale cisaillement k < 1 . Reissner
propose de calculer le coefficient a partir d’'urguigalence entre I'énergie interne de
déformation associée a la distribution de la @nte de cisaillement exacte et I'énergie
associée au modele simplifié. Il s’agit de calckl@n considérant que la contrainte constante
de cisaillement,, agissant sur une section” fsection réduite) fournit la méme énergie de
déformation que la contrainte exacte agissantsssedtion réelle A de la poutre. Par exemple,
pour une poutre isotrope de section rectangul#ire 8. H), I'énergie de déformation par

longueur unitaire de la poutre est donnée par Bashe[19]

1
Uy = fA 2% Oyexact A4 (1.1a)

L’énergie de déformation calculée par le modelegsiré est

1

Uy = [, 2 ()2 dA" (1.1b)

Avec I'hypothése que 4k U, et k =A/ A on obtient

K = L (1.2)

2
A fA JXYexactdA
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Pour une poutre a section rectangulaire I'équafib2) donne k = 5/6 (coefficient de
Reissner).

Cowper[ 20] a donné , pour une section rectangulaire pleine :

10 (1+V)
T 12+11v

(1.3)

Plusieurs autres facteurs de correction ont étggses par WashiZa1] (k=5/6); Timoshenko
et Goodien22] (k=2/3), Lowe[23] (k=1 —V?).
Pour une poutre homogéne isotrope a section aireule facteur k est donné par

_ 6(1+v)?
T (7+14v+8v2)

(1.4)

Pour un tube cylindrigue homogéne isotrope le fadteest donné par

2,522
K = 6(a“+b“)~ (1+v) (1'5)

(a*+b*)(7+6v)+2a2b?% (17+12v)

Plusieurs chercheurs ont développé des méthodermeption pour optimiser le
choix des matériaux et de la géométrie. Shantay, Cox[25], le Parkhousg6], Ashby[27],
et Pasinj28], ont étudié l'impact de ces variables sur l'affitd structurelle.

Ashby[27] a décrit une méthode pour choisir des matériagegtformes de section. Ce choix
dépend du mode de sollicitation (traction, flexioorsion), des formes possibles (sections
planes, tubes, sections en |, etc...), des proprékigeatériau qui constitue la forme (module,
résistance mécanique, densité), et de quelquesexide performance (minimiser la poids,
par exemple).

Une distinction est faite entre forme macroscopigtidorme microscopique, qui peuvent
toutes deux augmenter les performances en flexiorem torsion, et qui peuvent étre
combinées pour donner des structures trés efficaCette approche permet d'avoir un apercu
de l'efficacité de matériaux naturels tels quedis;bet elle suggére des fagons de développer
des combinaisons, nouvelles et efficaces, de naatéet de formes.
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Une théorie générale pour modéliser 'efficacitéraf section quelconque a été présentée par
[29, 30].

Huang et Gibsor{31] ont examiné le choix d'un matériau pour la coroeptle poids
minimum d'une poutre résistante a la flexion. datéur de forme est utilisé pour mesurer
l'efficacité d'une forme en section transversales lfacteurs de forme maximale pour les
tubes, les poutres en | et les poutres sandwicke@nexaminés. L'analyse suggére que la
forme maximale du facteur de chaque poutre estifimdes parameétres de conception et des
propriétés mécaniques du matériau solide a partjuel la poutre est effectuée. Une série de
diagrammes de conception de facteurs de forme nadeimour divers matériaux, a été
développé.

Singh et al.[32] ont procédé achoix des matériaux, basé sur le concept de tranafmn de
forme. Cette méthode s’étend pour traiter le ealmaonception de la rigidité en torsion.

Cette transformation classe des formes d'une nesgignilaire a la classification du matériel.

Pasini et al. [33] ont présentéles indices de performance pour la sélection dmsres
rectangulaires optimales en flexion. lls ont pré&atgalement un procédé graphique pour la
détermination du rendement de poutres rectangsldans la conception de raideur.

Pasini et al. [34] ont étudié l'efficience structurelle des différemtsections soumises a la
flexion. Un parametre enveloppe efficience estrdén termes de deux transformateurs de
forme pour décrire le rapport relatif de la régieh le moment d'inertie de la section
transversale par rapport a une enveloppe rectargelatourant la forme.

Pasini[35] a également présenté une méthode pour la sélatz®matériaux, des formes de section
transversale, et des combinaisons de ceux-ci. Laivaauté de la méthode est la
définition de transformation de forme. Ces paraegsont des mesures des quantités sans dimensions
géométriques d'une section transversale. lls i les propriétés de forme indépendamment de
leur taille. La justification de l'approche estegles équations fondamentales de la mécanique des
milieux continus peuvent étre exprimées par un ytate quatre facteurs : la fonctionnelle exigence
les propriétés des matériaux, les transformateersfodme, et les quantités géométriques d'un

rectangle.
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1.2.3. Influence des rapports L/h sur le comportem d’'une poutre

Le rapport L/h est généralement utilisé pour digiar les différents types de poutre en
béton armé, ou L est distance entre I'appui etdmtpd’application de la charge et h la
hauteur effective de la section de la poutre. Ailes poutres sont classées comme 6t
Poutres trés profondes L#hl; Poutres profondes 1 < L#h2.5 ; Poutres élancées 2.5 <
L/h <6 ; Poutres tres élancées L/h > 6.

Plusieurs études ont montré que I'élancement geué&re a une influence non négligeable sur
la convergence de la solution numérique.

Pour un rapport longueur-hauteur aussi élevé qudal@éformation de cisaillement
est inférieure a 3% et la poutre peut étre suppssémise a une flexion pure. D'autre part,
pour une courte et épaisse poutre, la déformatiercisaillement ne peut étre ignorée, parce
gu’'un élancement de poutre aussi grand que Ouitinde déflection de cisaillement qui est

au moins 10% de celle provoquée par flexgm

Moreno et al[38] ont proposé I'élancement géométrique de 'axdefailun poteau comme

variable déterminant pour examiner ou non linfeeerde cette imperfection. Cette étude
désigne cet élancement par la " limite d'élancerde I'axe faible " qui est associé a une
perte de résistance de 10% du moment de flexiorcadlesnes. Une équation approchée de
cette limite est proposée. lls ont développé uneaton pour calculer cette limite

d'élancement des colonnes, qui serait égalemenblesl pour les colonnes rectangulaires
doublement et symétriguement armés pour le béeorésistance normale et élevée. Cette
proposition simplifie la conception de colonnesm@e a les moments de flexion par rapport

a l'axe fort, en évitant la conception biaxialdal#exion quand il ne est pas nécessaire.

Girija et Devdag[39] ont présenté les résultats de 15 essais expéamentir des poutres
rectangulaires minces en béton armé. Les résul@islent des limitations dans les
formulations théoriques existantes pour estimeniement de rupture et le mode de
rupture. Une formulation théorique améliorée estppsée pour prédire le moment critique
de flambage y compris les effets liés a la nondiité et la fissuration du béton. En outre, une
mesure améliorée du rapport d'élancement est pkeppsur les conceptions en acier. Basé
sur une étude des résultats de 72 tests, il onbaigénqu'il y a une interaction entre la tension
flexionnelle et I"instabilité des modes de rugtur pour les

poutres modérément minces. Pour éviter la ruptae l'instabilité latérale, il est suggéré

10
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que le rapport d'élancement se limite a l'unité«€atteur de réduction du moment » est
également proposé pour tenir compte des effe@nt'ément pour les poutres en béton armé.

Kikidis et Papadopoulogo] ont présenté linfluence du rapport d'élancendéante poutre
avec fissure ouverte, sur son comportement dynaamiq

Pour concevoir des colonnes élancées en béton aouises aux charges axiales et
flexionnelles, les codes de conception (C.E.B Ca@gt1], 'Eurocode 2 (2004p2], ACI-
318 (08)[43]) proposent differentes méthodes simplifiees dagne I'effet du second ordre

en considération.

11
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CHAPITRE2  ANALYSE DU COMPORTEMENT D'UNE POUTR E

2.1. INTRODUCTION

La poutre est une piece élancée (en béton armé agier), qui a une dimension tres
grande par rapport aux autres et qui travaille gdedment a la flexion. La théorie des poutres
permet d’obtenir une solution approchée pour hesrgps de contrainte et de déformation et
donne une bonne idée des efforts et des déplacement

On présente dans ce chapitre difféerentes méthetdibgories utilisées dans les calculs
des poutres tel que la méthode des éléments fitgs, théories de “Bernoulli”, de

“Timoshenko”, et de “ Friedman et Kosmatka’'.

2.2. NOTION D’ELASTICITE

La détermination des contraintes et des déformstpeut étre faite en utilisant les
principes de la méthode des résistances des maté(R.D.M). L'application de cette
méthodeest généralement limitée a I'étude des élémentfoaiees prismatiques (une des
dimensions est plus grande que les deux autres$, @lie la théorie de I'élasticitéua champ
d’application plus vaste (corps de toutes confijans, plaques et coques, et éléments
tridimensionnels).

La théorie d’élasticité (T.E) représente I'une Hemnches de la mécanique des milieux
continus qui permet I'étude mathématique des comés et des déformations dans les corps
solides déformables sous sollicitations, en étatjailibre statique ou en mouvement. Elle
permet également d’étudier le comportement dadesokéels sous I'action des forces qui
leur sont appliqués.

Pour établir les lois mathématiques, on doit suppgsie les solides sont idéals, c'est a dire
homogenes et isotropes. La théorie d’élasticitd pewésumer en trois ensembles d’équations
les équations d’équilibre, les relations entre dé#dions et déplacements et les relations

entre contraintes et déformatiqng].

12
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2.2.1. Hypotheses sur les matériaux
On admet que tous les éléments constituant le matént une structure identique ils

sont

» Homogéne : ou les propriétés sont les mémesutipoont,

> Isotrope : ou les propriétés sont les mémes thautss les directions,

» Continu : ou le matériau ne contient pas d’asp&rité/ a continuité de la matiéf&s.
Dans le domaine élastique les relations entre aimés et déformations sont linéaires (loi de
Hooke)

2.2.2. Les champs vectoriels
2.2.2.1. Les champs des contraintes

Les composantes de la matrice représentative daepére (o, X, y, Z) sont

Ti=o0jjn;j (2.1)

Avec T .vecteur contrainte

o jj. contrainte normale

n. le vecteur normale

Ces composantes sont indiquées schématiquemena sigure (2.1). Sur chaque face, le
vecteur contrainte se décompose en une contraimteate et deux contraintes tangentielles.
Sur la figure (2.2) le champ de contraintes a uimtpld d'un solide est un tenseur d'ordre 2
symétrique.

Ox Txy sz]
(2.2)

O-(M) = Tyx O-y Tyz
TzxTzy Oy

-

Figure 2.1: Vecteurs contraint&3 sur trois facettes orthogonales [44]

13
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Figure 2.2:Tenseur de contrainte pour un volummétéaire [44]

2.2.2.2. Les champs des déformations

La déformation est la variation relative des diniems d’un solide lorsque ce dernier

est soumis a une action extérieure. Le tenseudéi@smations, sous I'hypothese des petites

perturbations est la partie symétrique du gradienthamp de déplacemedtit” (u,, , u,, u;) .
&= % (grad U~ + grad® U™) (2.3)

Dans la basee(’ , e, , e;’ ), le tenseur symetrique du second ordre se ealbella

maniere suivante4e].

Oy 1 (6ux n auy) 1 ouy %)'l
XXXy €xz P
[e] = |eyxyyeys | = |2 (L2 4+ 2 2ty S (52459 (2.4)
- Syxgyygyz 12 ady ax ady 2 "0z ay '
zx ©Zy €7z 1 ,0uy auz) 1,0uy  du, duy
2% oz dx 2% 9z 6y) oy
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Le tenseur des déformations est lui aussi entianemh&terminé en tout point par la

connaissance de six composantes sur les neuf§pgueprésente vectoriellement par
{g} = {gxx Eyy €zz Vxy Vxz )/zy} (2-5)

ou Yy = ngy Yaz = 2€xz v Yoy = 2‘E‘zy (2.6)

2.2.3. Equations d'équilibre pour un corps a I'étatstatique

2.2.3.1. Equations d'équilibre des forces
On dit qu’un corps de volunié et de masse m entouré par une surface S, soulBs a
forces de surface de contraint€Y), et des forces de volumgT), est en équilibre lorsque

la somme des forces exercantes sur ce corps és{4aul
YF>=0" (2.7)

En intégrant sur tout le volume et sur toute ldasg.

J, FPdv+ T~ds=0" (2.8
En notation indicielle

fV Fi d'U+ fS Ti dS = 0 (29)
Ou bien

fV Fi dU+ fS O'i]' n]'dS = 0 (210)

En utilisant le théoreme de l'intégral
J, Fidv+ [, 90,5 dv=0 (2.11)
C’est a dire
F; +0;0;;=0 (2.12)

15
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Donc, I'équation fondamentale qui relie les vadas spatiales des contraintes dans un

corps en état d’équilibre statiqgue est comme suit

dayj -
ﬂ"‘Fi:O Lj=x,y.z (2.13)
an
Donc
. aax] _ aO'xx ao-xy aaxz
pour i=x Fx+axj_Fx+ ax+ay+az
. doyj 00yy , 00yy 00y,
pour =Yy E, + o E, + =t 3y +— (2.14)
. % _ aO'Z_x ao—zy 60‘22
pour =z Fz+axj_Fx+6x+6y+6z

2.2.4. Relation entre déformations et déplacements

Lorsqu’'un corps est soumis a un systéeme de foreesgénéral tous les points
appartenant au corps changent de position.

Le déplacement d’'un point est défini comme étantiktance séparant sa position
initiale de sa position finale. Les composanteseldéplacementy(, v etw) sont en général
fonction dex, y, et z. Ainsi un point situé initialement erx,(y, 2 sera déplacé en
(X+u,y+v,z+ a4

2.2.4. 1. Types de déformations
Dans le cas général, deux types de déformatiopsosilisent
a) Déformation directe : Elle est définie comme étientapport de la variation de
longueur par la longueur d’'une fibre originalemerientée dans cette direction.
Trois composantes indépendantes de déformatiomtei@ormale)s,, ¢, et e,
sont définies en chaque point.
b) Déformation de cisaillements : Elle est défio@nme étant la variation de I'angle
droit formé par deux axes. Elle est associée a deagtions orthogonales.
Trois composantes de déformation de cisaillemgnty,,, , v, sont définies en chaque point
Avant de passer au cas géneral (tridimensionnel)sidérons le probléeme de déformation
plane.
u=u(x,y)
V=V (X,Y) (2.15)
w=0
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Il est & noter que pour ce cas de déformation, lERipoints situés initialement dans le
plan (x y) restent dans ce plan aprés déformation.

Soit un élément infinitésimal “a b c d” tel queontré sur la figure (2.3)

y 4
e, a
@ .
&
Lo
&
i ioay £
L e idx
& d a' o ax
£y “‘7““
a
s ¥ 2dx
dx x
v
a c
x ax
b4 12

Figure2.3: Déformation d’un élément dans le plan

Apres déformation I'élément a b ¢ d, aura la caméijon a' b' ¢’ d'. Ainsi les déformations
directes suivant I'axe x sont

¢ _a ¢ -ac

x ac

ac=dx ;a' c¢' =ace, +ac
a'c'=ac(e,+1)=dx (e, +1)

Ju
0x
[dx(g, + 1)]? = dx? (€2 + 2¢&, +1) =dx?(2¢, + 1)

dv
(a' ¢’ )? = (dx+—=— dx)* + (E dx)?
(@ ¢ )2 = (do)? + (& do)? + 22 (dx)? + (& dx)?
ax dx ax

0 9 F)
[dx® (2, + D] = dx*(1+ () +2 5-+ (5)?)

En éliminant les termes d’ordre supérieur (hypsthedes petits déplacements), on aura

u
2€x+ 1= 1+2$
D’ou

__0u
= o (2.16)
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De méme pour

_ o
L'anglecxc étant tres petit, on peut écrire

(2.17)

En négligeant le term%cu— (car il tres petit devant 1), on obtiendra

ov
X= —
ox
De méme pour l'angle on aura
— _ v
¢ = ox
Ainsi, la déformation de cisaillement sera

Vxy =X —@

(2.18)

(2.19)

(2.20)

Le signe négatif est du fait que I'angleest mesuré suivant le sens des aiguilles d’'une

montre qui représente par définition le sens riédat remplacantx et ¢ par leurs valeurs

respectives on obtiendy].

ox ax

__0v ou
ny -

(2.21)

Apres avoir traité les cas unidimensionnel et bahsionnel, on peut passer au cas

tridimensionnel ou I'élément considéré est, a tjore, un prisme rectangulaire.

> Les déformations axiales seront

__du
Ex—a
__0ov
Ey—ay
__ow
€2 = %,

18
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> Les déformations de cisaillement (déformations &iges) seront

__O0u , dv
yxy - dy  Ox
ou ow

Vaz =5+ 5= (2.23)
__0v | ow

YVyz =3, oy

2.2.5. Lois de comportement élastique

La relation liant le tenseur des contraintes asdan des déformations est la loi de
comportement. Sous I'Hypothése de petites pertiofsmt pour un matériau homogene,
linéaire et isotrope, la loi de comportement estopgrateur linéaire du'#® ordre. La loi
d’élasticité, ou loi de Hooke introduit deux paftnes du matériau : le module d’Young E et
le coefficient de Poisson La relation tensorielle s’exprime comme Sj4i6]

e=6-Ytro.Id (2.24)
E E

Id : est le tenseur identitégtdésigne la trace de A l'inverse, la relation exprimant la

contrainte a la déformation, en fonction des cogffits de Lamé\(etp) est
oc=2ueg+Atre. Id (2.25)

Les parametres d’élasticité et les coefficientb@®meé sont liés par les relations

_ VvE

(1—2v)(;+v) (2.26)

2(1+v)

G:p_:

En écrivant les tenseurs des contraintes et défammsaen vecteur colonne de taille 6, on peut

exprimer la loi de Hooke de maniere matricielleispsimple d’interprétation.

(Cxx\  [2n+1 2 A 0 O 071 (&xx
Oyy A 2u+12 A2 0 O 0 (gyy]
Ozz | _| 2 A 2u+10 O 0 €2z
o~ 0 0 0 2 0 0] | (2.27)
Ozx 0 0 0 0 2 0 Vzx
Ozy L0 0 0 0 O AL \Vzy
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Dans un cas de chargement bidimensionnel, la lobdgortement se retrouve sous

forme simplifiée et condensée. Dans un cas d’hgsatlile contraintes planes

Oxx 5 1 v 0 Exx
{ayy}= ) 1(; (1) 1_02v {gyy} (2.28)

Oxy

Sous I'hypothése de déformation plane

Oxx s 1—v 1% 0 Exx
{ffyy} =——| v 1-v O {gyy} (2.29)

T a+v)(a-2v) 0 1-2v

Vyx

2.3. METHODES DE RESOLUTION DES PROBLEMES DES
STRUCTURES

Il existe plusieurs méthodes, détaillées dans desages plus conséquents, pour la
résolution des problemes des structures. Nous m@seici quelques méthodes avec leurs
différences.

2.3.1. Méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis a émergé en tannquies méthodes générales les
plus utilisées pour I'analyse des structures. Elfeurni aux ingénieurs les outils nécessaires
pour modéliser et simuler pratiquement n’impouelcgystéeme structural de technologig.

La méthode des éléments finis (M.E.F) est un ddfisoles plus efficaces pour
'analyse des structures dans de nombreux sectiuidndustrie aérospatial, automobile,
nucléaire, génie civil, construction navale, mégaaj constructions off-shore, etc....

De tels problémes sont généralement résolus egamtildes méthodes numériques telles que
les différences finies et les éléments finis.

Dans le domaine du calcul des structures, la M.Ee$§t, une technique a caractére
pluridisciplinaire qui met en ceuvre des connaissanelevant de plusieurs disciplines de
base telle que la mécanique des structures, I'aaalymérique et I'informatique appliquée.

La méthode des éléments finis est basée en générbhpproche en déplacement, en force
ou mixte. C'est une meéethode générale dans laqueellsolution d'un probléeme dans la
mécanique continue est rapprochée par I'analyse atsemblage d’éléments finis qui sont
reliés ensemble a un nombre de points nodauxdinieprésentent le domaine de solution du
probleme47].
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La méthode des éléments finis est donc une proeéginmérale de discrétisation pour
la résolution des problémes des milieux continusurPavoir une analyse numeérique qui
simulera au mieux un probléme, il faut effectuemdepérations essentielles la modélisation

et la discrétisation. La figure (2.4) suivantesume ces deux étapes.

Probléme — modéle théorique modéle
modélisation T
Physique J ou Dlscret1sat1on‘ Numérique
Réel Mathématique discret

Figure 2.4 : Etapes de I'analyse d’un problémelamites [44]

2.3.1.1. Principes de la M.E.F

La M.E.F est basée sur une idée simple qui congistddiviser (discrétiser) une
forme complexe en un grand nombre de sous-doméléegentaires de formes géométriques

simples (éléments finis) interconnectés en destpaippelés nceuds].

(a) pikce & Etudier et présentant (b) modifier la taille des &léments (c) utiliser des &éments & fron-
des congés de raccordement et raffiner au niveau des cour- titre courbe

bures

Figure 2.5: discrétisation géométrique [49].

* Nous considérons le comportement mécanique de ehégment séparément, puis
nous assemblons ces éléments de telle facon qaeilibée des forces et la
compatibilité des déplacements soient satisfaitshague nceud.

 La MEF utilise des approximations simples des Wwem inconnues dans chaque
élément pour transformer les équations aux deésivpartielles en équations
algébriques.

* Les nceuds et les éléments n'ont pas forcementgddisation physique particuliere,
mais sont basés sur des considérations de prédsibapproximation4s.
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2.3.1.2 Présentation générale de la méthode
» Le maillage

Le solide est décomposé en éléments de formes gégues simples ayant des cotés
communs et dont les sommets ou nceuds sont lessbarticulation de plusieurs éléments
entre eux. Ces nceuds seront les points d’applicdts forces intérieures ou extérieyses
L’opération de décomposition est heaillage. Un bon maillage doit faciliter les opérations
prévues par un programme d'ordinateur. Il faut dadopter une méthode systématique de
numeérotation des éléments et des noputs

Il existe deux méthodes le plus répandues pounaifage[47]. La premiére consiste a
donner des numéros aux nceuds de gauche a(@wide bas en haut) figure (2.6). La

seconde consiste a attribuer le cordonnées poguehaoeuds figure (2.7)

(19 5
@]

©®
(3]
&

@

@ ® O
e Pel "o

&lément

Figure 2.6 : Numérotation des nceuds et des éléments un probléeme a 2 dimensions ( premiére mé&hod

t

@nl @2l @3]  @4a] @6
] | 22 | (=3
2.1) 7% ) Y 12.6)
(] (3]
(1.1) (1.2) T T Ty L
{n. m) nosud O élément

Figure 2.7 : Numérotation des noeuds et des élément probléme (deuxieme méthode)
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2.3.1.3. Etapes de résolution d’'un probleme par éf@ents finis
Pour résoudre un probléme par la MEF, on doit spe&ertaines étapes successives
qui peuvent étre énumérer comme 4]
1. Définition de la géométrie de la structure ébedi
2. Maillage de la structure (discrétisation en @étm) - Génération de la table de connectivité
entre les éléments
3. Définition du modéle associé a la structure
4. Choix des parametres du modéle (deux pour uarrmathomogéne et isotrope)
5. Construction de la matrice de raideur globale gesemblage des matrices de raideur
locales des éléments en fonction de la table deemtivité
6. Construction du vecteur effort global par asdag#des vecteurs d’effort locaux suivant la
table de connectivité
7. Prise en compte des conditions aux limites
8. Prise en compte du chargement
9. Résolution du systeme pour obtenir les déplan&sm@daux des éléments

10. Traitement du résultat (calcul des déformatioakul des contraintes).

Dans le systeme global, et pour les nceuds iang th table de connectivité, la matrice de

raideur et du vecteur global ont la forme suivante.

K= Lo T et F = (2.30)

2.3.1.4. Intéréts et limitations de la M.E.F

La puissance de la méthode des éléments finiserésgentiellement dans sa
souplesse. Elle peut étre applicable a une vati&fgroblémes mécaniques ou bien physiques.
La géométrie du domaine peut étre quelconqueples$ et les conditions aux limites
peuvent étre aussi de natures quelconques.

Le maillage peut combiner autant de types d'élésngaé I'on souhaite et toute cette
généralité est contenue dans un programme unidoa paut faire tourner sur un ordinateur.

La méthode des éléments finis réside dans le teitlg modele gu'elle utilise est trés proche
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de la structure réellga4]. Elle permet d'aborder la quasi totalité des phémameet
particularités de la mécanique du solide ; les ph@mnes de comportement statique, les
différentes classes de lois de comportement exestare phénomene thermique et/ou
thermomécanique couplé, les phénoménes d'inséabdié flambage, les phénoménes
transitoires et/ou dynamiques...etc. En termeseddrmance et de précision des résultats, la
MEF peut traiter différentes géométries dont lesiltats dépendent de la précision interne de
stockage de l'ordinateur et par le temps que Bsirel consacrer a la résolution.

Concernant les limitations de la méthode, il fanten une assez grande complexité de mise en
ceuvre, d'autant plus importante que l'on aborde ptEmomeénes et/ou géométries et/ou

comportements matériels complex&s.

2.3.2. Théorie de Bernoulli

La théorie d'Euler-Bernoulli, néglige le cisailleme Elle utilise un champ de
déplacement qui rigidifie la section. Elle intratdde plus la liaison interne qui contraint la
section droite a rester orthogonale a la ligne mogeapres déformation.

La théorie de Bernoulli pour les poutres supppse&ne section droite initialement
plane et perpendiculaire a la «ligne moyenne sialéfinie reste plane, pour des poutres
minces (la hauteur de poutre est petite par ragplariongueur) (figure 2.8).

Cette théorie ne tient pas en considération I'effet cisaillement, par conséquent les

déformations dues a I'effort tranchant sont néglgé

8,(x) = v, (x)

Fi Y.V Y
\ y
AN
/\-":/"/ 7 '/K V()
(a) V>
-

; y.f\a u.(x) . -

— —
C ‘ X,u

Figure 2.8. Hypathe cinématiques pour une poutre Bernoulli [52]
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2.3.2.1. Matrice de rigidité de Bernoulli
On établit les équations d’équilibre a partir dinpipe des travaux virtuels. L’énergie interne

de déformation s’écrit

Wine = [, 5 (0w &) dv =5 [, E [BI{u}[B]{u} dv (2:31)
Wine == [, {u} E [B]* [B]{u} dv (2.32)

La matrice de rigidité est calculée par I'exprassio

[Kl= [ E[B]'[B] dv (2.33)
ou
[Bl=—y[- 5+, — 1+, o — =, — =+ 2] (2.34)

Par substitution de I'équation (2.33) dans (2.34)pzees intégration de (2.34) on
trouvera la matrice de rigidité [K]

12 6L —-12 6L
_ EI| 6L 412 —6L 2I2
k=%-12 S 12 Zel (2.35)
6L 212 —6L 412
Avec E, I, L sont respectivement le module dei le moment d’inertie et la longueur de

la poutre.
2.3.3. Théorie de Timoshenko

La théorie de Timoshenko pour les poutres suppgadee section plane reste plane,
mais pas forcément perpendiculaire a la ligne mogeRour des poutres petites ou trapues, il

est nécessaire de tenir compte du cisaillenqsent
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8,(x) = vi(x)-2e,
Yyv /“,

A
©) >// V()

P

\ yr\* u.(x) ‘
é : X,u

Figure 2.9 : Hypothéses cinématiques pour uneredutoshenko [52]

2.3.3.1. Matrice de rigidité de Timoshenko
On établit les équations d’équilibre a partir dingipe des travaux virtuels comme dans le cas
de la théorie des poutres de Berndgat.
Les champs de déplacements sont donnés par
u(x,y) = u(x) —y0(x) (2.36)

v(x,y) = v(x) (2.37)

Les champs de déformations sont obtenus par lauferm

_ du(xy) . __ou(xy) av(x,y)
xx — ox 1 yxy - ay + ox (238)
D’ou
_du(x) 96(x) . __ov(xy)
W= e Yo =g 6() (2.39)

L'équation d’équilibre du systéme
[Kes Kr [{(}={F3+{F} (2.40)
[K.] : Matrice de cisaillement dans la poutre de Timakbe

[K¢] : Matrice de flexion dans la poutre de Timoshenko.
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- 1 E _1 £ -
2 2
Lo Lo
[KJ=2212 4 2 (2.41)
-1 = 1 —=
2 2
Lok LB
- 2 4 2 4 -
0 0 0 07
_EIf0 1 0 -1
[Kr]= o o 0 0 (2.42)
0 -1 0 1
La matrice de rigidité de Timoshenko est :
[ GAK GAK _ GAK GAK
L 2 L 2
GAK GAKL EI GAK GAKL EI
N s T T2 e 1
KI=) Jeax oax oAk Ak (2.43)
L 2 L 2
GAK GAKL EI GAK GAKL EI
J— R — [ ——— _|_ f—
2 6 L 2 3 L -

2.3.4. Théorie de Friedman et Kosmatka

Cette méthode utilise les mémes principes que deua théorie de Timoshenko avec
des fonctions d’interpolation d’ordre supérieur.rhatrice de rigidité développée par
Friedman et Kosmatka a la forme suivage

12 6L —-12 6L
_ B 6L (4+PLP-6L (2—-0)L7
K] = A+9L3 | =12 —6L 12 —6L (2.44)

6. (2-0)L2 —6L. (4 +0)L?

Avec 0 le rapport entre la rigidité de flexion et la digé de cisaillement de I'élément

_ 12El _24 I
(D - L2GAK - 12 (KA)(l + v) (245)
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2.3.5. Phénomene de blocage ( ou verrouillage) aisaillement

Dans le calcul par éléments finis, on rencontresdagrtains problemes, le blocage
numerique dans la convergence des solutions psgréndes rigidités de cisaillement.
Il est possible de réduire ou éliminer ce verragd en abaissant le niveau des fonctions
d'interpolation ou en introduisant des éléments aveplus grand nombre de degrés de liberté
[13, 16]. Le phénoméne du blocage par cisaillement (appartie rigidité ‘parasite’ quand
'élément est élanceé) est présent dans tous leseélis finis de poutre Timoshenko ou les
déplacements transversaux et les rotations sarretisés séparément (Stolarski etfal.)
Une abondance de remeédes numériques existe déttérédure (Crisfield)1].
Pour bien comprendre ce phénoméne on considerpauiee soumise au cisaillement seul.
On suppose que les sections qui sont initialeraghbgonales a la fibre neutre se déplacent
uniguement dans la direction verticale. Les éléméamigents a la fibre neutre subissent une
rotation. Notons que chaque point de la fibre reesitibit un angle de cisaillement, dans ce

modéle. On considere que la déflexion de la filmetre subit un angle de cisaillement.

0y,
Yxy = % - e(x) (2.46)

N , . . oy . A , .
On ne considere que la déflexion de la fibre neu-tﬁeﬁ qui peut étre écrite comme la

somme des déformations dues a la flexion et aillers&nt

My _

Ou 6, est la rotation des éléments dans la directioadore neutre dle a la flexion

uniquementOn suppose que le cisaillement est constant swauteur de la poutre .
Cette hypothese viole I'équilibre car le cisaill@tn@oit étre nul sur les parties supérieures et
inférieures de la poutre (gn= + % ) dans le cas des poutres chargées orthogonalemiarfibre

neutre[54].

2.3.5 .1. Solutions proposées pour le blocage pasaillement

Le blocage par cisaillement est un probléme nuroérigui a beaucoup intéressé les
chercheurs ces derniéres vingt années et dont bmedance de solutions existe dans la
littérature (Crisfield 1991)1]. Dans la suite plusieurs solutions simples et afis vont étre

présentees.
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Une facon d’éviter I'apparition du blocage par iisment et de rendre la solution
indépendante du rapport L/H est de calculer leadsrde la matrice de rigidité en intégrant de
maniére exacte les termes relatifs a la flexiomretsous - intégrant les termes relatifs au
cisaillement («Selective/reduced integration», Hegght al. 19772], Stolarski et Belytschko
1983])3].

Afin d’améliorer les performances de I'élément eup éviter certains blocages en
membrane ou cisaillement, l'intégration réduiteté@ @émployée. Pour éliminer les modes a
éenergie nulle dus a cette sous-intégration, unéntque efficace de stabilisation et de
contr6le des modes de Hourglass a été utiliséaiigarg la démarche de (Belytschko et al.,
1993)55].

Afin de s'affranchir du probléeme de verrouillage usopouvons utiliser une
interpolation polynomiale de degré plus élevé dearvariables (x) et©4x) qui ne seront
plus indépendantes. Ces approches conduisent al@®ents finis a plus de deux noeuds
(deux noeuds aux extrémités, plus des nceuds mmtgribrahimbegovic et Frggs] ou a des
éléments finis a deux nceuds dont les fonctions admd dépendent des propriétés des
matériaux (De Ville de Goygt7], Friedman et Kosmatka] ).

2.4. CONCLUSION

Dans ce chapitre, les principes et bases des ésédei Bernoulli, de Timoshenko, de
Friedman et Kosmatka ainsi que la méthode des élédnfiais ont été rappelés dans le but de
leurs utilisations dans les prochains chapitres.dl@noméne du blocage par cisaillement a
été défini et les solutions proposées dans ladiitiée pour sa résolution ont également été

présentees.
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CHAPITRE3  MODELISATION DES POUTRES PAR LE LOG ICIEL

ANSYS

3.1. INTRODUCTION

Il'y a plusieurs codes de modélisation utiliséssd I'analyse des structures, tel
gque ABAQUS, ANSYS, IDEAS ...... etc.
Nous présentons dans ce chapitre la modélisatiopalgtres par le logiciel ANSYS12.

La simulation numérique par éléments finis est util puissant pour la résolution de
problemes de structures ou autres par la réaisdtexpériences virtuelles. Cette expérience
virtuelle, qu’est la modélisation par le logicielngys12, dans notre cas, est expliquée

brievement dans, les étapes suivantes :

3.2. DESCRIPTION D’ANSYS12

Le logiciels ANSYS, est I'un des plus grands démedurs et fournisseur de logiciels
de simulation numérique au monde. Ses produits urejgont des logiciels qui mettent en
oeuvre la méthode des éléments finis, afin de dreodes modéles discrétisés
ANSYS 12 a été développé a Canonsburg en Pennsylvlinest I'un des plus grands
développeurs et fournisseur de logiciels de sinardatumériqugss].

ANSYS 12 est un code d’éléments finis d'usage gdnéédié a la résolution numeérique

d’'une large variété de problemes physiques en géeérde mécanique en particulier. Ces
problémes portent notamment sur I'analyse struldga statique et en dynamique (linéaire et
non linéaire), transfert de chaleur, dynamiquefllgdes, acoustique, électromagnétique ..ect.
Il'y a plusieurs produits ANSYS , tel que:

« ANSYS Structural : qui permet d'effectuer des simulations mécaniquedes structures.
Ses principales capacités sont :

l'analyse statique ; l'analyse modale ; l'analysemionique (réponse forcée); l'analyse
temporelle ou transitoire ; la gestion de difféesntsituations non linéaires (contacts,

plasticité des matériaux, grands déplacementsandgs déformations).
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« ANSYS Mechanical: Ce produit dispose les mémes capacités que ANSiStural, on y

ajoutant notamment une solution thermique, avedétsation du rayonnement.

3.3. ORGANISATION DU LOGICIEL ANSYS12
De facon générale, une résolution par ce coderdes finis (ANSYS) comporte trois
étapes, (figure 3.158].

* Premiére étape :Préparation des données ou pré-processing pouirdéfprobléme.

Ces étapes majeures sont données ci-dessous:

o Définir les points clés (keypoints) /lignes/suds/volumes.

o Définir le type d'élément fini, ses propriétégométriques et les propriétés
physiques des matériaux.

0 Maillage des lignes /surfaces/volumes si cetlaszpiis.
Les données nécessaires dépendent évidemmenddedasion du probleme. (i.e. 1D, 2D,
axisymétrique, 3D).

» Deuxiéme étape: Traitement ou processing: Assigner les chargesytraiotes
(conditions aux limites) et résolution. On spécifietamment la nature des charges
(localisées et/ou distribuées), contraintes ou itmmd aux limites (translation et
rotation ) et, finalement, on résout le systemejaédions.

» Troisieme étape Post-processing : Analyse et visualisation desltasulors de cette
étape, on peut examiner:

o La liste des déplacements nodaux .
o les forces et les moments au nivealetEments .

o tracé des déformées ; tracé des isthucs des contraintes.
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[ prep?
* Entrerle type d'élément
v * Entrer les propriétés du matériau (module d’Young,
% coefficientde poisson, densité,etc)
g * Entrer les données géométrique (épaisseur des plaques,
% surface, volume, inertie, etc)
v * Générer le maillage
- * Entrer le chargement (forces statiques, gradient de
température, etc)
* Entrer les conditions d’appuis
Finish
/solution
8 * Entrer le type de calcul éffectué (statique,dynamique,
5 etc)
a | Solve
Finish
“ 2 1 [postl
£ § * Listing, impression et visualisation des résultats
S| Finish

Figure 3.1 : Schéma d'utilisation classique d’ANSYS

Cette description d’ANSYS12 définie le cas géreedd modélisation. Le paragraphe

suivant définie modélisation des poutres, étudies notre cas.

3.4. ETAPES DE MODELISATION DES POUTRES ETUDIEES

Pour la modélisation d'une poutre par « ANSYS Idh»utilise les étapes suivantes.
Le méme principe est pour tous les types des moatraliées.
3.4.1. Définition du type élément

La bibliotheque ANSYS propose plusieurs élémeyped[59]. Ces éléments-types se
différencient par le nombre de degrés de libertéhaque nceuds de la structure, par le
domaine d’utilisation (structurel, magnétique, thigyue, électrique, ...) ou bien encore par
I'espace 2D ou 3D. Les degrés de liberté, autosséxhaque noeud, pour une structure 3D,
sont les déplacements suivant les coordonnéesieames (UX, UY et UZ) mais également,

selon les éléments-types, des rotations (ROTX, RETROTZ). Cela définie donc 3 ou bien
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6 degrés de liberté selon les éléments-types égili©n peut noter aussi, sur certains
eléments-types, des nceuds supplémentaires au adielaque arréte.
Pour notre cas nous avons retenu un type d’éléstamtturel pouvant définir nos poutres :
cet élément est appelé Beam3 (Voir figure 3.2). tasactéristigues de cet élément sont
détaillées dans le tableau 3.1.

Apres avoir fixé les préférences, tel que le systemétrique, la discipline (spécialité),
on passe a la définition du type d’éléments.
0 A partir du menu préprocessor, on sélectiofmement Type , pis, on choisit “Beam

3 ” comme I'élément « 2D elastic »

Element Type
Real Constants
Material Props
Sections
Modeling
Meshing
Checking Ctrls
Numbering Ctrls
Archive Model
Coupling / Cegn
Multi-field Set Up
Loads

Physics

Path Operations

Dofred Demect Types

& /et g

D I e g 0t et

(b f et ' g0

-

om0 dom ate

kg

e

N

Figure 3.2 : Le type d’élément (Elément Type)

L'élément BEAM 3 correspond a des éléments poutrasaillant en traction, compression,
flexion et torsion. Il transmet des translatiais des rotations. L'élément possede trois degeés d
liberté a chaque nceud :
nodal figure ( 3.3}J59].

les translations suleandirections x ety et la rotation autour'dre z

Figure 3.3: Schéma statique de poutre par ANSYB Elastice Beam ) [59]
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Element Name BEAM3
Nodes IJ
Degrees of Freedom [UX, UY, ROTZ

Real Constants AREA, IZZ, HEIGHT, SHEARZ, ISTRN, ADDMAS
Material Properties EX, ALPX, DENS, GXY, DAMP

Tableau 3.1 : Caractéristiques des éléments tyiises (Beam 3) [59]
3.4.2 .Définition des propriétés géométriques etaerielles de I'élément

Pour cette étude, nous avons choisi différentsstgeepoutres (voir tableau 3.2).

N Type des poutres
1 |
1 Poutre console ﬂm >
l P
. , /I [\
2 Poutre bi-encastrée ? |y
«a> (€3] L&D
Tr/2 2
P
4 l
i ~
3 | Poutre encastrée — appuyée > s
EJS2 XJS2

4 Poutres bi-appuyées /% /%
a @ (€}

g
5 Poutre console )

Tableau 3.2 : Différents types de poutres
Les propriétés mécaniques et géométrigues de matsep sont présentées par le

tableau (3.3) ci-dessous.
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Section de la poutre : h
rectangulaire
-—
b
La force appliquée P=10000N
Longueur de la poutre L=4m
Module de Young E =2E+11 N fm
Largeur de poutre b=04m
Coefficient de forme K=6 /5
Coefficient de poisson v=0.2

Tableau 3.3 : Propriétés mécaniquggeinétriques des poutres testées

L’introduction des propriétés géométriques dedatpe par ANSYS12 est présentée

par la figure (3 .4) ci dessous.

Real Constants g x| /\ Element Type for Real Constan .= | (2] b e —] N el Constaty i
Defined Real Constant Sets

Element Type Reference No. |

NONE DEFINED

Choose element type

Real Constant Set No, |

Crosssectional ares  AREA 04
Area moment of inertia 122 0mn
Total beam height ~ HEIGHT |
Shear deflection constant SHEAR

Intlstrain ~ ISTRN

Added mass/unt length - ADDMAS

0K 1 Apply J Cancel ‘ Help ‘
OK Cancel I I

Figure 3.4 : Définition des propriétés géométriques

;

Désormais, nous devons définir les spécificitéséneltes de I'élément, Celles — ci
ont été introduites pour le module de Young E =PEN /nfet le coefficient de poissan=

0.2, comme représenté sur la figure (3.5).
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N Unew lsotropi Properties for Materiasl Number § ey
Material Edit Favorite Help

Material Models Defined Material Models Available

[} J (@) Favorites
B Structuel n
8 Uinear [
8 Hastc

oI

Linear lsotropic Matenal Properties for Matenal Number |

dell
@ Ohotropic _
 Anisotropic
(&) Nonlinear
© Density
(& Thermal Expansion
() Damping

D Frickinn Cnefficient

Add Temperature | Delete hn-;cmwr‘ Graph ‘

Ox Corcel Heb

Figure 3.5 : Définition des propriétés matéreliie I'élément

3.4.3. Génération des points-cles ou (keypoints)

La géométrie du probleme traité est définie ensatilt des points-clés ou ( keypoints).
Pour notre exemple, ces points coincident aveextsémités de chaque élément.
Nous allons définir 2 points-clés, modélisant lacure simplifiée, dont les coordonnées en
« m » sont indiquées dans le tableau (3.4) suivant

Coordonnées
Point - clé
X Y 4
1 0 0 0
2 4 0 0

Tableau 3.4 Les coordonnées de la poutre

o Les points-clés sont indiqués sur la tableau (E4i dit que notre poutre a une longueur
suivante I'axe x égale a 4 métre.
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AAA_ ANSYS Main Menu

Preferences
[ Preprocessor
Element Type
Real Constants
Material Props
Sections
[ Modeling
B Create
B Keypoints
A On Working Plane
A Online
A On Line wjRatio
A On Node
A KP between KPs
A Fill between KPs
KP at center
Hard PT on line
Hard PT on area

W1 o by

(12 eoen e 9

:i: (/e Kot 1 At Coordle St

| [

Cnee " oeprex

Figure 3.6 : Définition des points-clés (Keypojnts

3.4.4. Maillage

La phase de maillage est de spécifier a ANSYS1tiille des éléments. Le maillage

des poutres testées, a été fixé a 30. C'est-agdigela poutre testée sera subdivisée en 30

éléments.

Figure 3.7 : Maillage d’une poutre (maillage : 30)

3.5. RESOLUTION

Une fois le modéle défini et avant de résoudresyssemes d’équations, on doit introduire

les sollicitations, les types d’appuis et les ctinds aux limites. Les étapes sont montrées sur

les figures suivantes :

» Choix du type d'analyse & Options

AN ANSYS Main Menu

AN

Preferences

F Preprocessor

B Solution

Analysis Type
=3
B Analysis Options
Define Loads
Load Step Opts
Solve

FSX Set Up
Unabridged Menu

0

AEERE

W New Ansbyse ]
[ANTYPE) Type of anayss

" Soectrm
" Bgm Buddeg

 Sbstruatang

o e | e

Figure 3.8. Choix du type et d’option d’analyse
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> Introduction des conditions aux limites

o

[0X] Apply Displacements (U,ROT) on Keypoints
Lab2 DOFs to be constrained

Pici  Umpicik

F Single " Box

Polygon ¢ Cirxcle

Apply as

& List of Xcems If Constant value then:
€ Min., Max. Inc YALUE Displacement value

KEXPND Expand dsp to nodes?

oz I Apply J

0

=7

Pick Al I Help |

Figure 3.9 : Application des conditions aux liesit

» Introduction des sollicitations (charges) extérieues

(1K) Apply Force/Momant on Keyponts

Lab  Dwection of fesce/mom
Apply 14

¥ Constant value then

YALUL Torce/mv

et value

Figure 3.10: Imposer les charges
» Exécution du programme

1) Soluton i done
b

Figure 3.11 : Résolution du modéle

3.6. AFFICHAGES ET TRAITEMENT DES RESULTATS

Une fois toutes les données ont été introduiteguet I'exécution du programme est
terminée on doit alors afficher les résultats demadélisation sous forme numérique ou

graphique pour procéder a leurs analyses et trafisnlLa figure (3.12) montre un exemple
du déplacement d'une poutre étudiée.
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@
@
a
™
@
@
]
@
@
@
T
@

Figure 3.12 : Affichage dedéplacements d’'une poutre étudiée

Les résultats des déplacements et rotations obferus modélisation des différentes

poutres sont montrés sur tableau (3.5)

Poutre console

Déplacement suivant I'axe Y

Rotation suivant I'axe Z

Poutre bi —encastrée

Déplacement suivant I'axe Y
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Rotation suivant I'axe Z

Poutre encastrée — appuyée

Déplacement suivant I'axe Y

Rotation suivant I'axe Z

Poutre bi-appuyé

Déplacement suivant I'axe Y

Rotation suivant I'axe Z

Poutre console
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Déplacement suivant 'axe Y

Rotation suivant I'axe Z

Tableau 3.5 Résultats desléplacements et rotations pour différentes psutr

Lafigure ( 3.13) montre la déformation d’'une pou®e. observe que la valeur maximale
de la déflection se situe dans le coin haut algauU®MX=0 .326-04).

NECCTETa—
[PLDISP) Plot Deformed Shape
KUND Items to be plotted
(" Def shape only
(" Def + undeformed
(v Def + undef edge
oK aoply | Cancel hep |

Figure 3.13Position déformée d'une poutre étudiée
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CHAPITRE 4

4.1. INTRODUCTION

RESULTATS ET DISCUSSIONS

Dans ce chapitre les résultats obtenus par la nsatiéh sont discutés. Plusieurs types

de poutres ont été testés. On cite : poutre congaletre bi-appuyée, poutre encastrée —

appuyée, poutre bi-encastr

ée.

Le tableau (4.1) présente ces différents types deag@olhaque poutre a été analysée

par différentes méthodes, notamment la métiRiig, la théorie de Bernoulli, la théorie de

Timoshenko et celle de Friedman et Kosmatka ainsigar la modélisation avatSYS12

Les effets de différents paramétres, tel que, ie®idsions des poutres, les types d’appuis et

le module d’élasticité, sur le comportement dedneswont été également analysés.

N Type des poutres
/1 !
1 | Poutre console ﬂm <>
1 P
. , [
2 | Poutre bi-encastrée ﬁ [y
(¢5)] (&3] (€]
L2 LI
b =g
P !
, , 2 AN
3 | Poutre encastrée — appuyée 1 s .
L 2 L/ /2
l P
4 | Poutres bi-appuyées /% /é}
a @ &)
L2 L2
l P
71
5 | Poutre console )
(¢)) @ €))
- 2 T W2 e

Tableau 4.1 : Différents types de poutres
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4.2. CARACTERISTIQUES DES POUTRES

Le tableau (4.2) ci-dessous présente les carawé@es mécaniques et géométriques

des poutres testées.

h
Section de la poutre : rectangulaire
+—>
b
La force appliquée P=10000N
Longueur de la poutre L=4m
Module de Young E = 2E+11 N fm
Largeur de poutre b=04m
Coefficient de forme K=6 /5
Coefficient de poisson v=0.2

Tableau 4.2 : Riégés mécaniques et géométriques des poutressesté

4.3. EFFETS D’ELANCEMENT SUR LE COMPORTEMENT DE S
POUTRES

Plusieurs I'élancement (rapports L/h) ont été figésr étudier leurs influences sur les
réponses des poutres testées. Le tableau (4.3npeéses différents élancements. Sachant
gue la dimension « b » et les autres parametreamitees sont restés inchangés. La hauteur
de la poutre "h ” a pris des valeurs allant de n2jusqu’a 0,2 m, par conséquent les
élancements varient de 2 jusqu’a 20. Les valews ndoments d’inertie « | » et des sections

de la poutre « A » pour chaque valeur de (L/hprt #galement présentées.
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h 2 15 1.2 1 0.9 0.6 05 0.4 0.3 0.2
L/h 2 2,666 3,333 4 4 444 6,666 8 10 13,383 20
3
I = % 0.2666 0.1125 0.0576 0.0334 0.0243 0.0072 0.004166€02133 0.0009 0.0002666
A =b*h 0.8 0.6 0.48 0.4 0.36 0.24 0.2 0.16 0.12 0.08

Tableau 4.3 : Valeurs des rapports I/h utilisés

Dans les paragraphes suivants, les valeurs deac@pénts et des rotations obtenus
par les differentes méthodes utilisées (citéeshapitre 2) sont présenteés.

Il est important de rappeler que la méthode arlgti Résistance des matériauRRM »)

donne les valeurs et les expressions des rota{@n<t des fleches (Y aux points i pour
les différents types de poutres comme indiquéesuableau (4.4).
N’ Type des poutres V| 6 V, o, Vs O,
P
1
j l 0 0 _p3 | ZPP
¢} @ 3E1 2E1
|
J' P
'\
2 ﬁ [~ |o| of|-pe| 0| 0] O
ad [e>) lE>) 192EI
) ) ) )
i =g
4 l
3 - 7P13 - PI? + P1?
o N <= 0 0 768EI 128E1 0 32EI
r— xS
l P
4 /; 0 - pl? -pi3 0 0 + P12
(¢! (@) ) 16EI 48EI 16EI
L2 L2
l P
/]
5 ) 0 0 -P3 —pi2 | —s5pi3| —pI?
[¢)) (@5) €)) 24EI 8EI 48EI 8EI
v we

Tableau 4.4 : Expressions des rotations et dekdtepour différents types de poutres selon lhodét des

résistances des matériaux.
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4.3.1. Validation de la modélisation

A fin de valider la présente modélisation, ilfafloir comparer ses résultats obtenus
avec ceux obtenus par une autre meéthode. La neéthodlytique (la résistance des
matériaux) a été adoptée comme méthode de réfereeedormules données dans le tableau
(4.4) sont appliquées pour les différentes poutres mémes poutres sont analysées par les
méthodes de Bernoulli, de Timochenko, de Friedmakdosmatka. Le systeme d’équations
[K].{U}={F} a été résolu pour obtenir les déplacemts et rotations de chaque types de
poutre. Sachant que le matrice [K] est donnée pague théorie dans le chapitre 2. Ces
poutres ont également été modélisées en utiligaiddicielle ANSYS12. Les résultats des
rotations et des fleches pour différents élancaésnsont présentés sur les figures suivantes,
pour les différents types de poutres.

> Poutre 1

Pour cette poutre, les déplacements et les rosagont calculés a I'extrémité

libre de la poutre console. Les résultats sontgmtés sur les figures (4.1) et (4.2).

0.000 - ..u..A.:y.

-0,001 \

3

> —a—RDM

€ 50024 —e— Bernoulli

(1)) ' \ »

£ ' Timoshenko

% —w— Friedmanet Kosmatka
o ANSYS12

8 0,003

-0,004

L/h
Figure 4.1: Déplacements {\ven fonction des rapports L/h par différentaéthodes
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0.0002
0.0000 |

P
- A 7
-0.0002 \

-0.0004 |

-0,0008 |
1 —&— RDM
-0,0008 | —e— Bernoulli
4 Timoshenko
—%¥— Friedman et Kosmatka
ANSYS12

Rotation - (rd)

0.0010 |

0.0012 |
0.0014 |

0.0018 |

L/h

Figure 4.2 Rotations ¢.) en fonction des rapports L/h par différenteéthodes

Les deux figures (4 .1) et (4.2) montrent desirbes des déplacements et des
rotations (v,, 6,) a I'extrémité libre de la poutrel (poutre consoln remarque de ces
courbes que les déplacemeqts) et les rotationgo,) augmentent lorsqu’on augmente le
rapport d’élancement (L/h). Il a été remarqué agssiles courbes de Bernoulli; de Friedman
et Kosmatka ainsi que celles de la modélisationt presque superposées avec la courbe de
RDM dans les différents points (L/h = 2 a 20).

Les courbes de Timoshenko font exception. Ellsterg pratiguement constantes quelque
soit le rapport (L/h) et que les valeurs des dépteents — rotations sont quasiment nulles.
Contrairement aux courbes de Timoshenko, les sagtiarbes obtenues par les méthodes de
Bernoulli, Friedman et Kosmatka ainsi que celledadmodélisation donnent des valeurs qui
changent d’'une maniere significative et croissarpartir du rapport (L/k 4).

Les résultats de la présente modélisation doeg proches des résultats analytiques. Ceci
dit que cette modélisation donne de bons résuttatgparativement aux autres théories. Par

conséquent, on peut conclure qu’elle est bien galid
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» Poutre 2

Dans cette poutre, les déplacements et les rosationété calculés au milieu de la poutre.

Les résultats sont présentés sur les figures é4.3).4).

0,00000 —

-0,00001

-0.00002

-0.00002

-0,00004

Déplacement V,(m)

-0.00005

-0,00008

-0,00007

32 o

—&— RDM
—®— Bernoulli
4— Timoshenko
—%¥— Friedman Kosm atka
ANSYS12

Figure 4.3 : Déplacements A\en fonction des rapports L/h par différentsthrodes

0.8 +

0.6

0.4

0.2 4

0.0 H

Rotation 2 (rd)

—&— RDM
—#— Bernoulli
#— Timoshenko
—w— Friedman et Kosmatka
ANSYS12

L/h

Figure 4.4 Rotations &) en fonction des rapports L/h par différentsthmédes
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Les figures (4.3) et (4.4) montrent les courbesdEplacements et des rotations
0,) au milieu de la poutre 2 (poutre bi-encastrée).figure (4.4) montre que l'angle a
rotationse, est nuls quelque soit le rapport (L/h) pour teus méthodes utilisées. Ceci
s’explique par la symétrie géométrique et maté@rjele la poutre 2 au milieu ( x= L/2).
Les courbes des déplacemems)figure (4.3) augmentent lorsque I'on augmente pgpoat
d’élancement (L/h). Il a été remarqué que les ceside Bernoulli, de Friedman et Kosmatka
et de la modélisation sont presque superposéeslavcourbe de IRDM dans les différents
points (L/h = 2 a 20). Les courbes de Timoshenisterd constantes quelque soit le rapport
(L/n) et que les valeurs de déplacements sont opasxsinulles.
Les résultats de la modélisation sont trés desltaésuanalytiques. Ceci dit que cette

modélisation a été validée et donne de bons résaltenparativement aux autres théories.

» Poutre 3

Pour cette poutre le calcul des déplacements etalaBons s’est fait dans 3 sections:
(V2, ©2) a la section 1 (milieu de la poutre)&tau niveau de I'appui come indiqué dans le

tableau (4.4). Ceci permettra la comparaison delteés avec les formules de RDM,
données également au tableau (4.4).

0.00000 — W40 o

-0,00002 \

E -0.00004 N\ —&—RDM .

;“ \ —a#—Bernoulli

z \ Timoshenko

(] \ )

£ -0.00006 - —w— Friedman et Kosmatka
) ANSYS12

5

o

©

Q -0.00008 -

-0,00010

-0,00012

L/h

Figure 4.5:Déplacements (¥ en fonction des rapports L/h par différenteéthmdes
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0.000000 - b 4
e
-0.000005
—=— RDM
T -0.000010 \ —#— Bermoulli
~ i Timoshenko
s 1 —w¥— Friedman et Kosmatka
E -0.000015 ANSYS12
)
(4
-0,000020
-0,000025 -
I 1 1 I 1 . I I I 1 1
0 2 4 2 8 10 12 14 18 18 20 22
L/h
Figure 4.6 Rotations ¢,) en fonction des rapports L/h par différenteshrodes
0.00010 -
0.00008 - j
T 0.00006 &— RDM
= —a#— Bernoulli
2 Timoshenko
o g :
= —w— Friedman et Kosmatka
g 0.00004 ANSYS12
e /
0.00002
0,00000 0o W -EW
T T T T T T T T T T T
0 2 4 2 8 10 12 14 18 18 20 22

Figure 4.7 : Rotations 6g) en fonction des rapports L/h par différenteéthndes

Les figures (4.5) (4 .6) et (4.7) montrent les dépments et les rotations, 6, au
milieu de la poutre 3 (poutre encastrée —appuyeés)ptationgo,) a I'appui de la poutre.
Comme cela a été constaté pour les poutres 1 kets2jaleurs des déplacements et des
rotations donnés par Timoshenko sont quasimenésylbur tous les rapports (L/h). Tandis
gue, les courbes données par les autres méethoaespsaiiquement confondues et qui

augmentent avec l'augmentation du rapport (L/h}teCaugmentation devient significative a
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partir de (L/h> 4). La aussi les résultats de la présente madiéiscoincident avec ceux des

autres théories.

> Poutre 4

Pour cette poutre, les déplacements et les rotatiamilieu de la poutre en plus des
rotations au niveau des appuis ont également &glés. Les résultats sont présentés sur les
figures (4.8) a (4.12)

0.00000 ‘-H_} A A A A

-0,00005 \

\\

(= —&— RDM
=" -0.00010 —#— Bernoulli
I= 4— Timoshenko
[« .
£ —%¥— Friedman et Kosmatka
3 .0.00015 ANSYS12
[
=3
)
(a)

-0,00020

-0,00025

T T T T T T T T T T
0 2 4 e 8 10 12 14 18 18 20 22

L/h

Figure 4.8 Déplacements (Y en fonction des rapports L/h par différenteéthndes

0.0 - = th 2 e - o
-0.2 4
P —&— RDM
= 04 —#— Bernoulli
o 4— Timoshenko
E —¥— Friedman et Kosmatka
E ANSYS12
S -0e-
-0.8 -
-1.0 T T T T L T T T T

Figure 4.9 Rotations .) en fonction des rapports L/h par différentestiades
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Chapitre 4 .
0.00000 | sk bd o N
e N
Ve,
N\
-0,00005 —+
T —&— RDM
- —a#— Bernoulli
= -0.00010 + A— Timoshenko
g —%¥— Friedman et Kosmatka
= ANSYS12
14
-0,00015
\,
-0,00020 4
T T T T T T T T
0 2 - 10 12 14 16 18 20 22
L/h
Figure 4.10 : Rotations ©¢) en fonction des rapports L/h par différenteéthundes
0,00020
o
0,00015
T
= —=—RDM
S 0.00010 —e—Bernoulli
% 4— Timoshenko
3 —¥— Friedman et Kosmatka
(4 ANSYS12
0,00005
'\/
0.00000 - o -0 i -
L . 1 I I I I I
<

Figure 4.11 : Rotations ef) en fonction des rapports L/h par différenteéthndes

La figure (4.9) montre que I'angle de rotatien calculé au milieu de la poutre est
nul quelque soit le rapport (L/h) pour toutesrasthodes utilisées. Ceci est di a la symétrie
géométrique et matérielle de la poutre au nivealadsection du milieu ( x = L/2). Les

figures (4 .8) (4 .10) et (4.11) montrent que Iépldcements Yet les rotations, aux niveaux

des appuis augmentent lorsque I'on augmente f[@rag’élancement (L/h)
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Les courbes obtenues par les méthodes de BdrnoellFriedman et Kosmatka et de la
modélisation paANSYS12 sont presque confondue avec la courb&mOk!, sauf la courbe
de Timoshenko qui donne toujours des valeurs nglletgue soit le rapport (L/h).

Les courbes obtenues par les méthodes Bernoubligdiaan et Kosmatka et la modélisation
augmentent de maniére significative a partir dopoat (L/h> 4). Ces résultats montrent
egalement que notre modélisation est bien validédad que ses résultats sont en bonne

concordance avec ceux des autres méthodes.

> Poutre 5

Pour cette poutre, qui est une poutre consolehdege est appliqué au milieu de la
poutre. Les déplacements et les rotations sontilésl@u point d’application de la charge
et a 'extrémité libre. Les résultats sont présesté les figures (4.12) a (4 .15)

0,0000 t £ Wwe
'\

-0.0001 N
= 0.0002
= 7 —=—RDM
g —a#—Bernoulli
£ Timoshenko
§ -0,0003 —w—Friedman et Kosmatka
- ANSYS12
@
[

-0.0004

-0.0005

T T [ | T T L | T T T T
0 2 4 = 8 0 12 14 18 18 20 22

Figure 4.12 : Déplacements {)\én fonction des rapports L/h par différenteéthndes
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0.0000 - PP

-0.0001

—&— RDM
E —#— Bernoulli
o~ Timoshenko
= -0.0002 ;
o _"'—FI'IEGR’IQH et Kosmatka
® ANSYS12
°
4

-0.0003

-0.,0004

Figure 4.13 Rotations ¢,) en fonction des rapports L/h par différenteéthndes

A partir des figures (4 .12) et (4.13) on constgiee les déplacements et les rotations
(V2, ©2) a la section 2 sont quasiment nuls pour la méthae Timoshenko, tandis qu’ils
augmentent avec le rapport (L/h). Cette augmeamtadievient plus rapide et plus grande a
partir du rapport (L/i» 4). Cependant, on doit noter une légére différataes les valeurs de
O, entre les valeurs données par la modélisatiorelescdonnées par les méthode®N ;

Bernoulli, Friedman et Kosmatka). Cette différersede I'ordre de 10.

Pour les valeurs (3/63) dans le section 3 (I'extrémité libre), on constégjalement que celles
données par le théorie de Timoshenko sont quasimless, alors que celles données par les
autres méthodes augmentent avec 'augmentatioaghort (L/h).Comme cela a été constaté
préecédemment, ces augmentations deviennent impestanpartir du rapport (L/ 4). Une

légére différence & également été constatée airded de 5.10.
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0.0002
0.0000 — TR H-pp——A—a A A A
-0.0002
= -0.0004 -]
E \
>
20,0008 - —&— RDM _
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Figure 4.14 Déplacements (¥ en fonction des rapports L/h par différenteéthundes
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Figure 4.15 : Rotations ef) en fonction des rapports L/h par différenteéthndes

On note a partir des figures (4.12) a (4.15) gsedigplacements Mans I'extrémité
libre sont plus grandes par rapport aux déplacesriénte qui est évident. Cela confirme la
bonne modélisation. On remarque également queolebes de Bernoulli et de Friedman et
Kosmatka et de la modélisation sont confonduescdlabe deRDM. Exception fait pour la
courbe de Timoshenko qui demeure trés loin de lebmode RDM) et dont les valeurs sont
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pratiquement nulles (d’ordre T Comme cela été observé dans le cas des autigefdes
courbes déplacements et rotations augmentent avepport (L/h). L’augmentation devient
significative a partir de (L/k 4). Les résultats de la présenté modélisatioh $@s proches
des résultats analytiques. Ceci montre la valdi#&ette modélisation.

Conclusion

A partir des figures (4.4 - 4.9) on peut coneluyue I'angle de rotatio@,) est nul
guelque soit I'élancement de la poutre pour tolgesnéthodes utilisées du fait des symétries
des poutres.
Les courbes des déplacemefuits et des rotationg;) augmentent avec les rapports (L/h)
notamment pour le valeur (L#4). Exception fait pour les valeurs données pdhéarie de
Timoshenko qui sont quasiment nulles. On note éuyahé que courbes de Friedman et
Kosmatka et de Bernoulli ainsi que celles de la @isdtion, sont presque superposées par
rapport a la courbe d@DM dans tous les différents points (L/h=2 a 20).
La courbe de Timoshenko, est superposée avec fiess awurbes seulement dans les quatre
premiers points (L/h=2 a 4). Ceci I'explique pagidité de la poutre qui bloque les
déplacements et les rotations dans le cas dethétige.
Les résultats de notre modélisation sont tres meales résultats analytiqgues. Ceci dit que
cette modélisation a été validée et donne de béssltats comparativement aux autres

théories.

4.4. EFFETS DES CONDITIONS D’APPUIS DES POUTRES

4.4. 1.Differents types d’appuis utilisés

Toute poutre (ou systeme de poutres) isolé et enliig a nécessairement des
liaisons avec son milieu extérieur. Les liaisonsfgiges ce sont des liaisons telles que le
travail des forces de liaison dans les déplacenretasifs permis est nul. La figure (4 .16)

présente les types d’appuis utilisés.

Appui simple Articulation Encastrement
A B ZC

Figure 4.16: Les liaisons parfaites
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Le tableau (4.5) définit les déplacements defemihts types de liaison.

Nature de l'appui :ijfé';:fl‘;;'q’ggz’el Réactions Déplacements
l'appui
O libre
v =()T N ..
e Réaction : R, v=0
.. u libre .
Appui simple R, =M=0 u, O libres
s
R,
Articulation |: Réaction: (R, R,) u=v=0
.. R _ ibre
(appui simple fixe) X M=0 O libre
(ou & )
M/) TR,.
Encastrement Réaction :(R,, R,, M) u=v=0=0
7> ol

Tableau 4.5 : Les actions de liaison

Dans cette partie, les effets sont analyséesdiffésents types d’appuis des poutres,
isostatiques est hyperstatiques, par différentethadés ; notamment la méthoa®M, la
théorie de Bernoulli, Timoshenko et Friedman etsidatka ainsi que par la modélisation par
ANSYS.

Le tableau (4.6) présente les quatre poutresiéssidDeux poutres isostatiques et
deux autres hyperstatiques. Les déplacementss etdtations seront calculés dans quelques

sections.
N Type des poutres
l P
. ) )y [
1 Poutre bi-encastrée ? [y
«a (@3] (€]
1./2 L2
P
4 |
‘ . 7 A
2 | Poutre encastrée — appuyé¢ - — o
X2 TS2
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3 | Poutres bi-appuyées /% r;}
ppuy o -

l P
(¢)) @ (€))

> >

ARNAN

4 | Poutre console

N

b

Tableau 4.6 : Types des poutres

4.4.2. Résultats obtenus par différentes méthodes
Les courbes des rotatios,) et des flechegv,) obtenues par différentes méthodes et

différents élancements pour chaque poutre s@septées sur les figures (4.17) a (4.28).

> La méthode des résistances des matériaux

Les courbes des rotation®,f et des fleches ( ) obtenues pour différents
élancements au point d’application du chargement gdonnés par les relations de la

résistance des matériaux comme sulit :
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—&— poutrei
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—w— poutred
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-0,0003S

Déplacement V,(m)

-0,00040

-0,00045

-0,00050

U (NN N (NN SR NN TN N TR NN TR N TR SN TR (NN T T T

0,000 +~——F—""T"+—TT—TT—TT—TT—TT—TT—T—7

o
N
'S
(o2
(=]
--
o
-
N
-
IS
--
(o2
-
(=]
N
(=]

22
L/h
Figure 4.17 : Déplacements A\en fonction des rapports L/h pour différenfesutres
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0,0000 V-V . §—— "
—y \v = —_—
-0,0001 \
%) | —&— poutre1
S 00002 - —&— poutre?2
‘; poutre3
k=] T —w— poutre4
©
S -0,0003
o
-0,0004 4
-00005 T ] T l T l T l T ] T I T I T l T I T l T

L/h

Figure 4.18 Rotation (8,) en fonction des rapports L/h pour différentesutres

Il a été remarqué a partir des figures (4.17§4et8) que les déplacements et les
rotations de la poutre 4 (poutre console) sonples grandes. Alors que les plus faibles sont
ceux de la poutre 1 (poutre bi-encastrée). Cedtagsu sont logiques. lls montrent a quel
point les encastrements empéchent la poutre deirfléc
La figure (4.18) montre également que les rotatipour les poutres 1 et 3 sont nulles

guelque soit le rapport (L/h) du fait de leurs s{nme€ mécaniques et matérielles.

> La méthode de Bernoulli

Les courbes des rotatiors,] et des fleches (Y obtenues pour différents élancements

au point d’application de la charge, en utilisanthéorie de Bernoulli sont représentés
sur les figures (4-19) et (4-20).
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Figure 4.19 : Déplacements A\én fonction des rapports L/h pour différenmmsutres
0,0000 -¥- . —— ™Y
¥ Qﬂﬁ_ﬁv % 8hx_h.
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Figure 4.20 Rotation (8,) en fonction des rapports L/h pour différentesutres

La aussi on remarque des valeurs similaires asdibnnées par RDM. La poutre 4

(poutre console) donnent des valeurs supérieuteBes des autres poutres.
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Dans tous les cas, les déplacements et les ratatagmentent avec le rapport (L/h). C'est a

dire la diminution de h. Ces augmentations deviehremarquables a partir de (L},
» La méthode de Timoshenko

Les courbes des rotation®,f et des fleches (Y obtenues par la méthode de

Timoshenko sont présentés sur les figures (4-24-2R).

0,000000 -]
-0,000001 VA, T g e —

0,000002 - v AL e
-0,000003 - " —e
-0,000004 ] \

-0,000005 -] v

0,000006 - \ —=— poutret
-0,000007 - —e— poutre2

-0,000008 A— poutre3
-0,000009 - —W¥— poutre4

-0,000010 -
-0,000011 -
-0,000012 -
-0,000013 -
-0,000014

Déplavement V_(m)

—T - T T T 1 1 T T 1T T
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

L/h

Figure 4.21 : Déplacements J\én fonction des rapports L/h pour différenfesutres
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c
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Figure 4.22 Rotation (©,) en fonction des rapports L/h pour différenfesutres

Il a été constaté a partir des figures (4.21(4€22) que la poutre console 4 donne
toujours les grandes valeurs par rapports aux aptratres. Néanmoins ces valeurs sont tres
minimes et sont presque négligeables devant cdilemées par la méthodeDM et la
meéthode de Bernoulli pour tous les élancements.(L/h
De méme, la rotationeg) de la poutre 1 (poutre bi-encastrée) et la goG{poutre bi-
appuyées) est nuls quelque soit le rapport (L/leLi 8’explique par la symétrie géométrique
et matérielle de ces poutres aux points concernés.
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> La méthode de Friedman et Kosmatka

Les courbes des rotation®,] et des fleches (¥ obtenues par la méthode de

Friedman et Kosmatka sont présentées sur lemefdd-23) et (4-24).
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0,00000 — YV ——B 5 —
0,00005 - \‘“‘3 !ﬁ:\
- ] \ A .
-0,00010 \
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S5 -0,00020 - A— poutre3
g -0,00025 A —w— poutre4
g -
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a _
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-0,00050 — v
e
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
L/h
Figure 4.23 : Déplacements A\én fonction des rapports L/h pour différentesutres
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Figure 4.24 Rotation (8,) en fonction des rapports L/h pour différentesutres
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Les résultats obtenus par la méthode de Friedmdfoematka sont similaires a ceux
obtenus par la méthode RDM et la méthode de Beindal aussi, la poutre console se
déplace plus que les autres et sa section su nidigune plus que les sections des autres
poutres. On remarque également que les rotaticpaléres 1 et 3 sont nulles a la section de

milieu a cause de la symétrie a cet endroit.
» Déplacement et rotation par ANSYS

Les courbes des rotation8,] et des fleches (Y obtenues par la modélisation avec
ANSYS sont présentées sur les figures (4-25) e6(4-
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i — R
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|
{
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1
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Figure 4.25: Déplacements A\en fonction des rapports L/h pour différenfesutres
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Figure 4.26 Rotation (8,) en fonction des rapports L/h pour différentesutres

Les figures (4.25) et (4.26) montrent une grandalitude entre les résultats de la
modélisation et ceux donnés par la méthode RDMesthéthodes de Bernoulli et de
Friedman et Kosmatka. Ceci montre que la modéisast bien faite.

Comme cela a été montré précédemment, les déplatereles rotations dans la poutre
console (poutre 4) sont plus grands que dans kessapoutres. Plus il y’a encastrement plus
les déplacements deviennent petits.

Les rotations sont également les plus grandes ldaces de la poutre console et sont nulles
dans les sections médianes des poutres 1 et 3raymesdt

Dans les figures suivantes (4-27) et (4-28); lazloes des déplacements,)\ét des
rotations 6,) au milieu de la poutre 1 (poutre bi-encastrée)nges par les différentes
méthodes utilisées sont comparées.

Il ressort de ces figures que les déplacementséopar les méthodes de RDM, de
Bernoulli, de Friedman et Kosmatka ainsi que ceexalmodélisation sont confondues et
augmentent avec l'augmentation de (L/h). La coulbdimoshenko est différente des autres.
Cette méthode donne des valeurs pratiquement ngliekjue soit I'élancement pour cette
poutre. Les déplacements et les rotations (excegu& de Timoshenko) augmentent avec
I'accroissement du rapport (L/h) notamment pourgggorts (L/h)}> 4.
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Figure 4.27 : Déplacements J\én fonction des rapports L/h pour différentétihodes
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Figure 4.28 Rotations ¢,) en fonction des rapports L/h pour différentgtinodes
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Conclusion

L’influence des conditions d’'appuis sur la flecktela rotation d’'une section d’'une
poutre a été étudiée. Il a été observé que la @adnsole donne des déplacements plus
grands comparativement aux autres poutres. Plysoldre est encastrée dans un de ses
extrémités, plus sa fleche diminue. Il a été égaldrobservé que la symétrie des appuis a une
influence sur les rotations des sections des pau@tes rotations sont nulles dans les sections

médianes pour les poutres aux appuis symétriques.

4.5. NFLUENCE DU MODULE D’ELASTICITE SUR LE
COMPORTEMENT DES POUTRES

Pour étudier linfluence du module d’élasticité owodule de Young (E) sur les
comportements des différentes poutres, choisi glusivaleurs de (E) ont été choisies tout
en maintenant les autres paramétres fixes tabléad).(

N° 1 2 3 4 5
E 2E+11 N/m2 1,26 E+11 N/mZ 1E+11 N /m2| 7E+10 N /m2| 2E+10 N /m2

Tableau 4.7 : Différents modules de Young

4.5.1. Résultats obtenus par différentes méthodes

Deux types de poutres ( poutre console et pouttastrée-appuyee) ont été testés par
les difféerentes méthodes (tableau 4.8). Les rdsultbtenus pour différents modules

d’élasticités aux sections médianes sont présentdss figures suivantes :

N Type des poutres
»
1 l
1 poutre console )(1) @
X
P
, A |
poutre encastrée — ~
2 7 1> <> 3D
appuyée
ES2 r.—2

Tableau 4.8 : Types des poutres
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> La méthode des résistances des matériaux

Les courbes des rotation®,] et des fleches (Y pour la poutre console sont

présentées sur les figures (4-29) et (4-30). Tandis celles de la poutre appuyée-

encastrée sont présentées sur les figures (4+84)32).

0,00 -

-0,01 -
E
>N
s —a—E1
C 0,02
o —e—E2
=
o E3
2 —v—E4
@ -0,03 - E5
)

-0,04 -

|1 L D D L L e e e e |

0o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
L/h

Figure 4.29 Déplacements (3 en fonction des rapports L/h pour différem®dules de Young
(Méthode RDM ; Poutre console)
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Figure 4.30 Rotations ©.) en fonction des rapports L/h pour différentedules de Young
(Méthode RDM ; Poutre console)
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Figure 4.31 Déplacements () en fonction des rapports L/h pour différem®dules de Young
( Méthode RDM ; Poutre appuyée — encastrée)
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Figure 4.32 Rotations ©.) en fonction des rapports L/h pour différentedules de Young
(Méthode RDM ; Poutre appuyée — encastrée)

Il ressort des figures (4-29) a (4-32) que plusniedule de Young est petit plus le
déplacement et la rotation sont grands. Ceci aoefifévidence que moins la poutre est
rigide plus le déplacement est grand.

On note également que les déplacements et leforeatans la poutre console sont nettement

plus grands que ceux de la poutre appuyée — eéeastr

> La méthode de Bernoulli

Les courbes des rotation8,] et des fleches (Y pour la poutre console sont présentées

sur les figures (4-33) et (4-34). Tandis que celliesla poutre appuyée-encastrée sont
présentées sur les figures (4-35) et (4-36).
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Figure 4.33 Déplacements \(;) en fonction des rapports L/h pour différemt®dules de Young

(Méthode Bernoulli; Poutre console)
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Figure 4.34Rotations ©,) en fonction des rapports L/h pour différemi®dules de Young

(Méthode Bernoulli; Poutre console)
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Figure 4.35 Déplacements ;) en fonction des rapports L/h pour différemt®dules de Young

(Méthode Bernoulli; Poutre appuyée — encastrée)
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Figure 4.36 Rotations ©,) en fonction des rapports L/h pour différem®dules de Young

(Méthode Bernoulli; Poutre appuyée — encastrée)
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A partir des figures (4-33) a (4-36) on remarq@e rhéme logique dans les

déplacements et les rotations des poutres.

Lorsque le module d’élasticité est faible (E5), dame rigidité faible, alors les déplacements
et les rotations deviennent grands quelgue soilype de poutre. Néanmoins, la poutre
console donne des valeurs plus grande que la papiieyée — encastrée.

> La méthode de Friedman et Kosmatka

Les courbes des rotation®,f et des fleches (Y pour la poutre console sont présentées

sur les figures (4-37) et (4-38). Tandis que celliesla poutre appuyée-encastrée sont

présentées sur les figures (4-39) et (4-40).
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Figure 4.37 Déplacements (Y en fonction des rapports L/h pour difféeremt®dules de Young

(Méthode Friedman et Kosmatka; Poutre console)

72



Chapitre 4 : Résultats et discussions

0,000 wwogy— -
' '““E"“\ﬁg%

L]

2

v

—a—E1
0,008 - —e—E2
-0,009 - Ao E3
0,010 - v—E4
0,011 E5

Rotation 2 (rd)

L/h

Figure 4.38Rotations ©,) en fonction des rapports L/h pour différem®dule de Young

(Méthode Friedman et Kosmatka; Poutre console)
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Figure 4.39 Déplacements () en fonction des rapports L/h pour différentedules de Young

(Méthode Friedman et Kosmatka; Poutre appuyée-stges
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Figure 4.40 Rotations ©.) en fonction des rapports L/h pour différentedules de Young

(Méthode Friedman et Kosmatka; Poutre appuyée-sindeg

De la méme maniére que précédemment, les dépiadenet les rotations sont
inversement proportionnels aux modules de Youngs lBes modules sont faibles, plus les
depalcement et les rotations sont grands.

Les déplacements et les rotations dans la poutrsot® sont plus grands que ceux dans la
poutre appuyée — encastrée.

» Modélisation par ANSYS

Les courbes des rotation®,f et des fleches (Y pour la poutre console sont présentées

sur les figures (4-41) et (4-42). Tandis que cellesla poutre appuyée-encastrée sont
présentées sur les figures (4-43) et (4-44).
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Figure 4.41 Déplacements \(;) en fonction des rapports L/h pour différentedules de Young

(Modélisation. Poutre console)
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(Modélisation. Poutre console)
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Figure 4.43 Déplacements\,) en fonction des rapports L/h pour différentedules de Young
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Figure 4.44 Rotations ©.) en fonction des rapports L/h pour différentedules de Young

(Modélisation. Poutre appuyée - encastrée)
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Notre modélisation donne des courbes qui suiventédme logique des autres courbes
données par les autres méthodes vues préecéden@eenprouve encore la validité de notre

modélisation.

Il est constaté des figures (4-41) a (4-44) qeedéplacements et les rotations augmentent
avec la diminution du module de Young, donc deidgdité de la poutre. Il est a noter
eégalement que la poutre console donne des valasrsiéplacements et des rotations plus

grandes que ceux donnés pour une poutre appuyseastece.

> La méthode de Timoshenko

Les courbes des rotation8,] et des fleches (Y pour la poutre console sont présentées
sur les figures (4-45) et (4-46). Tandis que celliesla poutre appuyée-encastrée sont
présentées sur les figures (4-47) et (4-48).
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Figure 4.45 Déplacements \(;) en fonction des rapports L/h pour différentedules de Young

(Méthode de Timoshenko. Poutre console)
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Figure 4.46 Rotations ©.) en fonction des rapports L/h pour différentedules de Young

(Méthode de Timoshenko. Poutre console)
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Figure 4.47 Déplacements \(;) en fonction des rapports L/h pour différent®dules de Young

(Méthode de Timoshenko. Poutre appuyée — encastrée)
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Figure 4.48 Rotations ©2) en fonction des rapports L/h pour différemiedules de Young

(Méthode de Timoshenko. Poutre appuyée — encastrée)

Les figures (4-45) a (4-48) confirment les obstoves déja notées dans le cas des

autres méthodes. Néanmoins, ces courbes montralendgnt que la méthode de Timoshenko

donne des valeurs des déplacements et des rotatietiement plus faibles, voire

négligeables, comparativement a celles donnédgpautres méthodes.

Les comparaisons entre

les valeurs données pdifférentes méthodes sont présentées par

les figures (4-49) et (4-50) pour la poutre congwise a titre d’exemple pour le module de

Young (E1=2 E+11 N /m2).

A partir de ces deux figures, on remarque uneftme similitude entre les résultats donnés psr le

méthodes de RDM, de Bernoulli, de Friedman et Kakanainsi que la modélisation. Une exception

est faite pour la méthode de Timoshenko qui doresedleurs négligeables comparativement aux

autres méthodes.
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Figure 4.49: Déplacements A\en fonction des rapports L/h différentes hoées
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4.6. CONCLUSION

Dans ce chapitre les effets notamment des élamdsndes poutres, des conditions
d’appuis des poutres (poutre console, poutre birgdem, poutre encastrée — appuyée, poutre
bi-encastrée) et les effets du module de Younglesirdéplacements et les rotations des
poutres ont été etudées. Ces études ont été e=alim# différentes méthodes, qui sont la
méthode RDM, la théorie de Bernoulli, la théorie Wmoshenko et celle de Friedman et
Kosmatka ainsi que par la modélisation avec ANSXS1
Les courbes obtenues par la modélisation ont dtdées par comparaison avec les autres
méthodes. Il a été montré que les déplacementdest rotations augmentent avec les
élancements des poutres, notamment pour la valéur4). Néanmoins, les valeurs données
par la théorie de Timoshenko sont quasiment nullas.note également que courbes de
Friedman et Kosmatka et de Bernoulli ainsi queeselle la modélisation, sont presque
Superposees.

Il a été observé également que le type d’appuieainffuence sur la réponse de la poutre. La
poutre console donne des déplacements plus grangsacativement aux autres poutres. Pour
une poutre symétrique les donne des rotationssdées les sections médianes.

Les différentes courbes de I'influence du modulérdeng ont montré que les déplacements
et les rotations des poutres sont inversement ptiopoels aux valeurs de ces modules. Plus
le module de Young augmente, donc augmentatioa dgitlite, plus les déplacements et les
rotations sont faibles. Les méthodes de RDM, den®dli, de Friedman et Kosmatka ainsi
gue la modélisation sont fortement confondues ajaescelle de Timoshenko qui donne des

valeurs négligeables comparativement aux autresadés.
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Ce travail de mémoire a porté sur une étude para@uét de l'analyse du
comportement d’une poutre. Plusieurs parametrés ;que : I'élancement; le module de
Young et les conditions d’appuis (poutres bi-apgsyéoutres consoles, poutres encastrées —
appuyées, poutres bi-encastrées) et leurs effetesuaéplacements et les rotations ainsi que
sur le phénomene de blocage da au cisaillemerdétérgris en considération.

Ces analyses ont été réalisées par differentesonieth(la théorie de Bernoulli, la théorie
de Timoshenko, la théorie de Friedman et Kosmatkesi que la modélisation par le logiciel
ANSYS12).

Apres avoir validé les résultats de la modélisafiar comparaison avec les résultats des
autres meéthodes, ces différents résultats ont eanie les déplacements et les rotations
augmentent avec les élancements des poutres, netarpour la valeur (LAY). Néanmoins,
les valeurs données par la théorie de Timoshenkbgg@siment nulles. Ceci s’explique par
la rigidité de la poutre qui bloque les déplacemegtt les rotations dans le cas de cette
théorie. On note également que les courbes ddrirae et Kosmatka et de Bernoulli ainsi
gue celles de la modélisation, sont presque supéeso

L’'analyse de l'effet des conditions d’appuis desitpes a montré que le type d’appui a une
influence sur leurs réponses. La poutre consolenelodes déplacements plus grands
comparativement aux autres poutres ayant des appuiles encastrements. Pour une poutre
symétrique les rotations sont nulles dans lessecmedianes.

Les différentes courbes de linfluence du moduleYaeing ont montré également que les
déplacements et les rotations des poutres augnteatet la diminution de ces modules. Plus
le module de Young augmente, donc augmentatioa degitité, plus les déplacements et les
rotations sont faibles. Les méthodies la RDM, de Bernoulli, de Friedman et Kosmatkesi que

la modélisation sont fortement confondues alors gelle de Timoshenko donne des valeurs
négligeables comparativement aux autres méthodes.

Cette étude a permis l'utilisation du logiciel ANSYd'une part et I'analyse comparative entre
certaines méthodes d’'autre part. Il serait judicida poursuivre cette étude pour la modélisation du
renforcement et de réparation des poutres et @austructures plus complexes, avec d'autres
parameétres tels que le type, la taille et la digjfmm du renfort ainsi que les propriétés mécassget
géométriques des éléments structuraux , en premagbnsidération les lois de comportement non
linéaire des différents matériaux.

La modélisation de tels types de structures permaih gain énorme en temps et en argent

comparativement aux essais expérimentaux au laiarat
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* Résultats desdéplacements Yet des

ANNEXE |

rotations ©; pour différentes types des poutres et différéas meéthodes

> Poutre 1

L/ 2 2,666 3333 4 4 444 6,666 8 10 13,333 20
V2rom) -0,000004 -9,48E-06 -1,85E-05 -3,20E-05 -4,39E-05 -1,48E-04 2,56E-04 -5,00E-04 20,0012 0,004
V2 (8emoul) -0,000004 -0,000009481 | -0,00001852 -0,000032 -0,0000439 -0,0001481 -0,000256 -0,0005 20,0012 0,004
V o(Timoshenko) | -0.000001906 -0,000002894 | -0,000003893 | -0,000004884 | -0,000005538 | -0,000008744 -0,00001063 -0,00001344 -0,00001808 -0,00002729
V2(.Friedman et
-0,000004686 0,0000104 | -0,00001966 | -0,00003337 | -0,00004542 -0,0001504 -0,0002587 -0,0005034 20,0012 0,004
Kosmatki
V2 (8eam3) -0,000004001 94815E-06 | -0,000018519 | -0,000032032 | -0,00004396 | -0,00014815 -0,000256 -0,00050008 -0,0011852 -0,003998
O3 (rROM) -0,0000015 -3,56E-06 -6.94E-06 -1,20E-05 -1,65E-05 -5,56E-05 -9,60E-05 -1,88E-04 -4 44E-04 -0,0015
O2(gernouli -0,0000015 -0,000003556 | -0,00000694 -0,000012 -0,00001646 -0,0000556 -0,000096 -0,0001875 -0,0004 -0,0015
O (Timoshenko)|  -0.00000061 -0,00000099 | -0,000001375 | -0,000001756 | -0,000002007 | -0,000003229 -0,00000395 -0,00000501 -0,00000675 -0,00001022
e N
2(Friedman et -0,0000015 -0,00000356 | -0,00000694 -0,000012 -0,00001646 -0,0000556 -0,000096 -0,0001875 -0,0004 -0,0015
Kosmatka)
O2(Beam3) -1,5004E-06 3,5556E-06 | -6,9444E-06 | -0,000012012 | -0,000016461 | -0,000055556 -0,000096015 -0,00018753 -0,00044444 -0,001499
> poutre 2
L/ 2 2,666 3333 4 4 444 6,666 8 10 13 333 20
V (2rom) -6.25E-08 -148E-07 -2,.89E-07 -5,00E-07 -6,86E-07 2.31E-06 -4,00E-06 -7.81E-06 -1,85E-05 -6.25E-05
V2 (Bermoully -6.25E-08 -1481E-07 -2,894E-07 -0,0000005 -6,859E-07 -0,000002315 -0,000004 -0,000007812 | -0,00001852 -0,0000625
V 2(Timoshenko) -1,714E-07 2,286E-07 2,857E-07 3,429E-07 -0,000000381 -5,714E-07 -6,857E-07 -8,571E-07 -0,000001143 | -0,000001714
Voo £ri
2(Friedman et -1,054E-07 -2,053E-07 -3,608E-07 -5,857E-07 -7,811E-07 -0,000002458 -0,000004171 | -0,000008027 -0,0000188 -0,00006293
Kosmatka)
V2@eams) -6,2516E-08 -14815E-07 | -2,8935E-07 -5,005E-07 -6,8587E-07 2,3148E-06 -4,0006E-06 78137E-06 | -0,000018519 | -0,000062469
2 (rom) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
O2(emoulli) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
O3 (Timoshenko) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e N
2(.Friedman et 0 0 0 0 0 0 0 o 0 0
Kosmatka)
O2(Beam3) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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> poutre 3

L 2 2,666 3333 4 4 444 6,666 8 10 13,333 20
V2rom) -1,09E-07 2,59E-07 -5,06E-07 -8,75E-07 -1,20E-06 -4,05E-06 -7,00E-06 -1,37E-05 -3,04E-05 -1,09E-04
V2 gemouly -1,09E-07 2,59E-07 -5,06E-07 -8,75E-07 -1,20E-06 -4,05E-06 -7,00E-06 -1,37E-05 -3,04E-05 -1,09E-04
V a(Timoshenko) 2.21E-07 -3,14E-07 -4,12E-07 -5,14E-07 -5,.83E-07 931E-07 -1,14E-06 -145E-06 -1,96E-06 2,97E-06
Vo e
2 (Friedman et -1,58E-07 -3.24E-07 -5,88E-07 -9,73E-07 -1,31E-06 -4.21E-06 -7,20E-06 -1,39E-05 -3.27E-05 -1,10E-04
Kosmatka)
V2(@eams) -1,09E-07 -2,59E-07 -5,06E-07 -8,76E-07 -1,20E-06 -4,05E-06 -7,00E-06 -1,37E-05 -3.24E-05 -1,09E-04
©2 (rowm) 2.34E-08 -5,56E-08 -1,09E-07 -1,88E-07 2,57E-07 -8,68E-07 -1,50E-06 -2,93E-06 -6,94E-06 -2,34E-05
O2(Bernulii 2.34E-08 -5,56E-08 -1,09E-07 -1,88E-07 2,57E-07 -8,68E-07 -1,50E-06 -2,93E-06 -6,94E-06 -2,34E-05
©2 (Timoshenko) -5.40E-09 -7,00E-09 2,57E-08 -4.81E-08 -6.41E-08 -148E-07 -1,99E-07 2,72B-07 -3,90E-07 -6,16E-07
e N
2 (Friedman et -1,48E-08 -4,38E-08 -9.37E-08 -1,70E-07 2,37E-07 -8,38E-07 -1,46E-06 -2,88E-06 -6,88E-06 -2,33E-05
Kosmatka)
O2(Beams) 2,34E-08 -5,56E-08 -1,09E-07 -1,88E-07 2,57E-07 -8,68E-07 -1,50E-06 2,93E-06 -6,94E-06 -2,34E-05
O3 (ROM) 9,38E-08 2,22B-07 434B-07 7,50E-07 1,03E-06 3 47E-06 6,00E-06 1,17E-05 2,78E-05 9,38E-05
O3(Bernoulii 9,38E-08 2,20E-07 4,34E-07 7,50E-07 1,03E-06 347E-06 6,00E-06 1,17E-05 2,78E-05 9,37E-05
O3 (Timoshenko) 9,89E-08 1,70E-07 2,53B-07 3 43E-07 4,04E-07 7,19E-07 9,06E-07 1,18E-06 1,63E-06 2,52E-06
e N
3(Friedman et 1,05E-07 2,38E-07 4,54E-07 7,74E-07 1,06E-06 3,51E-06 6,05E-06 1,18E-05 2,79E-05 9,39E-05
Kosmatka)
O3(Beam3) 9,38E-08 2,20B-07 434B-07 7,51E-07 1,03E-06 3 47E-06 6,00E-06 1,17E-05 2,78E-05 9,37E-05
> Poutre 4
L/h 2 2,666 3,333 4 4 444 6,666 8 10 13,333 20
O1 (rROM) -1,.88E-07 -4 44E-07 -8,68E-07 -1,50E-06 -2,06E-06 -6,94E-06 -1.20E-05 -2,34E-05 -5,56E-05 -1,88E-04
O1(Bernoulii -1,88E-07 -4,44E-07 -8,68E-07 -1,50E-06 2,06E-06 -6,94E-06 -1,20E-05 -2,34E-05 -5,56E-05 -1,88E-04
O1(Timoshenko) -1,37E-07 -2,70E-07 -431E-07 -6,10E-07 -7,35E-07 -1,38E-06 -1,76E-06 -0,000002317 | -0,000003229 | -0,000005006
e N
1 (Friedman et -1,88E-07 -4 44E-07 -8,68E-07 -1,50E-06 -2,06E-06 -6,94E-06 -1,20E-05 -0,00002344 -0,00005556 -0,0001875
Kosmatka)
O1(Beam3) -1,88E-07 -4,44E-07 -8,68E-07 -1,50E-06 2,06E-06 -6,94E-06 -1,20E-05 0,000022591 | -0,000055556 | -0,00018741
V2rom) 2,50E-07 -5,93E-07 -1,16E-06 2,00E-06 2,74E-06 9,26E-06 -1,60E-05 -3,13E-05 -7.41E-05 2,50E-04
V2 emoully 2,50E-07 -5,93E-07 -1,16E-06 -2,00E-06 2,06E-06 9,26E-06 -1,60E-05 -3,13E-05 -7.41E-05 2,50E-04
V 2 (Timoshenko) -3,09E-07 -4,98E-07 7,17E-07 -9,53E-07 -1,12E-06 -1,95E-06 2,44E-06 0,000003174 | -0,000004372 | -0,00000672
Vo £ri
2(Friedman et 2,93E-07 -6,50E-07 -1,23E-06 -2,09E-06 -2,84E-06 -9,40E-06 -1,62E-05 -0,00003146 -0,00007436 -0,0002504
Kosmatka)
V 2(8eam3) -2,50E-07 -5.93-07 -1,16E-06 -2,00E-06 -2,74E-06 9.26E-06 -1,60E-05 -0,000030121 | -0,000074074 | -0,00024988
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©2 (rom) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
O2(Bernouli 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
O3 (Timoshenko) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
e .
2(.Friedman et 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Kosmatka)
O2( Beam3) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
O3 (ROM) 1,88E-07 4,44E-07 8,68E-07 1,50E-06 2,06E-06 6,94E-06 1,20E-05 2,34E-05 5,56E-05 1,88E-04
O3(Bernoulii 1,88E-07 4,44E-07 8,68E-07 1,50E-06 2,06E-06 6,94E-06 1,20E-05 2,34E-05 5,56E-05 1,88E-04
O3 (Timoshenko) 1,37E-07 2,70E-07 431E-07 6,10E-07 7,35E-07 1,38E-06 1,76E-06 0,000002317 | 0,000003229 | 0,000005006
e .
8(Friedman et 1,88E-07 4,44E-07 8,68E-07 1,50E-06 2,06E-06 6,94E-06 1,20E-05 0,00002344 0,00005556 0,0001875
Kosmatka)
O3(Beam3) 1,88E-07 4,44E-07 8,68E-07 1,50E-06 2,06E-06 6,94E-06 1,20E-05 0,000022591 | 0,000055556 0,00018741
> Poutre 5
L/h 2 2,666 3,333 4 4 444 6,666 8 10 13,333 20
V2rom) -5,00E-07 ~1,19E-06 -2,32E-06 ~4,00E-06 -5,49E-06 -1,85E-05 -3,20E-05 -6,25E-05 -1,48E-04 -5,00E-04
V2 (gemaully -5,00E-07 ~1,19E-06 -2,32E-06 -4,00E-06 -5,49E-06 -1,85E-05 -3,20E-05 -6,25E-05 -1,48E-04 -5,00E-04
V 2(Timoshenko) -6,18E-07 -9,96E-07 -1,43E-06 -1,91E-06 -2,23E-06 -3,39E-06 -4,88E-06 -6,35E-06 -8,74E-06 -1,34E-05
Vo o
(Friedman et -5,86E-07 -1,30E-06 -2,46E-06 ~4,17E-06 -5,68E-06 -1,88E-05 -3,23E-05 -6,29E-05 ~1,49E-04 -5,00E-04
Kosmatka)
V 2(8eam3) -5,00E-07 ~1,19E-06 -2,31E-06 -4,00E-06 -5,49E-06 -1,85E-05 -3,20E-05 -6,25E-05 -1,48E-04 -5,00E-04
O3 (rROM) -3,75E-07 -8,89E-07 -1,74E-06 -3,00E-06 -4,12E-06 -1,39E-05 -2,40E-05 ~4,69E-05 -1,11E-04 -4,00E-04
O2(Bernoulii -3,75E-07 -8,89E-07 -1,74E-06 -3,00E-06 -4,12E-06 -1,39E-05 -2,40E-05 ~4,69E-05 ~1L11E-04 ~4,00E-04
2 (Timoshenko) -2,75E-07 -5,39E-07 -8,63E-07 -1,22E-06 -147E-06 -2,75E-06 -3,51E-06 ~4,63E-06 -6,46E-06 -1,00E-05
e .
2(Friedman et -3,75E-07 -8,89E-07 -1,74E-06 -3,00E-06 -4,12E-06 -1,39E-05 -2,40E-05 -4,69E-05 -1,11E-04 -4,00E-04
Kosmatka)
O2( Beam3) -3,75E-07 -8,89E-07 -1,74E-06 -3,00E-06 -4,12E-06 -1,39E-05 -2,40E-05 -4,69E-05 ~1,11E-04 -3,75E-04
V3roM) -1,25E-06 2,96E-06 -5,79E-06 ~1,00E-05 -1,37E-05 ~4,63E-05 -8,00E-05 ~1,56E-04 -3,70E-04 -1,20E-03
V 3(gemoully -1,25E-06 -2,96E-06 -5,79E-06 ~1,00E-05 -1,37E-05 ~4,63E-05 -8,00E-05 -1,56E-04 -3,70E-04 -1,20E-03
V 3(Timoshenko) ~1,17E-06 -2,08E-06 -3,16E-06 -4,35E-06 -5,17E-06 -9,39E-06 ~1,19E-05 -1,56E-05 2,17E-05 -3,35E-05
Voo
8( Friedman et -1,34E-06 -3,08E-06 -5,93E-06 -1,02E-05 -1,39E-05 ~4,66E-05 -8,03E-05 -1,57E-04 -3,71E-04 -1,30E-03
Kosmatka)
V3(Beam3) -1,25E-06 -2,96E-06 -5,71E-06 ~1,00E-05 -1,37E-05 ~4,63E-05 -8,00E-05 -1,56E-04 -3,70E-04 -1,25E-03
O3 (ROM) -3,75E-07 -8,89E-07 -1,74E-06 -3,00E-06 -4,12E-06 -1,39E-05 -2,40E-05 -4,69E-05 ~1,11E-04 -4,00E-04
O3(gernouli -3,75E-07 -8,89E-07 -1,74E-06 -3,00E-06 -4,12E-06 -1,39E-05 -2,40E-05 ~4,69E-05 ~1L11E-04 ~4,00E-04
O3 (Timoshenko) -2,75E-07 -5,39E-07 -8,63E-07 -1,22E-06 -147E-06 -2,75E-06 -3,51E-06 ~4,63E-06 ~6,46E-06 -1,00E-05
Ou ki
8( Friedman et -3,75E-07 -8,89E-07 -1,74E-06 -3,00E-06 -4,12E-06 -1,39E-05 -2,40E-05 -4,69E-05 -1,11E-04 -4,00E-04
Kosmatka)
O3 Beam3) -3,75E-07 -8,89E-07 -1,74E-06 -3,00E-06 -4,12E-06 -1,39E-05 -2,40E-05 ~4,69E-05 ~1,11E-04 -3,75E-04
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. Résultats de I'influence du module de Young surelcomportement de la poutre console par la méthed
“RDM”

L /h 2 2,666 3,333 4 4 444 6,666 8 10 13,333 20
V2 (E1) -4,00E-06 -9,48E-06 -1,85E-05 -3,20E-05 -4,39E-05 -1,48E-04 -2,56E-04 -5,00E-04 -1,20E-03 -4,00E-03
V2 (E2) -6,35E-06 -1,51E-05 -2,94E-05 -5,08E-05 -6,97E-05 -2,35E-04 -4,06E-04 -7,94E-04 -1,90E-03 -6,30E-03
V2 (E3) -8,00E-06 -1,90E-05 -3,70E-05 -6,40E-05 -8,78E-05 -2,96E-04 -5,12E-04 -1,00E-03 -2,40E-03 -8,00E-03
V2 (E4) -1,14E-05 -2,71E-05 -5,29E-05 -1,25E-04 -4,23E-04 -7,31E-04 -1,40E-03 -3,40E-03 -1,14E-02

-9,1429¢-005
V2 (E5) -4,00E-05 -9,48E-05 -1,85E-04 -3,20E-04 -4,39E-04 -1,50E-03 -2,60E-03 -5,00E-03 -1,19E-02 -4,00E-02
62 (E1) -1,50E-06 -3,56E-06 -6,94E-06 -1,20E-05 -1,65E-05 -5,56E-05 -9,60E-05 -1,88E-04 -4,44E-04 -1,50E-03
62(52) -2,38E-06 -5,64E-06 -1,10E-05 -1,90E-05 -2,61E-05 -8,82E-05 -1,52E-04 -2,98E-04 -7,05E-04 -2,40E-03
92 (E3) -3,00E-06 -7,11E-06 -1,39E-05 -2,40E-05 -3,29E-05 -1,11E-04 -1,92E-04 -3,75E-04 -8,89E-04 -3,00E-03
62(E4) -3,00E-06 -2,38E-06 -5,64E-06 -1,10E-05 -1,91E-05 -2,61E-05 -8,82E-05 -1,52E-04 -2,98E-04 -7,00E-04
62(55) -1,50E-05 -3,56E-05 -6,94E-05 -1,20E-04 -1,65E-04 -5,56E-04 -9,60E-04 -1,90E-03 -4,40E-03 -1,50E-02
* Résultats de l'influence du module de Young surel comportement de la poutre encastrée — appuyéerpa
méthode "RDM”

L/h 2 2,666 3,333 4 4 444 6,666 8 10 13,333 20
V2(E1) -1,09E-07 -2,59E-07 -5,06E-07 -8,75E-07 -1,20E-06 -4,05E-06 -7,00E-06 -1,37E-05 -3,24E-05 -1,09E-04
V2 (E2) -1,74E-07 -4,12E-07 -8,04E-07 -1,39E-06 -1,91E-06 -6,43E-06 -1,11E-05 -2,17E-05 -5,14E-05 -1,74E-04
Vz(Eg) -2,19E-07 -5,19E-07 -1,01E-06 -1,75E-06 -2,40E-06 -2,40E-06 -8,10E-06 -2,73E-05 -6,48E-05 -2,19E-04
VZ(EA) -3,13E-07 -741E-07 -1,45E-06 -2,50E-06 -3,43E-06 -8,10E-06 -2,00E-05 -3,91E-05 -9,26E-05 -3,13E-04
Vz(E5) -1,09E-06 -2,59E-06 -5,06E-06 -8,75E-06 -1,20E-05 -4,05E-05 -7,00E-05 -1,37E-04 -3,24E-04 -1,10E-03
92 (E1) -2,34E-08 -5,56E-08 -1,09E-07 -1,88E-07 -2,57E-07 -8,68E-07 -1,50E-06 -2,93E-06 -6,94E-06 -2,34E-05
62(52) -3,72E-08 -8,82E-08 -1,72E-07 -2,98E-07 -4,08E-07 -1,38E-06 -2,38E-06 -4,65E-06 -1,10E-05 -3,72E-05
62 (E3) -4,69E-08 -1,11E-07 -2,17E-07 -3,75E-07 -5,14E-07 -1,74E-06 -1,74E-06 -5,86E-06 -1,39E-05 -4,69E-05
92(54) -6,70E-08 -1,59E-07 -3,10E-07 -5,36E-07 -7,35E-07 -2,48E-06 -4,29E-06 -8,37E-06 -1,98E-05 -6,70E-05
92( ES5) -2,34E-07 -5,56E-07 -1,09E-06 -1,88E-06 -2,57E-06 -8,68E-06 -1,50E-05 -2,93E-05 -6,94E-05 -2,34E-04
93 (E1) 9,38E-08 2,22E-07 4,34E-07 7,50E-07 1,03E-06 3,47E-06 6,00E-06 1,17E-05 2,78E-05 9,38E-05
93(52) 1,49E-07 3,53E-07 6,89E-07 1,19E-06 1,63E-06 5,51E-06 9,52E-06 1,86E-05 4,41E-05 1,49E-04
93 (E3) 1,88E-07 4,44E-07 8,68E-07 1,50E-06 2,06E-06 6,94E-06 6,94E-06 2,34E-05 5,56E-05 1,88E-04
63(E4) 2,68E-07 6,35E-07 1,24E-06 2,14E-06 2,94E-06 9,92E-06 1,71E-05 3,35E-05 7,94E-05 2,68E-04
93( ES5) 9,75E-07 2,22E-06 4,34E-06 7,50E-06 1,03E-05 3,47E-05 6,00E-05 1,17E-04 2,78E-04 9,38E-04

90




. Résultats de

I'influence du module de Young surelcomportement de la_poutre console par |la métHe de

Bernoulli
L/h 2 2,666 3333 4 4 444 6,666 8 10 13,333 20
V2 ey -4,00E-05 -9, 48E-05 -1,85E-04 -3,20E-04 -439E-04 -1,50E-03 -2,60E-03 -5,00E-03 “1,19E-02 -4,00E-02
V2 €2 -1,14E-05 -2,71E-05 -5,29E-05 -9,14E-05 -1,25E-04 -4,23E-04 -731E-04 -140E-03 -3,40E-03 -1,14E-02
V2 €3 -8,00E-06 -1,90E-05 -3,70E-05 -6,40E-05 -8,78E-05 -2,96E-04 -5,12E-04 -1,00E-03 -2,40E-03 -8,00E-03
V2 €2 -6,35E-06 -1,51E-05 -2,94E-05 -5,08E-05 -6.97E-05 -2,35E-04 -4,06E-04 -7.94E-04 -1,90E-03 -6,30E-03
V2 &5 -4,00E-06 -9,48E-06 -1,85E-05 -3,20E-05 -439E-05 -1,48E-04 -2,56E-04 -5,00E-04 -1,20E-03 -4,00E-03
(SPY=N -1,50E-05 -3,56E-05 -6,94E-05 -1,20E-04 -1,65E-04 -6,00E-04 -1,00E-03 -1,90E-03 -4,40E-03 -1,50E-02
O2E2) -4,29E-06 -1,02E-05 -1,98E-05 -343E-05 -4,70E-05 -1,59E-04 -2,74E-04 -5,00E-04 -1,30E-03 -4,30E-03
2 €3 -3,00E-06 -7,11E-06 -1.39E-05 -2,40E-05 -3,29E-05 -1,11E-04 -1,92E-04 -3,75E-04 -9,00E-04 -3,00E-03
O2ks) -2,38E-06 -5,64E-06 -1,10E-05 -191E-05 2,61E-05 -8,82E-05 -1,52E-04 -2,98E-04 -7,00E-04 -2,40E-03
O2(es) -1,50E-06 -5,56E-06 -6,94E-06 -1,20E-05 -1,65E-05 -5,56E-05 -9,60E-05 -1,88E-04 -4,00E-04 -1,50E-03

® Résultats de I'influence du module de Young sur l&€omportement de la poutre encastrée — appuyée pada

méthode de Bernoulli

L/h 2 2,666 3333 4 4 444 6,666 8 10 13,333 20
V2(E1) -1,09E-07 -2,59E-07 -5,06E-07 -8,75E-07 -0.1200 -4,05E-06 -7,00E-06 -1,37E-05 -3,24E-05 -1,09E-04
Vz (E2) -1,74E-07 -4,12E-07 -8,04E-07 -1,39E-06 -1,91E-06 -6,43E-06 -1,11E-05 -2,17E-05 -5,14E-05 -1,74E-04
V2(E3) -2,19E-07 -5,19E-07 -1,01E-06 -1,75E-06 -2,40E-06 -8,10E-06 -1,40E-05 -2,73E-05 -6,48E-05 -2,19E-04
V2(E4) -3,13E-07 -7,41E-07 -1,45E-06 -2,50E-06 -3,43E-06 -1,16E-05 -2,00E-05 -3,91E-05 -9,26E-05 -3,13E-04
V2(E5) -1,09E-06 -2,59E-06 -5,06E-06 -8,75E-06 -1,20E-05 -4,05E-05 -7,00E-05 -1,37E-04 -3,24E-04 -1,10E-03
92 (E1) -2,34E-08 -5,56E-08 -1,09E-07 -1,88E-07 -2,57E-07 -8,68E-07 -1,50E-06 -2,93E-06 -6,94E-06 -2,34E-05
92(52) -3,72E-08 -8,82E-08 -1,72E-07 -2,98E-07 -4,08E-07 -1,38E-06 -2,38E-06 -4,65E-06 -1,10E-05 -3,72E-05
62 (E3) -4,69E-08 -1,11E-07 -2,17E-07 -3,75E-07 -5,14E-07 -1,74E-06 -3,00E-06 -5,86E-06 -1,39E-05 -4,69E-05
92(54) -6,70E-08 -1,59E-07 -3,10E-07 -5,36E-07 -7,35E-07 -2,48E-06 -4,29E-06 -8,37E-06 -1,98E-05 -6,70E-05
92( E5) -2,34E-07 -5,56E-07 -1,09E-06 -1,88E-06 -2,57E-06 -8,68E-06 -1,50E-05 -2,93E-05 -6,94E-05 -2,00E-04
63 (E1) 9,38E-08 2,22E-07 4,34E-07 7,50E-07 1,03E-06 3,47E-06 6,00E-06 1,17E-05 2,78E-05 9,37E-05
63(E2) 1,49E-07 3,53E-07 6,89E-07 1,19E-06 1,63E-06 5,51E-06 9,52E-06 1,86E-05 4,41E-05 1,49E-04
93 (E3) 1,88E-07 4,44E-07 8,68E-07 1,50E-06 2,06E-06 6,94E-06 1,20E-05 2,34E-05 5,56E-05 1,88E-04
63(54) 2,68E-07 6,35E-07 1,24E-06 2,14E-06 2,94E-06 9,92E-06 1,71E-05 3,35E-05 7,94E-05 2,68E-04
63( E5) 9,38E-07 2,22E-06 4,34E-06 7,50E-06 1,03E-05 3,47E-05 6,00E-05 1,17E-04 2,78E-04 9,00E-04

. Résultats de I'influence du module de Young surelcomportement de la_poutre console par |la méthedde
Timoshenko

L/h 2 2,666 3,333 4 4 444 6,666 8 10 13,333 20
V2 (E1) -2,04E-06 -3,12E-06 -4,21E-06 -5,30E-06 -6,02E-06 -9,55E-06 -1,16E-05 -1,47E-05 -1,98E-05 -2,99E-05
V2 (E2) -3,35E-06 -5,14E-06 -6,96E-06 -8,77E-06 -9,97E-06 -1,59E-05 -1,93E-05 -2,45E-05 -3,29E-05 -4,98E-05
V3 €3 -3,94E-06 -6,00E-06 -8,08E-06 -1,02E-05 -1,15E-05 -1,82E-05 -2,22E-05 -2,81E-05 -3,78E-05 -5,70E-05
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V2 (E4) -6,08E-06 -9,32E-06 -1,26E-05 -1,59E-05 -1,81E-05 -2,88E-05 -3,51E-05 -4,45E-05 -5,99E-05 -9,05E-05
V2 (E5) -1,96E-05 -2,98E-05 -4,01E-05 -5,04E-05 -5,72E-05 -9,04E-05 -1,10E-04 -1,39E-04 -1,87E-04 -2,83E-04
92 (E1) -6,44E-07 -1,06E-06 -1,48E-06 -1,90E-06 -2,18E-06 -3,52E-06 -4,31E-06 -5,47E-06 -7,39E-06 -1,12E-05
92(52) -1,05E-06 -1,73E-06 -2,44E-06 -3,14E-06 -3,60E-06 -5,84E-06 -7,15E-06 -9,10E-06 -1,23E-05 -1,86E-05
92 (E3) -1,25E-06 -2,04E-06 -2,85E-06 -3,65E-06 -4,17E-06 -6,73E-06 -8,23E-06 -1,05E-05 -1,41E-05 -2,13E-05
92(54) -1,90E-06 -3,14E-06 -4,42E-06 -5,69E-06 -6,53E-06 -1,06E-05 -1,30E-05 -1,65E-05 -2,24E-05 -3,39E-05
62(55) -6,23E-06 -1,02E-05 -1,41E-05 -1,81E-05 -2,07E-05 -3,34E-05 -4,08E-05 -5,18E-05 -6,99E-05 -1,06E-04

Résultats de l'influence du module de Young surelcomportement de la_poutre encastrée par la_méthe

de Timoshenko

L/h 2 2,666 3333 4 4 444 6,666 8 10 13 333 20
V2(E1) -2,40E-07 -341E-07 -4, 48E-07 -5,59E-07 -6,34E-07 -1,02E-06 -1,24E-06 -1,58E-06 -2,14E-06 -3,26E-06
Vz (E2) -3,97E-07 -5,64E-07 -7,41E-07 -9,25E-07 -1,05E-06 -1,68E-06 -2,06E-06 -2,63E-06 -3,56E-06 -5,42E-06
Vz(Eg) -4,59E-07 -6,52E-07 -8,57E-07 -1,07E-06 -1,21E-06 -1,94E-06 -2,37E-06 -3,02E-06 -4,09E-06 -6,21E-06
V2(E4) -7,22E-07 -1,02E-06 -1,35E-06 -1,68E-06 -1,91E-06 -3,06E-06 -3,75E-06 -4,78E-06 -6,48E-06 -9,85E-06
Vz(E5) -2,28E-06 -3,24E-06 -4,26E-06 -5,31E-06 -6,02E-06 -9,62E-06 -1,18E-05 -1,50E-05 -2,03E-05 -3,08E-05
62 (E1) 7,50E-09 -4,90E-09 -2,42E-08 -4,80E-08 -6,52E-08 -1,57E-07 -2,13E-07 -2,93E-07 -4,23E-07 -6,73E-07
ez(Ez) 1,36E-08 -5,80E-09 -3,70E-08 -7,58E-08 -1,04E-07 -2,57E-07 -3,49E-07 -4,84E-07 -7,01E-07 -1,12E-06
92 (E3) 1,28E-08 -1,21E-08 -5,01E-08 -9,60E-08 -1,29E-07 -3,05E-07 -4,10E-07 -5,64E-07 -8,11E-07 -1,29E-06
92(E4) 2,52E-08 -1,00E-08 -6,60E-08 -1,36E-07 -1,88E-07 -4,65E-07 -6,33E-07 -8,79E-07 -1,27E-06 -2,03E-06
92( ES5) 6,20E-08 -6,20E-08 -2,52E-07 -4 81E-07 -6,46E-07 -1,52E-06 -2,04E-06 -2,80E-06 -4,02E-06 -6,37E-06
93 (E1) 1,04E-07 1,80E-07 2,69E-07 3,65E-07 4,32E-07 7,77E-07 9,82E-07 1,29E-06 1,78E-06 2,75E-06
93(E2) 1,69E-07 2,93E-07 4,39E-07 5,99E-07 7,10E-07 1,28E-06 1,63E-06 2,13E-06 2,96E-06 4,58E-06
93 (E3) 2,02E-07 3,50E-07 5,21E-07 7,07E-07 8,35E-07 1,49E-06 1,88E-06 2,46E-06 3,41E-06 5,25E-06
93(E4) 3,05E-07 5,31E-07 7,95E-07 1,09E-06 1,29E-06 2,33E-06 2,95E-06 3,88E-06 5,38E-06 8,32E-06
93(E5) 1,01E-06 1,74E-06 2,59E-06 3,51E-06 4,15E-06 7,41E-06 9,35E-06 1,22E-05 1,69E-05 2,60E-05

. Résultats de I'influence du module de Young surelcomportement de la poutre console par la méthedde
Friedman et Kosmatka

L/h 2 2,666 3,333 4 4 444 6,666 8 10 13,333 20
V2 (E1) -4,71E-05 -1,04E-04 -1,97E-04 -3,34E-04 -4,55E-04 -1,50E-03 -2,60E-03 -5,00E-03 -1,19E-02 -4,01E-02
Vz (E2) -1,37E-05 -3,01E-05 -5,67E-05 -9,60E-05 -1,31E-04 -4,31E-04 -7,41E-04 -1,40E-03 -3,40E-03 -1,15E-02
V2 (E3) -9,43E-06 -2,09E-05 -3,94E-05 -6,69E-05 -9,10E-05 -3,01E-04 -5,18E-04 -1,00E-03 -2,40E-03 -8,00E-03
V2 (E4) -7,60E-06 -1,67E-05 -3,15E-05 -5,33E-05 -7,25E-05 -2,39E-04 -4,11E-04 -8,00E-04 -1,90E-03 -6,40E-03
Vz (E5) -4,75E-06 -1,05E-05 -1,98E-05 -3,35E-05 -4,56E-05 -1,51E-04 -2,59E-04 -5,04E-04 -1,20E-03 -4,00E-03
92 (E1) -1,50E-06 -3,56E-06 -6,94E-06 -1,20E-05 -1,65E-05 -5,56E-05 -9,60E-05 -1,88E-04 -4,00E-04 -1,50E-03
92(52) -2,38E-06 -5,64E-06 -1,10E-05 -1,91E-05 -2,61E-05 -8,82E-05 -1,52E-04 -2,98E-04 -7,00E-04 -2,40E-03
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ez (E3) -3,00E-06 -7,11E-06 -1,39E-05 -2,40E-05 -3,29E-05 -1,11E-04 -1,92E-04 -4,00E-04 -9,00E-04 -3,00E-03
62(E4) -4,29E-06 -1,02E-05 -1,98E-05 -3,43E-05 -4,70E-05 -1,59E-04 -2,74E-04 -5,00E-04 -1,30E-03 -4,30E-03
92(55) -1,50E-05 -3,56E-05 -6,94E-05 -1,20E-04 -1,65E-04 -6,00E-04 -1,00E-03 -1,90E-03 -4,40E-03 -1,50E-02
. Résultats de 'influence du_module de Young sute comportement de la poutre encastrée — appuyéeapa
méthode de Friedman et Kosmatka

L /h 2 2,666 3,333 4 4 444 6,666 8 10 13,333 20
V2(E1) -1,60E-06 -3,27E-06 -5,91E-06 -9,76E-06 -1,31E-05 -4,22E-05 -7,20E-05 -1,39E-04 -3,27E-04 -1,10E-03
Vz (E2) -4,74E-07 -9,56E-07 -1,72E-06 -2,82E-06 -3,79E-06 -1,21E-05 -2,07E-05 -3,99E-05 -9,37E-05 -3,14E-04
V2(E3) -3,20E-07 -6,54E-07 -1,18E-06 -1,95E-06 -2,63E-06 -8,44E-06 -1,44E-05 -2,79E-05 -6,55E-05 -2,20E-04
V2(E4) -2,62E-07 -5,30E-07 -9,52E-07 -1,57E-06 -2,10E-06 -6,73E-06 -1,15E-05 -2,22E-05 -5,20E-05 -1,75E-04
V2(E5) -1,63E-07 -3,31E-07 -5,96E-07 -9,82E-07 -1,32E-06 -4,23E-06 -7,21E-06 -1,39E-05 -3,28E-05 -1,10E-04
92 (E1) -1,45E-07 -4,34E-07 -9,31E-07 -1,69E-06 -2,37E-06 -8,37E-06 -1,46E-05 -2,88E-05 -6,88E-05 -2,00E-04
eZ(EZ) -3,84E-08 -1,20E-07 -2,61E-07 -4,76E-07 -6,69E-07 -2,38E-06 -4,17E-06 -8,22E-06 -1,96E-05 -6,67E-05
92 (E3) -2,88E-08 -8,65E-08 -1,86E-07 -3,38E-07 -4,73E-07 -1,67E-06 -2,92E-06 -5,77E-06 -1,38E-05 -4,67E-05
(SPY) -2,15E-08 -6,68E-08 -145E-07 -2,65E-07 -3,72E-07 -1.32E-06 -2,32E-06 -4,57E-06 -1,09E-05 -3,70E-05
62( E5) -2,15E-08 -6,68E-08 -1,45E-07 -2,65E-07 -3,72E-07 -1,32E-06 -2,32E-06 -4,57E-06 -1,09E-05 -3,70E-05
93 (E1) 1,06E-06 2,39E-06 4,55E-06 7,75E-06 1,06E-05 3,51E-05 6,05E-05 1,18E-04 2,79E-04 9,00E-04
63(E2) 3,06E-07 6,87E-07 1,31E-06 2,22E-06 3,03E-06 1,01E-05 1,73E-05 3,37E-05 7,96E-05 2,68E-04
93 (E3) 2,12E-07 4,77E-07 9,09E-07 1,55E-06 2,11E-06 7,03E-06 1,21E-05 2,36E-05 5,57E-05 1,88E-04
63(E4) 1,70E-07 3,81E-07 7,25E-07 1,23E-06 1,68E-06 5,58E-06 9,61E-06 1,87E-05 4,42E-05 1,49E-04
93( ES5) 1,70E-07 3,81E-07 7,25E-07 1,23E-06 1,68E-06 5,58E-06 9,61E-06 1,87E-05 4,42E-05 1,49E-04

. Résultats de I'influence du module de Young surelcomportement de la_poutre console par ANSYS12

L /h 2 2,666 3,333 4 4,444 6,666 8 10 13,333 20
VZ (E1) -4,00E-06 -9,48E-06 -1,85E-05 -3,20E-05 -4,39E-05 -1,48E-04 -2,56E-04 -5,00E-04 -1,19E-03 -4,00E-03
VZ (E2) -6,35E-06 -1,51E-05 -2,94E-05 -5,08E-05 -6,97E-05 -2,35E-04 -4,06E-04 -7,94E-04 -1,88E-03 -6,35E-03
VZ (E3) -8,00E-06 -1,90E-05 -3,70E-05 -6,41E-05 -8,78E-05 -2,96E-04 -5,12E-04 -1,00E-03 -2,37E-03 -8,00E-03
VZ (E4) -1,14E-05 -2,71E-05 -5,29E-05 -9,15E-05 -1,25E-04 -4,23E-04 -7,32E-04 -1,43E-03 -3,39E-03 -1,14E-02
Vz (E5) -4,00E-05 -9,48E-05 -1,85E-04 -3,20E-04 -4,39E-04 -1,48E-03 -2,56E-03 -5,00E-03 -1,19E-02 -4,00E-02
ez (E1) -1,50E-06 -3,56E-06 -6,94E-06 -1,20E-05 -1,65E-05 -5,56E-05 -9,80E-05 -1,88E-04 -4,44E-04 -1,50E-03
92(52) -2,38E-06 -5,64E-06 -1,10E-05 -1,91E-05 -2,61E-05 -8,82E-05 -1,52E-04 -2,98E-04 -7,05E-04 -2,38E-03
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05 (&3 -3,00E-06 -7,11E-06 -1,39E-05 -2,40E-05 -3,29E-05 -1,11E-04 -1,92E-04 -3,75E-04 -8,89E-04 -3,01E-03
92(54) -4,29E-06 -1,02E-05 -1,98E-05 -3,43E-05 -4,70E-05 -1,59E-04 -2,74E-04 -5,36E-04 -1,27E-03 -4,29E-03
62(55) -1,50E-05 -3,56E-05 -6,94E-05 -1,20E-04 -1,65E-04 -5,56E-04 -9,60E-04 -1,88E-03 -4,44E-03 -1,50E-02

. Résultats de l'influence du module de Young surelcomportement de la poutre encastrée — appuyée par

ANSYS12

L /h 2 2,666 3,333 4 4,444 6,666 8 10 13,333 20
V2(E1) -1,09E-07 -2,59E-07 -5,06E-07 -8,76E-07 -1,20E-06 -4,05E-06 -7,00E-06 -1,37E-05 -3,24E-05 -1,09E-04
VZ (E2) -1,74E-07 -4,12E-07 -8,04E-07 -1,39E-06 -1,91E-06 -6,43E-06 -1,11E-05 -2,17E-05 -4,77E-05 -1,74E-04
V2(E3) -2,19E-07 -5,19E-07 -1,01E-06 -1,75E-06 -2,40E-06 -8,10E-06 -1,40E-05 -2,73E-05 -6,48E-05 -2,19E-04
V2(E4) -3,13E-07 -7,41E-07 -1,45E-06 -2,50E-06 -3,43E-06 -1,16E-05 -2,00E-05 -3,91E-05 -9,26E-05 -3,13E-04
VZ(ES) -1,09E-06 -2,59E-06 -5,06E-06 -8,76E-06 -1,20E-05 -4,05E-05 -7,00E-05 -1,37E-04 -3,24E-04 -1,09E-03
62 (E1) -2,34E-08 -5,56E-08 -1,09E-07 -1,88E-07 -2,57E-07 -8,68E-07 -1,50E-06 -2,93E-06 -6,94E-06 -2,34E-05
92(52) -3,72E-08 -8,82E-08 -1,72E-07 -2,98E-07 -4,08E-07 -1,38E-06 -2,38E-06 -4,65E-06 -1,02E-05 -3,72E-05
62 (E3) -4,69E-08 -1,11E-07 -2,17E-07 -3,75E-07 -5,14E-07 -1,74E-06 -3,00E-06 -5,86E-06 -1,39E-05 -4,69E-05
eZ(EA) -6,70E-08 -1,59E-07 -3,10E-07 -5,36E-07 -7,35E-07 -2,48E-06 -4,29E-06 -8,37E-06 -1,98E-05 -6,70E-05
62( E5) -2,34E-07 -5,56E-07 -1,09E-06 -1,88E-06 -2,57E-06 -8,68E-06 -1,50E-05 -2,93E-05 -6,94E-05 -2,34E-04
63 (E1) 9,38E-08 2,22E-07 4,34E-07 7,51E-07 1,03E-06 3,47E-06 6,00E-06 1,17E-05 2,78E-05 9,38E-05
93(52) 1,49E-07 3,53E-07 6,89E-07 1,19E-06 1,63E-06 5,51E-06 9,53E-06 1,86E-05 4,09E-05 1,49E-04
93 (E3) 1,88E-07 4,44E-07 8,68E-07 1,50E-06 2,06E-06 6,94E-06 1,20E-05 2,34E-05 5,56E-05 1,88E-04
93(54) 2,68E-07 6,35E-07 1,24E-06 2,15E-06 2,94E-06 9,92E-06 1,71E-05 3,35E-05 7,94E-05 2,68E-04
63( E5) 9,38E-07 2,22E-07 4,34E-06 0.75075E-05 1,03E-06 3,47E-05 6,00E-05 1,17E-04 2,78E-04 9,38E-04

. Influence du module de Young sur le comportemented la_poutre console, par différentes méthodes

(E)T : Timoshenko , ( E)B : théories résistance de matériaux , Bernoulli Friedman et Kosmatka et la
modélisation par ANSYS 12" Beam 3’

L /h 2 2,666 3,333 4 4 444 6,666 8 10 13,333 20
Vz (ELT -2,04E-06 -3,12E-06 -4,21E-06 -5,30E-06 -6,02E-06 -9,55E-06 -1,16E-05 -1,47E-05 -1,98E-05 -2,99E-05
V2(E2)T -3,35E-06 -5,14E-06 -6,96E-06 -8,77E-06 -9,97E-06 -1,59E-05 -1,93E-05 -2,45E-05 -3,29E-05 -4,98E-05
V2 (E3)T -3,94E-06 -6,00E-06 -8,08E-06 -1,02E-05 -1,15E-05 -1,82E-05 -2,22E-05 -2,81E-05 -3,78E-05 -5,70E-05
V2(E4)T -6,08E-06 -9,32E-06 -1,26E-05 -1,59E-05 -1,81E-05 -2,88E-05 -3,51E-05 -4,45E-05 -5,99E-05 -9,05E-05
V2(55)T -1,96E-05 -2,98E-05 -4,01E-05 -5,04E-05 -5,72E-05 -9,04E-05 -1,10E-04 -1,39E-04 -1,87E-04 -2,83E-04
V -4,00E-05 -9,48E-05 -1,85E-04 -3,20E-04 -4,39E-04 -1,50E-03 -2,60E-03 -5,00E-03 -1,19E-02 -4,00E-02

2 (E1)B
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-1,14E-05 -2,71E-05 -5,29E-05 -9,14E-05 -1,25E-04 -4,23E-04 -7,31E-04 -1,40E-03 -3,40E-03 -1,14E-02
VaE2e

-8,00E-06 -1,90E-05 -3,70E-05 -6,40E-05 -8,78E-05 -2,96E-04 -5,12E-04 -1,00E-03 -2,40E-03 -8,00E-03
V2 E3s

-1,14E-05 -2,71E-05 -5,29E-05 -9,14E-05 -1,25E-04 -4,23E-04 -7,31E-04 -1,40E-03 -3,40E-03 -1,14E-02
VaEas

-4,00E-06 -9,48E-06 -1,85E-05 -3,20E-05 -4,39E-05 -1,48E-04 -2,56E-04 -5,00E-04 -1,20E-03 -4,00E-03
Vaes)e

L/h 2 2,666 3333 4 4 444 6,666 8 10 13 333 20
92 (ELT -6,44E-07 -1,06E-06 -1,48E-06 -1,90E-06 -2,18E-06 -3,52E-06 -4,31E-06 -5,47E-06 -7,39E-06 -1,12E-05
ez(Ez)T -1,05E-06 -1,73E-06 -2,44E-06 -3,14E-06 -3,60E-06 -5,84E-06 -7,15E-06 -9,10E-06 -1,23E-05 -1,86E-05
92 (E3)T -1,25E-06 -2,04E-06 -2,85E-06 -3,65E-06 -4,17E-06 -6,73E-06 -8,23E-06 -1,05E-05 -1,41E-05 -2,13E-05
eZ(EA)T -1,90E-06 -3,14E-06 -4,42E-06 -5,69E-06 -6,53E-06 -1,06E-05 -1,30E-05 -1,65E-05 -2,24E-05 -3,39E-05
ez(Es)T -6,23E-06 -1,02E-05 -1,41E-05 -1,81E-05 -2,07E-05 -3,34E-05 -4,08E-05 -5,18E-05 -6,99E-05 -1,06E-04
92 (E1B -1,50E-06 -3,56E-06 -6,94E-06 -1,20E-05 -1,65E-05 -5,56E-05 -9,60E-05 -1,88E-04 -4 44E-04 -1,50E-03
eZ(EZ)B -2,38E-06 -5,64E-06 -1,10E-05 -1,90E-05 -2,61E-05 -8,82E-05 -1,52E-04 -2,98E-04 -7,05E-04 -2,40E-03
92 (E3)B -3,00E-06 -7,11E-06 -1,39E-05 -2,40E-05 -3,29E-05 -1,11E-04 -1,92E-04 -3,75E-04 -8,89E-04 -3,00E-03
62(54)3 -3,00E-06 -2,38E-06 -5,64E-06 -1,10E-05 -1,91E-05 -2,61E-05 -8,82E-05 -1,52E-04 -2,98E-04 -7,00E-04
62(55)3 -1,50E-05 -3,56E-05 -6,94E-05 -1,20E-04 -1,65E-04 -5,56E-04 -9,60E-04 -1,90E-03 -4,40E-03 -1,50E-02

e Influence du module de Young sur_le comportemerde la poutre encastrée — appuyée,
Différentes méthodes.
( E)T, : Timoshenko , ( E)B : théories résistance de matériaux , BernoulliEriedman et Kosmatka et la
modélisation par ANSYS 12" Beam 3’

L /h 2 2,666 3,333 4 4,444 6,666 8 10 13,333 20
V2 (EDT -2,40E-07 -3,41E-07 -4 48E-07 -5,59E-07 -6,34E-07 -1,02E-06 -1,24E-06 -1,58E-06 -2,14E-06 -3,26E-06
V2 (E2)T -3,97E-07 -5,64E-07 -741E-07 -9,25E-07 -1,05E-06 -1,68E-06 -2,06E-06 -2,63E-06 -3,56E-06 -5,42E-06
Vz (E3)T -4,59E-07 -6,52E-07 -8,57E-07 -1,07E-06 -1,21E-06 -1,94E-06 -2,37E-06 -3,02E-06 -4,09E-06 -6,21E-06
VZ (E4)T -7,22E-07 -1,02E-06 -1,35E-06 -1,68E-06 -1,91E-06 -3,06E-06 -3,75E-06 -4,78E-06 -6,48E-06 -9,85E-06
V2 (ES)T -2,28E-06 -3,24E-06 -4,26E-06 -5,31E-06 -6,02E-06 -9,62E-06 -1,18E-05 -1,50E-05 -2,03E-05 -3,08E-05
Vz (E1B -1,09E-07 -2,59E-07 -5,06E-07 -8,76E-07 -1,20E-06 -4,05E-06 -7,00E-06 -1,37E-05 -3,24E-05 -1,09E-04
V2 (E2)B -1,74E-07 -4,12E-07 -8,04E-07 -1,39E-06 -1,91E-06 -6,43E-06 -1,11E-05 -2,17E-05 -4,77E-05 -1,74E-04
V2 (E3)B -2,19E-07 -5,19E-07 -1,01E-06 -1,75E-06 -2,40E-06 -8,10E-06 -1,40E-05 -2,73E-05 -6,48E-05 -2,19E-04
V2 (E4)B -3,13E-07 -7,41E-07 -1,45E-06 -2,50E-06 -3,43E-06 -1,16E-05 -2,00E-05 -3,91E-05 -9,26E-05 -3,13E-04
Vz (E5)B -1,09E-06 -2,59E-06 -5,06E-06 -8,76E-06 -1,20E-05 -4,05E-05 -7,00E-05 -1,37E-04 -3,24E-04 -1,09E-03

L /h 2 2,666 3,333 4 4,444 6,666 8 10 13,333 20
92 (ELT 7,50E-09 -4,90E-09 -2,42E-08 -4,80E-08 -6,52E-08 -1,57E-07 -2,13E-07 -2,93E-07 -4,23E-07 -6,73E-07
ez(Ez)T 1,36E-08 -5,80E-09 -3,70E-08 -7,58E-08 -1,04E-07 -2,57E-07 -3,49E-07 -4 84E-07 -7,01E-07 -1,12E-06
92 (E3)T 1,28E-08 -1,21E-08 -5,01E-08 -9,60E-08 -1,29E-07 -3,05E-07 -4,10E-07 -5,64E-07 -8,11E-07 -1,29E-06
92(E4)T 2,52E-08 -1,00E-08 -6,60E-08 -1,36E-07 -1,88E-07 -4,65E-07 -6,33E-07 -8,79E-07 -1,27E-06 -2,03E-06
92(55)1- 6,20E-08 -6,20E-08 -2,52E-07 -4 81E-07 -6,46E-07 -1,52E-06 -2,04E-06 -2,80E-06 -4,02E-06 -6,37E-06
ez (E1B -2,34E-08 -5,56E-08 -1,09E-07 -1,88E-07 -2,57E-07 -8,68E-07 -1,50E-06 -2,93E-06 -6,94E-06 -2,34E-05
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O2E2)8 -3,72E-08 -8,82E-08 -1,72E-07 -2,98E-07 -4,08E-07 -1,38E-06 -2,38E-06 -4,65E-06 -1,02E-05 -3,72E-05
O2 E38 -4,69E-08 -1,11E-07 -2,17E-07 -3,75E-07 -5,14E-07 -1,74E-06 -3,00E-06 -5,86E-06 -1,39E-05 -4,69E-05
OEa8 -6,70E-08 -1,59E-07 -3,10E-07 -5,36E-07 -7.35E-07 -2,48E-06 -4,29E-06 -8,37E-06 -1.98E-05 -6,70E-05
O2es)B -2,34E-07 -5,56E-07 -1,09E-06 -1,88E-06 -2,57E-06 -8,68E-06 -1,50E-05 -2,93E-05 -6.94E-05 -2,34E-04
L/h 2 2,666 3,333 4 4.444 6,666 8 10 13.333 20
[SEYEN 1.04E-07 1.80E-07 2,69E-07 3.65E-07 4.32E-07 7.77E-07 9.82E-07 1.29E-06 1,78E-06 2,75E-06
SEE 1,69E-07 2,93E-07 4,39E-07 5.99E-07 7,10E-07 1,28E-06 1,63E-06 2,13E-06 2,96E-06 4,58E-06
O3 EyT 2,02E-07 3,50E-07 5.21E-07 7.07E-07 8.35E-07 1.49E-06 1.88E-06 2,46E-06 341E-06 5.25E-06
OzEar 3,05E-07 531E-07 7.95E-07 1,09E-06 1,29E-06 2,33E-06 2,95E-06 3,88E-06 5.38E-06 8,32E-06
OsEsyT 1.01E-06 1,74E-06 2,59E-06 3.51E-06 4,15E-06 7.41E-06 9.35E-06 1.22E-05 169E-05 2,60E-05
O3 EnB 9.38E-08 2,22E-07 4,34E-07 7.50E-07 103E-06 347E-06 6.00E-06 117E-05 2,78E-05 9.37E-05
[SEVL 1.49E-07 3.53E-07 6.89E-07 119E-06 163E-06 5.51E-06 9.52E-06 1.86E-05 441E-05 1.49E-04
O3 3B 1,88E-07 4,44E-07 8,68E-07 1,50E-06 2,06E-06 6,94E-06 1,20E-05 2,34E-05 5,56E-05 1,88E-04
OsEa8 2,68E-07 6,35E-07 1,24E-06 2,14E-06 2,94E-06 9.92E-06 1,71E-05 3,35E-05 7,94E-05 2,68E-04
O3es)B 9.38E-07 2,22E-06 4,34E-06 7.50E-06 103E-05 347E-05 6.00E-05 117E-04 2,78E-04 9.00E-04
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