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Notations 

ijA : la composante normale de la vitesse induite au i éme point de contrôle par une source            

d'intensité unité située sur le j eme élément. 

nA : les coefficients de Fourier. 

a : la pente du coefficient de portance. 

nB : les coefficients de Fourier. 

C  : corde de profil. 

zF : force de sustentation verticale  

PC  : coefficient de pression. 

xC : coefficient de traînée. 

mC  : coefficient de moment. 

f  : une fonctionne quelconque. 

g  : une fonctionne quelconque. 

h  : la moitié de la corde locale du segment. 

ji, : indices  représentant les quantités associes avec i éme et j éme segment respectivement. 

K  : indice dans la direction de l'axe oZ 

M : le nombre de mach. 

N  : nombre total des éléments surfaciques ou la viscosité cinématique. 

n
r

: Vecteur unitaire normal a la surface ou le vecteur normal sur chaque segment. 

p  : point arbitraire  situe sur la surface du profil. 

q : point ou on localise la source, et spécialement le point que est situé sur la surface du profil. 

R  : coordonnées radiales (dans le système de cordonnés cylindrique) 

r  : distance entre deux points dans le cas tridimensionnel, en particulier la distance entre deux points 

ou la source est placée et un point ou la vitesse et le potentiel sans évalués. 



S  : la surface frontière du corps (le contour enveloppe). 

s  : longueur d'un arc. 

U  : la vitesse de l'écoulement non perturbé. 

t   :temps 

1T : vitesse tangentielle dans le cas des corps bidimensionnel ou dans le cas d'un écoulement 

axisymétrique autour d'un corps axisymétrique. 

2T : la composante tangentielle de la vitesse dans le cas d'un écoulement transversal autour d'un corps 

axisymétrique (T2 tangent au profil est donné dans le plan XY). 

3T : composante circonférentielle de la vitesse parallèle a l'axe Y dans le plan (XY).. 

wvu ,, : les composantes de la vitesse induite. 

ijv : Vitesse induite au i éme point de contrôle par une source d'intensité unité placé sur le j éme 

élément. 

ZYX ,, : coordonnées cartésiennes. 

α : angle d'attaque. 

Γ : circulation du filament tourbillonnaire. 

γ : intensité de tourbillon 

λk:densité des doublets normaux. 

η : équation du profil. 

iα : angle induite 

σ  : intensité de source. 

Φ  : potentiel de vitesse. 

ijΦ  : potentiel induit au i eme point de contrôle par une source unitaire placée sur le j éme élément. 

Ψ : fonction de courant. 

k
jφ : fonctions de forme 



∞ : Indique les quantités associées à l'écoulement à l'infini amont. 

∆ : Laplacien ou longueur d'un élément. 

∇ : Gradient 
 

 

 



Introduction 

 1 

 

Introduction 
 

     L'origine de la conception des premiers modèles d'aéronefs fut initiée en 1808 par  LORD 

CAYLEY, qui a introduit pour la première fois d'idée de l'aile fixe et des profils ave cambrure 

afin de générer  une portance capable de maintenir l'appareil en l'air. Cependant la mise en 

œuvre de ces idées doit attendre encore un siècle environ, avant l'apparition des premiers engins 

volants. 

 

    Les premiers travaux ont eu lieu avant 1884 par l'anglais HASTRIO PHILIPS, qui 

progressé la forme des profils, en utilisant des séries de profils à double surface et des profils 

cambrés. 

 

    Il a fallu ensuite attendre, que les frères WRIGHT, après leur première expérience sur les 

planeurs, se rendent compte en 1901 que beaucoup des données sur les profils ont été  

inadéquate avec l'expérience. C'est pour cela qu’ils ont construit leur propre soufflerie ou ils ont 

essayé une centaine de profils pour finalement opter pour leur premier essai en vol pour un profil 

ayant une cambrure de 1/20 de la corde. 

 

    En 1920, l'aérodynamicien allemand, PRANDLT élabora la théorie exacte de la 

sustentation de l'aile et l'application du comportement de l'écoulement d'air. C'est également lui 

qui introduisit la notion de la couche limite qui a été fortement développée plus tard. 

 

     L'aérodynamique est l'une des branches de la mécanique des fluides. Elles sont 

spécialement réservées aux études de l'écoulement de l'air et plus pratiquement autour 

d'obstacles. C'est surtout autour de profils d'aile que ses applications deviennent de plus en plus 

étendues (turbomachines,……etc.).  

 

      Le développement de l'aérodynamique a suivi celui d'autres sciences telles que 

l'informatique avec l'apparition d'ordinateurs de plus en plus puissant, malgré leur coût, les 

techniques expérimentales (essais en souffleries) et bien sûr, les mathématiques avec leurs 

grands progrès et contribution en techniques numériques pour la résolution en mécanique des 

fluides des équations de NAVIER STOKES généralisées. 
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    En effet, le pas décisif n'a été franchi que lorsque les fonctions motrices et de sustentation 

ont été séparées, l'intérêt pour l'aérodynamique est alors venu naturellement aussi bien pour les 

voilures tournantes, des organigrammes, des codes et des logiciels spécialisés ont ensuite été 

crées (NASA,NACA,ONERA,……etc) pour stimuler les travaux de recherche en 

aérodynamiques surtout que la plage des vitesses couvertes par les aéronefs a considérablement 

augmenté pour atteindre des régimes supersonique, voir hypersonique. 

 

 

       Malgré les récents progrès dans le calcul des écoulements (EULER, NAVIER 

STOCKES) à l'aide du super ordinateurs, les méthodes utilisant la distribution des singularités 

restent d'un usage très courant dans les bureaux d'études et les centres de recherches 

aéronautique et spatial. La plupart des nouveaux codes, comme "Eco pan"de l'ONERA"quadpan 

de Lockheed et "pan ‘air"  de boeing sont basés sur ces méthodes dont la formulation physique 

est la suivante : 

Dans la mécanique des fluides, un écoulement autour d’un corps de géométrie quelconque 

peut être générer par une distribution de singularités qui peuvent être localisées dans des 

positions assez spécifiques de telle sorte que la surface du corps devient une ligne de courant de 

l ‘écoulement. Ce dernier peut être finalisé en remplaçant la surface par une distribution 

continue d’une combinaison de sources-puits sous forme de maillage dense. Si le corps génère 

une force de sustentation, l’introduction de vortex est la plus souhaitée ( Vortex  scheet ) afin de 

prévoir le phénomène de circulation dont l’intensité est fixée par la condition de Kutta-  car la 

détermination des caractéristiques aérodynamique d’une surface ainsi que les effets du sillage  

sur les extrémités des  ailes  nécessitent en générale l’utilisation des méthodes numériques pour 

simuler et comparer les résultats de différentes conception et configuration d’aile. 

La solution exacte ou approchée de l’équation intégrale dans la théorie des écoulements à 

potentiel continue  pose plusieurs difficultés pour le calcul des champs d’écoulement autour de 

corps à profil quelconque. Cependant, une nouvelle approche pour solutionner l’équation à 

potentiel  peut être accomplie par une méthode appelée méthode des panneaux (panel method ou 

méthode intégrale- méthode des singularités) qui transforme l’intensité de la singularité sur un 

élément spécifique en une fonction de courant ou potentiel, au lieu d’une distribution continue 

de singularités sur la surface du corps. La sommation des fonctions panneaux sur toute la surface 

permet ainsi de trouver  un système d’équation algébrique facile à résoudre.   
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 Afin de satisfaire les conditions aux limites, chaque panneau lui sera attribué un point de 

contrôle appelé le point P. En ces points, on leurs attribuent des intensités de vortex (Γi)  pour 

calculer les vitesses en chaque points.   A partir de ces vitesses, on tire les pressions à la surface 

nécessaires.  

En conséquence, le potentiel de l’écoulement a été discrétisé en un ensemble de singularités 

surfaciques, réparties sur des panneaux, lesquelles sont des solutions élémentaires de l’équation 

de Laplace. 

Le but de notre  travail  est d’étudier  et de  comparer  le  champs  d’écoulement  autour de 

différentes  configurations d’aile fuselage et empennage, au moyen  de cette  méthode  

numérique. Ceci, nous a poussés à élaborer un code de calcul permettant de simuler les 

phénomènes en questions. Puis, le travail a été  élargi dont le but d’étudier des configurations 

complexes par un logiciel  très puissant dans ce domaine qui est le logiciel Fluent, afin de bien 

prévoir ce qui se passe réellement.    

    L’écoulement en régime subsonique non visqueux incompressible à faible angle d’attaque 

qui ce meut autour de la structure peut être imaginé comme un nombre défini de lignes de 

courants. L’ensemble de ces nombres lignes attaché aux structures géométriques considérées 

nous donnent une surface sur laquelle on va faire une distribution des singularités (sources, puits 

et vortex). Ce   concept, nous permet de simuler l’influence des paramètres géométriques de la 

configuration en questions sur l’écoulement.  

L’art de ce  travail  est composé  de quatre chapitres et rédigé selon le plan suivant :       

Plan de travail : 

Le premier chapitre est consacré à  une synthèse bibliographique.  Où, nous portons les idées 

essentielles sur ce domaine à mener et de faire un point sur les études consacrées par des 

nombreux auteurs aux phénomènes des écoulements en faisant appelle à des études numériques, 

théoriques, et expérimentales dont la connaissance est indisponible pour une meilleure 

compréhension des phénomènes aérodynamiques. 

         

 Le second chapitre couvre d'une manière détaillée la théorie mathématique et physique du 

cas traité. En plus, nous dévoilons les équations de base de la théorie des singularités à savoir, la  

définition des singularités tridimensionnelles et la notion de tourbillon en fer de cheval.  

Egalement, les règles de similarité qui permettent de déterminer les caractéristiques 

aérodynamiques des corps en écoulement compressible. 
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 Le troisième chapitre  donne une description globale des formulations numérique 

élaborées et montre les étapes essentielles de calcul ainsi que sa structure générale.  

Dans le quatrième chapitre on présente les résultats numériques obtenus. Ces résultats 

seront discutés et comparés avec d’autres travaux dans les mêmes domaines d’études.   

Enfin, nous achevons notre travail  par une conclusion générale et par des références 

bibliographique. 
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Chapitre 1  

 

Synthèse Bibliographique 
 

1) Introduction 

 

Ce chapitre a pour objet de faire un point sur les études consacrées par de nombreux auteurs 

aux phénomènes des écoulements à différents régimes autour des profils d'aile d'avion. Il s'agit 

donc, de faire une synthèse des travaux effectués dans ce domaine soient  numérique et/ou 

expérimental. Les approches des méthodes mathématiques et calculs sont nombreux et variés 

dans cet usage pour ces raisons une multitude des méthodes numériques ont été investi par les 

scientifiques. Ceci,  a permet donc de pousser les pays puissants à développer cet axe strictement 

stratégiques et accentuer  d'avantage  la recherche financièrement.  

 

 1.1) Synthèse Des Travaux  

Murman et Cole [17]  ont contribué largement au développement du calcul des écoulements 

transsoniques en proposant une combinaison de deux méthodes de différences finies selon le 

domaine de dépendance, écoulement subsonique et écoulement supersonique, pour résoudre 

l’équation des petites perturbations transsoniques. 

 

De nombreux chercheurs ont présenté des solutions pour résoudre l’équation des petites 

perturbations transsonique ainsi que l’équation du potentiel complet. On peut citer par exemple, 

Steger et Lomax, Garabedian et Korn [18] qui ont proposé des solutions pour un écoulement 

transsonique sur une aile. L’hypothèse des profils minces n’était plus nécessaire comme elle 

l’était dans la publication originale de Murman et Cole [20]. Par la suite,   en 1973, Murman  a 

produit une formulation qui résolvait avec succès l’équation de TSD en se basant sur sa 

proposition initiale d’utiliser deux méthodes de différentiation. 

 

Whitcomb(1972), étudiant les profils supercritiques a affirmé que le fait de négliger la 

viscosité ne donnerait pas une bonne solution pour l’analyse de profils supercritiques. 

Garabedian, Korn et Bauer [19]  ont répondu rapidement en incorporant une méthode 

d’intégration pour résoudre la couche limite turbulente dans leur code de résolution de l’équation 
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du potentiel complet. Trois ans plus tard, Whitcomb déclarait dans une conférence que la 

simulation numérique avec la méthode du potentiel couplée à une couche limite donnait des 

résultats si près des mesures pour les profils supercritiques, que les tests bidimensionnels en 

soufflerie de ces profils devaient être limités. Par contre, les analyses numériques pour les ailes 

finies ne donnaient pas encore de résultats aussi près des expérimentations. 

 

Jameson(1975) [22] a résolu l’équation du potentiel complet sous sa forme conservative. Ceci 

a donné une représentation améliorée des ondes de choc par rapport à celles obtenues avec la 

forme non conservative. Pour les différents domaines de dépendance, Jameson a appliqué le 

concept de viscosité artificielle. 

 

Une nouvelle tendance pour résoudre le potentiel complet est apparue en (1978) et a été 

établie par Hafez et al [17]. La forme conservative de l’équation du potentiel complet a été 

résolue en employant une compressibilité artificielle. Une fois appliquée à l’équation du 

potentiel, la viscosité nécessaire dans la région supersonique est introduite par la densité. 

La densité est modifiée dans les régions où l’écoulement est supersonique de façon à ce que 

l’augmentation nécessaire soit fournie. Contrairement à la méthode originale proposée par 

Murman et Cole, cette méthode emploie la différence finie centrée dans tout [6] l’écoulement. 

Cette méthode simplifie énormément la façon de programmer un code en  différences finies ou 

en volumes finis. 

 

Steinhoff et Jameson(1981) [23]  ont démontré que la forme conservative pour un calcul 

bidimensionnel en régime permanent pouvait donner des résultats multiples. Cependant, cette 

caractéristique n’a pas pu être démontrée pour un calcul utilisant la forme non conservative, pour 

un calcul en régime transitoire ou pour un calcul tridimensionnel d’un problème de CFD 

traditionnel (calcul d’aile d’avion).  

La contribution la plus récente dans la recherche de l’écoulement potentiel a été faite par 

Holst. Il a développé une méthode de solution qui est applicable aux ailes finies ou à un 

jumelage aile/fuselage dans un écoulement tridimensionnel. Une grille intérieure est employée 

pour décrire la surface de l’aile alors que le maillage externe est décrit comme une région 

lointaine. Le chevauchement des maillages peut prendre avantage de l’approche de Chimera. 

 

La recherche sur l’écoulement potentiel a progressé tout au long des années (1970) et dans le 

début des années 1980. En fait, il y a eu tellement d’innovations pendant cette période qu’il y a 
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eu très peu de découvertes depuis ce temps. Plusieurs codes développés durant cette période sont 

encore employés aujourd’hui. 

 

Dans les écoulements non visqueux, Arnaud Barthet considère un profil d'aile 

bidimensionnelle dans un écoulement subsonique, la composante de traînée est nulle. Ce cas va 

introduire le calcul de la correction adjointe sur un nombre réduit de coefficients aérodynamique 

et un écoulement assez simple. 

Ce premier cas est  le profil RAE2822 à un nombre de Mach de 0.6 et une incidence de 2.5°. 

Ainsi que le deuxième cas est le profil RAE2822 à un nombre de Mach 0.73 à une incidence 

2.5° (régime transsonique). L’auteur rajoute alors un seul coefficient aérodynamique la traînée 

de choc. 

Le comportement de la correction adjointe par rapport à ce nouveau cœfficient est éprouvé. 

Le coefficient de traînée induite peut être introduite à une aile tridimensionnelle dans un 

écoulement transsonique (aile ONERA M6, M=0.6 et une incidence de 3.0°). Enfin l'étude se 

termine sur les fluides non visqueux  par une configuration plus complexe. AS28G est très 

proche d'une forme industrielle avec un fuselage, aile, un moteur et une nacelle perméable. Les 

conditions de vol sont : mach=0.8, incidence 2.2° voir (figure 1.1).  

 

 

 

 

Figure1.1 : iso mach sur une RAE2822 à un nombre de Mach de 0.6 et une incidence de 2.5° 
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Figure1.2 : iso mach sur une RAE2822 à un nombre de Mach de 0.73 et une incidence de 2.5° 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure1.3 : iso mach sur une aile ONERA M6 à un nombre de Mach de 0.84et une incidence de 

3° 
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Figure 1.4 : configuration. As28g avec mach=0.8, incidence 2.2° 

 

Xavier Jullien et Noémie Souhaite (2007) [26] au terme de leurs études, ils sont donc en 

mesure de mieux appréhender le fonctionnement, d’une part d’une soufflerie, et d’autre part des 

méthodes numériques pour déterminer les caractéristiques d’un profil. Ils ont pu suivre  une 

démarche telle qu’utilisée par les entreprises du secteur aéronautique pour concevoir de 

nouveaux aéronefs. Même avec l’arrivée de supercalculateurs et de méthodes de calcul toujours 

plus élaborées, les essais en soufflerie sont toujours utilisés pour caractériser l’écoulement autour 

de nouveaux profils, voire de nouveaux appareils, et ainsi recaler les modèles numériques. 

Leur projet de recherche a donc permis de mieux réaliser les difficultés des deux méthodes 

expérimentale et numérique. Même si leurs  résultats ne sont pas toujours à la hauteur, quelques 

résultats étant manifestement erronés, ils ont tout de même pu comparer et essayer 

d’appréhender l’origine des différences de résultats obtenus. Outre un problème survenu lors de 

leurs pesées, ils ont eu du mal à obtenir des calculs numériques très fiables, vu le nombre 

important de modèles à définir pour caractériser l'écoulement, avant de lancer un calcul souvent 

long. Ils ont réussi à faire converger les calculs pour une incidence trop élevée (14°, 30m/s). 

Malgré ces quelques difficultés, cette recherche a été accoutumée avec des méthodes de travail 

utiles dans le monde de l’aérodynamique industriel. 
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Comparaison des résultats aérodynamiques 

Tableau1.1 : comparaison des résultats Cz 

 

incidence (°) Cz(théorique) Cz(pression) Cz(pesée) Cz(Fluent) 

0 0 -0.01 0 0 

5 0,548 0,52 0,46 0,573 

10 1,096 0,717 0,734 0,887 

 

Tableau 1.2 : comparaison des résultats Cx 

 

 

incidence (°) Cx(pression) Cx(pesée) Cx(Fluent) 

0 0.014 0.012 0.035 

5 0.033 0.016 0.05 

10 0.104 0.05 0.163 

 

 

Tableau 1.3 : comparaison des résultats Cm 

 

incidence (°) Cm(théorique) Cm(pression) Cm(pesée) Cm(Fluent) 

0 0 0.08 0 0 

5 -0.137 -0.132 -0.118 -0.159 

10 -0.274 -0.172 -0.139 -0.255 

 

Les résultats sont plus proches pour une incidence de 5°que pour 10°car le logiciel Fluent suit 

plutôt les résultats théoriques qu’expérimentaux, puisqu’il considère que le décrochage n’a pas 

encore eu lieu.  

Arnaud Barthet , Alain Dervieux ,Pierre Sagaut et Marianna Braza [24] ont améliorés de la 

prévision des coefficients aérodynamique autour de configurations portantes par la méthodes de 

la corrections  adjointes  utilisées pour des fluides parfaits et visqueux. Le fait d'étudier les 

écoulements non visqueux et permettre d'apprécier la correction adjointe sur des cas ne 

comportant pas des phénomènes liés à la viscosité telle la couche limite, la génération de la 
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traînée de frottement  ou de pression visqueux. De plus les maillages demandent moins de points 

comparativement à ceux pour les fluides visqueux, cela donnera des temps de calcul plus court et 

une manipulation plus simple des maillages pour le développement de l'outil de calcul de la 

correction adjointe. Par la suite, les fluides visqueux vont être considérés. Toutes les conceptions 

de formes aérodynamiques se font avec des calculs en fluides visqueux. L'outil de calcul de la 

correction doit pouvoir être capable de traiter ces cas pour être applicable dans un contexte 

industriel. De plus, les contraintes sur les maillages sont différentes de celles pour des calculs en 

fluides visqueux à cause de la présence de la couche limite qu'il faut bien définir ainsi que du 

sillage. Il va être intéressant  de voir le comportement de la correction adjointe sur ce nouveau 

gêner de maillage. Les coefficients de traînée seront donnés en point de traînée correspond à 104 

du coefficient de traînée. 

 

Une approche stratégique basée sur la connaissance du comportement des tourbillons de 

sillage, notamment des mécanismes de dégénérescence. Cette approche a pour objectif 

d’atteindre la source même du problème, en agissant sur la voilure pour générer une naissance 

tourbillonnaire non aigu. Pour cela,  les moyens envisagés seraient l’injection massive de 

turbulence à petite échelles par différents dispositifs (aileron, déflecteur aérodynamique..) qui 

réduisaient  l’intensité des tourbillons de façon importante. Cependant de tels systèmes ont 

l’inconvénient d’augmenter la traînée totale qui est une contrainte plus importante pour les 

avionneurs. Une autre solution est l’utilisation de système de déclenchement d’instabilités des 

tourbillons qui accélèrent leur décroissance (instabilités de Crow [2], de moyenne longueur 

d’onde [1,2] perturbation optimale. Mais pour cela, il est nécessaire de connaître les 

caractéristiques stationnaires et instationnaires du sillage, les instabilités essentielles au système  

de tourbillons et leurs caractéristiques (en régimes linéaire, non linéaire et turbulent), ainsi que 

les moyens actifs ou passifs permettant de fournir de l’énergie à moindre coût aux modes 

instables qu’il cherche à provoquer. 

 

Nybelen L., Brancher P et Giovanni(2008) [5], ont étudié un sillage d’avion composé de 

plusieurs tourbillons énergétiques dont la durée de vie peut atteindre plusieurs minutes.  Ils ont 

conclu qu’ils peuvent représenter un danger pour un avion suiveur en induisant un fort moment 

de roulis.  Le travail présenté contribue à la connaissance du comportement de ces tourbillons à 

l’aide de simulation numérique directe et aux grandes échelles. Différents aspects de la 

dynamique des tourbillons  ont été étudiés. Le premier concerne la propagation et la collision de 

fronts d’onde le long de tourbillon. Ils peuvent être générées lors de la reconnection des 
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tourbillons contra-rotatifs  dans le champ lointain du sillage.   Les caractéristiques de la 

propagation et de ses conséquences ont été mises en évidence, ainsi qu’un critère objectif 

d’apparition du phénomène d’explosion tourbillonnaire (vortex bursting). Ils ont aussi étudié par 

le biais de simulations temporelles, une étude paramétrique qui a mené pour caractériser  et 

quantifier l’interaction entre un tourbillon et un jet de moteur.  Ils ont étudié aussi la fusion des 

tourbillons co-rotatifs émis en bout d’aile et de volet. L’approche temporelle a permis d’étudier 

ce processus dans des conditions stables et instables sans vitesse axiale pour deux  modèles de 

tourbillons réalistes.  Des conditions aux limites adaptées ont par la suite été implantées dans le 

but d’effectuer des simulations spatiales.  Ce type de simulation  a permet en outre de prendre en 

compte la torsion du système tourbillonnaire et l’influence de la vitesse axiale 

 

Zoran Dimitrijevitch, Gay Daniel Mortchéléwicz, et Fabrice Poirion(2000) [6] ont travaillé 

sur les déterminations des bifurcations de Hopf d’un profil bidimensionnel soumis à un 

écoulement transonique en présence d’un jeu. Un modèle d’état décrivant les forces 

aérodynamiques   acquises dans le domaine fréquentiel par un code Euler linéaires modélisant 

l’écoulement d’un fluide parfait est utilisé pour analyser  le comportement dynamique  d’un 

profil  d’aile bidimensionnel  comportant une non-linéarité concernant le type de jeu.  Cette 

formulation des équations aéroélastiques par variable d’état permet   de déterminer 

numériquement l’existence  de point de bifurcation de Hopf  et de cycles limites d’oscillations. 

Des comparaisons entre les solutions  des équations d’Euler  couplées  aux équations  du 

mouvement  de la structure  et les solutions du modèle d’état sont réalisées. 

 

Green S.I (1995) [25], la différence de pression entre l’intrados et l’extrados autour de l’aile 

est responsable de la mise en rotation de l’air à ses extrémités, formant ainsi des tourbillons 

longitudinaux intenses et concentrés. Les différentes discontinuités de surfaces portantes (volets, 

becs nacelles, empennage..) constituent également des éléments générateurs de tourbillons. Ces 

différents tourbillons interagissent entre eux ainsi qu’avec les écoulements marginaux derrière 

l’avion qui peut persister plusieurs minutes dans l’atmosphère.  

 

 A.Kourta et Al [7], ont fait l’étude d’un écoulement transsonique. L’interaction onde 

choc /couche  limite turbulente et les décollements  qui en découlent sur l’extrados d’une aile 

induisent des instabilités appelés tremblement provoquent des vibrations de la structure. Ce 

phénomène peut considérablement  influencer les performances aérodynamiques. Ces excitations 

entretenues peuvent produire suffisamment d’énergie pour exciter l’aile.  



   Chapitre 1                                                                                     Synthèse Bibliographique   

 

13 
 

  Cette étude porte essentiellement sur la simulation du tremblement aérodynamique (buffet). 

L’objectif est de prédire correctement ce phénomène en utilisant les équations de Navier-Stokes 

instationnaires moyennées avec un modèle de turbulence à concept de viscosité de turbulence (k-

ε) adapté à cette situation.  Ce modèle utilise un coefficient de viscosité en fonction des taux    de 

déformation et de rotation. Pour valider ce modèle, on calcule tout d’abord l’écoulement sur une 

plaque plane à nombre de Mach de 0,6.   La comparaison avec les résultats analytique montre un 

bon accord. Le profil ONERA  OAT15A est choisi pour décrire le tremblement. Les résultats 

trouvés montrent  la capacité du modèle à prédire ce phénomène instationnaire. 

 

Xavier Toussain  [8] Dans son travail a traité une simulation numérique d’un écoulement 

transonique instationnaire et turbulent d’un profil supercritique. L’objectif de ce travail était de 

tester quelques modèles de turbulence du type RANS pour la prévision du tremblement, en vue 

du développement futur d’une méthode hybride RABS/LES. Les modèles Spalart-Allmaras de 

Jones-Launder  ont été testés au préalable  en stationnaire, et le modèle de Spalart est apparu   le 

plus apte aux calculs instationnaires du tremblement. Les calculs instationnaires ont révélé que  

la viscosité turbulente était surévaluée par le modèle de Spalart dans la zine de décollement et 

dans la zone de sillage, ce qui conduit au tremblement. 

 

 Merabet Amel(2006) [9], L’étude entreprise consiste en l’étude des caractéristiques 

aérodynamiques des ailes d’avion de différents profils à des vitesses subsoniques avec  de 

différentes distributions de circulation. Les formes de ces derniers sont considérées comme 

elliptiques et arbitraires, qui représentent analytiquement une aile d’avion avec une trainée 

minimale. Il a été convenable de représenter cette distribution de circulation en termes de séries 

infinies où les premiers termes décrivent la distribution elliptique. Par ailleurs, ils ont  également 

représenté les caractéristiques aérodynamiques des ailes d’avions de différentes formes dans une 

soufflerie subsonique. Les essais expérimentaux ont permis  de faire une comparaison entre les 

caractéristiques aérodynamiques d’une aile d’avion de forme rectangulaire, elliptique et 

trapézoïdale fournies par la théorie  de la ligne portante de Prandtl et celle données par les essais 

dans une soufflerie à vitesse subsonique. Les résultats numérique et expérimental obtenus sont 

en bonne concordance et montrent que les propriétés aérodynamiques des ailes d’avion de 

formes arbitraires ne diffèrent pas radicalement de celles de formes elliptiques. Ces résultats 

montrent aussi qu’en régime subsonique les caractéristiques de l’aile ne sont pas influencées par 

les différentes formes géométriques considérés. 
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N. Bekka et al (2009) [14], une étude numérique d’écoulements à faible nombre de Reynolds 

avec effet thermique autour de profils d’ailes MAV ( Micro air vehicles) en utilisant différents 

modèles de turbulence incluant le modèle algébrique de Baldwin-Lomax, le modèle à une 

équation de Spalart-Allmaras et les modèles à deux équations k-ω et SST K-ω, est présentée. 

D’abord, l’effet thermique sur l’efficacité dynamique est étudié pour l’écoulement autour d’une 

aile rectabgulaire MAV, basée sur la section du profil NACA0012, avec un rapport d’aspect AR 

= 2 et un angle d’incident au bord d’attaque de 0°. Ensuite, des détails de l’effet thermique sont 

limités au profil bidimensionnel NACA0012 avec une longueur de la corde de 3.81 cm. Cette 

étude montre qu’une amélioration de l’efficacité aérodynamique ( augmentation de portance et 

réduction de traînée) est obtenue par la génération d’une dufférence de température entre 

l’extrados et l’intrados du profil ( en refroidissement la surface supérieure et chauffant la surface 

inférieure). Les résultats numériques btenus avec différents modeles de turbulence sont en bon 

accord avec les données expérimentales sauf le modèle k-ω. 

Les calculs ont été effectués avec le code CFD-FASTRAN en utilisant un schéma 

d’intègration dans le temps totalement implicite et le schéma d’intègration dans l’espace  

Upwind Roe flux difference splitting augmenté par un high Osher-Chakravarthy limiter. 

 

J-P Rosenblum et al( 2001) [12], pour contrôler l’éclatement tourbillonnaire sur l’aile delta 

avion militaire dans le but de générer des moments de roulis ou d’améliorer la stabilité à garde 

incidence, les similations numériques d’écoulements aident à améliorer la compréhension des 

topologies d’écoulement relatives à l’utilisation de technique de contrôle spécifiques. Une 

première étape dans ce genre d’études est de s’assurer que l’on peut simuler déjà de façon 

précise l’éclatement tourbillonnaire sur aile delta en l’absence de dispositif de contrçole. 

Dassaut aviation a réalisé des calculs (Euler et Navier Stokes) sur la configuration grande 

incidence ( avec braquage des becs) de l’aile delta du mirage 2000. Sur cette configuration 

industrielle complexe, l’écoulement sur l’aile résulte du mélange des tourbillons provenant de 

l’apex, du bec interne et du bec externe. Les calculs Euler conduisent à une convergence 

instationnaire,mais les efforts moyennés prédisent correctement l’incidence de portance 

maximale. Les calculs Navier-Stokes réalisés pour l’incidence de portance maximale montrent 

que les tourbillons de voilure sont complètement éclatés , alors que ce n’est pas le cas sur les 

répartitions de presion expérimentales. Plusieurs voies d’améliorations sont envisagées : la 

première est d’enrichir le maillage dans la zone des tourbillons. La seconde est d’améliorer la 

modélisations turbulente : il est connu que les modèles k-ε classiques modélisent mal la 
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turbulence en rotation, ce qui est le cas dans les couches de cisaillement qui sont à l’origine du 

noyau visqueux du tourbillon.   

De sorte à simplifier la configuration d’écoulement, une comparaison calculs/expérience est 

réalisée sur aile delta générique d’angle de flèche 70°. Les essais correspondants ont été réalisés 

par ONERA à soufflerie F2 du fauga. On compare la position de l’écalatement tourbillonnaire. 

L’influence du raffinement de maillage dans le cœur du tourbillon et du modèle de turbulence ( 

utilisation du modèle RSM qui prend en compte l’influence de la rotation et l’anisotropie) sont 

présentés. En conclussion, certaines recommandations sont données pour la simulation des 

écouolements tourbillonnaires. 

 

 C.E- Moldoveanu (2007) [13], le but de cette thèse est d’étudier le comportement des 

tourbillons longitudinaux sous l’influence d’une turbulence extérieure. Les travaux portent tout 

d’abord sur les aspects théoriques concernant les tourbillons qui constituent le sillage des avions. 

Ils ont présenté des aspects théoriques et les principaux mécanismes d’instabilité qui sont à la 

base de destruction des tourbillons longitudinaux controrotatifs. Pour les simulations réalisées, 

ils ont choisi le logiciel JADIM développé à L’IMP adapté pour les simulations des grandes 

échelles des écoulements turbulents.  

La validation des méthodes numériques utilisées est réalisée par comparaison entre résultats 

théoriques  et les résultats obtenue par simulation numérique d’un tourbillon longitudinaux 

solitaire. De même, ils ont  étudié le comportement d’un écoulement perturbé à l’intérieur ou 

l’extérieur d’un tourbillon isolé. L’étude de l’effet de la turbulence extérieure  sur une paire de 

tourbillons longitudinaux contrarotatifs a mis en évidence la compétition entre l’instabilité 

elliptique et l’instabilité de Crow des tourbillons. Par l’étude des interactions d’une paire de 

tourbillons contrarotatifs au voisinage d’une paroi d’une  paroi a mis en évidence le mécanisme 

de génération d’une couche limite de vorticité puis le décollement des tourbillons secondaires.  

   

 

Les résultats numériques, pour une aile rectangulaire finie non tordue (NACA 0012, AR =6.7) 

qui n’utilise pas de déflections par volets, sont comparés avec les prédictions théoriques de la 

ligne de portance. L’approche numérique utilise un logiciel CFD basé sur les équations d’Euler. 

Un code maison  de la ligne de portance a été utilisé pour prédire  les valeurs de référence 

théoriques. En divisant l’envergure de l’aile en vingt sections et en utilisant l’intégrale de surface 

de la pression en chaque section une distribution est obtenue de la solution d’écoulement 

correspondantes aux écoulements subsoniques et supersoniques (Mach = 0.3-0.7) à petits angles 
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d’attaque, la compression entre les valeurs prédites et les valeurs théoriques de la ligne de 

portance montre un bon accord avec une déviation maximale seulement de 2.4 % sur toute 

l’envergure de l’aile. La trainée induite était extraite du sillage en aval en utilisant une technique 

d’intègrale du sillage appelée « l’analyse plane de Trefftz ». Cette approche était utilisée  à cause 

de: 

 

• Il n’existe pas d’impressions inhérentes associées avec l’utilisation de la méthode plus 

courantes d’intégrale de surface pour calculer la trainée d’une aile. 

• L’approche d’intégrale du sillage isole directement la trainée induite (trainée visqueuse 

et trainée du sillage)  

 

Les prédictions de la trainée induite basées sur l’intégration de surface, l’intégration du sillage 

et les méthodes de ligne de portance sont confrontées.  Les résultats numériques de la trainée 

induite montrent une dépendance de la position en aval du plan de Trefftz. Les corrections 

d’écoulements presque en sillage et compressibles étaient appliquées pour améliorer les 

prédictions de trainée induite par l’intégration du sillage. 

 

L’approche d’intégration du sillage est susceptible à la dissipation  artificielle due au maillage 

utilisée, qui fournit une erreur qui augmente lorsque la position du plan de Trefftz se déplace 

plus loin en amont. Les tentatives pour estime l’étendue de cet effet et de le corriger ont été 

discutés. La solution numérique des équations d’Euler montre que la méthode d’intégrale   du 

sillage via l’analyse plane de Trefftz a été appliquée avec succès. L’étude montre en détail un 

effort originel  pour identifier les incertitudes numériques associées à la simulation et 

spécifiquement à la prédiction de la trainée induite. 

 

Une tendance de fond ces dernières années en mécanique des fluides est de recourir 

massivement à la simulation numérique à la fois dans le domaine de la recherche et du 

développement de nouveaux produits dans l’industrie. Les champs d’application de la simulation 

numérique sont très vastes et s’étendent chaque année pour traiter des problèmes de plus en plus 

complexes avec des ordinateurs toujours plus puissant et des logiciels plus intelligents. Dans ce 

contexte (Vincent Chapin), (Gerhard Zumbil) et (Tanguy Kervern) entrepris au sein de l'institut 

supérieur de l'aéronautique et de l'espace  ISAE France  en  novembre (2010), le développement 

d’une plateforme de simulation et d’optimisation numérique en mécanique des fluides nommée 
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VLab (Laboratoire virtuel) et qui permettra à terme de traiter des problèmes complexes de haut 

niveau. 

 

Cuzieux, (2003) Haverdings (2002), Nannoni (2001) [102,103;104] ont des études portes sur 

la modélisation des interactions aérodynamiques qui interviennent sur un convertible à rotors et 

parties d’aile basculants quand l’appareil est en mode hélicoptère, avion ou bien lors de la 

transition entre ces deux modes. Par conséquent, après avoir dressé un état de l’art, une première 

étape consiste  à modéliser l’aile suivant une méthode de ligne portante non linéaire permettant 

d’améliorer la prise en compte des interactions avec les rotors ainsi que l’impact de l’effet de  sol 

sur l’aile (théorie des images). Le travail consiste ensuite à intégrer les différents modèles étudiés 

au code de mécanique du vol d'Eurocopter host afin d’améliorer ses capacités d’évaluation des 

performances et des Qualités de Vol de ce type d’appareil. 
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Chapitre 2  

 

Modèle Mathématique  et Résolution Numérique 
2) Introduction 

L'aéronautique a été toujours concernée et dans une large mesure par l'ensemble des effets de 

la pression de l'air sur les corps, la distribution de la pression et des forces aérodynamiques. Mais 

le comportement d'une particule ou d'une molécule élémentaire de l'air doit être toujours étudié 

afin de transformer le comportement physique en équations mathématiques. Ceci pour ne pas 

dire que toute équation représentative de chacune des caractéristiques pratiques d'un fluide réel 

doit être prise en considération et introduit dans la solution générale de chaque phénomène 

physique. Cependant,  ceci entraîne une complexité du système mathématique résultants où il 

n'est plus facile de trouver de solution simple, et dans la mesure du possible d'omettre les 

caractéristiques des fluides de faible influence. 

  

2.1) Etudes théoriques  

La détermination des performances aérodynamiques des avions a été l'une des préoccupations 

importantes des laboratoires  de  recherche durant  ce  siècle. Ceci  a  permis  d'établir  des  

méthodes  analytiques fiables très utilisées dans la conception des aéronefs.  

Quelques unes de ces techniques  sont  décrites  dans  les  paragraphes qui vont suivre.  

 

2.1.1) La théorie des petites perturbations  

D'un  point  de  vue  analytique , le  potentiel des vitesses est la somme d'un potentiel du 

champ uniforme de vitesse parallèle à l'axe des  abscisses  et  d'un  potentiel  de Perturbation. Les  

vitesses  de perturbation sont considérées très petites en modules comparés à∞U . 

En régime  permanent, l'équation  de la quantité de mouvement associée à l'équation de 

continuité donne le résultat exact et classique suivant:  
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Cette équation différentielle est du type elliptique, parabolique ou hyperbolique  selon  qu'est 

)1( 2
∞− M  positif,  nul  ou  négatif. Elle est applicable  dans  le   cas  d'écoulement  subsonique  et 

supersonique.    

Pour un nombre de mach nul, c'est  à dire en incompressible, on retrouve l'équation de 

Laplace qui gouverne l'écoulement du fluide incompressible. 

L'équation ci-dessus, peut être simplifiée en négligeant les termes contenant les quantités de 

perturbation du membre de droite. 

En terme de potentiel des vitesses et ne gardant que le premier terme du membre droite, on a: 
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Cette équation est valable en régime subsonique, supersonique et transsonique. 

Pour un écoulement isentropique, stationnaire, irrotationnel et faiblement perturbé d'un fluide 

non visqueux et compressible l'équation précédente peut être simplifiée dans le cas  d'un régime 

subsonique et supersonique en négligeant le terme de droite: 
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Cette équation, contrairement aux deux premières, est  maintenant linéaire. Si P est la pression 

statique en un point quelconque de la paroi, on peut définir le coefficient de pression par : 

=PC
2

2

1
∞∞

∞−

U
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ρ
         

(2-4) 

En remplaçant la pression par son expression, et être utilisant  les formules d'approximations, 

le coefficient de pression devient:  
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Les termes contenant les carres des vitesses de perturbation peuvent  être néglige dans le cas 

bidimensionnel ou dans celui des obstacles plans.   

Les conditions aux limites sont rapportées a la surface de l'obstacle qui est décrite d'une 

manière générale par: 

  0),,( 321 =xxxF    

L'imperméabilité des parois se traduit, dans le cas d'un fluide non visqueux, par la 

tangentiialité de la vitesse sur la surface de l'obstacle. 

Dans le cas de l'écoulement  subsonique bidimensionnel. La condition à la paroi pour un 

profil mince prend la forme classique suivante: 

∞= Uv
1

2

dx

dx
      (2-6) 

Stipule que les vitesses de perturbations tender vers zéro à de grandes distances de l'obstacle 

La présence d'un obstacle du type profile d'aile mince perturbe l'écoulement [6,82,83]  et  

altère  le  champ  des  vitesses  à l'infini amont,  le champ  des  vitesses  non  perturbé ,  appelé  

aussi  écoulement de base, est donnée par : 

∞= Uu1                      

02 =u                                                     

03 =u  

(2-7) 

La  vitesse  autour  de  l'obstacle  reste voisine  en  tout  point, de  la  vitesse à l'infini et elle 

donnée par : 

 

      ∞+= Uuu1   

     vu =2                                                                                     

     wu =3  

 

(2-8) 

2.1.2) La théorie de la ligne portante de prandtl: 

 

Avant d'étudier la théorie de la ligne portante de Prandtl, il est nécessaire de donner un aperçu 

qualitatif sur la théorie tourbillonnaire appliquée aux écoulements subsoniques tridimensionnels. 

Lorsque l'aile est portante et d'envergure infinie, le courant est plan et normal à l'envergure, à 

une incidence de sustentation positive, les dépressions qui s'établissent sur l'extrados et les 

surpressions d'intrados sont uniformes toute l'envergure. 
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Par contre, si l'envergure est fini, un courant secondaire se produit à chaque extrémité de l'aile 

et tend à égaliser les pressions, alors deux conséquences en résultent. 

En premier lieu, par la composition des vitesses du courant secondaire et du courant principal, 

les lignes de courant sont déviées sur l'extrados vers le plan de symétrie de l'aile et sur l'intrados 

vers les extrémités de l'aile.  

En fin du bord de fuite de l'aile part une surface de discontinuité tangentielle de vitesse suite 

aux directions différentes provoquées par l'extrados et l'intrados cette surface est une nappe 

tourbillonnaire. 

En second lieu, les pressions ne sont plus uniforme sur toute l'envergure, la sustentation d'une 

tranche élémentaire est maximum dans le plan de symétrie et, en général, tend graduellement 

vers zéro vers les extrémités. 

Une infinité de tourbillons liés et parallèles à l'envergure, chaque tourbillon lié donnant deux 

tourbillon libres, comme la circulation varie, les tourbillons liés n'ont pas tous la même 

envergure, les surfaces  de discontinuités formées sont instables et tendent à s'enrouler à leurs 

extrémités donnant naissance à deux tourbillon marginaux qui s'établissent aux extrémités de 

l'aile sur lesquels s'enroulent respectivement les autres tourbillons libres. Lorsque la sustentation 

devient notable, ces tourbillons marginaux ainsi que les déviations des lignes de courant aux 

extrémités de l'aile sont. Faciles à mettre en évidence dans les laboratoires au moyen de fumées 

émises au voisinage de l'extrémité de l'aile  

Ainsi, nous pouvons supprimer la voiture qui est un corps matériel et la remplacer par deux 

nappes tourbillonnaires, la nappe de tourbillons liés et la nappe de tourbillons libres. 

La théorie de la ligne portante de Prandtl est applicable aux ailes rectangulaires de grand 

allongement et de faible flèche. Le modèle de Prandtl considère que tous les tourbillons liés sont 

parallèles et peuvent être réunis sur un seul segment dit segment porteur et une nappe 

tourbillonnaire plane située dans le plan de l'aile. Il poursuit l'étude de l'aile d'envergure limitée 

en calculant la vitesse induite par les tourbillons libres les tourbillons liés situé sur le segment 

porteur donnent une vitesse induite nulle sur celui-ci. 

Considérons dans la théorie des fluides parfaits un tourbillon rectiligne infini de circulation. 

Ce tourbillon produit en un point M situé à une distance de son axe, une vitesse induite 

perpendiculaire :  

r
Vi π2

Γ=  (2-9) 

Soit maintenant une aile plane, ayant OX  comme axe de symétrie transversal dans la théorie 

de Prandtl, on admet qu'une nappe tourbillonnaire plane s'étend jusqu'à l'infini, vers l'arrière, 

dans le prolongement de l'aile cette nappe est formée des demi tourbillons élémentaires 
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juxtaposés de circulation Γd , dont la vitesse induite est par conséquent deux fois moindre que 

précédemment. 

Dans le système d'axesOXYZ, la vitesse induite par le demi -tourbillons d'ordonnée y au point 

Mo est :    

dy

dvi    = - 
)(4 yyo

d
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π
  (2-10) 

Et par suite : 
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Etant donné que la vitesse induite est dirigée vers le bas dans la section de l'aile contenant le 

point Mo, l'incidence aérodynamique est diminuée en valeur absolue. L'angle induit dans la 

section considérée est.  

∞
=

V

w
i )tan(α  (2-12) 

Prandtl admet que le théorème de joukowski s'applique, d’où une force perpendiculaire à la 

vitesse résultante et qui à les deux composantes suivantes: 
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Comme l'angle induit est faible, en remplaçant la résultante aérodynamique par son expression, 

les équations s'écrivent : 
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Pour progresser dans les calculs, il faut connaitre la loi de répartition de la circulation le long 

de l'envergure. 

2.1.3)  Aile à répartition elliptique de circulation : 

la distribution de circulation , autour des différentes sections de l'aile, qui suit une loi elliptique 

est exprimée par: 

1
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 (2-15) 
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cette loi s'écarte peu de celles que l'on rencontre réellement, et les résultats obtenus à patir de 

cette hypothèse constituent une bonne approximation pour les ailes pratiques de forme 

rectangulaire ou trapezoidale . 

 

 

Figure 2.1 système tourbillonaire a une aile d'envergure finie  

 

Figure 2.2  la distribution elliptique de circulation (modèle de la ligne portante de Prandtl)  
 

Posons:   

)cos(2 θby =  (2-16) 

par conséquent, l'équation (2.16) donne: 

b

o
Vi 2

Γ−=  (2-17) 

La vitesse induite est constante tout le long de l'envergure de l'aile et par suite l'angle induit 

est donné par : 
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bV
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d'après les équations (2-16,2-17) , la force de sustentation verticale est: 

4
0Γ

= ∞∞
b

VFZ

πρ  (2-19) 

En remarquant que l'intégrale représente l'aire de la demi ellipse, la résistance induite est 

exprimée par:  

8
0Γ

= ∞
πρ

IXF  (2-20) 

Les coefficients de portance et de traînée induite sont: 
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(2-21) 

 Par suite, pour que la circulation varie selon une loi elliptique, il faut que la corde également 

varie suivant une loi elliptique, ce qui conduit a:  
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 L'expression de la circulation obtenue est: 

0
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(2-23) 

Pour un profil mince d'envergure infinie avec un allongement qui tend aussi vers l'infini, la pente 

du coefficient de portance est: 
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a
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(2-24) 

Le rapport des coefficients de portance pour les deux profils considérés conduit à: 
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(2-25) 

Cette analyse montre que l'aile elliptique donne lieu à la traînée induite minimale très recherchée 

par les aérodynamiciens. 

2.1.4)   Aile à répartition arbitraire de circulation  

En général, la répartition de circulation sur une aile est développée en série de Fourier : 
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∑
∞

∞=Γ
1

)sin(2)( θθ nAbV n  (2-26) 

Les coefficients An (n=1,……………..N) sont des inconnues qui doivent satisfaire l'équation 

fondamentale de la ligne portante de Prandtl, le coefficient de portance est donné par: 
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nZ dnA
S

b
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1 0

2

)sin()sin(
2 θθθ  (2-27) 

L'utilisation des lois d'intégration des produits de fonctions circulaires conduit au résultat 

simple suivant : 

SAAC iZ π=  (2-28) 

De même, le coefficient de traînée induite est: 

)1(
² δ

π
+=

SA

Cz
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iX  (2-29) 

Avec :                  ∑= 2)(
i

n

A

A
nδ               

La vitesse induite n'est pas constante sur toute l'aile et les formules de Prandtl ne sont plus 

applicables dans le cas de répartition arbitraire de circulation. Elles ne constituent qu'une 

première approximation pour le calcul des caractéristiques aérodynamiques, on procède comme 

suit : 

L'aile arbitraire d'allongement a est assimilée à une aile répartition elliptique dont 

l'allongement est )1( δ+A concernant coefficient de traînée induite et )1( τ+A  , en ce qui 

concerne calcul de l'angle induit. 

δ     Et   sont des coefficients positifs, ils dépendent l'allongement et profil. [08,79,82,83] 

          

2.1.5)  La théorie des profils minces : 

La solution du problème de l'écoulement autour d'un profil arbitraire est très complexe si l'on 

tient compte de l'épaisseur, de la cambrure et de l'angle d'incidence. 

La méthode donnée par théodosien décrite [66,67] très lente et itérative par conséquent, il est 

nécessaire de développer une méthode plus simple basée sur l'approximation de la solution 

exacte. 

Les équations qui gouvernent ce type de problème sont :  

L'équation de Laplace est donnée par:  

0
²

²

²

² =
∂

Φ∂+
∂

Φ∂
yx

 (2-30) 

La condition à la surface du profil  
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0. =∇Φ∇ F
rr

 (2-31) 

La condition imposée à l'infini : 

∞= VV
rr

 (2-32) 

La condition de Kutta :  

• la circulation du profil est choisie de telle manière à ce que la vitesse reste finie et 

continue au bord de fuite. 

• La présence du corps perturbe l'écoulement et le champ de vitesse devient : 

),( yxqVV
rrr

+= ∞  (2-33) 

Les composantes de la vitesse sont : 
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Ou bien:  
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      Les équations transformées du problème initial deviennent : 

         L'équation de Laplace : 
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∂
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 (2-36) 

       La condition à la surface : 

(V ∞ + 0). =∇∇+∞ FV
rrr

φ   (2-37) 

2. 2) Méthodes numériques 

Le développement extraordinaire de l’informatique a entraîné pour les sciences de l’ingénieur, 

et particulièrement pour l’aérodynamique, une révolution dans les méthodes d’étude théorique. 

Cette révolution, que l’on peut faire remonter au début des années soixante, a conduit à 

l’émergence d’une nouvelle discipline, l’aérodynamique numérique, qui joue un rôle de plus en 

plus important dans la conception et l’optimisation des véhicules ou engins aériens. 

Le développement de l’informatique et des méthodes numériques en aérodynamique a eu 

deux sortes de conséquences, D’une part, des théories simplifiées (théories linéarisées, théories 

asymptotiques comme celle de la couche limite) ou des méthodes plus exactes bien connues dans 

leur principe (méthodes des singularités, méthodes des caractéristiques) ont vu leur champ 

d’applications considérablement élargi. D’autre part, des problèmes, jusque-là inaccessibles à 
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cause de leur complexité mathématique (par exemple, le calcul des écoulements transsoniques et 

des ondes de choc, ou le calcul d’écoulements fortement décollés), ont pu être résolus 

numériquement à l’aide de nouvelles méthodes. 

2. 2.1) Complexité des problèmes d’aérodynamique 

La détermination théorique des écoulements autour de véhicules ou d’engins, et plus 

généralement autour d’obstacles, se heurte à des difficultés variées qui tiennent aussi bien aux 

caractéristiques des équations à résoudre (équations non linéaires, fortement couplées, de type 

mathématique variable) qu’à la complexité même des écoulements auxquels on a affaire 

(complexité géométrique des obstacles, diversité des conditions aux limites parfois délicates à 

définir, champs illimités, effets physiques avec des échelles de longueur et/ou de temps très 

différentes). En particulier, la très faible viscosité des fluides usuels tels que l’air et l’eau (qui se 

traduit par de très grandes valeurs du nombre de Reynolds) conduit à l’existence de couches 

visqueuses minces, comparées aux dimensions de l’obstacle, et de surfaces de quasi-

discontinuité des propriétés de l’écoulement (les ondes de choc). 

En conséquence de la complexité mathématique des problèmes, l’existence et l’unicité de la 

solution ne peuvent être démontrées qu’avec des hypothèses restrictives peu applicables à des 

problèmes réels d’aérodynamique. Une connaissance expérimentale préalable du problème est 

toujours indispensable à sa formulation mathématique. 

Parmi les facteurs qui contribuent à la complexité des écoulements, il convient de faire une 

place à part à la turbulence, présente dans la plupart des problèmes d’aérodynamique. En effet, 

bien que les équations de Navier-Stokes soient valables pour décrire la turbulence, la prise en 

compte de toutes les échelles des fluctuations turbulentes exige une discrétisation spatio-

temporelle tellement fine que le calcul complet d’un écoulement turbulent réel n’est possible que 

dans des situations physiques très simplifiées et au prix de centaines d’heures de calcul sur un 

ordinateur puissant. Comme une description statistique de la turbulence est en général suffisante, 

les méthodes de calcul actuelles portent sur la résolution des équations moyennées ou filtrées qui 

régissent un écoulement moyen. On sait que ces équations font apparaître de nouvelles grandeurs 

inconnues (termes de corrélation, comme les tensions de Reynolds) qui nécessitent des relations 

supplémentaires, soit algébriques, soit aux dérivées partielles, constituant ce qu’on appelle un 

modèle de turbulence. La modélisation de la turbulence reste un problème ouvert, d’une grande 

importance pratique, dont dépend pour une part la fiabilité des prévisions numériques. 

2.2.2) Diversité des méthodes numériques 

La diversité des méthodes numériques utilisées en aérodynamique va de pair avec celle des 
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problèmes d’écoulement et avec celle de leurs formulations mathématiques. 

Pour caractériser les divers types de méthodes, considérons le problème continu représenté 

symboliquement par les équations et des  conditions, où f   est l’ensemble des inconnues 

scalaires ),......,,( 321 Lffff , fonctions des variables ),........,,,( 321 RXXXXX =  dans un 

domaine D de frontière 0; =fLdD  représente le système des équations à résoudre et gC f =  

celui des conditions aux limites. Toute méthode de résolution numérique de ce problème continu 

comporte une phase de discrétisation (ou phase d’approximation) et une phase de résolution. 

      La phase de discrétisation transforme le problème continu en un problème discret, c’est-à-

dire un problème dont l’inconnue p  appartient à l’espace de dimension finieMR , 

soit ),......,2,1( Mpppp =  où les p m  sont des nombres réels. La donnée de p  doit définir une 

approximation f  de f ; autrement dit, on fait le choix d’une représentation approchée de  )(Xf  

par ).,( pXf , fonction donnée de XX   et dep  . Les équations et les conditions sont approchées 

par des équations et conditions discrètes qui, appliquées à  f , donnent un système de M  

équations pour les M  inconnues 
Mpppp ,....,,, 321

 . 

La phase de résolution porte sur la détermination de la solution p  des équations discrètes. La 

résolution est dite directe si elle est effectuée avec un nombre fini d’opérations; elle est dite 

itérative si la solution p  est obtenue asymptotiquement à la limite d’une suite infinie 

d’opérations, nécessairement tronquée en pratique. Même s’il existe une méthode de résolution 

directe, une méthode itérative peut être plus efficace et exiger en pratique moins d’opérations. À 

partir de ces considérations générales, on peut caractériser les grands types de méthodes de la 

façon suivante. 

2.2.2.1) Méthodes de singularités 

L’équation 0=fL  étant supposée linéaire, on choisit pour f  une solution exacte de cette 

équation construite par superposition de certaines solutions fondamentales (appelées 

«singularités») qui dépendent de paramètres; l’ensemble de ces paramètres définit les inconnues 

discrètes p . Il s’agit donc d’un cas spécial où le système discret résulte de la seule discrétisation 

des conditions aux limites, l’équation 0=fL   étant vérifiée exactement, ce qui présente 

l’avantage de réduire considérablement le nombre M  d’inconnues discrètes nécessaires. 

2.2.2.2) Méthodes de différences finies 

Les équations du problème continu sont prises sous la forme d’équations aux dérivées 

partielles. Le domaine D est discrétisé par un ensemble de points («nœuds») définis en général 

par les intersections de familles de lignes ou de surfaces qui constituent un maillage. Les 
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inconnues p  sont les valeurs de f  aux nœuds; le problème discret résulte de l’application de 

l’équation  0=fL  et des conditions aux limites gC f =  aux nœuds du maillage respectivement 

dans D et sur bD. En pratique, la dépendance de f  par rapport à X  n’est pas donnée 

explicitement; elle résulte implicitement (sans d’ailleurs être unique) des formules aux 

différences finies utilisées pour représenter les dérivées de f  aux nœuds, formules déduites de 

développements en série de Taylor. Sauf cas spéciaux, on peut considérer que f  est un polynôme 

en X  continu et dérivable par morceaux. 

2.2.2.3) Méthodes de volumes finis 

Le problème continu est formulé en termes d’équations de bilan (lois de conservation) sous 

forme intégrale s’appliquant à des sous-domaines quelconques de D. Le domaine D est discrétisé 

par des volumes élémentaires (ou cellules, ou volumes finis) pouvant se recouvrir partiellement, 

et le plus souvent définis par des maillages comme dans les méthodes de différences finies. Les 

inconnues p  peuvent être les valeurs moyennes de f  dans chaque cellule, ou plus généralement 

des valeurs de f  en certains points de chaque cellule. Les équations discrètes résultent de 

l’application à f  des équations de bilan dans chaque cellule. 

2.2.2.4) Méthodes d’éléments finis 

Le problème continu est pris sous une formulation variationnelle, s’il en existe une, ou plus 

généralement sous une formulation faible. Cette dernière revient à écrire que fL  est orthogonal à 

un certain espace TE  de fonctions-testsq , soit symboliquement: 

Tf EL ∈∀= ψψ 0,  
          

(2-38)  

 Le domaine D  est discrétisé par des volumes élémentaires (ou cellules, ou éléments finis) –

 notons ke  l’un d’eux – dans chacun desquels f   a une représentation explicite assez simple du 

type: 

∑
=

∈=
j

j
k

k
j

k
j eXXa

1

,)(φφ  
          

(2-39)  

Les fonctions  k
jφ  , appelées fonctions de forme, sont le plus souvent des polynômes par 

rapport à une variable Y  déduite de X  par une transformation de ke  en un élément de 

référence. En général, les k

j
a  sont reliés aux valeurs de f  et éventuellement de ses dérivées en 

des points particuliers de ke  . Les inconnues p  sont donc l’ensemble des k

j
a  . 

Le problème discret s’obtient soit en substituant f  à f  dans la formulation variationnelle du 
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problème continu, soit en écrivant que f  vérifie la formulation faible (2-38) pour un sous-

ensemble fini de fonctions-tests (méthode des résidus pondérés). 

Les équations de bilan qui sont utilisées dans les méthodes de volumes finis peuvent être 

obtenues à partir d’une formulation faible de type (2-38) où les fonctions-tests q sont les 

fonctions caractéristiques d’une famille infinie de sous-domaines de D (la fonction 

caractéristique d’un sous-domaine d1 prend la valeur 1 si X  ª d1, 0 autrement). On peut donc 

considérer que les méthodes de volumes finis ne sont qu’une classe particulière de méthodes 

d’éléments finis utilisant comme fonctions-tests kq   les fonctions caractéristiques des éléments 

finis  ke  . La distinction s’est établie en pratique pour des raisons historiques, les méthodes de 

volumes finis s’étant développées initialement pour des systèmes d’équations de conservation du 

premier ordre, et les méthodes d’éléments finis pour des équations du second ordre de type 

elliptique. 

2.2.2.5) Méthodes spectrales 

Ces méthodes sont caractérisées par la représentation de f  (dans D, ou dans des sous-

domaines macroscopiques de D) sous la forme d’un développement par rapport à des 

fonctions de base  ))(( rXrF  pour chacune des composantes de X . Supposant que D, ou le 

sous-domaine considéré, soit un cube, on écrit: 

)().....(.... )(
1

)1(
1

1

1 1

1
......

1

R
R

jRJ

J

j

JR

j
jRj XXa

R

φφφ ∑ ∑
= =

=  

  

(2-40) 

 

Les inconnues discrètes p  sont l’ensemble des coefficients à  j =1,  ... jR. Les équations 

discrètes s’obtiennent à partir de (2-40).  

2.2.2.6) Discrétisation : 

Dans toutes ces méthodes se pose le problème théorique de la convergence de f  vers f  lorsque la 

discrétisation est rendue de plus en plus fine, le nombre M d’inconnues discrètes augmentant 

indéfiniment. Cette question fondamentale, à laquelle on ne peut répondre de façon complète et 

rigoureuse que pour des problèmes modèles simplifiés, est du domaine de l’analyse numérique. 

On notera que dans les méthodes spectrales, la discrétisation est affinée en augmentant les 

nombres des termes RJJJ ,........., 21  des développements de type (2-40), chaque sous-domaine où 

s’applique un tel développement restant fixé, alors que dans tous les autres types de méthodes, le 

raffinement de la discrétisation est obtenu en diminuant de plus en plus la taille des mailles ou 
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des cellules, le schéma local de discrétisation pour une maille ou une cellule restant fixé. 

2.2.2.7) Discrétisation par la méthode de type mixte 

Les définitions générales ci-dessus ne distinguent pas, dansX , la variable temporelle t  et les 

variables spatiales ),,( 321 xxxx = x   qui peuvent être des coordonnées curvilignes quelconques. 

En pratique, cette distinction est importante; on considère séparément la discrétisation du temps 

et la discrétisation de l’espace, qui peuvent être de types différents. Ainsi, on pourra avoir une 

discrétisation de type différences finies en temps (cas usuel) et de type éléments finis ou de type 

spectral en espace. Il est même possible de mettre en œuvre des discrétisations de types 

différents selon la variable d’espace, par exemple de type différences finies en 21, xx  et de type 

spectral en 3x . 

2.3) Méthodes de singularités 

2.3.1) Introduction  : 

elles sont adaptées au calcul des écoulements incompressibles «irrotationnels», et plus 

généralement au calcul approché des écoulements compressibles de fluide parfait en théorie 

linéarisée. L’équation à laquelle obéit, dans ces conditions, le potentiel des vitesses est linéaire, 

de type équation de Laplace ou équation des ondes. Les solutions fondamentales, dont la 

superposition donne le potentiel de perturbation qui s’annule à l’infini, sont des sources ou des 

doublets répartis sur la surface de l’obstacle qui est discrétisée au moyen de facettes, en général 

quadrangulaires ou triangulaires. 

Il est essentiel de tenir compte de l’existence, dans les écoulements réels, de nappes ou de 

zones tourbillonnaires prenant naissance aux parois (décollements), et dans lesquelles 

l’écoulement est rotationnel. Ces zones sont discrétisées au moyen de filaments tourbillonnaires 

concentrés, ou de particules tourbillonnaires concentrées, qui sont autant de singularités «libres» 

dont les effets doivent être ajoutés à ceux des singularités «liées» à l’obstacle. Le calcul des 

positions en fonction du temps de ces singularités libres, ou la recherche de leurs positions 

d’équilibre en régime stationnaire, peut accroître considérablement les temps de calcul; il est 

possible, pour le traitement de configurations complexes, de figer ces singularités dans des 

positions approximatives. 

Nous présentons dans cette thèse une approche originale de la construction du sillage derrière 

un profil d'aile. Cette méthode permet d'évaluer tous les efforts aérodynamiques s'exerçant sur 

une configuration donnée. Le modèle d'écoulement considéré est celui de l'écoulement potentiel. 

La méthode de résolution utilisée est celle des singularités : on ramène ainsi la résolution du 

problème extérieur posé dans un domaine non borné à la résolution d'équations intégrales 
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singulières posées sur la frontière, ce qui va se traduire par une économie importante dans le coût 

et le temps de calcul. Cette méthode permet aussi d'éviter le problème du remaillage lors de la 

construction du sillage. 

         Ce chapitre se donne pour objectif l’étude de la méthode des singularités  dans le cadre de 

la visualisation d’un écoulement autour d’un profil d’aile. Nous envisagerons dans un premier 

temps une brève approche mathématiques basé sur la théorie des distributions dans le cadre de la 

mécanique des fluides. Nous répondrons identiquement ainsi aux problèmes de Neumann.  

         Nous nous ramenons à l'étude de l'écoulement permanent d'un fluide parfait incompressible 

autour d'une aile pour modéliser notre problème. La détermination du champ des vitesses autour 

d'un volume, est équivalente à la résolution d'un problème de Neumann extérieur, avec 

conditions de glissement aux limites [2, 5, 9, 51,52]. 

        Avec la méthode des singularités,  on est capable de fournir un maillage surfacique fermé 

de n'importe quelle aile, formé de quadrangles non-plans que nous appellerons facettes. L'aile est 

en fait décrite à l'aide de plusieurs profils, ce qui permet de définir une bande de facettes entre 

deux profils. En choisissant une formulation intégrale du problème, on peut se ramener à un 

calcul surfacique, et donc, utiliser le maillage dont nous disposons. 

 

         Ceci est important, car nous pouvons reprendre le maillage donné par la méthode des 

singularités, au lieu de développer un maillage tridimensionnel, ce qui demanderait beaucoup de 

temps. De plus, le nombre de facettes d'un tel maillage est compatible avec la puissance des 

ordinateurs, contrairement au cas d'un maillage tridimensionnel. Avec cette formulation, la 

vitesse du guide dérive d'un potentiel harmonique, créé par une distribution de simple couche 

(sources) et une distribution de double couche (doublets normaux), celles-ci étant réparties sur la  

Frontière du volume. Cependant, une telle répartition réduite à la surface de l'aile, ne conduit à 

l'obtention d'une Résultantes des forces aérodynamique(RFA) nulle, ce qui ne convient pas au 

cas d'une aile portante. 

       En fait, on ne peut pas obtenir de portance sans utiliser une distribution extérieure à l'aile. 

On crée donc un sillage (Figure 2.3), partant du bord de fuite de l'aile, orienté dans la direction 

d'écoulement infini du guide et de longueur importante. 

        Le sillage ainsi défini peut être considéré en première approximation comme une surface de 

courant. Il transporte la vorticité créée sur l'aile. Ainsi les potentiels de part et d'autre ne sont pas 

égaux : le potentiel est discontinu à la traversée du sillage. Mais, en écoulement permanent, le 

sillage étant une surface de courant, la dérivée du potentiel est continue. De ce fait, la 

distribution de sources sur le sillage est nulle car c'est elle qui engendre des discontinuités dans 

la vitesse normale au sillage. 
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       On ne dispose donc sur le sillage, qu'une distribution de doublets normaux. Pour représenter 

physiquement le sillage, nous pouvons prolonger les bandes du maillage, à partir du bord de 

fuite, à l'aide de facettes. Or, en régime permanent, les densités de doublets normaux portées par 

le sillage sont constantes sur chaque bande. On peut donc modéliser le sillage en utilisant une 

seule facette par bande. On pourrait imposer une condition de glissement sur le sillage pour 

traduire le fait que c'est une surface de courant. Mais ce choix donne une mauvaise estimation de 

la RFA, en particulier compte tenu du fait que notre sillage n'est qu'une approximation de la 

réalité (un sillage réel est une surface de courant, alors que le nôtre ne l'est qu'en approximation). 

On utilise donc une condition, due à Joukowsky, et bien connue en écoulement bidimensionnel 

parfait incompressible (continuité des pressions et des vitesses au bord de fuite), traduisant le fait 

que le guide ne contourne pas le bord de fuite, mais se raccorde bien derrière celui-ci. Pour 

traduire cette condition (Figure 2.3), on intercale une petite facette entre le bord de fuite et le 

sillage, dans le plan bissecteur pour chaque bande, et on lui applique une condition de 

glissement. Cette facette porte la même densité λk de doublets normaux que la facette du sillage 

pour la bande k. Par la suite, nous appellerons sillage l'ensemble des facettes que nous créons 

derrière le bord de fuite. 

 

 

 

Figure2.3: bord de fuite et sillage de l'aile 

 

Nous considérons donc toujours un problème de Neumann extérieur, mais sur un domaine 

légèrement modifié (ajout à l'aile de facettes de Joukowsky), afin d'estimer la RFA. On conserve 

les mêmes conditions aux limites, mais sur la frontière du nouveau domaine. De plus, ce 

domaine comporte des densités surfaciques de doublets dans son intérieur (sillage), 



   Chapitre 2                                             Modèle Mathématique  et Résolution Numérique    

34 
 

contrairement au problème de Neumann extérieur de base (cas bidimensionnel sans sillage, par 

exemple). 

        Cette méthode, appelée méthode des singularités, a été développée dans les années 60-

70. Les principes de celle-ci ont été formalisés par (J.L. Hess et A.M.O. Smith [31,79,]). 

A l'époque, cette méthode était la plus accessible pour les calculs aérodynamiques en trois 

dimensions, car elle utilise une répartition surfacique des inconnues, ce qui conduit à une 

réduction considérable des temps de calcul par rapport à une méthode totalement 

tridimensionnelle. Elle était cependant exclusivement réservée aux grands groupes de 

l'aéronautique (Boeing, Airbus), qui possédaient les ordinateurs les plus puissants. Avec 

l'augmentation des moyens de calcul, on lui a ajouté diverses améliorations, comme un modèle 

de couche limite ou de sillage adaptatif. Ce dernier permet de définir un sillage suivant plus 

fidèlement les lignes de courants réelles. Ce modèle est meilleur que celui que nous venons de 

décrire, mais il nécessite un processus itératif coûteux en temps. 

 

         Dans les années 80, cette méthode a commencé à être utiliser par des équipes aux moyens 

plus réduits, et son champ d'application s'est ainsi étendu (application à la construction navale, à 

la conception des voitures de course, et même au développement du TGV). 

Aujourd'hui, elle est à la portée des micro-ordinateurs. Une petite entreprise peut donc l'utiliser, 

sans investir dans un matériel spécifique et coûteux. 

   2.3.2) Mise en équations 

    Pour un écoulement quelconque, les équations de quantité de mouvement et de continuité 

prennent la forme (avec ρ constant) : 

F
p

grad
V

gradVVrot
t

V

dt

Vd r
r

rr
rr

+







−=









+∧+

∂
∂=

ρ2

2

 

0=Vdiv
r

 

(2-41) 

Si les forces massiques dérivent d'un potentiel A tel que Γ= AdgraF
rr

 , et si, à l'instant initial le 

rotationnel du vecteur vitesse est nul, la nullité du rotationnel reste acquise aux instants ultérieurs 

(Théorème de Lagrange). Dans ces conditions, si on désigne par φ le potentiel des vitesses (tel 

que) φgradV =
r

 alors l'équation de continuité prend la forme : 

0=∆φ  (2-42) 

On peut remarquer que dans l'équation de quantité de mouvement, les dérivées spatiales et 

temporelles commutent, elle prend donc la forme : 
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0
2

2 r
r

r
=









−++

∂
Φ∂

A
pV

t
dgra

ρ
 (2-43) 

D'où, après intégration, l'équation de Bernoulli généralisée : 

( )tFA
V

t

p ++−
∂
Φ∂−=

2

2
r

ρ
 (2-44) 

 

 

On se place dans le cas d'un écoulement stationnaire, les dérivées partielles par rapport au temps 

sont donc nulles et la fonction F est une constante : 

teconsA
Vp

tan
2

2

++−=
r

ρ
 (2-45) 

On suppose que les forces massiques se réduisent aux forces de pesanteur, on a donc A = -gy, en 

supposant l'accélération de la pesanteur constante, parallèle et de direction opposée à l'axe Oy. 

    

teconsgyVp tan
2

1 2 =++
r

ρ  (2-46) 

Le terme gy correspond à la poussée d'Archimède, qui se compense avec le poids de l'air contenu 

dans la voile. Cette considération nous permet de nous ramener à des forces massiques nulles 

dans notre cas. Cette formule permettra de déduire le champ de pression en fonction du champ 

de vitesse, puis l'effort exercé par le fluide sur l'aile (de surface S) en utilisant : 

∫∫∫∫ =−=
SS

dSnVdSnpf
rrrr

2

2

ρ
 (2-47) 

Soit De, le domaine extérieur délimité par l'aile et son sillage. Le but du problème est donc de 

déterminer le potentiel des vitesses en tout point M de De. 

)( MM dgraV φ
r

−    : Potentiel au point M. 

 
(2-48) 

Si on se place dans le cas ou l'écoulement est parallèle au plan de symétrie de l'aile avec une 

incidence i et une norme ∞V  : 

( ) ( )
{

onperturbatidepotentiel

m

iniécoulmentlàdupotentiel

M yiVxiV φφ ++= ∞∞ 4444 34444 21
inf'

sincos     

 

(2-49) 
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Le problème revient donc à trouver un potentiel harmonique (φ) dans De avec comme conditions 

aux limites : 

- Une condition de glissement sur l'aile et les facettes de Joukowsky. 

- A l'infini, le potentiel global doit être égal à celui engendré par l'écoulement permanent, 

le potentiel de perturbation doit donc être nul. 

D'où l'expression finale du problème à résoudre, qui est en fait un problème de Neumann 

extérieur : 

eDdans0=∆Φ  

   extérieure normale une  avec  Joukowsky de facettes les et ailel' sur     . vvV
v

rrr

∞−=
∂
Φ∂

 

0lim =Φ∞→M  

(2-50) 

 

2.3.3)  Résolution intégrale du problème 

     

       La solution de notre problème de Neumann extérieur peut s'écrire comme le produit de 

convolution de la distribution solution de base de l'équation harmonique avec la somme de deux 

distributions surfaciques de support inclus dans la frontière de De (une de simple couche σ et une 

de double coucheµ ), soit : 

∫∫∫∫ ∑∑ 






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∂
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4

1
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M
MS Mmp dS

Mpv
dS

MP
µσ  (2-51) 

M étant le point courant sur les surfaces S et sillage de l'aile, P le point où est évalué le potentiel. 

En prenant le gradient de l'expression (2. 5) et en complétant du fait que les sources sont nulles 

sur le sillage, la vitesse en un point P n'appartenant pas à S. La vitesse dans ce cas s’écrit : 

Pour traduire la condition de glissement sur l'aile, il nous faut exprimer la vitesse en un point de 

celle-ci. Il a été démontré que la condition de glissement sur l'aile se traduit par : 

P

S

m
MPMP

M

S

M
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M vVdS
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p
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2.3.3.1)  Discrétisation des équations intégrales 

      L'aile est d'abord divisée en bandes, et chaque bande en facettes (Figure 2.4). Sur chaque 

facette de l'aile, on suppose que la distribution de sources et de doublets normaux est constante. 

 

Figure 2.4 : maillage (bande complète) 

         Si l'on effectue un bilan des inconnues et des équations dont nous disposons, nous 

remarquons que nous avons un déficit d'équations. En effet, l'aile comportant K*N facettes, nous 

avons donc autant de distributions de sources à déterminer. En considérant aussi les K facettes de 

Joukowsky, nous avons K (N +1) distributions de doublets normaux inconnues. 

 

      Ceci nous donne donc K (2n +1) inconnues. En ce qui concerne les équations, nous 

disposons de K (n + 1) conditions de glissement, qui fournissent autant d'équations. Il nous 

manque donc Kn équations. 

       Comme nous disposons d'une répartition de sources sur l'aile pour réaliser les conditions aux 

limites, nous avons la liberté d'imposer la densité de doublets normaux sur l'aile selon une loi 

simple liée à la circulationkΓ . Nous choisissons pour chaque bande k, la densité suivante pour  

Une facette j :  kjk jkF Γ= ).,(,µ   Où F est la distance entre le bord d'attaque et la projection du 

point de contrôle de la facette sur la corde locale, divisée par 2 fois la corde locale. 

F étant une fonction positive pour les facettes de l'extrados et négative pour les facettes de 

l'intrados (Figure2.9). 
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          Nous avons maintenant K(n + 1) inconnues, autant que d'équations. Il existe d'autres 

méthodes, notamment la méthode dite de minimisation, dont le principe est de minimiser les 

variations de distribution d'une facette à l'autre d'une même bande. Cette méthode est légèrement 

meilleure, pour un nombre de facettes donné, mais elle augmente le nombre d'équations au lieu 

de réduire le nombre d'inconnues, ce qui double la taille du système. Cette perte de temps 

engendrée ne nous a pas paru justifiée, nous ne retenons donc pas cette méthode. 

       On pourrait aussi estimer la répartition de doublets normaux sur chaque bande grâce à un 

calcul bidimensionnel. Mais cette méthode oblige à implémenter un code 2D, et elle ne garantit 

pas de meilleurs résultats. 

       Les facettes de Joukowsky ont une longueur de 0,5% de corde locale et les facettes du 

sillage 10 fois la corde locale (Figure.2.4et figure 2.5). D'après [80], une longueur de 3 à 4 fois la 

corde locale devrait être suffisante, mais pour obtenir la convergence, par prudence, nous avons 

fixé la taille à 10 fois la corde locale pour pallier à d'éventuelles formes d’ailes qui 

nécessiteraient des sillages plus longs. Nous pensons que cette différence de résultats vient du 

fait que l'aile a un fort caractère 3D, dû au fait qu'elle n'est pas plane, mais possède un dièdre 

important (les bords de l'aile sont verticaux) 

Si on note i
j

i
j βα ,  respectivement, les influences en termes de distributions unitaires de sources 

et de doublets normaux de la facette j sur le point de contrôle de la facette i suivant la vitesse 

normale à la facette, l'équation (2.53) discrétisée donne : 

( )
( )
∑∑

∪∈
∞−=++∪∈∀

≠
∈ σ

µβσσαδ
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pij
i
j

P

i
j

i
ji vV
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pSP

ij
Sj

rr
.

2
,  (2-54) 

 

 

 

 

  

 

Figure 2.5 : schéma de discrétisation : fonction F (k, j) 
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Figure 2.6 : aile et son sillage ramené à 200% de corde locale, vue de dessus 

 

2.4)  Traitement du code  

2.4.1)   Algorithme.  

 

     L'implémentation peut se décomposer en quatre parties indépendantes. Il est tout d'abord 

nécessaire de pouvoir évaluer l'influence d'une facette portant une répartition de sources et de 

doublets normaux en un point de l'espace (III.2.1).Dans un deuxième temps, on remplit la 

matrice et le second membre du système (III.2.2). La matrice représente les interactions des 

facettes les unes sur les autres. Le système étant déterminé, on le résout à l'aide d'une routine 

standard (III.2.3). 

Une fois les distributions connues, les vitesses sont évaluées aux différents points de contrôle de 

l'aile grâce aux formules d'influences (III.2.4). Puis, à l'aide de la solution, des variables 

caractéristiques de l'écoulement sont calculés (III.2.5). 

2.4. 2) Calcul des influences dues aux facettes 

     L’objectif est le suivant : Savoir déterminer le potentiel et la vitesse créés en un point par une 

facette du maillage en fonction de sa densité de sources et de sa densité de doublets normaux. 

Il faut noter que ces deux calculs sont simplifiés lorsque les quadrilatères formant le maillage 

surfacique sont plans. Or, le maillage que peut nous fournir n'est pas  obligatoirement composé 

de facettes exactement planes. 
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     Le potentiel créé par un élément vrillé étant difficile à exprimer, il nous faut le transformer en 

élément plan, par projection de ses quatre sommets dans le plan médian. Cette transformation de 

la surface initiale en un ensemble de facettes planes, même disjointes, se révèle meilleure pour la  

Mise en oeuvre de la méthode que l'utilisation d'éléments triangulaires, laquelle n'assure pas 

généralement la continuité de la direction normale. 

 

      Elle a par contre l'inconvénient de demander quatre fois plus de points pour décrire une aile, 

les facettes n'ayant plus de sommets communs. Mais ceci n'est pas gênant, car il ne faut 

qu'environ 1000 points  pour décrire le maillage initial. 

       

       Dans le cas particulier d'une facette à contour carré, portant une distribution de sources 

constante, nous avons effectué le calcul du potentiel engendré en un point de l'espace. Ce calcul 

correspond aux formulations plus complètes dues à [39] G. Coulmy, que nous rappelons 

maintenant. 

 

2.4.3) Champ généré par un polygone plan avec une distribution de sources constantes 

 

    Le potentiel créé par une surface S portant une distribution de source constante q est donné par 

la formule générale suivante : 

∫Π
−=Φ

S r

dS

q 4

1
 (2-55) 

Soit, sur un quadrilatère ABCD et en passant en coordonnées cylindriques (Figure 2.11) :  

∫ ∫
+Π

−=Φ
ABCD

Rl

ZR

RdRd

q 0 224

1 θ
 (2-56) 

 

Or,                      22 ZRr +=  d’où
22 ZR

RdR
dr

+
= ,  

Et l’équation (2.56) devient : 
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=∆θ 0 
(2-57) 

                                       

                  



   Chapitre 2                                             Modèle Mathématique  et Résolution Numérique    

41 
 

                                 

 

 

 

Figure 2.7: Sources réparties sur un quadrilatère plan 
 

Le plan (O, x, y) Coïncide avec le plan du polygone, lui-même défini par ses trois sommets         

( ).0,, ii ηζ  Dans ces conditions, on peut écrire : 

( ) θφφφφ ∆−+++
Π

−= zq
Φ

413423124

1
 (2-58) 

 

Où: 

MNMNMNMN JZQR +=Φ  (2-59) 

                           

Avec: 

( ) ( ) MNMNMNMMN CySxR ηξ −−−=  (2-60) 

                      

mnd
mn

mnS
mnd

mn
MnC

ηηξξ −=−=  

( ) ( )22
mnmnmnd ηηξξ −+−=  

 

mndnrmr
mndnrmr

mnQ
−+
++= ln  
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Le gradient induit s'obtient par dérivation du potentiel : 
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 (2-62) 

On peut remarquer que  
φ’ z

q  tend bien vers +/-  
q
2 quand P tend respectivement vers les faces 

supérieures ou inférieures de la facette.  

2.4.4) champ généré par un polygone plan avec une distribution de doublets normaux  

Constante 

      Le champ créé par une répartition constante de doublets normaux ∆φ sur le polygone ABCD 

(Figure.2.8) est identique à celui engendré par un anneau de tourbillons formé par ABΓ, BCΓ, 

CDΓ, DAΓ. La circulation de ces tourbillons étant identique à  ∆φ, le gradient du champ peut 

donc être évalué en appliquant à ces quatre tourbillons, la formule de Biot-Savart. 

La vitesse induite par le segment [AB] au point P est donc : 
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 (2-62) 

Quant au potentiel induit, il se présente sous la forme  suivante : 

∫ ∂
∂
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 (2-63) 
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Figure 2.8 : Doublets à axe normal répartis sur un quadrilatère plan 
 

Il se déduit donc facilement, grâce à l'expression de φz induite par une répartition de sources : 

)()(
4

1
41342312 JJJJzsign −−−−∆

∏
=

∆
θ

φ
φ

 (2-63) 

2.4.5) Ecriture du système 

      Le remplissage de la matrice du système se fait à partir de la formule (2.54). Si l'on note K le 

nombre de bandes total de l'aile, et N le nombre de facettes par bande, l'équation devient, pour 

tout P de : δ U s : 
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µβσα  (2-64) 

L'aile étant symétrique, les répartitions de sources et de doublets sur deux facettes symétriques 

seront égales. Le système d'équations peut donc être réduit sur une demi-aile, et sa taille est alors 

divisée par 4 ce qui est loin d'être négligeable pour les coûts de calcul. En notant sym(k; j) la 

facette symétrique de (k; j), on obtient : 
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 (2-65) 
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De plus, sur une bande k, kjk jkF Γ= ).,(,µ  : 
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  (2-66) 

 

La matrice du problème est donc de la forme : 
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  Les lignes de la matrice parcourent les points de contrôle sur l'aile etδ, soit  
K
2 (n + 1) lignes. 

Les 2
Kn premières colonnes représentent l'influence de l'aile en termes de sources sur les points 

de contrôle. Enfin, l'influence, en termes de doublets, de l'aile et du sillage sur les points de 

contrôle est donnée par les  
K
2 dernières colonnes. 
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Le second membre est quant à lui beaucoup plus simple : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

De même pour l'inconnue du problème : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.4. 6)  Résolution 

Bien que la matrice ne soit pas à diagonale strictement dominante, elle ne pose pas de difficulté 

pour la résolution. Cette matrice est malheureusement pleine et sans aucune symétrie. Sa taille 

étant moyennement importante, on peut opter pour une méthode de résolution utilisant la 

décomposition LU qui est une méthode directe et performante pour ce problème. Ainsi une 

méthode itérative n'est pas nécessaire.  
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2.4.7)  Calcul des vitesses :   

   La vitesse de l'écoulement en un point de l'espace est fonction de la répartition des sources et 

des doublets normaux. 

 

      2.4.7.1)   Vitesse due aux sources : 

  Pour calculer la contribution des sources à la vitesse en un point il suffit de sommer toutes les 

contributions des facettes de l'aile. Ces contributions ont été calculées. 

       

    2.4.7.2) Vitesse due aux doublets :     

  La contribution des doublets est un peu plus complexe. En effet la composante normale de la 

vitesse par rapport à la facette influente, obtenue en appliquant (II.2.4), est correcte. Par contre, 

les vitesses tangentielles ne sont pas parfaitement utilisables. Nous avons cependant tenu à 

mettre en évidence ce type de problème. 

- Le calcul des vitesses tangentielles se décompose donc en deux étapes : 

- Le calcul du potentiel engendré par les doublets aux différents points de contrôle. 

- La détermination des vitesses tangentielles à l'aile par différences finies.  

On note nv
r

 les vecteurs unitaires partant du point de contrôle vers l'un des points de contrôle 

voisins et  21 tt
rr

Γ Deux vecteurs unitaires orthonormés tangents à l'aile (Figure2.8). On a alors 

le système suivant : 
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  Dont la résolution donne: 
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 (2-68) 

 

En affectant successivement à m et n respectivement les valeurs 1; 2; 3; 4 et 2; 3; 4; 1 on obtient 

quatre valeurs pour les vitesses tangentielles dont on prend la moyenne (1,5;7)(Figure 2.8). 
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Figure 2.8 : Détermination des composantes tangentielles de Φ∇  
 

 

2.5) Ecoulement compressible et subsonique  

2.5.1) Introduction  

    Les coefficients aérodynamiques déterminés précédemment par la distribution de singularités 

sur des panneaux modélisant une configuration donnée en écoulement incompressible peuvent 

être étendus à l'écoulement compressible en appliquant les règles de similarités décrites ci-

dessous. 

    Ces règles s'appliquent à un écoulement subsonique continu c'est-à-dire sans onde de choc 

elles ramènent le problème de l'écoulement d'un fluide compressible à un écoulement d'un fluide 

incompressible et permettant ainsi de tenir compte des effets de compressibilité [10, 58,59]. 

  

2.5.2) La Règle de Prandtl – Glauert :   

      L'écoulement compressible irrationnel en  subsonique est décrit par l'équation différentielle 

suivante:    

 0
²

²

²

²

²

² =
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

zyx

φφφβ  (2-69) 

 

Avec :                            )1( 22
∞−= Mβ                                                                

Les composantes de la vitesse de l'écoulement compressible sont exprimées par: 
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(2-70) 

 

L'équation différentielle précédente peut être transformée par un changement de variables en 

équation de Laplace qui caractérise l'écoulement potentiel incompressible. 

Le changement de variable effectué par Prandtl du repère zyx ,,  au repère iii zyx ,,  est : 

xxi =    ;          yyi β=          ;   zzi β=                               (2-71) 

 

Désignons par   ),,( iiii zyxφ  le nouveau potentiel de perturbation, Il est lié à  ),,( zyxφ par: 

),,( zyxφ  =
2

),,(

β
φ ziyixii

 (2-72) 

  

En substituant dans l'équation (2.69) il vient : 
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 (2-73) 

 

     La fonction potentielle φ i vérifie l'équation de Laplace, qui est une équation différentielle 

qui caractérise   l'écoulement potentiel incompressible. 

Les composantes de la vitesse dans les cas sont : 

     );,( iiii zyxu  = 
xi

ziyixii

∂
∂ ),,(φ

 

   ),,( iiii zyxv  = 
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ziyixii

∂
∂ ),,(φ

 

),;( iiii zyxw  = 
zi

ziyixii

∂
∂ ),,(φ

 

(2-74) 

     

   En tenant compte des équations précédentes, les composantes de la vitesse en écoulement       

compressible s'écrivent : 
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(2-75) 

            

     On calcule les variations locales de pression en faisant apparaître les vitesses de perturbation 

les coefficients de pression des écoulements sont liés par la relation suivante: 

PC  = 
β

Cpi  (2-76) 

 

Cette relation donne l'influence du nombre de Mach sur le coefficient de pression, pour un profil 

d'aile placé à une incidence donnée elle est obtenue dans l'hypothèse ou les  vitesses de 

perturbation sont faibles c'est-à-dire pour un profil ne modifiant que faiblement le champ de 

vitesse à l'infini sa validité est donc limitée aux profils minces à faible courbure et dont la corde 

fait un angle faible avec la vitesse à l'infini donc aux faibles incidences. 

L'intégration des pressions locales conduit au coefficient de portance suivant: 

ZC  = β
Czi

 (2-77) 

 

De même le coefficient de moment est donné par: 

mC  = 
β

Cmi
 (2-78) 

 

     Cette règle qui est la plus connue permet de tenir compte de l'effet de compressibilité le 

calcule des composantes de la vitesse en écoulement incompressible sur un corps est obtenu en 

résolvant l'équation de Laplace et en multipliant les coordonnées y et z par le facteur de Prandtl-

Glauert. 

     Les composantes de la vitesse en écoulement compressible sur le corps considéré sont 

obtenues en divisant la vitesse axiale par β 2 par contre les composantes transversale et verticale 

sont divisées par β. L'ensemble des coefficients aérodynamiques en écoulement compressible est 

obtenu en divisant les coefficients aérodynamiques de l'écoulement incompressible par le facture 

de compressibilité. 
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2.5.3) La Règle de Gothert: 

            La règle de Prandtl Glauert est en bon accord avec l'expérience en ce qui concerne les 

coefficients aérodynamiques pour des nombres de Mach faibles par contre et toujours dans le 

domaine subsonique et pour les nombres de Mach notables les coefficients aérodynamiques et 

les pressions locales ne suivent pas aussi bien l'évolution théorique, c'est dans ce contexte que la 

règle établie par Gothert introduit des corrections à apporter sur les coefficients aérodynamiques 

obtenus en écoulement incompressible . Les coefficients de pression, de portance et de moment 

en écoulement compressible sont  obtenus en divisant ceux de l'écoulement incompressible par le 

facteur β 2 : 

2.5.4) La règle de Karman-Tsien: 

    La règle de Karman-Tsien s'écrit: 

PC =
Cpi

m
Cpi

)1(2

²

β
β

+
∞+

 
(2-79) 

   

     Pour de faibles valeurs de Cpi c'est à dire de faibles perturbations à partir de la vitesse 

infinie amont, la relation ci-dessus se réduit à celle de Prandtl – Glauert, par contre pour des 

valeurs  négatives de Cpi la vitesse locale est plus grande que la vitesse infinie la relation de 

Karman-Tsien apporte  une correction de l'effet de compressibilité plus importante. Les valeurs 

expérimentales sont comparées aux courbes tracées d'après les équations (2.76) et (2.79).on 

remarque que l'expression donnée par karman–tsein, rend mieux compte l'évolution du 

coefficient de pression aux nombres de mach modérés 

2.5.5) La règle de Laiton 

    Une autre relation qui permet d'inclure l'effet de compressibilité a été établie par laiton qui 

applique  La relation de prandlt-glauret en se référant au nombre de mach local par: 

PC =
2/12)1( M

Cpi

−
 (2-80) 

      La pression au point considéré du profil est liée à la pression à l'infini par la relation de 

l'écoulement isentropique .on l'obtient en introduisant l'expression du nombre de mach obtenue 

dans l'équation (2.71).la relation de laiton s'écrit 

PC =

i

i

Cp
MM

Cp

β
γβ

2

))1(5.01( 22
∞∞ −++

 
(2-81) 
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    Cette relation peut être comparée favorablement aux règles de Prandlt –Glauert et Karman-

Tsien, elle  montre que l’effet de compressibilité est en bon accord  avec les valeurs 

expérimentales. 

2.6) Effet de compressibilité 

     A cause de la variation de la vitesse locale sur la surface cambrée d’une section d’aile, le 

nombre de Mach local de l’écoulement peut varier considérablement par rapport à celui de 

l’écoulement libre M∞ . En augmentant le nombre de mach de l’écoulement libre M∞ a un angle 

d’incidence donné, on peut atteindre la vitesse sonique quelque part sur la surface de la section 

d’aile .le nombre de mach équivalent est défini comme le nombre de mach critique. 

 

      Le coefficient de pression en un  certain point sur l’aile, où la vitesse sonique est en 

premier atteinte, est appelé le coefficient de pression critique. Dans ce qui suit un expression va 

être  dériver et à partir de laquelle le coefficient de pression peut être déterminer. 

A partir de  l'équation compressible de Bernoulli, on trouve que :      
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Comme on peut avoir :                                                         
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Après Substitution dans l'équation  (2.83) et application de certains réarrangements :   
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Si V=Va : la vitesse du son,  alors cette dernière s’exprimera  comme  suit :                                   
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(2-82) 

(2-83) 

  (2-86) 
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À la condition de l'état critique, les équations (2.85) et (2.86) sont égalisées  et résolues afin 

d’obtenir l’expression du  coefficient de pression critique  dont la formulation finale est :   
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                                                            (2-87) 

L’équation (2.89)  représente la valeur du coefficient de pression, CP, en un point sur  l'aile où 

la vitesse sonique est en premier atteinte, pour un nombre de mach de l’écoulement libre  M∞. 

Cette expression peut également être employée pour déterminer le nombre de mach critique 

d'une aile pour un angle d'attaque donné  α, pour que ceci soit plausible, on  suppose qu'à M∞= 0, 

le coefficient de pression le plus négatif enregistré sur l’aile est  représenté  par Cp0, selon 

Glauert [6], le coefficient de pression établi dans un même point et pour le même angle d’attaque 

α mais par contre pour un  M∞ différent est approximativement exprimé par :   
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P

P                                                                                               (2-88)      

Où le facteur,  21 ∞− M , est connu comme le facteur de transformation de Prandtl - Glauert. 

Une formule plus précise  a été proposée  par Van Karman et Tsien [6] ,son expression est :  
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En traçant les courbes du Cp en fonction du nombre de mach M∞ des  équations 

respectivement (2.87), (2.88) et (2.89) on pourra déterminer la valeur du  mach critique  à 

l’intersection de ces courbes. 

Puisque le coefficient de sustentation   peut être trouvé en intégrant le Cp autour de l'aile, on 

peut déduire à partir  de l’équation de Prandtl - Glauert (2-89)  que :   

                              2
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l                                                                                       (2-90)                                                                             

Par conséquent et avec le même esprit de raisonnement on peut estimer  la pente du 

coefficient de sustentation Clα à partir  de :  
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Enfin les équations de respectivement Karman-Tsien et  Prandtl-Glauert sont seulement 

valides pour des états d'écoulements subsoniques dont le nombre de mach est inférieur au 

nombre de mach critique  Mcrit . 

 
 
2.6.1) Détermination de l'intensité de circulation sur l'aile et l'empennage : 

           Les vitesses de perturbation dues à la distribution de tourbillons sur l'aile sont :  
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(2-92) 

iii WetVU , : les composantes des vitesses de perturbation  

jiJIJI RetQP , : Les matrices aérodynamiques.  

jΓ  : Intensité de circulation.  

   La condition à la paroi appliquée au point de contrôle de chaque panneau est exprimée par 

la relation suivante : 

∑− JiJfi YRBα  (2-93) 

La résolution de ce système d'équations algébriques permet d'obtenir l'intensité de circulation 

 

2.6.2) Détermination De L'angle Induit 

    La vitesse ascensionnelle sur l'aile induite par la distribution des doublets sur l'axe de 

l'empennage est donnée par :  
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L'angle induit total s'écrit alors :  
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2.7) Calcul des coefficients aérodynamiques  

2.7.1)  Coefficient de pression  

                      Le coefficient de pression de l'aile est donné par :  

   
)(
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J
J XvXd

b
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−
=

β
γ

 (2-96) 

 

D'autre part, le coefficient de pression concernant l'empennage est :  
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2.7.2)  Coefficient de portance  

       La distribution de la portance le long de l'envergure est exprimée par la relation suivante :                                                                         
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2.7.3) Coefficient de portance moyen  

Le coefficient de sustentation moyen est donné par :   
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(2-99) 

La section du panneau de l'aile est supposée décrite par la relation suivante :                 

)(4 JJJJ XvXdhS −=∆ β  (2-100) 

De même, la section d'un panneau située sur l'empennage  est donnée par :  

JJJ XaS θθβ sin∆∆=∆  (2-101) 

2.7.4) Coefficient de moment  

       Le coefficient de moment le long de l'envergure est calculé par rapport au point situé à 25 % 

de la corde. 
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 (2-102)                                                                                  

 

 

 

 



 Chapitre 3                                                                                        Formulation Numérique  

55 
 

 

Chapitre 3 

Formulation Numérique 
 

 

3.1) Principe de la méthode : 

L'approche numérique de singularité exige que tout le corps autour duquel l'écoulement se 

meut est divisé en un nombre fini de surface appelé  panneaux adjacents. Pour faire sortir les 

caractéristiques physiques de l’écoulement sur l’ensemble du champ du corps considéré, nous 

faisons la sommation de l’effet de chaque panneau. Où, une distribution inconnue des 

singularités exprimées sous forme des sources ponctiformes, de doublets ou des tourbillons est 

imposée. Ces inconnues appelés intensités des singularités sont déterminées à l'aide d'un système 

d'équations linéaires couplées, générées par l'application de la condition que l'écoulement externe 

qui sont tangents aux parois [29, 31, 32, 33, 38,43]. Ceci accède vers  le calcul des vitesses 

induites dans les points de contrôle sur chaque panneau. Par conséquent, cette articulation nous 

permet d’analyser l’écoulement autour de la géométrie considérée. 

Comme, cette méthode présente des limites pour des géométries complexes, ceci nous a 

conduits à élargir nos calculs vers un logiciel plus puissant qui est le logiciel Fluent.  

3.2) Description de la géométrie et hypothèses:    

La géométrie que nous allons  adoptée pour modéliser les écoulements extérieur autour des     

configurations différentes est donnée dans les figures (3-1, 3-2 et 3-3).  

     Pour appliquer cette méthode sur une  combinaison du type aile empennage, nous allons  

imposer les  hypothèses suivantes :   

- L'écoulement est stationnaire, subsonique et non visqueux. 

- l'angle d'attaque est faible  

- l'aile est mince  

- l'aile est attachée au fuselage et la géométrie de ce dernier est un cylindre circulaire. 
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Figure 3.1:géométrie d'une aile avec des panneaux 

 

 

Figure 3.2:choix des singularités sur une aile  

 

 

Figure 3.3 détaille de la méthode des panneaux sur un avion  avec utilisation plus de 2000 sur 

chaque configuration géométrique. 

 

3.3)  Méthode Numérique      

       En utilisant les figures ci-contre, nous remplaçons la structure de l'aile par un système de 

distribution de sources puits sur tout le contour pour simuler l'épaisseur, et une distribution de 

panneaux de vortex pour simuler l'influence de la cambrure et de l'angle d'attaque. Les équations 
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de base de cette méthode sont données par l'organigramme (3-1)(voir page 58). , On remarque 

que le point de départ de celui-ci est l'équation relative au potentiel.  Par conséquent, on applique 

comme condition aux limites la disparition des perturbations du potentiel à l’ infini et la 

condition de l'écoulement cinématique sur le contour (vitesse orthogonale nulle).  

       

      L'application de ces conditions permet la résolution de l'équation en faisant appel à la 

méthode des panneaux, qui a été résumée sur l'organigramme (3-2) (voir page 59), pour la 

détermination des intensités des singularités. On remarquera que le double intégral est identifié 

comme étant l'influence du coefficient ijC  du panneau j sur le point i. Cette procédure nous 

ramène à un système d'équations linéaires facile à résoudre. Une fois les grandeurs 

)( iSΓ déterminées, l'équation )(Sϕ  est définie, ainsi la distribution de pression peut être obtenue, 

après différentiation des vecteurs vitesses. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 Chapitre 3                                                                                        Formulation Numérique  

58 
 

 

 
 
 

Organigramme (3-1) 
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Organigramme (3-2) 
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3.4) Description du programme 
 
           Dans ce chapitre nous avons élaboré un programme en fortran permettant le calcul des 

caractéristiques aérodynamiques de l'écoulement autour des profils (NACA4 et 5 chiffres),) et de 

la combinaison du type aile, empennage et  fuselage. Nous l’avons principalement  constitué  

d’un total de 5820 lignes répartis en 8 parties  dont leurs contenus  consistent à gérer 24 sous-

programmes "subroutine". Chaque soubroutine a une tache spécifique et cela suivant le type de 

configuration à traiter, son rôle est de déterminer la vitesse tangentielle, la distribution de 

pression et l’ensemble des coefficients aérodynamiques (coefficient de portance, coefficient de 

traînée, coefficient de moment.)  

Le programme principal fait appel aux fichiers de données qui caractérisent la géométrie 

de la configuration ainsi que les propriétés de l'écoulement (l'angle de l'incidence, nombre de 

mach .etc.)  

Finalement, les résultats du code élaboré sont stockés d'une manière organisée dans des 

fichiers de résultats. Ces derniers sont ensuite représentés graphiquement. A l'aide du logiciel 

tecplot version 360, lequel nous a permit de visualiser et  mettre en évidence l'influence de 

certain  paramètre tel que l’effilement, l’angle dièdre, la flèche et entre autre la compressibilité  

sur les caractéristiques aérodynamiques de la configuration choisie. 

 

3.5) Phase limite de la méthode intégrale  

Le code élaboré présente quand même des limitations en pratique. L'hypothèse de 

L'incompressibilité de l'écoulement limite l'applicabilité de ces codes au régime subsonique, aux 

nombres de Mach plus petites que 0.3. L'hypothèse de non viscosité des fluides ne permet pas 

des calculs précis de portance et de moment aérodynamique pour des angles élèves plus de 10° 

où le phénomène de séparation de l'écoulement devient important [32]. Par conséquent,  nous 

avons allongés notre calcul à cette deuxième étape  par le code fluent. 

 

3.5.1) Simulation numérique de la deuxième étape: 

La simulation numérique élargi en code Fluent de l’aérodynamique, avec lequel on a va traiter 

des cartographies tridimensionnelles de toutes les variables mises en jeu (vitesse, température, 

pression  etc.…). Dans ce cas,  les caractéristiques des phénomènes à étudier peuvent être 

calculées.  
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Le logiciel Fluent est un code commercial de la CFD basé sur la méthode des volumes finis. 

Les équations gouvernant le comportement du fluide peuvent être résolues à l'aide des différents 

modèles physiques en régime incompressible ou compressible, non visqueux ou visqueux, 

laminaire ou turbulent, etc. 

Le domaine d’étude de la géométrie est défini par le mailleur Gambit. Ce mailleur propose 

des solutions étendues pour les géométries les plus compliquées tel que notre géométrie 

"géométrie interférée aile fuselage empennage ". Cette géométrie est importée  par le solveur 

fluent selon un fichier DATA du premier code élaboré "fortran" avec incorporation des 

conditions aux limites (angle d'incidence, nombre de mach, la vitesse de l'écoulement) avant 

d’entamer  les calculs [107].  

 

Dans cette partie, on analyse  par simulation numérique  l’écoulement bidimensionnel et  

tridimensionnel  en régime subsonique  à faible nombre de mach pour des différentes 

configurations (aile seul, aile empennage, et en dernière lieu une configuration complète d'un 

avion simulé  en vrai grandeur voir figure (3.12)).  

 

 

 
 

Figure 3. 4: vérification du maillage de la Géométrie de la configuration aile empennage avec 

gambit 
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Figure 3.5 : vérification du maillage de la configuration 

 

Le maillage utilisé est bien raffiné prés des parois. Des mailles triangulaires, quadrilatères ou 

mixtes ont été utilisées. Pour notre cas, nous avons opté pour  un maillage triangulaires  afin de 

mieux contrôler le maillage dans les zones critiques de l’écoulement (couches limites et sillages). 

Où on  placera un maillage condensé de type couche limite. Voir (figure 3. 6, figure 3.11).  

 

 

Figure 3.6: maillage aile, empennage, l’espace entourant l’aile 
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Figure 3.7: maillage  autour  la combinaison  aile empennage et l’espace entourant 3D 
(Position d'aile est  en bas de l'empennage) 

 

 
 

Figure 3.8: maillage autour  la combinaison  aile empennage l’espace entourant  3D 
(Aile en même plan  que l'empennage) 
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Figure 3.9: zoom d'un maillage autour  l'aile  3D 
 
 

 
 
 

Figure 3.10: maillage  autour  de la combinaison  aile empennage 2D 
(Aile en haut  par rapport à l'empennage) 
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Figure 3.11: maillage autour  la combinaison  aile empennage 3D 
(Aile en haut  par rapport à l'empennage) 

  

 
 
 

Figure 3.12: géométrie  d'un avion réel simulé par fluent  
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Figure 3.13: géométrie  d'un avion réel simulé par fluent exporté par le logiciel CATIA 
  

  

  

  

Figure 3.14: géométrie  d'un avion réel simulé par fluent exporté par le logiciel CATIA 
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Figure 3.15: maillage d'un avion effectué par le mailleur GAMBIT  

 
 
  

  

  

Figure 3.16: maillage d'un avion et l’espace entourant 
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3.7) Conclusion : 

La technique consiste à modéliser l'aile et l'empennage par une distribution de tourbillons 

imposés et le fuselage par une distribution de sources et de doublets normaux. Il est à préciser 

que chaque panneaux, on considère une présence intime d’une source et un puits pour le cas de 

doublet. 

L'aile et l'empennage  sont divisés en plusieurs panneaux dont chacun comporte un tourbillon en 

fer à cheval (voir le détail en annexe B) qui est constitué de deux tourbillons aux extrémités et un 

tourbillon en amont de la même manière le fuselage  est aussi divisé en un grand nombre de 

panneaux. Par la suite nous avons exploité le logiciel Fluent afin de présenter des détails plus 

profonds en tridimensionnel en surmontant les limites du premier code développé. 
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  Chapitre 4 

 
Résultats et Interprétations 

 

Nous abordons dans ce chapitre les résultats obtenus. Plusieurs exemples sont présentés pour  

illustrer l'efficacité de l'application de la méthode de singularités à l'analyse des écoulements 

subsonique autour d’une variété de configurations d’aile portante. Il est à rappeler que cette 

méthode consiste à déterminer les caractéristiques aérodynamiques autour de différents types de 

configurations (aile – empennage) à partir d’une solution numérique.   

   

       Avant de se lancer dans les calculs, au premier lieu nous avons d’abord examiné la validité 

du  code tracé par une série de tests voir figures (4.1 à 4.7). Une analyse vérificative de la 

segmentation (paneling) et du calcul des caractéristiques aérodynamiques  à différents angles 

d’incidence dans la plage  (0°, 9°) ont été entamé. Par la suite, des profils (airfoil) bidimensionnels 

ont été confrontés à d’autres résultats numériques et/ou expérimentaux figurants dans les références 

bibliographiques dans le souci de bien être éclairer et d’adapter nos géométries. Ceci, a été fait 

essentiellement à des cas axisymétriques en l'occurrence le NACA0012 et l’asymétrique  du  

NACA4415.     

        

        Plusieurs positions de configurations géométriques de l’aile avec des dimensions différentes 

(flèches, effilement allongements etc..) par rapport à l’empennage ont été considérés.  Sachant que 

l'écoulement tridimensionnel autour d’une combinaison d’une aile portante avec un empennage et 

les caractéristiques aérodynamiques qui en résultent sont en fonction des différents paramètres qui 

définissent plus particulièrement  la forme en plan.  Ces considérations correspondent aux  types 

d'avions utilisés actuellement et qui ne se différencient  que par le nombre de Mach. Nous avons 

voulu ajuster  une configuration d’aile caractérisée par un nombre de Mach nul, avec angle 

d'incidence de 0° à 9° et d'un allongement standard de AR = 6. Quant à l’influence de l’effilement 

de l’aile nous nous sommes intéressés à l’étude d’une  valeur la plus couramment utilisée dans la 

construction aéronautique, à savoir 0.5. 

 

Pour cerner qualitativement l’influence des phénomènes d’interactions issues de 

l’implanture de l'empennage et fuselage  sur l’aile portante   et principalement leurs impacts   sur les 

paramètres aérodynamiques,  nous avons étalé cette  simulation sur plusieurs positions de 

l'empennage par rapport au plan de l’aile. 
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4.1) Validation Du Code 

     Au cours du développement du code, que nous appellerons (aile_empennage  code) (en référence 

à Icare, panel code [31,32]), nous avons effectué quelques tests simples, permettant de valider nos 

arrangements. Ensuite, nous avons créé des panneaux rectangulaires répartis sur la surface d’aile 

qu’on appelle par la suite maillage de l’aile.  L'allongement le plus grand de l’aile nous permet de 

considérer son envergure comme infinie. On peut donc comparer alors les valeurs de Cp obtenues 

par notre calcul avec celles données par "Smith-Hess Panel Method For Single Elément Lifting 

[31,32] Airfoil In 2-D. Il nous reste ultérieurement à vérifier la cohérence des résultats pour une 

configuration aile-empennage.  

Pour  vérifier l’exactitude des tracés de profils obtenus  (discrétisation et paneling), nous avons 

comparé nos résultats avec les tableaux de coordonnées de discrétisation fournis par Ion 

Paraschivoiu  [107]. Il est nettement claire que les points obtenus en 2D s’adaptent  parfaitement 

aux profils théoriques, voir figures 4-1 et 4-2. 

 

 

 

 

 

     

Figure: 4. 1 Discrétisation du profil symétrique : NACA 0012 et un profil cambré NACA 4415 

 

Quant aux  figures 4-2 et 4-3 qui représentent l'influence sur l'approximation géométrique des 

profils tests  de la segmentation bidimensionnelle pour différents nombres de panneaux (8, 16, 

32,40), montrent nettement que le contour géométrique réel est rapidement atteint pour un nombre 

de paneling supérieur au facteur 32. Il est claire que plus nous augmentons le nombre de panneaux 

plus la précision sera atteinte. 
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Figure 4.2 :L’influence du nombre de panneaux sur la géométrie du NACA 4415  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.3: Zoom l’influence du nombre de panneaux sur la géométrie du NACA 4415 

 

Les figures 4.5 et 4.6 représentent la distribution des pressions locales et illustre clairement le 

mécanisme de sustentation. Elle permet de montrer l'évolution des zones de dépression et 

surpressions le long du profil.  On remarque franchement l'importance de la dépression sur 

l'extrados qui est beaucoup plus élevée en moyenne que la surpression sur l'intrados. 

De ce fait, elle confirme d’une manière accomplie  la validité du code élaboré. En effet,  il 

est à noter aussi que les résultats suivent  la distribution  des singularités (source et  tourbillons) et 

leurs bons placements sur la surface à étudier.  Par la suite, une comparaison est faite avec les 

résultats théoriques  et  expérimentaux pour les profils  NACA0012 et NACA4415  

[51,54,57,58,61,66,68, 69,73,91,93 107]. 
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Figure 4.4: Distribution du coefficient de pression Cp le long de la corde NACA4415 

 

Figure 4. 5: Distribution du  Cp pour différents angles d’incidence : NACA 0012 

     Selon la figure (4-5), on a présenté la courbe  Cp pour différents angles d’incidences le long 

du profil. Les pressions obtenues sont réparties de la même manière sur l’intrados et l’extrados pour 

un angle alpha de 0° pour un le NACA0012. Puisque  la vitesse tangentielle sur les parois du profil 

est supérieure à la vitesse infinie (sur le profil hors extrémités). Par conséquent,  les lignes de 

courant du fluide considéré comme parfait se rapprochent les unes des autres. Par conservation 

d’énergie, la vitesse le long du profil est élevée, alors que la pression en aval du profil augmente. 

On note donc, le comportement des graphes selon la figure (4-5) pour les différents angles d’attaque 

où le Cp est important au début du profil arrivant à un pic et chute au fur et à mesure que l’on se 

déplace dans le corps. 
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L’augmentation de l’incidence permet de différencier les pressions de l’intrados et 

l’extrados. Sur l’extrados, la vitesse tangentielle augmente par rapport  à la vitesse normale donc la 

pression diminue sous incidence nulle.  À l’inverse, l’intrados voit sa vitesse tangentielle diminue, 

du fait de l’augmentation de l’obstacle que produit l’aile à l’écoulement venant de l’amont. Comme 

le point d’arrêt est toujours le bord d’attaque, toutes les courbes du coefficient de  pression tendent à 

la fin du profil vers la valeur unité.  

Pour de plus amples informations techniques,  nous avons jugé  utile d'enrichir et tester 

notre code à partir d’un maillage prédéfini voir figures (4.7 ,4.8). A ce stade, nous présentons les  

distributions des pressions et des vitesses autour des  profils consacrés à cette étude ainsi que la 

disposition des lignes de courants. Ceci nous permis l'illustration quasi réelle de l'écoulement autour 

des différentes  configurations choisies voir figures (4.9 à 4.17). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.6 : Tracé  et maillage du profil NACA0012 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.7: Tracé  et maillage du profil NACA4415 

 
 
 
 

0 0.25 0.5 0.75 1
V1

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

V
2

-1 0 1 2
x

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

y

 

0 0.25 0.5 0.75 1
V1

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

V
2

-1 0 1 2
x

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

y



  Chapitre 4                                                                                            Résultats Et Interprétations  

74 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4. 8 : Distribution de  CP pour différent angle d’incidence NACA 0012  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.9:Distribution des pressions pour différent angle d’incidence NACA 0012 
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Figure 4.10 : Distribution de la  vitesse tangentielle  pour différents angles d’incidence NACA0012 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.11: Distribution des vitesses pour différents angles d’incidence NACA0012 
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Figure 4.12: Distribution de  Lignes de courant pour différentes angles d’incidence NACA0012 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.13 : Distribution de  CP pour différentes angles d’incidence NACA4415 

 

 



  Chapitre 4                                                                                            Résultats Et Interprétations  

77 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.14 : Distribution des pressions pour différentes angles d’incidence NACA4415 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.15 Distribution de  Vitesse tangentielle pour différentes angles d’incidence NACA4415 
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Figure 4.16:Distribution des Vitesses  pour différentes angles d’incidence NACA4415 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.17 Distribution des  Lignes de courant  pour différentes angles d’incidence NACA4415 
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Pour la détermination du coefficient de sustentation local du  Cl, on a adopté une représentation en 

fonction de l'angle de l'incidence. La courbe Cl=f(α) de la figure 4-19 présente un maximum  aux 

incidences positives et par extrapolation un minimum aux incidences négatives, entre ces deux 

limites du coefficient de portance la courbe est pratiquement linéaire. La région utile s'étend sur une 

gamme d'incidence comprise entre -4° et +4°.  À partir de la pente de droite définit à l'aide du 

rapport αd
dCl     on exprime la variation de la portance résultant d'une variation d'incidence voir 

figure (4-19). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4. 18: Représentation du Cl en fonction de l'incidence 

      La courbe de portance présentée sur la figure (4-18), coupe l'axe des abscisses  en α = - 4° où la 

portance devient nulle. On remarque que  celle-ci croit ou décroît avec  α.  En dehors d’une plage 

d’angle de balayage d’incidence d’intervalle (-4 et +4), on obtient des valeurs extrêmes qui 

provoquent le décollement de l’écoulement. Cette perturbation se traduit sur les courbes éclaircies 

par les figures (4.20 et 4.21)   par un une variation linéaire au-delà du coefficient de portance 

maximale et qui est due théoriquement aux termes de degré supérieur des sinus  et/ou des cosinus 

que prend en considération la formulation mathématique pour le calcul plus détaillé du Cl. Une 

représentation des données expérimentales graphique est accomplie  et  approximée 

raisonnablement  par une comparaison avec  nos résultats numériques.  Il est enregistré qu’une 

bonne corrélation entre les deux résultats est en bon accord. 
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Figure 4.19 : Représentation de l’évolution de la portance en fonction de l’angle d’incidence pour le 
profil NACA 0012 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4. 20: Représentation de la variation du coefficient de portance en fonction de l’angle 
d’incidence pour le profil NACA 4415 

Du point de vue influence de la segmentation (paneling), nous avons remarqué que la variation du 

nombre de panneaux utilisés pour la discrétisation du profil influe énormément sur le résultat du 

coefficient de portance figures (4-21-b et 4-21-a).  
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Figure 4. 21-a: Influence du nombre de panneaux sur le coefficient de portance  

En fonction de l'angle d'incidence Pour le NACA 0012 

Sur la figure 4.21.a, nous avons fait varier  l’angle d’incidence du profil symétrique NACA 0012 

afin d’obtenir la portance du profil à diverses angles. Nous remarquons ainsi que la variation du Cl 

en fonction de α suit une loi linéaire de pente environ égale à 0.12111. La fonction de Cl qui est Cl 

= 0.121*alpha pour le cas des profils symétriques prend la forme y = ax. C’est une relation simple  

et aisée à manipuler.  

Ayant présentés une variété de profils symétriques de type Cl = aα, nous nous sommes rendus 

compte que la pente a  est une constante qui dépend de la géométrie du corps géométrique étudié.  . 

Cette relation nous permettra ainsi de connaître la portance quelle que soit l’incidence du profil 

symétrique, grâce, soit à l’essai sous une incidence quelconque, soit grâce à des tables qui 

donneraient directement l’équation de la droite. 

Remarque :  

Nous nous  sommes limités à un angle égal à 9 degrés; puisque la théorie avec laquelle on a  

traité notre code ne tient pas compte de l’effet de  la viscosité et de la couche limite.  
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Figure 4. 21-b: Influence du nombre de panneaux sur le résultat obtenu de la variation du 
coefficient de portance en fonction de l’incidence 

Sur la figure 4.21b, nous avons fait varier le nombre de panneaux par une discrétisation de 10 à 60. 

Nous remarquons qu’à partir de plus de 40 panneaux le coefficient de portance reste pratiquement 

le même.  

Cette étude nous a permis de montrer la convergence des résultats avec l’augmentation du nombre 

de panneaux sur le profil. La méthode des panneaux, de même que n’importe quelle méthode 

discrétionnaire, n’apporte pas une solution analytique au problème, mais une solution numérique. 

On pourrait croire que l’augmentation vers l’infini du nombre de panneaux permettrait d’obtenir un 

excellent résultat. C’est vrai sur ce point, mais c’est inutile, car ainsi que le montre la figure 5.22-b, 

nous avons une convergence rapide du résultat au delà de 40 panneaux. 

Nous pouvons aussi faire remarquer que pour les profils cambrés figure 4.19, l’évolution du 

coefficient de portance du profil est une fonction linéaire de α , l’incidence du profil. Mais 

contrairement aux profils symétriques, les profils cambrés ont une portance initiale, ici de 0.37, ce 

qui fait que l’équation qui régit Cl(a) est :    Cl(a) = a*α + b. Et que pour les NACA 4415, b=0.37, 

et a = 0.1149 

Cette relation nous permettra ainsi de connaître la portance quelle que soit l’incidence d’un profil 

cambré, grâce, soit à l’essai sous 2 incidences quelconques, soit grâce à des tables qui donneraient 

directement l’équation de la droite. 
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On utilise dans la figure 4.22 une représentation du coefficient de moment en fonction de 

l'incidence. Le moment est calculé par rapport au bord  de d'attaque du profil ou nous adoptons 

comme convention qu'un moment piqueur est positif et moment cabreur est négatif. Aux incidences 

usuelles, le coefficient de moment est positif car il a pour effet de faire tourner le profil autour du 

bord d'attaque de façon à diminuer l'angle d'incidence. La courbe est sensiblement linéaire pour des 

incidences comprises entre 0° et 9°. Il  est nul pour une incidence proche -7°. Puis croit avec 

l'incidence jusqu'à une valeur maximale 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4. 22 : Représentation du Cm en fonction de l'incidence 

 

L'objectif dans cette  recherche est d’analyser l’influence des sillages engendrés par des 

géométries interférées.  

L'extrémité de l'aile est une zone où la pression d'intrados rejoint la dépression d'extrados ce 

qui crée des sillages tourbillonnaire (tourbillons marginaux). Afin de diminuer la traînée induite par 

ces tourbillons, il est nécessaire de réduire progressivement les champs de pressions lorsqu'on 

s'approche de l'extrémité de l'aile. Pour cela, à surface d'aile identique, une plus grande envergure 

sera préférable à une plus grande corde. On augmente l'allongement (envergure²/surface.) bien 

entendu, cette augmentation d'envergure crée des problèmes de résistance mécanique : La portance 

en bout d'aile a tendance à la faire plier et à la casser. Des dispositifs ont été développés,  pour 

limiter les effets mécaniques dus à l'allongement dont en autres l’implanture de la winglet.  

Les phénomènes d'interactions entre obstacles  et en particulier l’élément winglet et les 

surfaces portantes engendrent du fait de leur orientation une force de portance s’ajoutant à celle de 

l’aile. Une force de poussée diminue la traînée et une modification  des champs des vitesses locales. 
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Tous ces paramètres dépendent  vraisemblablement  de l'angle d'incidence, de la forme de la  

winglet, de la position longitudinale de l'aile et enfin de la position de l'implanture du winglet  sur le 

bout extérieur de l’aile.  

 

La recherche des aérodynamiciens a été toujours d’essayer de trouver un moyen 

fondamental pour accroître l’efficacité aérodynamique et cela par l’intermédiaire de l’exploitation 

de l’idée de surfaces géométriquement non planes tel que les configurations canard et plus 

particulièrement les winglets dont actuellement le concept est communément utilisé sur les 

nouvelles configurations. 

 

En pratique ces formes de bout d’aile amélioré aident à nettoyer les champs d’écoulements sur les 

bouts extérieurs des ailes, en réduisant les effets visqueux dont il résulte une réduction de la traînée 

et par conséquent la réduction systématique de la traînée de frottement sur la paroi. 

 

Afin  de mieux cerner et comprendre ces phénomènes d’interactions dans des configurations 

combinées (aile, empennage, winglet) dans des  champs d’écoulements fluides et leurs influences 

sur les caractéristiques aérodynamiques au point d’implanture, nous avons simulé ces derniers par 

deux codes. Le premier  a été élaboré et le deuxième a été exploité (code Fluent).  

 

Les  figures  4.23 jusqu'au 4.28 (simulation par le code élaboré et aussi le logiciel fluent) 

représentent une description tridimensionnelle  de la répartition des caractéristiques  

aérodynamiques d’une aile portante  dans la région d’implanture de la winglet  par rapport à la 

variation simultanée de l’angle de calage (angle dièdre est respectivement de 0° 20° 50° 80°) et de 

la flèche. On remarquera en particulier l’élargissement de la zone d’influence dans les champs 

d’écoulement en bout d’aile conformément à la variation de la flèche de 0° et 25°. Cette simulation 

en 3D nous a permis de visualiser la distribution qualitative et surfacique  des forces 

aérodynamiques locaux : Cl , CD et Cm et de focaliser  les zones critiques à forte concentration de a 

force maximale de traînée induite ainsi que la tendance  et le sens de l’évolution tridimensionnelle  

des autres paramètres aérodynamiques en vue d’un choix approprié de l’angle optimum de calage 

du  dièdre dans l’implanture ainsi que celui de la flèche .  

.  
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Figure 4.23: Distribution tridimensionnelle du Cl, effilement e=1et flèche = 0° 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.24 : Distribution tridimensionnelle du CD,  effilement e=1et flèche = 0° 
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Figure 4.25 : Distribution tridimensionnelle du Cm,  effilement e=1et flèche = 0° 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.26: Distribution tridimensionnelle du Cl,  effilement e=1 et flèche = 25° 
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Figure 4.27 : Distribution tridimensionnelle du CD,  effilement e=1 et flèche = 25° 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.28: Distribution tridimensionnelle du Cm,  effilement e=1 et flèche = 25° 
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4.2) Résultats  obtenu par le logiciel Fluent 

Dans cette  deuxième partie de simulation numérique de notre travail réalisée par le logiciel 

Fluent, on s’intéresse essentiellement à l’écoulement aérodynamique tridimensionnel aux champs 

de vitesse, de pression, de coefficient de pression et des isomachs autour des différentes 

configurations géométriques de l’avion. 

On se propose donc, dans cette étude la mise en évidence des écoulements autour d’une 

configuration aile empennage (voir figure 4. 29)   et autour aussi de la configuration d’un avion en 

vrai grandeur voir les figures chapitre 3. 

 

Dans l’ensemble des calculs entamés pour simuler le champ écoulement autour de la géométrie 

du design de l’avion en question, nous avons utilisé une vitesse initiale du le fluide de 50 m.s-1.  Le 

régime obtenu dans ce cas est un régime subsonique. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

Figure 4. 29 : Représentation de la géométrie à étudié (aile et empennage) 

 

La figure (4.30) montre l’aile et l’empennage. On présente ici les différentes stations le long de 

l’ensemble aile-empennage pour y =0 à y=9, où,   on souhaite chercher le coefficient de pression de 

chaque station. Le résultat obtenu montre sur les figures (4-31,  4.34) pour un angle d’attaque α = 0  

le  coefficient de pression est plus important sur l’intrados que sur l’extrados. On mentionne  aussi 

sur les mêmes figures (4-35,4-36)  que le coefficient de pression obtenu pour les stations y = 0 et y 

= 1.5 donnent des valeurs significatives que celle obtenue pour la station y = 3.5, on peut déduire 
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alors que le coefficient de pression diminue à partir de l’implantation vers le bout. La même 

remarque sera avancée pour la configuration de l’aile, où on remarque à la station y = 9, la chute du 

coefficient de pression voir figure 4.35. Une bonne illustration unissant des différentes stations est 

illustrée sur la figure 4.36. L’inclinaison de l’angle d’attaque provoque un accroissement du 

coefficient de pression sur l’intrados et une diminution sur l‘extrados voir figure 4-39. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.30: Représentation différentes stations pour la combinaison aile- empennage  

(Angle d'attaque =0°) 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.31: Le coefficient de pression à la région d'emplanture  fuselage et  aile- empennage  y=0 
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Figure 4.32: Le coefficient de pression à la station  aile- empennage  y=1.5 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

Figure 4.33: Le coefficient de pression à la station  aile- empennage  y=3.5 
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Figure 4.34: Le coefficient de pression à la station  aile- empennage  y=6.00 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.35: Le coefficient de pression à la station  aile- empennage  y=9.00 
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Figure 4.36: Illustration de coefficient de pression  pour différentes stations : aile- empennage 

  (Aile même niveau que l'empennage avec angle d'attaque=0) 

Sur les figures (4-36, 4.37), on  présente le champ de pression pour les différentes stations le même 

comportement que le coefficient de pression est à noter dans ce cas. Sur la figure 4.39, l’image 

montre clairement l’augmentation de la pression pour un angle α = 5°.  

  

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.37: Illustration du champ de  pression  pour différentes stations : aile- empennage 

  (Aile même niveau que l'empennage avec angle d'attaque=0) 
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Le champ de vitesse est configuré sur la figure (4.38, 4.40) pour des angles respectives α =0 et α = 

5°. On mentionne  dans ce cas une différence de comportement de la vitesse pour les deux angles. 

Où, on note une vitesse importante pour l’angle α = 5°. 

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.38: Illustration du champ de la vitesse  pour différentes stations : aile- empennage 

  (Aile même niveau que l'empennage avec angle d'attaque=0) 

  

 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

  

Figure 4.39: Illustration de la pression au niveau : aile- empennage   

 (Avec un angle d'attaque=5°) 
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Figure 4.40: Illustration du champ de vitesse au niveau : aile- empennage   

 (Avec un angle d'attaque=5°) 
  

Aux figures 4.41 (a, b et c), on illustre par une représentation des champs de contours des 

coefficients de pression où on remarque clairement que selon la légende présentée que le coefficient 

de pression augmente avec l’augmentation de l’angle d’attaque. 

  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 4.41 (a, b, c): Contours de coefficient de  pression autour de la configuration aile empennage 

pour différentes valeurs d'angle d'attaque (α=0°,3°,5°respectivement) 

 

a b 

c 
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Pour une configuration aile empennage aligné, on remarque  que la vitesse augmente  à l’intrados et 

l’extrados avec l’augmentation de l’angle d’attaque. voir figure 4.42 (a,b ,c). 

 

 

 
  

 

 
Figure 4.42 (a, b, c): contours de la vitesse autour de la configuration aile empennage pour 

différentes valeurs d'angle d'attaque (α=0°,3°,5°respectivement)  

 
Pour une position décalée entre aile et l’empennage, les valeurs trouvées dans ce cas sont beaucoup 

supérieures à celles obtenues avec position alignée. Cette situation est favorable surtout pour le 

décollage des avions, voir figure (4.43, a,b et c).  

 

 

 

  

 

a b 

c 
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Figure 4.43 (a, b et c): Coefficient de  pression autour de la configuration aile empennage pour 
différentes valeurs d'angle d'attaque (α=0°,3°,5°respectivement) 

 
 
Dans les figures 4.44(a,b et c), les vitesses augmentent avec l’angle d’attaque , ce qui se remarque à 

la figure 4.43( c ) où note une appréciable différence de vitesse à l’intrados et l’extrados et ceci pour 

une position décalé d’empennage. 

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

a b 

c 
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α 
 
 
 
 
 

 
Figure 4.44: Comparaison de la vitesse autour de la configuration aile empennage pour différentes 

valeurs d'angle d'attaque (α=0°,3°,5°respectivement avec une aile en bas que l'empennage) 
 
 
Pour une position décalée choisi et alignée, nous présentons aux figures (4.45 aux 4.49) les graphes 

des contours des coefficients de pression, les contours champs de vitesse et le champ de  vecteurs 

vitesse.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

b, α=3° a,α=0° 

c, α=5° 
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Figure 4.45:Distribution des contours  de coefficient de pression tridimensionnelle sur aile-
empennage et le plan de symétrie (angle d'attaque=3° et l'empennage en haut par rapport à l'aile) 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure 4.46:Distribution des contours de la vitesse sur aile-empennage pour une station y = 0. Avec  

angle d'attaque=3°  
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                    (a)                                                                                  
 

 
Figure 4.47:Illustration des vecteurs vitesses sur aile-empennage pour une station y=3.5 avec angles 

d'attaque=0° et  6°. (Avec un zoom) 
 

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.48:Distribution des contours du coefficient de pression sur aile-empennage pour une 
station y =0. Avec angles  d'attaque=3° et 6° 

 

   

  

  

a  b  
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Figure 4.49:Distribution des vitesses sur aile-empennage pour une station y= 0 avec angle 

d'attaque=3°  
 

 
 
 

Les résultats obtenus par le logiciel fluent montrent sur les figures 4.50 et 4.51 que la distribution 

du champ de pression de la géométrie aile empennage en présence de la winglet est importante aux 

points d’arrêts et beaucoup plus accentuée au zone d’implanture aile fuselage.  

De même aux figures 4.52 et  4.53 des contours de vitesses sont présentées. Ils illustrent que les 

vitesses maximales sont obtenues sur l’extrados et l’intrados.  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.50: Représentation des contours du coefficient de pression  autour  la combinaison  aile 
empennage winglet 3D (Avec un angle d'attaque =5°) 
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Figure 4.51: Représentation des contours des vitesses autour  la combinaison  aile empennage 
winglet 3D (Avec un angle d'attaque =5°) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Figure 4.52: zoom de la figure 4.51 
(Avec un angle d'attaque =5°) 

                                                    
 
 
Dans cette partie, on s’est penché sur l’influence et le comportement du coefficient de pression, les 

isomachs, température, pression et  le champ des vitesses. Cette étude est faite  en régime 

subsonique sur une configuration complète de l’avion en vrai grandeur pour une position décalée de 

l’aile et l’empennage en azimuth. Ceci est faite dans le but de mieux  analyser les zones critiques 

sur l’ensemble du corps en question. La figure 4.53 illustre clairement que les coefficients de 
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pression sont maximales aux surfaces frontales. A la figure 4.54, on voit que les iso-Mach sont 

faibles aux régions intersections fluide structure et élevés loin de cette région. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.53: Représentation de coefficient de pression autour  d’un avion 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.54: Représentation Des lignes iso mach  autour  d’un avion 
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La même interprétation est faite pour la figure 4.55 que la figure 4.54 car le vecteur gérant 

phénomène est la vitesse. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 

Figure 4.55: Représentation de la vitesse  autour  d’un avion 
 
A la  figure 4.56, on constate que la pression est maximale aux points d’arrêts.  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 4.56: Représentation Des pressions  autour  d’un avion 
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Dans cette figure  4.57, on présente la distribution de la température sur l’ensemble du corps de 

l’avion. Il est à constater que les températures maximales sont obtenues à la région interaction 

fluide structure puisque dans cette la pression augmente ce qui provoque aussi une augmentation de 

température. Ceci s’explique par la liaison  des deux paramètres par l’équation d’état de la 

thermodynamique. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

Figure 4.57: Représentation Des lignes isothermes autour  d’un avion 
 

Pour un nombre de mach supérieur à 0 essentiellement pour 0.1 et pour des angles d’attaques de 3° 

et 5°,  les figures 4.58, 4.59 et 4.60 représentent respectivement le coefficient de pressions pour un 

angle 3°, les iso-mach et le coefficient de pression pour un angle 5° autour de différentes stations 

d’un avion.  On mentionne là,  où les pressions sont importantes  le coefficient de pression l’est 

aussi. Par contre, les iso-mach sont importantes sur les surfaces beaucoup plus sur l’intrados et 

l’extrados. 
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Figure 4.58:Représentation coefficient de pressions autour de différentes stations d'un avion 

(Mach =0.1, alpha =3°) 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.59:Représentation des iso mach autour différentes stations d'un avion 
(Mach =0.1, alpha =3°) 
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Figure 4.60: Représentation coefficient de pressions autour différentes stations d'un avion 
(Mach =0.1, alpha =5°) 
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Conclusion 
 

Dans cette étude, on s’est intéressé à étudier par une simulation numérique l’aile et l’empennage 

pour des positions différentes à des différents angles d’attaques avec l’influence du 

positionnement du fuselage de l’avion. Ceci a été  réalisé avec un code développé. La méthode 

de l’art du code développé admet que l'aile et l'empennage  sont divisés en plusieurs panneaux 

dont chacun comporte un tourbillon en fer à cheval qui est constitué de deux tourbillons aux 

extrémités et un tourbillon en amont. De la même manière le fuselage  est aussi divisé en un 

grand nombre de panneaux. Par la suite, afin de maîtriser d’autres difficultés en des géométries 

complexes tridimensionnelles,  nous avons fait appel au logiciel Fluent afin de surmonter ces 

difficultés.  

La division de la surface en panneaux permet que l'intégrale soit approximée avec   une 

expression algébrique pour chaque panneau, alors que les inconnues à déduire appelés intensités 

des singularités sont déterminées à l'aide d'un système d'équations linéaires couplées, générées 

par les conditions de l'écoulement. Ce système obtenu est résolu par des techniques de calcul 

numériques intermédiaire. En effet, ceci accède vers  le calcul des vitesses induites dans les 

points de contrôle sur chaque panneau. Du fait que l'équation de Laplace a un caractère linéaire, 

la solution générale est représentée par la somme des solutions élémentaires (le principe de 

superposition). Par conséquent, cette articulation nous permet d’obtenir les paramètres de 

l’écoulement aérodynamique et d’analyser l’écoulement autour de la géométrie considérée. 

      La diversité d'exemples traités dans cette thèse démontre un accord satisfaisant entre les 

résultats obtenus en théorie de la méthode intégrale et les résultats numériques et 

expérimentaux d’autrui. Néanmoins, il apparaît un certain écart qui est relativement faible dans 

la région d'implanture de l'aile suite à l'interaction de l'aile fuselage modélisée par une 

distribution des tourbillons images à l'intérieur du fuselage. 

       Les champs de pression  autour de divers configurations et mouvement dans un fluide 

parfait compressible a été déterminé dans ce travail  et validé par des applications tests qui sont 

en bons accord avec les résultats expérimentaux. 

Pour un écoulement bidimensionnel, le modèle proposé est basé sur la représentation de 

l'obstacle réel par un solide composée  de plusieurs facettes planes et sur chacune est disposée  

un ensemble de singularités dont le choix du type est toujours lié aux genres de phénomènes 

d'écoulements sur ces facettes. 
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     Le code de calcul fournit notamment le champ de vitesse, de pression et portance de la 

configuration étudiée. Il est particulièrement adapté à des études diverses d'aérodynamique 

pour  ses qualités  suivantes : 

• avoir directement les résultats précités  sans résoudre l'équation de Laplace du champ 

d'écoulement à travers tout le domaine d'étude. 

• Surmonter les limites de la théorie de l'aile mince en utilisant en plus des sources et 

vortex: 

• les solutions d'ordre supérieur de l'équation de Laplace pour mettre en valeur la précision 

de cette approximation connue sous la dénomination d'expansion multipolaire et 

l’application des  conditions aux limites tangentielles de l'écoulement exact.  

La  maniabilité du deux codes (code élaboré et le logiciel fluent) sur la possibilité de la 

diversification d’exemples traités a réellement capturé  le phénomène d’interaction dans la 

région d’emplanture de l’aile-fuselage empennage, ces codes de calcul fournit d’une manière 

très appréciable et technique les solutions de l’équation intégrale. 

Ce qu'il convient de souligner, c'est que l'aérodynamique est avant tout et par principe, une 

science expérimentale. On ne niera pas l'utilité de la théorie, car elle permet d'élaborer des 

modèles mathématiques simulant la réalité, ce qui est toujours une économie de temps, d'argent 

et d'énergie, et visualise des phénomènes physiques plus facilement et rapidement. 
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Théories Des Images  
A-1) Principe De formulation Mathématique Des Images  Pour Les Différents 

Type De Singularités 

Introduction  

       Dans la réalité pratique, l'écoulement se fait autour de plusieurs obstacles. Il 

s'ensuit alors des interférences mutuelles qui dépendent de la géométrie de ces corps 

et des distances  qui les séparent. 

        Parmi les cas les plus intéressants, on peut citer l'effet du sol sur les 

performances aérodynamiques de l'avion, l'influence des champs d'écoulement 

perturbé par la présence des Avions qui volent l'un à proximité de l'autre et l'effet des 

parois soufflerie sur les caractéristiques aérodynamiques mesurées sur les modèles 

testés  

      La méthode des images est utilisée pour déterminer ce genre d'interférences et 

plus particulièrement celles des ailes sur le fuselage de l'avion. 

     Si on considère un système (s) limité par des parois solides et composé par des 

singularités du type sources, puits, doublets  et tourbillons (vortex) , il est possible de 

trouver un autre système (s') de singularités , dit image du premier système , situé hors 

domaines du système (s) et tel que les frontières représentent le lignes de courant pour 

écoulement résultant de l'effet conjugué de l'ensemble des singularités. 

 

  A-1-1) Image Source :   

         Soit un écoulement généré par source placé en un point de coordonnées A (0, a) 

à proximité d'une paroi plane située à  y=0. La condition à la surface implique une 

vitesse nulle sur la paroi  

 L'influence de cette paroi sur l'écoulement est identique à l'effet de l'image de la 

singularité source placée cette fois ici en un point de coordonnées A'(0,-a) 

 Le principe de superposition appliqué à la source et son image conduit à : 


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Le champ de vitesse sera donné par :  
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Le premier terme des composantes de la vitesse représente l'effet de la source  

le seconde terme représente la vitesse générée par la source image lequel remplace 

l'effet de la paroi. 

 

A -1-2 )Image Vortex 

        

        Soit un tourbillon (vortex) d'intensité Г placé en un point A (0,a) de la paroi . 

L’image de ce type de singularité est un vortex de circulation opposée et qui placé en 

un point A'(0,-a)  

  Le principe de superposition permet d'obtenir la fonction de courant en ajoutant celle 

du tourbillon et de son image. 

[ ] [ ] 2/1222/122 )(log
.2

)(log
.2

ayxayx ++
Π

Γ−−+
Π

Γ=Ψ  (A.3) 

     Les champs de vitesse seront alors: 










++
++

−+
−

Π
Γ=

2222 )(

)(

)(

)(

.2 ayx

ay

ayx

ay
u  

[ ][ ]2222 )()(

.2

ayxayx

yxa
v

++−+
Γ−=  

(A.4) 

 

Remarque : 

      Il est possible d'associer au champ de vitesse de cet écoulement  un champ 

d'écoulement uniforme pour étudier l'effet de la présence d'une paroi sur la portance. 

A -1-3) Image Doublet   

          Dans   l'étude  de l'écoulement autour d'un cylindre circulaire que nous avons 

représentée par une superposition d'un écoulement uniforme et d'un doublet. 

L'influence  d'une paroi plane sur le cylindre est obtenue en plaçant une image de la 

singularité doublet en un point  A'(0,-a). 

  L'écriture de la fonction de courant sera de la manière suivante : 
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



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
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++

−+
−

Π
−=Ψ ∞ 2222 )(

)(

)(

)(

.2
.

ayx

ay

ayx

ay
yV

µ
 (A.5) 

Les composantes des champs de vitesse seront dans ce cas : 

[ ] [ ] 








++
+−+

−+
−−

Π
−= ∞ 222

22

222

22

)(

)(

)(

)(

.2 ayx

ayx

ayx

ayx
Vu

µ
 

[ ] [ ] 








++
++

−+
−

Π
−= 222222 )(

)(

)(

)(

.2

.

ayx

ay

ayx

ayx
v

µ
 

(A.6) 

 

Note : 

         L'utilisation des variables complexes est une technique très pratique dans l'étude 

des écoulements potentiels bidimensionnels. Dans ce cas de figure la fonction de 

courant ainsi que le 

 Potentiel des vitesses peuvent être  associé pour former une seul fonction complexe 

appelée le potentiel complexe défini par : 

                

)()()( zjzzF Ψ+Φ= (A.7) 

                             

          Tel que   z=x + j y 

La dérivation de F(z) par rapport à z conduit à une vitesse complexe qui liée aux 

composantes  u et v de la vitesse  par       W (z)=u+jv 

 

1:Image source.A   Figure  



Annexe A 
 

iv 
 

 

: Image vortex2 .Figure A  

 

Figure A.2: Doublet à proximité d'une paroi plane 
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La Distribution Des Singularités Tridimensionnelles 

 

Introduction  

              Les écoulements plans ou bidimensionnels permettent de comprendre 

certains écoulements pratiques mais ils présentent des limitations quand on veut 

modéliser un écoulement complexe   tridimensionnel  

  L'aérodynamique appliquée est tridimensionnelle mais l'étude est complexe. La 

détermination du champ d'écoulement est toujours d'actualité dans le domaine de 

recherche aussi bien théorique ou expérimentale  

 

  B -1) Source  

        B -1-1) Source Ponctuelle : 

       Une source ponctuelle d'intensité unité qui est située à une distance ξ suivant l'axe 

ox, induit en un point P(x,y,z) une vitesse cette vitesse induite est exprimée par 

(Figure B.1)  

V ξ = 24

1

ξπ d
 

         d ξ =  [ ] 2/1
'²'²)²'( zyx ++−ξ  

r' = [ ] 2/12''² zy +  

(B.1) 

 

(B.2) 

(B.3) 

 

       II-5 -1-2) SOURCES LINEIQUES : 

      cette fois-ci nous considérons des sources ponctuelles qui s'étendent sur une 

longueur Ls suivant  l'axe ox' et `formant une ligne de source d'intensité unité les   

composantes de la vitesse induite en un point P(x',y',z') sont (Figure B.2) : 

u' = ξφξ dV
Ls

o
)cos('∫  

    v' = ξθφξ dV
Ls

o
)cos()sin('∫  

 w' = ξθφξ dV
Ls

o
)sin()sin('∫  

(B.4) 

(B.5) 

(B.6) 

    

 

 



Annexe B 
 

vi 
 

Ou :         

Cos ( [ ] 2/1

'²'²';
'

)sin(;
'

'
) zyr

d

r

r

x +==−=
ξ

φξφ  

Cos (  [ ] 2/1

'²'²';
'

'
)sin(:

'

'
) zyr

r

z

r

y +=== θθ  

(B.7) 

(B.8) 

    

 

L'intégration des composantes de la vitesse induite permet d'obtenir les relations 

suivantes :                         

Le système d'axes (ox', oy', oz') défini précédemment représente le repère lié à la ligne 

de source dans la majorité des applications ce système de coordonnées est orienté d'un 

certain angle par rapport à l'axe des y et déplacé par rapport à l'origine du repère de 

référence. 

La transformation des coordonnées (x', y', z') du point P dans le repère de référence 

est: 

x' = x. sin (Ω ) + y . Cos (Ω ) 

y' = - x. cos (Ω ) + y. sin (Ω ) 

z' = z 

(B.13) 

 

En remplaçant dans l'équation (B.13) (Ω ) par sa valeur, on obtient: 

 

                           

u' = 
12

11

4

1

dd
−

π
 

v' =
12

''

'²4

'

d

x

d

Lsx

r

y −−
π

 

w' = -
12

''

'²4

'

d

x

d

Lsx

r

z −−
π

 

(B.9) 

 

(B10) 

 

(B.11) 

d1= [ ] 2/1'²'² rx +  

d2 = [ ] 2/1'²²)'( rLsx ++  

r' = [ ] 2/1'²'² zy +  

(B.12) 
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x' = 
2/1²)1( λ

λ
+

+ yx
 

y' =
2/1²)1( λ

λ
+

− xy
 

z' =z 

(B.14) 

Ou :                          λ  = tan (Ω ) 

d1= (x² +y² + z²)1/2 

d2 = [ ] 2/1²)²()²( zbybx +−+− λ  

r' = 
[ ]

2/1

²)1(

²²)1()²( 2/1

λ
λλ

+
++− zyx

 

(B.15) 

         

 

Figure B.1: la vitesse induite par une source ponctuelle 

 

Figure B.2:la vitesse induite par une source linéique 
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Figure B.3: les composantes de la vitesse induite par une source linéique 

 

Si en plus la ligne de source est déplacée d'une distance ξ de l'origine, les  

Expressions ci-dessus deviennent : 

x' = 
2/1²)1(

)(

λ
ξλ

+
+− yx

 

                                y' = 
2/1²)1(

)(

λ
ξλ

+
−− xy

 

z' = z 

(B.16) 

 

Avec :   

d1= [ ] 2/1²²)²( zyx ++− ξ  

d2 = [ ] 2/1²)²()²( zbybx +−+−− λξ  

r' = 
[ ]

2/1²)1(

²²)1()²(

λ
λλξ

+
++−− zyx

 

r' = 2/1

²)1( λ+
r

 

(B.17) 

Les composantes de la vitesse dans le nouveau repère s'écrivent: 

u =  2/1

²)1(

''

λ
λ
+

−vu
 

v = 2/1

²)1(

''

λ
λ
+

−uv
 

w = w' 

(B.18) 
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Si nous considérons cette fois-ci une ligne de sources de longueur Ls et d'intensité 

unité, parallèle à l'axe oy et située à une distance ξ de l'origine les coordonnées dans 

le nouveau repère sont      

x' = y – m1ξ  

y' =- (x- ξ  ) 

z' = z 

(B.19) 

 

Figure B.4: systèmes d'axes orientes d'un angle Ω 
 

 

Figure B.5 : distributions de sources sur un système d'axes orientes à un angle Ω  
 

Où :    

L (ξ ) = b + m2ξ  - m1ξ  

d1= [(y- m1ξ )² + (x -ξ )² + z²  ] 2/1  

d2 = [(y- m2ξ -b)² + (x -ξ )² + z²  ] 2/1  

r' = [(x- ξ )² + z²  ] 2/1  

m1 = tan )1(α  

m2 = tan )2(α  

(B.20) 
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B-1-3) Sources Surfaciques  

Les composantes de la vitesse induite, en un point P(x,y,z) par une ligne de sources 

placées à une distance ξ de l'axe ox du panneau de géométrie trapézoïdale, sont 

données par (Figure B.7 ): 

u' = ξξλξ
π

d
d

mby

d

my

r

xc

o 2

2

1

1

'²4

1 −−−−−
∫  

v' = ξ
π

d
dd

c

o 21

11

4

1 −∫  

w' = ξξλ
π

d
d

mby

d

my

r

zc

o 2

2

1

1

'²4

1 −−−−
∫  

(B.21) 

L'influence du sommet 1 de la figure B.8 sur les composantes de la vitesse induite est 

: 

u1= [ ] 2/1
1

2/1
11

1
2/1

1

1

²)²(²²)1()²(²)1(4

1 1

zx

y
Sinh

zmxmx

ymx
Sinh

m

m

+
−

++−
+

+
−−

π
 

v1= [ ] 2/1
11

11
2/1

1 ²²)1()²(²)1(4

1

zmxmx

ymx
Sinh

m ++−
+

+
−

π
 

w1 = 
²)(

²)²(
tan

4

1

11

2/12
1

zmxmyx

zyxz

+−
++−

π
 

(B.22) 

Les composantes de la vitesse des autres sommets 2, 3 et 4 peuvent être déduites des 

équations précédentes l'influence totale du panneau en vertu du principe de 

superposition est donnée par : 

u = u1 – u2 – u3 – u4 

v = v1 – v2 – v3 – v4 

w = w1 – w2 – w3 – w4 

(B.23) 

 

Si on considère un panneau source en flèche et effilé dans la direction de l'envergure 

et sachant que : 

d1 = [ ] 2/1²²)²( zyx −+− ξ  

d2 = [ ] 2/1²)²()²( zbybx +−+−− λξ  

λ  = tan )1(α  

(B.24) 
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Les composantes de la vitesse induite par cette ligne de source d'intensité constante en 

un point P sont : 

u =
λξλξλλξλ

λπ
d

d

bybx

d

yx

r

yx

dd

c

o
∫

−+−−−+−−−+−
+ 2121

2/1

)()(
(

²
)

11
(

²)1(4

1

v = 

ξλξλξλλξλ
λπ

d
d

bybx

d

yx

r

yx

dd

c

o 2112
2/1

)()(
(

²

)(
)

11

²)1(4

1 −+−−−+−−−−−
+ ∫  

w = ξλξλξλ
π
λ

d
d

bybx

d

yxz c

o 21

2/1 )()(

4

²)1( −+−−−+−+
∫  

(B.25) 

 

L'influence totale du panneau sur la vitesse induite est obtenue en faisant usage du 

principe de superposition. 

 

 

 Figure B.6 : distributions linéiques de sources situées a une distance ς de l'origine 

 
 

 

Figure B.7 : distribution surfacique des sources  
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Figure B.8 : distribution des sources sur un panneau avec flèche et effile   

 

B- 2) Tourbillon : 

 

     B -2-1) Filaments Tourbillonnaires : 

             Considérons une distribution de tourbillons suivant l'axe ox' la vitesse induite 

au point P(x', y', z') est donnée par la loi de boit-savart suivant (Figure B.10): 

dV = 
34

)(

d

dd

π
ξ ∧Γ

 (B.26) 

 

Ou :Γ - Représente du filament tourbillonnaire  

d -est la distance de l'élément infinitésimal en un point du champ. 

  

  B -2-2) Tourbillons Rectilignes : 

             La vitesse induite au point P par la distribution de tourbillons sur une droite 

est: 

V' = - 1
1

'

'4

1
d

d

Lvx

r
−−

π
 (B.27) 

 

Ou : 

d= [ ] 2/1'²)²'( rx +−ξ         r' = [ ] 2/1'²'² zy +  (B.28) 
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d1et d2 représentent les distances du point P aux deux extrémités du filament 

tourbillonnaire. 

La direction de la vitesse induite par l'élément d ξ est perpendiculaire au plan 

contenant le point P et l'élément d ξ il s'ensuit que la composante u' est nulle. 

Les composantes de la vitesse induite sont : 

u' = 0 

v' = - V'sin( )θ  

w' = V' cos( )θ  

(B.29) 

En remplaçant la vitesse par l'expression de l'équation (B.29) les composantes de la 

vitesse deviennent :                 

u' = 0 

v' = 
12

''

'²4

'

d

x

d

Lvx

r

z −−
π

 

w' = - 
'²4

'

r

y

π 12

''

d

x

d

Lvx −−
 

(B.30) 

        si le filament tourbillonnaire de longueur Lv est orienté d'un angle Ω  par rapport 

à l'axe y , les composantes de la vitesse induite s'écrivent : 

U = - 
121

)(

'²4

' bybx

d

yx

r

z −+−−+ λλλ
π

 

v = - 
21

)(

'²4

'

d

bybx

d

yx

r

z −+−−+ λλλ
π
λ

 

w = - 
21

)(

'²4 d

bybx

d

yx

r

yx −+−−+− λλλ
π

λ
 

(B.31) 

 

Si le filament tourbillonnaire est placé à une distance ξ  de l'axe des abscisses et 

orienté d'un angle Ω  par rapport à l'axe y, les composantes de la vitesse cette fois-ci 

sont exprimées par: 
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Figure B.9 : la vitesse induite par tourbillon 

 

 

Figure B.10 : filaments tourbillonnaires de longueur infinie situés aune distance   

 

Figure B.11 : distribution de tourbillon en fer de cheval  
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u = - 
21

)()(

²4

'

d

bybx

d

yx

r

z −+−−−+− λξλξλ
π

 

v = - uλ  

w = - 
21

)()(

²4 d

bybx

d

yx

r

yyx −+−−−+−−− λξλξλ
π

λλ
 

(B.32) 

 

 

 

Si le filament tourbillonnaire de longueur infinie est placé à une distance ξ  de 

l'origine et parallèle à l'axe des abscisses il induit au point P une vitesse qui est 

donnée par la loi de Boit-Savart en faisant tendre la longueur L vers l'infini on 

obtient : 

u = o 

v = -  
2/1²)²(

1
²4 rx

x

r

z

+
+

π
 

w = - 
2/1²)²(

1
²4 rx

x

r

y

+
+

π
 

(B.33) 

Si ce même filament tourbillonnaire de longueur infinie est situé suivant l'axe des 

abscisses à une distance de l'origine, les composantes de la vitesse induite en un point 

P par ce filament sont: 

u = o 

v = - [ ] 2/1²²)²(
1

²)²(4 zyw

x

zyr

z

++−
−+

+ ξ
ξ

π
 

w = - [ ] 2/1²²)²(
1

²)²(4 zyw

x

zyr

y

++−
+

+ ξπ
 

(B.34) 

 

B -2-3 )Le Tourbillon En Fer A Cheval: 

       Ce modèle de distribution est constitué d'une famille de tourbillons dits 

tourbillons en fer à cheval. La détermination des composantes de la vitesse induite en 

un point P(x,y,z) par ce type de distribution de tourbillons située dans le plan du 

panneau en flèche et effilés doit tenir compte de l'influence des tourbillons libres 
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situés sur les deux cotés latéraux du panneau qui s'étendent du bord d'attaque jusqu'à 

l'infini aval Figure B.11. 

              L'influence des tourbillons limites est obtenue en intégrant les composantes 

de la vitesse induite donnée par les équations précédentes pour inclure l'effet de 

sillage après intégration on trouve :   









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++= −−
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x

zyxy

zyxz
U 1

2/1
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4

1
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++−= −−
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4 λπ
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λλ
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(B.35) 

 

L'influence du tourbillon limite latéral est obtenue en intégrant les composantes de la 

vitesse induite calculées précédemment, en considérant un filament tourbillonnaire de 

longueur infinie et situé à une distance ξ  de l'origine. 

Les composantes de la vitesse induite obtenues après intégration sont exprimées par: 

u = o 

v = 








+
+++

²)²(

²)²²(

4

2/1

zy

zyx
x

z

π
 

w = - 








+
+++

²)²(

²)²²(

4

2/1

zy

zyx
x

y

π
 

(B.36) 

       

    En vertu du principe de superposition l'influence complète du panneau au point P 

(x,y,z) est obtenue en sommant les influences de chacun des tourbillons composant le 

tourbillon en fer à cheval 

   

B-3) le doublet tridimensionnel : 

                On considère une source d'intensité Q et un puits de même intensité séparée par 

une distance I soit un point quelconque distant de r1 de la source et de r de la singularité 

puit le potentiel des vitesses de la source et du puit sont respectivement: 
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r

Q
s

π
φ

4
−=        Et      

r

Q
p

π
φ

4
=  (B.37) 

 

L'application du principe de superposition permet d'obtenir le potentiel des vitesses 

suivant :                          

                              
²

)(.

4
)(

4
lim

1

1

r

CosIQ

rr

rrQ θ
π

φ
π

φ −=→
−

−=   

1 0   et    Q               ∞      

On définit l'intensité du doublet par : 

µ  = Q.l (B.38) 

Le potentiel des vitesses pour la singularité doublet est : 

²

)(

4 r

Cos θ
π

µφ −=  (B.39) 

En coordonnées cartésiennes le potentiel des s'exprime par : 

2/1²)²²(4
),,(

zyx

x
zyx

++
−=

π
µφ  (B.40) 

Le champ des vitesses est donné par: 

φφ
θ

θ
θ
φφ

e
Sinr

e
r

re
r

V
Φ∂

∂+
∂
∂+

∂
∂=

)(.

11  (B.41) 

Et enfin : 

⊄
V =    33

)(

4

)(

2 r

Sin
re

r

Cos θ
π
µθ

π
µ +⊄

 (B.42) 
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