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Résumé

La poutre métallique est un élément fondamental dans la construction mécanique, or pour choisir
un organe de construction, il est nécessaire de connaitre ses caractéristiques mécaniques particuliérement
le module d’Young. C’est la raison pour laquelle notre étude concerne la détermination et le calcul du
module d’Young d’un matériau homogene et isotrope.

Le travail réalisé est présenté en deux grandes parties :

La premiére est consacrée a 1’¢tude bibliographique sur les poutres, ses diférentes
caractéristiques et les déformations que subissent ces poutres et comment les mesurer.

La deuxiéme est réservée a la détermination des critéres qui aident a déterminer le module
d’Young ; pour cela, on utilise deux méthodes de calcul, la premicre est basée sur la théorie d’Euler-
Bernoulli, utilisée pour le calcul des modes propres des poutres en question. Le deuxiéme repose sur la
théorie de Timoshenko pour déterminer les fréquences propres et les modes propres par la méthode des
¢éléments finis, et en utilisant un code de calcul MEF ANNSYS.

Les résultats obtenus ont permis de faire une comparaison entre les deux théories. Cette
comparaison est basée sur le calcul de I’erreur relative du module d’Young. Ceci nous a permis de
constater que la théorie d’Euler-Bernoulli convient pour les poutres fortement élancées, par contre la

théorie de Timoshenko est valable pour les cas des élancements fortement courts.

Mots clés : Poutre homogene et isotrope, poutre vibrante en flexion, module d’Young, théorie des

poutres, théorie d’Euler-Bernoulli, théorie de Timoshenko.



Abstract

The steel beam is a fundamental element in the machinery, to select a body construction, it is
necessary to know their mechanical properties, especially the Young's modulus. This is the reason for that
our study concerns the determination and calculation of Young's modulus of a homogeneous and isotropic
beams.

The study is presented in two parts:

The first one is devoted to the literature review on the beams, these characteristics respectful and
distortion that suffered these beams and measured.

The second one is reserved for the determination of Young's modulus and for this, we use two
methods of calculation, the first is based on the Euler-Bernoulli’s theory to calculate the own modes of
beams considered, the second is based on Timoshenko's theory for determining the natural frequencies
and mode shapes by using an ANSYS program calculation.

The results obtained were allowed to make a comparison between the two theories. This comparison is
based on calculating the error on the Young's modulus, which allowed us to see that the Euler-Bernoulli
beams used in highly elongated, but the cons for Timoshenko's theory, is valid cases without significantly

shorter overhangs.

Key words : Beam homogeneous and isotropic flexural vibrating beam, Young's modulus, beam theory,

Theory of Euler-Bernoulli, theory of Timoshenko.
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Nomenclatures

A Coefficient de lamé
u : Coefficient de lamé

O [Pa] : Contrainte

O, [Pa] : Contrainte normale

o [Pa] : Contrainte tangentielle

¢ : L’allongement relatif
L [m] : La longueur de la poutre

S [m?] : La section de la poutre

7i : Des axes suivants les trois directions

F [N] : Une force répartie sur la surface

E [Pa] : Module d'¢lasticit¢ ou module d"Young
v : Coefficient de Poisson

G : Module de cisaillement

{t,n,b} : Le triedre de Fresnet (figure I. 1)

t : Tangent unitaire (figure L. 1)

n : Normale principale unitaire (figure L. 1)

b : Bi normale unitaire (figure 1. 1)

R [mm)] : Le rayon de courbure de la poutre (figure 1. 1)

T : La torsion géométrique dans (figure L. 1)

d : La dimension transversale de la section droite

A : Un vecteur perpendiculaire a droite

0 : Une droite du plan de la section droite

A, [N.m]: Moment statique de S par rapport a x»

A3[N.m] : Moment statique de S par rapport a X3

I : Un tenseur d'inertie de S en G (tenseur du second ordre symétrique)
I [m"] : Un moment quadratique

J [m*] : invariant, linéaire, quadratique et cubique du moment quadratique
I, [m*]: le moment d’inertie équivalent

Vij : vecteurs propres

u : Vecteur orthonormé

R [N] : Une réaction

Text + : La partie du torseur des efforts extérieurs qui s'appliquent sur la partie C+ (figure 1. 5)



Text - : La partie du torseur des efforts extérieurs qui s'appliquent sur la partie C- (figure 1. 5)

Tg : Le torseur des efforts intérieurs en G. qui est le torseur d'action de la partie C+ sur la partie C- en G
(figure L. 5)

T [N] : Effort tranchant (vecteur dans le plan de la section droite)

Mg [N.m] : Moment au point G

M; [N.m] : Moment de torsion

M [N.m] : Moment de flexion (vecteur dans le plan de la section droite)

T [Pa] : Contrainte tangentielle pour la direction X1 (champ des contraintes tangentielles dans la section
droite)

N [N] : L'effort normal

Y [m/S?] : L’accélération

om[N] : Contrainte moyenne

Al [m] : L’allongement

m [N] : Une contrainte moyenne

P [QQ.m] : La résistivité du matériau

@s . Coefficient de dilatation thermique du matériau de la structure

%, Coefficient de dilatation thermique du matériau conducteur de la jauge

dT [°C] : Variation de la température

K : Facteur de jauge d’un matériau résistif

C : Constante de Bidgman du matériau résistif d’une jauge

g' : Déformation réel recherchée

eM : Déformation mesurée a corriger

Q; [rd/s] : Pulsation propre du mode 1

X;: Coefficient du mode 1

Mz [N.m] : Moment fléchissant

W(x) [m] : Amplitude du déplacement transversal-mode propre
W(x,t) [m] : Amplitude du déplacement transversal

W (x): Amplitude du déplacement transversal réduit

X : Abscisse longitudinale réduit
0; [rd] : Rotation des sections due au moment fléchissant

Py : Inertie de translation

E’po [Pa] : Le module d’Young calculé par la théorie des poutres de Timoshenko
E},’m [Pa] : Le module d’Young calculé par la théorie des poutres Euler-Bernoulli

£ [Hz] : 1a fréquence propre d’Euler-Bernoulli du mode i

2



/' [Hz] : La fréquence propre de Timoshenko du mode i
X?": Le mode propre d’Euler-Bernoulli du mode i

X!: Le mode propre de Timoshenko du mode i



Introduction générale

INTRODUCTION GENERALE

La conception des structures repose essentiellement sur la théorie des poutres d’Euler- Bernoulli et
de Timoshenko en vibration de flexion. En effet, les mouvements vibratoires sont a 1'origine de nombreux
problémes typiques. Pour cela, on va calculer I’erreur relative du module de Young et faire une
comparaison entre ces deux théories. L utilisation des matériaux destinés a la fabrication des ¢léments de
résistance, d’un point de vu mécanique, nécessite I’é¢tude du comportement statique et dynamique. Cette
étude concerne aujourd’hui de nombreux secteurs industriels. Pour les besoins de la technologie moderne,
une bonne connaissance du comportement vibratoire de ces structures est indispensable dans la
conception ou la vérification de tout systeme déformable dans un environnement dynamique. Pour
atteindre de tels objectifs, la détermination des caractéristiques dynamiques est nécessaire.

Dans ce mémoire, on se propose le calcul du module de Young dynamique, des éléments poutres
homogenes, constituées chacune de différents matériaux tout en se basant sur la théorie d’Euler-Bernoulli. Pour ce
faire, on se fixe comme problématique I’objet de savoir les limites de cette hypothése afin de pouvoir garantir des
réponses valables et dans les limites de bonne tolérance.

Le plan du mémoire est articulé comme suit :

Le premier chapitre est consacré a une synthése bibliographique sur les caractéristiques
mécaniques et géométriques des poutres homogenes et isotropes

Le second chapitre est consacré a une étude extenso métrique des mesures de déformation et des
contraintes a la surface des structures. On a présenté par conséquent, les différents appareils et les
différentes jauges et capteurs utilisés a cette fin.

Le troisieme chapitre traite la résolution du probléme des vibrations de flexion des poutres
homogenes et isotropes grace a la théorie des poutres d’Euler-Bernoulli en considérant deux cas a savoir :
- Poutre de section constante,

- Poutre de section variable, par la méthode des matrices de transfert.
De plus, différentes théories sont employées pour modéliser 1’influence de I’effort tranchant. La plus
connue est certainement celle de Timoshenko; mais elle ne permet pas de vérifier les conditions aux

limites (o,, =0), sur les faces inférieures et supérieures de la poutre. C’est la raison pour laquelle on a

utilisé la théorie de Levinson qui permet d’en tirer les modes de fréquences propres.

Dans le quatrieme et dernier chapitre, on s’est penché sur 1’étude des critéres permettant
d’identifier les limites de I’hypothése de Bernoulli qui concernent la gamme des catégories de poutres
(fortement courte, courte, ¢lancée, fortement ¢lancée) et qui se distingue par ses facteurs d’¢lancement

(/h). Pour atteindre cet objectif, on s’est bas¢ sur une étude comparative de deux théories.
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D’une part, celle de référence, dite hypothése de Bernoulli, qui prend en compte ’effet du mouvement
flexionnel seulement, d’autre part celle de Timoshenko utilisée pour la comparaison qui, en plus de 1’effet

Bernoulli tient compte de I’effet de cisaillement ainsi que de 1’effet de 1’inertie rotative.

Le module de Young-Bernoulli pr calculé par la méthode analytique exacte est exprimé en fonction des
coefficients X;®® qui dépendent du numéro modale (i = 1-5), ainsi que des conditions limites de la poutre
envisagée pendant 1’étude, qui sont pour le cas présent du type (libre-libre). Le module de Young E,' est
calculé indirectement moyennant le calcul des fréquences libres utilisant la méthode des éléments finis, et
en se basant sur un code de calcul MEF (ANSYS). L’étude comparative des deux modules est effectuée

sur la base du rapport représentant la dispersion des écarts d’erreurs (AE/E).



Chapitre 1 Les poutres

LES POUTRES

I. 1. Introduction

La poutre est un ¢lément essentiel dans une construction, et notre étude est basée sur les poutres
homogenes et isotropes pour cela, il faut étudier les caractéristiques mécaniques et géométriques de ces

poutres et les définir.
I. 2. Les matériaux homogénes et isotropes

1. 2. 1. L'isotropie

L'isotropie caractérise l’invariance des propriétés physiques d’un milieu en fonction de la
direction, le contraire de 1’isotropie est I’anisotropie. Un milieu isotrope est un milieu dont des propriétés
identiques quelle que soit la direction d'observation. Par exemple, les liquides ou les solides amorphes
sont (statistiquement) isotropes alors que les cristaux, dont la structure est ordonnée et dépend donc de la
direction, sont anisotropes. Ainsi, certains minéraux possedent une dureté différente selon la direction

dans laquelle a été effectu¢ I’essai de dureté [1].

1. 2. 2. Un matériau isotrope

Un matériau est dit isotrope si ses propriétés mécaniques sont identiques dans toutes les
directions. On consideére généralement les métaux comme étant isotropes statistiquement, c’est-a-dire a
I’échelle macroscopique. Cependant apres certains procédés de fabrication comme le laminage ou le
forgeage, un acier devient anisotrope. Le bois est par contre anisotrope : ses propriétés mécaniques
dépendent de la direction d’application des contraintes en raison de sa constitution fibreuse. Un matériau

présentant deux directions perpendiculaires pour ses caractéristiques est dit orthotrope.
1. 2. 3. Homogénéité

On admettra que tous les ¢léments du matériau ont une structure identique en tout point, pour une

méme piece. Dans les matériaux isotropes et homogenes on définit les contraintes par la relation suivante:
0, =A&;.0; +2XU.E; (I-1)

Pour un cas de traction simple, on considére une poutre cylindrique de longueur limitée a ses

extrémités par deux surfaces orthogonales a I'axe de révolution.
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Deux forces de tractions opposées sont exercées sur la poutre a chacune de ses
extrémités :E =(F,0,0). Le matériau est supposé homogéne isotrope, il suit donc une loi de Hooke. Les

équations d'équilibre local donnent :

0;; =0 surD
oyn,=—Fo0,,.n,=0,,.n,=0 sur 7
oy.n;,=F.0,.n,=0,,.n;,=0 sur %,

J J

o,.n, =0 sur D-{y..%}

Il est simple de vérifier que la fonctiono,, =F, 0,, =....=0,; =0, pour résoudre le probléme en

utilisant la loi de Hooke, on a :

On utilise g, =

% %, il est facile de montrer que le module d'¢lasticité¢ ou module d"Young est égal a :

B w(3.A+2.4) (12)
A+u

On pose classiquement que : —V.£,; = €, = &, onendeduit: Vv=—"n—
2+ )

1= VXE
ou: (1-2v)(1+ u)
-_E _ G (casisotrope)
# 2.1+ p) P
K= E Ou v<1/2
(1-2v)

On inverse la loi de Hooke, et en introduisant les relations précédentes on obtient :
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£, =——.0, —E.Gkk o (1-3).

1. 2. 4. Matériau orthotrope

Un matériau est dit orthotrope s'il a deux plans de symétrie de comportement mécanique, il y a
donc trois axes d'orthotrope. Dans ce cas, il y a 9 constantes mécaniques pour définir la loi de

comportement :

-V _
L T
E, E, E,
e, ] [ LT g 0 0| (o]
E, E, E, ~
»w —v -y »w
. = Ve Loy g 0| |,
2: —- EZ EZ EZ 1 X zz (1_4)
(o3
& o 0 0 — 0 0 i
2€xz ny G'cz
126:] | o 0 0 0 GL 0| |-
P74 1
o 0 0 0 0 —
L Gyz i

1. 2. 5. Isotropie transverse

Il s’agit d’un matériau orthotrope, mais avec une seule direction différente [1]. C'est donc la méme

loi de comportement :

E =
sz :(ny )
1 20 +v
= : (1-5)
G, E,

I. 3. Définition géométrique d’une poutre

On peut représenter une poutre par la figure 1.1 suivante :



Chapitre 1 Les poutres

Section droite

/

n Vb

Ligne moyenne

Figure I. 1. Le triédre de Fresnet en un point de la ligne moyenne

Le triedre de Fresnet est défini par :

(I-6)

On constate que :

dt n dn t b db n
a4 kA RTT aT 7
Dans ce plan, on définit la section droite de la poutre, de contour extérieur fermé et de centre de
gravité sur la ligne moyenne [2]. La section droite peut aussi avoir des contours intérieurs. On appelle
poutre, le volume engendré par les sections droites lorsque G décrit la ligne moyenne. On suppose de plus
que :
- Les sections droites sont constantes ou lentement variables lorsque G varie,
- Si on appelle une dimension transversale de la section droite, on a en tout point de la poutre d <<R.
Ces deux hypotheses sont essentielles, elles permettent d'assimiler un trongcon de poutre courbe de

longueur dl a un trongon de poutre droite.

Donc la poutre est un élément de modélisation commun caractérisé par une longueur grande par

rapport a sa section. Pour bien définir une poutre il faut savoir sa section droite.

I. 4. Caractéristiques géométriques des sections droites

Parmi les caractéristiques géométriques des sections droites on distingue.
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I. 4. 1. Centre de gravité

Le centre de gravité est défini par :

1
PG= js P.Nds (1-8)

Figure I. 2. Centre de gravité d'une section droite

La figure 1. 2, représente le centre de gravité d’une section droite, de point courant N et P un point

fixe du plan normal. On remarquera que G est indépendant du choix de P par la relation suivante :

L GNds=0 (1-9)

I. 4. 2. Moment statique par rapport a une droite

Soit K la projection de N (point courant) sur 6 (voire figure 1.3). Le moment statique de S par

rapport a d est défini par :

4(5.6)=[KNds (I-10)

Figure 1. 3. Moment statique d'une section droite par rapport a la droite o

Si Ge & = A(S,5)=01les droites & qui passent par G sont appelées droites centrales.

Si on définit un repére central orthonormé {G, X,, X3}dans le plan normal, alors on obtient les nombres :

10
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I-11
A4, =A(S,x;).x, —I X, ds (-11)
I. 4. 3. Moment quadratique d'une section par rapport a une droite
Avec les notations précédentes, on définit le moment quadratique de S par rapporta d :
_ 2
I(S,§)—LK.N ds (1-12)

Soit I, qui existe dans un plan normal son repére est : {G, X, ,x3} les composantes de ce tenseur sont :

(I-13)

Tel que le moment quadratique de S par rapport & & de la section droite, de direction unitaire U, et

passant par G est donné par :

I, (S,u)=u®I, Bu=[u, u,] {I” 123} {uz} (I-14)

L, Iy u,

Les moments quadratiques :
I,®X,=1,.X, et [, ®X, =1,.X, (I-15)
Dans le repére orthonormé {G, X,, x3}, les composantes de I se rangent dans une matrice diagonale [2].

L ();3)2 ds 0

Ly :L (X3)2 ds (o)

I =
[IG]: 2(2)

I. 4. 4. Moments principaux d’inertie

Pour calculer les moments principaux d’inertie on a besoin de méthode de calcule les racines de

I’équation de troisieme degré.

11



Chapitre 1

Les poutres

I. 4. 4. 1. Racine de I’équation de troisiéme degré

On rappelle par la nature, réelle ou complexe des racines de 1’équation du troisiéme

degré: x* + ax® + bx + ¢ =0 dépend de signe algébrique du discriminant D = p’ + ¢ de I’équation réduite

y* +3p.y+2¢g =0 obtenue en posant x:y—% .

Avec :

1 a’
=—(b——
p 3( 3)

- Si D >0, I’équation réduite admet une seule racin

_1
q=7

2a° _ab
27 3

Ea

e réelle donnée par la formule de cardan :

y=v—q+VP3+qz+V—q—VP3+qz

- Si D =0, il a une racine réelle double y, = ~9 &t une racine réelle simple y, =—

- Si D <0, cela implique que le parameétre p est négatif (P< 0) et que I’équation réduite admet trois racines

réelles yi, y» et y3 exprimées en fonction des parametres trigonométrique :

q

oS =—-"T—
-p-p

La solution trigonométrique de 1’équation réduite du troisiéme degré est donc :

On note que la somme des racines de 1’¢

racines sont déphasées entre elle deux a deux par le

Ainsi, I’équation compléte a pour racines, les trois r

Y, =—2. —p.cos%
ﬂ'_

YV, =24/— p.cos( 3¢)
T+

V3 =24/— p.cos( 3(/))

quation réduite est nulle: y, +y,+y, =0. Les trois

. 2z
méme angle 3

¢els X, X, et X3 exprimés par :

12
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a Q
X, =———24/— p.COS—
b3 P-eoSy
a T—@
X, =——+2.,/— p.cos
2 3 p ( 3 )
a T+
X; =——+2.4/— p.coS
3 3 p ( 3 )

On remarque que les trois racines vérifient les trois relations suivantes avec les coefficients de I’équation :
X +Xx,+x,=—a b=x.x,+x.X;+X,.X, et C=—X,.X,.X;

On a appelé les différents cas a envisager pour la résolution de 1’équation du troisiéme degré,

dans le but de pouvoir I’appliquer correctement pour le calcul des moments principaux d’inertie.

I. 4. 4. 2. Calcul des moments principaux d’inertie

Soit un tenseur d’inertie d’ordre deux en un point M d’un systétme dans un repére initial

{M,xl,xz,x3}.

]1 112 113
f]=|1, 1, I, (I-17)
131 ]32 ]3

Les moments d’inertie sont toujours positifs, et les produits d’inertie sont des grandeurs négatives.

Les moments principaux d’inertie sont des valeurs propres de [1 ] , c’est-a-dire les racines du déterminant

suivant :
det(7 —Ald)=| 1, I,-A 1, (I-18)
1, I, I,-4
Dont le développement et la simplification conduisent a 1’équation algébrique suivante :
A -T2V +J,A-J,=0 (I-19)
Ou les trois invariants, linéaires, quadratiques et cubiques des moments quadratiques, sont positifs :

Jo=I+1L,+1,=1,+1,+1, =trace(I)=J,

13
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Jy=1. L+ L. L+1. 1, -1 -1, -1=1,1,+1,.1,+1,.1,
Jy=1.0,0, 11— 1,1 -1 +21,0,01,=1,1,1,

Le déterminant (I-13) est une équation du troisiéme degré qui admet trois racines réelles positives
ou nulles a cause de la symétrie de tenseur. Par ailleurs, les racines de 1’équation ne dépendent pas du

repere choisi ce qui implique que les coefficients J;, J, et J; sont bien des invariants.

Autrement dit, la théorie de 1’algébre linéaire annonce que toute matrice symétrique est
diagonalisable et ses trois valeurs propres sont réelles. A ces trois valeurs propres correspondent trois

valeurs unitaires propres ou trois orientations.

Quant les trois racines ou valeurs propres sont distinctes, les trois vecteurs propres associés

forment une base orthogonale de 1’espace, c’est-a-dire les trois vecteurs sont libres et orthogonaux entre

eux, donc les directions sont rectangulaires entre elles. Si A, est différente de A, alors n; est normale a

n,. Ces trois directions privilégiées s’appellent les axes principaux du tenseur d’inertie.
On réduisant 1’équation (I-19) a :

2,07 J,.
)

1
'4+3.p.y+2.g=0 Avec: = —.
Yy p.y q p ) 27 3

1 J?
—.(J, == et =
3 ( 2 3 ) q

Le tenseur d’inertie admet toujours trois solutions réelles donc le discriminant D= p’ +¢° est

négatif (D < 0), le parameétre p est négatif également (P < 0) et I’équation réduite admet trois racines

réelles exprimées en fonction du parametre trigonométrique :

q

COSQ =————F——
LG

Les moments principaux d’inertie sont :

J n J; @
I, ==1-2./—(—-J,).cos—
I 3 3 ( 3 2) 3

J J? -
I,=-"+-2 l.(—‘—Jz).cosﬂ L
j 3 J32 3 (1-20)
1 T+
1, =-"-2,|-(=-J,).cos
yiis 3 3 ( 3 2)

14
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h J? . : s
Or, on remarque que le terme 5.(?—] ,) , contenu dans les relations ci-dessus est égal a un constant

2

TP J . .
réel multiplicatif % (?l -J,)= %JJ ! —3.J, . Aumoment équivalent d’expression :

1
Ip = VJ12 -3.J, :\/E-[U] _]11)2 +(, _]111)2 +(, _]111)2-]

De méme, on remarque que le premier invariant est égal a deux fois le moment d’inertie par

rapport a Dorigine Jo:J, =1, +1, +1, =2.J,. A partir de ces formules, on peut mettre en place une

décomposition du moment d’inertie fort importante pour la dynamique de rotation des systémes. Le
premier terme est triaxial et correspond a I’inertie sphérique. Toute I’inertie est concentrée dans le
premier terme qui représente la symétrie. Cependant, le second terme permet de nous renseigner sur la

différence entre le moment d’inertie axial et radial.

1 1
En effet ]p:\/E-[(IJ_111)2+(11_]111)2+(111_1111)2]:\/5-[(11_111)2+(11_]111)2]:|11_111 , S€

réduit a la différence entre les moments axial et radial.

Les trois moments principaux sont exprimés en fonction du moment d’inertie et en fonction du

moment d’inertie équivalent comme pour les contraintes principales :

2.J
I, = O—EIPCOSQ
3 3 3
2.0, 2 —p
4= 3°—§1Pcos 3
2.J
I,,,zTo—glpcosﬂ.-'_¢

Soit, en fonction des moments d’inerties initiales, exprimés dans un repére {M L X5 X5, x3} :

11. :#_g-cosg-\/%-kll _12)2 +(]1 _]3)2 +(12 _13)2 +6><(1122 +1123 +]223)]
I :%4'%-005?'\/%'[(]1 _12)2 +(I1 _13)2 +(12 _13)2 +6-(]122 +]123 +1223)]
1111 :#+§-COSE;¢'\/5'[(11 _12)2 +(11 _13)2 +(Iz _13)2 +6-(1122 +1123 +1223)]

15
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On note I, = \/%[(I1 LY+, -LY +(, -1, +6l1} + 15 + 12 )] est I’expression du moment

équivalant dans le repeére initial.

1. 4. 4. 3. Détermination des directions principales

Dans le cas général, 1’équation caractéristique admet trois racines distinctes A, ,4,et A, auxquelles

correspondent trois vecteurs propres. Etant donné que le tenseur est symétrique alors les trois vecteurs

propres sont orthogonaux entre eux [3]. Donc les axes principaux sont orthogonaux.

V= ([12 _[i)(ISI _Ii)_1223
Vi 2112(13 _I;)+113[23

1

Vi :]13(]2 _1;)"']12123

Ces composantes du vecteur V qui est parallele a 1’axe principal correspondant a [;. La norme N;

de ce vecteur est :

Ny =\Vi+V5+Vs

Ainsi, les trois vecteurs orthonormés directeurs des trois axes principaux sont :

_ Vi ¥ 1 Vo oy 1 Vi
u, ZVl:N X\ Vi, | u, =_2:N_X Vi et Uy =73:N—>< Vi
1 1 v, 2 2 v, 3 3 v,

I. 5. Type de poutres

I. 5. 1. Poutres encastrées libres

On a deux cas de ces poutres (voire tableau 1), I’'une subit une charge ponctuelle, et 1’autre une
charge uniforme A et B son point gauche et le point droit, P est sous la charge. Les indices, le sens des

efforts et le sens des déformations sont omis lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité.

16
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Tableau 1.
Sollicitations Réaction Fléche Rotation Equation de la déformée
d’appui
R,=P
i P.L’ P.L’? -Px’
A ¥ = = = 3L-x
% M, =P.L / 3E.I / 2E.1 4 6E.I ( )
I |
R, =w.L
IEREIERTITITY ; ; z
E s s ) 2 f:W.L ¢:W.L y:-w.x (X2-4L.X+6L2)
E— i w.L 8E.I 6E.I 24E.1
= . M, = 5

I. 5. 2. Poutres bi— appuyées

Le tableau 2 représente quelques poutres bi-appuyées avec leurs fonctions de réactions, la fleche, la

rotation et les équations de déformation de chaque sollicitation.

Tableau 2.
Sollicitations Réaction Fléche Rotation Equation de la déformée
d’appui
M, X ML -MyL ([, 5
= = = Ax7 -3.Lx+x
S =XEI 0431 YTT6El ( )
— MOL
=GRl
P.a%h’ P.ab(2L-a P.ab
fr=3g R
3EIL 6E.I.L L
Pbx (, .,
fo= PX y :P.a.b.(L+a) :_6EJ_.L'(L -b"—x )
Milieu — X E_I_L B 6 E,I,L
P.L’
R, =% T .
P 2 5 M=""y
P.L 2 4
P f= y PL
48 E.I B~ -P.x
Ry== 16 E.I = (.12 -4
x:? 12 B 2 48 EI ( )
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I. 6. Les actions mécaniques dans les poutres

Si on néglige les effets dynamiques pendant le passage, on considére que la poutre passe par une
des états d'équilibre (2 partir de I'état initial a I'état déformé); donc les efforts exercés sont constants ou

(lentement variables). Et parmi ces actions mécaniques, on distingue:
L. 6. 1. Actions mécaniques extérieures

Les actions mécaniques extérieures sont des actions appliquées par le milieu extérieur sur un

poutre isolée (ou un trongon de poutre) ces actions sont :
- Les charges sont des efforts auxquels la poutre doit résister (sont des données),

- Les actions de liaison sont des actions mécaniques exercées par les liaisons qui maintiennent la poutre

en place (sont des inconnues). La figure 1. 4, montre un exemple de sollicitations d’une poutre.

F
RAT ¥ RBT

A C B

(@) (b)

Y

Figure 1. 4. Exemple d'efforts extérieurs a une poutre (a) Schéma du montage et (b) Efforts

extérieurs a la poutre isolée

I. 6. 1. 1. Les charges
En théorie des poutres, les charges sont considérées comme étant appliquées sur la ligne moyenne.

On distingue :

- Les charges concentrées, sont des torseurs appliqués en un point de la poutre. La charge appliquée en C

est un torseur de résultante F et son moment est nul,

- Les charges réparties : ce sont des densités linéiques de torseur appliquées sur une portion de la ligne
moyenne. Le plus souvent, les densités linéiques de torseur se réduisent a des densités linéiques de forces,

- Les densités linéiques de moment sont rares dans la pratique.
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I. 6. 1. 2. Les actions de liaison

Toute poutre isolée en équilibre a des liaisons avec son milieu extérieur. Les actions de ces
liaisons sur la poutre sont des torseurs qu'on définit conventionnellement au point de la liaison. Dans la

figure I .4, le torseur d’action de liaison en A est :

T, = Ra (I-21)
A4~ 0 3

En théorie des poutres, on n'utilise que deux types de liaisons :

- Les liaisons parfaites sont le travail des forces de liaison dans les déplacements relatifs sont nuls. Ainsi,
si la liaison permet une mobilité de translation dans une direction (u) et une rotation autour de la
direction (v) la résultante du torseur de liaison est nécessairement perpendiculaire a (u), et le moment de

la liaison est perpendiculaire a (v),

- Les liaisons ¢élastiques, due a cause des mouvements supposés bloqués ont une certaine souplesse alors
il semble qu’il est difficile de modéliser une liaison par une liaison parfaite, donc on modélise cette
rigidité imparfaite par un ressort. Pour un blocage en translation imparfait dans la direction (u), on met un
ressort linéaire dans cette direction, pour un blocage en rotation imparfaite autour de la direction« v », on
met un ressort spiral autour de cette direction. Les raideurs de ces ressorts (en N/m ou en mN/rd) sont

estimés ou résultent d'une mesure sur une liaison existante.

Le choix d'un modele de liaison d'un systéme des poutres réelles, influe de maniére importante sur

les résultats. Donc il faut bien analyser la liaison réelle pour choisir le modele de liaison adapté.
I. 6. 1. 3. Equilibre des actions mécaniques extérieures

On dit d’un systéme mécanique en équilibres lorsque la somme des actions mécaniques

extérieures (charges et actions de liaison) est nulle [1].

C’est a dire que :

ZE+ZRk+jp(1)d1=0

Y O4 AF +3 M, +Y OB, AR, +> W, +[OMAp(1)di+][x(1)dl =0 (1-22)
i i k k
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On définit que:

F.
{ ' ¢ :c’estles torseurs de charge extérieures concentrées aux points Aj,
i) 4

P(L
{ (L)} : ¢’est les torseurs des charges extérieures linéiques répartis sur la ligne moyenne,
HE)] g

R : . : .
{WK} : c’est les torseurs d’action de liaison aux points de liaison By.
K By

Si on considere les charges comme connues, et les actions de liaison non nulles comme inconnues,

on peut classer les problémes en trois catégories :

- Les problémes isostatiques, on peut donc déterminer les inconnues de liaison en fonction des charges
utilisant uniquement les équations de la statique (nombres des inconnues égale aux nombre des

équations),

- Les probleémes hyperstatiques, nombre des inconnues est supérieure au nombre des équations, pour
déterminer les inconnues de liaison. Il faudra des équations supplémentaires (déduites de la théorie des

poutres) Les systémes hyperstatiques sont trés courants dans la réalité industrielle.

- Les problémes hypostatiques, le systeme d'équations de la statique n'a pas de solution. Cela signifie qu'il
n'y a pas d'équilibre possible sous l'action des charges avec de telles liaisons. Soit on veut étudier le
mouvement et il faut alors écrire les lois de la dynamique, soit on veut que le systéme prenne une position

d'équilibre sous les charges et il faut ajouter des liaisons pour s'opposer au mouvement.
L. 6. 2. Efforts intérieurs

On définit les efforts intérieurs a une poutre (milieu continu curviligne) par imagination d’une
coupure du milieu qui rend extérieurs les efforts intérieurs. Considérons une poutre en équilibre sous
l'action d'efforts extérieurs (charges et actions de liaison). Soit une coupure au point G, qui divise le

milieu en deux parties C+ et C- (voire figure L.5).
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'
Ot H
¢ Gi

G Pattie C- isolee V

M,

Figure I. 5. Coupure dans une poutre

Equilibre globale de la poutre 7,, + T, ,, =0

ext— ext+

Equilibre de la partie C- T,

ext—

+7,=0.

On déduit deux manieres d'évaluer le torseur intérieur Tcen G : 7, =T, ,, =—T,

ext—

I. 6. 2. 1. Définition

Les différentes composantes de I’effort intérieur défini en G sur la base locale principale d'inertie

de la poutre {G, X,,X,,X,} en G ont des noms et des symboles usuels : la poutre est en traction au point

G lorsque N > 0 et si la poutre est en état de compression donc : N < 0.

T,=R,.X,

T=T2.X2+T3.X3

M, =M, X,
M, =Mg.X,
M, =Mg.X,.

Mf: Mfz. X, + Mf3 . X3
L. 6. 2. 2. Diagrammes des efforts intérieurs

Pour représenter 1'évolution de ces différentes composantes le long de la poutre, il faudrait qu’on
trace des courbes en fonction de I'abscisse curviligne. Par exemple, le diagramme de I'effort normal est la

courbe N = f(L). Cette méthode graphique est trés utile pour la recherche des sections droites les plus

sollicitées.
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L. 6. 3. Equations d'équilibre local des poutres

Considérons une poutre soumise a un torseur extérieur réparti (charges et actions de liaison)

représenté par la figure 1.6 [2].

L
{p( )} : Prenons un trongon quelconque AB d’une poutre.
u(L)],

Figure 1. 6. Equilibre d'un troncon de poutre

On isole le troncon AB, on considére des efforts extérieurs qui sont : la partie de la densité

linéique qui s'applique sur le trongon AB et I'action du reste de la poutre sur le point A et le point B, sont
c - RA RB

des torseurs intérieurs : , .

-M,, (M,

On dit que le troncon AB est en équilibre si :

R, +Ry+ | P(LEL=0

B B
—MA—OAARA+MB+OBARB+Lu(L)dL+jA0GAP(L)dL=o

On définit les fonctions Rg et Mg par :

8 dR
Ry-R, =], -

M,-M, :jjdf—LGdL

OBARB—OAARAz.[jw

dL

Alors, on peut décrire les équations d'équilibre de AB par les relations suivantes :
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[ dRLG +P(L)dL=0

IB M d(OG/\RG)+
4 dL dL

1(L)+OG A P(L)dL =0

Ces intégrales étant nulles pour tout troncon AB, on obtient :

iR +P(L)=0
M | d(OG/\RG)+
dL dL

1(L)+0G A P(L)dL =0

On développe la dérivée du produit vectoriel et en simplifiant avec la premiére équation, on obtient les

équations d'équilibre local :

dL (1-23)

La résolution de ces équations différentielles vectorielles est une autre alternative pour la détermination
du torseur intérieur.
L. 6. 4. Torseur intérieur et contraintes

On suppose que la poutre comme un milieu tridimensionnel, donc il y a un tenseur de la poutre, il
existe un tenseur des contraintes symétrique ¢ en tout point M, et méme que la contrainte C en ce point et

pour une facette de normale unitaire n est donné par :

Cy, =0, ®n (1-24)

Prenons comme coupure la section droite S en G (voire figure 1.7) Soit M le point courant de S.

La coupure divise la poutre P en deux parties P et P-. Toutes les facettes ds de centre M de cette coupure

ont la méme normale n = X, [2].

Figure I. 7. Contraintes dans une section droite de poutre
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Le torseur d'action de la partie P, sur la partie P- est I'intégrale des contraintes sur la coupure S et c'est

aussi par définition le torseur intérieur en G [2]. On peut donc écrire les égalités vectorielles :

R;=[C,.XdS=[o,®x,
Mg =[GMAC,XdS=[GM no, & X,dS (I-25)

On peut définir les composantes du tenseur des contraintes en M sur la base locale de la poutre

{GaXlaXzaX3} par .

[Gij]: 0, 0,, O, (I-26)

On projette les égalités vectorielles sur la base locale de la poutre en G, on obtient :

N = L 0,,.ds
T, =[ 0,ds (1-27)
T, = L 0,,.ds

1-28
Mt:J'SXZ.0'13—X3.012.dS (-28)
M,, = J'SX3.0'“.dS
M= | - X,0,dS (1-29)

L'interprétation des composantes des contraintes est :
05 =0y;.
0; =0y3.
T=0,X,+0,;X;.

Pour déterminer le torseur intérieur il faut connaitre les contraintes, o,,et 0,,dans la section S pour la

seule direction X ; et les termes 0 ,,et 0;; n'interviennent pas.
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L'effort normal et le vecteur moment de flexion ne dépendent que des contraintes normales dans la

section droite 0,,, et pour le vecteur effort tranchant et le moment de torsion ne dépendent que des

contraintes tangentielles dans la section droite (o, eto,;).
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Chapitre 11 Mesure des déformations et des contraintes

MESURE DES DEFORMATIONS ET DES CONTRAINTES

II. 1. Introduction

Dans ce chapitre on va étudier les extensométriques qui sont des appareils qui servent & mesurer
les déformations ou bien 1’allongement qui est la conséquence des contraintes, ses jauges de contraintes
(ou jauges d’extensométrie) sont largement utilisées depuis de nombreuses années pour la mesure de
déformations a la surface des structures. La pression, la force, I’accélération, le couple... bref toute

2 2 2
grandeur mécanique dont I’action sur un corps d’épreuve entraine sa déformation est mesurable par
extensometre cette mesure de déformation permet d’accéder a la contrainte étant souvent la conséquence
d’un effort, I’extensométrie débouche naturellement sur toute une série de capteurs de déplacement,
d’accélération, de force ou de pression. Les méthodes expérimentales dans le domaine de 1I’extensométrie
connaissent actuellement un regain d’intérét en tant que complément indispensable aux outils numériques
pour I’analyse prédictive du comportement des systémes structuraux (constructions mécaniques, ouvrage
d’art) ou biomécaniques. Avant de donner plus de détail sur les jauges il faut savoir des notions sur les

contraintes et les déformations qui sont la cause de trouver ces instruments de mesures.
I1. 2. Contraintes

Le terme stress, qui désigne en francais le syndrome général d'adaptation et a pris dans le langage
courant la signification de (nervosité), (tension nerveuse), (inquiétude), (panique) signifie (contrainte) en
anglais. De fagon générale, une contrainte est une restriction de quelque ordre. Une contrainte n'est pas un
obstacle, mais une condition de créativité pour la détourner et la contourner, a l'exemple illustratif des
machines volantes pour la contrainte de la pesanteur newtonienne. Une contrainte est un effort par unité
de surface qui s'exerce dans le matériau (on pourra parler de densité de force par unité de surface). Elle
dépend de la valeur de la sollicitation et de la surface du solide. Pour une méme sollicitation, la contrainte
sera d'autant plus faible que la surface est grande et inversement. Dans la mécanique, la contrainte

normale ¢ est proportionnelle a I’allongement relatif £ par la constante du module de Young.
oc=E.¢ (II-1)
Avec I’allongement relatif donné par :

L L.
£= finale initiale (11_2)

initialen
- Traction-Compression : la contrainte de traction-compression est donnée par :
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traction ~

F
5 (11-3)

- Flexion : la contrainte de flexion est décrite avec le moment de flexion de la fléche X, et le moment

d'inertie.
M. X
Gﬂexion = 31 2 (II-4)
3
Avec : I, = x}ds
. . . _ O-Csuillemnt _
- Cisaillement : Thtoy = —e - Gy (II-5)
— E .
2.(1+v)

II. 2. 1. Tenseur des contraintes

Le tenseur des contraintes est une représentation utilisée en mécanique des milieux continus pour
représenter 1'état de contrainte, c'est-a-dire les forces surfaciques (parfois appelées efforts) mises en jeu au
sein d'une portion déformée du milieu. Le tenseur est défini en chaque point du solide. L'état de contrainte
du solide est donc représenté par u champ de tenseur. On parle aussi de ce fait de champ de contrainte,
qui est relié¢ par le champ de déformation par la loi de Hooke [1]. Le tenseur des contraintes est
symétrique dans un solide quant il est en équilibre (les contraintes et déformations restent constantes dans

le temps), et si 'on peut négliger la densité volumique de moment alors :

o.=0; (II-6)

Cela, traduit 1'équilibre en moment d'un volume élémentaire. Le tenseur s'écrit donc :

0, Op Op
I;=|0, 0, Oy (1I-7)
O3 Oy O3
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II. 2. 2. Contraintes principales

Tant que la contrainte 0, est symétrique, il existe un repere orthonormé dans lequel sa matrice est

diagonale Les trois directions correspondantes sont les directions principales des contraintes et les valeurs

propres sont appelées contraintes principales notées o, ,0,, et oy, . Le tenseur des contraintes s’écrit donc :

o, 0 0
[]l=| 0 o, 0 (11-8)
0 0 oy

I est constitué de trois contraintes normales appliquées sur les facettes orthogonales aux directions du

repere principal.
IL. 2. 3. Signification physique des contraintes
IL. 2. 3. 1. Contrainte normale et tangentielle

Le tenseur des contraintes permet de définir une contrainte normale ¢, une contrainte

tangentielle o, s’exercant sur une facette (figure II. 1) [3] :

Figure II. 1. Contrainte normale et tangentielle

La contrainte normale est la projection du vecteur contrainte sur la normale a cette facette. Elle s’exprime

sous la forme :

o =i-1 (11-9)
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La contrainte tangentielle s’exer¢ant sur une facette est la projection du vecteur contrainte sur cette

facette. on note que b le vecteur unitaire du plan de normale portant la contrainte tangentielle, on peut

g —

écrire : 0,.b=(- n

Donc : o=t-1n (11-10)

I1. 2. 3. 2. Utilisation du tenseur des contraintes

Les deux contraintes équivalentes les plus utilisées sont celles de Von Mises et de Tresca.

- La contrainte équivalente de Von Mises une fonction uniquement du second invariant des contraintes :
=37, (I-11)

Dans un repere orthonormé, elle s’écrit directement en fonction des composantes du déviateur ou du

tenseur des contraintes sous la forme :

2
— 3 3 1
o= [52.8:8; = 52%-%—5{2%} (I1-12)
ij ij K

- La contrainte équivalant de Tresca, est définie en fonction des contraintes principales sous la forme :

o= Sup[(O', — Oy )X (Gu — Oy )X (0-111 -0, )] (II-13)

Elle présente I’inconvénient de ne pas pouvoir s’écrire simplement en fonction des composantes
du tenseur des contraintes. Pour 1’obtenir, il faut diagonaliser ce tenseur. Dans un programme numérique,

son estimation est donc plus colteuse que celle de la contrainte équivalente de Von Mises.

- Contraintes thermiques : Elles s’exercent dans les composants ayant des coefficients de dilatation
thermique différents a chaque fois que la dispersion thermique des composants est entravée ou bien
lorsque 1’échauffement n’est pas uniforme. Pour I’analyse des déformations, les contraintes mécaniques
doivent étre considérées indépendamment de leurs causes. Les contraintes résiduelles et thermiques
affectent les composants de la méme manicre qu’une charge appliquée sur ces éléments. Selon leur valeur
absolue et leur signe, elles peuvent sensiblement réduire la capacité de chargement extérieur sur

I’élément.
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- Contraintes résiduelles : Ce sont des contraintes internes qui naissent dans les matériaux qui ne sont
pas soumis a des sollicitations extérieures. Des contraintes internes apparaissent par exemple lors du
refroidissement inégal sur les pieces, aprés un forgeage ou apres soudure de pieces mécaniques ou bien
apres un traitement de surface. Alors, la contrainte est un outil de calcul, on ne peut pas I'observer
directement, mais ses effets qui : études des déformations, études de la cassure, photoélasticité. Pour cela

nous sommes intéressé d’étudier la déformation [3].

I1. 3. Déformation

I1. 3. 1. Définition

La déformation mécanique est la compagne de la déformation physique, elle définit le
changement de forme d’un corps quand les forces appliquées sur celui-ci ou générées a I’intérieur lui font
atteindre un nouvel état d’équilibre. La déformation est quantifiée par l'allongement relatif &, encore

appelé déformation [4].

e=— (1I-14)

IL. 3. 2. Types de déformation

On peut distinguer deux types de déformations, la déformation €lastique, qui est réversible et la
déformation plastique qui ne l'est pas, et fluage qui est une déformation irréversible qui augmente avec le
temps sous l'effet d'une contrainte constante. La vitesse de fluage augmente généralement lorsque la

température du matériau augmente.

IL. 3. 2. 1. Déformation élastique

La déformation élastique est une déformation réversible, c'est-a-dire lorsque 1'on supprime les
sollicitations le milieu retourne a son état initial. L'¢lasticité linéaire concerne les petites déformations
proportionnelles a la sollicitation. Dans cette gamme, 1'allongement est proportionnel a la force dans le
cas d'un étirement, et l'angle est proportionnel au couple dans le cas d'une torsion. Aux plus grandes
déformations, 1'¢lasticité devient non linéaire pour certains matériaux. Pour d'autres, la fracture ou le
fluage interviennent. La déformation élastique intervient pour les faibles sollicitations. Si I'on augmente

les sollicitations, on change le mode de déformation.
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I1. 3. 2. 2. Déformation plastique

La déformation plastique est une déformation irréversible d'une piece; elle se produit par un
réarangement de la position des atomes. Lorsque I'on sollicite une piece, un objet (on le tire, on le
comprime, on le tord...), celui-ci commence par se déformer de manicre réversible (déformation
¢lastique), c'est-a-dire que ses dimensions changent, mais il reprend sa forme initiale lorsque la
sollicitation s'arréte. Certains matériaux, dits (fragiles), cassent dans ce mode de déformation si la

sollicitation est trop forte.

I1. 4. La limite d’élasticité

Expérimentalement, on a défini pour chaque matériau une contrainte limite admissible au-dela de
laquelle la piece subit des détériorations de ses caractéristiques mécaniques, dimensionnelles, voire une
rupture. Donc il faut vérifier que les contraintes engendrées par les sollicitations extérieures ne dépassent
pas la contrainte limite admissible par le matériau. Le calcul des contraintes sert a évaluer la tension dans

la matiére.

A A
[

0.2 % A £

Figure II. 2. La courbe contrainte-déformation

La limite d'élasticité est la contrainte a partir de laquelle un matériau commence a se déformer de
maniére irréversible. C'est la zone en rouge sur le graphique dans la figure II. 2, au-dela du domaine
¢lastique E représenté en bleu au-dela duquel I'augmentation de la contrainte donne une déformation a la
fois linéaire en fonction de cette contrainte et réversible a la suppression de cette contrainte. Les
déformations subies au-dela de la limite d'¢lasticité restent permanentes. Elles se mesurent ou se vérifient

habituellement a 1'aide d'un essai de traction.

II. 5. Loi de Hooke

La loi de Hooke est une loi de comportement des solides soumis a une déformation ¢€lastique de

faible amplitude. Elle a été énoncée par Robert Hooke, par (I’allongement est proportionnel a la force).
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Cette loi est appliqué ou 1’état de contraintes uni axiales. Les autres états possibles exigent des versions

plus étendues. Hooke a considéré que la phase élastique est linéaire, donc proportionnelle et réversible
La forme la plus simple de la loi de Hooke est :

o=¢exE (I1-15)

IL. 5. 1. Loi de Hooke généralisée

Dans notre cas le matériau est isotrope, si 1'on reprend en compte le coefficient de Poissonv, la loi
de Hooke devient :

E 4
o, = m'(g’j + =y Ene '5’7) (1I-16)

II faut inverser, la relation précédente pour donner les déformations en fonction des contraintes :

1
; E.[(1+v).a,.j ~v.0,.5,] (11-17)

Explicitant cette relation :

€3 = E-[O-n _V-(Gn +0, )]
ey

2= T O
_1+v

g
_1+v

» =g I

Pour un matériau anisotrope, la contrainte et la déformation locale est définit par un tenseur 3x3,

le tenseur des contraintes [O'UJ et le tenseur des déformations leUJ Le comportement élastique du

matériau est alors modélisé par un tenseur d'ordre 4 lC,- i li contenant 81 coefficients €lastiques et donné

par la relation suivante :
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0, =Cija X &y (1I-18)
Explicitement :
O-ll CYllll C1122 C1133 C1123 C1132 C~’1113 Cll3l CwlllZ C1121 811
622 C221 1 C2222 C2233 C2223 C2232 C2213 C223 1 C2212 C2221 822
0-33 C3311 C3322 C3333 C3323 C3332 C33l3 C333l C3312 C3321 833
623 C23 11 C2322 C2333 C2323 C2332 C23 13 C233 1 C23 12 C2321 823
632 = C321 1 C3222 C3233 C3223 C3232 C23 13 C233 1 C23 12 C2321 X 832
613 C1311 C1322 C1333 C1323 C1332 C1313 C133l C1312 Cl321 813
0-31 C3111 C3122 C3l33 C3123 C3132 C3113 CY3l3l C3112 C3121 831
0-12 CYlle C1222 C1233 C1223 C1232 C~’1213 C123l C3112 C3121 812
_621 _ _C2111 C2122 C2133 C2123 C2132 C2113 C2131 C2112 C2121 i _821 _

Du fait de ces propriétés de symétrie, le tenseur de contraintes et de déformations, c’est a dire :

quand 1 #]j, 0,;,=0, etg, =¢,. Donc [Ci i li se présente sous la forme d'une matrice 6 x 6, ou les

1

directions représentent les directions de la déformation :

611 Cwllll C1122 C1133 C11123 C1113 C~’1112 811
622 C2211 C2222 C2233 C2223 C2213 C’2212 822
033 — C3333 C3322 C3333 C3323 C3313 C3312 X 833
623 C2311 C2222 C3233 C2323 C2313 C2312 823
613 C1311 Cl322 C1333 Cl323 C1313 C1312 813
612 _C1211 C1222 C1233 C1223 C~’1213 C1212 _ 812

Pour simplifier 1'écriture, on adopte souvent une notation de 1 a 6, avec les axes de compression-

traction notés de 1 a 3 et les axes de cisaillement notés de 4 a 6:

O C, C, Cy C, Cy (g €
05, Cy Cp G Gy Gy Gy €22
O3 | _ Cy Gy Gy G Gy Gy y €33 (I1-19)
053 Cy Cpn Cy Cf Ci Cy €13
03 Cy Cy, G Gy Gy Cy €3
2P Gy C, Cyu Gy G Ci | L&,

Le nombre de coefficients indépendants est réduit a 21 en tenant compte de la symétrie du

tenseur lCl.j l J
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IL. 5. 2. Module de Young

Le module de Young ou module d'¢lasticité longitudinal est un rapport entre la contrainte de
traction appliquée a un matériau, et la déformation qui en résulte (un allongement relatif) est constante,
tant que cette déformation reste petite et que la limite d'élasticité du matériau n'est pas atteinte.
Le module de Young est la contrainte mécanique qui engendrerait un allongement de 100% de la
longueur initiale d'un matériau (il doublerait donc de longueur), si I'on pouvait I'appliquer réellement :
dans les faits, le matériau se déforme de fagon permanente, ou se rompt, bien avant que cette valeur soit
atteinte. Il ne faut pas confondre élasticité et rigidité puisque la rigidité d'une poutre par exemple dépend

de son module de Young mais aussi du moment d'inertie de sa section [5].

IL. 5. 2. 1. Expression théorique

Dans le systéme d'unités (naturelles) atomique, le module de Young vaut, pour un matériau isotrope :

(11-20)

Ceci dit, compte tenu des probleémes ou il apparait (bilaplacien), il parait assez naturel de le rationaliser
soit E, =E,/16 2% ,ou E, =E, /647° .

E=2.(1+Vv)G (11-21)

- (G.A+2. 1) u

11-22
P (11-22)

II. 6. L’extensométrie

Comme on I’a déja vu dans I’introduction de ce chapitre, les capteurs et les jauges sont des
appareils importants qu’on utilise en métrologie. L’objet de ce paragraphe, est de présenter les
instruments nécessaires pour mesurer les déformations et les contraintes. En effet, les jauges de
déformation et des contraintes permettent de transférer une déformation mécanique a des signaux
¢lectriques. La fidélité de ces jauges, permet deés 1’origine d’envisager leur usage pour fabriquer des
capteurs. Avec les mémes jauges et le méme instrumentation en aval, il est possible d’imaginer de
nombreux types de capteurs. Les capteurs extensométriques simples peuvent étre exécutés méme par des
non-spécialistes. Il est d’ailleurs fréquent que, dans des ateliers ou des laboratoires, 1’utilisateur fabrique
d’abord lui-méme ses capteurs, quitte a les faire réaliser, ensuite par des professionnels lorsque la

méthode s’est révélée satisfaisante et susceptible d’étre étendue a de plus grandes précisions [6].
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I1. 6. 1. Types de capteurs

I1 existe quatre grandes familles de capteurs qui sont :
IL. 6. 1. 1. Capteurs analogiques

Ce type de capteurs fournit un signal analogique en fonction d'une grandeur physique, électrique,
mécanique, c'est la catégorie la plus importante. Il y a une relation mathématique entre la grandeur

d'entrée E et le signal de sortie : S = f (E).

Cette famille se décompose en deux grands groupes :

- Les capteurs physiques sont caractéris€s par une relation permanente entre la grandeur a mesurer et le

signal de sortie du capteur,

- Les capteurs chimiques ne possédent pas cette caractéristique et vont donc impliquer un processus
d'utilisation séquentiel beaucoup plus complexe et beaucoup plus susceptible de conduire a des erreurs
d'interprétation. En effet, les capteurs chimiques impliquent une réaction physico-chimique entre le
capteur et 'environnement qu'il est chargé d'appréhender, réaction mettant en jeu une surface d'échange
dont, par essence, la taille est limitée. Il en résulte le risque de saturation et donc d'inefficacité du capteur,
risque que l'on doit apprécier et éviter en procédant trés régulierement a un reconditionnement du capteur.
Ce processus sera généralement automatisé selon une fréquence adaptée (toutes les secondes parfois) et
pendant sa durée le capteur ne sera évidemment pas disponible pour une mesure. Quelques principaux

domaines d'application des capteurs sont représentés dans le tableau 3.

Tableau 3.
Capteurs Physiques Capteurs Chimiques
capteurs optiques capteurs de gaz
capteurs de déformation (force, capteurs d'humidité

pression, accélération, etc.)

capteurs de température capteurs ioniques

capteurs magnétiques capteurs biochimiques

capteurs acoustiques
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I1. 6. 1. 2. Capteurs logiques

Ils sont représentés par deux états (0 et 1) dont le modele est le contact ouvert ou fermé (fin de
course, capteur de niveau...). C’est la catégorie appelée (Key sensor) en anglais. Ils interviennent le plus
souvent en tant qu'éléments de sécurité. Mais en raison de leurs trés grandes simplicités étudiées que dans

les technologies avancées. Ici on aura: S =0 ou |

IL. 6. 1. 3. Capteurs numériques

Qui fournissent un signal fréquentiel, c'est a dire un certain nombre d'impulsions par unité de
temps (n) en fonction de la grandeur mesurée (E). Le capteur type de cette catégorie est le pluviometre a
auget basculant. Leur intérét majeur réside dans leur facilité d'emploi puisqu'ils peuvent étre directement
couplés a un compteur et ne nécessitent donc qu'une €lectronique associée réduite. S =n, avecn =k - E

avec k entier.

IL. 6. 1. 4. Capteurs digitaux

Il s'agit de dispositifs qui donnent directement des informations binaires combinatoires. Ils sont
parfaitement représentés par la famille des codeurs optiques. Ces dispositifs possédent une grande
immunité au bruit et sont peu influencés par des grandeurs parasites, comme ils peuvent étre directement
couplés au systeme informatique sans la nécessité d'un systéme d'amplification puis de conversion

analogique numérique. Dans ce cas S est un code en base 2 en relation linéaire avec E [7].

II. 6. 2. Photoélasticimétrie

La plupart des corps transparents présentent une intéressante propriété physique connue sous le
nom de (Biréfringence accidentelle). La lumicre qui les traverse est transmise a des vitesses différentes
suivant 1’état de contraintes de la matiére. Placés entre des filtres polarisants, ces matériaux révelent leurs
contraintes sous forme de frange colorées. On mesure les déphasages optiques, on peut en déduire les
contraintes en chaque point. Certains polymeres présentent cette propriété avec une grande fidélité. On les
utilise suivant 1'un ou I’autre des procédés de mesure de contraintes connues sous le nom de

photoélasticimétrie :

- Lors de la conception d’un prototype, on réalise un modele dans un tel matériau. Soumis a des charges
alors qu’il est traversé par une lumiére polarisée, les contraintes sont visualisées, observées,

photographiées et mesurées. C’est la photoélasticimétrie par transmission,
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- Sur une machine réelle, par exemple réalisée en métal, une mince couche de polymeére est déposée en
surface. La lumicre apres réflexion traverse une seconde fois cette couche. Les franges obtenues révelent
I’état de contrainte a la surface de la machine réelle. Ce procédé de photoélasticimétrie par réflexion est

connu sous le nom de (photo stress) [8].

La figure II. 3 représente un exemple d’image prise par le procédé de photoélasticimétrie, la
lumicre polarisée provient d’un écran plat d’ordinateur. Elle traverse ensuite une plaque de plastique
déformée, puis un polaseur. Les déformations et les contraintes dans le plastique peuvent ainsi étre

visualisées [9].

Figure II. 3. Image prise par le procédé de photoélasticimétrie

II. 6. 3. Capteur de Force et de pression

Dans la pratique, pour mesurer une force on dispose 5 méthodes qui se basent sur la relation

. F ... .
suivante F=my , p= e Ainsi, on va pouvoir :

- Comparer la force inconnue via un systéme de leviers a une masse connue m,

- Mesurer 'accélération d'une masse connue,

- Comparer la force a une force magnétique générée via une circuiterie ad hoc,

- La transformer en une pression en la distribuant sur une aire connue et utiliser un capteur de pression,
- Enfin la convertir en une déformation d'un élément €lastique.

IL. 6. 3. 1. Cellules de pression

La figure I1.4 représente le principe de mesure qui s’explique comme suit :
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La force s'applique sur un dispositif solidaire d'une membrane déformable, cette force vient compresser
un liquide hydraulique, d'ou variation de pression mesurée par un capteur en P. Lorsque la surface et
méme 1’épaisseur de la cellule peuvent étre grande on aura une force de pression trés importante. Un tel

dispositif est utilisé essentiellement en statique ou avec des forces variantes lentement dans le temps.

menbrane l

hnile

Figure II. 4. Mesure de pression

I1. 6. 4. Capteur piézoélectrique [10]

Figure I1. 5. Capteur piézoélectrique hermétiquement soudé

En raison de la haute impédance des matériaux piézoélectriques (figure IL.5), leur emploi
comme capteurs implique la proximité de I'amplificateur, dont I'impédance d'entrée doit évidemment étre
trés grande, afin de limiter l'influence des cables de liaison. La tendance est d'ailleurs de plus en plus a
l'intégration de 1'électronique dans le boitier capteur (voir la figure I1.6). On note que cette obligation de
proximité induit un effet pervers. En effet I'effet piézoélectrique est peu sensible a la température et de ce
fait une jauge piézoélectrique peut étre a priori utilisée jusqu'a des températures relativement élevées
puisque les céramiques utilisées ont généralement une stabilité chimique jusqu'a des températures tres
¢levées (souvent bien au-dela de 1000°C). Cependant, la présence de 1'¢lectronique, du fait de la
limitation du silicium a 200°C environ, a proximité immédiate de la membrane réduit quasi a néant cet

avantage des capteurs piézoélectriques.
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T

Figure II. 6. Capteur de pression commercialisé

II. 6. 5. Capteur de type AG (figure II. 7)
Ce type de capteur est constitué d'une ou plusieurs jauges de contrainte. Examinons plus en détail

ce qu'on appelle une jauge de contrainte [11].

Type AG

Figure II. 7. Capteur de type AG

IL. 6. 6. Jauge de contrainte (figure II. 8)

La jauge est un capteur passif traduisant, en variation de résistance électrique, sa propre
déformation qui est en principe égale a celle de la structure a l'endroit ou il est collé. Pratiquement, son
allongement est habituellement limité a environ 3%. En général, une jauge est constituée d'une grille

formée par un conducteur collé sur un support isolant.

1 Ruban adhésif — 2 Jauge

3 Sutface d'applivation

Figure II. 8. Jauge juste avant son collage sur la structure

Le conducteur est soit d'origine métallique, souvent des alliages a base de nickel, soit c'est un
semi-conducteur. Le nombre de brin de la grille différe selon le type du conducteur. Il varie entre 10 et 20

pour un conducteur métallique et est égal a 1 pour les jauges semi-conductrices (figure 11.9).
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Figure II. 9. Jauge a fil métallique et jauge semi-conductrice

Le support isolant est en papier ou, le plus souvent, en plastique. C'est ce support qui est collé sur la
piecce dont on veut connaitre les déformations et c'est lui qui transmet les déformations au circuit
métallique. On congoit que, pour transmettre avec fidélité¢ les déformations, le support doit avoir des
caractéristiques bien particulieres (bonne aptitude au collage, coefficient de dilatation pas trop important
afin d'éviter un décollage de la jauge par cisaillement, I'adhérence ou faculté¢ du support de pouvoir étre
bien collé au circuit métallique...) [12].0n peut encore différencier les jauges métalliques par la
réalisation de la grille. En effet, il existe des jauges dites a fil et d'autres dites a trame pelliculaire comme
elle est montrée dans la figure I1.10. C’est les plus fréquentes. Elles sont réalisées selon les procédés de

fabrication des circuits imprimés.

Figure II. 10. Jauge a fil et jauge a trame pelliculaire

La résistance électrique d’un fil conducteur est définie par la loi de Pouillet qui est le produit scalaire de

la résistivité du matériau par la longueur du fil d’une section du fil :
p.L
R="= 11-23
< (1I-23)
I1. 6. 7. Différents types de jauges

On va donner un apergu sur les types de jauges, utilisées en analyse des contraintes. Chaque type

correspond bien évidemment a une application particuliére.
IL. 6. 7. 1. Les jauges simples (figure II. 11)

Ce type est utilisé pour la mesure des déformations en vue du calcul des contraintes. Elles ont des

formes classiques avec une grille rectangulaire.
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Figure II. 11. Jauge simple

I1. 6. 7. 2. Les minis et micro jauges

Les minis, micro jauges (voir figure II. 12) sont utiles aux points de concentration de contraintes.

Certaines ont des dimensions de l'ordre de 0.2 mm. (Chainette de jauges).

E/Jaugﬁ!_E_ E} Ii

Figure II. 12. Mini, micro jauge

IL. 6. 7. 3. Rosettes (figure 11.13)

Ce sont des associations de jauges fixées sur un support unique et dont les directions des brins font
entre elles des angles parfaitement définis. Elles sont utilisées quand on souhaite connaitre simultanément
les déformations dans plusieurs directions. Lorsque les directions principales des déformations sont
inconnues, il faut pour les déterminer mesurer les déformations dans trois directions : on emploie pour
cela des rosettes de 3 jauges a 120° ; lorsque 1'une des directions principales est présumée probable, on
utilise des rosettes a 45°, la jauge centrale étant alignée avec cette direction. Les rosettes a deux jauges
perpendiculaires sont utilisées quand on connait les directions principales de déformation. D'autres

rosettes a deux jauges sont adaptées a la mesure des déformations de torsion.

Figure I1. 13. Rosette de jauges
I1. 6. 7. 4. Les jauges des contraintes résiduelles

On colle la jauge, puis on la perce d'un trou a I'endroit indiqué sur la jauge, puis on mesure les contraintes

induites par des jauges résiduelles (figure 11.14).
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Figure II. 14. Jauge de contrainte résiduelle
IL. 6. 7. 5. Les jauges longues

On utilise les jauges longues dans la figure I1.15 pour mesurer la moyenne d'une déformation intégrée sur

une certaine longueur, par exemple sur des matériaux hétérogenes, tel le béton [13].

g -
= J ==

Figure II. 15. Jauge longue

IL. 6. 7. 6. Les jauges de contrainte optiques

Les jauges de contrainte optiques représentées dans la figure 11.16, sont congues a partir des
fibres de verre ayant un diamétre de noyau trés petit, pas plus de 4 a 9 microns. En comparaison, le
diametre des cheveux humains est de 60 a 80 microns. Le noyau de la fibre est entouré par une couche de
verre le plus pur qui soit avec un diametre de 125 micromeétres. La conception brevetée par HBM protege
la fibre et vous permet de configurer rapidement et facilement votre installation d'essai. Tirez a la fois le
bénéfice de la technologie des sondes optiques et de tout 1'éventail d'accessoires existant pour les jauges
de contrainte é€lectriques [14]. Les deux meilleures technologies au monde: La technologie de mesure
HBM permet 1'acquisition simultanée des données on utilise les jauges de contrainte électriques et

optiques.

Figure II. 16. Jauge de contrainte optique

La figure II. 17 représente quelques produits industriels des jauges de contrainte.
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Figure II. 17. Jauges de contrainte

Comme on a vue qu’il y a plusieurs types de jauges, on peut dire généralement que les jauges sont
différentes cause de leurs matiéres de construction elles peuvent étre métalliques ou semi conductrices,
cettes dernicres sont constituées de Silicium comme matériau de jauge plutot qu'un alliage métallique. Le
principal intérét réside dans le facteur de jauge accru d'un facteur 50. Dans ce dernier cas on évite ainsi
toutes les opérations de montage des jauges sur une membrane. Cependant le silicium présente

l'inconvénient majeur d'avoir un fort coefficient de dérive thermique.

Il y a deux présentations différentes des jauges semi-conductrices qui sont la conséquence de leur

mode de fabrication : les jauges découpées et les jauges diffusées.

- Les jauges découpées sont formées d’un brin unique découpé mécaniquement ou photo chimiquement
dans un monocristal de silicium dopé. Le brin est paralléle a la diagonale du cube cristallin pour le
silicium et au c6té du cube pour le silicium N. Ordre de grandeur des dimensions : longueur : de quelques
10'[mm] & quelques mm ; épaisseur : quelques 10 [mm]. Le brin est collé sur le support de plastique.

Etant formées d’un brin unique, ces jauges ont une sensibilité transversale pratiquement nulle,

- Jauges diffusées ce type a une résistance qui est réalisée par diffusion d’impuretés dans une partie d’un

substrat de silicium monocristallin déja dopé.

Les jauges métalliques sont utilisées pour la mesure précise de déformations pouvant atteindre des
amplitudes importantes et dans des domaines de température étendus. Les résistances de jauges,
métalliques ou semi-conductrices, ont des valeurs standard définies de + 0,2 a + 10 % prés et comprises

entre 100 Q et 5000 Q [15].

II. 6. 8. Principe de fonctionnement d'une jauge d'extensométrie

Ce principe est basé sur une mesure de variation relative d’une résistance d’un conducteur

Homique. Les jauges collées sur les structures sont des circuits résistifs de résistance définis par :

_pL _ p’
E="0"=7% (11-24)
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Cette propriété physique d’un conducteur peut varier en fonction de la température et de sont état de

déformation; la différenciation de 1’expression de R donne :

R p L v
Pour un conducteur de section rectangulaire de largeur a et d’épaisseur b, son volume s’exprime par :

AV Ab AR AL
T W —

V=bhlL |, d’ou:
V b h L

A

v

\ 4

A
v
=x

Figure II. 18. Conducteur de section rectangulaire

La figure II.18 représente un conducteur soumis a un champ de contrainte uniforme parall¢le a sa

longueur, les déformations dans sa section sont reliées a sa déformation longitudinale € par :

Ab Ak AL AL
N ot e=—.
b h L L

Le changement de géométrie di a 1’état de contrainte entraine donc une variation relative de résistance

pouvant s’exprimer par :

2.£—£:(2+2v—1)x£:(2+2v—1).e
L vV L

L’observation montre que la résistivité d’un matériau est fonction de sa dilatation Volumlque7 . Laloi
de BRIDGMAN exprime cette variation par la relation :

AP _c AV _clov-1)e
Yo V

On cumulant les effets géométriques et électriques dus a 1’état de déformation, la variation relative de

résistance s’exprime donc finalement par :

% =[1+2v)+Cl2v-1)]e (11-25)

44



Chapitre 11 Mesure des déformations et des contraintes

Ou encore : —=K.¢

Les jauges de déformation de méme géométrie fabriquées dans des matériaux différents ont des
facteurs des jauges K différents parce que la constante de BRIDGMAN, C, quantifiant la sensibilité de la
résistivité d’un matériau a la dilatation volumique cette derniére varie d’un matériau a 1’autre. Les jauges
semi-conductrices ont une sensibilité bien supérieure par rapport aux jauges métalliques. Cependant elles
Ont une linéarité inférieure et ces jauges métalliques sont plus sensibles aux effets de la température.

Les jauges métalliques sont utilisées pour la mesure précise de déformation pouvant atteindre des
amplitudes importantes et dans des domaines de température étendus. Les jauges semi-conductrices

trouvent leur intérét dans la mesure de faibles déformations, dans un domaine de température restreint.

Les valeurs des facteurs de jauges des alliages et matériaux employ€s couramment sont regroupées dans

le tableau 4 :

Tableau 4.
Alliages Nom commercial | Facteur de jauge
Nickel- Cuivre Constantan 2a2.l
Nickel- Chrome Karma 2.1a22
Nickel- Fer- Chrome Isoélastic 32a3.6
Platine- Tungsténe 4a4.6
Silicium mono- cristal Semi- Conducteur 502200

Les jauges en constantan sont les plus utilisées avec les géométries adaptées a 1’extensométrie
générale (jauges doubles, rosettes a 90°, 120°, chainette pour mesure de gradients de déformation, etc...).
Le karma a des propriétés de sensibilité a la température particuliérement bien adaptées aux variations des

propriétés mécaniques des aciers; il est souvent retenu pour les capteurs de précision en acier.

L’isoélasticité a de trés bonnes propriétés de résistance a la fatigue, il est donc retenu pour toutes
les mesures dynamiques ou les phénomenes vibratoires ont une influence importante sur les durées de vie.
La platine-tungsténe a une sensibilité double des autres matériaux et peut ainsi permettre d’améliorer la

précision de mesure pour de faibles déformations.

Le silicium est évidemment dans le domaine des fortes sensibilités, le mieux adapté
théoriquement; son emploi en extensométrie courante se heurte a la fragilit¢ des monocristaux qui
imposent des techniques de collage sans pression, et ne tolérent aucune courbure des surfaces des

structures a équiper.
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A D’exception de ce dernier type de matériau, la variation relative de la résistance d’une jauge de
contrainte est donc du méme ordre de grandeur que la déformation & mesurer, sachant que celle-ci dans le
domaine élastique des matériaux est bornée par la limite ¢élastique et le module d’¢lasticité longitudinale,
on peut déduire que les mesures extensométriques sur des aciers avec 6. = 100 [MPa] au maximum et
E =200 000 [MPa] conduiront a des déformations tres inférieures a 0.5 % et sur de I’aluminium avec
.= 500 [MPa] et E =70 000 [MPa] a des déformations inférieures a 0.7 %. Le domaine des mesures
habituelles est en générale de I’ordre de 0.1 % sauf sur des matiéres de synthése comme les polyméres ou
les résines ou dans le domaine plastiques des métaux.

Les jauges sont en général congues pour supporter 2 a 3 % de déformation ; des traitements thermiques
spéciaux du constantan permettant de porter son domaine d’utilisation jusqu’a 10 %. Dans le cas de
I’isoélastic, il faut limiter son utilisation a 0.5 % pour garder un facteur de jauge constant. Cette
évaluation des variations relatives de résistance entrainées par les déformations « usuelles » indique la

précision imposée pour la mesure de cette propriété €électrique traduisant la quantité mécanique a évaluer.
IL. 6. 8. 1. Effet de la température

La relation entre la variation relative de résistance de la jauge de déformation et de la déformation
de la structure a étudier a été établie avec 1’hypothése de température constante. Ce parameétre
expérimental peut varier pendant des manipulations de durée assez longue et il a trois effets physiques

majeurs :
- La dilatation de matériaux,
- La variation de résistivité du matériau de la jauge,

- La variation des caractéristiques mécaniques du matériau de la structure.

Les coefficients de dilatation thermique du matériau de la jauge, et du matériau de la structure étudice,
sont en général différents et toute variation de température entrainera une déformation différentielle

thermique entre le (bilame), constitué par la jauge et la surface ou elle est collée, de valeur égale a :

de, = (o, —a,)dT (11-26)

Les fabricants de jauges mettent a disposition des utilisateurs des matériaux auto-compensés en
température. Ces matériaux sont des alliages de composition particularisée pour que leur ccefficient de
dilatation thermique soit voisin de celui du matériau de la structure a équiper dans une plage d’une
dizaine de degrés autour de la température ambiante. Ce type de jauge permet dans cette plage, de réduire

d’un ordre de grandeur la déformation d’origine thermique.
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Ces jauge auto-compensées existent pour des matériaux courants: aciers, alliages 1égers, fontes....pour les
autres matériaux et pour des variations plus importantes de température on a recours a des montages de

mesure pour ¢liminer cette variation parasite par rapport a la déformation d’origine mécanique a mesurer.

L’effet de la température sur la résistivité du matériau de jauge est pris en compte globalement
avec la dilatation de la jauge avec I’influence sur le facteur de jauge K. Pour les jauges a base de
matériaux métalliques, cette variation de K est de 0.004 %. Par ° C environ, elle est donc négligeable en
premiere approximation pour des variations de température de 10° C.

Dans le cas des jauges semi-conductrices, 1’effet de la température est plus important, les variations sont
dans ce cas dix fois plus importantes pour des jauges a trés fort facteur de jauges et nécessitent 1’emploi
de circuits correcteurs. Le dernier effet de la température a prendre en compte concerne la sensibilité¢ du
module d’¢lasticité¢ longitudinale du matériau de la structure a étudier. En général, cette propriété
mécanique diminue quand la température augmente. Le module de I’acier diminue de 0.026 % par degré
Celsius autour de 20 ° C, celui des alliages 1égers de 0.058 %. Cette influence est faible si I’on ne
considere que les variations de la température ambiante. Elle n’a de I’influence que sur la conversion des
déformations mesurées en contraintes subies par le matériau de la structure lors de 1’application de la loi
de Hooke, ou sur les facteurs d’étalonnage des capteurs de force. Cet effet peut étre une source d’erreur si
la température du matériau de la structure située sous la jauge s’échauffe trop sous I’effet joule, avec un
pouvoir de dissipation de la chaleur trop faible. Ce cas peut se produire avec une tension d’excitation trop

¢levée pour les jauges collées sur un matériau isolant ou mauvais conducteur.

I1. 6. 9. Champ de déformation quelconque

Lors de I’établissement de la relation entre la variation de résistance du conducteur formant la
jauge et la déformation mesurée, il a été supposé un état de déformation particulier correspondant a une
traction uniforme de direction parall¢le a celle du conducteur. En générale a la surface d’une piéce, 1’état
de contrainte plane est quelconque avec deux contraintes principales non nulles suivant deux directions
principales inconnues a priori comme on montre dans la figure I1.19. De plus, dans le cas des jauges
réelles, le conducteur formé de boucles a des parties non paralléles a la direction générale de la grille qui

seront sensibles aux déformations transversales.
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Figure II. 19. Etat de contrainte

Pour tenir compte de la nature quelconque du champ réel de déformations, il faut introduire une

correction pour passer des valeurs mesurées aux déformations réelles :

el =1-vr)led —xel )| /1-x?)

ef =|1-vx)led —xel )|/ 1-x*)

Ce ccefficient d’effet transversal est de ’ordre de 1 % pour des champs de déformation proches
d’un état équilibre axial ; on peut atteindre des corrections de quelques pourcentage pouvant avoir une

importance non négligeable sur des observations de phénoménes de second ordre.
I1. 6. 10. Mesure des variations de résistance des jauges de déformation

Les variations de résistance des jauges soumises a des déformations sont donc assez faibles. Pour
leur mesure, on fait appel a des méthodes de zéro avec pont de Wheatstone simple ou double, ou des
méthodes de mesure directe de déséquilibre de pont avec amplification importante permettant soit des

lectures directes, soit des acquisitions de données [16].

II. 7. Pont de Wheatstone

Un pont de Wheatstone dans la figure 11.20 est un instrument de mesure inventé par Samuel
Hunter Christie. Il est utilis€ pour mesurer une résistance électrique inconnue par équilibrage de deux

branches d'un circuit en pont, avec une branche contenant le composant inconnu [17].

Figure II. 20. Pont de Wheatstone
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Le pont est constitué de deux résistances connues, R | et R ,, d'une résistance variable de précision, R3, et

d'un galvanomeétre ou voltmeétre sensible G.

Le potentiel au point de jonction entre R; et R, (noté D) est obtenue grace au théoréme de Millman et
vaut : V.R,/ (R} + Ry), ou V est la différence de potentiel aux bornes de la pile. Si nous plagons entre R

et la masse une résistance inconnue, Ry, la tension au point de jonction entre R3 et Ry vaut :

V.Rx / (R3 + Ry). Ajustons R3 de fagon a annuler le courant dans le galvanomeétre; la différence de
potentiel aux bornes de celui-ci est donc nulle. En égalant les deux tensions calculées ci-dessus, l'on

trouve :
R, == (IT1-27)

En pratique, le pont de Wheatstone comporte un ensemble de résistances calibrées, de fagon a
pouvoir mesurer une large gamme de valeurs de Ry avec une seule résistance de précision ; il suffit de
changer le rapport R;/R,. Par ailleurs, la méme technique peut étre utilisée pour mesurer la valeur de
condensateurs (pont de Sauty) ou d'inductances (pont de Maxwell). On remplace la source de tension
continue par une source de tension alternative et la résistance de précision par un condensateur ou une
inductance de précision. A 1'équilibre du pont (courant nul dans le galvanométre), le rapport des

impédances dans la branche réactive est égal au rapport des résistances.

Comme le pont n'est jamais parfait et on sera amené a ajouter une compensation de dérive de
température du coefficient de jauge ainsi qu'un dispositif d'équilibrage du zéro. Dans ces conditions

1'électronique associée pourrait étre du type de celle figurée I11.21 :

+Ws

- P ion en & ure
z"::;‘:.::rﬁ?\ /%'4— vy ok

Ve

YWY
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-

- = Sain _Z
—3 Zero —%
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Zero

VY
Aa A
- N

Figure II. 21. Circuit de conditionnement associé a un capteur de pression a pont de jauge
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Les capteurs a jauges peuvent se présenter sous de nombreuses apparences selon leur destination. A titre

indicatif et non limitatif nous donnons ci-dessous quelques exemples.

I1. 7. 1. Montage

Le montage peut étre réalisé avec une seule jauge active (montage dit en quart de pont), deux
jauges actives (demi-pont) ou encore quatre jauges actives (pont complet). Ce dernier montage est le

montage le plus couramment utilisé pour les capteurs (force, pression...).

II. 7. 1. 1. Montage en quart de pont

Dans la figure II. 22 le montage en quart de pont, on ne dispose que d'une jauge et trois résistances
viennent en complément avec I'¢lectronique associée. Ce montage est le plus simple et le moins cher mais

présente de nombreux inconvénients :

- La jauge étant ¢loignée des autres résistances, il faut prendre en compte la résistance induite par la

longueur de cable,

- La tension alimentant la jauge, diminue la somme des variations de tension rencontrées sur les cables de
liaison. A 1’entrée de la jauge, elle est largement inférieure a celle qui sort de I’amplificateur. La
sensibilit¢ du capteur (qui varie proportionnellement a la tension d’alimentation) se trouve alors

amoindrie,

- La résistance du cablage ajoute ¢galement une atténuation du signal et donc une perte d'information. Par

exemple, un cable de 100 m conduit a une variation de 10%.

Des corrections sont indispensables a ce type de montage tel que 1'é¢talonnage (shunt) du systéme de

mesures.
i
E . =
R R, . .
Ry Ry

Figure II. 22. Montage en quart de pont
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II. 7. 1. 2. Montage en demi-point

Le montage demi-point représenté par la figure II. 23 est couramment utilisé lorsque 1'on souhaite

faire des corrections en température sur matériaux a mesurer.

Figure II. 23. Montage en demi-point

II. 7. 1. 3. Montage en pont complet (figure I1. 24)

Soit le fil spiralé de longueur L, de diameétre d et de section S. Sa résistance est R= r,

Alimentation stabilisée

Figure II. 24. Montage en pont complet
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THEORIE DES POUTRES

I11. 1. Théorie des poutres d’Euler-Bernoulli
I1I. 2. Introduction

La théorie des poutres, ou théorie d’Euler-Bernoulli, est un modele de base utilisé dans le domaine
de la résistance des matériaux. La paternité de la théorie des poutres est attribuée a Galilée, mais des
¢tudes récentes indiquent que Léonard de Vinci l'aurait précédé. De Vinci avait supposé que la
déformation variait de manicre linéaire en s'¢loignant de la surface neutre, le coefficient de
proportionnalité étant la courbure, mais il ne pu pas finaliser ses calculs car il ne connaissait pas la loi de
Hooke. De son coté, Galilée était parti sur une hypothese incorrecte (il supposait que la contrainte était
répartie uniformément en flexion), et c'est Antoine Parent qui obtint la distribution correcte. Ce sont
Leonhard Euler et Jacques Bernoulli qui émirent la premiere théorie utile vers 1750, alors que Daniel

Bernoulli, le neveu du précédent, écrivit I'équation différentielle pour I'analyse vibratoire [18].
I1I. 3. Principes de modélisation
On définit la poutre par un solide engendré par des surfaces, appelées (sections droites), telles que :

- Les centres de gravité des sections forment une courbe continue et dérivable, appelée (courbe
moyenne); son rayon de courbure est grand devant sa longueur :
- Les sections sont perpendiculaires a la courbe moyenne; elles varient de maniére continue et lente,
- La dimension des sections droites est petite devant la longueur de la courbe moyenne,
- Le matériau est homogene et isotrope.

I11. 4. Poutre de section droite (figure I11.1)

y

// .r‘/b, X

Figure I1I. 1. Une poutre droite

L’axe ox est la ligne moyenne de la poutre.
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I1I. 4. 1. Equation de mouvement lors des vibrations libres de flexion

La théorie des poutres est une application de la théorie de I'¢lasticité isotrope [19] . Pour mener

les calculs de résistance des matériaux, on considere les hypothéses suivantes :

- Au cours de la déformation, les sections droites restent perpendiculaires a la courbe moyenne,

- Les sections droites planes restant droites et planes aprés déformation selon Navier-Bernoulli,
I’influence de I’effort tranchant est négligée,

- L’influence de I’inertie de rotation des sections est négligeable,

- L’amortissement est négligeable.

I1I. 4. 2. Déplacement

A\

W (x ;t)

Figure III. 2. Une poutre apres déformation

Les cordonnées des points P et Q (figure III. 2) avant et apreés déformation sont [19] :

S | S|
op |0 ’ 00 |»
0 0
Apres déformation :
N X S xX+u
op |0 ; 00|
w 0
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Selon I’hypothése d’Euler-Bernoulli :

—
d ox
L’équation de déformation :
_u
XX ax
. - ’w
XX y axz
Suivant la loi de Hooke simplifie :
o.=E.€g_
82
o, =-y.BSY

On a le moment fléchissant :

2
M, = J-_%—y.axxb dy

On Remplace I’équation de contrainte dans 1’équation du moment on trouve :

- Eb.h3 ’w
12 ox?2

2

2
M, =E19 2
ox

I1I. 4. 3. L’équation du mouvement
On a I’équation d’équilibre :

oM
x

JT,
" 4P, =0
X

=+T =0
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Le terme d’inertie de rotation est négliger dans les hypothéses, et I’inertie de translation et définie par

’w
P =-pS v
On ¢limine T, dans la relation (I1I-4) on obtient :
'w ’w
EI +p.S =0
PRI
On cherche des solutions de la forme :
o(x,t)=w(x)e"
d'w oo d*w (x)
ox' dx*
ow’
—=-Q%e"'w (x)
dt
On remplace ces dérivés dans 1’équation (III-5) on trouve :
0w P S W= 0
dx* E.I
\ , L1 - X 4
Ou encore, en coordonnées réduites : x = T et w= T
0'w —
——x'w=0
0Xx
(I11-7)
Avec: x'=Q2" S .
El

I11. 5. Résolution numérique

III. 5. 1. Poutre de section constante

La solution générale de 1’équation (I1I-6) est de la forme :
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w(x)= Asin Xx +B shXx+C cosX x+D chX x

Pour une poutre complétement libre, les conditions aux limites imposent :

d*w d*w
= (0)= = (0)=0
X X
d’? d’?
()= 0)=0
dx dx

Le systéme homogene en A, B, C et D ainsi obtenus présente une solution nom triviale si :

cosxchx =1

2_ p— p— pe— p—
d_vzv =—Asin Xx+Bsh Xx—CcosXx+DchXx
Sachant que : df_
d_vf = —Acos Xx + BchXx+Csin Xx+ Dsh Xx
dx

Appliquant les conditions aux limites on trouve des relations entre A, B et entre D, C.

wlx)= 4, | (sin X, x+sh X, x )+ R, (cos X x+ch X,x)]

X, —chX,
Avec - R =S84 ThA;
sin X; +shX,

Ce qui permet de calculer la suite des fréquences propres :

X, =4.7300
X, =7.8532
X, =10.9956
X, =14.1371
X, =17.2787

Xl.:§+i7£ pour i>6

La solution générale est la superposition des différents modes propres.
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I1I. 5. 2. Poutre de section variable par la méthode des matrices de transfert

La poutre est découpée en €éléments suffisamment petits pour pouvoir étre considérés comme de

section constante elle est définie sur la figure III. 3 [20] :

Go

1™ élément
—
G. L
i Gn X
\
T |

Figure III. 3. Une poutre de section variable.

A la section d’indice i, de section S; et d’inertie [; et attaché le secteur d’état V.

V. =

-

l

8
H,

Dont les composantes sont respectivement : 1’effort tranchant; le moment fléchissant, la rotation et le

déplacement...La matrice de transfert A; du i

€me

=AYy

¢lément relie les vecteurs d’état Vi et V;

L’expression de A; se détermine facilement sachant que I’élément de poutre est suppos€¢ de section

constante :

- A e,

€

€,
EI,
_8
EI,
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Ele,

€

_ez

A, Ele,
A,ElLe,
Ae,

€
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Sachant que :

€ :’B%(Sh B 1, = Sin B, li)
e, =%(Ch,3[ I.+Cos . 1,)
e, = %-/Z (Sh B, 1, +Sin B, 1)

(III-11)
€ = %,32; (Ch B, 1, = Cos j, li)
e, :%m (Sh 8.1, —Sin B, 1,)
/L = _;Bi4 =-Q? p%l
La matrice de transfert A de la poutre relie Vpa Vi,
Vn =A V()
Avec : A= f[ A,.
Ainsi, pour les conditions aux limites complétement libres, on obtient le systéme :
O All AIZ A13 A14 0
O — A21 A22 A23 A24 X 0 (HI-12)
61‘ A31 A32 A33 A34 01
w Ay Ay Ay Ayl

Ce systéme présente une solution non finale si :
A3.A2 —Ar3 . A14=0

Cette condition permet de déterminer numériquement la fréquence.

ITI. 6. Théorie des poutres de Levinson ; prise en compte de ’effort tranchant et de ’inertie de

rotation
III. 6. 1. Introduction

Différentes théories peuvent étre employées pour modéliser I’influence de 1’effort tranchant.
La plus connue est certainement celle de Timoshenko [19] mais elle ne permet pas de vérifier les

conditions aux limites (O'xy = O) sur les faces inférieures et supérieures de la poutre. Nous exposerons la

théorie de Levinson [21].
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I1I. 6. 2. Equation de mouvement lors de vibrations libres de flexion
I1I. 6. 2. 1. Hypotheses

Les hypothéses sont les suivantes :

- Poutre droite de dimension transversale constante et petite devant la dimension longitudinale,
- Hypothese de Levinson,

- Matériau homogene, €lastique et isotrope,

- Amortissement négligeable.

I1L. 6. 2. 2. Déplacement

Y4 \

W (x,t)

v

Figure III. 4. Une poutre apres déformation

Les cordonnées des points P et Q (figure III. 4) avant et aprés déformation sont :

- X N X
op |0 ’ 0Q|»
0 0
Apres déformation:
S| LU +u
op |0 ’ 00 |»
w 0
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Selon I’hypothese de Levinson, on admet :

X (III-13)
u=yy(xe)+y'e(x)
De sorte que les déformations sont :
ou o 99
E = = —+ _
“Tox Tar )
1(du oJw
g, =—|—+—
Y2 dy  ox (I1-14)
1 ow
E,=— | ¥P+3.y°0+—
-
Les conditions aux limites (O'xy = O) sur les faces inférieure et supérieure imposent :
h
gxy (X,i Ej =0
4 ow
soit : = — Y+ —
/ 347 ( axj
Suivant la loi de Hooke simplifiée :
2 2
c.=Ee,=E, 8‘1‘_4)/2 a‘I’+a ‘f’
ox 347\ dx  dx
(ITI-15)
2
o, =2Ge,=G|v- (111 +8_wj+8_w
h ox ) ox
Soit pour le moment fléchissant et 1’effort tranchant :
/2 El (d°w oY
M. = - ). dy =— -4—
(I11-16)
/2 2.G.S ow
Ty = th/z O'xxb.dy = TX (\P + g}
I1I. 6. 2. 3. Equation du mouvement
Les équations d’équilibre s’écrivent en tenant compte du terme d’inertie de rotation :
%—M +T,+m, =0
X
11-17
T, t =0 ( )
o DT
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Sachant que :

2 0’u _pl 0’ ow
'%—wfywb@—?“ﬁpw'gj
320 (111-18)
P, = -pS ot

On obtient alors :

2 2
Eli(a w—4a\Pj+—2(3;S(‘P+a—wj+p—la—(4‘{’—a—wj=0

5 ox| ox? A ox 5 of? ox
2
2G5i(1p+a_wj_psa "o
3 ox ox ot*

On ¢limine ¥ des deux relations, on obtient 1I’équation du mouvement :

24w 6 E.I 24w 6 , I 9'w 0w
E.I - I+ — + — _— S —=0 I11-19
ox (p S'OGjaxzatz sP G et TP (m-19)
Soit, si on cherche des solutions de la forme :
ox,1) = w(x)e®
4 2 2
d’w g{£+é£)dy+égaﬂﬂwxy££w:o
dx E 5G)dx 5 E.G El
Ou encore, en coordonnées réduites :
4 2 -
d_f‘”+x4(i2+ 62Ejd_v2”—(x4— 64Ex8jw=0 (IT1-20)
dx A SAUG) gy 54 G
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= PS

El
Avec : ] ]
=Lyl
I h

\E

On peut remarquer que 1’équation (IV-8) est identique a 1’équation du mouvement et de
Timoshenko [21] avec et pour coefficient de cisaillement x = % . L’intérét du modele de Levinson [18] est

que les hypothéses sont clairement exposées et en particulier les conditions aux limites sur les faces

supérieure et inférieure sont satisfaites.
I1I. 6. 3. Résolution numérique
I1I. 6. 3. 1. Poutre de section constante [19]

La solution générale de 1’équation (IV-8) est de la forme :

w (x)= Asinx,x + B shi,x +C cosk, x+ D chk,x (I11-21)

Pour une poutre complétement libre, on note que la suite des fréquences propres est solution du systéme :
detA =0, Avec:

1 0 1 0
0 K, 0 K,
A=|_, .y . . (11-22)
k7 cosk, Kk sink kK,chx, k,shk,

sink,/k, —cosk,/k, shk,/k, chk,/k,

1 6E

= I+—

K =X'p+ X +X* K =X'q+ X+ Xx* P 2/12( SGJ
K =—X'p+ X'+ X' K =—X'q+ X+ Xx* g=— [l_@j

Sachant que : Xt =02 14/;:_f

62



Chapitre 111

Théorie des poutres

I11. 6. 3. 2. Poutre de section variable ; méthode des matrices de transfert

La méthode est parfaitement identique a celle développée précédemment, seule 1’expression de la

matrice de transfert élémentaire change:

e +¢, e —4 e, — 4, ET, e, ﬂ’iEIi(eZ_l_;ieél
) e =3, e El (eo_Siez) A, EI, e
_g
_&/
EI, e, B
+(ez+§’ieéyGS AIZ. € e tgie
KG o,
Sachant que :
eo:L(a?Ci_b?Di) C:Qz£
& ! E
€ :L(aizA; _bizﬂi) g, =_£ 8 = aiz +b,'2
i *G A, =cha,l,
€ :L(aici_biDi) ) ai:\/ﬂi4+%(;i+3i)2 _%(é/i_si) ’ C, = sha,l,
8 p.=cosb,l,
1 s 1 1 )
€3 :g_(Ai _:Bz) b, =5 +Z(§i +Si) +5(§i _Si) D, =sin b,
_1(c, D, 2 PSS X
L) pemewgpet
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CALCUL NUMERIQUE ET ANALYSE COMPARATIVE

IV. 1. Introduction
Ce chapitre est basé pour faire la comparaison entre :

- Le module d’Young calculé par la théorie des poutres Euler-Bernoulli avec le module d’Young calculé

par la théorie des poutres de Timosheo [21] par le calcul de I’erreur :

AE E' —E’
E E, (IV-1)

IV. 2. Comparaison entre théorie des poutres d’Euler-Bernoulli et Timoshenko

D’apres la théorie des poutres d’Euler-Bernoulli les fréquences propres sont données par la relation

XX [E'R

eb eb

= — = E -
S 2z’ \ 12,0 e (IV-2)

suivante :

Ou les X; sont :

X, =4.730
X, =7.853
X, =10.996
X, =14.137
X, =17.2787

On s’est intéressé aux cing premiers modes de flexion.

Le spectre des fréquences propres, calculé par la théorie d’Euler-Bernoulli est entré comme donnée dans
les calculs du module de Young par la théorie des poutres de Timoshenko.

Il nous permet de retrouver pour chaque fréquence propre la valeur de E’po. Le calcul de ces fréquences
libres est effectué en utilisant la méthode des éléments finis, et en se basant sur un code de calcul MEF
(ANSYYS).

Les tableaux 5 a7 représentent les résultats des fréquences propres des trois matériaux utilisés, calculés

par ANSYS. On utilise les propriétés de chaque matériau pour le calcul d’erreurs et des fréquences.
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- Tungsténe

A= %Varie de30 a 300

v =028, p=19253[kg/m?]
mode (5modes), E =410.10°[pa]

Tableau 5.
fi1[Hz] pour | fi[Hz] pour | f;[Hz] pour | fi[Hz] pour | fi[Hz] pour
A model mode2 mode3 mode4 mode5
30 1.0057 530.78 979.67 1483.8 2066.9
50 1.0057 318.47 587.80 890.30 1240.2
70 1.0057 227.43 419.89 635.97 885.89
90 1.0057 176.96 326.62 49471 689.12
110 1.0057 144.37 266.47 403.60 562.21
130 1.0057 122.08 225.33 341.28 475.40
150 1.0057 106.16 195.93 296.77 413.39
170 1.0057 93.667 172.88 261.85 364.75
190 1.0057 83.810 154.69 234.30 326.37
200 1.0057 79.617 146.95 222.58 310.04
250 1.0057 63.694 117.56 178.06 248.03
300 1.0057 53.078 97.967 148.38 206.69
- Acier

A= %Varie de30a 300

v=03, p="7800|kg/m?]
mode (5modes), E =2000.10"[Pqa]
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Tableau 6.
f1[Hz] pour f1[Hz] pour f1[Hz] pour f1[Hz] pour f1[Hz] pour
M model mode2 mode3 mode4 mode5
30 | 0.58284.E107 | 0.11673.E 107 | 0.1095. E 10> | 0.16315. E 10™ | 0.22552.E 107
50 0.10950 34.071 64.039 97.892 135.13
70 0.10950 24 .975 45.735 69911 96.637
90 0.10950 34971 64.039 97.892 135.31
110 0.10950 15.853 29.031 44378 61.343
130 0.10950 34971 64.039 97.892 135.31
150 0.10950 11.657 21.346 32.631 45.105
170 0.10950 10.285 18.835 25.792 39.798
190 0.10950 9.2031 16.853 25.762 35.610
200 0.10950 8.7426 16.010 24.473 33.829
250 0.10950 6.9941 12.808 19.578 27.063
300 0.10950 5.8284 10.673 16.315 22.427
- Plomb
A= %Varie de30a 300
v=04, p=11341|kg/m?]
mode (5modes), E=17.10°[Pa]
Tableau 7.
fi[Hz] pour | fi[Hz] pour | fi[Hz] pour | fi[Hz] pour | f;[Hz] pour
A model mode2 mode3 mode4 mode5
30 0.25513 141.52 249 .40 399.24 513.00
50 0.25513 84.910 149.64 239.54 318.60
70 0.25513 69.654 106.89 171.11 227.59
90 0.25513 47.167 83.125 133.07 176.98
110 0.25513 38.492 67.837 108.59 114.43
130 0.25513 32.549 57.362 91.825 122.13
150 0.25513 28.303 49.880 79.848% 106.20
170 0.25513 24973 44.011 70.454 93.705
190 0.25513 22.345 39.380 63.040 83.845
200 0.25513 21.227 37.410 59.886 79.650
250 0.25513 16.982 29.928 47.909 63.720
300 0.25513 14.152 24.940 39.924 53.100

Les résultats des fréquences propres sont utilisés pour calculer les X! grace aux formules suivantes :
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(IV-3).
D’ouona:
w 4T f2.p
EPO - Xé'leth
. AT fR0M12.p
Epo - X?thz
eb eb
ﬁ: Ejvo —E, —1— B,
E E, E,
T X
On utilise la relation suivante pour tracer les courbes correspondantes (Voire annexe II) :
T Y

VI. 3. Influence de I’élancement sur ’erreur relative

Les figures VI. 1-18, montrent 1’évolution en fonction du rapport d’é¢lancement (1/h) de I’erreur
relative AE/E des cinq premiers modes. Ces modes sont déterminés sur la base de la réponse vibratoire
d’un élément poutre (libre-libre) en tungsténe ou en acier ou en plomb. Une comparaison est faite entre

les deux méthodes E (Bernoulli)-E (Timoshenko)

- Les résultats du tungstene (v = 0.28)

1000 H

990 ] —=——mode 1
980 —e®—mode 2
970 4 mode 3
960 4 —w—mode 4
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Figure IV. 1. Evolution de (AE/E) en fonction du rapport (1/h) des 5 modes
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La figure IV.] montre la variation de I’erreur relative avec |’élancement. Les courbes
représentatives de 1’erreur ont une allure identique, la variation est insignifiante quelle que soit la valeur
de I’élancement. Les courbes sont situées 1’une sur I’autre, la plus haute correspond a la plus grande
fréquence. La courbe inférieure correspond a 1’évolution du mode fondamentale par rapport aux différents
facteurs d’élancement. Au fur et a mesure de la progression vers les modes supérieures les courbes
d’erreurs viennent se superposer dans un ordre respectivement croissant. Cette constatation est consistante
car les modes supérieurs font intervenir de plus en plus la présence d’onde qui active la sensibilité a
I’effort tranchant qui a son tour augmente le rapport d’erreur. A cause de I’effet d’échelle 1’évolution de
toutes les courbes pour les différents modes parait suivre une tendance relativement constante. Afin de
contourner cet inconvénient, les courbes sont reprises dans les figures IV 2-6 de fagon individuelle, pour

mieux cerner les détails de 1’analyse comparative.

Comparaison E (Bernoulli)-E (Timoshenko)

881,70
881,630 =

881,60 | \
881,68 \_ 881,625 \

881,67- o
™ f
o \ © 881,620 N
™ 881,66- :
w \_ L
L 881,65 W g81,615-
4 \ <

oTer ) - \

T 881,610 .
881,63-
20 40 60 8 100 120 140 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320
I/h I/h
(a) (b)

Figure IV. 2. Les courbes (AE/E) = f (I/h) pour le mode 1, (a) pour les poutres fortement courtes et

courtes, (b) pour les poutres élancées, fortement élancées.

68



Chapitre 1V

Calcul numérique et analyse comparative

Comparaison E (Bernoulli)-E (Timoshenko)
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Figure IV. 3. Les courbes (AE/E) = f (I’/h) pour mode 2, (a) pour les poutres fortement courtes et
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Figure IV. 4. Les courbes (AE/E) = f (I/h) pour mode 3, (a) pour les poutres fortement courtes et
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Comparaison E (Bernoulli)-E (Timoshenko)
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Figure IV. 5. Les courbes (AE/E) = f (1/h) pour mode 4, (a) pour les poutres fortement courtes et

courtes, (b) pour les poutres élancées, fortement élancées.
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Figure IV. 6. Les courbes (AE/E) = f (I/h) pour mode 5, (a) pour les poutres fortement courtes et

courtes, (b) pour les poutres élancées, fortement élancées.
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Les figures IV. 2-6 montrent que pour les cinq premiers modes, 1’évolution des courbes d’erreurs
(AE/E), en fonction du rapport d’élancement (1/h) déterminées sur la base de la réponse vibratoire d’un
¢lément poutre (libre-libre) fait en matériaux (Tungsténe) caractérisé par son coefficient de poisson (v =
0.28). Toutes les catégories de poutres subissent simultanément deux hypothéses notamment celle de
Bernoulli et de Timoshenko. La premicre tient compte de I’effet de flexion seulement, d’autre part
I’hypotheése de Timoshenko qui en plus suppose la présence de 1’effet de cisaillement et de 1’effet de
I’inertie rotatoire. La tendance générale est décroissante pour toutes les catégories de poutres. Ce qui
signifie d’une part que les écarts d’erreurs sont relativement importants pour les faibles élancements
caractérisant les poutres fortement courtes, courtes, et faiblement élancées graphe (Fig. IV. 2a-6a).
D’autre part, les écarts diminuent sensiblement pour la catégorie des poutres élancées, et fortement
¢lancées (Fig. IV 2b-6b). On peut constater aussi que malgré la différence des écarts, la dispersion reste
dans les limites de bonne tolérance pour 1’ensemble des rapports d’¢lancement (Erreur < 10%).
L’hypothése de Bernoulli est satisfaisante pour le domaine des poutres €lancées et fortement élancées,
mais pour la catégorie des poutres courtes, il faut tenir compte de ’hypothése Timoshenko. Cependant,

on peut admettre 1’hypotheése Bernoulli pour les poutres faiblement élancées et courtes pour les calculs de

premiere approximation et de pré dimensionnement ou d’expertise.

- Les résultats de I’acier (v =0.3)

Comparaison E (Bernoulli)-E (Timoshenko)
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Figure IV. 7. Evolution de (AE/E), en fonction du rapport (I/h) des 5 modes.
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Les courbes des erreurs sont regroupées dans la figure IV.7, en vue de leurs confrontations
relatives. La courbe inférieure correspond a I’évolution du mode fondamentale par rapport aux différents
facteurs d’élancement. L’enveloppe supérieure qui correspond au cinquieéme mode se démarque fortement
par rapport aux autres courbes. D’autre part, on observe un pic d’erreur commun a toutes les courbes
d’erreurs pour un rapport d’élancement (I/h = 30). Ceci traduit un comportement rigide dominé
essentiellement par 1’effet de cisaillement qui donne un grand écart d’erreur. D’autre part, a partir du
rapport d’élancement (I/h > 70) la tendance pour 1’évolution des courbes d’erreurs reste constante. Les
¢écarts d’erreurs sont stabilisés pour tous les niveaux modaux. Comme précédemment, on observe aussi,
qu’au fur et a mesure de la progression vers les modes supérieures les courbes d’erreurs viennent se
superposer dans un ordre respectivement croissant. Cette constatation est consistante car les modes
supérieurs font intervenir de plus en plus la présence d’onde qui active la sensibilité a 1’effort tranchant
qui a son tour augmente le rapport d’erreur. A cause de 1’effet d’échelle 1’évolution de toutes les courbes,
pour les différents modes parait suivre une tendance relativement constante. Afin d’apprécier 1’évolution
des faibles écarts, les courbes sont reprises (voire figures IV. 8-12) de fagon individuelle, pour mieux
cerner les détails de ’analyse comparative. On peut aussi dire que vue, la faible différence des écarts

d’erreurs on peut considérer que 1’hypotheése Bernoulli présente des réponses dans les limites de bonne

tolérance.
Comparaison E (Bernoulli)-E (Timoshenko)
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Figure IV. 8. Les courbes (AE/E) = f (I’/h) pour mode 1, (a) pour les poutres fortement courtes et

courtes, (b) pour les poutres élancées, fortement élancées
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Comparaison E (Bernoulli)-E (Timoshenko)
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Figure IV. 9. Les courbes (AE/E) = f (I/h) pour mode 2, (a) pour les poutres fortement courtes et

courtes, (b) pour les poutres élancées, fortement élancées.
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Figure IV. 10. Les courbes (AE/E) = f (I/h) pour mode 3, (a) pour les poutres fortement courtes et

courtes, (b) pour les poutres élancées, fortement élancées.
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Comparaison E (Bernoulli)-E (Timoshenko)
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Figure IV. 11. Les courbes (AE/E) = f (1/h) pour mode 4, (a) pour les poutres fortement courtes et

I/'h

(@)

100

120

140

AE/E. 10

914,70

914,68

914,66

914,64 -

914,62

914,60

.\- n ™

courtes, (b) pour les poutres élancées, fortement élancées.

140 160 180 200 220 240 260 280 300 320
I/h

(b)

Comparaison E (Bernoulli)-E (Timoshenko)

NE/E. 10°
&
8

Figure IV. 12. Les courbes (AE/E) = f (I/h) pour mode 5, (a) pour les poutres fortement courtes et
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Les figures 8-12 montrent pour les cinq premiers modes, 1’évolution des courbes d’erreurs
(AE/E), en fonction du rapport d’élancement (1/h) déterminées sur la base de la réponse vibratoire d’un
¢lément poutre (libre-libre) fait en matériaux (Acier) caractérisé par son coefficient de poisson (v=0.3).
Toutes les catégories de poutres subissent simultanément deux hypotheéses notamment celle de Bernoulli
et de Timoshenko. La premiére tient compte de 1’effet de flexion seulement, d’autre part I’hypothése de
Timoshenko qui en plus suppose la présence de 1’effet de cisaillement et de I’effet de I’inertie rotatoire.
La tendance générale est décroissante pour toutes les catégories de poutres. Ce qui signifie d’une part que
les écarts d’erreurs sont relativement importants pour les faibles ¢lancements caractérisant les poutres
fortement courtes, courtes, et faiblement ¢lancées graphe (Fig. IV.8a-12a). D’autre part les écarts
diminuent modestement pour la catégorie des poutres ¢élancées, et fortement élancées figures (Fig. 8b-
12b). On peut constater qu’a partir du seuil d’élancement (I/h=50) ’erreur est stabilisée constante.

Ceci traduit la faible influence de 1’effort tranchant est de la dominance de I’hypotheése Bernoulli qui est

satisfaisante aussi bien pour le domaine des poutres faiblement élancées et fortement ¢lancées.

- Les résultats du plomb (v = 0.4)
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Figure IV. 13. Evolution de (AE/E), en fonction du rapport (I/h) des 5 modes.
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Les courbes de la figure IV. 13 donnent la variation selon les modes propres. La courbe inférieure
est une évolution du mode fondamentale par rapport aux différents facteurs d’élancement. Au fur et a
mesure de la progression vers les modes supérieures les courbes d’erreurs viennent se superposer dans un
ordre respectivement croissant. Cette constatation est primordiale puisque les modes supérieurs font
intervenir de plus en plus la présence d’onde qui active la sensibilit¢ a I’effort tranchant, d’ou
I’augmentation du rapport d’erreur. Vraisemblablement, 1’effet d’échelle est a D'origine de ce
comportement. Afin de pallier cet inconvénient, les courbes sont reprises (figure IV. 14-18) de fagon a

mieux distinguer les différences.
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Figure IV. 14. Les courbes (AE/E) = f (1/h) pour mode 1, (a) pour les poutres fortement courtes et

courtes, (b) pour les poutres élancées, fortement élancées.
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Figure IV. 15. Les courbes (AE/E) = f (I/h) pour mode 2, (a) pour les poutres fortement courtes et
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Figure IV. 16. Les courbes (AE/E) = f (1/h) pour mode 3, (a) pour les poutres fortement courtes et

I/h

(b)

Comparaison E (Bernoulli)-E (Timoshenko)

897,900
897,895 -
897,890 -
897,885 -
897,880: '
897,875 \
897,870 1 T~
. —
897,865 o
20 60 80 100 120 140
I’h
(a)

897,870

897,865 -

897,860 -

897,855

897,850

NE/E. 107

897,845

897,840

courtes, (b) pour les poutres élancées, fortement élancées.

77

120 140 160 180 200 220 240 260 280 300 320
I/h

(b)



Chapitre IV Calcul numérique et analyse comparative
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Figure IV. 17. Les courbes (AE/E) = f (1/h) pour mode 4, (a) pour les poutres fortement courtes et

courtes, (b) pour les poutres élancées, fortement élancées.
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Figure IV. 18. Les courbes (AE/E) = f (I/h) pour mode 5, (a) pour les poutres fortement courtes et

courtes, (b) pour les poutres élancées, fortement élancées.
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Les courbes des figures IV. 14-18 illustrent les cinq premiers modes. On constate que 1’évolution
(AE/E), selon I’¢lancement (I/h) déterminés a partir des excitations d’un élément poutre (libre-libre) en
plomb. Toutes les catégories de poutres subissent simultanément deux hypotheéses notamment celle de
Bernoulli et de Timoshenko. La premiére tient compte de I’effet de flexion seulement, d’autre part
I’hypotheése de Timoshenko qui, en plus suppose la présence de I’effet de cisaillement et de 1’effet de
I’inertie rotatoire. La tendance générale est décroissante pour toutes les catégories de poutres. Ce qui
signifie d’une part que les écarts d’erreurs sont relativement importants pour les faibles élancements
caractérisant les poutres fortement courtes, courtes, et faiblement ¢lancées (Fig. IV. 14a-18a). D’autre
part, les écarts diminuent d’une maniere significative pour les types de poutres élancées, et fortement
¢lancées (Fig. IV. 14-18b). On peut dés lors constater que malgré la différence des écarts, la dispersion
reste dans les limites raisonnables et ce, pour I’ensemble des rapports d’élancement (Erreur < 10%).
L’hypothése de Bernoulli est satisfaisante pour le domaine des poutres €lancées et fortement élancées,
mais pour la catégorie des poutres courtes, il faut considérer I’hypothése Timoshenko. Cependant, on peut
admettre 1’hypothése de Bernoulli pour les poutres faiblement élancées et courtes pour effectuer des

calculs de premicre approximation et de pré dimensionnement.
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Conclusion générale

CONCLUSION GENERALE

L’intérét de cette étude est de proposer un calcul du module de Young dynamique, des ¢léments
poutres homogenes et isotropes. En faisant une étude comparative entre la théorie d’Euler-Bernoulli et
celle de Timoshenko sur des poutres en flexion pour les trois matériaux caractérisés par leurs ceefficient
de poisson. Des hypothéses ont été considérées afin de pouvoir garantir des réponses valables et dans les
limites de bonne tolérance pour les catégories de poutres (fortement courtes, courtes, ¢lancées et
fortement ¢élancées) qui se distinguent par leurs facteurs d’¢lancement (1/h).

I1 ressort de nos résultats que :

- L’hypothéese de Bernoulli est satisfaisante pour le domaine des poutres élancées et fortement élancées,

- Pour la catégorie des poutres fortement courtes, il faut appliquer la théorie de Timoshenko,

- On peut admettre I’hypothese d’Euler-Bernoulli pour les poutres fortement élancées,

- L’effet du coefficient de poisson des différents matériaux n’a pas d’influence sur la variation du module

d’Young pour les matériaux isotropes, cette constations ne peut étre généralisée pour I’hypothése des

matériaux composite. Il est intéressant d’envisager ce cas dans le cadre de nos futures recommandations.
Enfin, on encourage 1’usage de la méthode d’investigation des fréquences propres, a cause de sa

simplicité qui n’affecte pas la qualité des réponses ; et on souhaite élargir le champ d’investigation a

I’étude expérimentale afin de confirmer et de mettre en évidence les résultats obtenus.
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Annexe I

ANNEXE I

La méthode de matrice de transport est expliquée par les relations de changement de base.

- définition de la matrice de passage

(El.) : la base initiale, avec: 1=1, 2, 3.

(Ej) : la base finale, avec: j=1,2,3.

Les composantes de la matrice de passage de (El) a (E j) sont définies par :

@;;=j i°" composante du vecteur de base £, , il vient :

Les deux bases étant orthonormées directes, la matrice de passage est orthonormée :
aikair = 5kr
a'/kjarj = §kr

Ou: J, est le symbole de Kroneker.

Par suite, si V; (V;), T; (Ti) et Sijx1 (Sijk1) désignent les composantes de tenseurs d’ordre respectifs 1, 2,
et 4 dans la base initiale (finale), il vient :

V.=a.V

i im’ m

Tij =a,,a,,T,

jntmn
Sijkl = aimajnakpalqsmnpq
Application au passage d’une base a une autre base :
Ce changement des bases est dii par une rotation d’angle 0, les composantes de la matrice de passage
sont :

01=C 0=S 03 =013=0 oi: C=cos?9.

a21=-S a22=C 0.33=1 S =sin 6.

Changement de base des composantes (notation matricielles) dans le plan 1,2 des tenseurs déformations,

contraintes, rigidités, complaisances dans les tableaux suivants :

Déformation Contrainte

£ £, & o, o, (o
g | C | ¢ SC g | ¢ | s | sc
g | || -sC g, | | c | -sc
g |-28C|2sC| C*-§° &, | -28C | 2SC | C*-8°

&3
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Rigidités / Rigidités planes

Cn Cxn Cn2 Css
, 0, 0,, 0, O,
Cn
Dy | ¢t s* 28%C? 48*C?
C22
) | S c! 28%C? 48*C?
CIZ
dn | C*s* | C¢*s* | C+s? -48*C?
C66
066 252 252 22822 (Cz_ Sz)z
C16
-C*'s | ¢S | Cs-cS? | 2(C’s-cs?)
C)16
CZ6
-CS| C’s | cS-C’s |2(cs’-Cs)
026
Complaisances
St S Si2 Se6
s, | ¢ s 2C* §° C’s?
s, | S C’ 2C* § C’s?
S, | ¢S | s CcHst -C*§?
S, | 4C7S* [4C*S7 | -8C7S | (C*-S7)
S, | 2C°s | 2c s [ 2(C's-¢S’) | S-S’
S, | 2€S* | 2C°s | 2(Cs’-Cs) [ €S- €S

84

Déformations / Contraintes

&, g,
(O (N
ES
6| C|s| o
54
6| S| C| o0
53
G| 0|0 1
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Rigidités / Complaisances

Cnis Cs Cus Css Css
Si3 S3o Sas Sss
] S33
Cis
2 2
C S 0 0 0
Sl3
Cs
2 2
S C 0 0 0
32
Cs /| - SC SC
0 0 0
S, 28C <
Cus
0 0 SC -SC 0
§45
Cu
2 2
0 0 C S 0
S
Css
2
0 0 g2 C 0
§55
Css
0 0 0 0 1
S.

55
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ANNEXE II

Résultats de I’ANSYS de ’erreur relatifs pour chaque matériau

Pour le tungsténe v = 0.28

Programme de calcul

/NOPR ! Suppress printing of UNDO process
/PMACRO! Echo following commands to log
FINISH! Make sure we are at BEGIN level
/CLEAR, NOSTART! Clear model since no SAVE found
! WE SUGGEST YOU REMOVE THIS LINE AND THE FOLLOWING STARTUP LINES
/input, menust, tmp,", 1

/GRA, POWER

/GST, ON

/PLO, INFO, 3

/GRO, CURL, ON

/CPLANE, 1

/REPLOT, RESIZE

WPSTYLE, 0

/REPLOT, RESIZE

/REPLOT, RESIZE

1%

/NOPR

/PMETH, OFF, 0

KEYW, PR_SET, 1

KEYW, PR _STRUC, 1

KEYW, PR_THERM, 0

KEYW, PR _FLUID, 0

KEYW, PR_ELMAG, 0

KEYW, MAGNOD, 0

KEYW, MAGEDG, 0

KEYW, MAGHFE, 0

KEYW, MAGELC, 0

KEYW, PR MULTL 0

KEYW, PR_CFD, 0

/GO

1%
1%

/PREP7

| %k

ET, 1, SHELL63
! %

R, 1, 10e-3,
RMORE,
RMORE
RMORE,

! %

! %

MPTEMP,

MPTEMP, 1,0
MPDATA, EX, 1,, 410e9
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MPDATA, PRXY, 1,0.28

MPTEMP,

MPTEMP, 1, 0

MPDATA, DENS, 1, 19253

RECTNG, 0,300e-3, 0,100e-3,

)/GOP ! Resume printing after UNDO process
)! We suggest a save at this point

- Les résultats de ’erreur relative de E

MOLAE g AE 10t | AR g AE o7 | AE g0
E E E E E
pour model pour mode2 | pour mode3 | pour mode 4 | Pour mode5
30 866.59 881.692 900.676 913.635 999.996
50 866.510 881.675 900.668 913.630 999.976
70 866.452 881.650 900.660 913.625 999.965
90 866.400 881.640 900.654 913.620 999.956
110 866.350 881.634 900.650 913.615 999.951
130 866.310 881.630 900.650 913.615 999.310
150 866.289 881.630 900.631 913.602 999.909
170 866.278 881.625 900.622 913.578 999.851
190 866.262 881.622 900.610 913.557 999.811
200 866.258 881.620 900.605 913.552 999.789
250 866.241 881.613 900.589 913.541 999.701
300 866.224 881.610 900.579 913.538 999.936

Pour ’acier v =0.3

- Programme de calcul

/NOPR ! Suppress printing of UNDO process
/PMACRO! Echo following commands to log
FINISH! Make sure we are at BEGIN level

/CLEAR, NOSTART! Clear model since no SAVE found
! WE SUGGEST YOU REMOVE THIS LINE AND THE FOLLOWING STARTUP LINES

/input, menust, tmp,", 1
/GRA, POWER

/GST, ON

/PLO, INFO, 3

/GRO, CURL, ON
/CPLANE, 1
/REPLOT, RESIZE
WPSTYLE, 0
/REPLOT, RESIZE

1%

/NOPR

/PMETH, OFF, 0
KEYW, PR_SET, 1
KEYW, PR _STRUC, 1
KEYW, PR_THERM, 0
KEYW, PR _FLUID, 0
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KEYW, PR_ELMAG, 0
KEYW, MAGNOD, 0
KEYW, MAGEDG, 0
KEYW, MAGHEFE, 0
KEYW, MAGELC, 0
KEYW, PR MULTL 0
KEYW, PR _CFD, 0

/GO

1%
1%

/PREP7

!*

ET, 1, SHELL63

!*

R, 1, 6e-3,
RMORE,
RMORE
RMORE,

! %

! %

MPTEMP,
MPTEMP, 1, 0

MPDATA, EX, 1, 200e7
MPDATA, PRXY, 1, 0.3

MPTEMP,
MPTEMP, 1, 0

MPDATA, DENS, 1, 7800
RECTNG, 0,300e-3, 0,100e-3,
)/GOP! Resume printing after UNDO process

)! We suggest a save at this point

- Les résultants de ’erreur relative de E

MOJAE g AE o3 | AR o0 AE o3 | AE 4o
E E E E E
pour model pour mode2 | pour mode3 | pour mode 4 | pour modeS

30 1000 1000 1000 1000 1000
50 873.131 883.783 900.825 914.968 999.989
70 873.452 883.752 900.776 914.953 999.973
90 866.375 883.741 900.773 914.923 999.960
110 866.375 883.678 900.567 914.871 999.950
130 866.333 883.527 900.453 914.821 999.942
150 866.338 883.454 900.277 914.701 999.911
170 866.337 883.371 900.265 914.644 999.900
190 866.335 883.371 900.265 914.607 999.682
200 866.334 883.371 900.265 914.604 999.884
250 866.334 881.613 900.270 914.604 999.740
300 866.334 883.371 900.270 914.604 999.641
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Pour le plomb v = 0.4

- Programme de calcul

/NOPR ! Suppress printing of UNDO process
/PMACRO! Echo following commands to log
FINISH! Make sure we are at BEGIN level
/CLEAR, NOSTART! Clear model since no SAVE found
! WE SUGGEST YOU REMOVE THIS LINE AND THE FOLLOWING STARTUP LINES
/input, menust, tmp, 1

/GRA, POWER

/GST, ON

/PLO, INFO.3

/GRO, CURL, ON

/CPLANE, 1

/REPLOT, RESIZE

WPSTYLE, 0

1%

/NOPR

/PMETH, OFF, 0

KEYW, PR_SET, 1

KEYW, PR _STRUC, 1

KEYW, PR_THERM, 0

KEYW, PR _FLUID, 0

KEYW, PR_ELMAG, 0

KEYW, MAGNOD, 0

KEYW, MAGEDG, 0

KEYW, MAGHFE, 0

KEYW, MAGELC, 0

KEYW, PR MULTL 0

KEYW, PR_CFD, 0

/GO

!*
| %

/PREP7

!*

ET, 1, SHELL63
! %

R, 1, 10e-3,
RMORE,
RMORE
RMORE,

B
1%

MPTEMP,

MPTEMP, 1,0

MPDATA, EX, 1,17¢9
MPDATA, PRXY, 1,0.44
MPTEMP,

MPTEMP, 1,0

MPDATA, DENS, 1,11341

!*

89



Annexe I1

MPTEMP,
MPTEMP, 1,0
MPDE, EX, 1

MPDE, PRXY, 1

MPDATA, EX, 1,1.7E+010
MPDATA, PRXY, 1, 0.4
RECTNG, 0,300e-3, 0,100¢-3,

)/GOP

)! We suggest a save at this point

! Resume printing after UNDO process

- Les résultants de ’erreur relative de E

& AE o AE ot | ARt | AR g8 | EE o0
E E E E E
pour mode 1 | pour mode 2 | pour mode 3 | pour mode 4 | pour mode 5

30 891.468 865.503 897.897 919.123 999.997
50 819.370 865.401 897.881 919.058 999.985
70 819.303 865.341 897.872 919.076 999.973
90 819.234 865.319 897.869 919.067 999.964
110 819.176 865.305 897.867 919.058 999.955
130 819.158 865.240 897.866 919.049 999.937
150 819.109 865.225 897.857 919.039 999.907
170 819.080 865.217 897.851 919.030 999.879
190 819.072 865.211 897.845 919.022 999.845
200 819.072 865.210 897.843 919.021 999.832
250 819.072 865.210 897.842 919.021 999.749
300 819.072 865.210 897.842 919.021 999.667
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