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RESUME

L’utilisation des matériaux composites fibreux dans des applications industrielles nécessite
une connaissance précise et une caractérisation poussée de leur comportement mécanique et
en particulier vibratoire. Dans cet axe, ce travail de thése a pour objet d’analyser le
comportement statique et dynamique de plagues composites stratifiées minces et épaisses par
des formulations et discrétisations numériques de certains modées et théories.

En datique et vibrations libres, nous avons développé un code de calcul pour décrire le
comportement de stratifiés symétriques et antisymétriques a séquences d’empilement croises,
équilibrés et quelconques. Ce programme est basé sur une formulation d’ééments finis de
forme rectangulaire & 4 noauds et 5 ddi/noaud que nous avons établie par extension de la
théorie des dtratifiés pour I’analyse linéaire statique et dynamique des structures en plaques
composites multicouches. Les éléments finis développés sont basés sur la théorie linéaire du
premier ordre (théorie de Reissner/Mindlin). Les matrices de rigidité et de géométrie sont
déterminées en se basant sur formulation variationnelle. Cette formulation est établie par
variation de certains parametres géométriques et élastiques pour déterminer I’évolution de la
réponse verticale des plagues et de leurs pulsations propres. Les comparaisons des résultats
avec ceux issus delalittérature valide ainsi la méthode des ééments finis utilisee.

Nous avons ensuite é&endu notre éude au développement numérique du comportement de
plaques multicouches épaisses soumises a des charges impulsives et & un amortissement de
type Rayleigh, en utilisant la méme méhode des ééments finis développée dans cette étude.
L’intégration des équations de mouvement est obtenue par la méthode d’intégration directe de
Newmark. Les fréguences et les déplacements transverses ont été déterminés. Aingi, il a été
résulté que I’amortissement et la prise en compte du cisaillement transverse, dans le cas des

plaques épaisses, influent sur les résultats obtenus.

Mots clés:
Composite, stratifiés, statique, vibrations libres, amortissements, modélisation par ééments finis,
validation.



ABSTRACT

The use of the fibrous composite materialsin industrial applications need a precise knowledge
and a pushed characterization by their mechanical behavior, particular in the vibratory. In this
axis, thiswork of thesis has for object to analyze the static and dynamic behavior of thin and
thick laminated composite plates by formulations and numerical discretizations of some
models and theories.

In static and vibration free, we have developed a calculated code to describe the behavior of
symmetric and antisymmetric laminates with various sequences of layers. This program is
based on finite element formulation in rectangular form with 4 nodes and 5 DOF/node. This
formulation isinitiated by variation of some geometric and elastic parameters to determine the
vertical response evolution of plates and their pulsations. The Comparisons of the results with
those derived from the literature validates the used finite element method.

We have then extended our study to the numerica development of the behavior of thick
multilayer plates subject to impulsive loads and Rayleigh damping, using the finite element
method developed in this study. The integration of the equations of motion is obtained by the
Newmark direct integration method. The frequencies and the transversal displacements have
been determined.

Key words:
Composite laminates, statics, free vibrations, damping, modding by finite d ements, validation.
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Notations

Seules les notations les plus importantes sont reprisesici.

A Aire d’une plaque
ab Dimensions d’une plaque
[A] Matrice de rigidité en membrane
[B] Matrice de couplage membrane-courbure
i Force volumique
c Amplitude des vibrations
[C] Matrice d'amortissement
[K] Matrice de courbure
E¢ Energie cinétique de I’élément
E, Energie cinétique de la structure
E; Module d’Y oung suivant ladirection i=1, 2, 3
{F} Vecteur des forces nodales extérieures
Gij Module de cisaillement dans le plan (i, j) (i, j= 1, 2, 3)
h Epaisseur de la plague
(K] Matrice derigidité globale
[M] Matrice de masse globale
{M} Reésultantes des moments
[N] Matrice des fonctions de forme
{N} Résultantes des contraintes
: Forces detraction
t Temps
P(X, y, t) Force extérieure
q Charge sinusoidale
U, v, W Déplacements
0f; Energie de déformation de |”élément
U, Energie de déformation de la structure
v Volume dela plague
Wi Trava!l |nte,rr.1e
W Travail extérieur
ext ,
{5¢} Vecteur des déplacements nodauix
(e} Déformation globale

Coefficient de Poisson

v

0 Masse volumique

o Contrainte normale adimensionnelle

Txy Contrainte de cisaillement adimensionnelle
X

Y Rotations
Fréquence propre adimensionnelle

VIl



{¢n} Modes propres
petd Coeffid ents de Newmark
X Facteur d’amortissement
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Chapitre 1
INTRODUCTION GENERALE

1.1 Motivations et objectifs

De nos jours, les matériaux composites fibreux sont de plus en plus couramment utilisés
comme alternative aux matériaux conventionnels, principaement en raison de leur haute
résistance et rigidité spécifique, mais aussi a cause de leurs propriétés mécaniques gustables
dans des grandes proportions. Pour ces raisons, les experts avaient prévu depuis les années 70
une généralisation rapide de leur emploi par des remplacements principaux des matériaux
métaliques traditionnels. Ainsi on utilise le plus souvent ces matériaux composites dans les
domaines de I’aérogpatial, du naval et méme en industrie des articles de sport et de loisir.
L utilisation de ces matériaux composites dans un environnement inchangé (les sollicitations
extérieures demeurent les mémes qu’auparavant) nécessite une mellleure connaissance

possible de leur comportement mécanique surtout en terme vibratoire.

En domaine de la mécanique, les vibrations sont également présentées dans les machines
tournantes. Dans un souci d'améiorer de plus en plus leur rendement, ces machines tendent
actuellement a fonctionner & de trés grandes vitesses. Ceci augmente inéluctablement le
niveau des forces excitatrices et conduit a des vibrations importantes. Ces vibrations sont
indésirables a cause du bruit, des contraintes dynamiques qui peuvent conduire a la fatigue et
la défaillance de la structure, de la perte d'énergie et de la réduction de la performance. |l est
donc essentiel de procéder a une analyse des vibrations de tout projet de congtruction lors de
I'étape de conception pour que les modifications nécessaires puissent étre facilement faites
pour éliminer les vibrations, ou au moins pour les réduire autant que possible. Il est
généralement beaucoup plus facile danalyser et de modifier une structure a la phase de
conception que de la modifier apres qu'elle ait été construite. Cependant, la réduction des
vibrations, des structures existantes, provoquées par I'insuffisance de la conception initiale,
peuvent ére procédée par la modification des conditions environnementales et, par
conséquent, les techniques de l'analyse des vibrations structurdes choisies doivent étre

applicables aux structures existantes.



Parmi les structures les plus utilisées nous rencontrons les composites minces caractérises par
leur |égéreté et leurs propriétés aérodynamiques. L’industrie mécanique et en particulier en
domaine des transports, |’aéronautique, et I’automobile utilise aujourd’hui de plus en plus les
composants minces (plaques ou coques) afin d’assurer le souci économique (le codt des
matieres premiéres) mais également pour une raison environnementale (moins d’énergie
utilisée pour se déplacer). L’ utilisation de tels @ éments dans un environnement inchangé (les
sollicitations extérieures demeurent les mémes qu’auparavant) nécessite une étude plus

explicite de leur comportement et surtout en domaine vibratoire.

En revanche, certaines applications industrielles nécessitent I’utilisation des structures
épaisses induisant une difficulté principale pendant leur andyse dynamique. L'optimisation
fine de ces dructures composites doit mettre en place des outils de moddisation du
comportement mécanique de plus en plus sophistiqués et prenant en compte les spécificités de

ces matériaux-structure,

Ce travail s’'inscrit donc dans I’optique de définir des outils numériques afin de déterminer
efficacement et rapidement les réponses vibratoires de structures composites (minces ou
épaisses). D'un point de vue pratique, les méthodes numériques, notamment les calculs par la
méthode des déments finis sont indispensables pour le dimensionnement des structures
composites simples et complexes. A cet effet, la simulation numérique constitue un
formidable outil d’aide a la conception et a la compréhension de nombreux phénomeénes
physiques. Dans I’ingénierie par exemple, elle a permis de réaliser de grands progres en

meécanique des solides et de nombreuses innovations technol ogiques peuvent en témoigner.

Le calcul par la méthode des déments finis consiste d’une pat a déterminer le déplacement
des points de la structure sous diverses sollicitations, et d’autre part a bien formuler la
variation de I’énergie, ce qui permet de déduire les contraintes et les déformations. Aing, les
chercheurs ont étudié le choix du champ de déplacement et la formulation de la variation de
I’énergie. Dans ce sens, plusieurs théories ont été dégagées. Le premier choix du champ de
déplacement est basé sur la théorie, la plus ancienne, celle de Kirchhoff [Dhatt 69] qui annule
I’effet de cisaillement transversal. Elle ne peut en conséquence étre appliquée qu’aux
structures trés minces. Ensuite, Mindlin [Mindlin 51] a propose la théorie du premier ordre, il

fat I’un des premiers a énoncer ses bases et introduit les effets du cisaillement transversal a



travers |I’épaisseur de la plague. Par la suite différents modéles d’ordre supérieur ont été

proposes, ils s’ averent plus précis que les modées du premier ordre.

Dans le cadre de cette these, nous avons adopté une éude du comportement statique,
vibration libre et en dynamique forcé des structures composites (plagues minces et épaisses).
Nous avons développé deux modéles d’éléments finis isoparamétriques a 4 noauds pour
I’analyse des plagues composites multicouches. Le premier est rectangulaire a 6ddl/nceud et
utilise les hypotheses de Kirchhoff-Love. Ce modéle est consacré a I’étude des dtratifiés
multicouches minces pour I’analyse linéaire statique et dynamique (vibration libre). Le
second modéle a 5ddi/ncaud, développe une formulation en cisaillement transverse. Cette
formulation est basée sur la théorie du premier ordre de Mindlin. Dans le but d’investiguer le
comportement de la plague sous I’ effet des charges transitoires, la méthode des ééments finis
basée sur le second modée est appliquée. La méhode implicite de Newmark pas a pas

permet ensuite d’anayser la plaque en domaine temporel.

Afin d’atteindre ces objectifs, Le présent document est organisé en cing chapitres:

Le premier chapitre est consacré a une analyse bibliographique détaillée permettant de
présenter les axes principaux de cette contribution et les différentes étapes suivies durant cette
étude. Elle tente auss de recenser les modeles appartenant de prés ou de loin au modéle
classique d’éléments finis de formulation en déplacement qui nous intéresse. Afin d’aboutir &
ces résultats, nous définissons les différentes approches classiques de comportement

mécanique des plaques multicouches avec une précision de leurs avantages et inconvenients.

On aréserve le deuxiéme chapitre a la présentation d’une topologie des éléments utilisés dans
la modélisation par ééments finis. Les éléments finis développés sont de forme linéaire,
triangulaire et rectangulaire. On donne quelques rappels de notions mathématiques
élémentaires portant sur les tenseurs et les changements de systémes de coordonnées qui sont
d'une grande utilité dans I'étude des éguations aux dérivées partielles. Une connaissance des
méthodes d'andyse numérique éémentaire est requise et en particulier des notions

d'interpolation de Lagrange et d'intégration numérique de Gauss qui sont également rappel ées.

Par ailleurs, le troiséme chapitre s’'intéresse a la modéisation des structures épaisses de
formes plaques. Nous développons ainsi un modéle d’é@éments finis plague a 5ddl/noaud pour
3



I’étude des plaques stratifiées amorties, soumises a des charges impulsives. On introduit aors
I’effet du cisaillement transverse et de I’amortissement dans le systéme d’équations discrétise
final.

Dans le quatriéme chapitre, on aintroduit les méhodes de discrétisation en fonction du temps
pour résoudre le probleme dynamique. La discrétisation temporelle, dédiée a la modélisation
des phénoménes de dynamique rapide, se traduit par une approche incrémentale pour intégrer
sur le temps les équations différentielles relatives au systéme discrétise par édéments finis.
L’intégration des équations dynamiques du mouvement est obtenue par la méthode
d’intégration directe de Newmark-p. Les résultats des analyses par cette méhode permettent

d’évaluer laréponse dynamique de la plaque.

En fin, le dernier chapitre est consacré a la validation numérique du modéle de plague que
nous avons développé au chapitre précédent proposé sur des cas-tests standards de plagues
stratifiées, en statique et en vibration libre et forcée . Des comparaisons sont effectuées avec
plusieurs modéles numériques et analytiques existants dans la littérature pour les plagues
multicouches croisées (0/90) \, et équilibrées (45/-45), €t (6/0) ns Simplement appuyée, sous

un chargement sinusoidal ou uniforme.

En résumé, un code de calcul a é&é éabli pour la smulation numérique des différents
comportements statiques et vibrations. Ce dernier est basé sur une formulation éléments finis
gue nous avons mis en cauvre suivant les conditions de comportement en appuyant sur la
théorie des stratifiés et sur la méthode d’intégration directe de Newmark. Nous avons choisi
des cas de plagues a différents séquences d’empilement et nous avons varié certains
parameétres géométriques et élagtiques afin de valider les formulations entrepris. Les résultats
obtenus ont été représentés graphiquement, interprétés et sont comparés a ceux issus de

différents modéles et théories trouvés dans la littérature.

1.2 Analyse bibliographique

Dans un premier temps, on présente les différents modeéles de structure multicouche existants.
Leurs hypothéses de base, leurs avantages et inconvénients sont ainsi d’écrits. Ensuite, on
aborde les développements des éléments finis issus de ces modéles analytiques. Leurs
variables principales, leurs méthodes de formulation et leurs difficultés numériques de

I’implémentation sont également discutées.



1.2.1 Modées de structures multicouches :

Une structure composite multicouche peut étre considérée comme un corps héérogéne
constitué d’un nombre fini de couches homogenes anisotropes collées. La caractéristique
géométrique d’une plague est une épaisseur faible par rapport aux autres dimensions. La
modélisation des structures multicouches modernes caractérisées par une forte anisotropie
(par exemple: faible rapport du module de cisaillement transverse de I’ame par rapport au
module d’éadticité longitudinal des peaux dans le cas des structures sandwiches) exige des
théories raffinées qui prennent en compte une bonne description des cisaillements transverses.
On trouve dans [Noor 89a], [Kapania 89], [Kant 00] et [Carrera 00] des explications

complétes sur les différents modéles existants de type éasticité tridimensionnelle ou de type

plague.

L’intérét de la considération d’une approche tridimensionnelle réside dans |’obtention de
résultats exacts tridimensionnels, utiles notamment comme référence. L’adoption d’une
approche tridimensionnelle ne présente toute fois d’utilité que dans la mesure ou les éguations
différentielles établies peuvent ére résolues. L’approche tridimensionnelle (3D) est donc
limitée de certains cas de géométrie, empilement et chargement simple [Pagano 69], [Pagano
70], [Srinivas 70], [Srinivas 73Db].

De méme, la prise en compte des endommagements spécifiques aux stratifiés (délaminage,
fissure transverse, . . .) exige une bonne description des champs au voisinage des interfaces,
sites privilégiés de ces endommagements. Pour cette raison, une approche 3D peut fournir des
informations dans certaines conditions (bord libre droit, plaque trouée . . .) mais il est
préférable d’envisager des démarches bidimensionnelles (2D) de type plaque plus opératoires.

Dans la suite ce sont ces approches 2D qui seront prises en considération.

Durant ces derniéres années, plusieurs modéles bidimensionnels ont été développés pour la
modélisation des structures multicouches tenant compte des cisaillements transverses ou des
endommagements. |ls peuvent étre distingués en fonction du type d’approche adopté :

- Approche monocouche équivalente

- Approche par couche

-Approche développement asymptotique



1.2.1.1 Approche monocouche équivalente :

Le nombre d’éguations dans ce cas d’approche ne dépend pas du nombre de couche. La
plaque multicouche est considérée homogéne et se comporte comme une seule couche.
Depuis le premier travail de Sophie Germain en 1815 sur les plagues minces en passant par
les modées du premier ordre de Love-Kirchhoff et de Reissner-Mindlin, de nombreux auteurs
ont développés des théories de plaques a partir de cinématiques ou champs de contraintes plus

raffinés. Nous passons en revue, dans ce qui suit, les principaux modéles :

- Lesmodéles classques Love-Kirchhoff
Les modéles sont basés sur une distribution linéaire des déplacements dans I’épaisseur
[Reissner 61], [Yang 66]. L”hypothéese adoptée est celle de Love-Kirchhoff [Kirchhoff 50] de
contraintes planes et les déformations dues aux cisaillements transverses sont négligees. Une
droite normale a la surface moyenne reste droite et perpendiculaire a la surface moyenne

aprés déformation et garderala méme longueur (Fig. 1.1).

Fig.1.1 Cinématique de Love-Kirchhoff

Le champ de déplacements de Love-Kirchhoff s’écrit alors,

Ug(x1, %5, %3 = 2) = Ug(xnxz) —Z W,a(xnxz) ya=12



Uq (X1, %2, x3 = 2) = wlxy, x7) 1.1)
Avec,

uf : le déplacement de membrane dans ladirection a.

w : lafléche de laplague.

w,, : larotation due alaflexion (sans cisaillement).

- Lesmodées Reissner-Mindlin
Pour introduire I’effet du cisaillement transverse, I”hypothése cinématique [Mindlin 51] est
adoptée : la normale reste droite mais non perpendiculaire ala surface moyenne (a cause de

I’effet du cisaillement transverse) dans la configuration déformée (Fig. 1.2).

Le champ de déplacements de Reissner-Mindlin s’écrit :

U (X1, X X3 =2) =UUXL, X)+Zh (X1, Xy)
Us (X, Xy X3 =2) = w(Xy, X)
1.2
Avec
¢, :larotation delanormale au plan moyen autour des axes X.

Yo = (W,a + <;b,a) : la déformation en cisaillement transverse mesurée sur e plan moyen.

]

Figl.2 Cinématique de Reissner-Mindlin

Avec ce choix de la forme des champs de déplacements, les déformations transversales sont
constantes en z. Les contraintes de cisaillement sont donc uniformes dans chagque couche et

discontinues entre les couches. Cette mauvaise description oblige aintroduire des coefficients
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correcteurs pour mieux prendre en compte, dans I’écriture de I’énergie, les effets de
cisaillement transversal [Whitney 73]. Les résultats obtenus dépendent essentiellement du
choix empirique dans des situations complexes des coefficients correcteurs et I'étude des

composites épais, reste aléatoire par ce type d'approche cinématique.

- Lesmodéesd ordre supérieur
Pour franchir les limites des théories du premier ordre, plusieurs auteurs proposent des
théories & un ordre supérieur. Les modéles sont basés sur une distribution non linéaire des
champs de déplacement dans I’épaisseur. Ces modéles permettent de représenter le
gauchissement de la section dans la configuration déformée (Fig. 3) [Liberscu 67, Whitney
73, Nelson 74, Lo 77a, Lo 77b, Touratier 91, Kant 02,Swaminathan 04].

La plupart des modéles d'ordre supérieur utilisent un développement en série de Taylor des

champs de déplacements qui s’expriment suivant les directionsi € {1,2,3} comme:

U2, X5 X5) = UL, 2,) + 2 PP, X,) + 22¢°P (0, 21,) + 230°P (0, 2,) + -+ (1.3)

Dans le cas des théories du premier ordre Reissner-Mindlin, on a ¢f(j) =O0pour j=2, 3,4

etp)™ = 0.
Hildebrand et a. [Hildebrand 49] sont les premiers & introduire ces raffinements avec

0(4) _ ,0(3) _ A 4 .
¢, " =¢; 7 =0 .Leméme développement est utilise par Nelson et Lorch [Nelson 74] en

introduisant des coefficients de correction. Lo et al. [Lo 77b] proposent un modéle qui prend

0(4) _
L=

en compte égaement I'effet de déformation normale : ¢ <;b§ ) = 0. Les solutions

analytiques de différents modéles d'ordre supérieur sont comparées dans [Kant 02].

_
Ve

- G tomra
s T

P |
B

Fig.1. 3 Cinématique d'ordre supérieur



En principe, ces modées d'ordre supérieur sont plus précis que les modéles du premier ordre.
La précision est augmentée avec I'ordre du développement, c'est & dire avec le nombre de
parameétres supplémentaires. Cependant, les conditions limites sur les bords sont difficiles a
satisfaire et le nombre de variables de déplacements indépendantes dépasse celui des modeles
classiques (trois dans le modéle Love-Kirchhoff et cing pour le modéle Reissner-Mindlin).
Pour réduire le nombre de paramétres de déplacement, pluseurs simplifications sont
proposées. Souvent on impose les conditions de nullité des contraintes de cisaillement

transversal aux surfaces supérieure et inferieure de la plague. Le développement de (1.3) est

0(4) _ ¢0(2) — £0B) — 10(1) _ 0
i 3

utilisé avec : ¢, = ¢,

L'expression de (1.3) devient aors:

U (X1, X, X3 = Z) = UG, - Zw, + (2 (X1, X)
U, X, X3 =2)=w (X, X)
(1.4

On représente ci-dessous quelques contributions importantes de développement de modées

d'ordre supérieur qui différent par lafonction de cisaillement f(2) :

- [Ambartsumyan 69] : £(2) =2 (& -Z);

4 3

- [Re|88ne|’ 45], [PanC 75] et [KaCZkOW§(| 80] Cf(2) = %Z (l 422);

EYY

- [Levinson 80], [Murthy 81] et [Reddy 84] : f(2) = 2 (1 _ ﬁ);

342
h éant I'épai sseur du multicouche.

Dans le modéle de [Reddy 84], le champ de déplacement membranaire est cubique et le
déplacement normal w est congant. Ce modée donne une bonne approximation pour les
contraintes de cisaillement transverse par rapport alasolution élagtique tridimensionnelle. La
distribution des contraintes de cisaillement transversal est parabolique dans I'épaisseur. Les

conditions aux limites sur les surfaces libres sont satisfaites.

Touratier [Touratier 91, Idibi 97] propose le modéle "sinus' qui est différent des autres

modéles d'ordre supérieur puisqu'il n'utilise pas de fonction polynomiae. Une fonction
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trigonométrique sinusoidale est donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes

de cisaillement dans I'épaisseur. La fonction de cisaillement transverse sécrit comme:

(@) =2sin(Z) =255 o (B =z(1-ZZ 22, ). Les différents termes
du développement correspondent aux différents modeles cités précédemment. Suivant la
troncature choisie, on obtient la théorie Love-Kirchhoff, la théorie Reissner-Mindlin ou les
modéles d'ordre supérieur (aux coefficients pres). Les contraintes de cisaillement transversal
déterminées par le modéle " sinus" prennent une forme cosinusoidade dans I'épaisseur de la
plaque. La précision de ce modéle par rapport ala solution exacte est meilleure que la théorie

de [Reddy 84].

Récemment, Afag et d. [Afag 03b] propose un modée exponentiel avec une cinématique plus

riche. La fonction de cisaillement transverse est de la forme suivante: £(z) =z | Le
choix de la fonction exponentielle permet un développement en puissance paires et impaires
de lavariable z alors que la fonction "sinus' [Touratier 91] ne permet qu'un développement en

puissances impaires.

Il faut remarquer que les modeles issus d'une approche monocouche équivalente présentent
des contraintes de cisaillement transverse discontinues aux interfaces si les couches ont des
propriétés différentes, méme si la continuité du champ de déformation est assurée. Ceci
présente un inconvénient sérieux lors de l'analyse locale a l'interface des structures

multicouches (effets de bord sur les contraintes, ddaminage . . .).

1.2.2 Approchepar couche:

Ces approches sont destinées justement a mieux decrire les effets d'interface. Ains différents
modeles issus de I'approche par couche ont été proposés [ Srinivas 73b, Pagano 78, Seide 80,
Di Sciuva 84, Di Sciuva 86,Murakami 86, Reddy 87, Chabot 97, Ossadzow 01, Carreira 02,
Diaz Diaz 02, Afag 03a]. Le multicouche est subdivisé en sous-structures (correspondant en
fait achague couche ou chaque ensemble de couches). On applique a chague sous-structure
une théorie du premier ordre ou un modée d'ordre supérieur. Les modées de ce type sont
relativement colteux (le nombre de variables dépend du nombre de couche), mais permettent
I'obtention de résultats plus précis, notamment en ce qui concerne le calcul des contraintes

hors plan.
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D'une maniére générale, les modéles issus de |'approche par couche peuvent étre classés en
deux groupes : les modéles couches discrétes ou chaque couche est considérée comme une
plaque en imposant les conditions de continuité en déplacement ou en contrainte aux
interfaces et les modeles zig-zag ou la cinématique satisfait a priori les conditions de contact

et est indépendante du nombre de couches (Figs.1.4 et1.5).

L b
Premiar ordre Ordre supérieur

O Interfaces

Pramar ordre DOrdire supériaur

a  interfaces
i e Champ de déplacament sans offal Zig-Zag

Fig. 1.5 Champ de déplacements des modéles zig-zag, approche cinématique.

1.2.2.1 Lesmodées zig-zag :

Afin de réduire le nombre de parameétres inconnus, Di Sciuva est le premier a proposer le
modéle zig-zag du premier ordre [Di Sciuva 84, Di Sciuva 86, Di Sciuva 87]. Dans ce
modele, les déplacements membranaires sont les résultats de la superposition du champ de
déplacement global d'une théorie du premier ordre et d'une fonction zig-zag (avec I'emploi de
la fonction d'Heaviside). La fonction zig-zag donne une contribution des déplacements
membranaires qui est continué en z mais sa dérivée premiére est discontinuée al'interface (
Fig. 1.6). Les déformations transversades sont donc discontinuées et la continuité des

contraintes de cisaillement transverse aux interfaces est assurée.
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Fig.1. 6 Champ de déplacements des modéles zig-zag du premier ordre.

L'avantage principal du champ de déplacement des modéles zig-zag réside dans la bonne
modélisation de la digorsion de la normale de la surface déformée, ainsi que dans la
vérification des conditions de continuité, et ce sans augmenter pour autant le nombre et I'ordre
des équations fondamentales de la théorie du premier ordre. Le recours a des coefficients de

correction pour le cisaillement transverse est évité.

En se basant sur le concept de [Di Sciuva 84], plusieurs auteurs ont réalise des améliorations
significatives pour le modéle zig-zag [Murakami 86, Cho 93, Averill 94, He 94, Icardi Ola,
Icardi Olb,Carrera 04]. L'amélioration principae et I'introduction d'une digtribution non
linéaire des déplacements. On superpose le champ zig-zag (linéaire par morceau) aun champ
de déplacement d'ordre supérieur (souvent cubique) (Fig. 1.7). Les conditions de compatibilité
sont satisfaites sur les surfaces supérieures et inférieures des plagues pour réduire le nombre

de paramétres.

Dans les travaux de [Ossadzow 96, Karama 98, Ossadzow 01], la fonction "sinus' de
[Touratier 91] est combinée avec la fonction zig-zag pour raffiner les effets de cisaillement.
Récemment, Afaq et al. [Afaq 03a, Afag 03b] ont combiné le modéle exponentiel avec |'effet

zig-zag pour une cinématique plusriche.
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Fig. 1.7 Champ de déplacements des modeles zig-zag d'ordre supérieur.

Les résultats numériques de tous ces travaux montrent que le modele zig-zag assure un bon
compromis entre la précision des solutions et le cout de calcul. Néanmoins, les modéles zig-
zag ont des limites de validation dans |'analyse du délaminage. En effet rien de physique ne
pousse a penser que ces modéles connus par “’artificiels’” peuvent prévoir les délaminages,
pa exemple. Le calcul des contraintes de cisaillement transverse par les équations
congtitutives des modéles zig-zag devient moins précis quand le rapport d’éancement
diminue [Icardi 0l1a]. Un autre inconvénient des modéles zig-zag, tout comme pour les
modéles d'ordre supérieur est la continuité de type C' demandée qui complique leur

implémentation numérique.

1.2.2.2 Lesmodédes couches discretes :

Les modéles couches discretes adoptent une approximation plus fine des champs suivant
I'épai sseur du multicouche que les modeles de plaque d'ordre supérieur ou zig-zag puisgu'ils
proposent une cinématique par couche plutét qu'une cinématique globde. En fait, avec les
modeles couches discrétes, le multicouche est représenté par un ensemble de plaques (objets
2D) couplés par des efforts d'interface. Les conditions de continuité aux interfaces sont ainsi
assurées. Le nombre de parameétres inconnus dépend du nombre de couche de la plaque

composite.

Dans les travaux de [Srinivas 73a, Seide 80, Reddy 87, Naciri 98, Tahani 03], on postule une

cinématique du premier ordre ou d'ordre supérieur par couche. Les éguations fondamentales
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par couche sont obtenues en utilisant le principe des travaux virtuels. Les conditions aux
limites sont également données couche par couche.

D'une maniére alternative, les travaux de [Ren 86a, Kassapoglou 86, Kassapoglou 87] et [Yin
94a, Yin 94b] utilisent une approximation des champs de contraintes par couche ou un mixte
contrainte-cinématique. Ainsi [Ren 864] utilise un champ de contrainte dont la composante de
cisaillement transversal est quadratique par couche et les déplacements sont considérés
cubiques par couche et continus aux interfaces. Dans [Kassapoglou 86, Kassapoglou 87], le
champ de contrainte est construit sous laforme d'un produit de fonctions avariables séparées,
par couche, a partir de I’équilibre des forces et moments. Les contraintes planes sont
supposées constantes dans I'épaisseur. Dans [Yin 94a, Yin 94b], les fonctions de contraintes
de Lekhnitskii [Lekhnitskii 63] sont utilisées par couche pour déterminer les contraintes

interlaminaires. Elles sont approximeées de facon polynomiale dans |I’épai sseur.

Nous passons aprésent a une famille de modée couches discretes particulieres, les modeles
multiparticulaires. Le premier travail semble étre celui de Pagano qui propose le modeéle local
dans [Pagano 78]. Le modele local a été construit a partir de la formulation variationnelle
d'Hellinger-Reissner et d'une approximation polynomiale des champs de contraintes par
couche. Les polyndmes sont du premier degré pour les contraintes membranaires, quadratique

pour les contraintes de cisaillement et donc cubique pour les contraintes normales.

La formulation variationnelle d'Hellinger-Reissner restreinte aux approximations de ces
champs de contraintes conduit & une cinématique du multicouche & 7n champs en (x; y) (n
étant le nombre de couche de la plague). Ces champs cinématiques contiennent des
composantes correspondantes a des moments du second ordre qui n‘ont pas un sens physique

trés clair.

La formulation mixte d'Hellinger-Reissner permet de déduire le comportement éastique
linéaire généraise du modéle. Ce modéle pose quelques difficultés au niveau des conditions
aux limites et reste assez lourd compte tenu du nombre éevé de champs cinématiques

i ntervenants.

Les différents travaux de [Caron 97, Chabot 97, Naciri 98, Hadj-Ahmed 01, Diaz Diaz 01 et

Carreira 02] réalisés ont aboutit a la formulation compléte d'une famille de modées
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multiparticulaires dits M4 (Modéles M ultiparticulaires des Matériaux Multicouches), a partir
de la méthode d'approximation d'Hellinger-Reissner. Le modeéle le plus complet est identique
au modele local de Pagano et on déduit & partir de celui-ci les autres modéles moyennant des
approximations successives. Dans cette famille de modéles, on trouve les modéles M4-7n,
M4-5n, M4-2n+1 qui comportent respectivement une cinématique du multicouche a 7n, 5n
et 2n+1 champs en (X; y) (n étant le nombre de couche de la plague). Le modéle M4-5n
approche chague couche par une membrane. Le 7n est trop riche pour étre utilisé simplement.
Les deux modéles font apparaitre des efforts d'interface dans leurs efforts généralisés.

1.3 Modée éémentsfinisde structure multicouche

Les solutions analytiques fournies par les approches décrites précédemment ne concernent
que des cas de géométrie, chargement et empilement simples. Pour les cas complexes,
plusieurs méthodes numériques ont été développées. On ne s’intéresse ici qu’aux méthodes

des démentsfinis, outil d’ingénierie dominant pour |’analyse des structures.

Les éléments finis sont généralement classés suivant le type de description géométrique (2D,
3D), la méthode de construction et le choix du type d’inconnues principales du modéle
(déplacements, contraintes, mixte, hybride). Ci-dessous, nous présentons de différentes

contributions & émentsfinisrelatives a des modéles mécaniques décrits précédemment.

1.3.1 Modéee éémentsfinis2D :

Les premiers éléments finis multicouches sont construits en se basant sur les théories du
premier ordre, notamment les modéeles Reissner-Mindlin avec facteurs de correction [Pryor
71, Reddy 80, Engblom 86, Hamdallah 90, Ganapathi 97]. Ces ééments finis possedent 5
degrés de liberté par nceuds. L’intégration numérique réduite est souvent utilisée pour éviter
le phénomeéne de blocage en cisaillement transverse. Gréce a leurs avantages numériques
(formulation simple, continuité C°, les degrés de liberté et les conditions aux limites
physiquement facile ainterpréter, convergence rapide. . .) et leurs précisions en estimant des
champs globaux, les éléments finis Reissner-Mindlin restent les plus utilisés et sont présents
dans tous les codes de cacul commerciaux. Un des inconvénients mageur de ce type
d’dément réside dans I’estimation des facteurs de correction [Noor 89a]. On trouve dans
[Noor 89b, Sze 00] une procédure en deux phases pour I’estimation correcte de ces facteurs

correctifs. Les contraintes de cisaillement transverse calculées par les équations constitutives
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sont moins preécises et discontinues aux interfaces. On integre donc I’équation d’équilibre 3D
pour mieux les estimer [Noor 89b, Rolfes 97, Rolfes 98a, Rolfes 98b, Sze 00].

Un large volume consacré au développement des ééments finis multicouches concerne des
éléments finis d’ordre supérieur. Comme dé§a discute ci-dessus, les théories d’ordre supérieur
impliquent souvent la dérivée seconde des déplacements transversaux. Cela demande une

continuité de type C' pour des fonctions de déplacement des ééments finis correspondants.
Non seulement les déplacements transversaux w mais encore leurs dérivées normales aW/ on

doivent étre continus a travers des frontiéeres inter-ééments [Phan 85, Ren 86b, Beakou 93,
Polit 97, Reddy 99, Raghuram 99, Polit 00, Ganapathi 00, Subramanian 01, Polit 02].

Dans [Phan 85, Ren 86b], un élément de continuité C* basé sur le modée cubique de [Reddy
84] est proposé. Cet élément contient 7 degrés de liberté par noaud. Les contraintes de
cisaillement transverse sont paraboliques dans I’épaisseur et I’éément est libre du blocage de

cisaillement transverse.

En se basant sur le modéle « sinus » de [Touratier 91], différents éléments finis quadrilatére
et triangulaire de continuité C' sont développés [Beakou 93, Polit 97, Ganapathi 00, Mistou
00, Polit 00, Polit 02]. L’éément triangulaire développé par Polit et al. est capable d’étudier
divers problémes linéaires et non linéaires. L’élément possede 6 noauds. La continuité des
champs aux interfaces et les conditions limites aux surfaces supérieures et inferieures sont

assurées. La géométrie de I’dément est présentée sur laFig. 1.8.

Fig. 1.8 Elément « sinus » triangulaire 6 ncauds de continuité C* [Polit 97]
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Pour un nceud | au coin (I =1 ; 2; 3), le vecteur de déplacement nodal est exprimé par :
57 =

Uty oy 0 U0y W W Wy Wy Wiy Wiy O Ore Oy Oy Oy Oy (1.5
Pour un ncaud m ami-céte(m=4;5; 6), le vecteur de déplacement nodal est :

S =ty v vy wy Oy Oy 0, 6,,) (1.6)

Les contraintes hors-plan oy, , 0y, 0., sont déterminées en intégrant dans I’épaisseur les
équations d’équilibre appropriées.

Raghuram et al. [Raghuram 99] propose un éément triangulaire de continuité C' a 18 degrés
de liberté par noaud (Fig. 1.9). Le champ de déplacement adopté est :

2
0 Ve
Uu=u —Zw, _?wl,x

2
— 0 _ _ -
v=v"— 2w, Wy

2
w=w+ Zw,
(L7)

Le terme w; est pris en considération pour tenir compte de la déformation de compression

dans I’ épaisseur.

1 ixg, ¥y

“"\21-}'21 [Xz,y:,,}

Modal variables :  u, U, g Uyy 4 M, Vix 3 Wy

W, W, x y W-}r 7 Woixx g W.xyl W,y).-

W Wkt Wiay 5 Wik ! Wikt Wi py

Fig. 1.9 Elément triangulaire & 3 noauds de continuité de C' [Raghuram 99]
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Récemment, Sheikh et al. [Sheikh 02a, Sheikh 02b] proposent un éément triangulaire a 16
noeuds. Dans cet élément, un polynbme d’ordre quatre complet est utilisé pour le
déplacement transversal w. Les déplacements membranaires (u et v) et les rotations (X et y)
sont décrits par des polyndmes cubiques. Avec une substitution appropriée des composants de
déplacements aux différents ncauds, les 55 inconnues dans ces 5 polyndmes sont exprimeés en
termes de 55 déplacements nodaux (Fig. 1.10). Cet éément est ensuite utilisé pour I’étude

des plaques multicouches de différentes géométries.

* W
a quJs’-:BY
O u,v,w,By, By

Fig. 1.10 Elément triangulaire & 16 noauds [ Sheikh 023]

Pour éviter les difficultés numériques imposées par les continuités C' des modéles déments
finis excédents, certains auteurs introduisent le concept de fonction « penalty » [Pandya 88a,
Pandya 88b, ukunaga 01, Hu 02] pour développer un éément quadrilatére Lagrangien a 9
noauds (Fig. 1.11).

En se basant toujours sur le modée cubique de [Reddy 84], ils introduisent des degrés de
liberté additionnels en rassurant les contraintes cinématiques par les fonctions penalty. Le
vecteur y suivant est introduit : y = (¥, , x,)" = (dw/dx,0w/dy)".

Les contraintes cinématiques ¢, = x, — 0dw/0x =0 et ¢, =y, —dw/dy = 0 sont
introduites dans I’expression des travaux virtuels grace aux fonctions penalty. En effet le
terme gjouté est ¢” D¢, ou d=(¢p,, P,)" et D est la matrice de penaty qui peut étre
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0 .
exprimée par : DP = (08‘ o ),OL‘J ay et a, sont des parametres de penalty qui prennent
y

expérimentalement une valeur qui vaut 10° & 10° fois la valeur absolue maximale des termes

de lamatrice derigidité normale.

Certains auteurs proposent une formulation mixte pour obtenir des éléments a continuité C°.
Putcha et al. [Putcha 86] utilise le principe vibrationnel mixte de Reissner pour introduire
indépendamment les déplacements et les moments. L’éément déduit contient 11 degrés de
liberté (3 déplacements, 2 rotations et 6 moments résultants) par nceud. Dans [Wu 93a, Wu
93b], les déplacements et les contraintes interlaminaires (oy,, 0y, 0,;) sont approcheés
indépendamment. Un éément quadrilatére a 9 noauds, de continuité C° est utilisé dans la
formulation (Fig. 1.11). Les variables nodales sont les 3 déplacements, les 3 rotations, 5
fonctions d’ordre supérieur et 3 contraintes interlaminaires. L avantage principal de cette
formulation est que les contraintes interlaminaires sont des variables principales. Elles
peuvent, donc étre déterminées précisement et facilement sans avoir recours aux calculs

supplémentaires.

W
i

Fig. 1.11 Elément quadrilatére de type La- Fig. 1.12 Elément quadrilatére de type Serendip

grange a 9 noauds. a8 noads.

Les travaux de [Barboni 90, Manjunatha 92, Kant 94, Shankara 96, Khare 04] ont pour
objectif de développer une famille d’éléments d’ordre supérieur a continuité C°. Plusieurs
éléments quadrilatéres de type Lagrange a9 et 16 noauds sont proposés (Figs. 1.11 et 1.13).
Ils different par I’ordre du développement de série de Taylor adopté pour le champ de
déplacement :

- Casd’un empilement symétrigue

Si les @léments sont &5 degrés de liberté par noaud, le champ de déplacement sera:
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u(x, y,2) = 20, (x,4) +3°0;(x,4)
v(x,4,2) = 20,(x,y) +3°6,(x,4)

’W(x/y« Z) = ’l/l)’o(x, /y')
(1.8)

13 14 15 16

[ L=
8-
&

Je

g
.w
®

Fig.1.13 Elément quadrilatére de type Lagrange a16 noauds.

Si les éléments sont & 6 degrés de liberté par noaud, le champ de déplacement sera:

w(x,y,z) = 20, (x,4) + 230 (x,4)
v(x,4,3) = 20,(x,y) + 20, (x,4)
w(x,4,2) = wylx,y) + 27wy (x,y)
(1.9)

Cas d’un empilement non symétrique

Si les éléments sont a 7 degrés de liberté par noaud, le champ de déplacement sera:

w(x, y,3) = wo(x,4) + 20,(x,4) + 2360 (x, )
/U/(x!/yﬁz) = /UO(xy/y') + Ze/y,(x!/y') + ZSQQ}(?C,/QJ)
w(x,4,2) = wolx, y) + z2wq(x,4)
(1.10)

Si les éléments sont a9 degrés de liberté par noaud, le champ de déplacement sera:

u(x, 4,2) = uo(x,4) + 30, (x,4) + z%uy(x, 4) + z20;(x, )
v(x,4,3) = vo(x,4) + 20, (x,4) + z*v5(x,4) + 270, (x,4)

’W(x/y« Z) = ’l/l)’o(x, /y')
(1.11)

Si les éléments sont & 11 degrés de liberté par ncaud, le champ de déplacement sera :
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w(x, 4,2) = wo(x,4) + 20, (x, ) + z2uy(x, ) + 230, (x,4)
v(x,4,5) = vo(x,4) + 20, (x,4) + z°v5(x,4) + 2°60,,(x,4)
w(x,y,3) = wolx,y) + z0,(x, ) + z%ws(x,4)

(1.12)
Si les éléments sont a 12 degrés de liberté par noaud, le champ de déplacement sera:
u(x, 4,2) = uo(x, 4) + 30, (x,4) + 2°uy (x, 4) + 2°0;(x, )
v(x,4,2) = vo(x,4) + 30, (x,4) + 3°v5(x,4) + 2°0,,(x,4)
w(x,y,2) = wolx, 4) + 20,(x,4) + z°ws(x,y) +2°6; (x,4)
(1.13)

Sadek [Sadek 98] quand & lui propose une famille d’élément rectangulaire de type Serendip
a8 noauds (Fig. 12). Les @éments se distinguent encore par I’ordre du développement adopté

pour le champ de déplacement :

Si les démentssont a7 degrés de liberté par ncaud, le champ de déplacement sera :

/u'(x!/yﬁz) = /M’O(x!/y') + fo(x!/y') + szx(x/y’)
v(x,4,2) = volx,y) + 38, (x,4) + 228, (x, 4)

’W(x/y« Z) = wO(x1 /y')
(1.14)

Si les démentssont a 9 degrés de liberté par noaud, le champ de déplacement sera:

w(x, 4,2) = wo(x,4) + 28, (x,4) + 228, (x,4) + 2°p. (2, 4)
v(x,4,5) = vo(x,y) + 28, (x,4) + 228, (x, ) + 2°¢,(x,4)
w(x!/yWZ) = ’Wo(x,/y’)
(1.15)

Si les élémentssont a 11 degrés de liberté par noaud, le champ de déplacement sera:

/u'(x!/yﬁz) = /M’O(x!/y') + fo(x!/y') + szx(x/y’) + Z3¢x(x!/y')

v(x,4,2) = vol(x,y) + 38, (x,4) + 228, (x,y) + 23, (x, 4)

wx,y,3) = wolx,y) + zE,(x,4) + 326, (x, 1) w16
1.16

Récemment, |es modéles zig-zag ont suscité une attention toute particuliére car ils assurent un
bon compromis entre la précision et le colt de cadcul. Dans [Carrera 96, Averill 96, Cho 97,
Carrera 97, Carrera 98], les auteurs proposent des éléments finis du type zig-zag du premier
ordre. En fait, la cinématique du modéle est le résultat de la superposition de la cinématique

Reissner-Mindlin et des fonctions zig-zag (Fig.1. 6). Les travaux de Carrera [Carrera 96,

21



Carrera 97, Carrera 98] ont abouti aun élément quadrilatére a 9 noauds, de continuité C°. Cet
élément possédant 7 degrés de liberté par nosud est utilisé pour étudier les plagues

multicouches ainsi que les panneaux sandwich.

Quand aux travaux de [Makhecha 01, Patel 02], les auteurs combinent un développement
Taylor d’ordre trois et les fonctions zig-zag. L’élément résultant est de type Serendip a8
noauds, de continuité C* avec 13 degrés de liberté par noaud. Pourtant les conditions limites
aux surfaces supérieures et inferieures ne sont pas satisfaites. Pour assurer ces conditions, Di
Sciuva utilise la cinématique cubique de [Reddy 84]. Il propose un @ément quadrilatére a 4
noauds et un élément triangulaire & 3 noceuds [Di Sciuva 93a, Di Sciuva 95a]. Les ééments
sont de continuité C* et possédent 10 degrés de liberté par noaud. Plus tard, il propose un
élément zig-zag conforme 8 noauds & continuité C? [Di Sciuva 95b, Icardi 98]. Pour un noaud

| au coin, le vecteur de déplacement nodal est :
SIT =(u vw 6, 0, w_ W Wy Wiy W, (2.17)

Pour un nceud m ami-cote, le vecteur de déplacement noda est :

Sh=(u v 6,96, (1.18)

A I’heure actuelle, malgré ses discutés d’implémentation numérique cet élément est connu

comme le plus précis parmi les modéles ééments finis zig-zag.

Pour aler plus loin il faut utiliser des modées couches discrétes, et accepter les colts de
calcul car ils sont avec les éléments finis 3D les seuls modéles capable d’étudier localement
des champs. Cependant, jusgu’ a maintenant, trés peu de travaux sont destinés au

développement des éléments finis couches discretes.

Les premiers développement numériques concernant ces modéles sont les travaux de [Mau
72,Spilker 77, Spilker 82, Liou 87, Sun 89]. Le principe variationnel de Pian [Pian 64] est
utilisé pour formuler les éléments quadrilatéres hybrides a 4 et 8 noauds. Dans cette
formulation, une approximation des contraintes est postulée pour assurer I’équilibre a
I’intérieur de I’éément. Les paramétres de contraintes inconnues sont écrits en fonction des
variables de déplacement nodal gréce au principe variationnel [Pian 64]. Les inconnues

principdes sont donc des déplacements nodaux ordinaires. Ce sont les déplacements
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membranaires au niveau des interfaces et le déplacement transverse w constant dans
I’épaisseur soit 2(n+1)+1 degrés de liberté par noaud. La continuité C° est assurée.

Seide et Chaudhuri [Chaudhuri 87, Seide 87, Chaudhuri 04] développent un élément
triangulaire 6 noauds (Fig. 1.14) acontinuité C° en se basant sur le modéle couche discréte de
[Seide 80]. Les déplacements nodaux sont les déplacements membranaires au niveau des
interfaces et le déplacement transverse w constant dans |’épaisseur soit 2(n + 1) + 1 degré de
liberté par noaud.

Interface i+1
couche i

Xz

1
Interface i X,

Fig. 1.14 Elément triangulaire couches discrétes a6 noauds de continuité C° [Chaudhuri 87].

Tous les modéles éléments finis couches discrétes cités ci-dessus adoptent un champ de
déplacement linéaire par couche. Dans [Gaudenzi 95, Kimpara 98] on trouve des ééments
quadrilatéres a 8 noauds de continuité C° avec une cinématique d’ordre supérieur (cubique)
par couche.

On termine cette bréve revue des ééments finis 2D sur un type d’élément particulier : les
éléments finis semi analytiques proposés par [Sheng 02a, Sheng 02b, Ye 04]. Il s’agit d’une
approche mixte dont les contraintes et les déplacements a la surface supérieure sont
déterminés par des @éments finis classiques tandis que leurs distributions dans |”épai sseur
sont calculées par la méthode de fonction initiale [Sheng 02a]. En effet, les champs dans

I”épaisseur sont calculés de maniére récursive.

1.3.2 Modéle élémentsfinis3D :
Les analyses 3D conduisent a un large systéme d’équations. Cela nécessite donc un grand
espace de stockage qui réserve la modélisation 3D pour I’étude locae des champs dans les

zones critiques.
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Les éléments briques iso-paramétrique 20 nceuds sont couramment utilisés pour éudier les
champs pres des bords libres [Wang 77a, Wang 77b, Raju 81, Icardi 95, Lessard 96, Chen 96,
Carreira 98]. Un maillage typique pour I’analyse des contraintes d’interface est présenté sur la
Fig. 1.15.

Dans [Raju 82, Ericson 84, Lucking 84, Kim 91, Hu 97, Carreira 98], la plaque multicouche
trouée est éudiée avec un maillage 3D raffiné aux interfaces (Fig. 1.16). A cause du grand
nombre de degrés de liberté on doit avoir recours a latechnique de sous-structuration pour

résoudre le probleme.

Fig. 1.15 Elémentsfinis 3D pour déterminer les contraintes inter-laminaires [Wang 774].

Fig. 1.16 Raffinement du maillage 3D pour I’étude des plaques trouées [ Lessard 96]

24



Icardi et d. [Icardi 95] éudient la singularité des contraintes au bord libre en utilisant un
élément brique 20 noauds (Fig. 1.17) et un dément singulier 15 nceuds (Fig. 1.18) généré a
partir d’'un éément de brigue 20 noauds. Une procédure de calcul & deux phases
« prédicateur-correcteur » est utilisée pour assurer les conditions de contact aux interfaces. Le

maillage utilisé est présenté sur laFig. 1.19.

Cho et a. [Cho 00] développe un élément fini brique zig-zag a8 noauds. Suivant |I”épaisseur,
chague couche est modélisée par un éément qui adopte une cinématique de type zig-zag du
premier ordre. Dans [Ramtekkar 02, Ramtekkar 03, Desai 03] un éément mixte a 18 noauds
est proposé (Fig. 1.20). Les variables nodales sont les 3 déplacements et les trois contraintes
hors plan. Chague élément a I’épaisseur d’une couche et les contraintes déterminées aux

noauds sont les contrai ntes interlaminaires.

Dans [Bui 99, Bui 00] les interfaces sont modélisées par un élément typique a |’ épaisseur
zéro. Cet élément d'interface est formulé en dégénérant continuellement vers zéro |'épaisseur
d'un éément de plague mince (Fig. 1.21). Les couches sont modélisées par des ééments

finis volumiques ordinaires.

Laderniere méthode évite un écuell classique des approches 3D. Compte tenu du fait que les
contraintes sont calculées dans élément et non sur sa frontiére, I'estimation des contraintes
d'interface par les éléments finis 3D nécessite souvent un travail de post-processeur pour
relocaliser et calculer les valeurs précises aux interfaces. En plus, les contraintes obtenues aux

voisinages des bords libres sont singuliers et dépendent du raffinement du maillage.

16 .
it
s i 13| € at! B

Fig. 1.17 Elément brique 220 ncauds.  Fig. 1.18 Elément singulier a15 noauds[Icardi
95].
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The modeling en the reference plane

Fig. 1.19 Etudesdu probléme debord libre par EF- 3D [lcardi 95].

Fig. 1.21 Elément d'interface [Bui 99]
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Chapitre 2
PRINCIPE DE TOPOLOGIE DES
ELEMENTSDE BASE DES STRUCTURES

2.1Introduction

La méthode des ééments finis est un outil de résolution de problemes aux dérivées partielles
avec conditions aux limites imposées; par exemple, I’équation du quatriéme ordre pour le
déplacement caractéristique de la flexion d’une plaque mince.

Cependant, la M.E.F. n’est pas basée sur la forme différentielle de I’équation aux dérivées
partielles mais sur une formulation intégrale de type projectif ou variationnel. Dans ce dernier
cas, il est important de noter qu’il ya équivalence entre résoudre un probleme différentiel et
rendre stationnaire une fonctionnelle (formulation intégrale)

L’obtention d’une solution exacte étant aussi difficile en formulation intégrale qu’en
formulation différentielle, une solution approchée est recherchée sous la forme de fonctions
d’gpproximation (généralement polynomiales) propres a des morceaux du domaine complet.
Ces sous-domaines, a la taille relativement réduite et aux formes topologiquement simples,
sont les éléments. Les coefficients des fonctions évoquées sont déterminés en utilisant les

valeurs de ces fonctions en des points particuliers des éléments : les ncauds.

2.2 Propriétés des ééments

2.2.1 Elément linéque:

a/ TypeH

Suivant le nombre de noauds dont dispose I’élément, on a deux types d’interpolation [Dhatt
84] :

2.2.1.1 Interpolation linéaire (iso paramétrique):

L’>éément considéré est ici linéaire & deux noauds.
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Fig. 2.1 Elément réel & deux noauds

P
RS

L 1] +1

i
ol

Fig. 2.2 Elément de référence

La position x d’un point quelconque de I’éément de référence est définie par :

x(§) = Ny X x; + N, X x, (2.1)
Ainsi :
x(§) = [N] x {2} et y(§) = [N] x {ﬁ} (2.2)

xi, yi : sont les coordonnées des noauds. Ni sont les fonctions d’interpolation bilinéaires
classiques données par :
[N] = [N1 Nz] (23)

Et vérifient la condition :
N, + N,=1 pour V¢ e[-1 1]
On peut écrire aussi : (2.4)
[N] = [c] < [c]*
=[Fa-o ;a+9]
S(1-9 51+¢
Avec

[G1=[1 ¢] e [C]:[i _11] (25)

La relation entre les déformations a I’intérieur de I’élément et les déplacements aux nceuds

nous permet de définir lamatrice [B]:
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[e.] = [L] x [N] {u,.} (2.6)
On pose :

[B] = [L] x [N] (2.7)
ou {u,} est le vecteur de déplacements aux noeuds et [L] est ici une matrice en fonction
des dérivées par rapport ax ety ( ;—x et % ).

2.2.1.2 Interpolation quadratique :

Elément possede 3 noauds.

3

T

1

Fig. 2.3 Elément réel

Fig. 2.4 Elément de référence

Lesfonctions d’interpolation Ni sont déterminées a partir de la relation suivante :

W=fa-9 1-¢ 2+ =[61xIcl (28)
Avec :
[N]=[N, N; N]; (29)
1 -1 1 (2.10)
[G1=01 ¢ ¢§%1 ; [C]=[1 0 o],
1 1 1
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N=2-0): N=1-82; N= A+ ¢ véel-1 1] (211)

Ce qui peut se résumer par le tableau ci-aprés:

Tableau2.1 : Fonctions d’interpolation de type H de I’élément linéaire & trois noauds

. _ 6Ni
| NL Ni,f — ¥
1 Ny= %(1—5) %(25_1)
2 Ny=1-¢72 —2¢
3 N3= %(1"'5)5 %(25+1)

La position x d’un point quelconque de I’éément de référence est définie par :

X1 N1 (2.12)
x(§) = [N] % xz} et y(§) = [N] x yz}

X3 V3
b/ Type P

On ne considére que I’éément & une dimension, a nceud central et & degré de liberté variable.

Z ’/-’f 2
— f"’
L | p
X
."A'-\. -~ =
- Wt W b
® ® &

-1 ] +1

Fig. 2.5 Elément linéaire a trois noauds (Type P)

Lesfonctions d’interpolation Ni pour ce type d’éément sont données par :
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N=5(1-8 e N=5(1+9)

Ni(f): Qi—l(f) pour i: 1’ 2; 3’ reey p+1 (213)
— _ (2.19)
9;(&) = /2]2_1 fi P, (B)dt; j=1,2,3, ..., ptl
P;_; est unpolyndme de Legendre, solution de I’équation différentielle suivante :
A-x¥)xy"—2xxxy +nx(n+1)xy=0 (2.15)
Certaines de ces solutions sont ici données pour différentes valeursden:
Po(x) =1, P,(x) = - (35x* — 30x2 + 3)
P, (x) = x, Ps(x) = %(639{5 — 70x3 + 15x)
P3(x) =5 (5x* — 3x) Po(x) = - (231x° — 315x* + 105x2 — 5)
(2.16)
2.2.2 Elément triangulaire:
2.2.2.1 Elément triangulaire a trois ncauds :
3
z /B
I
2 3 noends .
(1 xy) : -
X
Fig. 2.6 Elément réel Fig. 2.7 Elément de référence
Lesfonctions d’interpolation pour cet élément sont données par :
[N]=[Ni N Nj]J=[1-&—-n & n] (2.17)

Considérant les degrés de liberté u et v au niveau de chaque noaud (cas membranaire), on ales
déformations dans le plan xy qui s’écrivent :
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Uy (2.18)
{e} =1 Yy (=[BI{u,}
u’y + U,x
Avec:
Uy
Uy
U, 1 Y3 — )2 0 Yi—Y3 0 Y2—M0 0
{u,} = v, ) [B.] = Ul 0 X2 — X3 0 X3 — X1 0 X1 — X2
lu3| Xo—=X3 Y3—YV2 X3—X1 Y1—Y3 X1—Xz Y2—M1
vs)
(2.19)
Le déterminant de la matrice jacobienne de transformation s écrit :
1= (1 —y3)(xg — x3) — (1 — x3) (1 — ¥2) (2.20)
Lamatrice derigidité est définie par:
1 1-¢
Ued =B { [ [ twdands |t 11 (2.21)
0 0
Et la matrice de masse est :
sz 1 (2.22)
m= pm ﬂ 1 2 2
1 1 2

2.2.2.2 Elément triangulaire a six noauds :

? 6 noends
(1 xy =y 3y9)

Fig. 2.8 Elément réel Fig. 2.9 Elément de référence
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Pour ce type d’élément, on définit les deux matrices[G] et [C] comme suit:

[61=01 ¢ n & ng o7l (223)
r 1 0 0 0 0 01
1 1 0 1 0 0
2 4
1 1 0 1 1 1
€=y, 1 * 1 1 1 (2.24)
2 2 4 4 4
1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
| 2 4
Ona: [N]l=I[GlIcCI"*=[N, N, N; N, Ns] (2.25)

Alors, les fonctions d’interpolation s’ écrivent :

N=(@1-¢-1n);
No= 45(1 =& —mm);
Ny= £(2§ —1);
N,= 4¢n ;
Ns= n(2n —1);
Ne=4n(1—¢ —n)
(2.26)

2.2.2.3 Elément triangulaire a dix ncauds:

Fig. 2.10 Elément de référence
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Pour I’élément triangulaire & dix noauds, on définit la matrice des fonctions d’interpolation :

[N =[6][c]

AVEC :

[G1=[1 ¢ n & n& n* & &n &?

Et
1 0 0 0 0O 0 0 O
1 X 0o I o o X o
3 9 27
1 2 0o 2 o &£ o0 o
3 9 27
1 1. 0 1 0 0 1 O
1 2 1 4 2z 1 8 4
3 3 9 9 9 27 27
[€cl=y, + 2 1 2 4+ 1 2
3 3 9 9 9 27 27
1 0 1 0 0 1 0 O
1 0 2 0 0 %2 o0 o
3 9
1 0 £ o o LY o0 o
3 9
1 1 1 1 1 1 1
1 = = = =z > = =
- 3 3 9 9 9 27 27
Sait,

Ny= -(1— & —n)(2 -3¢ —n)(1 — 3¢ —3n)
N,= 2 (1-¢§—n)(2-3¢ —3n)
Ny=Z(1-¢§-n)(3-1)

N= 535 -1)(3¢ -2

Ns= 2¢n(3§ — 1)

(2.27)
n°] (2.28)
0 07
0 0
0 0
0 0
2 1
27 27
4 8
27 27
0o 1 (2.29)
o 2
27
1
0
i 1
27 27-

Ne= 2n(3n — 1)

N,= Zn(9n% — 9n +2)

Ng= ZL(1 - & —7)(2 - 3¢ — 31)
No= ZL(1 = § —n)(2 -3¢ — 3n)

Nyjp=27n(1—-<¢ —1n)
(2.30)



2.2.3 Elément rectangulaire:
a/ TypeH

2.2.3.1 Elément rectangulaire & quatre nceuds : interpolation linéaire

y
&
4
2
1
» X
Fig. 2.11 Elément réel Q4
n
A
4-1.1), 9 3(L1)
E
> S
1(-1,-1)e ¢2(1.-1)

Fig. 2.12 Elément de référence

Pour I’éément rectangulaire Q4, la matrice des fonctions d’interpolation est donnée par :

[N]:[(l—f)(l—n) 1+9HA-n) A+H(A+n) (1—5)(1+n)] (2.31)
4 4 4 4

Soit,
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[ 1 1 1 1 ]
il-1 1 1 -1 (2.32)
INI=[GII[CT =1 ¢ n s‘n]le |
-1 -1 1 1|
l 1 -1 1 —1J
Par suite, on peut définir lamatrice [C] :
1 -1 -1 1
T S
[Cl=— (2.33)
16 1 1 1 1
1 -1 1 -1
Et
[1=[1 & n énl (2.34)

Il sagit ici de trouver la matrice [B,] reliant les déformations {c¢} de I’éément a ses

déplacements nodaux {u,}. cette relation est exprimée par :

{e} = [B.l{u,} (2.35)
Danscecas, ona: [B,] = [L] x [N,] (2.36)
Avec :

£=20-1 0,0,0,0, 4282 0,0,0,0, #2822 0,0,0,0, 4=2E2 0,0,0,0]
0,4=241 0,900, A 00,0, L+ 600, LD 000

[N,]= 0,0,W ’ O’O’O’O,W’O’O’O’O,w’ 0.0,00, (1-§)(1+7) 00 .
y y * 4 (2.37)
000,82 0000 LA 9000 AU g0 L=DE g

00004282 0,000,801 ,0,0,0, 148201 g g o, T=2ED) |

[L] estici en fonction de% et % ,dorsqueN, , N, , N; et N, sont fonction de ¢ et . Donc,

ladéfinition d’une matrice dite jacobienne s'impose. Elle est donnée par :
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U] = [xf Y ] _ [;11 ]12] (2.38)

Xn Y 21 J22

Avec :
Xeg=J11 = [N,E]T{xn} Xy =Jan = [N,U]T{xn}

Ye=J12 = [N,E]T{xn} ; Xe=Jn = [N,U]T{Yn}

(2.39)
Soit,
-1 1- 1 1
]11:(774 )x1+( 4n)x2+(n;r )x3—(n: )x4
-1 1- 1 1
]12:(774 )y1+( 4n)y2+(n;r )yS_(nZ )y4
-1 1 1 1-
]21:(54 )x1+(E: )x2+(51 )xs—( 4€)x4
-1 1 1 1-
]22:(54 )y1+('f: )y2+('f: )ys—( 4E)y4
(2.40)

Sous forme matricielle, la matrice jacobienne s’ écrit:

V]
-1 a-» n+1 n+1 -1 +(l—n) +(n+l) n+1

_ 2 1 2 X7 2 3 4 4 4 1 4 2 4 3 4 Va
¢ -D €&+1) €+1 @-9 -1 €+1) &+1) @-9
2 X+ 2 X, + 4 X3 — 4 Xq 4 yt 4 Y.+ 4 V3 — 4

Va

(2.41)

[/] est le déterminant de la matrice jacobienne. || est donné par :
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1 1 1 1 1 1 1 1
I/l = —gxsmﬁ - g’%f}ﬁ + §X4Y177 + g%)’sf + §XZY177 + §x33’1f - §x33’2€ - gxzﬂn

1 1 1 1 1 1
- gxﬂ’z’? + §x3y4f + §X1Y377 - §X1Y3f + §X1Y4f77 - gxzﬂf’?
1 1 1 1 1 1 1
+ §x33’4f77 + §X4Y1f77 + g%hfn - §X4YZ + §X4Y3 - §X1YZ + §XZY1
1 1
- §X1Y4 + §X4Y4
(2.42)
{x.} et {y,} sont respectivement les vecteurs abscisses et ordonnées des noauds.
9 9
Ona: 6ax =[1* a; (2.43)
ay o
ou [J]17? est I’inverse de la matrice jacobienne.
On peut ainsi effectuer le calcul de [B,] :
n—1 0 1-n 0 1+ 0 -1—n 0
o lE-1 0 -1-¢& 0 1+& 0 1-¢ 0 (2.44)
Bd=1l" " 21 0 1-n 0 1+n 0 —1-y
0 &1 0 -1-¢& 0 1+& O 1-¢

Avec

1 1 1 1 1 1 1
[4] = [Z(" - l)x1+z(l—n)xz +Z(n+l)x3 —Z(n+l)x4 ’Z("_ Dy, +Z(l_77)3’2 +Z(77+1)y3
1
Ty

1 1 1 1 1 1 1
[O:O:Z(f_ x, _Z(l+f)x2 +Z(f+l)x3 _Z(l_f)xzt :Z(f - Dy, _Z(l+'5)y2 +Z(f+ Dy,

—%(1—'5)}’4 ]

1 1 1 1 1 1 1
L‘l(f_l)x1_z(l+f)xz+z(f+l)x3_Z(l—f)x4xz(f_l)}ﬁ_Z(l+f)y2+z(f+l)y3

1 1 1 1 1 1
—Z(l_f)yzt , Z(U - l)x1+Z(l_77)x2 +Z(77+1)x3 _Z(U+ Dx, IZ(U - Dy,

1 1 1
+@=my, + 7+ Dys =7+ Dy,
(2.45)
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2.2.3.2 Elément rectangulaire a huit noauds : interpolation quadratique

-1

Fig. 2.14 Elément de référence

Fig. 2.13 Elément réel Q8

En utilisant un élément paramétrique bidimensionnel a 8 nocauds (Fig.2.13), Les fonctions

d’interpolation sont données par les relations suivantes :

M= (-1- A - - Ny =7 -1+ +n)(A+ )+ )

My =5 =) -) No =5 1= E)a+n)

Ny =2(=1+&—n)A—n)Q+8) N, =2 (-1-¢+ )@ +nA-§)

=ta-ma-9

1
N4:§(1+772)(1+'f) NS_E
(2.46)
On peut ainsi écrire la matrice des fonctions d’interpolation :
(2.47)

INI=[1 ¢ n & & »n* &n &?llc]™

AVEC :
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B 1 S T T 1 -1
3 3 3
2 0 2 0 0o 2 0o o
3 3 3
S S 12 11
3 3 3
S > 1 0 : 0 o0
_i3 3 3
aE 1 A =
3 3 3
Z 0 2 0 0o = 0o o
3 3 3
: 1 2 121 1
3 3 3
. 1 > 1 0 : 0o o
-3 3 3

2.2.3.3 Elément rectangulaire a neuf ncauds : interpolation quadratique

A" |
— A
| - L L ]
."lf:‘
R
* e - » 3 =
fd— 1
| N
i ___'_\.
& ° ®
Fig. 2.15 Elément réel Q9 Fig. 2.16 Elément de référence

Les coordonnées paramétriques sont notées ¢ etn. Les coordonnées x(é,n)et y(¢,1) d'un

point quelconque (&, 1) sont définies par :

x(&n) = Z N; . x; (2.49)
i=1 (2.50)
yEm) =X Ny



ou (x;; y;) sont les coordonnées du noaud i, et les fonctions d'interpolation quadratique sont

données par :
[N]=[N, N, N3 N, Ns Ng¢ N; Ng No] (2.51)
Sait,
INI=[1 ¢ n & & n* &n &n* &n?llcl™ (252)
Avec:
1l -1 -1 1 1 1 -1 -1 1
1 0 -1 0 0 1 0 0 0
1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1
1 1 0 1 0 0 0 0 0
[C]=]1 1 1 1 1 1 1 1 1 (2.53)
1 0 1 0 0 1 0 0 0
1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
1 -1 0 1 0 0 0 0 0
L] 0 0 0 0 0 0 0 0

2.3 Judtification du choix de I’é ément rectangulaire Q4

Il a été prouvé, lors de recherches récentes, que les éléments les plus efficaces pour traiter le
probléme des plagues (isotropes, orthotropes et anisotropes) sont les ééments Q4
(interpolations quadratique). 1l faut noter que, les Q9 et Q16 (interpolations quadratique et
cubique) donnent également de bons résultats pour ce type de probleme. Cependant, ces
derniers se détériorent dés qu’il y a introduction d’une distorsion dans le maillage [Dhatt 90]
ou lorsgue les ncauds internes sont 1égérement décalés de leur position de référence [Bathe et
al. 80]. D’ou I’intérét, si toutefois on veut S’attendre a de bons résultats de la part de ces
éléments, de veiller & ce qu’aucune distorsion ne soit présente dans le maillage. C’est 14, une
condition nécessaire pour éviter le phénomeéne du verrouillage numérique (ou blocage en

cisaillement transversal).
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Chapitre 3
FORMULATION DE LA THEORIE DES
STRATIFIESPAR LA METHODE
DESELEMENTSFINIS

3.1 Introduction

La détermination des propriétés dynamiques d’un matériau a pour objectif d’aboutir aux
caractéristiques des constituants permettant d’aborder [’évaluation du comportement
dynamique des structures composites. Seul un faible nombre de problémes d’éasticité linéaire
peuvent ére traités par I’éablissement de solutions exactes. Dans le cas des poutres et de
plaques non amorties soumises a des conditions aux limites quelconques, la méthode de
Rayleigh Ritz permet d’obtenir des solutions approchées, qui s’améliorent avec le nombre de
termes considérés.

Dans le cas des structures amorties, ayant une géométrie complexe, I’anayse des problémes
de dynamique nécessite d’utiliser la méthode des éléments finis. Cette méthode peut étre
considérée comme une extension de la méthode de Ritz. L’analyse du comportement
dynamique des structures en matériaux composites a é&é développée récemment dans un
ouvrage de synthese développé par Berthelot [Berthelot 96].

Dans le présent travail, apres rappel des principaux ééments de la méthode des élémentsfinis,
nous exposons les différentes conditions appliquées a cette méhode afin d’anayser la
réponse dynamique de structures composites stratifiés. Dans cette partie nous cherchons a
développer et intégrer un modée d’éément fini, utilisant la théorie des plaques de Mindlin
avec déformation en cisaillement du premier ordre, qui permet de simuler le comportement
des plagues composites épaisses, notamment les effets de déformation en cisaillement
transverse. A travers cette théorie, seules les dérivées premiéres interviennent dans le calcul
de la déformation. La conformité des éléments finis qui prennent en compte le cisaillement
transverse est donc plus facile a obtenir puisque la compatibilité aux interfaces n'exige aors

u'une continuité C°, et nécessitent I'utilisation de cing degrés de liberté par noaud.
q ng deg
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3.2 Principedela méthode des élémentsfinis

La méthode des déments finis consiste a mailler la structure a étudier en un certain nombre
d'éléments finis de géométrie simple (segment de droite ou arc pour une structure linéique ;
triangle ou quadrangle pour une structure surfacique ; tétraédre, prisme ou hexaédre pour une
structure volumique, etc.). Le champ des déplacements en un point quelconque est ensuite
évalué par interpolation des valeurs des déplacements aux noauds du maillage, qui constituent
les variables noddes du probleme. Les équations de I'@asticité permettent ensuite d'exprimer
en fonction des variables nodades |'énergie de déformation, I'énergie cinétique et le travail des
actions mécaniques exercées sur la structure. L'application du théoréme de I'énergie
potentielle totale conduit enfin au syseme d'équations dont les variables nodales sont

solutions.

3.3 Formulation des éémentsfinisdansle cadredelathéorie des str atifiés
3.3.1 Champ des déplacements:

Nous considérons ici I'analyse par ééments finis dans le cas ou le comportement mécanique
est décrit par la théorie des dratifiés du premier ordre, prenant en compte le cisaillement
transverse. Cette théorie exprime les déplacements u (X, y, zt) , v (X, Y, zt) et w(X, y, zt) sous
laforme [Berthelot 96] :

u(x,y, Z) = uo(x,Y) + Zﬁox(x,J’)

v(x,y,2z) = vo(x,y) + zp,(x,y) (3.1)
w(x,y,z) = wo(x,y)

Les fonctions uy (x, v, t), vo(x, v, t) etwy(x,y, t) sont les déplacements du plan moyen. Les
fonctions ¢, et ¢,, sont liées aux rotations Px et By de la normale au plan moyen avant et apres

déformation respectivement dans les plans (x, 2) et (Y, 2) (Fig. 3.1).

Bx=By e By=-Bx (3.2
Lesfonctions ¢ x et ¢ y sont données par :
QDx(X,)’) = _ﬁx(x)y) = Gy(X,Y)

(3.3)
oy (x,y) = =By (x,y) = —0,(Xy)



Fig. 3.1 Déformations en flexion dans le cas de la théorie des stratifiés avec cisaillement
transverse

D’apres|’éguation (3.1), le champ des déplacements s’écrit ensuite sous laforme:

u(x,y,z) = uox,y) — zPx(x,y)
V(x,y,z) = Vo(x,J’) - Zﬁy(x!y)
W(x,y,Z) = Wo(X,)’) (34)

Ou bien :

u(x,y,Z) = uo(x,J’) + Zey(x’y)
v(x,y,2) = vo(x,y) — 20, (x,y)

w(x,y,z) = wo(x,y) (3.9)
Le probléme de comportement des stratifiés avec prise en compte du cisaillement transverse
est alors un probléme acing degrésdeliberté: up, Vo, Wo , OX et 0y .

Dans le cas ou la structure est maillée en des éléments stratifiés a quatre noauds (Fig. 3.2), le
champ des déplacements en membrane et des rotations en un point est exprimé par

interpolation en fonction de ces degrés de liberté aux quatre noauds :

uo(XY,t) = hy (x, Y)us () + ha (x, y)ua (£)+ ks (x, y)us (£)+ hax, y)ua(t)
Vo (%, Y1) = hy (x, ) v (£)+ Ry (o, y) o (8)+ ha(x, y)v(t)+ hy(x, y)va(t)
wo (X,Y,t) = hy (x, Y)W () + ha (x, yIwo (£)+ hs (x, y)ws (£)+ hy (x, Y)W (£)
0, (x,y,t) = hy(x,y)05(t) + hy(x,¥)0Z(t) + hs(x, y)63(t) + ha(x, y)65(t)
0y (x,y, ) = hy (x, )65 () + hy(x, )07 (€) + hs(x, y)65(t) + hy(x, )05 (£)
(3.6)

ou Uy, Vi, ..., 65 , ..., Us, ..., B , sOnt respectivement les déplacements généralisés des noauds

P1, P2, P3 et P4 ; et hl, h2, h3 et h4 sont les fonctions d’interpolation.
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Eepeéere local

Y1

Fig. 3.2 Elément fini Q4 aquatre noauds

Il en résulte que le champ des déplacements générdisés dans I’éément peut s’exprimer sous

laforme matricielle suivante :

_ul_
V1
Wy
Wi thh, 0 0 0 0 h, O O O O h; O O O O h, O O O O0q|6x
Vo 0O hb, O 0O O O h, 0O OO 0 h, 0O 0 0O O O 0 0ll6
Wo[=|lO O h,b O O O O hb O O O O h, O O O O h, O Off:
6 lo o o, 0 O O O h, O O 0O O h, O O O O h, Ol||lw
leJlOOOOhlooo0h20000h30000h4Jv4
Wy
0
63 ]
(3.7)
Larelation (3.7) peut s’écrire pour |I’élément e, sous laforme:
U(x, yt) = Ne(x, y) ue(t) (X, y)e élément e, (3.8)

ou U(x, y,t) est le vecteur des déplacements en membrane et rotations, Ne (X, y) est la matrice
des fonctions de forme de I’élément e et ue (t) est le vecteur des degrés de liberté de I’élément
e.

La matrice des déplacements et des rotations en un point sont donnés par :

U' (X, , 1) = [uo Vo Wo X 8Y] (39)

La matrice des fonctions de forme pour I’élément e s’écrit :



>
|

, 0 000 h, 00O 0O hy 0O 0 0 0 hh 0 O 0 O
0O h, 0 0O 0O 0 h, O 0O O O hy O O O O h, O O O
0O 0 b, 0O 0O OO h, 0 O O O hy O O O O h, O O
0O 0 0, 0O OO O h, 0O 0O O 0 hy O 0 O O hy O
0O 0 0 0h,, OO O O h O O O O hy O 0O O O h,
(3.10)
Le vecteur des degrés de liberté deI’éément e est donné par :
ut=lu; vi wy 6f 65 .. wy 6 6] (3.11)
3.3.2 Comportement en membrane:
Pour le comportement en membrane, le champ des déformations s’écrit sous laforme::
auo
0 dx
gjéx 6170
Em = [&yy| = 3y (3.12)
0
yxy auo 6170
L0y  Ox |

En considérant I’expression (3.7), les déformations en membrane peuvent donc ére exprimées

par :
em(X, Y) = Bm(x, y) ue (t), (3.13)

ou Bmest la dérivée de la matrice des fonctions de forme, obtenue comme :

B, =

I[%oooo"’a—“xzoooo%oooo%oooo]I

|o"’a—“yloooo%oooo%oooo%000|

L I

1 0dhp dhy  dhy dhg  dhg dhg  0Ohy

5= 2200022 %0003 %2000 % %00 0
(3.14)

3.3.3 Comportement en flexion :
Le comportement hors du plan du stratifié est déduit de I’expression des déformations en

flexion. En considérant I’équation (3.3), on obtient :
f

gxx

_|.r |-
& = |exy | = zk(x,y,t) (3.15)
o
xy
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ou « est lamatrice de courbure, soit :

k(x,y,t) =| ——— (3.16)

En considérant I’expression (3.7), la matrice de courbure s’écrit :
K(X, y,t) = Bk (X, y) ue (t), (3.17)

ou la matrice Bk est exprimée par :

0o0oo o —*000 0 —2000 0 —2000 o
ox ox ox X
000 -M 45 000 - g 000 M § gogo0 M g
Bi= ay ay ay ay
000 - —2 2000 -—2=>2-=2000-—=2"000-22=2
l ox oy ox oy ox oy X ayJ
(3.18)

3.3.4 Comportement en cisaillement transverse:
Les déformations en cisaillement transverse sont données par larelation suivante:

aw, P

e
vl = low, | (3.19)

ox 7

En introduisant la matrice des fonctions d’interpolation (3.7), les déformations en cisaillement

transverse sont exprimées par :

Ye (% y) = By (x,y) ue(d), (3.20)

ou lamatrice By s’écrit comme :

B, =
ohy ohy dhz dhy
002 —h, 0002 —h, 0002 —h; 0002 -
ahl ahz ahg 6h4
00% 0 h oo h, 0 0% 0 hy 002
(321)



3.3.5 Formulation des contraintes :
L état des contraintes dans la couche k du stratifié correspond & un état de contraintes planes
pour lequel o = 0. Les contraintes dans la couche k du stratifié sont données dans le repére

structurel par :

=[012 Q2 02 gf,y +2|Q12 Q22 Q26| [kx (322)

Q16 Q26 Q¢ k gJ?y Q16 Q26 Qcs k ky

[Uxxl Q11 Q12 Q6 &0 Q11 012 0Qi6] [ke
Oxyl,

ou sous la forme réduite suivante :

ok (,y,2,t) = Qr em(x,y, ) + 20y k(x, y, t) (3.23)
0, est la matrice de rigidité réduite de la couche rapportée aux axes géométriques de
I’élément finis. Les éléments de la matrice de rigidité réduite 'Ql-]- peuvent étre exprimés en

fonction des rigidités dans les axes du matériau Qj;;. En utilisant les relations (3.8) et (3.11)

les contraintes dans la couche k auront la forme suivante :
ok (x,y,2,t) = [Qx Bn(x,y,t) + 2Qy Bi(x,y, ) Jue () (3.24)

De méme, les contraintes de cisaillement transverse s’écrivent dans la couche k par :

UyZ] [C44 C45] Yyz
Cis  Css )/xz (3.25)

O-JC Z

ou les coefficients C;; sont lesrigidités en cisaillement transverse explicités par les relations :

Chs = Gppr c0s20 + Gy sin?6
Cys = (G — Gppr)sing cos6
Cis = Grprsin? + G cos?6 (3.26)

ou G €t G, sont les modules de cisaillement dans les plans principaux respectifs (T, T °) et
(L, T ©) de la couche k. 6 est I’angle que font les directions principaes de la couche avec les

directions géométriques du stratifié. Finalement, larelation (3.25) s'écrit sous laforme:

0¥ (x,y,2,)=Cy v.(x, y,t) (3.27)

o* est la matrice des contraintes de cisaillement transverse dans la couche k et Cj, est la

matrice des coefficients de rigidité en cisaillement transverse de la couche k.
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Enfin, larelation (3.27) s’exprime par :

ok(x,v,2,t)=C, B, (x,y, u,(t) (3.28)

4.3.6 Formulation de I’énergie:
4.3.6.1 Energie de déformation :
L’énergie de déformation de I’8ément fini e d’un stratifié est déterminée par |I’expression

suivante :

1 Oxx 1 Oyz
Ug = _fff Oyy [[Exx &y Exyldxdydz + —fff [0_ ][Vyz Yxz]dxdydz
2 e ny 2 e *z

(3.29)
ou (£xx, Eyy, Exy) est le champ des déformations.
Dont son expression peut étre réduite a:
e —_ ., t
Ua = gucKee (3.30)
ou Keest lamatrice de rigidité de I’élément e exprimée par :
K. = [f, B QiBmdxdy + [f, zBf QiBrdxdy + [f, zBj Q;Bndxdy
+[[, z*Bj QiBrdxdy + [[, B} CyB,dxdy
(3.31)

L’énergie de déformation de la structure est ensuite obtenue par assemblage sur I’ensemble

des ééments. Soit :

Uy = lU"‘KU
472 (3.32)

ou K est la matrice de rigidité globale de la sructure. Elle est construite par assemblage des
matrices de rigidité relatives de chacun des éléments. Ces matrices sont appelées matrices de

rigidité élémentaires. Soit :
K= K
Z ¢ (3.33)
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3.3.6.2 Energiecinétique:
En négligeant I’énergie cinétique de rotation, I’énergie cinétique d’'un éément est donnée

par:

1 T
Eg = Efe Pe (u(z) + v(z) + Wg)dve (334)

ol u v et wisont les vitesses de déplacement du plan moyen de I’élément e, et pe est la

masse volumique de |I’élément e.
D’aprés I’expression (3.7), le déplacement de I’élément e s’écrit sous laforme::
uo(x,y,t) = Hy (x, y)ue(t) (3.35)

Hf est lamatrice d’interpolation de I’élément soit :

HE =

h, 0 0 0 0O h, 0O O 0 O h; O O O O h, O O 0O O

O h, 0 00 O h, 0 OO O h; O OO O h, O OO

O 0 h, 00 O O h, 00 O O h; 0O O O O h, 0O
(3.36)

D’ou I’expression de I’ énergie cinétique de I’éément :

Ee—l"-‘M'

c = 2u€ eue (337)

en introduisant la matrice masse de I’élément :

M, = f pe HS' HY dv (3.38)

L’énergie cinétique de la structure sera obtenue par assemblage sur I’ensemble des éléments.
Soit :

Ec=UMU (3.39)

ou M est La matrice de masse globd. Elle est congruite de la méme maniére que la matrice
derigidité K. Soit:
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M= Z M, (3.40)

3.3.6.3 Travail des charges extérieures:

Lafonction énergie des charges transverses réparties exercées sur I’élément e s’écrit :

W¢ = fse qe WodS, (341)

ou ge (X, Y, t) est la charge transverse exercée par unité de surface. A noter que, I’intégrale est
étendue sur toute la surface de I’dément e. wo est le déplacement transverse déduit de
I’équation (3.7) et exprimé par:

wo(x, v, t) = HE (x, y)u,(t) (3.42)

La matrice Hf, est la matrice des fonctions de forme limitée au déplacement transverse, elle

est donnée par :

H;=[0 0O h, O O O O h, O O O O h; O O O O h, O Q]

(3.43)
Lafonction énergie des charges transverses s’écrit sous laforme :
WE = uiF, (3.44)
ou Feest le vecteur des charges généralisées de I’élément e. |1 est exprimé par :
F, = F(t) = f Hyf qeds, (3.45)

Se

La fonction énergie des charges transverses de I’ensemble de la structure s’obtient par

assemblage sur I’ensemble des é éments :

WE = U'F (3.46)

ou F = F(t) est le vecteur des charges généralisées de la structure. 1l est construit de la méme

maniére que les matrices M et K. Soit :

F= Z F, (347)
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3.4 Formulation par élémentsfinisdel’équation dela dynamique
3.4.1 Introduction :

L’équation dynamique de la structure est obtenue en supposant que I’énergie totale est
stationnaire. Soit :

ty
ty

1. .1
5f (EUtMU—EUtKU)dt+6 UtFdt (348)
ty

t1
=0
Ce qui conduit al’équation usuelle :
MU+ KU =F (3.49)
ol U est la matrice accélération de la structure. Les matrices K, M, et le vecteur F sont

respectivement exprimeés par les égquations (3.33), (3.40) et (3.47).

Dans le cas ou les phénomenes d’amortissement sont décrits par un amortissement de type
visqueux, il est possible de caractériser I’amortissement par une fonction énergie de

dissipation de forme quadratique :
Uy = }UtCU
) (3.50)

ou C est lamatrice d’amortissement, symétrique et non négative. L’équation de la dynamique

delastructure (3.49), seraaorsmodifiée &
MU+ CU+KU=F (3.51)
Ou M représente la matrice de masse de la structure, U le vecteur d'accélération nodale, C estla

matrice d'amortissement de La structure, U est le vecteur de vitesse nodale, K est la matrice de

rigidité de la structure, U est le vecteur de déplacement nodale et F est le vecteur de la charge

nodale appliquée.
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Chapitre4

ANALYSE DYNAMIQUE DESPLAQUES
COMPOSITESPAR INTEGRATION
NUMERIQUE

4.1 Introduction

Lorsqu’une structure est soumise a un chargement instantané, il est raisonnable d'admettre
que sa réponse varie aussi avec le temps. Dans ce cas, une analyse dynamique doit étre
menée. Si cependant, la fréquence du chargement est basse comparée avec la fréquence
naturelle de la structure, alors la réponse donnée par l'analyse statique sous la charge
instantanée peut suffire. Cette hypothése est généralement appliquée quand la fréquence est
inférieure & un tiers de la fréguence naturelle la plus basse.

Si la charge appliguée varie rapidement, donc une variété de techniques de solution peut étre
employée en tenant en compte de I’effet de I’inertie d0 aux effets de la masse et de

|’amortissement.

4.1.1. Introduction del'amortissement danslemodéle numérique :

4.1.1.1 Amortissement de Rayleigh

En dynamiques des structures, I'amortissement joue un rble important. Toutefois, di au
manque d'informations sur sa valeur, lameilleure fagon de le traiter est d'approximer la valeur
de I'amortissement par I'amortissement de Rayleigh. La définition de cet amortissement
consiste & définir deux paramétres ¢ et f de sorte a introduire a I'équation d'équilibre

[Indrajit] une matrice d'amortissement [C] telle que:

[C] = a[M] + BIK] (4.1)
Ou [M] et [K] sont regpectivement les matrices de masse et de rigidité.

Pour un mode de vibration donné, |'amortissement sexprime par :

=@ 4 Boi (4.2)
i Za)l-+ 2
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Ou wi est la fréguence naturelle associée au modei.

La grande difficulté qui peut étre rencontrée est de déterminer les valeurs des coefficients a et
B rédlistes qui représentent au mieux I'amortissement d'un systéme, c'est-&-dire pour tous les
modes, étant donné que le coefficient d'amortissement ¢ augmente avec la fréquence naturelle
[Indrgjit].

§i = fm — i (w; —wy) + &4 (4.3)

Wy — W;

L'analyse de I'équation (4.2) met en évidence le fait que pour les systémes n'ayant pas de
fréquences naturelles trés basses, le coefficient d'amortissement augmente linéairement avec
lafréguence naturelle. Ainsi au lieu d'utiliser un coefficient d'amortissement constant, on peut
commencer par une valeur trés faible pour le premier mode et ensuite la faire accroitre jusqu'a

la valeur souhaitée

Indrajit propose une méthode d’obtention des coefficients a et f [Indrgit]. Si m est le

nombre de modes significatifs du systéme, on choisit 2,5m modes et on procede comme suit :

- Sdectionner &3, le coefficient d'amortissement pour le premier mode;

- Séectionner &, le coefficient d'amortissement pour le mem™ mode;
- Pour les modes intermédiairesi, ou 1 <i < m, calculer ¢i al'aide de (4.3);

- Pour lesmodesi, ou i est plus grand que m, calculer &i al'aide de I'éguation suivante:

& :M(wi_wm)'FEl

Wy, — W (4.4

- Séectionner une sé&rie dedonnées &, &, , w, et wyy,

- A l'aide de cette série de données, calculer § comme suiit:

_ 2Elwl - mewm
p= w? — w2, (4.5)

- Afind'obtenir la valeur de « , substituer la valeur § dans|'expression:

28w, = a+ Pfw? (4.6)



- Sdectionner une autre série de données, ¢;, ¢, 5, » W, €& w4 5, € Obtenir, a partir de cette
serie, a et f al'aide des équations (4.5) et (4.6).

- Enfin, faire une moyenne des « et § obtenues dans | es étapes précédentes.

4.2 Résolution du probleme dansle domainetemporel

La majorité des anal yses dynamiques résout 1'équation générale de mouvement suivante :

MU+ CU+KU=F (4.7)
Ou

[M] Est lamatrice de masse de La structure,

[C] Lamatrice d'amortissement de La structure,

[K] Lamatrice derigidité de Lastructure,

{ F(t)} Levecteur delacharge nodale appliquée,

{u} {U} ee{U} respectivement les vecteurs noddes, de déplacement, de vitesse et

d'accéération.

Elle permet sexprimer la réponse temporelle de chaque point nodal dans la structure par
I’introduction des forces d’inertie et des forces d’amortissement dans I'équation. Les forces
d’inertie sont le produit de la masse par I'accélération et les forces d’amortissement sont le

produit du coefficient d'amortissement par la vitesse.

L’équation (4.7) est une série d'éguations différentielles en forme matricielle exprimant la
réponse dynamique d'une structure modélisée avec un nombre fini de degrés de liberté.
Cependant, la solution de cette série d'équations prises avec incrémentation du temps
nécessite des milliers de solutions statiques pour obtenir une réponse temporelle compléte de
la structure. Cela peut étre impraticable pour n'importe quel cycle de durée importante. Donc,
il est important d’examiner laréponse vibrationnelle pour quelques excitations spécifiques.
Lestrois types les plus communs d'anal yses sont :

- Analyse modale.

- Analyse de la réponse fréquentielle harmonique.
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- Analyse dynamique transitoire.

4.2.1. Analyse Modale:

Dans plusieurs applications d’ingénierie, les recherches des fréquences naturelles de vibration
sont d’un grand intérét. C'est le type d'analyse dynamique le plus commun aux différents
chercheurs dans ce domaine et est comme éant I’analyse aux valeurs propres. En second
position, les fréquences, les formes modaes de vibration qui apparaissent avec les fréquences
naturelles se classe aussi parmi les résultats les plus recherchés. |ls représentent la réponse de
vibration libre sans amortissement de La structure causée par une perturbation initiale de la
position d'équilibre statique. Cette solution dérive de I'équation générale en annulant

['amortissement et les termes de laforce appliquée.

4.2.2. Analyse dela réponse fréquentielle:

Ce type d'analyse est trés intéressant surtout lorsque la réponse est exigée pour un état stable
d'une structure qui est sous excitation d’une force harmonique avec une fréquence donnée. La
réponse peut étre nécessaire pour une série de fréguences.

Dans une analyse de la réponse frégquentielle, la réponse a une excitation harmonique est aussi
harmonique et se produit &la méme fréquence.

Auss et pour des raisons de simplification de la solution, I'amortissement peut souvent étre
ignoré puisque la plupart des structures sont légérement amortis. Cela permet de calculer
toutes les fréquences sauf les fréguences naturelles. Si une fréguence naturelle est utilisée
comme une excitation, et aucun amortissement n'est considéré, la solution échoue en raison de

problémes numériques rencontrés.

4.2.3. Analyse dela réponsetransitoire:

Si lafonction d'excitation n'est pas harmonique, mais elle est arbitraire dépendante du temps,
alors une analyse de la réponse transitoire doit étre utilisée. Dans ce cas, I'équation générale
de mouvement est résolue mais, dans ce cas, |'échelle de temps du chargement doit étre pris
en considération surtout lorsque les effets d’amortissement ou d'inertie sont importants.

On fait appel a ce type d'analyse pour déterminer les déplacements, les déformations et les
contraintes qui varient avec le temps, dans une structure soumise a une charge transitoire. Il y
a deux approches de base pour I'analyse trandtoire. La premiére approche est connut sous le
nom de la méhode de superposition modale [Craveur 96] (voir annexe C), qui admet que la

réponse de la structure peut étre représentée par les fréquences inférieures naturelles
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fondamentales de la structure. Donc la réponse compléte, est I'addition des fractions correctes
des formes modales des fréquences les plus basses. Mathématiquement, cela implique une
transformation de I'équation a partir de coordonnées des déplacements nodaux en une série de
coordonnées modales. Cela aboutit a beaucoup moins d’équations, mais des résultats d'une
solution approximative étant obtenus.

La deuxieme approche utiliste procede a la résolution des systémes d’éguations par
intégration directe qui implique la totaité des systémes d'équations et exige beaucoup de pas
de temps avec une solution compléte dans chaque pas. Cependant, il a été prouve que cette
derniere est suffissmment adéquate pour la résolution des problemes dynamiques les plus
structurels.

4.3. Analyse dynamique par intégration numeérique

L'approche la plus générale pour résoudre la réponse dynamique des systemes structurels est
I'intégration numérique directe des équations dynamiques d'équilibre. Cela implique la
tentative de satisfaire I'équilibre dynamique a des points discrets dans le temps, aprés que la
solution ait éé définie au temps zéro. La plupart des méthodes emploient des Intervalles de
temps égaux a Dt, 2D¢t,3Dt.......nDt.

Cependant, toutes les approches peuvent fondamentalement étre classifiées comme méthodes
d'intégration explicites ou bien implicites.

- Les méthodes explicites nimpliquent pas la solution d'une série d'équations linéaires a
chague pas de temps. Essentiellement, ces méthodes emploient I'équation différentielle au
temps "t" pour prévoir une solution au temps "t+At". Pour les structures les plus réelles, qui
contiennent des éémentsrigides, un trés petit pas de temps est exigé pour obtenir une solution
stable. Donc, toutes les méhodes explicites sont conditionnellement stables vis-a-vis de la
taille du pas de temps.

- Les méthodes implicites essayent de satisfaire I'équation différentielle au temps "t" apres
que la solution au temps " At" ait été trouveée. Ces méthodes exigent la solution d'une srie
d'équations linéaires en chaque pas de temps. Cependant, de plus grands pas de temps peuvent
étre employés.

Les méthodes implicites peuvent ére conditionnellement ou inconditionnellement stables.
Plusieurs méthodes a pas multiples précises et d'ordre plus élevé, ont été développées pour la

solution numérique d'équations différentielles. En se basant sur un grand nombre
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d'expériences, seulement les méthodes implicites & un pas et inconditionnellement stables
doivent ére utilisées pour |'analyse dynamique des Structures aun seul pas.

4.3.1 Mé&hode d’intégration directe de Newmark :

Aprés discrétisation par éléments finis, nous avons obtenu dans la relation (4.7) un systéme
stationnaire dont sa résolution numérique est obtenue en utilisant un schéma de discrétisation
temporelle.

Parmi une grande variété de schémas existants pour la résolution de ce type de systéme, celui
de Newmark permet de donner les meilleures approximations.

La méhode de Newmark (tebleau 4.1), et implicite permettant de construire la solution &

I’instant t+Dt & partir des vecteurs connus{U, } , {U,;} , {U,} . Elle utilise les hypothéses

suivantes :
Uprar = Up + At[('l - B)U: + ﬁlUE+At] ) (4.8)
Utar = Ug + AtU + Atz[(l - &)U + 5Ut+At] (4.9)

Ou pB; et § sont des paramétres qui sont déterminés pour obtenir |”exactitude et la stabilité du
schéma d’intégration.

En fait, le paramétre § controle la variation de I’accélération pendant I’incrément de tempsDt .
A P’instant t=0, les conditions initiales du probléme sont utilisées comme valeurs initiales
pour démarrer le processus de récurrences. Les paramétres ; et § controlent la précision et la
stabilité de la méthode. On choisit en général: 8, = % egd= iconformément ala propostion
de Newmark pour un schéma inconditionnellement stable. Afin de trouver la solution des
déplacements, vitesses, et accélérations aux temps t+Dt, on doit considérer, en plus des

équations (4.8) et (4.9), les équations de I’ équilibre dynamique au temps t+Dt.
MU¢ipe + CUpsae + KUpinr = Prsa (4.10)

En utilisant les équations (4.8) et (4.9), on peut aboutir aux dérivées U, €t Upipe , €N
fonction des déplacements inconnus U, ,. ; apres substitution de ces deux relations dans
I”équation du mouvement au temps (t+Dt), on obtient :

K\- Upene = Peoae (4.11)

ou
K =K+ ayM + a,C
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P =Pppe + M. [aOUt +a,U, + aSUt]
+ C. [alUt + a,U, + a5Ut]

Avec

Tableau 4.1 Algorithme complet de la méthode de NEWMARK

a) initialisation

1) conditions initialesU,, U, & U,

2) choix de At B; et § et calcul des coefficients ay, ... , a7 (cf ci-dessus)
3) assembler les matrices de raideur K, de masse M et d’amortissement C
4) former lamatrice derigidité effective K = K + agM + a,C

5) factoriser K

b) a chaque pas de temps
1) calculer le chargement effectif P

P=P.,+C. [alUt +a,U, + aSUt] + M. [aOUt +a,U, + a3Ut]

2) résoudre KU, pr = Priac
3) calculer les vitesses et accélérations au tempst + At

Ut+At': aO(Ut'+At - Ut) - algt —azU;
Utrar = U + agUp + a7Upppe

4) cacul du pas de temps suivant : retour en b)1)

(4.12)

(4.13)
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Chapitre5
ANALYSE COMPARATIVE ET
VALIDATION DU MODELE ELEMENT FINI
CONSIDERE : ETUDE DE CAS

5.1 Introduction

L’objectif du présent chapitre est d’appliquer la modéisation développée au chapitre 2 a
I’analyse des matériaux composites stratifiés, dans le cas statique et dynamique (vibration
libre). Cette modélisation permet d’établir I’équation (2.92) des vibrations libres en flexion
transversale de la structure. Sa résolution conduit ensuite aux calculs des fréquences propres.
L’analyse par ééments finis évalue également le champ de déplacement de la structure
considérée. Par la suite, la méthode utilisée est comparée et validée a partir des travaux issus
de labibliographie et du code de calcul ANSY S 11.

5.1.1 Modédisation par lelogiciel ANSYS:

ANSYS est un logiciel de simulation multi-physique commercial, basé sur la méthode des
éléments finis. |l permet de résoudre, entre autre, des problemes de thermique,
d’éectrostatique, de mécanique. Grace a la mise en place du module .Multi-physiques, ce
logiciel est donc capable de mener des analyses couplées telles que
mécaniquetédectrostatique ou mécaniquetthermique. ANSYS possede une bibliothégue
d’éléments finis tres éendue. Le choix de I’élément fini & utiliser va dépendre du probléme.
Nos simulations sont limitées & modéliser des plagues multicouches au moyen de I’élément
SHELL99. Cet dément est formeé de 8 noauds et 6 ddl par nceud. Les variables nodales sont
les trois composantes cartésiennes du champ de déplacements et |es trois rotations autour des
axes globaux (U, V, W, 6,,6,,0,,). L’utilisation du logiciel ANSY S a permis de visualiser les
modes de vibration associés aux différentes plaques.

Une évaluation du modéle dans ANSYS prend un temps de « 3,02 s» pour le cdcul de la

premiére fréquence d’une plague composite (0/90)s.
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Fig. 5.1 L’élément Shell 99

5.2 Vibration libre des plagues multicouches

On utilise un programme écrit en langage Fortran 90 pour le calcul des fréguences propres.
Cette partie est consacrée a la comparaison des résultats obtenus a I'aide de I'application du
modele éément fini présenté avec ceux de la littérature. Pour démontrer I'efficacité de la
formulation, on a considéré différentes plaques multicouches, a appuis simples. Un maillage
uniforme de 6x 6 est effectué pour mailler la plaque multicouche (Fig. 3.2). Les résultats
sont comparés au modele analytique 3D [Noor 72], numérique en utilisant le code de calcul
ANSY S et aux modéles d’autres théories existantes dans la littérature. Les valeurs rapportées
pour la comparaison sont la fréquence propre adimensionnelle obtenue pour le premier mode
de vibration. Durant cette étude, on discute I'effet du degré d'orthotropie (qui est défini par le
rapport des modules d'Young de deux directions différentes Ei/E;), de la séquence

d’empilement, de |’ épaisseur des plaques, du nombre et de I'angle d’orientation des couches.
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Fig. 5.2 Le maillage uniforme dans le plan de 6 < 6 utilisé pour calculer les valeurs propres

des plaques multicouches

On impose sur toutes les plagues le méme maillage ainsi que les mémes conditions aux
limites, (appuis simples) (Fig.5.3).

Les caractéristiques mécaniques de ce matériau sont données suivant la direction des fibres
(notée L ou 1) et ladirection transverse (notée T ou 2) (Fig.5.4).

*7{ v
b p e C  Modélisation
/.' e — .
r F I
7 ot - Conditions aux fimites :
aw / VA S SN S S 4 .Coté AB: w=#6,=0
A VY A Coté AD© w=8,20
8 A A A - Conditions de symétrie :
- S S S S .Coté BC: u=8=0

S 7 CotéeCD: wv=8=0
d r r i 5
o F, ¥ # r '.\1 -------- .‘_,.,\

Fig. 5.3 Le maillage uniforme dansle plan de 6x6 et conditions aux limites d’une plaque en

appuis simples
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Fig. 5.4 Géométrie et orientation des couches

5.2.1 Plaques composites symétriques:
5.2.1.1 Effet du rapport longueur/épaisseur (cas de la plaque multicouche (09/909),s):

Tout d’abord, nous considérons une plague multicouche symétrique d’empilement croise
(0°/90°),s et de géométrie carrée. On cherche dans ce cas, I'effet du rapport entre sa longueur
et son épaisseur (a/h) pour calculer ses fréquences propres. Ce rapport varie de 4 & 100,
autrement dit, de la plague trés épaisse a la plagque trés mince. Les caractéristiques
géométriques et élastiques de chague couche composant la plague sont résumeées dans le

tableau 5.1.

Tableau 5.1 Caractéristiques géométriques et élastiques de la plague multicouche

(0°/90°/90°/0°)
Module d’Y oung Ei/E,=40, E=E;
Modul e de cisaill ement G1,=G13=0.6E;, G,;= 05E,
Coeffident de Poisson Vo= V13= v3=0.25
Epaisseur dela plague a/h=4, 10, 20, 50, 100

L’évolution des fréquences naturelles en fonction du rapport longueur sur épaisseur a/h de la
plaque est représentée sur la figure 5.5 en utilisant la méthode des éléments finis développée
dans ce travail et le code ANSY S. Rappelons que le modée EF utilisé et celui utilisé dans
ANSY S appartient a la famille de la théorie du premier ordre. On constate que les fréquences

propres augmentent avec le rapport a/h.
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Fig.5.5 Variation de lafréquence propre d’un stratifié symétrique (0%90°/90°0°) en fonction
du rgpport longueur sur éaisseur de laplaque a/h

5.2.1.2 Effet de la géométrie de la plaque (cas de la plague multicouche équilibrée (45 /-
45)29) :
Afin de mieux interpréter I’effet de la géométrie de la plague composite et de I’ orientation des
fibres, on a pris en considération le cas des plagues symétriques équilibrées rectangulaires
réguliers (45/-45)2s. On étudie aors les effets des rapports longueur/épaisseur,
longueur/largeur et de I’orientation des fibres des couches composantes sur |e comportement
vibratoire libre des plaques composites (fréquence propre fondamental e adimensionnelle).

Les caractéristiques élastiques du matériau orthotrope de chague couche de la plague et leurs
propriétés géométriques sont résumées dans le tableau 5.2.

On areprésenté sur les figures 5.6 & 5.8 la variation de la fréquence propre adimensionnelle
en fonction des rapports géométriques a/b et ah. Pour valider nos résultats, on afait appe au
code numérique ANSY S. Une bonne corrélation avec les résultats obtenus par ANSY S est en
effet observée.

On constate que les fréguences propres adimensionnelles augmentent avec I’augmentation du

rapport géomeétrique a/b, quelque soit le rapport a/h.



Tableau 5.2 Caractéristiques élastiques et géomeétriques des plagues multicouches symétriques

(45°/-45°),¢

Module d’Y oung E./E,=40, E,=E;
Modul e de cisaillement G1,=G13=0.6E;, Gy;=05E,
Coefficient de Poisson Vo= V13= v3=0.25
Epaisseur de la plague a/h=10, 30 et 100
Rapport de deux cbtés a/b=0.2,0.6,0.8,1.0,1.2,1.6,2.0
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Frégquences propres adimensionnelles
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Fig.5.6 Variation de la fréquence propre adimensionnelle du stratifié symétrique (45 /-45),s
en fonction du rapport longueur/ largeur ab (a/h=10)
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Fréguences propres adimensionnelles
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Fig.5.7 Variation de la fréguence propre adimensionnelle du stratifié symétrique (45 /-45),s
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Fig. 5.8 Variation de la fréquence propre adimensionnelle du stratifié symétrique (45 /-45)2s

en fonction du rapport longueur sur largeur &/b (a/h=100)
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5.2.2 Plaques composites antisymétriques:

5.2.2.1 Effet du rapport d’orthotropie E,/E; (cas de la plaque multicouche (0°/90909/90)) :
Les données du probléme sont similaires a celles de I’exemple précédent, nous avons utilisé
un maillage 6x6 pour un empilement croisé (0/90/0/90) constitué de 4 couches d’épaisseurs
égales. On considere dans ce cas, la condition aux limites d’appuis simples. Pour des raisons

de symétrie, nous avons modélisé uniquement le quart de la plaque.

Le rapport entre sa longueur et son épaisseur ah est choisi éga & 20 et 100. Le degré
d'orthotropie est considéré variable en fonction du rapport des modules d'Young suivant les

deux directions du matériau E,/E>.

La variation de la fréguence propre en fonction de différents valeurs du rapport d’orthotropie
E./E; du stratifié antisymétrique (09/90°/0990°) est présentée sur les figure 5.9 et 5.10. Les
résultats sont obtenus par la méthode des éléments finis utilisée et |le code de calcul ANSY S.

On remarque trés clairement I’influence du degré d'orthotropie du matériau. Au fur et a
mesure que le rapport Ei/E, est important, la valeur de la pulsation propre fondamentale

s’accroit.

0,44 n \ _
j —a— Modeéle utilisé /:
0,42 1
= 0.40.] // :
2 _ | :
o / ///////
o 1 | ,
E 0,36
" 0344
8 i ’//,
= 032.] :
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g ] /
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Fig.5.9 Variation de la fréquence propre d’un stratifié antisymétrique (0990°/0990°) en
fonction du rgpport Ei/E, (a/h=20)
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Fig.5.10 Variation de la fréguence propre d’un stratifié antisymétrique (0°/90°0°/90°) en
fonction du rgpport E1/E; (a/h=100)

L’étude comparative entre les deux méthodes (Modéle EF utilisé et le Logiciel ANSYS) a
permis de déduire les conclusions suivantes :

- pour les plagues moins épaisses et faiblement orthotropes (a/h = 20, EJ/E; < 20), le modéle
EF ne permet pas d’obtenir des résultats précis pour ce type de plagues mais peut suffire pour
des applications courantes.

- pour les plaques moins épaisses (a/h = 20) et fortement orthotropes (E1/E2 > 20), le modéle
élément fini est capable de donner de meilleurs résultats.

-le modéle EF considéré permet d’obtenir une bonne précision méme dans le cas des plaques
minces (a/h=100).

5.2.2.2 Effet de la géométrie de la plaque (cas de la plaque multicouche (45/-45/45/-45) :

La variation de la fréquence propre en fonction de différents valeurs des rapports a/b et a/h du
stratifié antisymétrique (45/-45/45/-45) est présentée sur la figure 5.11. Les résultats sont
obtenus par la méthode des é éments finis utilisée et le code de calcul ANSYS.

Pour les différents dimensions de composites stratifiés antisymétriques (45°/-45°/45°/-45°) on
remarque tout d’abord que la fréguence propre adimensionnelle augmente lorsgue le rgpport

longueur sur largeur (a/lb) augmente et diminue lorsque la plaque devient plus épaisse
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(a/h< 30). On peut conclure que, le cisaillement transversal a pour effet d’assouplir la

structure et par conséquent, de baisser les fréquences propres.
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Fig.5.11 Variation de la fréguence propre d’un stratifié antisymétrique (45/-45/45/-45) en
fonction du rapport a/b (a/h=10, 30 et 50).

5.2.3 Etude comparative a des modéles analytiques et numériques:

Afin de s’assurer de la précision du modéle EF développé, une validation basée sur des
méthodes analytiques ou purement numériques réaisées pour traiter de tels problemes
d’analyse modale de structures en stratifiés composites. L’étude comparative s’ effectue sur la
variation des fréquences propres fondamentales de plaques minces ou épaisses de formes
carrées travaillant dans des conditions d’appui simple.

Une autre validation du modéle développé est considérée en cette étape mais sera plus
détaillée. Dans un premier temps, des résultats semi-anal ytiques issus d’une é&ude modale de
plaques en composites stratifiés sont utilisés comme référence de comparaison avec notre
modéle. La principale difficulté rencontrée lors de cette étape est de trouver dans la littérature

des méthodes capables d’étre reproductibles. Parmi les références récentes, nous avons choisi
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de comparer notre modéle d’élément fini avec les résultats obtenus par de différents modées
de plagues composites gtratifiés qui sont présentés par Carrera[Carrera 00].

En se fondant sur lathéorie du premier ordre de la plaque (FOST - First Order Shear Theory),
beaucoup d'études consistent a calculer des valeurs propres. [Noor 72] a analysé des
vibrations libres des laminés, constitués de couches anisotropes croisées (cross-ply). [Reddy
79] aréalisé un code éléments finis basé sur la théorie de Y ang-Norris-Stavsky et validé pour
des laminés asymétriques. [Khare et al. 04] ont construit une méthode éléments finis et 'ont
utilisée pour des plagues épaisses isotropes, des laminés croises, des laminés asymétriques et
des sandwichs. Cependant, la FOST néglige le gauchissement de la section transversale de la
plaque qui modifie le comportement de cisaillement transverse. Une famille de théories 2D
raffinées a alors éé développée et appelée les théories de I'ordre supérieur (HOST - Higher
Order Shear Theory). La HOST propose un développement d'ordre supérieur pour la
déformation de la section transversale gréace a l'extension du développement de la série de
Taylor pour le déplacement dans I'épaisseur. [Kant et al. 00] ont formulé une théorie
appartenant a la HOST et ont également présenté une solution analytique dans [Kant et a.
01]. [Reddy et al. 86] ont considéré des composites croisés et équilibrés (angle-ply).

Malgré le fait que les solutions anal ytiques 3D n'existent que pour les cas trés simples et tres
classiques, elles sont utilisées pour I'estimation de la contrainte et du déplacement dans
I'épaisseur. Srinivas a proposé une solution exacte pour la vibration libre d'une plaque
homogene, isotrope sur appuis simples, une plaque épaisse rectangulaire et une plague épaisse
rectangulaire orthotrope sur appuis simples [Srinivas et a. 70]. [Noor 72] a pris la théorie
élastique 3D pour obtenir des résultats de plaques isotropes. [Noor et Burton 90] ont présenté

des solutions pour les plagues multicouches anisotropes.

-Durant cette étude, la premiére fréguence propre adimensionnelle & obtenue par la méthode
EF utilisée dans ce travail est validée par comparaison avec celle de la théorie 3D (solution
anaytique de la théorie d’élaticité en 3D) [Noor 72] et le code dément fini proposé par
Khare-Kant (modéle de premier ordre FOST et le modée d’ordre supérieur HOST) [Khare
04] et Putcha-Reddy (modéle d'ordre supérieur HOST) [Reddy 86]. Les résultats sont
représentés sur les figures5.12 a5.14.

Dans ce cas, on fait varier le rapport d’orthotropie E,/E, des stratifiés croisés antisymétriques
(0°/90°),, dont le nombre de couches composant est pris égal a2, 4 et 6. Le rgpport entre la

longueur de laplaque et son épaisseur a/h est choisi égal a 10.
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Les solutions de la théorie 3D sont données sous forme adimensionnelle. Il s’agit de la
fréquence propre adimensionnelle :

@ = w(ph?/E,)"/2 (51)

Les résultats obtenus montrent alors que l'augmentation du degré d'orthotropie produit un
accroissement des valeurs de la fréquence fondamentale.

De plus, on peut remarquer auss que chaque fois que le rgpport Ei/E; est important plus
I”écart de calcul entre les résultats de notre modele et ceux des autres théories devient grand.
Par contre, cet écart diminue avec I”’augmentation du nombre de couches. Dansle casou n =2
et EJ/E; = 40, I’écart de calcul atteint 0.03. Dans le cas ou n = 3 et Ei/E;, = 40, I’écart trouvé
par rapport ala solution analytique 3D atteint 0.0284.

A travers cet exemple, on résulte que, lors du calcul des valeurs propres des plagues
multicouches avec le modéle élément fini de premier ordre avec cisaillement transverse, et
lorsque le degré d'orthotropie est important, I'écart obtenu par les différents méthodes est
acceptable. Cet écart est dors non influencé par le changement du degré d'anisotropie méme

lorsgue le nombre de couches est assez grand.
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Fig.5.12 Comparaison de la fréquence propre fondamental e adimensionnelle

pour une plague antisymétrique (0" /90),
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Fig.5.13 Comparaison de la fréquence propre fondamental e adimensionnelle
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Fig.5.14 Comparaison de la fréguence propre fondamental e adimensionnelle

pour une plaque antisymétrique (0/90)3
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-Les premiéres fréguences propres adimensionnelles d’une plaque multicouche symétrique
(0°/90°/90°/0°), calculées par la méthode des déments finis développée dans cette étude sont
comparées a celles obtenues par [Kant 01]. Le modéle qui est propose par Kant appartient ala
famille des théories d'ordre supérieur (HOST). Les résultats numériques sont présentés dans le
tableau 5.3.

Tableau 5.3 Fréguences propres des plagues multicouches symétriques (0°/90°/90°/0°)

Source ah

4 10 20 50 100
Kant-HOST 9.287 15.104 17.647 18.672 18.835
Notre modél e 6.923 13.260 16.842 17.989 18.323

On remarque que I'écart entre les résultats des deux méthodes est plus grand pour les plaques
les plus épaisses, plus particulierement dans le cas ou ah = 4. Par contre, chagque fois que la
plaque est mince, I’écart devient de plus en plusfaible.

-Les réaultats obtenus a partir du modéle EF utilisé dans cette étude pour le cas de stratifiés
antisymétriques (45/-45/45/-45) sont comparés & ceux de Reddy [Reddy 79], de Khare et Kant
[Khare 04], de Bert et Chen [Bert 78]. En effet, ces derniers ont proposé des modéles de la
famille des théories du premier ordre FOST et d’ordre supérieur HOST. Les figures 5.15 a
5.19 présentent une comparaison de notre modele basé sur la théorie classique des gtratifiés
avec ceux de FOST et de HOST. On remarque a travers toutes les applications que les
résultats issus du modée de Khare-HOST sont toujours trés proches de ceux de notre modéle.
L'écart trouvé est de I'ordre de 1.0845 et il décroit avec la diminution de I'épaisseur de la
plaque. Le modéle EF utilisé dans cette éude permet d’obtenir une bonne précision dans une
plage du rapport ah variant de 30 a 50 (plague mince), mais fournit un résultat Iégérement

moins précis dans le cas des plaques épaisses (a/h = 10).
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Fig.5.15 Comparaison de la fréquence propre fondamentale adimensionnelle des différents

modéles d’une plaque multicouche antisymétrique (45°/-45°/45°/-45°). (alh=10)
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B Modeéle EF utilisé
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Fig. 5.17 Comparaison de la fréquence propre fondamental e adimensionnelle des différents

modéles d’une plaque multicouche antisymétrique (45°/-45°/45°/-45°). (alh=30)
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Fig.5.18 Comparaison de la fréquence propre fondamentale adimensionnelle des différents
modeles d’une plague multicouche antisymétrique (45°/-45°/45°/-45°). (alh=40)
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Fig.5.19 Comparaison de la fréquence propre fondamentale adimensionnelle des différents
modeles d’une plague multicouche antisymétrique (45°/-45°/45°/-45°). (alh=50)

-Par le biais du logiciel ANSYS et afin d’avoir I’allure des modes structuraux associés au
mode principal des stratifiés antisymétriques (0°/90°), (n=1,..3), on a représenté sur la figure
5.20 les formes de tels modes. Au premier vu, une alternance de modes de flexion, suivis de
modes de torsion est observé quelque soit le nombre de couches composant les stratifiés. Le
changement du nombre de couches alternées favorise une variation de I’amplitude de leurs

vibrations libres.

En revanche, lors de la considération des gtratifiés symétriques (0/90)ns (n=1,..3), on observe
d’gpres la figure 5.22 I’apparition de déformations structurales de la plaque associées aux
trois premiers modes propres de vibration : présence d’une flexion et apparition de torsion des
le second mode de vibration. C’est la séquence d’empilement croisée symétrique qui est

responsable de |’ apparition de modes de flexion et de torsion plus prononcés.

Afin de mieux détailler ces comportements, on S'est intéressé aux empilements équilibrés
alternés a +45°/-45°. Lesfigures 5.23 et 5.24 nous permet de visualiser respectivement | trois
premiers modes de vibration d’une plaque carrée a empilement antisymétrique (45/-45/45/-
45) et symétrique (45/-45/-45/45). On observe une torsion plus importante que dans le cas

d’un stratifié croisé (Fig. 5.20 et 5.21).
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(0/90). alh=10 (0/90). alh=100
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Fig. 5.20 : Premier mode de vibration des stratifiés antisymétriques (0°/90°), (n=1,..3),

minces (adroite) et épaisses (a gauche) en appuis smples.
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Fig. 5.21 Trois modes propres d’une plaque croisée antisymétrique (0/90/0/90),

épaisse (a gauche) et mince (adroite) en appuis ssimples.
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Fig. 5.22 Trois modes propres d’une plaque croisée symétrique (0/90/90/0)

mince (a droite) et épaisse (a gauche) en appuis simples.
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Fig. 5.23 Trois modes propres d’une plaque équilibrée antisymétrique (45/-45/45/-45),

mince (a droite) et épaisse (a gauche) en appuis simples.
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Fig. 5.24 Trois modes propres d’une plaque équilibrée symétrique (45/-45/-45/45),

mince (a droite) et épaisse (a gauche) en appuis simples.
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5.2.4 Plaques a empilements (0/0°)s et (0% 0)2s:

Aprés avoir étudié le cas des plaques stratifiées minces croisee et équilibrées, on a constaté
que chacun d’elles possede un comportement vibratoire différent, surtout dans le cas des
empilement antisymétriques, en variant certains parametres géométriques et élagtiques. A
présent on change d’empilement pour généraliser nos constats et nos conclusions en
choisissant des plaques stratifiées symétriques minces (6/0°)2s et (0°/ 8),s dont I’orientation 6
varie de 0° a90°.

On étudie dors I'effet de l'orientation des fibres et de la séquence d’empilement sur les
fréquences fondamentales des stratifiés carrés et rectangulaires avec un rapport ah=100
(Figs.5.25 et 5.26). Les caractéristiques dastiques du matériau de la plaque et le maillage
(6x6) sont celles utilisées dans les cas précédents.

Tout d’abord, on prend en considération le cas des plagues carrées, nous constatons que la
fréquence propre fondamentale atteint une valeur maximum a 6=45°. Cependant, pour la
plaque rectangulaire la fréquence propre fondamentale est maximale & I’orientation 6 = 60°.
Cette différence est di au changement de la forme géométrique dont la largeur a est devenue
dans le second cas égal & 0.6b et influant par la suite sur le changement de caractéristiques
élastiques (une symétrie par rgpport aux axes géomeétriques est obtenue dans le cas de la
plaque carrée).

Au vu des résultats, on peut constater aussi que la fréguence naturelle dans les plaques carrées
d’empilement (6/0°),s est plus grande que celle des stratifiés a empilement (0°/ 6)2s. Cest
I’orientation 0° des couches extérieures qui favorisent I’augmentation de la rigidité du
matériau et par suite la fréquence naturelle du stratifié. En revanche, dans le cas plagues
rectangulaires, la forme géométrique (a=0.6b) provoque I’augmentation de la rigidité du
stratifié (8/0°)2s et devient supérieure a celle du (0°/ 6)2s.

Cette différence vient du fait de la distance entre la surface neutre du stratifié et les fibres a6°

qui est plus grande dans le cas des stratifiés (0°/ 6/ 6 /0°).
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Fréquence propre adimensionnelle

—m— [g/0/0/q]
—e— [0/qg/qg/0]

orientation des fibres q (Degrés)

Fig.5.25 Effet del’orientation des fibres 6 et de la séquence d”empilement sur les fréquences
naturelles adimensionnelles d’une plague carrée a appuis simples (a/ b = 1, ah = 100).

Fréquence propre adimensionnelle
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0,75—-
0,70—-
0,65—-
0,60—-
0,55—-
0,50 i

=
0,45

0,40
0,35—-
0,30—-
0,25 ]

—u— [g/0/0/q]
—e— [0/g/g/0]

0

T T T T T T T T T T T T T T T T
10 20 30 40 50 60 70 80

Orientation des fibres (Degrés)
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Fig.5.26 Effet del’orientation des fibres 6 et de la séquence d”empilement sur les fréquences

naturelles non-dimensionnelles d’une plague rectangulaire en appuis smples (a/lb = 0.6, ah =

100)
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5.3 Etude du comportement statique des multicouches

5.3.1 Plaques composites croisées sous chargement doublement sinusoidal :

Il s’agit de plagues carrées et rectangulaires stratifiées a respectivement 3 et 9 couches
[(0/90),s et (0/90)sg. Elles sont simplement supportées par un chargement doublement
sinusoidal g=qo sin (/) sin (*Y/,). On procéde, durant cette étude, au changement du
rapport longueur/épaisseur ah. Les résultats obtenus a partir de notre modéle éément fini
utilisé seront comparés au modéle analytique 3D de Pagano et al. [Pagano 72], concernent le

déplacement adimensionnel transversal w calculé au centre de la plaque.

Dans les deux cas des plaques, les épaisseurs des couches orientées & 0° et 90° sont égales, et
celles de méme orientation ont toutes la méme épaisseur. Le type de maillage consdéré est (8
x 8) Pour des raisons de symétrie, seul le quart de la plague est maillé. Pour une validation de
nos résultats, on a aussi effectué des comparaisons avec ceux obtenus avec le logiciel ANSY S
11.

Les solutions exactes de Pagano [Pagano 72], sont présentées sous forme adimensionnelle. |l
s’agit respectivement pour les deux types de plaques du déplacement transversal et du

chargement sinusoidd :

-Pour une plaque carrée

4 E,+E,(1+2v 5.2
o= nwf avecQ=4G12+[ 1 »( 23)] ( )
12q, @ /h3 1+ vizv21)

X | T
q=qo sin—sin—y (53)
a a

-Pour une plaque rectangulaire

__ m'wk, _a (5.4)
YT T2q0nst S Th

X | W
q=q sin:sin% (5.5)



Tableau 5.4 : Propriétés géométriques et caractéristiques élastiques des plaques
Géométrie : a=1000 et h=250, 100, 20 mm
Matériau (orthotrope) : E;=25GPa, E,=1GPa, Es= E,, G1,=0.5 GPa, G13= 0.5 GPa, G»3=0.2
GPa, v =0.25
Conditions aux limites:
w=0,=0surAB;6,=0surBC; 8, =0surCD;w=6, =0sur DA

Chargement double sinusoidal : g=gosin (™/4) sin (/) ; 9=0.01 N/n?

Les résultats du déplacement transversal w au centre de plaque, comparés avec ceux obtenus
par ANSYS (élément en déplacement de premier ordre) et par la solution analytique
tridimensionnelle de Pagano sont illustrés sur les figures 5.27 & 5.29 en fonction du rapport
d’épaisseur ah (ratio entre la longueur a et I’éaisseur h) de la plaque étudiée. On remarque
gu’au fur et a mesure que le rapport a’h > 10, nos résultats sont conformes a ceux obtenus par
le logiciel ANSYS surtout dans le cas des formes carrés et que I’effet du cisaillement
transverse devient sans aucune importance. Par contre, I’étude 3D menée par Pagano et al
[Pagano 72] montre que la structure n’est pas sensible a cet effet lorsgue le nombre de

couches augmente (Fig. 5.29).

5,0
it 7 o —a— Modeéle EF utilisé
] \ —e— ANSYS
4,0 \\ Solution exacte 3D
35
-\

o\l
N
o\

1,0 o

Déplacement transversal adimensionnel

0,5 . , . , . , . , . ,

a/h

Fig. 5.27 Plaque carrée composite a 3 couches simplement supportée sous chargement
doublement sinusoidal.
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Fig. 5.28 Plaque rectangulaire (a=3b) composite a 3 couches simplement supportée sous

chargement doublement sinusoidal.
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Fig. 5.29 Plaque carrée composite a 9 couches simplement supportée sous chargement

doublement sinusoidal.

Aprées comparaison et validation, on constate que notre modele peut étre gppliqué aux plagues

minces. Lorsque les gtrétifiés deviennent plus épais, notre modéle peut ére validé a condition

que le nombre de couches soit augmenté.
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Afin d’étudier en détails les effets du cisaillement transverse, on représente sur les figures
3.31 a 3.38 la distribution des contraintes planes axiales oy, 0, et 0,, €t contraintes de
cisaillement transversal 1,,, 7,y ,et 7., dans le plan xy. Les plagques considérées sont

minces et épaisses a3 et 9 couches. Nous constatons que plus le nombre de couches est grand,
moins la structure est sensible al’effet de cisaillement transversal.

(0/90/0) (0/90/0/90/0/90/0/90/0)

Fig.5.30 Déformée suivant le plan xy des plaques croisées a 3 et 9 couches.
(Premier mode de flexion).
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Fig.5.31 Contraintes planes axiales suivant les directionsx et y et z.
Plague (0/90/0) épaisse (a/h=10).
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Fig.5.32 Contraintes de cisaillement plan (xy) et transversal (yz, Xz).
Plague (0/90/0) épaisse (a/h=10).
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Fig.5.33 Contraintes planes axiales suivant les directions x, y et z.
Plague (0/90/0) mince (a/h=100).
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Fig.5.34 Contraintes de cisaillement plan (xy) et transversal ( yz, xz).
Plague (0/90/0) mince (a/h=100).
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Fig.5.35 Contraintes planes axiales suivant les directions x, y et z.
Plague (0/90/0/90/0/90/0/90/0) épaisse (alh=10).
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Fig.5.36 Contraintes de cisaillement plan (xy) et transversal (yz, xz).
Plague (0/90/0/90/0/90/0/90/0) épaisse (alh=10).
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Fig.5.37 Contraintes planes axiales suivant les directions x, y et z.
Plague (0/90/0/90/0/90/0/90/0) mince (a/h=100).




Fig.5.38 Contraintes de cisaillement plan (xy) et transversal (yz, xz).
Plague (0/90/0/90/0/90/0/90/0) mince (a/h=100).
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5.4 Evolution temporelle du déplacement transver sal

Le but de ce cdcul est la détermination de la réponse de la plague soumise a des forces
d’excitation impulsives. La réponse est obtenue par résolution de I’équation dynamique en
utilisant la méthode de Newmark concernant la variation du déplacement central transversal
de laplague en fonction du tempst.

L’anayse a été conduite en considérant une plaque a empilement croisé symétrique (0/90)s,
soumise a une charge impulsive constante F(t) d’amplitude Fo répartie sur toute sa surface
supérieure (équation 5.6). La plague est supposée au repos (sans conditions initiales) au
moment de I’application de la charge Fo.

La réponse dynamique de cette plague a été évaluée par une formulation basée sur laM.E.F.,
dont I’intégration des équations dynamiques du mouvement a été obtenue par la méhode de

Newmark-f. Le pas de temps a éé choisi aprés avoir caculé la fréquence fondamentale de la

plague.

Fy, pourt< ty (5.6)

F@) = 0 pourt= t,

5.4.1 Caractéristiques des plaques et parameétresde modéisation

Dans cette section, nous considérons des plaques composites stratifiées (0° /90" )2s simplement
appuyées sur leurs bords, constituées de 4 couches en matériaux composites a renforcement
unidirectionnel ( Graphite/époxyde et en Bore/époxyde).

Les plagues sont de géométrie carrée (0,24x0,24), d’épaisseur h et sont soumises a une
excitation impulsive transversale F(t) uniformément répartie sur leur surface supérieure a
z=+h/2 (par rapport au plan moyen de la plaque). Les caractéristiques élastiques des plaques

sont résumeées respectivement dans le tableau 5.5.

Tableau 5.5 : Propriétés élastiques des matériaux des plagues (0/90),s

Graphite/époxyde Bore/époxyde
E1, = E»,(GPa) 139.0 211.0
Ey, = E13 (GPa) 11.0 24.6.9
G12 = G13(GPa) 6.05 6.9
G,3(GPa) 3.78 6.9
Vi = Vi3 = V33 0.313 0.36
p(kg/m?) 1578.0 1967.0
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p| B+~0 c
W=B,=0| Bx=0
A B > x
W=PBx=0

Fig. 5.39 Maillage et conditions aux limites d’un stratifié carré simplement supporté

Par I’utilisation de la méthode d’intégration pas a pas de Newmark, on a résolu I’équation
dynamique du mouvement amorti. Les paramétres 3, et y de la méthode d’intégration étaient

pris respectivement égaux a 1/2 et 1/4.

La matrice d’amortissement est calculée par la méthode de Rayleigh :

[C] = a[M] + BIK] (5.7)

Afin de souligner I’influence de I’amortissement et du cisaillement transversal sur laréponse
dynamique de la plague, nous analysons des plagues minces et épaisses en considérant

plusieurs coefficients d’amortissement.

On représente respectivement sur les figures 540 et 5.41 I'évolution de I'amplitude du
déplacement transversal du centre de deux plagues mince et épaisse sur son épaisseur
(Wmax/h) pour un temps total t= 0.35s. Le pas de temps a été choisi aprés avoir calculé la
fréquence fondamental e des plagues. La valeur de la fréguence fondamentale (m= n =1) des
plaques est égale & w; = 412.37 rad/s et la période fondamentale est T;= 0.0152 s. On a choisi
pour I’analyse des plagues un pas de temps égal a At = 0.00125 s, avec une durée totale de

chargement ty = 0.010 s.
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Fig. 5.40 Réponse dynamique d’une plague composite graphite/époxyde (0/90/90/0) non amortie.
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Fig. 5.41 Réponse dynamique d’une plaque composite graphite/époxyde (0/90),s non

amortie. (&=b=0.24m, h=0.01m)(a =0, 8 = 0)
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Les figures 5.40 et 5.41 présentent respectivement I”évolution de la réponse dynamique d’une
plague en fonction du temps sans et avec cisaillement transverse. Elles illustrent une influence
significative du cisaillement transversal sur le déplacement transversal. Dans le cas de la
plague mince, le rapport w,,,,/h est au voisinage de 0.327 au cours du temps de chargement.
En revanche, le rapport w,,,../h dela plaque épaisse atteint une valeur de 1.2 x 10~* pendant
le temps de chargement. Cette différence est due a I’augmentation de I’épaisseur de la
derniere plague entrainant ainsi une diminution de sa flexibilité. L’effet du cisaillement

transversal dans ce casinflue beaucoup sur le comportement vibratoire des plagues épaisses.

Sur les figures 5.42 & 5.45, on a représenté la réponse temporelle au centre des plaques
composites pour les deux types de matériaux considérée. On montre I’évolution des
amplitudes maximales de |la réponse de la plaque concernant les deux cas de plagues minces
et épaisses. Le temps de chargement considéré est de ty= 0.10s et |e pas est égal a At=0.025s.
Nous remarquons que le rapport wp,.,/h est influencé par la valeur de la constante
d’amortissement B et par I’intensité de la charge appliquée. Cette influence est indépendante
du type de matériau et de I’intensité de la charge. Chague fois que la plague est amortie,
I’amplitude de sa réponse sous I’ action du chargement impulsif diminue progressivement. Les
plagues minces apparaissent plus stables durant tout le temps t4. Lorsque le chargement est
important, le rebondissement des plaques diminue du fait de I’augmentation de leur rigidité

flexionnelle.

—— Graphite/époxy Bore/époxy |

4,0x10”
3,0x10”
2,0x107

1,0x107 1

0,0

w_/h

-1,0x107

-2,0x107

-3,0x10%
] Temps (s)

-4,0x107

Fig. 5.42 Réponse dynamique de la plague composite mince (0/90).s sous chargement
constant. (a = 0) et (8 = 10 pour Fo= 5 N/nm)
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Fig. 5.43 Réponse dynamique de la plaque composite mince (0/90),s sous chargent constant.
(a =0) et (8 = 10*pour Fo=10 N/
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Wma>/h
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-2,0x10%

-3,0x107
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Fig. 5.44 Réponse dynamique de plague composite épaisse (0/90),s sous chargement constant.
(a=0) et (8 =10 pour Fy=5 N/my
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Fig. 5.45 Réponse dynamique d’une plague composite épaisse (0/90).s sous chargement
constant. (= 0) et (8 = 10 pour Fo= 10 N/n)
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Conclusions et per spectives

Dans ce travail que nous venons de réaliser, deux codes de calcul ont éé développés
respectivement pour la Smulation numérique du comportement statique et en vibration libre,
et forcé (sans et avec amortissement). Ils sont basés sur une formulation éléments finis basée

sur lathéorie des stratifiés et la méthode d’intégration directe de Newmark.

Dans toutes les simulations effectuées, les maillages utilisés é&aient de forme quadrilatérale
possedant 4 noeuds et 5 degrés de liberté par nceud. Ce choix est justifié par les suggestions de
la littérature qui stipulent que les ééments d’ordre plus élevé ne se comportent guére mieux
pour résoudre les discontinuités. De plus, pour la formulation numérique de tels

comportements semblent étre plus prometteuses gréce a leur smplicité d’utilisation.

Nous avons choisi d’é&udier les comportements consdérés selon un ordre de difficultés
croissantes pour la mise au point du code de calcul. Aing, le cas de vibrations libres et
comportement statique des plagues composites ont d’abord éé abordé avant de S’intéresser
aux vibrations forcées. L’étude de la théorie des dratifiés, qui posséde une solution
analytique, a servi de point de départ pour la tdche que nous nous sommes assignés. Les

autres comportements ont éé étudiés par la suite.

Dans le cas des vibrations forcées, nous avons choisi une approche temporelle qui est tres
souvent utilisée pour résoudre un probléme d’évolution en temps. La résolution numérique du
probléme discrétisé de dynamique passe par une discrétisation en espace et en temps de celui-
ci. Cette derniére nous a permis de bien décrire les mouvements avec ou sans amortissements.
Les aspects mathématiques de cette méthode ainsi que d’autres applications pourront aors

étre développés lors de futurs travaux.

Nous avons chois de nous limiter aux sequences d’empilement symétriques et
antisymétriques des plagues composites stratifiées. Ces derniéres sont choisies minces ou

épaisses et leurs formes géomeétriques sont sous différentes conditions aux limites.
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Les paramétres considérés a varier pour évaluer le comportement vibratoire de nos structures
étaient les dimensions des plagues, leurs épaisseurs, changement de séguence d’empilement et

du degré d’orthotropie du matériau.

Le bilan global que nous faisons sur le travail accompli est le suivant :

Dans le cas des vibrations libres, les résultats numériques obtenus ont été comparés a ceux
issus du logiciel ANSYS ainsi qu’aux modéles de FOST, HOST et Reddy. Nous avons
constaté que nos résultats corroborent ceux des autres modéles surtout lorsque les plagues
sont minces. Notons aussi que I’effet du cisaillement transverse n’a pratiquement pas produit
des réaultats différents. Les stratifiés symétriques croisés et aternés 0°/90° présentent un
comportement caractérisé par une flexion lors des trois premiers modes de vibration. En
revanche, la séquence d’empilement équilibré antisymétrique aternée a 45° présente une

torsion plus importante comparée al’empilement a90°.

Pour ce qui I’étude statique, nous avons considéré des chargements doublement sinusoidaux
et nous avons pu tester la capacité de notre formulation par rapport & la solution analytique
tridimensionnelle de Pagano et auss les résultats obtenus par I’intermédiaire du logiciel
ANSY S. La comparaison des déplacements transversaux obtenus ainsi que la bonne stabilité
de notre solution numérique pour le cas des plaques de faibles épaisseurs (a/h>10) montre

bien lavalidité d’une telle formulation.

Dans le cas du comportement dynamique des plagues composites soumises a des excitations
transversales, les structures considérées ont été semi-discrétisées en espace en utilisant des
éléments finis plaques a cinq degrés de liberté, basé sur les hypothéses de Mindlin et prenant
en compte I’effet du cisaillement transversal. La réponse dynamique des plagues sous charge

impulsive est obtenue par la méthode d’intégration pas a pas de Newmark.

La discrétisation temporelle, dédiée a la modélisation des phénomenes de dynamique rapide,
se traduit par une approche incrémentale pour intégrer sur le temps les équations
différentielles relatives au systéme discrétise par éléments finis. On S’est intéressé a deux
aspects liés a I’intégration temporelle. Le premier aspect concerne le choix du schéma
d’intégration le mieux adapté au probléme de la dynamique transitoire des structures
composites. Le second aspect concerne le choix de I’échelle de temps qui doit étre également

adaptée a ce type de probleme.
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A la lumiere des résultats obtenus concernant la recherche de I’influence des facteurs
d’amortissement et de certains parameétres géométriques sur le comportement dynamique des
plaques, il a é&é confirmé que la réponse verticale de ces dernieres décroit avec
I’augmentation de leurs épaisseurs. Cette méthode d’intégration en temps introduit un
amortissement numeérique qui dépend directement du pas de temps choisi. La réponse de la
plaque & un chargement impulsif uniformément réparti sur sa surface supérieure épouse
I’allure de la charge durant le temps de I’application de la charge. Lorsque la charge
extérieure s’annule, la plague est en mouvement de vibrations libres (t>t; temps de

chargement).

Per spectives

En guise des résultats obtenus, on peut déja affirmer que le travail qui vient d’étre accompli

semble que son idée pourrait étre exploitée de plusieurs autres fagons.

1- Analyser les structures de formes plus complexes telles que les coques cylindriques
multicouches dans le domaine linéaire, pour le calcul des vibrations transversales.

2- Elaborer une démarche a la modélisation des coques sphériques de forme arbitraire
discrétisées par ééments finis avec prise en compte du cisaillement transversal. 1l est
essentiel de commencer par développer les aspects géométriques, cinématiques et

mécaniques d’une coque de forme quelconque.

Finalement, I’avantage dans I’ utilisation et le raisonnement que nous en avons faits et suivis
est que la formulation engendrée ressemble & des modéles et théories éorouveés et qu’ils
peuvent étre un guide pour d’autres travaux plus approfondis et pour d’autres cas de structures

plus compliqués.
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ANNEXES

Annexe A- Formulation de la méthode des ééments finis

directe

A .llntroduction

A.1.1 Rappels sur la formulation par la méthode des @émentsfinis:

Pour I’éude de mécanismes industriels, étant donnée la complexité de la géométrie des
piéces mécaniques, seules les techniques numériques d’approximation basées sur une
discrétisation du milieu continu permettent la formulation de I’équilibre statique et la
résolution du phénomene. Parmi les méthodes utilisées, on fait appel a celle des déments finis
(M.E.F.). On peut citer quelques méthodes de formulation des ééments :

@ Laméthode directe
@ Laméthode variationnelle (de I'énergie)
@ Laméthode de résidus pondérés.

A.2 Méthodedirecte

La méthode directe consiste a formuler directement les trois systémes d'équations élastiques :
les équations d'équilibre, les équations déformations-déplacements et les équations
intrinseques du matériau. Cette méthode est praiiquement utile pour préciser les rapports
fondamentaux existants entre I'approximation par éléments finis et la structure réelle. De plus,
la méthode directe présente des caractéristiques connues permettant de toutes les maniéres
d'envisager la formulation des ééments en particulier les transformations de contraintes a

forces et de déplacements a déformations.

A.3 Approximation des déplacements

On considére un élément fini rectangulaire (a x b) & 4 noauds de haute précison de type
Hermite. Les nceuds sont placés & chague angle du rectangle possédant chacun six degrés de
liberté (Fig. A.1).
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400,h) 3 (ab)

o =3
100,00 Z (a,0)

Fig. A.1 Systeme de coordonnés et numérotation des noauds d’un élément fini

Les inconnues du probléme ou degrés de liberté désignent les déplacements de noauds du

maillage. L e vecteur déplacement total & chague nceud est défini par:

6W0 6W0 OZWO T (Al)
Wo Ug Vo
dx dy  Oxy

A.3.1 Fonctions de forme del’élément fini :
On choisit une fonction de déplacement qui défini I’éat de déplacement de tous les points de

I”élément. Ce modéle peut étre représenté de fagon commode par une expression polyndémiale.

Le champ de déplacement transversal peut s’exprimer comme::

wo(x,y) = a; + axx + azy + asx? + asxy + agy? + azx3 + agx?y + agy® + a;0y°> (A.2)
3 3 2.2 3.2 2.3 3.3
a1 X7y + apxy” T apx®yt tapx’yt aisxty” aex7y

Le déplacement suivant I’axe x s’écrit sous laforme :

ug(X, y) = by+box+bgy+bsxy (A.3)
Le déplacement suivant I’axe y peut également s’écrire souslaforme:
Vo (X, y) = bs+oex+ory+bgXy (A.4)

Introduisant les coordonnées nodales convenables pour chague noaud dans cette derniére
équation, il en résulte que le champ de déplacement transversal généralisé dans I’élément

s’exprime sous laforme :
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De fagon similaire, on peut définir le vecteur de déplacements en membrane par :

Up1 by
Vo1 ) | by

Up,2
Vo2 (A.6)

Up3
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A .4 Approximation desdéformations

Pour un point ne se trouvant pas dans le plan moyen, la déformation associée de Green-

Lagrange varie linéairement avec |'épaisseur z:

{e} ={e"}+ z{k} (A.7)
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En utilisant les rel ations précédentes, la déformation en un point quelconque de I’ épaisseur est

déterminée par I’ expression suivante :

{e} = [Bp{wn} + z[B, {w, } (A.8)

A.5 Approximation des efforts et des moments sur un élément

Par commodité, on utilise les résultantes des contraintes et des moments plutdt que les
contraintes directes en théorie des sratifiés. Les résultantes des contraintes {N} et des

moments { M} sur I’élément sont définies comme it :

Les résultantes en membrane :

Ny

Ny | = [A{e°} + [B{k}

Nyy (A.9)

= [Al[Bn {wn} + [B[B, {wy }
= [Np] + [Np]
et les moments de flexion et de torsion :

M, (A.10)
M, | = [B{e°} + [D){k}

My,

= [Bl[B,, {wy, } + [DI[B,J{wp }
= [Mm] + [Mb]

Dans ce cas de laflexion statique, le travail virtud des forces d’accélération est nul, soit :
W =6Wipp — Wexe) =0 (A.11)

ou dwin est letravail virtuel des effortsintérieurs et dweq st celui des efforts extérieurs.

Letravail virtuel des efforts intérieurs s’ écrit :

Swine = [ 88 dv="[ (YN} + (M) da
A

4

(A.12)

ou (A) est la surface de I’élément.
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L’intégrale (A.13) nous permet de déterminer les matrices de raideur suivantes:

-une matrice de raideur de flexion :

(A.13)
o] = [ [B,I"[D1(B,1a4
A
-une matrice de raideur de membrane :
(A.14)
lend = | (Bl 1A11Bn 1A
A
-deux matrices de raideur de couplage membrane/flexion :
U] = Do = | (B, 17IB1(8, 1A (A.15)
A
Le travail élémentaire des forces extérieures s’ écrit :
(A.16)

SWext :j T16uids:f {6w p(x,y)}dA
A A

Ou p(x, y) est larésultante des forces extérieures (en direction z) appliquée sur la plaque qui

s’ exprime:

{P} = [, [N,]" p(x,y)dA (A.17)

Dans le cas de la flexion dynamique, le travail virtuel des quantités d’accélération n’est pas
nul. La formulation de la matrice masse élémentaire est nécessaire pour évaluer le
comportement des plaques multicouches en vibrations libres ou forcées. Nous I’avons

développé apartir de I’expression suivante du travail élémentaire des forces extérieures:

SWeXt = fA TiSUidA + fv Bi SUidU = 2 (A18)
0°vy

f fowo {=ph %550 + pOxy. 0} + duo {—ph Tz} + vy {—ph 2 }} dA
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ou B; sont les forces de volume par unité de volume, T; les tractions appliquées sur la surface
(A) de I’éément e par unité de surface et p(x,y,t) sont les forces extérieures, p est la masse

volumique de I’éément e par unité de longueur et h est I”épai sseur totale de I’dément e.
On définit alors les matrices é émentaires de masse en flexion, soit:

A.19
[M,] = ph f [N, T[N, 1dA (419
A

(A.20)
[Mp,] = ph f (INJTIN, ] + [N, I[N, ])dA
A

En utilisant les relations précédentes, le principe des travaux virtuels, nous donne finalement

I”équation d’équilibre élémentaire:

L Sl )

Annexe B - Evaluation de I’amortissement d’une plaque a
|’aide de la méthode de Ritz

Il est bien connu que I’identification et la modéisation de I’amortissement sont parmi les
problémes les plus compliqués atraiter en dynamique des structures. De plus, |I’amortissement
provient généralement de différentes sources. Pour le cas des plagues, on peut distinguer
quatre types de dissipations : |I’amortissement interne provenant de la dissipation dans le
matériau ; I’amortissement structura provenant du frottement entre différentes surfaces en
contact (on peu citer le cas des parties tournantes des accouplements) ; |’amortissement
hydrodynamique et aérodynamique provenant des structures vibrants dans un liquide ou un

gaz.

La méthode de Rayleigh-Ritz consiste a rechercher le déplacement transverse sous la forme

d’une double série, c’est adire:

WO(x7:V) = %zl ZrI\llzlAmnXm(x) Yn(}’) (Bl)
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Les fonctions X,, (x)et Y, (y) doivent étre des fonctions admissibles, vérifiant I’essentiel des
conditions aux frontieres, imposées sur les cotés x=0, x =a et y =0, y =b de la plaque. Les
coefficients A4,,, sont ensuite déterminés par les conditions de stationnarité de la fonction
énergie.

L’énergie de déformation U peut étre explicitée en fonction des énergies dissipées dans les

axes du matériau comme :

U=U, +U, + Ug (B.2)
Dont les énergies de déformation U, U, et Ug S’expriment par :
Uy = Uy + Uy (B.3)
avec

1
Uir = gﬂf Q11 &f dxdydz (B4)
Uz = %fff Q12 &1&2dxdydz (B.5)
U, = Uy + Uy, (B.6)
avec

1
Uzp = Eﬂf Q22 Ezdedde (B.7)
Uz = Uy, (B.8)

L’énergie dissipée par amortissement du matériau s’ écrit ensuite sous laforme::

AU =P11U11 + 215U + P22Uz; + g6 Us (B.9)
ou

1
Us = gﬂf Q22Y6 E6dxdydz (B.10)

Dont les coefficients d’amortissement 1, Y1, P4, et Pge aSSOCIES respectivement aux
énergies de déformation seront introduits. A savoir que I’énergie de déformation U;, est
généralement négative, du fait du couplage entre les déformations ¢, et €, par effet de type
Poisson. L’énergie dissipée correspondante doit étre prise positive. Cette énergie est en fait
négligeable devant les autres énergies dissipées. L’amortissement 1, dans la direction x est
ensuite évalué par larelation :

Y, = AU/U (B.11)
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Annexe C- Equation dynamique par la méthode de
super position modale

C.1 Equation dynamique en absence d’amortissement

En absence d’amortissement, I’équation de mouvement s’écrit, en I’absence de charges, sous

laforme:

MU+KU=0 (C1)
Les solutions recherchées pour cette équation, dans le cas de vibrations libres, sont de types
harmoniques :

U = X (A coswt + B sinwt) (C2)

ou X est un vecteur d’ordre n, e w est la pulsation des vibrations harmoniques. Les

constantes A et B sont déterminées a partir des conditionsinitialesat = 0.

Compte tenu de I’expression (C.2), I’éguation (C.1) associée aux vibrations libres de la

structure devient :
KX =wM X (C3)

Vu la nature des matrices structurelles, ce systéme homogene de n équations linéaires admet n

solutions: (w?, X1), (w3 , X2), ..., (w2 , Xn).

ol w?, w3, w2 , sont les valeurs propres et Xi, X, ..., Xn , sont les vecteurs propres.

L’orthogonalité des vecteurs modaux conduit a:
1sii=j
t . =
XEMX, {o e (C4)
Les valeurs propres du systeme sont ensuite données suivant :

O<w? < w% < < w? (C5)

C.2 Equation dynamique en présence d’amor tissement

Les vecteurs propres du systéme non amorti sont notés Xi et nous appelons w? les valeurs
propres correspondantes. Nous cherchons les solutions de (C.1) en les décomposant en érie

des modes normaux Xi du systéme conservatif associé, souslaforme:

U=3o; )X (x,y) =X, y)pt) (C.6)
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ou X(x, y) est lamatrice des modes propres normés par rapport alamasse :
X=[X1 X2 ... X

(C.7)

et ¢(t) est le vecteur de la déformée modale, c’est a dire le vecteur des déplacements en

cordonnées modales normales :

¢ = [@.(0) 1) ... 9. (V)]

(C.8)

En reportant I’expression (C.7) dans I’équation (C.6) et en multipliant les deux membres par

Xt , puis en utilisant les conditions d’orthogonalité des modes Xi par rapport aux matrices

masse M et rigidité K , nous obtenons :
P+AQ + N = X'F

avec
KX =MX02? X'KX=0%¢et X*MX=1

ou Q? est la matrice diagonale des valeurs propres :

[@f 0 .. .. 0]
[0 w2 0|
lo o .. . 2l

et A est lamatrice des coefficients d’amortissement explicitée par :

A=XtCX

En écrivant I’expression (C.9) pour chague coordonnée modale, nous obtenons :

B () + Ty Ay @,(8) + 0?0 (t) = fi(t) i=12..n

ou fi (t) est lacomposante modale du modei, définie par :
fi(t) = X[F(t)

Les coefficients d’amortissement Aij sont exprimés par :

(C9)

(C.10)

(C.11)

(C.12)

(C.13))

(C.14)

(C.15)
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L’équation (C.13) pose probléme car la décomposition modale ne peut pas étre réalisée par la
procédure décrite précédemment car les coefficients d’amortissement créent un couplage
supplémentaire dans I’équation de mouvement. Plusieurs méthodes numériques sont
utilisables pour résoudre ce probléme. Il est par exemple possible d’exprimer la matrice
d’amortissement comme une combinaison linéaire de la matrice masse et de la matrice de
rigidité :

C=aM+ bK (C.16)
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