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Abstract

The main objective of this study is to investigate the stability of natural convection in a
symmetrically heated square cavity filled with air, in both 2D and 3D simulations. The study
uses air as the fluid, with a Prandtl number of 0.71. The location of heated parts on the side walls
is varied, with three cases considered: bottom-bottom, center-center, and high-high. The
Rayleigh number is also varied between 10° and 9x10°, with symmetric and asymmetric flow
regimes investigated. The critical Rayleigh number at which a transition from a stationary flow

to an oscillatory flow occurs is determined.

In the 2D simulations, the effect of the symmetrically placed heated parts on the two
opposite side walls is investigated and the results are presented in terms of streamlines,
isotherms, and flow variables such as velocity and temperature profiles, as well as the FFT of
temperature. The results showed that for Rayleigh numbers lower than the critical value, the flow
inside the cavity remains stationary and symmetrical. However, beyond this critical value, the

flow symmetry is broken and a first Hopf time-dependent periodic flow pattern occurs.

In the 3D simulations, the results are presented in terms of isotherms, streamlines, and
isosurfaces of the temperature, for different Rayleigh numbers and for the three configurations
(low-low, center-center, and high-high) in three different planes along the Z direction. The
results showed the effect of the third dimension, the Rayleigh number, and the position of the

heated parts on the aerothermal topology of the air flow in the cubic cavity.

Keywords: Natural convection, critical Rayleigh number, finite volume method, FFT, Hopf type

bifurcation, transient regime
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Résumé

L'objectif principal de cette eétude est d'étudier la stabilité de la convection naturelle dans
une cavité carrée chauffée symétriquement remplie d'air, a la fois en simulation 2D et 3D.
L'étude utilise de I'air comme fluide, avec un nombre de Prandtl de 0,71. L'emplacement des
parties chauffées sur les parois latérales est varié, avec trois cas considérés: bas-bas, centre-
centre et haut-haut. Le nombre de Rayleigh est également varié entre 10° et 9x10° avec des
régimes d'écoulement symétriques et asymetriques étudiés. Le nombre de Rayleigh critique
auquel une transition d'un écoulement stationnaire a un écoulement oscillatoire se produit est

déterminé.

Dans les simulations 2D, I'effet des parties chauffées placées symétriquement sur les deux parois
latérales opposées est étudié et les résultats sont présentés en termes de lignes de courant,
d'isothermes et de variables d'écoulement telles que les profils de vitesse et de température, ainsi
que la FFT de la température. Les résultats ont montré que pour des nombres de Rayleigh
inférieurs a la valeur critique, I'écoulement a l'intérieur de la cavité reste stationnaire et
symétrique. Cependant, au-dela de cette valeur critique, la symétrie de I'écoulement est rompue

et un premier motif de flux périodique dépendant du temps de Hopf se produit.

Dans les simulations 3D, les résultats sont présentés en termes d'isothermes, de lignes de courant
et d'isosurfaces de température, pour différents nombres de Rayleigh et pour les trois
configurations (bas-bas, centre-centre et haut-haut) dans trois plans différents le long de la
direction Z. Les résultats ont montré I'effet de la troisieme dimension, du nombre de Rayleigh et
de la position des parties chauffées sur la topologie aérothermique de I'écoulement d‘air dans la

cavité cubique.

Mots clés : Convection naturelle, Nombre de Rayleigh critique, méthode de volumes finies,

FFT, bifurcation de Hopf, régime transitoire.
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INTRODUCTION GENERALE

Les deux derniéres décennies ont connu une augmentation rapide des activités de recherche
dans le domaine de la convection naturelle et mixte. C’est un sujet qui présente un intérét a la
fois fondamental et pratique. La plupart des travaux de recherche ont été motives par des
applications industrielles ayant des enjeux économiques importants. Dans le cas du
refroidissement de composants électroniques, la convection naturelle est loin d’étre la méthode la
plus efficace, mais elle présente de nombreux avantages tels qu'un co(t faible, une grande
fiabilité et une nécessité de maintenance minime. Cependant, la convection naturelle dans une
cavité contenant une ou plusieurs sources de chaleur est un phénomeéne qui semble simple en

apparence, mais qui est en réalité trés complexe.

Les écoulements induits par la flottabilité sont courants dans la nature ainsi que dans des
configurations industrielles, et I'étude de leurs nombreuses configurations spécifiques a fait et
continue de faire I'objet de recherches intensives. Parmi ces nombreuses configurations, la cavité
isotherme a chauffage différentiel est devenue l'un des problémes les plus classiques de la
littérature sur le transfert de chaleur. La détermination de la structure de I'écoulement, le transfert
de chaleur correspondant, la perte de stabilité et la transition vers la turbulence ont été étudiés
depuis plus de 60 ans maintenant. Un probléme spécifique qui a résisté a des années
d'investigation est la transition vers l'instabilité¢ dans une cavité remplie dair, chauffée de
maniére différentielle avec une ou plusieurs sources de chaleur a ses frontieres verticales et

horizontales.

La convection est un mode de transfert de chaleur qui se produit uniquement au sein de
milieux fluides. Elle apparait lorsque le fluide (gaz ou liquide) est en mouvement et présente des
inhomogénéités spatiales de température, de concentration d’espéces chimiques, de changement
de phase, de tension superficielle et de nombreux autres effets. On parle de convection naturelle
lorsque les mouvements de circulation sont provoqués exclusivement par des forces agissant au
sein du fluide. Ces forces sont le plus souvent les forces de flottabilité ou la poussée
d’Archiméde. Etant donné que le mouvement est induit par la présence de la gravité, les

écoulements de convection naturelle possédent une direction privilégiée liee a la direction de la
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pesanteur. Dans notre environnement, proche ou lointain, nous pouvons observer ces
mouvements convectifs naturels a différentes echelles, tels que I'air chaud qui monte au-dessus
d'un radiateur, la formation des nuages, les courants océaniques, le mouvement du magma sous
la crolte terrestre, etc. Tous ces mouvements fluides ont pour origine des mouvements de

convection naturelle.

La convection naturelle en milieu confiné se divise en deux grandes familles de problémes

donnant lieu a des comportements dynamiques et thermiques fondamentalement différents :
o La cavité aux parois verticales différentiellement chauffées (CDC),

o Le probléeme de Rayleigh-Bénard (RB), qui est le cas d'une cavité chauffée par le bas et
refroidie par le haut.

Notre probleme étudié dans cette thése est la combinaison de ces deux types de
configurations en un seul probleme, avec une cavité chauffée partiellement par le bas et les

parois verticales par deux sources de chaleur placées symétriquement en trois positions.

La configuration qui sera présentée par la suite et sur laquelle I’étude sera basée, fait
apparaitre en deux configurations 2D et 3D, il s’agit, pour le cas bidimensionnel, d’une cavité
carrée avec une longueur de paroi latérale L dont la paroi supérieure est adiabatique, tandis que
les parois latérales sont maintenues a une température constante (Tr). Deux parties chauffées de
longueur égale a un quatriéme de celle de la cavité L ayant une température constante (Tc) est
placées, symétriquement en trois positions : en bas des parois verticales pour la 1¢® configuration
(Bas-Bas), et au centre des parois verticales pour le 2°™ cas (Centre-Centre) et en haut pour la
derniére configuration (Haute-Haute). Une partie chaude de longueur égale a la moitié de celle
de la cavité L est placée au centre de la paroi inférieure. Pour le cas tridimensionnel, nous
considérons un fluide (Pr=0.71) dans un cube chauffé de maniere symétrique ou les parties
chauffées (sous forme des bandes) sont maintenues a la température Tc tandis que les parties

froides sont maintenues a la température Tr.

Les équations gouvernantes sont résolues par la méthode des volumes finis et I'analyse est

effectuée pour différentes valeurs du nombre de Rayleigh Ra, comprises entre 102 et 9x10°.

Il est bien connu que lorsque le nombre de Rayleigh dépasse une valeur critique, les écoulements
de convection naturelle deviennent instationnaires. Leur complexité croit avec le nombre de

Rayleigh jusqu'a atteindre le régime turbulent, ou les variations spatiales et temporelles de la
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température et de la vitesse sont chaotiques. L'objectif de la présente étude est de déterminer le
nombre de Rayleigh critique dans lequel se produit une transition d'un écoulement stationnaire a
un écoulement oscillatoire. L'effet de trois parties chauffées a eté étudié, dont deux sont placées

symétriquement sur les parois latérales opposeées et la troisieme sur la paroi inférieure.
Contenu du manuscrit

L’étude que nous développons porte sur la convection naturelle, de I’air (Pr=0.71) dans
une cavité carrée (2D)/ cubique (3D) chauffe par le bas par une partie chaude, et latéralement par
deux parties chaudes symétriquement placées sur les parois dans trois différentes positions ; le

fluide de travail considéré est ’air.

La démarche que nous proposons s’appuie sur une étude numérique bidimensionnelle et
tridimensionnelle. L'objectif principal de la présente étude est 1’étude de la stabilité d’écoulement
de I’air par convection naturelle dans une cavité carrée (en 2D) et cubique (en 3D)avec des

parois chauffées partiellement mais symétriqguement par 3parties chauffées positionné en 3 cas.

Le premier chapitre est une revue de la littérature sur la convection naturelle de I'air dans

des cavités chauffées difféeremment.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la modélisation mathématique du probléme de
convection naturelle dans une cavité carrée ou cubique chauffée par le bas et latéralement par
deux parties chauffées symétriques placées sur les parois verticales en trois positions. Les
hypotheses simplificatrices, les équations mathématiques, les conditions initiales et aux limites,

ainsi que la méthode de résolution seront décrites.

Le troisieme chapitre présente la formulation numérique du probléme étudié, avec la
discrétisation de I'équation générale de transport, I'équation de continuité et I'équation de

I'énergie.

Le quatrieme chapitre présente les résultats obtenus par simulation en 2D et en 3D, avec

une comparaison entre les trois cas.

Le dernier chapitre est une conclusion générale qui résume les résultats obtenus et les

perspectives futures de recherche dans ce domaine.




Chapitre 1
REVUE BIBLIOGRAPHIQUES

1.1 Introduction

Effectivement, la convection naturelle est un sujet de recherche important en transfert de
chaleur en raison de ses hombreuses applications pratiques. Elle est présente dans de nombreux
domaines tels que l'industrie, I'électronique, I'aérospatiale, I'environnement, etc. De nombreuses
études ont été menées pour comprendre les mécanismes de la convection naturelle et pour
optimiser les processus de transfert de chaleur associés. En particulier, les recherches portent sur
I'optimisation de la conception des enceintes et des canaux afin d'améliorer le refroidissement
des équipements, de réduire les pertes d'énergie et daugmenter I'efficacité des systemes de

chauffage solaire passif.

Cependant, la grande majorité des publications sur la convection naturelle dans les cavités
traite de géométries 2-D, principalement des cavités formées par deux surfaces verticales
paralleles maintenues a des températures uniformes différentes ou a des flux de chaleur
uniformes et avec des parois supérieure et inférieure adiabatiques ou a température constante.
Bien que ces études traitent une classe importante de problémes ayant des applications pratiques
significatives, les complexités présentes dans de nombreux problémes réels sont négligées en
ignorant la troisieme dimension. Récemment, avec le développement de méthodes numériques
tres précises et stables pour la résolution des équations de Navier-Stokes en 3D, le moment est
venu de se concentrer sur I'analyse en 3D. Cela nous permet bien sir de déterminer les limites de

validité des solutions 2-D, qui ont été largement étudiées au cours des derniéres décennies.

L'étude de la littérature a été divisée en deux sections : La stabilité de la convection en
configuration I, c'est-a-dire une cavité bidimensionnelle (2d), et la deuxiéme configuration une

enceinte cubique (3d).
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1.2 Instabilités de la convection naturelle dans une cavité
bidimensionnel (2d)

Dans la littérature, des études sur le transfert de chaleur par convection naturelle ont
indiqué que le transfert de chaleur se produit dans une enceinte en raison des différences de

température a travers les murs.

Le passage a I’instationnarité apparait a partir d’'un nombre de Rayleigh critiqueRa,,.
Cette valeur critique (Ra,,) dépend entre autres de la nature du fluide, du rapport de forme de la
cavité et des conditions aux limites. L’écoulement passe par différents états au fur et & mesure
que le nombre de Rayleigh augmente. D’abord laminaire et stationnaire, il se complexifie avec
I’apparition de structures secondaires. L’écoulement devient alors instationnaire. Lorsque le
nombre de Rayleigh augmente encore, I’écoulement rentre dans un état de transition vers la

turbulence.

Les premiéres bifurcations vers une instabilité ont été mises en évidence par Briggs et al.
[1]. Leurs origines ont été discutées entre autres par Le Queéré [2] en fonction des différentes
conditions aux limites imposées au niveau des parois horizontales. Pour un rapport de forme de
I’ordre de 4 (cas de la cavité de 4 m), les couches limites présentent une bifurcation de Hopf sur-
critique, caractérisée par le développement d’onde de Tollmien-Schlichting au sein des couches
limites. En revanche, pour des rapports de forme inférieurs, les premiéres instationnarités sont
dues a des instabilités thermiques dites de Kelvin-Helmholtz au niveau des jets le long des parois
horizontales dans le cas de parois conductrices. Pour des parois adiabatiques, les oscillations de
vitesse seraient dues aux ressauts hydrauliques lors de I’impact des couches limites verticales sur
les parois horizontales. On constate d’autres types d’instabilités pour des cavités carrées (rapport
de forme 1) a plus basses fréquences que celles mentionnées précédemment, dues au
déplacement d’ondes de gravité dans le cceur de la cavité. Ces instabilités ont été étudiées
numériquement [3, 4] et expérimentalement [5, 6], leurs fréquences peuvent étre calculées avec

la fréquence de Brunt-Vaiséla, caractéristique des ondes de gravité.

Rahman et al.[7] ont étudié le probleme de la convection naturelle dans une cavité a
quatre cOtés avec la présence de géneration de chaleur en utilisant une technique numérique. Un
réchauffeur partiel a été positionné a plusieurs endroits sur la paroi droite de la cavité, tandis que
la paroi gauche a été maintenue a une température plus basse. Les résultats ont montré que le
débit et le taux de transfert de chaleur dépendent fortement de la longueur et de I'emplacement

du réchauffeur ainsi que du paramétre de génération de chaleur.
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D'autres chercheurs comme Corcione [8], Basak [9], El Moutaouakil et al. [10] et Aswatha et
al.[11], ont étudié le probléme de la convection naturelle dans une cavite carrée sous différentes
conditions aux limites thermiques appliquées. Divers articles publiés qui comprenaient I'étude de
la convection naturelle transitoire dans des enceintes rectangulaires ou carrées dans lesquelles
différentes approches expérimentales et numériques ont été adoptées et décrites en détail [12].Un
fait important pour les écoulements de convection naturelle dans des enceintes rectangulaires est
que la couche limite thermique adjacente aux parois verticales reste stable et fournit un
écoulement parfaitement symetrique a de petits nombres de Rayleigh. Cependant, a des nombres
de Rayleigh suffisamment grands, la couche limite thermique distingue les ondes progressives en
raison de l'instabilité convective [13].

Saury et al. [14] étudient expérimentalement les phénomenes d'instabilité qui apparaissent
en convection naturelle dans des cavités remplies d'air a parois actives isothermes chauffées
différentiellement, les autres parois étant adiabatiques. La cavité est inclinée d'un angle variant
entre 0° (chauffage par le bas) et 180° (chauffage par le haut). Les mesures instantanées
permettent de localiser les régions présentant des fluctuations de température maximales lorsque
I'écart de température entre les parois actives augmente. Afin de déterminer les voies du chaos,
Kieno et al. [15] étudie numériquement le probléme de la convection naturelle dans une enceinte
inclinée sur le plan horizontal. Cette enceinte est chauffée sur deux cotés opposes et refroidie sur
les deux autres cotés. L'impact du nombre de Rayleigh et de I'angle d'inclinaison est examiné en
détail. L'analyse confirme également la bifurcation de I'attracteur d'un point limite a un cycle
limite via une bifurcation de Hopf surcritique pour un nombre de Rayleigh compris entre
1,95%10° et1,96x10°.

Benouaguef et al. [18] ont réalisé numériqguement la convection naturelle transitoire dans
une cavité carrée avec deux cotés adiabatiques horizontaux et des parois verticales composees de
deux régions de méme taille maintenues a des températures différentes. Pour des nombres de
Rayleigh suffisamment petits, les résultats montrent que I'écoulement est caractérisé par quatre
cellules avec des axes symétriques horizontaux et verticaux. Une premiere transition d'une
solution stable a un flux oscillatoire a pu étre caractérisée a Ra allant de 2,5 x 10° & 2,51 x 10° et
la deuxieme bifurcation sous-harmonique qui évolue vers un flux chaotique a pu étre obtenue
lorsque le nombre de Rayleigh a encore augmenté (Ra > 2,51 x 10°). Plus tard, Xu et Saha [19]
et Kolsi et al. [20] ont étudié numériquement la transition d'un état stable a un écoulement

transitoire dans une cavité remplie d'air. Différentes valeurs du nombre de Rayleigh allant de 10°
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a 10° ont été étudiées et les résultats ont montré que la transition d'un état stable & un flux

périodique se produit lorsque le nombre de Rayleigh augmente.

Une étude numérique de la stabilité du transfert de chaleur par convection naturelle dans un
annulaire cylindrique avec une source de chaleur discréte isoflux de différentes longueurs est
réalisée par [21]. Les parties non chauffées adiabatiques et la source de chaleur discrete sont
montées sur la paroi interne. Les parois supérieure et inférieure sont adiabatiques, tandis que la
paroi externe est maintenue a une température plus basse. Les équations régissant le probleme
sont résolues numériquement a l'aide d'une méthode des volumes finis. L'algorithme SIMPLER
est utilisé pour le couplage pression-vitesse dans I'équation de la quantité de mouvement. Les
résultats numériques pour différents parameétres du probléme sont discutés en termes de lignes de
courant, d'isothermes et du nombre de Nusselt dans I'annulaire. Les résultats montrent que
l'augmentation du rapport de longueur de la source de chaleur diminue le nombre de Rayleigh
critique. Nous pouvons contrdler la stabilité de I'écoulement et le taux de transfert de chaleur en

faisant varier la longueur de la source de chaleur.

Figure. 1.1 : Evolution temporelle de la vitesse radiale sans dimension u pour ¢ = 1, e = 0.2 et Rag =
9x10' au point de mesure S3. Lignes de courant sans dimension W et isothermes sans dimension T

tracées a différents moments sans dimension (ta, tb, tc) [21].

L'évolution temporelle de I'écoulement peut étre stationnaire ou instationnaire en fonction des
caractéristiques de stabilité de I'écoulement, de la valeur du nombre de Rayleigh et de la

longueur de la source.
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Une partie détaillée de I'évolution temporelle périodique de la vitesse radiale au point de
mesure S3 de I'enceinte est présentée dans la Figure 11 pour e = 0.2. Les graphiques des lignes
de courant correspondent a des emplacements caractéristiques dans la période de la serie

temporelle de la vitesse.

Zhao et Tian [22] ont proposé une méthode de précision d'ordre supérieur pour la solution
du probleme de convection de nature dépendant du temps dans une enceinte carrée avec des
parois horizontales adiabatiques et des parois verticales chauffées de maniére différentielle pour
la large gamme de nombres de Rayleigh (10°%< Ra < 10%°).Un schéma compact au vent de
troisiéme ordre optimisé (Opt-UCD3) et un schéma compact de Padé symétrique de quatriéme
ordre utilisés pour approximer les termes convectifs non linéaires et les termes visqueux,
respectivement. Les résultats ont montré qu'une premiere bifurcation de Hopf au régime
d'écoulement périodique pouvait étre obtenue a Raa= 1,82 x 108, puis subissait une deuxiéme
bifurcation au régime d'écoulement quasi-périodique pouvait étre obtenue a un nombre de
Rayleigh critique 2,25 x 10%< Rac< 2,35 x 10%t passe finalement a turbulent par une autre
bifurcation. L'effet de différentes conditions aux limites convectives pour un coefficient de
transfert de chaleur convectif allant de 1 (W/m?K) a 10 000 (W/m?K) au niveau de la paroi

inférieure sont étudiéees [18].

La convection naturelle dans une cavité carrée avec un échauffement localisé par le bas et
un refroidissement symétrique par les cotés a été étudiée par NorAzwadi Che Sidik [23], qui
utilisant le modele de Boltzmann a double fonction de distribution thermique a différences finies.
L'évolution de I'équation de Boltzmann du réseau a été discrétisée a l'aide du schéma amont aux
différences finies de précision du troisieme ordre. Le modele d'écoulement, y compris les
tourbillons et la couche limite thermique, est clairement visible. Les résultats obtenus démontrent
que cette approche est une procédure tres efficace pour étudier I'écoulement et le transfert de

chaleur dans un écoulement de cavité a chauffage différentiel.

Dans une étude similaire, les effets du nombre de Rayleigh et de la longueur de la source
de chaleur isotherme non dimensionnelle sur I'écoulement du fluide et le transfert de chaleur sont
déterminés par O. Aydin et al. [24]. Les champs d'écoulement et de température sont
symétriques sur la mi-longueur de I'enceinte en raison de la symétrie des conditions aux limites
dans la direction verticale. Pour un Ra faible, le transfert de chaleur est dominé par la conduction
a travers la couche de fluide. Pour un Ra élevé, le processus est principalement un processus de

convection, et I'effet de la conduction disparait.
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Le transfert de chaleur et de quantité de mouvement par convection naturelle dans des
enceintes carrées remplies d'air avec des parois opposées chauffées de maniére différentielle,
inclinées par rapport au vecteur de gravite, a été etudié numeriquement [25], pour des valeurs du
nombre de Rayleigh Ra comprises entre 10* et 10°, et pour des valeurs de I'angle d'inclinaison de
la cavité dans la plage entre O° et 360°.

La méthode de Boltzmann sur réseau s'est avéré un outil précieux dans I'étude de la

convection naturelle dans une cavité carrée inclinée a deux dimensions. Les résultats numériques
de ce type de probléme, y compris I'hystérésis, sont présentés par Huelsz et al. [26].
La multiplicité, la stabilité et les bifurcations de la convection naturelle stationnaire a faible
nombre de Prandtl dans une cavité rectangulaire bidimensionnelle avec des parois verticales
partiellement et symétriquement chauffées sont étudiées numériquement par Erenburg et al.
[27].

Figure 1.2 : Exemples de modeles de flux calculés. (a) Flux symétrique constant. Gr=1.4x10°, A=2. (b)
Instantané d'un écoulement oscillatoire non symétrique. Gr=1.5x10°, A=2. (c) Instantané d'un
écoulement oscillatoire non symétrique. Gr=5.71x10°, A=2.8 [27].

Une analyse de stabilité linéaire par rapport aux perturbations bidimensionnelles, une
approximation faiblement non linéaire d'états légérement supercritiques et la technique de
continuité de chemin d'arc sont mises en ceuvre. Les brisures de symétrie et les bifurcations de
Hopf de I'écoulement sont étudiées pour un rapport d'aspect (hauteur/longueur) variant de 1 a 6.
Les résultats montrent qu'avec l'augmentation du nombre de Grashof, I'écoulement subit une
série de bifurcations tournantes. Le repliement des branches de solution conduit a une

multiplicité d'états stationnaires (et, éventuellement, oscillatoires) qui atteint parfois plus d'une
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douzaine de solutions stationnaires distinctes. Ils ont constaté que I'apparition de la multiplicité
compliquée s'explique par le développement des régions stratifiées de maniere stable et instable,
ou l'amortissement et les mécanismes d'instabilité de Rayleigh-Bénard entrent en compétition
avec la force de flottabilité primaire localisée prés des parties chauffées des limites verticales.
L'étude est réalisée pour un fluide de faible nombre de Prandtl avec Pr=0,021. Il est montré que
les phénomeénes observés se produisent également a des nombres de Prandtl plus grands, ce qui

est illustré pour Pr=10.

La structure de I’écoulement d’air et le transfert de chaleur par convection naturelle dans
une cavité différentiellement chauffee, ayant un trés grand rapport de forme A, ont été largement
étudiés a cause de leur importance dans plusieurs domaines d’application. Ainsi il a ét¢ démontré
qu’en augmentant le nombre de Rayleigh Ra, on passe du régime de conduction au régime de
couches limites et qu’a partir d’une valeur critique Rac, d’un écoulement laminaire

monocellulaire a un écoulement multicellulaire au sein de la cavité.

Plusieurs travaux se sont penchés sur 1’étude du régime multicellulaire dans une cavité
verticale allongée bidimensionnelle afin de déterminer Racr et d’analyser, numériquement ou
expérimentalement, I’écoulement secondaire et le transfert de chaleur en fonction de A, Ra et du

nombre de Prandtl Pr.

La convection naturelle a I'intérieur d'enceintes rectangulaires remplies d'air chauffées par
le bas et refroidies par le haut, les parties inférieures des deux parois latérales étant maintenues a
la méme température que la paroi d'extrémité inférieure et les parties supérieures restantes des
parois latérales maintenues a la méme température de la haut du mur d'extrémité, a été étudiée
numériquement [28], pour différentes valeurs du rapport d'aspect hauteur sur largeur de
I'enceinte, les fractions chauffées des deux parois latérales et le nombre de Rayleigh de
I'enceinte. Le principal résultat phénoménologique obtenu est que lorsque les parties chauffées
des deux parois latérales sont de longueur différente, ce qui se produit dans la majorité des
situations étudiées, une solution a I'état d'équilibre est atteint, avec un modéle d'écoulement de
base a trois cellules, qui dans certains cas dégénere en une structure de flux a deux cellules ou a
une seule cellule. En revanche, lorsque les fractions chauffées des parois latérales sont les
mémes, la solution asymptotique peut étre soit stationnaire, avec un champ d'écoulement
constitue de deux paires de cellules de roulis superposées, soit périodique, ce qui se produit
généralement pour des géometries carrées ou modérément élancées et relativement élevées.
Nombres de Rayleigh, avec un schéma de flux composé essentiellement d'une cellule primaire et

de deux cellules secondaires pulsant autour du centre de I'enceinte.
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Un ensemble de simulations numériques directes completes en deux et trois dimensions
d'un écoulement entrainé par la flottabilité dans une cavité remplie d'air (Pr = 0,71) a chauffage
différentiel de rapport d'aspect égale a 4 et de nombres de Rayleigh jusqu'a 10%° a été présenté
par F. X. Trias et al. [29]. Des différences significatives sont observées entre les résultats
bidimensionnels et tridimensionnels. Pour les simulations bidimensionnelles, les oscillations a la
partie aval de la couche limite verticale sont nettement plus fortes, éjectant de grands tourbillons
vers le coeur de la cavité. Dans les simulations tridimensionnelles, ces grands tourbillons ne
persistent pas et leur énergie est rapidement transmise a des échelles de mouvement plus petites.
Cela entraine une réduction de I'effet de mélange a grande échelle dans les régions supérieure
chaude et inférieure froide et, par conséquent, le noyau de la cavité reste presque immobile

méme pour le nombre de Rayleigh le plus élevé.

Patterson et Imberger [30] ont étudié théoriquement la transition de la convection
naturelle instationnaire dans une cavité rectangulaire et ont trouvé que I'ensemble de
I'écoulement de base pendant la transition comprend une couche limite verticale, une intrusion

horizontale et I'écoulement dans le cceur.

Le passage a l'instabilité dans une cavité carrée a parois horizontales conductrices a été
étudié par Winters [31] qui a obtenu un nombre critique Ras=2,109x10°. Plus tard, il a été
confirmé par Jones et Briggs [1] par des expériences et des simulations numériques
bidimensionnelles. Le Quéreé et Behnia [32] puis Gelfgat [33], ont rapporté la valeur de Racr
~1,82x108, qui est presque deux ordres de grandeur supérieure a celle des frontiéres
conductrices. Un nombre de Rayleigh critique du méme ordre de grandeur Racr ~1,03x10%,
correspondant a une bifurcation de Hopf primaire, a été trouvé par Le Quéré [34] lorsqu'il a
étudié la convection dans une cavité a parois horizontales adiabatiques et rapport d'aspect
hauteur sur largeur égal a 4. L'augmentation supplémentaire du nombre Ra a finalement entrainé
un comportement chaotique qui a été observé au-dela de Ra=2,3x108.Une analyse instationnaire
bidimensionnelle approfondie pour une cavité chauffée différentiellement avec un rapport
hauteur/longueur de 8 a été réalisée par Xin et Le Quéré [35].1l a été constaté qu'au-dela d'un
nombre de Rayleigh critique égal & £a,=3,0619x10°, I'écoulement devient dépendant du temps
(périodique, chaotique et eventuellement turbulent).Ce probleme a également été défini comme
un cas de référence avec l'essentiel des résultats resumeés dans [36].Les travaux expérimentaux de

Tian et Karayiannis [37], [38] et une étude numérique de Salat et al.[39], complétent des
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données précieuses concernant les écoulements supercritiques dans les cavités hautes carrées

bidimensionnelles et tridimensionnelles.

La convection naturelle bidimensionnelle de l'air dans une cavité carrée avec différents
emplacements de la partie chauffante a été simulée numériqguement en utilisant la méthode des
volumes finis. Une étude paramétrique a été entreprise [41] et les effets de la position des parties
actives sur les parois latérales, du nombre de Rayleigh et de Prandtl sur le transfert de chaleur a
I'intérieur de la cavité ont été étudiés. Les résultats montrent que, pour tous les nombres de
Rayleigh considéres, le nombre de Nusselt moyen minimum s'est produit pour le cas ou la source
de chaleur située dans la partie inférieure des parois latérales (cas A), mais le nombre de Nusselt

moyen maximum s'est produit pour le cas de la position supérieure.

Dans [42], la méthode des éléments finis a été utilisée pour étudier les effets de
I'emplacement et de la taille du réchauffeur sur le transfert de chaleur par convection naturelle
dans une cavité carrée 2D chauffée partiellement ou entiérement par le bas et refroidie par le
haut. Le nombre de Rayleigh (5x10°<Ra<5x10°), la taille du réchauffeur (0,1 < D/L < 1,0) et
'emplacement du réchauffeur (0,1 < xh/L < 0,5) ont été pris en compte. Les résultats numériques
ont indiqué que le nombre moyen de Nusselt (Num) augmente a mesure que la taille du
réchauffeur diminue. De plus, lorsque xh/L est inférieur a 0,4, Num augmente a mesure que xh/L
augmente, et Num diminue a nouveau pour une plus grande valeur de xh/L. Cependant, cette
tendance change lorsque Ra est inférieur a 104, suggérant que Num atteint sa valeur maximale
dans la région proche du centre de la surface inférieure. Cette étude vise a mieux comprendre les
comportements de la convection naturelle afin d'améliorer potentiellement le transfert de chaleur

par convection naturelle interne.

Figure 1.3 : Variation de la température moyenne adimensionnelle sur I'axe vertical de la cavité en
fonction de temps adimensionnel pour Ra=10* et D/L=xh/L=0.5 [42]
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Des solutions numériques bidimensionnelles ont été obtenues par N. Williamson et al.
[43], pour un écoulement de convection naturelle dans des cavités carrées inclinées avec des
parois opposees differentiellement chauffées et refroidies, les autres parois étant adiabatiques.
Avec la paroi chauffée a gauche et la paroi refroidie a droite, la cavité est inclinée dans le sens
inverse des aiguilles d'une montre de sorte que la paroi chauffée se trouve alors en dessous de la
paroi refroidie. Premiérement, les couches limites de convection naturelle qui se forment sur les
parois chauffées/refroidies se déversent sur des surfaces adiabatiques inclinées. La flottabilité du
fluide entraine un écoulement de panache attaché a ces emplacements plutét que les intrusions
horizontales diffuses dans la configuration non inclinée. Les panaches sont en général moins
dissipatifs des ondes progressives que les intrusions. Les simulations de ce travail montrent que
sur une large plage de nombres de Rayleigh, Ra = 10°-10%, il existe un angle d'inclinaison
critique pour chaque nombre de Rayleigh auquel la cavité subit une bifurcation vers un
écoulement instable se manifestant par une oscillation monomode circulant dans la cavité. Aux
angles inférieurs a I'angle critique, le flux de la cavité est stable et la dissipation dans le panache
est suffisante pour isoler efficacement les deux couches limites. L'angle critique de la bifurcation
dépend du nombre de Rayleigh, Oc diminuant avec 'augmentation du nombre de Rayleigh pour

Ra>7 x 10%

Figure 1.4 : Angle critique pour la bifurcation vers un écoulement instable tracé en fonction de Ra [43].

La convection naturelle dans des cavités rectangulaires remplies d'air inclinées par rapport
a la gravité, de sorte que la paroi chauffée soit tournée vers le haut, a été étudiée numériquement
[44] sous I'hypothése d'un écoulement laminaire bidimensionnel, pour des rapports d'aspect
hauteur/largeur de I'enceinte de 0,25 a 8, le nombres de Rayleigh basés sur la longueur des parois

chauffées et refroidies de 102 & 107, et les angles d'inclinaison de I'enceinte de 0° & 75°.Un code
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de calcul basé sur l'algorithme SIMPLEC a été utilisé pour la résolution du systeme des
équations régissant le transfert de masse, de quantité de mouvement et d'énergie, en supposant la
condition initiale de fluide immobile a la température uniforme de la paroi refroidie jusqu'a
I'obtention d’une solution en régime permanent. Il a été constaté que, a mesure que l'angle
d'inclinaison augmente a partir de la position verticale, les performances de transfert de chaleur
augmentent jusqu'a atteindre un pic a un angle d'inclinaison optimal, que, en principe, & moins
que la valeur du nombre de Rayleigh ne soit celle correspondant au début de la convection ou
juste plus haut, s'est avéré augmenter a mesure que le nombre de Rayleigh diminuait, ainsi que le
rapport d'aspect de la cavité augmentait. Des équations de corrélation sans dimension ont été
proposées pour évaluer lI'angle d'inclinaison optimal et les performances de transfert de chaleur

de I'enceinte.

L’étude menée par M. Khatamifar et al. [45], examine numériquement le transfert de
chaleur par convection naturelle transitoire dans une cavité chauffée de maniére différentielle,
avec une partition d'épaisseur finie et une conductivité thermique. Les parametres étudiés
incluent le nombre de Rayleigh (de 10° & 108), le rapport de conductivité thermique entre la
partition et le fluide (de 0,1 a 1000) et I'épaisseur sans dimension de la partition (de 0,05 a 0,2).
Les résultats indiquent que l'effet du rapport de conductivité thermique est significatif
uniquement dans la plage de 0,1 a 10, tandis qu'il devient négligeable pour des valeurs trés
élevées. Les relations d'échelle établies pour la cavité sans partition sont également applicables a
la cavité avec partition. L'effet de I'épaisseur de la partition sur le transfert de chaleur est

principalement observé lorsque le rapport de conductivité thermique est faible.

Une étude numérique de convection naturelle a été réalisée [46] pour examiner différentes
configurations d'enceintes. Les équations de conservation ont été résolues a l'aide de la méthode
des volumes finis, en les transformant en fonctions vorticité-courant. Plusieurs configurations ont
été étudiées sur une plage de nombres de Rayleigh variant de 10% & 10° avec des parois
chauffées, refroidies ou isolées. Les résultats sont présentés a l'aide de tracés de température et
de champ de débit, ainsi que des nombres de Nusselt locaux (Nu) pour tous les cas. Les résultats
montrent que le transfert de chaleur augmente en fonction du nombre de Rayleigh ; pour de
faibles nombres de Rayleigh (Ra), la conduction domine le transfert de chaleur, tandis que I'effet
de la convection augmente avec l'augmentation de Ra. Enfin, il a été constate que la présence

d'une paroi inclinée supprime le processus de convection.

Cette étude [47] examine les états stationnaires multiples de la convection naturelle des

fluides dans une enceinte carrée avec des parois non-isothermes a la base, des parois latérales
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isothermes et une paroi supérieure isolée thermiquement. Un schéma de calcul robuste est
développé pour résoudre les équations stationnaires en fonction du nombre de Rayleigh pour
deux nombres de Prandtl différents. Des méthodes numériques avancees sont utilisées pour
obtenir les solutions, en initiant les branches de solutions a partir de différentes estimations
initiales. L'é¢tude montre qu'au-dela d'une valeur critigue de Rayleigh, plusieurs états
stationnaires sont observes, avec des structures d'écoulement et des taux de transfert de chaleur

varieés.

Solano et al. [48] propose une investigation numérique et une modelisation réduite de la
convection naturelle dans une cavité avec des parois latérales chauffées de maniere différentielle.
L'effet des conditions limites conjuguées sur le transfert de chaleur et la circulation du flux
naturel est examiné en variant les rapports d'aspect et les nombres de Rayleigh. Une validation
de la cavité chauffée differemment révele la nécessité d'une modification de la définition du
nombre de Rayleigh pour concilier les résultats expérimentaux avec les corrélations existantes.
L'analyse des structures d'écoulement dépendantes du temps révele un mode instable associé a
des cavités a plus faible rapport d'aspect. L'effet des conditions limites conjuguées est évalué en
fonction du rapport entre les couches limites internes et externes, montrant que des nombres de
Reynolds externes plus élevés favorisent le transfert de chaleur. Un modéle théorique réduit est
proposé pour prédire le nombre de Nusselt pour les conditions limites conjuguées. Les résultats
indiguent que les configurations d'écoulement en contre-courant offrent un transfert de chaleur
plus élevé tandis que les configurations d'écoulement parallele ont un effet déstabilisant. De plus,
il est constaté que des rapports d'aspect intermédiaires permettent d'obtenir un transfert de

chaleur élevé avec une consommation d'énergie réduite.

L’étude de Bhattacharya et al. [49] explore les multiples états stables de la convection
naturelle des fluides dans une enceinte carrée avec des parois non-isothermes, isothermes et
thermiquement isolées. Les chercheurs ont développé un schéma de calcul robuste basé sur les
équations gouvernant les états stables pour déterminer ces états en fonction du nombre de
Rayleigh (Ra) pour deux nombres de Prandtl (Pr) différents. Ils utilisent la méthode des élements
finis de Galerkin avec un solveur Newton-Raphson et initient les branches de solution en

perturbant les conditions aux limites et les parametres du processus.

Les résultats montrent que, au-dela d'une valeur critique de Ra dépendante de Pr, plusieurs
états stables apparaissent. Pour Pr = 0,026, dix-neuf branches de solutions supplémentaires (six
symétriques et treize asymétriques) sont obtenues, tandis que pour Pr = 0,1, quatre branches de

solutions supplémentaires (deux symétriques et deux asymétriques) sont identifiées. Ces
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branches de solutions sont associées a une grande variété de structures d'écoulement, rapportées
pour la premiere fois, qui entrainent différents scénarios de chauffage a I'intérieur de I'enceinte.
Les taux de transfert de chaleur varient de maniére significative en fonction des structures
d'écoulement, ce qui a des implications pratiques importantes pour la conception de processus de

chauffage optimaux.

Figure 1.5 : (a) Configuration physique. (b) Maillage par éléments finis comprenant 28x28 éléments
bi-quadratiques [49].
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Figure.1.6 : Lignes de courant sans dimension (w) et isothermes (h) de différents types de structures
d'écoulement symétriques a Ra = 10° et Pr = 0,026 : (a) Type 0(s)-a ; (b) Type 1(s) : [Type 1(s)-a, Type
1(s)-b, Type 1(s)-c] ; (c) Type 11(s) ; (d) Type 2(s) : [Type 2(s)-a, Type 2(s)-b] ; et (e) Type 3(s) : [Type

3(s)-a, Type 3(s)-b, Type 3(s)-c]. Ici, les lignes de courant colorées en bleu et rouge indiquent
respectivement les circulations dans le sens antihoraire (w positif) et dans le sens horaire (w négatif). Les
fleches rouges montrent les cellules inversées [49].

Des expériences ont été menées [50] pour contrdler les écoulements de convection naturelle et
le transfert de chaleur dans des cavités chauffées différemment remplies d'air. Un mécanisme de
controle consistant en un tuyau mince introduit des perturbations thermiques via la paroi chaude.
Les effets de ces perturbations ont été étudiés pour une valeur du nombre de Rayleigh juste
supérieure au point de bifurcation. Les résultats montrent une diminution de 10 % du transfert de
chaleur et des modifications du champ d'écoulement, notamment une amplification de
I'instabilité aux frontieres externes des couches limites et un déplacement de tourbillons
secondaires. Ces observations sont expliquées par I'analyse détaillée des structures d'écoulement

et des fluctuations de vitesse.

Une étude a été menée par Chorin et al. [51], sur un écoulement de convection naturelle dans
une cavité chauffée difféeremment de forme bidimensionnelle, avec un rapport d'aspect de 4. Une
perturbation thermique de faible amplitude a été introduite sur la paroi chaude, sur une zone
représentant 10% de la surface totale. Cette perturbation comprend une composante périodique
ajoutée a la température imposeée sur la paroi chaude. L'objectif était de maximiser le transfert de
chaleur global sans altérer la température moyenne des parois. Les résultats ont montré ce qui

suit ;

1. L'emplacement optimal pour maximiser le transfert de chaleur se situe en haut de la paroi

chaude.
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2. L'augmentation de la fréquence de la perturbation conduit & une augmentation de
I'amplitude du transfert de chaleur instantané pour la paroi chaude, tandis que le transfert

de chaleur diminue vers zéro pour la paroi froide.

3. Les augmentations maximales du transfert de chaleur moyen sont observees pour deux
fréquences : la fréquence fondamentale des ondes de gravité internes, préalablement
identifiée dans la littérature, et une fréquence trés basse qui entraine une augmentation

plus importante du transfert de chaleur.

4. Ces augmentations du transfert de chaleur sont provoquées par la présence persistante
d'une région de surtempérature sous la paroi supérieure, ce qui amplifie les transferts de
chaleur a la partie supérieure de la paroi froide et modifie significativement les transferts

de chaleur a la partie supérieure de la paroi chaude.

De plus, en raison de la nature temporelle de la perturbation thermique, I'écoulement présente
une évolution temporelle. Une analyse détaillée des fréquences émergentes et des fluctuations de

température a révelé ce qui suit :

1. La perturbation génére des ondes se déplacant avec I'écoulement principal, observées

dans la couche limite froide et pres de la paroi inférieure.

2. Une analyse spectrale a montré que pour la perturbation a la fréquence des ondes de
gravité internes, seules la fréquence fondamentale de ces ondes et les harmoniques
correspondantes sont détectées dans I'écoulement. Cependant, pour la fréquence trés
basse, des ondes de Tollmien-Schlichting sont également détectées en plus des ondes de

gravité, ce qui indique un régime d'écoulement instationnaire.

Ces résultats démontrent que l'utilisation d'une perturbation de faible amplitude correctement
positionnée, qui ne nécessite qu'une modification locale de la cavité, peut améliorer le transfert
de chaleur global. De plus, I'oscillation a trés basse fréquence peut engendrer un comportement
instationnaire complexe de I'écoulement. Des études futures pourraient explorer l'influence de
telles perturbations sur des cavités avec d'autres rapports d'aspect et en modifiant le nombre de

Prandtl du fluide de travail.

18



Chapitre 1 Revue Bibliographique

Figure.1.7 : Champ de température moyenne dans le temps pour le cas de référence et pour les deux
fréquences de transfert de chaleur maximal, A0=0.1 ; la zone de perturbation est affichée (en haut a

gauche de la cavite) [51].

La convection naturelle oscillatoire entre deux cylindres concentriques est étudiée
numériquement par Oudina et al. [52]. L'effet du nombre de Prandtl sur les caractéristiques de
I'écoulement et du transfert de chaleur, en tenant compte des effets du champ magnétique, est
étudié. Pour différentes valeurs de parameétres physiques, les nombres de Rayleigh critiques sont
déterminés. Pour le terme de la flottabilité, I'approximation de Boussinesq est utilisée, et les
solutions numérigques sont obtenues a l'aide de la méthode des volumes finis. Pour ce type de
nombre de Prandtl, les caractéristiques de I'écoulement et du transfert de chaleur sont uniques et
indépendantes du nombre de Prandtl. Le diagramme de stabilité (RaCr-Pr) met en évidence la
dépendance de Racr en fonction des nombres de Prandtl et de différents nombres de Hartmann.
L'importance de cette modélisation réside dans son application pratique pour stabiliser ou

affaiblir les effets convectifs dans la conception de systéemes magnétiques.
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Figure 1.8 : Diagramme de stabilité RaCr-Pr pour différentes valeurs de Ha [52].

La Figure 1.8 présente I'évolution du nombre de Rayleigh critique en fonction du nombre de
Hartmann. Une augmentation du nombre de Hartmann entraine une augmentation du nombre de

Rayleigh critique pour les valeurs du nombre de Prandtl.

Une modélisation numérique de la convection naturelle sous l'influence d'un champ
magnétique axial (Bz) ou radial (Br) dans une configuration cylindrique remplie d'un fluide
conducteur électriquement de faible nombre de Prandtl est étudiée [53]. La méthode des volumes
finis est utilisée pour discrétiser les équations de continuité, de Navier-Stokes et d'énergie. Un
programme informatique basé sur l'algorithme SIMPLER est développé. Les champs
d'écoulement et de température sont représentés respectivement par la fonction de courant et les
isothermes. Des diagrammes de stabilité sont établis en fonction des résultats numériques de
cette étude. Ces diagrammes mettent en évidence la dépendance du nombre de Grashof critique,
Grcer, avec l'augmentation du nombre de Hartmann, Ha. La stabilisation la plus forte des
écoulements convectifs se produit lorsque le champ magnétique est appliqué dans la direction
radiale. Cette étude confirme la possibilité de stabiliser I'écoulement d'un métal liquide par

convection naturelle par I'application d'un champ magnétique radial.
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Figure 1.8 : L'effet du rapport d'aspect g sur le nombre de Grashof critique Grer a Ha=30. Les lignes
de courant sans dimension c et les isothermes sans dimension Y sont montrées & I'intérieur de la figure
[53].

1.3 Instabilité de la convection dans une enceinte cubique (3d)

La convection naturelle transitoire dans des cavités cubiques, rectangulaires ou
cylindriques a attiré de nombreux chercheurs en raison de ses implications dans un large éventail
d'applications technologiques et de sa simplicité géométrique. Le probleme de la convection
naturelle a été étudié analytiqguement par Batchelor [54].Depuis lors, une grande attention a été
portée a la convection naturelle dans les cavités. Les caractéristiques transitoires de la convection
naturelle dans une cavité carrée avec des parois latérales chauffées différentiellement ont été
analysées expérimentalement et numeriquement par Patterson et Armfield [55].Plusieurs
caractéristiques ont été identifiées telles que la présence d'instabilité des ondes progressives,
I'existence d'une divergence d'écoulement rapide dans la région de I'écoulement des intrusions et

la présence d'oscillations a I'échelle de la cavite.

H. Jian et al. [56] utilise la méthode de Boltzmann sur réseau linéarisée (LLBM) pour
effectuer une analyse de stabilité modale linéaire de la convection thermique. Elle se concentre

sur le début de la convection de Rayleigh-Bénard dans des cavités rectangulaires et l'instabilité
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de la convection naturelle bidimensionnelle (2D) et tridimensionnelle (3D) dans les cavités. La
méthode de linéarisation de la fonction de distribution de probabilité d'équilibre locale est
étendue pour résoudre les équations de Navier-Stokes linéaires et I'équation d'énergie linéaire.
Une analyse multi-échelle est réalisée pour obtenir les équations de Navier-Stokes linéaires
macroscopiques a partir des équations de Boltzmann discretes. La méthode LLBM est validée en
comparant les résultats avec une méthode spectrale. L'instabilité de I'écoulement est expliquée
par une analyse de transfert d'énergie cinétique. L'étude montre que les mécanismes de

flottabilité et inertiel influencent la stabilité de la convection en fonction du nombre de Prandtl.

Les études en 2D des écoulements dans des cavités chauffées de maniere différentielle
remplies d'air, ainsi que la stabilité de ces écoulements en 2D par rapport aux perturbations
périodiques en 3D a été réalisée par Xin et al. [57]. Les méthodes numeériques utilisées
comprennent le code a pas de temps utilisant la méthode de collocation spectrale de Chebyshev
et la méthode directe d'Uzawa pour le couplage vitesse-pression. Différentes techniques
d'analyse ont été employées, telles que l'itération de Newton, la méthode d'Arnoldi et la méthode

de continuation.

Les cavités étudiées avaient des rapports d'aspect compris entre 1 et 7. Les résultats
montrent que seul un rapport d'aspect de 7 présente une instabilité stationnaire en 3D, a des
nombres de Rayleigh légerement supérieurs a ceux de I'écoulement en 2D dépendant du temps.
Pour les autres rapports d'aspect, I'instabilité en 3D se produit toujours avant I'écoulement en 2D
dépendant du temps. Les modes instables en 3D sont stationnaires et antisymétriques par rapport

au centre.

Les simulations non linéaires en 3D révelent que les bifurcations en fourche
correspondantes sont supercritiques et que l'instabilité en 3D conduit uniqguement a un faible
écoulement dans la troisiéme direction. Des simulations supplémentaires en 3D sont réalisées a
des nombres de Rayleigh plus élevés afin d'étudier les effets du faible mouvement du fluide en

3D sur le début de I'écoulement dépendant du temps.

Les résultats indiquent que les structures d'écoulement en 3D sont responsables du début
de I'écoulement dépendant du temps pour les rapports d'aspect 1, 2 et 3, tandis que pour les
rapports d'aspect plus élevés, elles n'alterent pas le scénario de transition observé dans les cas en

2D. De plus, les couches limites verticales deviennent instables aux ondes de déplacement.
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Xu et. Al. [13] ont visualisé les étapes de transition de la convection naturelle transitoire
dans une cavité a chauffage latéral. Ils ont fourni une évolution détaillée de I'écoulement de coin
dans la phase de développement de I'entrainement, et ils ont discuté du mécanisme de formation

de la structure a double couche dans la phase quasi-stationnaire.

Sheu et Lin [58] ont mené une enquéte numérique pour le probléme de convection
naturelle dans une cavité cubique sur une large gamme de nombres de Rayleigh par le
diagramme de bifurcation simulé, le cycle limite, le spectre de puissance et le portrait de phase.
Les résultats ont indiqué que pour une augmentation successive du nombre de Rayleigh, le flux
prédit passe de la solution laminaire stable et symétrique a I'état asymétrique (bifurcation en
fourche), puis a la bifurcation de Hopf supercritique. Au fur et a mesure que le nombre de
Rayleigh augmente encore, I'écoulement entrainé par la flottabilité étudié est devenu de plus en
plus déstabilisé par une bifurcation quasi-périodique, puis par deux bifurcations prédites a
doublement de fréquence. Puis une fréquence ultra-harmonique supplémentaire a montré sa

présence avant le chaos.

Pour un nombre de Rayleigh variant entre 10° et 2x10’, des solutions numériques sont
obtenues [59] pour la convection naturelle de I'air en régimes périodiques, quasi-périodiques et
chaotiques dans une cavité carrée avec un sommet et un fond adiabatiques, et des parois

d'extrémité non uniformément chauffées.

Figure 1.7 : S : régime stationnaire, P : régime périodique, QP2 : régime quasi-périodique a deux
fréquences incommensurables. QP3 : régime quasi-périodique a trois fréquences incommensurables, NP
: régime non périodique. [59]

Une étude numérique systématique de la convection naturelle tridimensionnelle de l'air
dans une cavité cubique a chauffage différentiel avec un nombre de Rayleigh (Ra) jusqu'a 10°
est réalisée [60] utilisant le schéma gaz-cinétique unifié discret couplé récemment développé.
Les résultats de cette étude montre que des couches limites de température et de vitesse sont
développées adjacentes aux parois isothermes et deviennent plus minces a mesure que Ra
augmente, alors qu'aucune couche limite apparente n'apparait pres des parois adiabatiques. Les
tunnels d'écoulement se développent pres du centre des parois isothermes et qu'ils se déplacent

vers les coins de la cavité dans le joint des parois isothermes et adiabatiques a mesure que Ra
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augmente, tandis que I'écoulement évolue de I'état stable a I'état dépendant du temps. Lorsque Ra

approche de 10°, les mouvements d'écoulement deviennent complétement turbulents.

Figure 1.8 : Les isothermes sur les plans de symétrie pour 103 < Ra < 10°. [60]

Un ensemble de simulations numériques directes pour I'écoulement de convection naturelle
dans une cavité cubique chauffée différentiellement est effectué [61], dans le but d'améliorer la
compréhension de la transition d'écoulement a l'intérieur de la couche limite verticale adjacente
aux parois isothermes et son influence sur le taux de transfert de chaleur. La gamme de nombres
de Rayleigh considérée (Ra = 1.5x10° aRa = 1.0 x 101) prolonge celles étudiées dans la
littérature [58]. Pour spécifier I'emplacement de la transition, plusieurs statistiques sont
mesurées. Des comportements différents discernables de [I'écoulement en amont et de
I'écoulement en aval sont observés dans les traces temporelles de la température et de la vitesse.
Alors que la température et la vitesse restent essentiellement constantes en amont, des
fluctuations sont observées en aval. Les spectres des traces temporelles de vitesse montrent
également que les fluctuations de vitesse se sont propagées a des fréquences élevées dans la
région du flux descendant. L'amont a l'intérieur de la couche limite reste laminaire jusqu'a un
emplacement de transition, et les tourbillons commencent a s'éjecter en aval en produisant des

écoulements quasi-périodiques ou turbulents.
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La transition de la convection de flottabilité stationnaire a la convection oscillatoire de l'air
dans une boite cubique chauffée latéralement a été étudiée numériquement par Gelfgat [62], par
une intégration temporelle simple des équations de Boussinesq a l'aide d'une série de grilles de
volumes finis graduellement raffinées. Les limites de cube horizontales et dans le sens de
I'envergure sont supposées étre soit parfaitement conductrices thermiquement, soit parfaitement
isolées thermiquement, ce qui donne quatre ensembles différents de conditions aux limites
thermiques. Les nombres critiques de Grashof sont obtenus par interpolation des taux de
croissance/décroissance extraits numériqguement de I'amplitude d'oscillation a zéro. Les régimes
d'écoulement légérement supercritiques sont décrits par des écoulements moyennés dans le
temps, des instantanés et une distribution spatiale de I'amplitude d'oscillation. Les similitudes et
dissemblances possibles avec les instabilités bidimensionnelles dans les cavités carrées chauffées
latéralement sont discutées. La rupture des symétries et le caractere sous ou supercritique des
bifurcations sont examinés. Trois transitions consécutives du régime stationnaire au régime
oscillatoire, du régime oscillatoire au régime stationnaire, et enfin a I'écoulement oscillatoire, se

retrouvent dans le cas de frontieres horizontales et d'envergure parfaitement isolées.

La transition du laminaire au turbulente a été étudiée expérimentalement pour une cavité a
chauffage différentiel de rapport d'aspect trois [63].L'étude a €té réalisée a l'aide de techniques
non intrusives, a savoir l'interférometre Mach Zehnder et la technique de visualisation basée sur
la fumée. Grace a des mesures de température en temps réel a l'intérieur de la cavité, les
instabilités de I'écoulement ont été clairement identifiées. Une attention primordiale a été
accordée a la compréhension du champ convectif aux quatre coins de la cavité ou I'écoulement
devrait d'abord devenir périodique. Pour les expériences réalisées pour une différence de
température de 10°C entre les parois thermiquement actives, I'écoulement était dans la région de
transition et les oscillations a deux fréquences ont été observées. Prés des parois thermiquement
actives, le fluide oscille principalement avec une seule fréquence tandis que I'amplitude
correspondant a l'autre fréquence est assez faible. La dominance de cette instabilité dans la
couche limite indique I'existence de l'instabilité bien connue de Tollmien-Schlichting. Il est
important de noter que ce type d'instabilité est couramment observé dans les couches limites
pour diverses configurations d'écoulement. Par contre, la deuxieme instabilité est présente loin
de la couche limite et correspond au saut hydraulique, qui est provoqué par I'écoulement frappant
la paroi horizontale de la cavité. Le fluide qui se déplace verticalement le long des parois
thermiquement actives heurte la paroi horizontale et provoque cette instabilité. De plus, il est

conclu que lorsqu'il y a inclusion de plus de fréquences dans le flux en raison de l'augmentation
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du nombre de Rayleigh, les instabilités provoguent une augmentation soudaine du transfert de

chaleur sur les parois thermiquement actives.

Une étude numérique de la transition de la convection naturelle d’un écoulement
permanent a un régime oscillatoire de fluides a faible nombre de Prandtl a l'intérieur de la
configuration de Bridgman 3D a été réalisée par A. Atia et al.[64].Les équations
tridimensionnelles de Navier-Stokes et d'énergie, avec I'approximation de Boussinesq, ont été
discrétisées au moyen d'une procédure de volumes finis qui emploie un schéma de différence
centrées précis du second ordre pour traiter les flux diffusifs et convectifs. En convection
naturelle, la force de flottabilité ne fait que conduire le flux et son intensité peut avoir un effet
néfaste sur la croissance des cristaux, comme la strie. Naturellement, I'écoulement en régime
permanent est obtenu pour un faible nombre de Rayleigh et montre une grande dépendance entre
le nombre de Rayleigh, la structure de I'écoulement et le taux de transfert de chaleur. Une faible
augmentation du nombre de Rayleigh nous guide pour déterminer le point critique auquel le flux
3D est devenu oscillatoire. Ce régime se manifeste par un signal sinusoidal dans le temps et

développé a chaque période de temps.

L'objectif principal des nouveaux travaux en cours est d'améliorer notre compréhension de
la transition d'un écoulement laminaire & un écoulement turbulent a I'intérieur de la couche limite
verticale dans une cavité cubique a chauffage différentiel avec des parois horizontales et latérales
adiabatiques. Ces derniéres années, la méthode cinétique (ou méthode CFD mésoscopique basée
sur le modéle de I'équation de Boltzmann) s'est développée et est devenue un outil fiable pour les

simulations d'écoulements thermiques [65].

Le mouvement convectif dans une cavité carrée tridimensionnelle et bidimensionnelle
entrainée par un gradient de température est analysé par S. Bawazeer et al. [66] .La cavité est
remplie d'un fluide a faible nombre de Prandtl (Pr), typique des métaux liquides. Les parois
verticales ont des températures constantes mais différentes, tandis que les parois horizontales
sont adiabatiques. Un faible nombre de Prandtl présente une forte non-linéarité, ou le terme
d'advection domine le terme de diffusion dans les équations de quantité de mouvement. Par
conséquent, une approche Multi Relaxation Time, Lattice Boltzmann modifié (MRTLBM) est
utilisée pour surmonter la stabilité des solutions numériques. De plus, en utilisant la méthode
mentionnée, une large gamme de nombres de Prandtl, Pr, (0,01 a 0,5) et une large gamme de
nombres de Rayleigh, Ra, (10* a 108) sont étudiées. 1l a été constaté que le champ d'écoulement

présent des oscillations périodiques aux nombres critiques de Rayleigh, qui dépend du nombre
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de Prandtl. Le flux périodique devient apériodique lorsque le nombre de Prandtl diminue et/ou le
nombre de Rayleigh diminue. En outre, le nombre moyen de Nusselt est présenté et corrélé pour

la plage étudiée des parameétres de contrdle.

L'écoulement tridimensionnel de convection naturelle dans une cavité cubique remplie
d'air et chauffée de maniére différentielle a été étudié par. Xin Wen et al. [67]La paroi verticale
de gauche est chauffée et la paroi verticale de droite est refroidie, les quatre parois restantes étant
adiabatiques. Des simulations numériques directes de I'écoulement de convection naturelle ont
été effectuées a l'aide d'un schéma cinétique de gaz unifié discret (DUGKS), avec une
implémentation améliorée des conditions aux limites. De fines couches limites se développent le
long des deux parois isothermes. La transition d'écoulement laminaire & un écoulement turbulent
a l'intérieur des couches limites est étudiée dans cet article. Les simulations sont conduites a trois
nombres de Rayleigh de 1.5x10° 1.0x10%, 1.0x10'! en utilisant des grilles non uniformes avec
une résolution allant jusqu'a 320°.Le nombre de Prandtl est fixé a 0.71.Une analyse détaillée de
la transition de I'écoulement laminaire & I'écoulement turbulent a I'intérieur des couches limites
verticales et de son influence sur le taux de transfert de chaleur est fournie. Des traces
temporelles de température et de vitesse, un champ d'écoulement moyenné dans le temps, des
statistiques de champs de fluctuation sont présentés pour illustrer des comportements distincts
dans la couche limite thermique laminaire et turbulente, ainsi que pour déterminer I'emplacement
de la transition a différents nombres de Ra. Les nombres de Nusselt moyens pour différents
nombres de Ra sont compilés et comparés aux résultats précédents. Une ligne directrice de
I'exigence de résolution est suggérée sur la base de I'échelle Ra de la couche limite thermique

laminaire.

Figure 1.9 : Champ de température moyenné dans le temps pour: (a) Ra = 1.5x10%(b) Ra = 1.0
x10°[67]
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1.4 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une revue bibliographique relative a 1’étude de la
stabilité de la dynamique et du transfert thermique d’un écoulement de convection naturelle en
cavité différentiellement chauffée en bidimensionnel et en tridimensionnel. La diversité des
études concernant ce sujet est une preuve de son intérét pratique et de la complexité des
phénomenes de transfert mis en jeu. Nous avons exposé quelques résultats expérimentaux et

numériques émanant de la littérature qui ont abordé ce theme de recherche.
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Chapitre 2
MODELISATION
MATHEMATIQUE

2.1 Introduction

D'une maniere générale, la formulation mathématique d'un tel probleme s'obtient en
écrivant les théoremes généraux de la mécanique des fluides et de la thermodynamique. Ces
théoremes traduisent la conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de I'énergie au
sein du fluide. Dans ce chapitre, nous allons établir les équations qui nous permettrons de
modéliser le probleme de convection naturelle dans une cavité symétriqguement chauffée dans
deux cas : bidimensionnelle et tridimensionnelle, en se servant de la formulation intégrale des

lois de conservation et en introduisant des hypotheéses simplificatrices qui seront justifiees.

2.2 Description du probleme et formulation mathématique

2.2.1 Définition du probleme

Le modele physique considére est schématise en deux configuration (2D et 3D) sur les
figures 2.1 et 2.2 respectivement. Pour le cas bidimensionnel, il s’agit d’une cavité carrée avec
une longueur de paroi latérale L dont la paroi supérieure est adiabatique, tandis que les parois
latérales sont maintenues a une température constante (Tr). Deux parties chauffées de longueur
égale a un quatriéme de celle de la cavité L ayant une température constante (T¢) est placées,
symétriquement en trois positions : en bas des parois verticales pour la 1% configuration, et au
centre des parois verticales pour le 2™cas et en haut pour la derniére configuration. Une partie
chaude de longueur égale a la moitié de celle de la cavité L est placée au centre de la paroi
inférieure.

Pour le cas tridimensionnel, nous considérons un fluide dans une cavité chauffée de

maniere différentielle ou les parties chauffées (sous forme des bandes) sont maintenues a la
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température T tandis que les parties froides sont maintenues a la température Ts (Figure. 2. 1).
Le fluide est supposé newtonien (air) avec des propriétés physiques constantes, a I’exception de
la masse volumique dans le terme de flottabilité qui est régie par I’approximation de Oberbeck-
Boussinesq et dépend linéairement de la température, p=po (1 — B (T — To)) ou 3 est le coefficient
de dilatation thermique, To est une température de référence et po est la masse volumique de

référence qui correspond a To.

Figure 2.1 : Configuration géométrique bidimensionnelle

du probléme étudié
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Figure 2.2 : Configuration géométrique tridimensionnelle
du probléme étudié

2.2.2 Hypotheses simplificatrices

Pour étudier les phénomenes de convection naturelle, nous avons pris en considération les

hypothéses simplificatrices suivantes :

1)

2)
3)

4)

L’écoulement est laminaire, incompressible, bidimensionnel (en 1¢ cas) et
tridimensionnel pour le 2™ cas et en régime transitoire.

Le fluide (air) est newtonien.

Les propriétés du fluide sont supposées constantes a l'exclusion de la densité dans
laquelle les forces de flottabilité ne sont pas négligées et suivent I'approximation de
Boussinesq.

En général, lorsque le mécanisme de convection naturelle est pris en compte, le
rayonnement peut avoir des effets considérables. Cependant, dans certains cas, ces effets
peuvent étre négligés (basses températures impliquées et/ou limites avec une tres faible
émissivité ou lorsque le fluide utilisé est suppose étre parfaitement transparent au

rayonnement) [16-18].
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2.2.3 Formulation mathématique

L’écoulement d’un fluide est gouverné par les principes dits de conservation. Ces principes
de conservation traduisent les bilans des quantités physiques pertinentes du probléme considéré a
savoir la quantit¢ de mouvement, 1’énergie et la masse. Pour un fluide newtonien, ces bilans
conduisent aux équations de Navier-Stokes qui sont des équations aux dérivées partielles et non-
linéaires. Dans le cas des écoulements chauffés, les équations deviennent couplées et
n’admettent de solutions analytiques exactes que dans des cas trés simplifiés ; le recours aux
méthodes numériques s’aveére alors inéluctable. Nous allons présenter dans ce chapitre les
équations du mouvement en coordonnées cartésiennes, dans les deux cas : bidimensionnel et
tridimensionnel, leur version adimensionnelle. En adoptant les hypothéses simplificatrices
précédentes, les équations de conservation qui régissent cet écoulement en convection naturelle
s’écrivent :

2.2.3.1 Equation de conservation de la masse

Cette loi traduit le fait qu'il n'y a ni création, ni disparition de matiere dans un domaine
fluide au cours de son mouvement. La masse du fluide extraite ou injectée dans un volume
élémentaire est équivalente a la somme de la variation de masse du fluide pendant une période de

temps élémentaire et des flux de masse qui traversent la surface de ce volume. Elle est définie

par :
@ﬁ.(pa):o (2.1)
ot
op ==
Ou encore x +pV.u=0 (2.2)
Ce qui donne, en utilisant I’hypothése d’incompressibilité :
V.u=0 (2.3)
Donc, I’équation de conservation de la masse est donnée par
En2D: 8_u+@=0 (2.4)
oX oy
En3D: M N W, (2.5)
oX oy oz
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2.2.3.2 Equations de la quantité de mouvement

C'est la deuxieme loi de Newton, encore appelée principe fondamental de la dynamique;
son énoncé est le suivant: dans un référentiel galiléen, la dérivée particulaire de la quantité de
mouvement du fluide contenu dans D est égale a la somme de toutes les forces extérieures

appliquées sur D:
d, - - -
EJD.deVZ.!pf dv+£TdZ (2.6)
Les équations de quantité de mouvement s'écrivent :

58_‘:+am=_l€p+vAa_g(T_To)g @.7)
p

e Equation de la quantité de mouvement suivant X :

2 2
En2D: CLIPTL IRV N X B (2.8)
ot OX oy p OX oX® oy

2 2 2
En3D: a_u+ua_u+va_u+wa_u=_1@+v 0 l:+a l:+al: (2.9)
ot oXx oy 0z pox ox® oy® oz
e [Equation de la quantité de mouvement suivanty :
2 2
En2D: Ny NN L [OV OV g B(T-T,) (2.10)
ot ox oy poy \oxt oy
2 2 2
En3D: @+UQ+V@+W@=—E@+V 6_\2/+6_\2/+8_\2/ +9,B(T-T;) (2.11)
oXx oy o0z poy ox* oy’ oz Y
e Equation de la quantité de mouvement suivant z :
2 2 2
En3D: @+u@+v@+wﬁz—1@+v 8v;/+av2/+av;/ (2.12)
ot OX oy 0z p oz ox® oy° oz

2.2.3.3 Equation d'énergie

L'équation de transport de I'énergie est obtenue par I'application du premier principe de la
thermodynamique. Cette équation, dans laquelle les termes de dissipations visqueuses sont

négligés, s’écrit comme suit :
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%mﬁ:LAT (2.13)

P,

Ou A est la conductivité thermique et ¢, est la capacité calorifique.

2 2
En2D: ﬂ+uﬂ+vﬂ:oc g+g (2.14)
a ax oy M oy
2 2 2
En3D: LT LI VLIPS oL i (2.15)
ot OX oy oz ox® oy° oz

2.2.4 Conditions initiales et aux limites

Le modéle mathématique doit étre complété par des conditions initiales et des conditions
aux limites. Les conditions aux limites sont les conditions appliquées au niveau des frontieres du
domaine d’écoulement. Ces deux types de conditions doivent étre bien pris en compte pour
pouvoir déterminer la valeur des constantes apparaissant lors de 1’intégration des équations aux

dériveées partielles.
2.2.4.1 Les conditions initiales

Les conditions initiales permettent de définir I’état du systéme physique a I’instant initial
t, et donc de pouvoir suivre sa trajectoire d’évolution au cours du temps. En fait, on dit
conditions initiales par abus de langage, mais, en vérité, il suffit de connaitre I’état du systeme a
un instant donné quelconque pour pouvoir suivre 1’évolution du systéme. Dans notre cas, les

conditions initiales portent sur la vitesse et la température et sont données par
En2D: At,=0:u=v=0;T=0 (2.16)
En3D: At,=0:u=v=w=0,T=0 (2.17)
2.2.4.2 Les conditions aux limites
Dans le cas de cette étude, on distingue les conditions aux limites portant sur la vitesse et
sur la température.
e Condition sur la vitesse :

Sur les frontiéres du domaine, la condition d’adhérence du fluide aux parois est imposée

pour la vitesse, soit :

En2D:A t)0:u(x,0)=u(x,L)=u(0,y)=u(L,y)=0; (2.18)
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v(x,0)=v(x,L)=v(0,y)=v(L,y)=0; (2.19)
En3D:At0:u(x,y,0)=u(x,y,L)=u(x,0,z)=u(x,L,z)=u(0,y,z)=u(L,y,z)=0 (2.20)
v(x,y,0)=v(x,y,L)=Vv(x,0,z)=v(x,L,z)=v(0,y,z)=Vv(L,y,z)=0 ; (2.21)

w(x,y,0)=w(x,y,L)=w(x,0,z)=w(x,L,z)=w(0,y,z)=w(L,y,z)=0;  (2.22)

e Conditions sur la température :

On en distingue deux types : les conditions de parois isothermes dans le cas de la cavité

tridimensionnelle, soit

En2D:
Dans les parties chauffées:  T(x,0)=T(0,y)=T(L,y)=T, (2.23)
Dans les parties froides: T(x,0)=T(0,y)=T(Ly)=T; ; (2.24)
En 3D:
Dans les parties chauffées: T(x,0,z)=T(0,y,z)=T(L,y,z)=T, (2.25)
Dans les parties froides: ~ T(x,0,2)=T(0,y,z)=T(L,y,z)=T, (2.26)

et les conditions de Neumann pour la paroi adiabatique supérieure, ou un gradient de

température nul est imposé, soit

—_—

V.In=0 (2.27)

Ou 7 et le vecteur normal a la paroi considérée.

En2D: Ty (2.28)
Y

En3D: LIy (2.29)
Y

2.3 Formulation adimensionnelle

Les équations de la mécanique des fluides et de la thermique comportent en général de trés
nombreux parametres physiques. La mise sous forme adimensionnelle de ces équations, obtenue
en choisissant des échelles de référence appropriées et en réalisant des groupements sans
dimension des paramétres physiques, est une étape trés importante de la modélisation d'un

probleme physique:
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e d'un point de vue théorique, elle permet de définir et de décrire des classes d'écoulements
que I'on dira "dynamiquement similaires™; c'est pour cela que I'analyse dimensionnelle des
équations porte le nom de similitude;

e d'un point de vue expérimental ou technologique, I'analyse adimensionnelle est a la base
des essais sur modeles réduits;

e d'un point de vue mathématique, la mise sous forme adimensionnelle est sans conséquence
sur la nature des solutions obtenues et il est possible de remonter sans peine aux solutions
des équations dimensionnelles de départ;

e d'un point de vue numerique, le choix d'échelles de référence prenant en compte la nature

de I'écoulement permettra une économie de temps de calcul non négligeable.

Pour donner une formulation générale au probleme étudié, on introduit dans les équations

de conservation (2.4) — (2.15), les variables adimensionnelles suivantes :

2 _
@ o po . (2.30)
T.-T.)LPr
r=a—2t,Pr=3,Ra=gB( : 2f)
L a L

2.3.1 Equations de conservation

Aprés adimensionalisation, les équations de conservation de masse, de quantité de

mouvement, d'énergie et de concentration peuvent s'écrire :

a). Equation de continuité

En2D: @+Q:O (2.31)
oX oY
En3D: 8—U+8—V+8ﬂ=0 (2.32)
oX oY oZ
b). Equation de quantité de mouvement suivant x
2 2
En2D: 8—U+U6—U+V8—U:—6—P+Pr ag+a—g (2.33)
ot oX aY  oX oX® oY
2 2 2
En3D: a—U+U6—U+V6—U+Wa—u=—6—P+Pr ag+ag+6g (2.34)
ot oX oY oL oX oX® oY® oz

36



Chapitre 2 Modélisation Mathématique

¢). Equation de quantité de mouvement suivant y

En2D:

oX*  oY?

ov oV oV P o’V oV
—+U—+V—=—+FPFr +
ot oX oY oY

J+ Pr.Ra.0 (2.35)

En3aD: —+U—+V—+W—=——+Pr e
oX* oY® oZ

ov ov ., oV ov oP o’V o’V oV
ot oX oY oZ oY

j+ Pr.Ra.0 (2.36)

d). Equation de quantité de mouvement suivant z

2 2 2
En3D: aW+U8W+V6W+W6W:—a—PJrPr 6VY+8V1/+6V;/ (2.37)
ot oX oY oZ oz oxX® oY° oz
e). Equation d'énergie
2 2
En2D: @+U@+V@: 892+892 (2.38)
ot oX oY (oX° oY
2 2 2
En3D: @+U@+V@+W@: 662+662+8€2) (2.39)
ot oX oY oZ (oX° oY* oZ

2.3.2 Nombres adimensionnels caractérisant le probléme

La mise sous forme adimensionnée des équations de conservation fait apparaitre des

nombres sans dimensions caractéristiques du probléeme. Ces parameétres sont :

a). Nombre de Rayleigh

C’est le parametre qui caractérise la vigueur des écoulements de convection naturelle pour

une longueur de référence Lyres :

_gBATL, Pr

Ra, ——— avec :AT=T T, (2.39)

réf
L

que I’on peut voir comme le rapport des effets favorisant la convection (la flottabilité po g S
(Te-Ty) =g (po-p), sur les effets s’y opposant, la diffusion thermique (qui casse les gradients de

température), et la viscosité (qui s’oppose a I’écoulement du fluide).
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b). Le nombre de Nusselt

C’est un nombre adimensionnel utilise dans les opeérations de transfert thermique. Il
représente le rapport entre le transfert thermique convectif et le transfert thermique conductif a
travers une interface (souvent fluide/solide). Si la conduction est le principal mode de transfert,
alors le nombre de Nusselt sera de I'ordre de I'unité. En cas de présence de convection (due par
exemple au déplacement d'un fluide en régime turbulent), le transfert thermique s'effectuera
principalement par déplacement du fluide et aura pour conséquence de faire tendre le nombre de

Nusselt vers 1’ifini.

On le définit de la maniére suivante :

NUL — ¢convectif — hAT = & (240)

“ ¢conductif _ k (aTj k
GX paroi

Ce nombre peut également étre interprété comme la pente a I’origine de la température

suivant I’axe normal a la paroi.

c). Nombre de Prandtl
C’est le nombre qui caractérise le fluide :

L

Pr= (2.41)
o

qui tient uniquement compte des propriétés du fluide. Ce rapport compare la diffusion de la
guantité de mouvement, via sa viscosité, a sa capacité a diffuser la chaleur via sa diffusivité
thermique. Dans le cas de I’air, par exemple, avec un Prandtl de 0.71, les effets de la diffusion

thermique et de la viscosité sont du méme ordre.

d). Lesrapports de forme Vertical, horizontal et transversal de la cavité :

H D H
AV:E' AHzr, AT=5 (2.42)

qui donnent les caractéristiques géométriques sur 1’aspect de la cavité.

2.3.3 Conditions initiales et aux limites

Les conditions initiales et aux limites (2.16 a 2.29) aprés adimensionnalisation s'écrivent alors :
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a). Les conditions initiales

En2D: At, =

0
En3D: At,=0:U=V=W=0,T=0
b). Les conditions aux limites

Les conditions sur la vitesse

En2D:At>o0: U(X,0)=U(X,L)zU(O,Y)zU(L,Y) 0
V(X,0)=V(X,L)=V(O,Y)=V(L,Y)=O :
En3D:At>o0:

U(0,Y,Z)=U(L,Y,Z)=U(X,0,

I
C
X
o

N

I
c
X
-

N

I
C
X
<

=2

I
C
X
<

Lz

I
o

V(0,Y,2)=V(L,Y,Z)=V(X,0,Z)=V(X,L,Z)=V(X,Y,0)=V(X,Y,L)=0

Dans les parties chauffées:  6(X,0)=6(0,Y)=6(L,Y)=1
Dans les parties froides: 6(X,0)=6(0,Y)=6(L,Y)=0

En 3D:

Dans les parties chauffées: 6(X,0,Z2)=6(0,Y,Z)=6(L,Y,Z)=1

Dans les parties froides:  6(X,0,Z)=6(0,Y,Z)=6(L,Y,Z)=0

Les conditions de Neumann adimensionnées pour la paroi adiabatique supérieure :

En 2D : @ =0
oY Y=L

En3D: @ =0
oY Y=L

2.3.4 Transfert de chaleur et de masse

(2.43)
(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

Le long de la partie chauffée des parois latérales, le taux de transfert de chaleur local

calculé est obtenu a partir du bilan thermique qui fournit une formulation du nombre de Nusselt

local comme suit ;
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Nuh(x):@ ,EsXsﬁ (2.55)
Yly, 4 4
— 1 %00 : :
Nu, (Y)=— | — dY, (le long de la partie chauffée) (2.56)
L/4y oX
1 X=0,X=L
Le nombre moyen de Nusselt Nuy sur les parties chauffées est calculé par :
3L/4
N_uh(x)zi B ax
L/2 5, 0Y|,, (2.57)
— 1 % 00 : .
Nu, (Y)=— | —— dY, (le long de la partie chauffée) (2.58)
L/4g oX oL

2.4 Conclusion

Le présent chapitre porte sur la modélisation mathématique des équations qui régissant le
phénoméne de la convection naturelle a l’intérieur d’une cavité bidimensionnelle en 1°
configuration puis en 3D. Ce phénomeéne est régi par les équations de conservation de la masse,
de la quantit¢ de mouvement et de I’énergie. L’écoulement convectif est controlé par des
parametres gouvernants tels que le nombre de Rayleigh et de Prandtl, qui sont déduits a partir de
I’adimensionnalisation des équations gouvernantes. Les conditions aux limites choisies sont
basées sur quatre parametres qui sont la température, les composants de la vitesse. Ces trois
parametres sont liés par les équations gouvernantes. Nous avons aussi exprimé les nombres de

Nusselt local et moyenne, afin de caractériser les transferts de chaleur.
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3.1 Introduction

Les phénoménes physiques résultant des modes de transfert de chaleur sont de nature
complexe en raison du caractere fortement non linéaire des problemes rencontres. Pour traite ce
genre de problémes, plusieurs voies et approches (expérimentales, analytiques et numériques)
sont possibles. La voie expérimentale demeure de loin la plus couteuse en temps et en cout. De
plus, les solutions analytiques des équations ne sont possibles que pour des cas particuliers. C’est
pour quoi on a souvent recours a des approches numeriques basées sur les différences finies, les

¢léments finis, les volumes finis, les méthodes spectrales ...etc.

En raison de sa fiabilite, quant au phénoméne de convection, la méthode des volumes finis,
décrite par Patankar [16], est adoptée afin de discrétiser les équations générales de conservation
pour les deux cas bidimensionnelle et tridimensionnelle, tout en utilisant le schéma de la loi de
puissance (Power Law) pour le deuxiéme cas et pour le cas bidimensionnel le schéma des
différences centrées est utilisé pour discrétiser les dérivées des différentes termes. Cette méthode
consiste a diviser le domaine d’étude en un certain nombre de volumes de contrdle, sur lesquels
notre systéme d’équations est intégré. Dans chaque volume, on considéere un point situé en son
centre. La variable dépendante considérée est calculée en ces points sachant que les grandeurs
scalaires (pression et température) sont calculées aux centres des volumes de contrdle, alors que
les composantes de la vitesse sont calculées sur les faces de ces volumes. Ceci est réalisé sur des
grilles décalées ou les projections des équations de quantité de mouvement dans les trois
directions sont intégrées sur des volumes de contrle décalés par rapport aux volumes de
controle typiques (scalaire). Afin de résoudre numériquement les équations aux dérivées
partielles établies dans le chapitre précédent, nous allons procéder a leurs discrétisations dans le
but d’obtenir un systéme d’équations algébriques dont la résolution nous permet de déterminer
les champs de toutes les variables du probléme considéré. Les flux convectifs et diffusifs sont

évalués a I'aide du schéma de la loi de puissance « power-law ». Le couplage vitesse-pression est
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traité par l'algorithme SIMPLE pour le cas bidimensionnel et SIMPLER pour le cas
tridimensionnel (Patankar [16]).

Le domaine physique est divisé selon les directionsx, y et z en une série de volume élémentaires
finis appelés volume de controle (Av = Ax Ay Az). Le centre d'un volume de contrdle typique
est un point P, et limité par six faces latérales : les faces est et ouest dans la direction horizontale
X dont leurs centres sont e et w, nord et sud dans la direction verticale Y dont leurs centres sont
n et s et frontale et dorsale « top and bottom » dans la direction frontale Z dont leurs centres
sont t et b. Chaque volume fini sera directement entouré de six autres volumes finis, dans la
direction horizontale deux volumes adjacents aux faces est et ouest et contenant en leurs centres
les nceuds EetW, dans la direction verticale deux autres volumes adjacents aux faces nord et sud
contenant en leurs centres les nceuds Net S, et en fin dans la direction frontale les deux volumes

adjacents aux faces frontale et dorsale contenant en leurs centres les nceuds T et B.

Les variables scalaires (pression, température,...etc.) sont stockées aux points centrés dans les
volumes finis, alors que les variables vectorielles telles que les composantes de vitesse sont
stockées aux centres des faces latérales des volumes finis. Les équations de continuité et
d’énergie sont discrétisées dans un volume fini typique (Figure 3.1). Tandis que les équations de

quantité de mouvement sont intégrées dans de volumes finis décalés.

Figure 3.1 : Volume de contréle entouré par les noeuds voisin
La composante de vitesse horizontale est décalée vers la droite, la composante de vitesse
verticale est décalée vers le haut et la composante de vitesse frontale est décalée vers le

front(Figure 3.2). Un schéma du maillage décalé pour chaque plan est présenté aux figures 3.3,
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3.4 et 3.5. Ce maillage décalé pour les vitesses est nécessaire pour éviter les interpolations des
vitesses dans 1’équation de continuité et les termes de pression dans les équations de quantité de

mouvement.

Figure 3.2 : Maillage décalé suivant les trois plans

N
-~ : : :
| | |
| : |
I |
| ! :
| n |
dy I S *I e —
: |
: |
! |
| |
A P '
IR SR P S ___+ _________ '9_} _____ _,E
AY | |
| |
' |
|
! |
|
' |
NS SN o— 1 |
s

Figure 3.3 : Maillage décalé sur le plan XY
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dy

————————

————— e

i

¥

A

Figure 3.4 : Maillage décalé sur le plan YZ

————— e —

-

.

Y

Figure 3.5 : Maillage décalé sur le plan XZ

3.2 Discrétisation de I'équation générale de transport

Pour éviter la répétition et puisque le cas tridimensionnel est plus général ont présente dans

cette partie la discrétisation des équations de transport tridimensionnel. Chacune des équations
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de conservation du modéle mathématique peut s’écrire sous la forme générale (dite équation de

transport) suivante :

op 0 0 0 84)) O 8( aq)j
ud)+—(vo)+—(w — |+—| I — |+S 3.1
ata(d))ay(d’)az(d’)ax(ax ﬁy(ayJaz oz) ° 31)
Ou : ¢  estlavariable dépendante (U, V, W, 6, ...)
0o ; o
— représente le terme transitoire
0 0 . , .
( $), E(Vq))eta—(wq)). représente les termes convectifs.
z

( aﬂ @ eti(F@):représente les termes diffusifs.

oX\_ ox) oy 6y oz\ o0z

Sd):

représente le terme source.

L’écriture des équations sous cette forme permet une grande flexibilité de programmation,
car elle conduit a la résolution d’une forme unique et généralisée d’équation. La méthode des
volumes finis développé par PATANKAR [16] est utilisée pour exprimer les intégrales sur les
volumes finis. Cette méthode s’appuie sur une discrétisation du domaine de calcule en différents

nceuds, chacun d’entre eux étant entouré¢ d’un volume élémentaire sur lequel on recherche la

valeur moyenne de la variable.

L’intégration de I'équation générale de transport sur un volume de contrdle et en fonction

du temps s’écrit :

NN r
DL (ug) )
T+Ar[ﬁ +%(V¢) drdV:TTT[ﬂ +%[F%j drdV+TTTmS¢ drdVv (3.2)
o o0
_+6Z(W¢) J +§( E)_

Nous utilisons le théoréme de Gauss (appelé aussi le théoreme de la divergence ou

théoreme d'Ostrogradski) qui permet de transformer une intégrale de volume en une intégrale de

surface.
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L'équation (3.2) s’écrit :

T+AT

(o)
&

dxdydzdrfﬁﬁa(“‘b)dxdydzdw

T wWsb

Q D
a

B LR
'—.3 U)'—.:}
T ey T S

T+AT T+Aten t
| ) i dyazdes | ] ]2 dxdydzde =
T S ay T wsb 3 3)
T+Ate nt a 6(1) +Atent (I) (
[ vau&[ &)dxdydzdw j Vjvjlay( ayjdxdydzdr+
T+Aten t 8 8(|) +At e n t
I Vjvjla[ .~ jdxdydzdr+ [ £££s¢dxdydzdr
L’intégration du terme transitoire de I'équation de transport (3.3) donne :
T+At e n t 8(])
[ J]] 5 dxdydzde=(0)" — ;) AXAY AZ (3.4)
T wsb
L’intégration des termes convectifs de I'équation de transport (3.3) est approximée par :
T+Atent a (I)
j ”j( jdxdydzdr (U b, — U, b, J)AY AZ AT
T wsbh
+Atent
_f IJI£8V¢]dXdydzdr:(vn 0, —V, O, ) AXAZ At (3.5)
T Wsbh

+Aten t

””(avﬁdxdydzdr (W, &, —W, b, ) AXAY At

T wWsbh

L’intégration des termes diffusifs de 1’équation (3.3) conduit a :

jj}j%(r%jdxdydzdrz[(rg—ij —(rg—i }AYAZAr

w

I ﬁj%[r%jdxdydzdr=[(rg—$j —[F% }AXAZAT (3.6)

S

TT:[,:[I%(F %)dXddedT:KF%l—(F% }AXAYAT

b

Ou les coordonneées des nceuds e, w, n, s, t et b ne sont pas les mémes pour les variables

scalaires et pour les composantes de vitesse si les grilles sont décalees.

Le terme source de I’équation (3.3) étant un scalaire défini au centre du volume de

contrdle, on peut I’écrire :
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Jﬁjsq)dxdydzdtzsq)AXAYAZAr @3.7)
T Wsbh

Généralement le terme source S, peut aussi dépendre de la fonction elle-méme.

Dans une telle situation nous linéarisons la source comme :

S,=S.+S, 0, (3.8)

Ou S, est le coefficient de ¢, et S est la partie constante de S, qui ne dépend pas de ¢, .

Le tableau (3.1) définit les différentes variables du probleme (¢), leurs coefficients de

diffusionT", ainsi que leurs termes source Sqj correspondant aux différentes équations de

conservation. Ces équations non linéaires sont fortement couplées et seront résolues

numériquement.

Tableau 3.1 : Identification des termes des équations de transport
sous forme adimensionnelle

Variable de Coefficient de

Equation transport diffusion Terme source
¢ r S,

Continuité 1 0 0

"y . oP
Quantité de mouvement Suivant X U Pr X

"y i oP
Quantité de mouvement Suivant Y Vv Pr v +PrRa0

"y . oP
Quantité de mouvement Suivant Z w Pr ~a7
Energie 0 1 0

Les densités de flux( ¢j [@j (@j ,[84)] ( ¢j ( ¢J traversant les faces du
OX Jo \OX ), \ oy ) \ oy 0z oz ),

volume de contrdle sont évaluées par une interpolation entre les nceuds voisins du type :
@ ¢E ¢P @ ¢N ¢P @ ¢T ¢P
ox /), dX, oy) —dy, oz), dz,

(3.9)
(@j _bo—bw (30) _ o0 (@] e
ox dx, \dy), dY, laz dz,
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Ou I’indice E correspond au point « est » (ou a gauche de P) du maillage sur lequel est

définie la variable ¢ (le point e étant situé sur I’interface du volume de contréle, entre E et P),
dx représente donc la distance entre E et P, alors que AX est la distance entre eetw , et

méme chose pour les deux autre directions

L’évaluation des termes diffusifs conduit a :

Kr@j —(r@j }AYAZM:[FE ¢E_¢P—rw % —0w | Ay Az AT
OX Jg OX )\, dXc dX,,

Hr@j —(r@j }AXAZATZ_FN d’N_d’P—rS b 05 | \x AZ AT (3.10)
oy )y U ay ) N ody, dvs |

(r@} —[r@j AXAY At=| T, ¢T_¢P—FB %o —%a | \x AY At
0z )+ 0Z Jg | dZ; dZ; |

L’équation de transport apreés discrétisation, divisé par At donne :

r ¢e - ¢p
*AX,
AY AZ
¢p — Pw
U.4, —L
Uog AY AZ AX,,
B wrw _F ¢n _¢p
n+l ry V n AY
—(¢P ¢P)AXAYAZ+ AV ) axoaz| L+ " |AX AZ |+S,AX AY AZ (3.11)
At _Vs¢s ¢P B ¢5
- S AY,
Wi g -
+ AX AY b — ¢
L _WB¢B FT d
AZ,
+ AX AY
_ ¢p _¢B
®AZ,

Pour évaluer les vitesses des termes convectifs(U)_,(U), (V) , (V),, (W), et (W)

b

nous choisissons une interpolation entre les nceuds voisins d’un maillage uniforme, nous

obtenons :
U=UE+UP V=VN+VP W=UT+UP
o2 o2 2 (3.12)
U _Up+Uy _Up+Us W:UP+UB
w 2 S 2 b 2
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Finalement, nous obtenons une équation discrétisée, sous la forme générale suivante, pour

les différentes variables ¢ .

ap Op =ag O +ay, ¢y, +ay Oy +as s +a O +agdg +b (3.13)

Les coefficientsa,,a,,,a,,as,a;€t,a;, sont definit en fonction du schéma numérique
utilisé. best un groupement qui contient le terme source et le terme ag ¢; (calculé au pas du
temps précédente).

b=S, +a] 0] (3.14)

3.3 Schémas numeériques

Le probléeme majeur est d'approximer les valeurs des termes ¢z, oy, dn, ds, 7 et ¢ aux
interfaces du volume de contrdle par rapport aux nceuds du maillage. Différents schémas ont été
introduits dans la littérature: Différences centrées, Décentré Amont, Hybride, Exponentiel, Loi

de puissance...etc.

La différence entre ces schémas est la facon avec laquelle, on prend en compte les termes de
convection et de diffusion. Dans notre étude, nous avons utilisés le schéma centré pour le cas
bidimensionnel car elle préserve 1’aspect physique pour les écoulements instables et la loi de
puissance (Power-Law) pour le cas tridimensionnel car elle est la plus proche a la solution

exacte.
3.3.1 Schéma centré

Le schéma centreé est classiquement utilisé, I’interpolation consiste en une simple moyenne

arithmétique pour un maillage uniforme:

0 ¢E;¢p

(3.15)
o Dp + 0y
v

3.3.2 Schéma loi de puissance

Le schéma de la loi de puissance permet de fournir une meilleure stabilité de la solution

numérique et réalise une meilleure approximation de la courbe exacte (exponentielle) et de plus
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ne colte pas cher comparé a I’exponentiel et il est recommandé pour les problémes de

convection-diffusion.
Les coefficientsa,,a,,,ay,as,a;,85 €t a,de I’équation (3.13) pour le schéma de la loi de

puissance sont définit par les relations suivantes :

a, = D, A(P,|)+ max(- F,,0) a, = D, A(P,|)+ max(- F,,0) a, =D, A(R|)+max(- F,,0)

, 3.16
a, =D, A(R,|)+max(F,,0) "a; = D, A(P[)+ max(F,,0) 'a, =D,A(R,|)+max(F,,0) (3.16)
a,=ag+a, +ay+as+a;+ag;—S; (3.17)

Ou: A(]Pi|)est défini selon le schéma utilisée Patankar [16], pour le schéma de la loi de

puissance A(]Pi |)est défini comme suit :

A(|Pi|)=max[O.,(l.,—O.]JPJﬂ(i —e,w,n,s,teth) (3.18)
Pe—’ouax—E
~r D
Pee:i,Pewzi,Pen:i,PeS:i,Pet:i,Peb:i (3.19)
De Dw Dn DS Dt Db

Ces coefficients contiennent une combinaison du flux convectif F et diffusif Daux
interfaces des volumes de contréle. Les valeurs de F et D pour chaque interface e, w, n, s, tetb

du volume de contréle sont donnés par les relations suivantes :

F =U,AYAZ F,=V,AXAZ F, =W, AXAY

Flux convectifs : : , (3.20)
F,=U,AYAZ F =V, AXAZ " F;, =W, AXAY
D, = AF; AYAZ D, = AFY AXAZ D; = AF T AXAY
Flux diffusifs : - ¢ , - " , - T (3.21)
D, =—"-AYAZ D,=—AXAZ D, =—2-AXAY
AXw Ys B

Si l'on exprime I'équation (3.13) en fonction du systeme de coordonnées indicielles

(numérotation des nceuds), donc 1'équation générale sous forme indicielle s'écrit :
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ag(i+1 j,k)gli, jk)
+au(i . k)gli-1.j.k)
arl i )gl )= TR TRIRIT 622

Les lois de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de 1’énergie
gouvernant 1’écoulement du fluide et du transfert de chaleur du probléme traité sont exprimées

en termes d’équations différentielles tridimensionnelles.

3.4 Discrétisation de I’équation de continuité

L’intégration de 1’équation de continuité entre les limites du volume de controle typique

nous donne :

a
e\'—.;
a

S T o
GO m—S O S O —— S
T ey T ey T ey —+

g—)l:jdxdydzdr:(ue —u, )AY AZ At

a
a

(’i—i;//]dxdydzdr:(vn —V,)AXAZ At (3.23)

a

Ayt a et

a

aa—\;vjdx dydzdr=(w, —w, JAXAY At

L’€équation de continuité discrétisée s’écrie sous la forme suivante :

(u, —u, JAY AZ +(v, -V )AX AZ +(w, -w, )AX AY =0 (3.24)

3.4.1 Discrétisation de I'équation de quantité de mouvement suivant X

L’application du principe de conservation de la quantit¢é de mouvement nous permet
d’obtenir une relation entre les causes qui produisent le mouvement du fluide et ces

caractéristiques. La définition de ce principe est la suivante :

Le taux de variation de la quantité de mouvement dans un volume de contrdle est égal a la

somme de toutes les forces extérieures appliquees sur ce volume.

Nous remplagons¢, T, et s, par leurs valeurs corresponds & I’équation de quantite¢ de

mouvement suivant la direction X dans I'équation générale du transport, integrée sur le volume
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de controle décalé (Figure 3.6 et Figure 3.7). On obtient la forme discrétisée de 1’équation de la

vitesse U suivante

(057 -ut)

At

AXAYAZ+| +[(v,u,

e—U, U U,

u
P{

AYAZ
AX,  AX,

- AYAZ - -
[(ueue UWUW) ] +P{u” U Y US}AXAZ

~V,U,)AXAZ] =
+[ (Wl WU ) AXAY |

AY,

S

L’équation algébrique obtenue est :

a, (i,j,K) u(i,j,k) =

aE(i,j,k)u(i+1,j,k)

+ay, (i,j.K)u(i-1,j,k)
+ay (i, j, k)u(i,j+1,k)
+ag (i, j, k) u (i, j-1k)
tar (i, j,K) u(i . k+1)
+a, (i,J,k)u(i,j,k—1)

projection suivant le plan X-Y

U-—u u —u
+P{ T _p__p B}AXAY

AZ,  AZg
+[P, —P,] AY AZ

+b, (i,],k)

Figure 3.6 : Maillage décalé suivant la direction X :

(3.25)

(3.26)

52



Chapitre 3 Formulation Numérique

Figure 3.7 : Maillage décalé suivant la direction Y:
projection suivant le plan X-Z

Ou les coefficients de 1’équation discrétisée et le terme source, sont donnés par les

relations suivantes :
a. (i, j,k)= D, A(P,|)+ max(- F,,0)
a, (i,j,k)= D, A(P,|)+ max(F,,0)
a (i,j,k)= D, A(P,|)+ max(- F,,0)
a,(i, j,k) = D, A(P,|)+ max(F, , 0) (3.27)
a,(i,j,k)= D, A(R|)+ max(- F,,0)

a,(i,j.k)= D, A(R,|)+ max(F, , 0)

i +a;,E(Ei, JJ ,kk))i aE:W(i(,if sz)Jr dx(i)AyA(i)AZ(k)

+a, (i, j,k)+ag(i, j,k)

Les coefficients de I'équation (3.26) contiennent une combinaison du flux convectif Fet

diffusif D aux interfaces de volumes de controle.

Flux convectifs : F, = (5" j,k2)+U(i, ik) Ay(j)Az(k)
F - U, j,k)+;J(i—1, j.k)) ay(j)Az(k)
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F - (v (i, j,k)+\2/(i +1,j,k)) dx(i) Az(K) (3.28)
F -G J'—l’k)“z/(i +1071K)) 4y6) az(k)

F, - WL WL 1) gy

F o (Wi, j,k—1)+\2N(i+1, j,k-1)) ax(iy()

Flux diffusifs : D - Ay(le( )

e x(i + )
o, _pr i)ak)

v AX(i

Az

p, —pr| M+Y) }
L AY(j)+Ay(i+1)  Ay(] +AyJ+1
Ax(i +1) }

s r . + AZ
AY(i-D+ay(i)  Ay(i- 1+Ay )

[ Ax(i+1)
D, =Pr
_Az(k)+Az(k+1) Az(k +Az (k +1)

AX(i +1) N Ax(i) } av(j)

o P{ Az(k-1)+ Az(k) * Az(k~1)+ Az(k)

AY(]

Apres le calcul du champ de vitesse U le terme ), de I’équation de quantité de mouvement

suivant la direction X est décrit (équation (3.29)).

dX ()AY (HAZ(K)J(, j, k) (3.29)
AT

b, (i, j,k) = S. (i, j, k) -

3.4.2 Discrétisation de I'équation de quantité de mouvement suivant Y

Nous remplagons¢, T, et s, par leurs valeurs corresponds & I’équation de quantite¢ de

mouvement suivant la direction verticale Y dans I'équation genérale du transport, on obtient

I'équation de quantité de mouvement pour la composante de la vitesse V suivante :
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V,-V, VvV -V,
Pr P_-F AYANZ
AX, AX,,
. [(u.v, —u,V,, )AYAZ] V.-V, V. -V,
(vr”,+ —VE) +Pr fE__°f AXAZ
S AXAYAZ+ +[(Vov, — Vv, )AXAZ ] |= AY,  AY, (3.30)
+| (W, V; =WV )JAXAY Vo=V, V. -V
[(wrvr —wave) ] +Pr| ——L2 -2 |AXAY
AZ, AZ,
+[PS—Pn] AX AZ+PrRa6

Nous intégrons I'équation (3.23) sur le volume de contrble décalé suivant la direction Y

(Figure 3.8 et Figure 3.9).

Nous suivons les mémes étapes que nous avons suivies pour la variable ¢ ; nous obtenons

I'équation discrétisée algebrique sous la forme suivante :

a, (i,],K) v(i,j.k) =

aE(i,j,k)V(i+l,j,k)
+ay, (i,j,K)v(i-1 k)
+ay (i, j,K)v(i, j+1k
+ag (i, k) v (i, j-1k
+aq (i,J,K) v(i, j,k+1)
+ag (i,J,k) v(i,j,k—1)

projection suivant le plan (Y-X)

))+bv(i,j,k) (3:31)

Figure 3.8 : Maillage décalé suivant la direction Y :
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(b)
Figure 3.9 : Maillage décalé suivant la direction Y :

projection suivant le plan (Y-2)

Ou les coefficients de I'équation 3.31de discrétisation et le terme source, sont donnés par

les relations suivantes :

a,(i, j,k) = D, A(P,|)+ max(F, , 0) (3.32)

ay (i, j,k)+as(i, j,k)
ap(iaj'k):"'aE(i!j'k)"'aw(i’jak
+ay (i, j,k)+ag(i, j,k)

), iy )azt)
At

Les coefficients de I'équation (3.31) contiennent une combinaison du flux convectif F et

diffusif D aux interfaces de volumes de controle.
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(u(iik)+u(i j+1k))

Flux convectifs F= . dy (j)Az (k)
- (U(i—l,Lk)HZJ(i—L LKD) g 3)aa (k)
F= (V(i'j+1'k)2+v(i'j’k)) Ax(i) Az (k) (333)
e (vt k)+zy(i,i—1,k)) ax(i) A2(K)
: :(W(i,j,k)+;V(i,i+1,k)) ax(dy()
p (MM EILD) g
B s Y

R R e
P =F { Ax(i-D)+ax(i)  Ax(i-1)+ Ax(i)}A ()

~ r_Ax(i)Az(k)_
> Ty |
B r_Ax(i)Az(k)_
S )

(3.34)

o AY(j+) aG) s
P = Pr_ Az(k)y+JAz(k +1) ’ Az(k)zAJz(k +1)_AX(I)

o ay(j+y) Ay(j)
B =Pr Az(k{lj)JrAZ(k) " el —yl)J+ (k).

AX(i)

Apres le calcul du champ de vitesse V le terme b, de ’équation de quantité de mouvement

suivant la direction Y est décrit (équation (3.35)).

b, (i, k) = S." i, j, k) +22 (')dY(J)ii(k)V (1, .k) +%Pr RaL :(E' jj+1) k)}AX ()dY ())AZ (k) (3.35)
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3.4.3 Discrétisation de I'équation de quantité de mouvement suivant Z

Nous remplagons ¢, I, et S, par leurs valeurs corresponds a I’équation de quantité de

mouvement suivant la direction verticale Z dans I'équation générale du transport, on obtient

I'équation de quantité de mouvement pour la composante de la vitesse W suivante :

n+l n
(Wp —We )

AT
+

W -W W -W
Pr[ M B W}AYAZ
AX,  AX,
[ (u.w, —u,w, )AYAZ W o-W. W —W
wpr| e Do IAXAZ
AXAYAZ+| +[(V,W, —V,W,)AXAZ ]| |= AY, AY,
[ (WrwWy — Wy ) AXAY ] +Pr[WT —w, W, _WB}AXAY
AZ, Az,
+[P,—P] AX AY

(3.36)

Nous intégrons I'équation (3.30) sur le volume de contrdle décalé suivant la direction Z

(Figure 3.10 et Figure 3.11).

Figure 3.10 : Maillage décalé suivant la direction Z :

projection suivant le plan (Z-X)
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Figure 3.11 : Maillage décalé suivant la direction Z :

projection suivant le plan (Z-Y)

Nous suivons les mémes étapes que nous avons suivies pour la variable ¢ ; nous obtenons

I'équation discrétisée algebrique sous la forme suivante :

a. (i, j, k)W (i +1, k)
+a, (i, J.kW(i-1,j k)
=+aN(_i’j’k)WE : ;+bw(i,j,k) (3.37)

Ou les coefficients de I'équation de discrétisation et le terme source, sont donnés par les

relations suivantes :
ac(i,j,k)= D, A(P.|)+ max(- F,,0)
a, (i,j,k)= D, A(P,|)+ max(F,,0)
ay (i,j,k)= D, A(P,[)+ max(- F,,0)

a(i, j,k) = D, A(P.[)+ max(F, , 0) (3.38)

aT(i,j,k)= D, qut|)+ max(— Ft,O)
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a5 (i, j,k) = D, AR, |)+ max(F, , 0)
ay (i,j,k)+a;(i,j.k)

ap (i, j, k) = +ag i, j,k)+ay, (i, j.k)+
+a(i,j,k)+ag(i,j,k)

Ax(i)Ay(j)dz(k)
At

Les coefficients de I'équation (3.31) contiennent une combinaison du flux convectif Fet

diffusif D aux interfaces de volumes de contréle.

ElUx convectifs - SCIC j,k)+; (3 kD) p(i)ozlk)
FW:(U(i—l,J,k)+;J(i—1,j,k+1))Ay(j)dz(k)
SATIETATETPNAN
- VIOV ) 6350
- MGG ) ) )
WG D)
Fluxdiffusifs: D, =Pr { Ax(? ] Ekgxt) ) Ax(i)AJrZ (Akx)(i +1)}Ay(")
o { S 5 ﬁ@mﬁﬂ”“)
Dnzpr_ azk+1)  azk) _Ax(i) (3.40)

| AY(j)+ay(i+1)  Ay(j)+ay(j+1)]
~ Pr_ Az(k +1) . Az(k)
L av(i-D)+ay(i) Ay(i-1)+ay(j) ]

o, -p 2005005, 5050

Az(k +1) Az(k)

D

S

Apres le calcul du champ de vitesse W le terme b, de I’équation de quantité de

mouvement suivant la direction Z est décrit (équation (3.41)).
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AX()AY ()dZ(K)W(i, j, k)

= (3.41)

b, (i, j, k) =S, (i, j, k) 4

3.5 Discrétisation de I'équation I’énergie
Pour un fluide Newtonien incompressible 1’équation de conservation d’énergie est obtenue
a partir du premier principe de la thermodynamique.

Nous remplacons @, , €t s, par leurs valeurs de I’¢quation de I’énergie dans I'équation

générale du transport, on obtient 1'équation de 1’énergie :

6,-0, 0,-06,
~ AYAZ
( n+l n) [(Ueee _UWGW)AYAZ] 0 _89 _W
P PIAXAYAZ +| +[(V,0, —V.0,)AXAZ] |=| +| ——F -2 |AXAZ
At AY, Y, (3.42)
+[(W; 6, —W,6, JAXAY | 0 v
{ r_p__p P }AXAY
AZ; B

L’intégration de 1’équation (3.42) sur le volume de contrdle typique nous donne I'équation

discrétisée algébrique sous la forme suivante :

ac(i, j,k)oGi +1,j,k)
+a,(i,j.k)oi -1, j,k)
+ay, (i, j,k)e(, j+1,k) -

+ag(i, j.k) 0, j—1,k)+b‘9(l’1’k) (3.43)
ar(i,j,k) 6, j k+1)

+ag(i, j, k)6l j.k-1)

a.(i, j,k)a(, j.k)=
0
o
Ou les coefficients de I'équation de discrétisation et le terme source, sont donnés par les

relations suivantes :

ac (i, j,k)= D, A(R.|)+ max(-F,,0)
a, (i,j,k)= D, A(P,|)+ max(F, ,0)
a (i,j,k)=D, A(P,|)+max(- F,,0) (3.44)

as (i, j,k) = D, A(P,|)+ max(F; , 0)
ar (i,j,k)z D, qut|)+ max(— R 'O)

(i,i,k)=D, A(R,|)+ max(F, , 0)

61



Chapitre 3 Formulation Numérique

I k)
(i, 1K) =+ 2 (i, K)+ (., k)+ X0 y(D)dzfk)

Les coefficients de I'équation (3.43) contiennent une combinaison du flux convectif Fet
diffusif D aux interfaces de volumes de contréle.

Flux convectifs : F.=U(i, j.k)ay(j)az(k)
=U(i-1 j.k) Ay(j)az(k)
F, =V( k) ax(i)Az(k) (3.45)
=V(i, j-1 k) Ax(i)Az(k)
R =W( k) Ax(i)ay(j)
F, =W(i, j,k—1) Ax(i)ay(j)
2

Flux diffusifs : D, =[ O 1)}AZ(k)Ay(j)

Az(k) Ax(i) (3.46)

2 .

>~ S
i 2 IR
DT = _AZ(k) A7 (k+1) (l)AY(j)
i 2 N

Pe = m(k)+ arlk _1)}“(') ()

Apres le calcul du champ de température ¢ le terme b, de I’équation de 1’énergie est décrit
(équation (3.47)).

AX(D)AY ())AZ(K)6O(i, j, k)
At

by (i, . K) =S, (i, j, K) + (3.47)
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3.5.1 Discrétisation des conditions aux limites

Les équations de discrétisation des conditions aux limites sont écrites selon la forme

générale de I'équation de discrétisation pour toutes les variables dépendantes (U,V,Wet 9).

Les conditions aux limites de la composante de la vitesse Udoit vérifier I'équation (3.22) pour

toutes les parois de la cavité.

ayw (@, j, KU —1,],k) +
ay (@, j,R)UG,j +1,k) +
aP(l)_]Ik)U(lljlk) = I aS(lF]lk)U(ll_] - 1Fk) +

/aE(i,j, UG+ 1,j,k) +\
I
kaT(i,j, UG, j,k+1) + |

ap(i,j, UG, j, k—1) +
by (,), k)

La condition de non glissement est adoptée pour cette composante sur toutes les parois.

0.U@3,j,k) +
0.U(1,j,k) + \
0.U(2,j+1,k) +
1LU@jk)=]0.U(2j-1k) +
0.U(2,j,k+1)+
0.U(2,j,k—1) +
0.0

0.u(iL, j, k) +
0.U(il—2,j,k) + \
0.u(il—1,j+ 1,k) +
et LuGl-1j4k)=| 0.uGl-1j-1k) +
0.Uu(il—1,j1,k+1) +
\0.U(il—1,j,k—1)+/

0.0

ap(1,j,k) =1.0,b,(1,j,k) =0etap(il —1,j,k) = 1.0,b,(il—1,j,k) =0
ap(i,1,k) =1.0,b,(i,1,k) = 0et ap(i,jl, k) = 1.0,b,(i,jl,Lk) =0 (3.48)
ap(i,j,1) =1.0,b,(i,j,1) =0etap(i,j, kl) = 1.0,b,(i,j,kl) =0
Les mémes procédures sont appliquées pour la composante de la vitesse Velle doit vérifier

I’équation (3.27).
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ag(i,j, )V (i, +1,j, k) +
/ aw (i, j, V(i —1,j,k) +\
ay(i,j, )V (,j+1,k) + |
ap(i,j, KV (i, j, k) = | asCi,j,kV(,j—1,k) + |
ar(i,j, V3, jk+1)+ |

kaB(i,j, V{3, jk—1)+

bV(iljl k)
La condition de non glissement est appliquée pour cette composante sur toutes les parois.

Donc :

ap(1,j,k) = 1.0,b,(1,j, k) = 0 et ap(il, j, k) = 1.0, b,(il,j, k) = 0
ap(i,1,k) = 1.0,b,(i,1,k) = 0 et ap(i, jl — 1, k) = 1.0,b,(i,jl— 1,k) =0} (3.49)
ap(i,j, 1) = 1.0,b,(i,j,1) = 0 et ap(i, j, k) = 1.0,b,(i,j, kl) = 0

Les conditions aux limites de la composante de la vitesse W doit vérifier I'équation (3.32).

ag(i, j, )W (i, +1,j, k) +
/aw(i,j, W@ —-1,j,k) +\
| anG,j, OW(@,j+1,k) + I
ap(i,j, W@, j, k) = as(@,j, kK)W(,j—1,k) + |
ar(i,j, )W(3,j,k+1) + |
kaB(i,j, W3, j,k—1)+
by (i,j, k)

La condition de non glissement est adoptée pour cette composante dans toutes les parois.

ap(1,j, k) = 1.0,b,,(1,j,k) = 0 et ap(il, j, k) = 1.0,b,,(il,j, k) = 0
ap(i,1,k) = 1.0,b,,(i,1,k) = 0 et ap(i, jl, k) = 1.0,b,,(i, jl, k) = 0 (3.50)
ap(i,j, 1) = 1.0,b,,(i,j,1) = 0 et ap(i,j,kl — 1) = 1.0,b,,(i,j, kl — 1) = 0

De la méme manicére les conditions aux limites de la température doit vérifier I’équation (3.37).

aw(i,j, k)00 —1,j,k) +
ay(i,j,k)0(,j +1,k) +
ap(i,,K)0@,j, k) =| as(i,j, k)0, j —1,k) +
ar(i,j, k)0, j,k+ 1)+
ag(i,j,k)0(i,j,k—1) +
be (i, j, k)

/aE(i,j, k)o(i,+1,j,k) +\‘

Les parois latérales sont partiellement chauffées, donc :
ap(1,j,k) =1.0,bg(1,j,k) = 1.0 et ap(il,j, k) = 1.0,bg(il,j, k) = 1.0

Pouri = il1 ail2(il1 : début de la partie chauffée et il2 : fin de la partie chaude)
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La partie qui reste des parois latérales sont maintenues a une température froide, donc :
ap(1,j,k) = 1.0,by(1,j,k) = 0et ap(il,j, k) = 1.0,bg(il,j, k) =0 (3.51)
La paroi inferieure est partiellement chauffée, les conditions de la partie chauffée s’écrit :
ap(i,1,k) = 1.0,by(i, 1, k) = 1.0 (3.52)
Pouri =if1laif2(if1:débutde la partie chauffée et if2 : fin de la partie chaude)
Le reste de la paroi inferieure est maintenues a une température froide, donc :
ap(i,1,k) = 1.0,bg(i,1,k) = 0.0
Les parois frontale et dorsale sont maintenues a une température froide, donc :
ap(i,j,1) = 1.0,be(i,j,1) = 0 et ap(i,j, k1) = 1.0, by (i, j, kI) = 0

La paroi supérieure est adiabatique

20
ay

0 (3.53)

Ces conditions sont discrétisées selon les différences régressives :

0(i,jLl)-0(i,jl-1k) _

ay(ji-1) 0

0(i,jl, k) = 6(i,jl — 1,k) (3.54)
Donc
Pour I’équation (3.54)ap (i, jl, k) = 1.0,a5(i,jl, k) = 1.0 et by (i, jl, k) = 0.0
Pour la paroi supérieure adiabatique :

ap(i,jl, k) = 1.0,ay (i, jL k) = 1.0 et by (i, jl, k) = 0.0

3.6 Equation de pression

La présence du champ de pression (sous forme de gradient) dans les équations de
mouvement rend la résolution des équations de quantité de mouvement plus compliquée. Pour
résoudre les systemes d'équations discrétisées il est nécessaire de connaitre la pression qui
apparait dans les termes sources de ces équations. Donc, il nous faut un champ de pression a
chaque point intérieur du maillage typique. L'obtention de ce champ nécessite une équation
propre a la pression, ceci est possible avec l'utilisation de l’équation continuité a travers

différents algorithmes comme : SIMPLER, SIMPLE, PISO, ...
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3.6.1 L’algorithme SIMPLER

L’algorithme SIMPLER (SIMPLE Revised), mise au point par Patankar [16], est une
version améliorée de 1’algorithme SIMPLE. Selon cet algorithme 1’équation de continuité
discrétisée est utilisée pour obtenir une équation discrétisée pour la pression au lieu d’une
équation de correction de pression comme dans I’algorithme SIMPLE. Le champ de pression est
obtenu directement, sans correction de pression, mais le champ de vitesse est obtenu a 1’aide de
la correction. L’évaluation des performances des deux algorithmes montre que 1’algorithme
SIMPLER a plus d’avantages concernant le nombre d’itération et le temps de calcule pour
atteindre la convergence que I’algorithme SIMPLE [66], pour cette raison, nous avons utilisés
I’algorithme SIMPLE pour le cas bidimensionnel, et 1’algorithme SIMPLER pour le cas

tridimensionnel.
3.6.2 Reésumé de l'algorithme SIMPLE (cas bidimensionnel)
L’algorithme SIMPLE est défini par les étapes suivantes :

1- Estimer le champ de pression ;
2- Résoudre les équations de quantité de mouvement pour obtenir U* et V* ;
3- Résoudre I’équation en P’et cela en utilisant U* et V* ;

4- Calculer le champ de pression P et le champ des vitesses U et V a partir de leurs

expressions de correction en utilisant P ;

5- Résoudre I’équation discrétisée pour d’autres variables dépendantes ¢ (température,

concentration.... etc.) s’ils influencent le champ d’écoulement ;

6- Traiter la pression P comme un nouveau estimé P*, et revenir a ’équation pour

répéter la méme procédure jusqu’a convergence.
3.6.3 Reésumé de I'algorithme SIMPLER (cas tridimensionnel)

L’algorithme SIMPLER qui est résumé par les étapes suivantes :

1. On commence par une initialisation des champs des vitesses et de température ;
2. Avec le champ de vitesse initial, on calcule les pseudo-vitessesui, v et w(calcul des
coefficients des équations discrétisés de la quantité de mouvement suivantsX, Y et Zsans les

termes de pression) ;
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3.

Avec les pseudo-vitesses, on peut résoudre (par la méthode itérative de balayage) le
systeme d'équations discrétisés de la pression et obtenir une estimation de cette derniereP*;
On initialise le champ de pression initial P** avec le nouveau champ de pression obtenu a
I’étape 3 (P™ = P*) et on calcule les vitesses estimées (par la méthode itérative de
balayage)u™, v**et w**;

Avec les estimations des vitesses, on peut résoudre (par la méthode itérative de balayage) le
systeme d’équations discrétisés de la correction de pression et obtenir une estimation de
cette derniére P’ ;

Avec la correction de la pression, on calcule les corrections des vitesses et on corrige le
champ de vitesse, mais sans corriger la pression ;

On résout le systeme d'équations discrétisés de la température (calcul des coefficients de
I’équation d’énergie par la méthode itérative de balayage) et on obtient le champ de

température ;

On vérifie la convergence des calculs : si le régime stationnaire est atteint on arréte le

calcul, sinon on augmente le temps d'un pas et avec le champ de vitesse corrigé comme une

nouvelle initialisation, on retourne a I'étape 2.

3.64 Organigrammes des algorithmes

Les figures 3.12 et 3.13 presentent les différentes étapes utilisées par 1’algorithme SIMPLE

et ’algorithme SIMPLER pour la résolution numérique de 1’équation adimensionnelle couplée

(pression-vitesse) respectivement.
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Début

Estimation initiale p*, u™, v*, T* [

A 4

Etape 1 : Résoudre les équations de
conservation de quantité de mouvement

*

u®. v

A 4

Etape 2 : Résoudre I’équation de correction

de pression
p
v
Etape 3 : Correction de la Actualiser
pression et les vitesses p*=p, u=u, v'=v, T'=T
p,uv,T

Etape 4 : Résoudre I’équation de
conservation de I’énergie

Non

Convergence ?

Figure 3.12 : Organigramme de |‘algorithme SIMPLE
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DEBUT

\ 4
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données

A 4

Maillage

A\ 4

Estimation initiale des champs de vitesses, u™, v et
w™et de température T~

Boucle d'itérations

A 4

Calcul des pseudo-vitesses, aprés le calcul des coefficients
des équations de quantité de mouvement

\4
Calcul des coefficients et résoudre I'équation de pression

A 4

Résoudre les équations de conservation de quantité de
mouvement suivant X ; Y et Z

Actualiser

u**:u;v**:v;
w=w: T =T

Y

Calcul des coefficients et puis résoudre I'équation de
correction de pression

A\ 4
Corriger le champ de vitesses

A 4

Calcul des coefficients de 1’équation de 1'énergie
et la résoudre

Non

Convergence

Figure 3.13 : Organigramme de | ‘algorithme SIMPLER
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3.7 Meéthode de résolution (Algorithme de Thomas)

Bien qu’il existe plusieurs méthodes de résolution des systemes d'équations algébriques,
notamment les méthodes itératives comme Gauss-Seidel et les méthodes directes comme Gauss-
Jordan. La résolution directe du systeme d'équations algébriques est compliquée, Pour résoudre
ce systéme par une méthode itérative, on utilise la technique de balayage qui s’effectue
séquentiellement suivant les trois directions. L’algorithme de Thomas permet de calculer la

solution d’un systéme algébrique linéaire lorsque la matrice est tri- diagonale.

Dans sa forme générale indicielle, I’équation discrétisée s’écrit comme suit :

ag(i,j, k) bir1jk +aw (@, j, k) di—1jx +

ay(i,j, k)¢ jrix +as(j, k)i j—1x + |

ar(, j,K)Pijrs1 + ap(l,j, k)P jr—1 +
Se (i), k) /

Comme exemple, on prend le balayage suivant X, et on suppose que les valeurs de la

ap(i,j, k)Pijr = k (3.55)

variable ¢ le long des deux autres directions Y et Z sont connues. L'égquation (3.55) est réécrite

comme suit :

aipi+1 = bidip1 + i1 +d; (3.56)
Dont : a; =ap(i,j, k), b; = ag(i,j, k), c; = ay(i,j, k)

- <aN(i:'j;.k)¢i,j+1,k + aS(i;.jr.k)d)i,j—l,k +> 5,30),K)
ar(i, j,K)Pijrs1 + ag(l, ), )by jr—1
On introduit la relation de récurrence suivante :
¢ = Pipir1 + 0O (3.57)

Pour I’indice i — 1, 0n a: bi—1 =Pi_1¢; + Qi1 (3.58)
En remplacant la relation (3.58) dans 1’équation (3.57) on trouve :

§i = oo iy + (3.59)
De (3.58) et (3.59) on a:

Pi=—t— et Q= (3.60)
Pouri=1ona: c;=0
Donc, on trouve : P, = Z—i et Q = Z—i (3.61)

70



Chapitre 3 Formulation Numérique

Pouri=1ona: bj; =0donc P;; =0
Et de I’équation (3.59) on trouve : ¢y = Qi
Avec I’utilisation de ces valeurs on peut calculer les valeurs deg;.

Le balayage suivant la direction Y et Z sont similaire a celui de balayage suivant la
direction X et les résultats obtenus a le premier balayage suivant la direction X sont utilisés dans

les deux balayages suivant les directions YetZ.

3.8 Critere de convergence

Le critére de convergence utilisé dans notre programme de calcul est base sur la différence

relative de toutes les variables (U,V,W et 8) comme suit :

max <1077 (3.60)

¢n+1 _¢n
¢n

Ou: ¢ : estlavariable dépendante qui représente U, V, W et6.

n: estle nombre d’itération.

3.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présentés la résolution numérique des équations gouvernant
I’écoulement de notre probléme physique. Cette résolution consiste a remplacer le systeme
d’équations différentielles aux dérivées partielles par un systéme d’équations algébriques en
utilisant une méthode de discrétisation basée sur les volumes finis. Le systeme d’équations
algébriques obtenu est mis sous une forme tri-diagonale et sa résolution est réalisée, d’une
maniere itérative, par 1’algorithme de Thomas pour obtenir la valeur de toutes les variables du
probleme considéré. Les résultats des différentes simulations seront présentés dans le chapitre

suivant.
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RESULTATS ET DISCUSSION

4.1 Introduction

Les résultats obtenus au cours de cette étude sont présentés dans ce chapitre. Dans un
premier temps, on considére le cas bidimensionnel, pour analyser I'influence de nombre de
Rayleigh et de la position des parties chauffées montées sur les parois latérales sur la stabilité de
I'écoulement et les transferts de chaleur. Deux sources de chaleur de longueur égale a un
quatrieme de celle de la cavité L ayant une température constante (T'c) est placées,
symétriquement en trois positions : en bas des parois verticales pour la 1% configuration, et au
centre des parois verticales pour le 2°™cas et en haut pour la derniére configuration. Une source
chaude de longueur égale a la moitié de celle de la cavité L est placée au centre de la paroi
inférieure dans chaque configuration. Pour cela, nous avons fait varier le nombre de Rayleigh,
tandis que le nombre de Prandtl est fixé a 0.71 (air), et donc on a trois différentes combinaisons

considérées qui sont selon la position des parties chauffées:

e Premier cas : Bas - Bas,
e Deuxiéme cas : Centre - Centre,

e Troisieme cas : Haute - Haute,

4.2 Effet du maillage dans le cas bidimensionnel

Pour examiner et évaluer I’indépendance du maillage de la solution, cinque maillages
uniformes sont employés dans ce travail: (60x60), (90x90), (100 x100), (120x120) et
(130x130) nceuds, pourRa = 103. La composante de la vitesse dans la direction x et la
température dans I'enceinte ont été adoptées comme valeur des criteres de test. Le Tableau 4.1
montre la variation des valeurs maximales T,,,4€t Unax €n fonction de la taille de la grille. Les
variations des valeurs calculées sont trés faibles pour trois grilles (100x100), (120 x120) et
(130x130) et nous avons remarqué que la variation de T,,,, entre les nceuds (100x100), et
(130 x130) est inférieure a 0.00911 = 0.911% (voir Tableau 4.1). Cependant, et apres avoir
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effectué des tests d'indépendance entre la solution numérique et la maille, le maillage (100x

100) est le maillage qui sera adopté pour tous les calculs.

Afin d'éliminer une solution numérique, nous utilisons deux pas de temps sans dimension, Dt
et Dt/2. Les solutions physiques sont définies pour les mémes oscillations, ou pour les tres

faibles variations entre les oscillations avec Dt et Dt/2.

0,20
- Ra=10% | —=—60x 60
0151 A Pr=0,71 | —+—90x 90
] Y eseps 100 x100
. R ot W
010 e o % —v—120 X120
] 4 o "8y 7L
005 ] /{, .,_"‘Q 130 x130
0,00 L %“, -
> P . %
-0,05 “"-._l" f"/‘
) &L
s e & L
-0,10 + ““':. ""‘5?;-535'%‘ //
-0,15
-0,20 T T T T T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

X
Figure 4.1 : Variation de la composante de la vitesse dans la direction x pour différentes maillage

Tableau 4.1 : Résultat du test de maillage

Maillage (60x60) (90x90) (100x100)  (120x120)  (130x130)
Tax 0.916693 0.91338 0.90688 0.89863 0.89045
Unmax 0.10625 0.11198 0.16234 0.15234 0.15134

Afin de vérifier I'exactitude de la technique numérique employée pour la résolution du
probleme considéré dans la présente étude, elle a d'abord été validée en effectuant une simulation
d'écoulement de convection naturelle dans une enceinte carrée verticale rapportée par R. Iwatsu
et al [40]. La validation a été faite en prenant en compte les résultats de R. Iwatsu et al, obtenus
dans le cas d’une cavité carrée, dont la paroi supérieure est mobile et maintenue a une
température chaude. La paroi inférieure est soumise a une température froide. Les parois
verticales sont adiabatiques. La figure 4.2 montre les tracés des lignes de courant, des
distributions isothermes avec Pr = 0.7 etGr = 102, (a) pour le code actuel et (b) pour R. Iwatsu
et al. Il ressort de la comparaison que les champs thermique et dynamique obtenus par notre

code de calcul sont trés similaires a ceux obtenus par R. Iwatsu et al.
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Présent travail Résultat d’Iwatsu [40] Présent travail Résultat d’Iwatsu [40]

Figure 4.2 : Comparaison des isothermes (a droite) et contours de la
fonction de courant (& gauche) pour Re=10°%, Gr=10? (Ri=0.0001)

Figure 4.3 : Comparaison du Nusselt local calculé sur la source de
chaleur (axe des abscisses) avec les données expérimentales [12].

Le code numérique est ensuite validé en comparant le Nusselt local (Nu) calculé évalué sur
la source de chaleur (axe des abscisses) pour Ra=6.1x10* avec les résultats expérimentaux de
Calcagni et al. [12], comme le montre la figure 4.3. Cette figure indique que le résultat calculé

est en bon accord avec les données mesurées.

Tableau 4.2 : Comparaison des résultats numériques actuels avec
la solution De Vahl [17]

De Vahl Davis Présent travail
Ra |1/J|max wjlmax
10° 9.612 9.5838
10° 16.750 16.719
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Une autre validation a été effectuée en comparant notre résultats avec les quelle obtenu par
De Vahl [17] pour la convection naturelle non conjugué dans une cavité carré remplie d'air. Le

Tableau 4.2 montre la comparaison entre les résultats de deux solutions.

Present travail De Vahl [17] Present travail De Vahl [17]
Ra =10 Ra = 10°

Figure 4.4 : Comparaison des lignes de courant, isothermes, la vitesse
horizontale et verticale calculé avec les données expérimentales de [17]

La figure 4.4 trace les valeurs prédites pour les lignes de courant, les isothermes et les
composantes de vitesse sans dimension dans les directions Xet Y, respectivement sur une plage
pour le nombre de Rayleigh, Ra, de 103a10° pour la présente solution et les résultats publiés par
DeVahl [17].11 ressort de la comparaison que les résultats de notre travail sont en tres bon accord
avec les travaux précédents.

La simulation numérique est effectuée avec de I’air comme fluide, Pr = 0.71.Les résultats
sous forme de profils de vitesse et de température, de lignes de courant et de contours
isothermes, pour différentes cas de ’emplacement des sources de chaleur sur les parois latérales

(Cas 1 : bas-bas, Cas 2 : centre-centre et le 3™ Cas : haute-haute), et pour une plage bu nombre
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de Rayleigh entre 103 et 9x10°, comprenant des régimes d'écoulement symétrique (stable) et
asymétrique (oscillant) afin d’atteindre le chao, la seuil de chaque transition et définie par le
nombre de Rayleigh critique, la topologic de 1’écoulement et tous ces bifurcations seront

présentées et discutés.

4.3 Choix du maillage dans le cas tridimensionnel

L’étude des phénomeénes de convection naturelle dans les milieux confinés fait un état de
diverses configurations ou le comportement de I’écoulement dépend fortement des parametres
géométriques et physiques appliqués au systeme. On s’intéresse, dans cette partic a des
simulations tridimensionnelles en convection naturelle dans une cavité cubique partiellement
chauffée par le bas, et partiellement mais symétriquement chauffée sur les deux parois latérales
tandis que la paroi supérieure est considérer adiabatique, afin d’avoir I’effet de certain
parametres sur le comportement de I’écoulement et du transfert de chaleur tels que la position
des parties chauffée des parois latérales (c.-a-d. les trois cas étudiées en 2d), le nombre de
Rayleigh , les lignes de courants, les iso surfaces de température, le nombre de Nusselt moyen et
le champ de température serons analysé. La résolution numérique du systéme d'équations
gouvernant le phénomeéne étudié a été réalisée a l'aide d'un programme gue nous avons élaboré
en langage FORTRAN. Afin de confirmer la certitude de nos résultats nous avons cependant
préalablement vérifiés que les résultats numériques obtenus a partir de ce code sont en parfait
accord avec ceux obtenus par Iwatsu [40].

Nous avons opté pour un maillage non uniforme dans les trois directions, la matrice de
subdivision du domaine de calcul suivant les directions X, Y et Z est de la formell,Jl et Kl. La

distribution du maillage suivant la direction Xa titre indicatif est définie par la relation suivante :

1 1-a

AX(1) =0.0,AX(2) = 2 @2

Avec : a=1.1

AX(i) = a.AX(i — 1) (4.1)

Le maillage décalé est définit comme suit :

dx(1) = Ax(2)/2
dx(i) = (ax() + ax(i + 1)) /2

La figure 4.5 montre ce maillage non uniforme a I’intérieur de la cavité. Il est plus fin prés

(4.2)

des parois ou le gradient des variables physiques est important.
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Figure 4.5 : Schéma de la distribution du maillage dans la cavité

Afin d’avoir un compromis raisonnable entre le temps de calcul et la précision des
résultats, le choix d’un maillage adéquat s’avére nécessaire. Cela nécessite des essais
préliminaires pour tester 1’effet du maillage sur la sensibilité des solutions. Dans cette étude nous
avons considéré les maillages 61x61x61, 71x71x71,81x81%x81,91x91%x91,101x101x
101,111x111x111 et 121x121x121.

Les résultats obtenus en terme du nombre de Nusselt moyen de la paroi chauffée en
fonction du maillage montrent que le profil du nombre de Nusselt moyen devient insensible au
nombre de nceuds a partir d’un maillage de 91x91x91 comme présenté dans le tableau 4.3 et la
figure 4.6. De ce qui précéde, nous avons opté pour un maillage de 91x91x91 pour I’ensemble

des simulations numériques.

Tableau 4.3 : Nombre de Nusselt moyen en fonction du nombre de neeuds

Nombre de nceuds 613 713 813 913 1013 1113 1213
NUmoy 2.98 3.24 3.31 3.336 3.342 3.35 3.355
Erreur 112%  3.45% 1.35% 0.56% 0.39%  0.15% -
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Figure 4.6 : Le nombre de Nusselt moyen en fonction du nombre de neeuds

4.4 Validation du code numérique

Pour utiliser le code numérique élaboré avec plus de confiance, il est indispensable de le

valider avec des résultats existant dans la littérature. Ainsi, nous avons comparé avec succes nos

résultats a ceux obtenus a partir de I’étude de la convection mixte dans une cavité cubique

conduite par lwatsu et Hyun[40] (la seconde catégorie qui examine les cavités chauffées de la

paroi mobile supérieure et refroidies du dessous).

Tableau 4.4 : Comparaison du nombre de Nusselt moyen de la présente étude

avec Iwatsu et Hyun [40]

Ri =0.001 Ri=1.0 Ri =10.0
Présente . Présente ) Présente )
Re atude lwatsu Diff % stude lwatsu Diff % stude lwatsu Diff %
100 1.825 1.82 0.27 1.343 1.33 0.97 1.092 1.08 1.09
400 3.975 3.99 0.37 1521 1.50 1.3 1.158 1.17 1.02
1000 6.98 7.03 0.71 1.789 1.80 0.6 1.395 1.37 1.79
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4.5 Effet de Ra sur les champs thermique et dynamique

4.5.1 Premier cas : Bas - Bas

Les figures 4.7, et 4.8montrent les lignes de courant et les isothermes a l'intérieur de la

cavité pour différentes valeurs du nombre du Rayleigh.

La figure 4.7 illustre la structure des lignes de courant pour différentes valeurs du nombre
de Rayleigh. On remarque la formation de deux grandes cellules primaires et de deux petites
cellules sur les coins bas de la cavité contrarotatives ; I’une des cellules primaires tourne dans le
sens des aiguilles d’une montre et la seconde tourne dans le sens contraire, ainsi que les petites
cellules tournent dans le sens contraire des deux grandes cellules. Cette observation est valable
pour tous les cas dans cet intervalle du nombre de Rayleigh. Le fluide qui est chauffé par la paroi
inférieure se déplace au centre vers la paroi supérieure adiabatique, ou il se divise en deux flux,
I’un se dirige vers la partie froide de la paroi verticale gauche et I’autre se dirige vers la partie
froide de la paroi verticale droite, les deux grandes cellules sont presque égales ou il subit un
epaisement dans la partie inférieur causées par les deux autres petites cellules prés des partie
active des parois verticales. Donc, la configuration présente un écoulement symétrique
caractérisé par quatre cellules, une primaire et une secondaire de chaque c6té de la cavité
contrarotatives et identiques par rapport a 1’axe de symétrie qui est la ligne médiane verticale de
la cavité, en raison de la symétrie des conditions aux limites dans les parois verticales.

L’écoulement et le transfert de chaleur sont contrélés par la source de chaleur locale sur la
paroi inférieure et la différence de température sur les parois verticales a une influence
négligeable, cette influence deviennent significatifs avec I'augmentation du nombre Rayleigh.
Lorsque Ra=Racr1=5.5x10%, la déformation des isothermes et des lignes de courant augmente, et
présente une bifurcation caractérisée par une premiére perte de la symétrie ou on remarque, la
présence d’une dissymétrie vers la droite de la cavité. Il est important de mentionner que pour
une valeur du nombre de Rayleigh plus élevé Ra=7x10% le systtme a eu toujours une
dissymétrie vers la droite avec une petite oscillation, et cette oscillation devient plus forte avec
I’augmentation du nombre du Rayleigh,

c.-a-d. pour Ra=8x10* Ra=3x10%t Ra=8x10°.

Comme le montre la figure 4.7, entre des valeurs de nombre de Rayleigh de 3.1x10° et
7x10%, la structure de 1’écoulement change d'un état symétrique stable a un état asymétrique
instable. Par conséquent, le debut de ce changement (bifurcation) comptait pour le nombre

critique de Rayleigh de 5.5x10% A cette valeur critigue Ra=Racr1=5.5x10%, des instabilités
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surviennent en raison de la compétition de force entre les tourbillons principal et secondaire,
entrainant une perte de symétrie de I'écoulement vers la droite et un champ d'écoulement non-
oscillatoire. Dans ce régime d'écoulement instable, les deux tourbillons précédemment
symétriques (représentés sur la figure 4.7) sont devenus asymétriques avec des tailles et des
intensités différentes dans lequel les valeurs de la fonction de courant sont 0.710226 et -9 pour le
petit vortex au sommet de la cavité et le plus grand tourbillon au fond de la cavité,
respectivement, confirmant la force d'écoulement de déséquilibre dans les deux regions. Il est a
noter que dans cette solution, les contours de température oscillent avec une faible fréquence
dans les flancs droits. Dans ce régime, I'effet des deux éléments chauffants opposés est important
et a une influence significative sur le champ d'écoulement et les niveaux de transfert de chaleur.
De plus, pour toutes les solutions dans le cas, d'écoulement symétrique et avant d’atteindre le
nombre de Rayleigh critique, la valeur de la fonction de courant le long de la ligne de symétrie

est zéro.

A une deuxiéme valeur critique du nombre de Rayleigh (Racr2=3x10%), des instabilités
surviennent en raison de la compétition de force entre les tourbillons principal et secondaire,

entrainant une perte de symétrie de I'écoulement et un champ d'écoulement oscillatoire prévaut.

Pour de faibles valeurs du nombre Ra compris entre 10° et 5.4x10%omme le montrer les
isothermes sur la figure 4.8, pour ces valeurs de Rayleigh suffisamment faibles, I'écoulement
atteint un état stationnaire asymptotique présentant un mouvement symétrique autour de la ligne

médiane verticale de la cavité.

Les isothermes montrent quant a elle que la chaleur récupérée de la source chaude est
transportée par convection vers le haut au milieu de I’enceinte par la paire de deux grandes
cellules au centre. C’est ce qui explique les températures relativement élevées dans la partie
centrale de I’enceinte. La chaleur est évacuée de fagon équitable a travers les deux parois
latérales. Dans le cas de Ra>103 la figure montre que les isothermes se modifient surtout en
fonction du nombre de Rayleigh. Pour Ra=103, les isothermes deviennent presque des ellipses
concentriques et ont une structure symétrique par rapport au plan vertical passant par X = 0,50.
Dans le cas ou le Ra>103, les isothermes se changent continuellement jusqu'aux valeurs de 10%du

nombre de Rayleigh.
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Figure 4.7 : Les lignes de courant pour différentes valeurs de Ra
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Il est a noter que dans cette solution, les Isothermes oscillent proche des parois latérales de
gauche a droite. La valeur de la fonction de courant au centre du vortex primaire gauche (égale a
16,0935) est supérieure a la valeur de la fonction de flux au centre du vortex primaire droit
(égale a 14.0541). Apres, le régime périodique est détruit par une petite augmentation du nombre

de Rayleigh, le régime chaotique apparait aprés a8 Ra=8x10°.

L’évolution temporelle de la température et des deux composantes de la vitesse au milieu
de I’enceinte sont représentées respectivement sur les figures 4.9, 4.10 et 4.11 pour différentes

valeurs de Rayleigh.

Pour des valeurs du nombre de Rayleigh inférieures a la valeur critique de bifurcation, les
solutions tendent asymptotiquement vers le régime stationnaire stable (point limite). Au-dela de

Ra=3x10°, la convection devient oscillante mono-périodique.

o 04 ,J‘N," LRI A AR B
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Figure 4.9 : Evolution temporelle de la température calculée au centre

de la cavité pour différentes valeurs de Ra
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Dans le but de quantifier les échanges thermiques au sein de la cavité, la figure4.12 (a),
(b) et (c) illustre la variation du nombre de Nusselt local calculé le long des parties chauffées des
parois latérales (a) : gauche et (b) : droite, et le long de la source de chaleur de la paroi inférieure
(figure 4.12 (c)), pour différentes valeurs du nombre de Rayleigh. La variation du nombre de
Nusselt local montre que, des valeurs minimales du nombre de Nusselt local sont obtenues au
milieu des parties chauffées étant donné que c’est 1a ou le gradient de température est le plus
faible au vue des isothermes de la figure 4.8. Le nombre de Nusselt local atteint, en revanche, sa
valeur maximale aux bornes de cette source chauffée étant donné que ¢a correspond au contact
du fluide froid provenant des parties inactifs des parois latérales et inférieure avec les extrémites
des sources chauffées, ce qui donnera lieu aux plus forts gradients de température. Notons qu’en
raison de la symétrie des conditions aux limites, la frontiere commune des deux grandes cellules
primaires contrarotatives joue le role d’isolateur. Le centre de la partie chauffée de la paroi
inferieure devient une zone de flux minimal de chaleur puisqu’elle se trouve a une température

maximale, ceci implique un nombre de Nusselt local minimal.

Pour ce qui concerne I’effet du nombre du Rayleigh sur la distribution du nombre de
Nusselt local, nous observons, d’une maniere générale, et pour des faibles valeurs du nombre de
Rayleigh Ra<10*que les profiles a une symétrie parfaite par rapport a I’axe médiane verticale
passe par le centre de chaque source, et que 1’augmentation de nombre de Rayleigh a provoquer
la dissymétrie du profile. De méme, I’intensification des forces de poussée thermique, a travers
I’augmentation du nombre de Rayleigh, favorise les échanges thermiques au sein de la cavité et
ce, & cause de ’augmentation de la vitesse suite a I’intensification des courants de convection. |l
est intéressant de noter que pour Racr1=5.5x10* les profiles a une dissymétrie vers la gauche,
pour le cas (c), et vers la droite pour (a) et (b), et a une autre dissymétrie vers la droite, pour le
cas de la source sur la paroi inférieure de la cavité pourRacr2=3x10°, ce qui confirmé par les

isothermes sur la figure 4.8.
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Pour des faibles valeurs du nombre de Rayleigh, les solutions tendent & grand temps vers
un régime stationnaire stable. La convection stationnaire transite vers une convection dépendant
du temps lorsque le nombre de Rayleigh croit. En effet, la convection stationnaire dévient
oscillante périodique, pseudo-périodique et enfin chaotique. Pour un nombre de
RayleighRa = 7x10*, les solutions présentent une oscillation quis’amortit afin de se stabiliser a
une valeur constante (Figure 4.13). La Figure 4.14 est un portrait de phase(U = f(V)) construit
avec les deux composantes de la vitesse calculées au centre de la cavité. Son allure en spirale,
partant de 1’extérieur et aboutissant en un point a I’intérieur, indique que les solutions présentent
dans un premier temps une oscillation qui s’amortit par la suite afin de se stabiliser a une valeur

constante. On dit dans ce cas que I’attracteur est un point limite.

87



Chapitre 4 Résultats et Discussion

0,6
—— Ra=3x10°
0,51
0,4
g
2
©
& 03-
Q
€
()
|_
0,2 1
0,1
0,0 T T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Temps [s]
Figure 4.15 : Variation temporelle de la température pour Ra=3x10°
0,04 T T T T T T T T
110 Ra=3x10°
100
) 0,03 -
90
80
1 5} 0,02
> 70 ‘g
60 é.
1 0,01
50 <
40
) 0,00 —J
30 T T T T T T T ! ! ! I I T
-150 -100 50 0 50 100 150 0 50 100 150 200
U Fréquance [Hz]
(@ (b)

Figure 4.16 : (a) Portrait de phase d’un cycle limite, (b) Spectre de
fréquence de Fourier de la température 8 Ra=3x10°

En augmentant davantage le nombre de Rayleigh, les résultats montrent que les variations
temporelles des grandeurs ne sont plus sinusoidales mais reste néanmoins périodiques (Figure
4.15). Le portrait de phase représenté sur la Figure 4.16.a est plus complexe que celui obtenu
dans le cas précédent mais reste toujours cyclique. Le spectre d’amplitude comporte un pic
fondamental et ses harmoniques qui apparaissent plus nettement que pour la valeur précédente de
Rayleigh (Figure 4.16.b)

Ce comportement périodique persiste jusqu’a un nombre de Rayleigh Ra = 2.9x.10°

mais la trajectoire devient deplus en plus complexe au fur et a mesure que ce nombre augmente.
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PourRa = 3x10°, les signaux temporels des grandeurs ne se stabilisent plus mais évoluent
dans le temps demaniere oscillatoire périodique. La Figure 4.17 montre la variation périodique
de la température a I’intérieur de la cavité. Le portrait de phase, constitué d’une boucle fermée,
confirme cette périodicité (Figure 4.18.a). L’attracteur est un cycle limite. Le spectre
d’amplitude issu de I’analyse de Fourier du signal temporel de la température au milieu
de I’enceinte comporte un pic fondamental et quelques harmoniques de faible amplitude

(Figure 4.18 b).
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Figure 4.18 :(a) Portrait de phase d’un cycle limite, (b) Spectre de

fréquence de Fourier de la température & Ra=3x10°

Il est a noter que I'apparition d'instabilité oscillatoire est liée au fait que I'écoulement perd

sa stabilité par une bifurcation de Hopf [50]. Pour s'assurer qu'il s'agit d'une bifurcation de type
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Hopf, on procede comme suit : pour une bifurcation de Hopf supercritique, I'amplitude des
solutions périodiques est proportionnelle a(Ra — Rac,)/?, donc on a dabord calculé les
solutions supercritiques pour différentes valeurs de Ra au voisinage de Rac, afin d'éviter tout
effet de modulation d'amplitude, puis, nous avons examineé la relation entre I'amplitude A,y des
solutions et le nombre de Ra. Enfin, nous avons pu extrapoler les résultats a A,mp, = 0 pour
obtenirRac,. La figure 4.19 présente la courbe(A%lmp — Ra), dans laquelle une relation quasi-
linéaire a pu étre obtenue (le coefficient de détermination de la courbe d'ajustement est
R?% = 0,999, ce qui représente un degré d'ajustement linéaire élevé avec les données obtenues),
ainsi, confirme que la bifurcation est supercritique. L'extrapolation de cette courbe fournit le

nombre critique de Rayleigh qui est égal aRac, = 3x10°.

Figure 4.19 : Variation du carrée de I'amplitude de la vitesse U au point

(0.5, 0.5) en fonction du nombre de Rayleigh.

Les résultats obtenus qui ne sont pas tous représentés ici montrent que, en augmentant le
nombre de Rayleigh, I’attracteur subit une série de doublements de période pour devenir
chaotique a partir deRa = 8x 10°. La transition vers le chaos se fait donc via une cascade de
bifurcations sous harmoniques. PourRa = 8x 10°, les solutions commencent a perdre leur
périodicite (Figure 4.20). Le signal temporel de la Figure 4.20 montre des oscillations presque
aussi réguliéeres que celles de la Figure 4.15 mais présentant de temps a autre des fluctuations
d’amplitude irréguliére. Un tel comportement erratique, est confirmé par le portrait de phase
constitué de plusieurs trajectoires (Figure 4.21 a) et du spectre d’amplitude présentant une allure
déchiquetée (Figure 4.21 b).
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Figure 4.22 : Evolution temporelle des isothermes pondant une période

d’oscillation dans le cas bidimensionnelle a Rax=3%10°

Pour la valeur critique du nombre de Rayleigh, les isothermes pondant une période
d’oscillation sont présentées sur la figure 4.22, de cette figure on observe un mouvement

oscillatoire de la droite vers la gauche puis de la gauche vers la droite.
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Figure 4.23 : Evolution temporelle des lignes de courant pondant une

période d’oscillation dans le cas bidimensionnelle a Racr=3%10°

La figure 4.23 présente 1’évolution temporelle des lignes de courant pondant une période
d’oscillation. De cette figure, on observe que au début du cycle a D’instant to, choisi
arbitrairement, il y a quatre cellules non symétrique, 1’une des principaux (a droite) est négative,
et plus large dans la moitié droite de I’enceinte par rapport a celle positive a gauche, les deux
autres secondaires, se trouvant pré de la partie chauffé de la paroi verticale droite de la cavité. Il

faut noter toutefois que la premiére grande cellule tourne plus rapidement que les autres.
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Apres le premier huitieme de la période a (to+P/8), nous remarquons une rotation dans le
sens des aiguilles d'une montre autour du centre du carré, comme si le systtme dans son
ensemble faisait un demi-tour, de sorte que la cellule positive devient plus grande et occupe le
coté supeérieur gauche, tandis que la cellule négative devient plus petite et confiné a la droite de
la cavité, tandis que les deux petits anneaux restent prés des deux parties chauffées des parois
verticales. Pendant le temps to +2P/8, les deux cellules restent sur leurs c6tés alors que la cellule
négatif augmente en taille et en largeur au bas de la cavité, tandis que l'autre positif devient plus
petit et occupe le haut du I’enceinte. L'inversion et la rotation dans le sens opposé ont été
observeées ato +3P/8, de sorte que la taille de la cellule négative a augmenté pour occuper plus de
la moitié droite de la cavité, tandis que la cellule positive a diminué du c6té gauche. Ce
mouvement de rotation des cellules est continuent a to +4P/8par 1’effet de la poussée exercée par

la plus grande cellule positive a gauche.

Pondant la seconde demi période (to+5P/8), (to+6P/8) et (to+7P/8), c’est le phénoméne

inverse qui est observé ce qui nous donne un mouvement d’oscillation des lignes de courant.

Les résultats tridimensionnels sont présentés sur les figures 4.24, 4.25 et 4.26, pour
différentes valeur du Ra et a différentes plans, par le champ thermique, champ dynamique et les
Iso-surfaces de la température, respectivement. En commencent par le champ thermique, on
observe tous d’abord que pour le méme nombre de Rayleigh, la structure du champ thermique
est différent dans chaque plan (Z=0.25 ; Z=0.5 et Z=0.75), ce qui donne une signification sur
I’effet de la troisieme direction (OZ) sur I’écoulement et le transfert de chaleur de I’air a

I’intérieur de la cavité.

Pour des faibles valeurs du nombre de Rayleigh (Ra=3.1x10%), comme on a vu dans le cas
2d, le champ thermique a une symétrie parfaite par rapport au plan médiane (0.5, y, z) dans les
trois plans de présentation, avec un seule pique (un seule cercle) de la température sur la paroi
supérieur, cela est correspond a la dominance de la bandes chaude monté sur la paroi inférieure
de la cavité. Et fur et & mesure que Rayleigh augmente, la structure du champ thermique se
differe c.-a-d. que le transfert thermique se développe et passe d’un état stable symétrique ver un
état instable asymétrique. Le systéme conserve leur symétrie pour les deux autre valeurs de
Rayleigh (Ra=5.5x10* et 3x10°), avec toujours un seule pique sur la paroi supérieur (leur cercle
augmente avec Rayleigh), mais cette fois avec une distribution de la température différente que
celle du premier nombre car I’écart de la température entre 1’air et les parties chaudes est

important.
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La perte de la symétrie apparaitre au-dela de la valeur critique de Rax=7.4x10°, ou I’effet
de deux bandes chaudes latérales joue un grande rdle dans ce cas, ou le systeme est caractérisée
par une faible oscillation de gauche a droite du plan de symétrie médiane, avec deux petites
cercles (c.-a-d. deux piques de température) sur la paroi supérieure, 1’un est de la bandes latérale
gauche (bien observée sur le plan (X, y, 0.75)) et I"autre cercle est due a la dominance de la
bande latérale droite sur le plan (X, y, 0.25). L’oscillation s’oriente vers la droite du plan de
symétrie, et devienne plus forte pour la valeur du nombre de Rayleigh égale & 1x10°, le régime
dans ce cas est oscillant et dissymétrie vers la droite, avant d’étre chaotique pour la valeur de

9.3x10°.

Pour le champ dynamique présenté sur la figure 4.25 par les trajectoires des molécules
d’aire provoquer par la variation de la masse volumique due a I’augmentation de la température,
on observe que pour le cas stable correspond a Ra=3.1x10° I’existence d’un plan de symétrie
médiane (0.5,y, z), ou tout ce qui se passe en termes de mouvement d'un coté, se passe
exactement la méme chose de l'autre c6té, mais dans le sens opposé. Par exemple, en ce qui
concerne le plan (x, y, 0.5), nous remarquons que sous l'effet de la chaleur, les particules d'air
chaud montent du milieu de la partie inférieure chaude vers la paroi supérieure froide pour
changer leur direction vers la droite et la gauche, puis commencent a redescendre, formant deux
grands anneaux symétriques, de taille égale, mais de sens opposé. Dans les deux autres plan de
présentation des résultats, on remarque la formation des zones de recirculation de chaque coté,
complétement symétriques par rapport au plan de symétrie, ce qui reflete I'effet égal de la
chaleur de chaque c6té de la cavité. Cette symétrie est valable pour les deux nombres de
Rayleigh suivants (Ra= 5.5 x10%t 3x10°), mais avec une différence notable due a I'augmentation
de la température. On remarque cette foi que pour les deux plans avant (X, y, 0.25) et arriére (X,
y, 0.75), I’existence de quatre cellules contre rotatifs, ou les deux inférieurs sont dus a I'influence
des deux barres chaudes latérales, et les deux cercles supérieurs sont dus a I'effet de la chaleur de
la barre chaude sur la paroi inférieure. Le début de la perte de symétrie se manifeste clairement
par le changement de la taille des zones de recirculation et la déformation de leur forme, de sorte
gue comme nous l'avons vu a propos du champ thermique, cela se reflete également dans le
champ dynamique, et I'effet de la chaleur de la bande chaude dans la surface de la paroi latérale
gauche I'emporte, de sorte que la dissymétrie se fait vers le coté droit. La nature du mouvement
devient turbulente avec l'augmentation des valeurs du nombre de Rayleigh (>10), et on
remarque également une augmentation du nombre d'anneaux de recirculation de quatre a cing

avec des tailles et des distributions différentes.
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Plan(x, y, 0.25) Plan(x, y, 0.5) Plan(x, y, 0.75) Ra=7.4x10°
Plan(x, y, 0.25) Plan(x, y, 0.5) Plan(x, y, 0.75) Ra=1x10°
Plan(x, y, 0.25) Plan(x, y, 0.5) Plan(x, y, 0.75) Ra=9.3x10°

Figure 4.24 : Champs thermique Cas 3D- dans différentes plans et pour

différentes nombres de Rayleigh
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Plan(x, y, 0.25) Plan(x, y, 0.5) Plan(x, y, 0.75) Ra=7.4x10°
Plan(x, y, 0.25) Plan(x, y, 0.5) Plan(x, y, 0.75) Ra=1x10°
Plan(x, y, 0.25) Plan(x, y, 0.5) Plan(x, y, 0.75) Ra=9.3x10°

Figure 4.25 : Champs dynamique Cas 3D- dans différentes plans et pour

différentes nombres de Rayleigh
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Plan (0.5,y, 2) Plan (x, y, 0.5) Plan (0.5, y, 0.5) Ra=7.4x10°
Plan (0.5, v, z) Plan (x, y, 0.5) Plan (0.5, y, 0.5) Ra=1x10°
Plan (0.5,v, 2) Plan (x, y, 0.5) Plan (0.5, y, 0.5) Ra=9.3x10°

Figure 4.26 : Les iso-surfaces de la température dans différentes plans et

pour différentes nombres de Rayleigh

Les iso-surfaces de température pour différentes valeurs du nombre de Rayleigh sont

illustrées a la figure 4.26. Pour les faibles valeurs du nombre de Rayleigh, le flux est faible en
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raison du régime de transfert de chaleur dominant en quasi-conduction et l'air est presque au
repos. Les isothermes présentent une stratification presque verticale prés de la paroi supérieure
adiabatique et une stratification inclinée pres des parties non chauffées sur les parois latérales
droite et gauche. Il est évident que ces iso-surfaces sont toujours orthogonales aux parois
adiabatiques. En d'autres termes, le flux est principalement dominé par la flottabilité et le transfert de

chaleur est contrdlé principalement par la convection naturelle.

En augmentant le nombre de Rayleigh, I'air chauffé prés des bandes chauffées sur la paroi
inférieure et les deux autres parois latérales, est de plus en plus entrainé en raison des forces de
flottabilité créant des couches paralleles se forment sous la forme d'une flamme au milieu,
confinée entre deux petites flammes sur les cotés droit et gauche dans un mouvement ascendant
vers le haut se terminant par un forme semblable & la sortie d'un cratére de volcan. On remarque
que ce comportement se développe pour des valeurs faibles du nombre de Rayleigh (Ra= 5.5x10*

et 3x10°), mais avec une symétrie compléte pour les deux plans perpendiculaires (0.5, y, z) et (X,
y, 0.5).

Comme on peut le voir sur la figure, le nombre de Rayleigh est un parameétre efficace sur la
force de I'écoulement et un fort écoulement créer la dissymétrie, 1’oscillation puis le chao est

observé avec l'augmentation de ce paramétre de Ra= 4.7x10°, 10° et 9.3x10°, successivement.
4.5.2 Deuxiéme cas : Centre — Centre

Les figures 4.27, et 4. 28 montrent les lignes de courant et les isothermes a l'intérieur de la

cavité pour différentes valeurs du nombre du Rayleigh.

La figure 4.27 illustre la structure du champ dynamique pour différentes valeurs du
nombre de Rayleigh. On remarque la formation de deux grandes cellules primaires et de deux
petites cellules sur le centre de chaque coté de la cavité contrarotatives ; 1'une des cellules
primaires tourne dans le sens des aiguilles d’'une montre et la seconde tourne dans le sens
contraire, ainsi que les petites cellules tournent dans le sens contraire des deux grandes cellules.
On observe que les deux grandes cellules sont presque égales ou il subit une déformation vers
I'intérieur du milieu par l'effet de poussée produit par la partie chauffée dans le milieu de chaque
paroi latérale. Donc, la configuration présente un écoulement symétrique caractérisé par quatre
cellules, une primaire et une secondaire au centre de chaque coté de la cavité contrarotatives et
identiques par rapport a I’axe de symétrie.

L’augmentation de la valeur du nombre de Rayleigh rompt la symétrie. En effet, les deux

grandes cellules se subdivisent pour donner naissance a des petites cellules secondaires, aussi
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bien dans la partie supérieure que dans la partie inférieure de 1’enceinte. Les cellules de
convection changent de taille, de manicre alternative. Le gonflement des unes s’accompagne du
rétrécissement des autres. En examinant les isothermes, on peut remarquer la formation de
couches limites thermiques au niveau des parois chaudes, qui se manifestent par des

resserrements des lignes.

Comme on a vue dans le 1% cas, pour de faibles valeurs du nombre Ra compris entre 10° et
3.85x10°comme le montrer les isothermes sur la figure 4.28, les isothermes se produisent
symétriquement par rapport a I'axe médiane verticale de la cavité, et le transfert de chaleur est

principalement dd a la conduction.

D'autre part, en augmentant le nombre de Rayleigh le mécanisme du transfert de chaleur se
conjugue entre la conduction et la convection et finalement la convection est le mécanisme de

transfert de chaleur dominant a haut nombre de Rayleigh.

On observe tous d’abord le début d’une petite oscillation au centre de la cavitéa
Ra=2.9x10°, mais dans ce cas le systéme garde sa symétrie par rapport a 1’axe de symétrie, se qui
s’explique par 1’égalité de ’effet alternatif des parties chauffées sur les parois latérales de la
cavité. Une désymetrie vers la gauche mais sans oscillation est observer au de la de la valeur
critique de nomre de Rayleigh de 3.9x10°, et ce comportement duran juqu’a la valeur de 9x10°.
Cela peut s'expliquer par la dominance de I'effet de la partie chauffée sur la paroi latérale droite
par rapport a la partie chauffée sur la paroi gauche. Le début de 1’oscillation mais toujours avec
une dissymétrie vers la gauche est observer pour Ra=1x10°. La fréquence de 1’oscillation
augmente au fur et a mesure avec la valeur du Rayleigh jusqu'a la valeur de 9x10° ou le régime

devienne chaotique.

On en conclue que I’augmentation du nombre de Rayleigh entraine le rapprochement des
isothermes les unes des autres dans la zone située pres de la paroi inférieure chauffée et des deux
parties chauffées des parois verticales, c'est a dire que les gradients de température deviennent
plus éleves a proximité des parties chauffées. Ceci implique une augmentation du transfert
thermique a travers la paroi inférieure de 1’enceinte pour un nombre de Rayleigh plus €levé. Par
conséquent, les températures les plus élevées sont celles du fluide qui circule parallelement a la
paroi chauffée, tandis que les températures les plus basses sont celles du fluide qui circule
parallelement aux parois froides. En effet, le gradient de température au voisinage des parois
latérales devient important pour le développement d'une couche limite thermique et le transfert

de chaleur correspond a une convection naturelle.
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Ra=2.85x10° Ra=2.9x10°

Ra=1x108

Figure 4.27 : Les lignes de courant pour différentes valeurs de Ra
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Ra=2.9x10°

Ra=3.9x10°

0.481987

s

—— —

Ra=1x108
Figure 4.28 : Les isothermes pour différentes valeurs de Ra

Les figures 4.29, 4.30 et 4.31 montrent des séries temporelles de la température et des
deux composantes de la vitesse au milieu de I’enceinte pour différents nombres de Rayleigh. De
toute évidence, la température pour Ra = .85x10° se rapproche finalement d'une valeur constante
a mesure que le temps augmente. Cependant, la série temporelle de température pour Ra = 4x

10° est périodique dans la phase quasi-stationnaire. La méme conclusion peut étre tirée des autres
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variables (U et V), suggérant que le nombre de Rayleigh critique de la transition vers un
écoulement instationnaire est Rac = 3.9x 10°.

Pour Ra = 4x 10°, I'amplitude des oscillations est supérieure a celle du nombre de Rayleigh
inférieur. 1l faut noter que, le nombre de Rayleigh critique pour le passage a la convection
naturelle instationnaire dans la cavité avec deux sources de chaleur au milieu de chaque paroi
latérale (cas 2 : Centre-Centre) est supérieur a celui dans le cas de la premiére configuration
(casl : Bas-Bas).

La figure 4.32 (a), (b) et (c) illustre la variation du nombre de Nusselt local calculé le long
des parties chauffées des parois latérales (a) et (b), et le long de la source de chaleur de la paroi
inférieure (figure 4.32 (c)), pour différentes valeurs du nombre de Rayleigh. La variation du
nombre de Nusselt local montre que, pour des faibles valeurs du nombre de Rayleigh Ra <
2,85x10°que les profiles a une symétrie parfaite par rapport a I’axe médiane verticale passe par
le centre de chaque source, et que 1’augmentation de nombre de Rayleigh a provoquer la
dissymétrie du profile. Il est intéressant de noter que pour Ra..; = 4x10°les profiles a une

dissymétrie vers la gauche, pour le cas (c), et vers la droite pour (a) et (b).

Dans la figure 4.33, on présente les Isothermes pondant une période d’oscillation pour la
valeur critique du nombre de Rayleigh. Il apparait clairement que le mouvement oscillatoire
alterne de droite a gauche puis inversement, mais dans ce cas (Centre-Centre) et par rapport au
premier cas (Bas-Bas), les Isothermes au centre de la cavité sont plus fine et sa longueur s'étend
jusgu'au centre de la cavité, et cela est di a la position des sources de chaleur au milieu des deux
surfaces latérales.

La figure 4.34 présente 1’évolution temporelle des lignes de courant pondant une période
d’oscillation. Ce que I'on peut voir sur cette figure, pour la premiére moitié du période, aprés que
le systeme était composé de quatre cellules, l'un primaire et l'autre secondaire dans chaque
moitié de la cavité, mais avec le temps, ce systeme a commencé dysfonctionnement de sorte que
des cellules de tailles et de positions différentes se forment, de sorte que le nombre diminue et
que la taille augmente Plus tard, I'union des cellules secondaires les uns avec les autres. On

remarque le processus inverse durant la seconde moitié du cycle de ’oscillation.
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Figure 4.29 : Evolution temporelle de la Température calculée au centre
de la cavité pour différentes valeurs de Rayleigh
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Figure 4.30 : Evolution temporelle de la vitesse U calculée au centre de
la cavitépour différentes valeurs de Rayleigh
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Figure 4.31 : Evolution temporelle de la vitesse V calculée au centre de

la cavitépour différentes valeurs de Rayleigh
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Figure 4.32 : Distributions des nombres de Nusselt locales calculées le
long des parties chauffées a (a) : X=0, (b) : X=1 et (c) : Y=0 pour

différents nombres de Rayleigh a Y=0.5
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Figure 4.34 : Evolution temporelle des lignes de courant pondant une

période d’oscillation a Racy=3.9%10°

La topologie aérothermique du systéeme est presentée en 3d sur les figures 4.35, 4.36 et
4.37 par le champ thermique, champ dynamique et les Iso-surfaces de la température
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respectivement, dans différentes plans et pour différentes valeurs de Rayleigh. On observe tous
d’abord, comme pour le premier cas (Bas-Bas), que pour le méme nombre de Rayleigh, la
structure du champ thermique et dynamique sont différent dans chaque plan (Z=0.25 ; Z=0.5 et
7=0.75), ce qui donne une signification sur DI’effet de la troisi¢éme direction (OZ) sur
I’écoulement et le transfert de chaleur de 1’air a ’intérieur de la cavité dans ce deuxiéme cas
(Centre-Centre).

Pour des valeurs du Ra compris entre 2.85x10° et 3.9x10°, les Isothermes et méme les
lignes de courant garde sa symeétrie parfaite par rapport au plan vertical médian (X=05, Y, Z), sur
les trois plans de présentation (a Z=0.25; 0.5 et 0.75), avec un seule pique -pour le champ
thermique- (un seule cercle augmente en taille avec Rayleigh) de la température sur la paroi
supérieur. Et fur et a mesure que Rayleigh augmente, le transfert thermique se développe et passe
d’un état stable symétrique ver un état instable asymétrique. Cette instabilité apparaitre au-dela
de la valeur critique de Ras=4x10° ou l’effet de deux bandes chaudes au centre des parois
latérales joue un grande réle dans ce cas, ou le systéme est caractérisée par une faible oscillation
de gauche a droite du plan de symétrie médiane, avec deux petites cercles (c.-a-d. deux piques de
température) sur la paroi supérieure. L’oscillation devienne plus forte pour la valeur du nombre
de Rayleigh égale & 1x105, le régime dans ce cas est oscillatoire.

Pour le champ dynamique, on observe que pour le cas stable correspond a Ra comprise
entre 2.85x10%t 3x10°’existence d’un plan de symétrie médiane (0.5,y, z), ou tout ce qui se
passe en termes de mouvement d'un coté, se passe exactement la méme chose de l'autre coté,
mais dans le sens opposé. Par exemple, en ce qui concerne le plan (x, y, 0.5), nous remarquons
que sous l'effet de la chaleur, les particules d'air chaud montent du milieu de la partie inférieure
chaude vers la paroi supérieure froide pour changer leur direction vers la droite et la gauche, puis
commencent a redescendre, formant deux anneaux symétriques en haut du cavité, de taille égale,
mais de sens opposé. Dans les deux autres plan de présentation, on remarque la formation des
zones de recirculation de chaque c6té, ce qui reflete I'effet égal de la chaleur de chaque cété de la
cavité. On remarque cette foi I’existence de six cellules contre rotatifs, ou les deux au milieu sont
dus a l'influence des deux barres chaudes latérales et jouent le rdle d'isolants, et les deux cercles
supérieurs sont dus a l'effet de la chaleur de la barre chaude sur la paroi inférieure. Le début de la
perte de symétrie se manifeste clairement par le changement de la taille des zones de
recirculation et la déformation de leur forme, et méme par la déformation de la ligne de symétrie

(sur le plan (x, y, 0.25)).
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La nature du mouvement devient turbulente avec I'augmentation des valeurs du nombre de
Rayleigh (Ra=1x10°), et on remarque une augmentation du nombre d'anneaux de recirculation de

six a huit avec des tailles et des distributions différentes.

Plan(x, y, 0.25) Plan(x, y, 0.5) Plan(x, y, 0.75)Ra=2.85x10°
Plan (x, y, 0.25) Plan (x, y, 0.5) Plan (x, y, 0.75)Ra=2.9x10°
Plan (x, y, 0.25) Plan (x, y, 0.5) Plan (x, y, 0.75)Ra=3.9x10°
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Plan (x, y, 0.25) Plan (x, y, 0.5) Plan (x, y, 0.75) Ra=4x10°

Plan (x, y, 0.25) Plan (x, y, 0.5) Plan (x, y, 0.75) Ra=1x10°

Figure 4.35 : Champs thermique dans différent plans et pour différentes
valeurs de Rayleigh
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Plan (x, y, 0.25)

Plan (x, y, 0.25)

Plan (x, y, 0.25)

Plan (x, y, 0.5)

Plan (x, y, 0.5)

Plan (x, y, 0.5)

Plan (x, y, 0.75) Ra=2.85x10°

Plan (x, y, 0.75) Ra=2.9x10°

Plan (x, y, 0.75) Ra=3.9x10°
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Plan (x, y, 0.25) Plan (x, y, 0.5) Plan (x, y, 0.75) Ra=4x10°

Plan (x, y, 0.25) Plan (x, y, 0.5) Plan (x, y, 0.75) Ra=1x10°

Figure 4.36 : Champs dynamique dans différent plans et pour différentes

valeurs de Rayleigh
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Plan (0.5,v, 2)

Plan (0.5,v, 2)

Plan (0.5,v, 2)

Plan (x, y, 0.5)

Plan (x, y, 0.5)

Plan (x, y, 0.5)

Plan (0.5, y, 0.5) Ra=2.85x10°

Plan (0.5, y, 0.5) Ra=2.9x10°

Plan (0.5, y, 0.5) Ra=3.9x10°
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Plan (0.5, v, z) Plan (x, y, 0.5) Plan (0.5, y, 0.5) Ra=4x10°

Plan (0.5, v, z) Plan (x, y, 0.5) Plan (0.5, y, 0.5) Ra=1x10°

Figure 4.37 : Les iso-surfaces de la température dans différent plans et

pour différentes valeurs de Rayleigh

La figure 4.37 présente la distribution des iso-surfaces de température dans différent plans et pour
différents nombres de Rayleigh. Pour Ra = 2.85x10°, une diffusion thermique moyenne similaire
des deux bandes chaudes sur les parois latérales vers le milieu du cube (voir plan (x, y, 0.5)), et
une diffusion thermique importante de la bande chaude sur la paroi inférieur vers le haut (plan
(0.5, y, z), ont été notée. Cette diffusion thermique augmente d’une fagon symétrique avec
I’augmentation du Ra jusqu’ a la valeur critique. Une stratification thermique horizontale et
verticale aux sources de chaleur a lieu. On observe la naissance d'une petite cellule acentrique au
sommet proche du plan (x, 1, z).En augmentant Ra a 4x10° la lame d'air chaud verticale, et la
propagation vers le haut augmente, I’effet des deux bandes chaudes sur les parois latérales
acceélére cette propagation, la taille de la cellule devient plus grande et occupe la totalité du plan

(x, 1, ). Pour Ra=108, un fort courant ascendant d'air chaud divisé en deux par effet des sources
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latérales (plan (0.5, y, z)), se produit juste au-dessus de la source sur la paroi inférieur. Il est

important de souligner que la grande cellule au sommet se divise en deux cellules égales.
4.5.3 Troisiéme cas : Haute - Haute

Dans ce dernier cas (Haute-Haute), ou les parties chauffées sont situées en haut des deux
parois latérales, tandis que la grande partie chauffée est toujours au milieu de la paroi inférieure.
Les linges de courant et les isothermes pour différentes valeurs de Rayleigh sont présentés sur les

figures 4.38 et 4.39, respectivement.

Nous supposons que la transition vers l'instabilité de 1'écoulement de I’air dans une cavité
chauffée de maniére différentielle se produit via une bifurcation de Hopf a Ra = Rac. Nous
avons essayé de localisé la valeur du nombre Ra critique en effectuant un ensemble de
simulations numériques pour définir une plage de valeurs Ra a laquelle se produit une transition
oscillatoire stable. Dans la premiere étape, le régime d'état stationnaire a été obtenu pour le flux
correspondant a la valeur de Ra compris entre 1x10% et 1.9x10°.Ensuite, un certain nombre de
simulations numériques ont été effectuées, augmentant successivement les valeurs de Ra de 2x
10°, jusqu'a ce qu'un régime d'écoulement instable soit reconnu a Ra =3x10°.De cette maniére, la
valeur préliminaire du nombre Ra critique auquel une transition oscillatoire stable a lieu s'est

avérée étre située dans l'intervalle 2,9x10° <Racr < 3,0x10°.

Aprés ce régime oscillatoire qui dure jusqu’a Ra=8.7x10°, le systéme revient a nouveau a

I'état stationnaire, a partir de la valeur du nombre de Rayleigh de 9x10°.

Concernant les lignes de courant, pour des valeurs du nombre de Rayleigh inférieures a la
valeur critique de bifurcation (Ra=10% 10* 1.3x10* et 5.6x10%) et jusqu’a 2.9x10°, les solutions
tendent asymptotiquement vers le régime stationnaire stable, caractérisé par quatre cellules, deux
grandes primaires et deux petites secondaires en haut de la cavité, symétriques par rapport au
plan fictif vertical et tournant dans les sens horaire, pour la cellule primaire a droite et la
secondaire en haut gauche et antihoraire pour la cellule primaire a gauche et la secondaire a la
droite. La représentation des quatre courants de convection est séparée par une ligne de courant

relativement nulle.

En effet, la valeur de la vitesse ascendante sur toute la ligne est pratiguement nulle comme
on peut le constater sur la figure 4.38.
Au-dela de Rag =3x10° la convection devient oscillante mono périodique. Cependant,

I’amplitude maximale des oscillations reste relativement faible au voisinage du premier point de

119



Chapitre 4 Résultats et Discussion

bifurcation et jusqu’a Ra = 5x10° o0 la solution a subi une augmentation d’amplitude et

diminution de période d’oscillation.

77706

0.0145938

-0.0135588
-0.0

-0.1

Ra=5.6x10*

-0.00170213 | 0,000916969
-0.00877687 0.00655492

Ra=3x10° Ra=9x10°

Figure 4.38 : Les lignes de courant pour différentes valeurs de Ra
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0.488319

Ra=9x10°

Figure 4.39 : Les isothermes pour différentes valeurs de Ra

L’évolution temporelle de la température et des deux composantes de la vitesse au milieu
de I’enceinte sont représentées respectivement sur les figures 4.40, 4.41 et 4.42 pour différentes
valeurs de Rayleigh. Pour des valeurs du nombre de Rayleigh inférieures a la valeur critique de
bifurcation, les solutions tendent asymptotiquement vers le régime stationnaire stable (point

limite). Au-dela de Rai=3x10° la convection devient oscillante mono-périodique. Pour
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Ra=5x10°, on observe une augmentation de l’amplitude et une diminution de la période
d’oscillation, mais le régime reste toujours mono périodique jusqu’a Ra=8.7x10°. Le systéme

revient stable pour Ra=9x10°.

Pour bien illustrer 1’échange thermique dans les différents sources de chaleur, on présente
sur la figure 4.43: (a), (b) et (c), la variation du nombre de Nusselt locale le long des parties
chauffées sur les parois latérales ((a) et (b)), et le long de la partie chauffée sur la paroi inférieure

(figure 4.43 (c)) pour différentes nombres de Rayleigh.

Généralement un bon accord a été observé entre les profils des isothermes et la distribution du
Nusselt locale pour les différentes structures d’écoulement considérées. Nous constatons que
I’augmentation du nombre de Richardson (Ri=10) signifie une augmentation d’apport de chaleur
dans la cavité a conséquence d’intensifier le mouvement de fluide caractérisé par 1’augmentation
du nombre de Nusselt local. Nous remarquons aussi que la partie affectée par le transfert de

chaleur est plus importante.
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Figure 4.40 : Evolution temporelle de la Température calculée au centre

de la cavité
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Figure 4.43 : Distributions des nombres de Nusselt locales calculée le
long des parties chauffées a (a) : X=0, (b) : X=1 et (c) : Y=0 pour

différentes nombres de Rayleigh
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Plan (x, y, 0.25)

Plan (x, y, 0.25)

Plan (x, y, 0.5)
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Plan (x, y, 0.75) Ra=1x10?

Plan (x, y, 0.75) Ra=1x10*

Plan (x, y, 0.75) Ra=5.6x10*

Plan (x, y, 0.75) Ra=2x10°
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Plan (x, y, 0.25) Plan (x, y, 0.5) Plan (x, y, 0.75) Ra=2.8x10°
Plan (x, y, 0.25) Plan (x, y, 0.5) Plan (x, y, 0.75) Ra=4x10°
Plan (x, y, 0.25) Plan (x, y, 0.5) Plan (x, y, 0.75) Ra=9x10°

Figure 4.46 : Champs thermique Cas 3D- dans différent plans et pour

différentes valeurs de Rayleigh
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Plan (x, y, 0.25)

Plan (x, y, 0.5)

Plan (x, y, 0.5)

Plan (x, y, 0.5)

Plan (x, y, 0.5)

Plan (x, y, 0.75) Ra=1x10?

Plan (x, y, 0.75) Ra=1x10*

Plan (x, y, 0.75) Ra=5.6x10*

Plan (x, y, 0.75) Ra=2x10°
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Plan (x, y, 0.25) Plan (x, y, 0.5) Plan (x, y, 0.75) Ra=2.8x10°
Plan (x, y, 0.25) Plan (x, y, 0.5) Plan (x, y, 0.75) Ra=4x10°
Plan (x, y, 0.25) Plan (x, y, 0.5) Plan (x, y, 0.75) Ra=9x10°

Figure 4.57 : Champs dynamique Cas 3D- dans différent plans et pour

différentes valeurs de Rayleigh
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Plan (0.5,v, 2)

Plan (0.5,v, 2)

Plan (0.5,v, 2)

Plan (x, y, 0.5)

Plan (x, y, 0.5)

Plan (x, y, 0.5)

Plan (0.5, y, 0.5) Ra=1x10?

Plan (0.5, y, 0.5) Ra=1x10*

Plan (0.5, y, 0.5) Ra=1x10°
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Plan (0.5,v, 2) Plan (x, y, 0.5) Plan (0.5, y, 0.5) Ra=2.8x10°
Plan (0.5, v, z) Plan (x, y, 0.5) Plan (0.5, y, 0.5) Ra=4x10°
Plan (0.5, Y, z) Plan (x, y, 0.5) Plan (0.5, y, 0.5) Ra=9x10°

Figure 4.68 : Les iso-surfaces de la température dans différent plans et

pour différentes valeurs de Rayleigh
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La figure 4.48 illustre les iso-surfaces de la température au sein de toute la géométrie pour
différentes valeurs du nombre de Rayleigh et dans différent plans. Lorsque le nombre de
Rayleigh est faible Ra= 103 ou lorsque I'effet de la convection naturelle est faible, les iso-
surfaces sont en général des droites lisses et paralléles aux parois latérales de la cavité. Ce
comportement est di a la faiblesse du débit lorsque le nombre de Rayleigh est faible. Mais,
lorsque le nombre de Rayleigh augmente jusqu’a Ra=1x10° et Ra=2.8x10°, la force de
flottabilité domine sur la force visqueuse, ce qui augmente ’effet de convection naturelle. Par
conséquent, la forme des iso-surfaces commence a s’écarter fortement de celle uniforme
rencontrée dans le cas ou Ra=103. Cela est due au fait qu’une forte circulation se produit lorsque
le nombre de Rayleigh est éelevé. La concentration des iso-surfaces adjacentes a la paroi
inférieure, ainsi que celle des parois latérales, augment a mesure que le nombre de Rayleigh
augmente, illustrant une quantité de chaleur et un grand gradient de température adjacent a la
paroi inférieure est les deux parois inférieure et les deux parois latérales de la cavité cubique.

Par conséquent, une couche limite thermique est construite dans ces régions et peut étre
observée en particulier lorsque Ra=4x10° et 9x10°. La convection de chaleur est le mécanisme
dominant de transfert de chaleur dans ce cas.

La figure 4.49 montre le nombre de Nusselt moyen en fonction du nombre de Rayleigh le
long du plan médian horizontal du centre de la source de chaleur montée dans la paroi verticale
pour cas 1 : (Bas-Bas), cas 2 (Centre-Centre) et pour le cas 3 (Haute-Haute). On note que lorsque
Ra est inférieur & 10%, le Nu tend presque vers l'unité, ce qui indique que la conduction thermique
I'emporte sur la convection pour le cas de Ra tres petit, autrement dit a tres petite échelle. Il
ressort également de la figure. 4.48, que le Nu augmente plus rapidement avec Ra dans
I’intervalle de 10° & 10* que dans I’intervalle de 10° a 108,

Des nombres de Nusselt moyens plus grands ont été enregistrés pour le cas 3 (la source de
chaleur est montée dans la partie supérieure du mur vertical) par rapport aux nombres trouvés

pour les autres emplacements de la source de chaleur (cas 1 et cas 2).
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Figure 4.79 : Distributions des nombres de Nusselt moyennes en fonction

du nombre de Rayleigh pour les trois cas
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Dans la présente thése, la stabilité de la convection naturelle dans une cavité carrée
chauffée symétriqguement remplie d'air a été étudiée numériquement en 2D et en 3D. Le nombre
de Rayleigh critique dans lequel se produit une transition d'un écoulement stationnaire a un

écoulement oscillatoire est déterminé.

Des comparaisons ont été faites entre les trois cas étudiés, puis nous avons comparé chaque cas
bidimensionnel et tridimensionnel afin de choisir le meilleur en termes de stabilité (nombre de

Rayleigh critique élevé) ainsi que le plus efficace en termes d'échange thermique.

Pour le cas bidimensionnel, il s’agit d’une cavité carrée dont la paroi supérieure est
adiabatique, tandis que les parois latérales sont maintenues a une température constante (Ty).
Deux parties chauffées de longueur égale a un quatrieme de celle de la cavité L ayant une
température constante (T¢), sont placées symétriquement en trois positions : en bas des parois
verticales pour la 1°® configuration (Bas-Bas), et au centre des parois verticales pour le 2™ cas
(Centre-Centre) et en haut pour la derniére configuration (Haute-Haute). Une source chaude de
longueur égale a la moitié de celle de la cavité L est placée au centre de la paroi inférieure. Ces
trois cas ont été étudiés en tenant compte de I'effet de la troisieme dimension (3d), ou les parties
chauffées sont présentées sous forme des bandes chaudes. Le fluide est supposé newtonien (air)
avec des propriétés physiques constantes, a I’exception de la masse volumique dans le terme de
flottabilité qui est régie par 1’approximation de Oberbeck-Boussinesq et dépend linéairement de
la température. Les équations gouvernantes sont résolues par la méthode de volumes finis et
I'analyse est effectuée pour différentes valeurs du nombre de Rayleigh Ra comprises entre
103et9x10°.

L'objectif de la présente étude est de déterminer le nombre de Rayleigh critique dans lequel
se produit une transition d'un écoulement stationnaire a un écoulement oscillatoire. Donc, nous
avons essayé de localise la valeur du nombre Ra critique pour chaque cas en 2d et 3d, en
effectuant un ensemble de simulations numériques pour définir une plage de valeurs de Ra a
laguelle se produit une transition oscillatoire stable. Dans la premiere étape, le régime d'état

stationnaire a été obtenu pour I’écoulement correspondant a la valeur de Ra compris entre (Rac-
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0.1) et (Rac+0.1). Ensuite, un certain nombre de simulations numériques ont été effectuées, en
augmentant successivement les valeurs de Ra, jusqu'a ce qu'un régime d'écoulement instable soit
reconnu. De cette maniere, la valeur préliminaire du nombre de Ra critique auquel une transition
oscillatoire-stable a lieu s'est avérée étre déterminéee. L'effet des sources de chaleur placées
symétriquement sur les deux parois latérales opposées en plus de la source sur la paroi inférieure
sur la topologie aérothermique a été étudié. Les résultats sont présentés pour le cas
bidimensionnel en termes de lignes de courant, d'isothermes et de variables d'écoulement, y
compris les profils de vitesse et de température et le spectre de fréquence de Fourier de la

température.

Les résultats obtenus en 2D, et pour les trois configurations, ont montré que pour des
nombres de Rayleigh inférieurs a Racr, I'écoulement a I'intérieur de la cavité reste stationnaire
avec des motifs parfaitement symétriques. Alors qu'au-dela de cette valeur critique, le systeme
bifurque dans lequel la symétrie d'écoulement est rompue et un premier schéma d'écoulement
périodique dépendant du temps de Hopf se produit. Dans le cas tridimensionnel, les résultats sont
présenter en isothermes, les lignes de courant et les iso surfaces de la température, dans trois
différentes plans suivant la direction Z (Z=0.25; 0.5 et 0.75) pour différentes nombres de
Rayleigh et pour les trois configurations aussi (Bas-Bas; Centre-Centre et Haut-Haut). Les
résultats obtenus ont montré 1’effet de la troisiéme direction, du nombre de Rayleigh et de la
position des parties chauffées, sur la topologie aérothermique de 1’écoulement de 1’air dans la

cavité cubique.

Le modéle d'écoulement & Ra = 3.1x103 est parfaitement symétrique composé de deux
tourbillons convectifs primaires et de deux tourbillons faibles prés des parties chauffées de la
paroi latérale, qui tournent dans des directions opposées. L'intensité des deux tourbillons dans ce
régime d'écoulement est identique en raison de la symétrie des conditions aux limites appliquées
aux parois verticales, et la valeur de la fonction de courant le long de la ligne de symétrie est

nulle.

Pour le premier cas (Bas-Bas) en bidimensionnel et pour Racr=3x108, 1’écoulement
bifurque d'un état symétrique stable a un état asymétrique stable. Par conséquent, le début de
cette bifurcation comptait pour le nombre critique de Rayleigh de3x10°. A cette valeur
critique Rac, = 3x10°, des instabilités apparaissent en raison de la compétition de force entre
les tourbillons principal et secondaire, provogquant une perte de symétrie de I'écoulement et un
champ d'écoulement oscillatoire prévaut. La solution a cette valeur du nombre de Rayleigh est

mono-périodique avec une fréquence f; = 0,012, et la courbe de V en fonction de U est fermee.
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Tandis que pour le deuxiéme cas (Centre-Centre), on observe tous d’abord le début d’une
petite oscillation au centre de la cavité a Ra=2.9x10° mais dans ce cas le systéme garde sa
symetrie, ce qui s’explique par 1’égalité de I’effet alternatif des parties chauffées sur les parois
latérales de la cavité. Une désymetrie vers la gauche mais sans oscillation est observer au de la
de la valeur critique de nomre de Rayleigh de 3.9x10%, et ce comportement continue juqu’a la
valeur de 9x10°. Cela peut s'expliquer par la dominance de I'effet de la partie chauffée sur la
paroi latérale droite par rapport a la partie chauffée sur la paroi gauche. Le début de I’oscillation
mais toujours avec la dissymétrie vers la gauche est observer pour Ra=1x10°. La fréquence de
I’oscillation augmente au fur et & mesure avec la valeur du Rayleigh jusqu'a 9x10° ou le régime

devienne chaotique.

Dans la premiére étape, le régime d'état stationnaire dans la cavité du 3°™ cas (Haut-
Haut), a été obtenu pour 1’écoulement correspondant a la valeur de Ra compris entre 1x103 et
1.9x10°. Ensuite, un certain nombre de simulations numériques ont été effectuées, en augmentant
successivement les valeurs de Ra de 2x 10°, jusqu'a ce qu'un régime d'écoulement instable soit
reconnu a Ra =3x10°.De cette maniére, la valeur préliminaire du nombre Ra critique auquel une
transition oscillatoire stable a lieu s'est avérée étre située dans l'intervalle 2,9x10° < Rag <
3,0x10°. Au-dela de Racr =3x10°, la convection devient oscillante mono périodique. Cependant,
I’amplitude maximale des oscillations reste relativement faible au voisinage du premier point de
bifurcation et jusqu’a Ra = 5x10° o0 la solution a subi une augmentation d’amplitude et

diminution de période d’oscillation.

De ces résultats de simulations numériques bidimensionnelles, en peut dire que le 1*' cas
(Bas-Bas) est plus stable que les deux autres cas, car Rac(Bas-Bas)>Rac(Centre-
Centre)>Rac(Haut-Haut). Au contraire, en termes de transfert de chaleur, le troisieme cas est le

plus efficace.

Les résultats tridimensionnels montre tous d’abord que, pour le méme nombre de Rayleigh,
la structure du champ thermique, champ dynamique et iso-surfaces de la température, sont
différent dans chaque plan (Z=0.25 ; Z=0.5 et Z=0.75), ce qui donne une signification sur I’effet
de la troisiéme direction (OZ) sur 1’écoulement et le transfert de chaleur de 1’air a I’intérieur de

la cavité cubique.

La perte de la symétrie apparaitre au-dela de la valeur critique de Racr=7.4x10° pour le 1¢
cas (Bas-Bas), et pour le 2°™ cas (Centre-Centre), cette instabilité apparaitre au-dela de la

valeur critique de Racr=4x10°, la valeur critique correspond au 3°™ cas (Haut-Haut) est
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Racr=2x10°, c’est que veut dire que, le premier cas est, toujours comme en 2d, le plus stable car
il posséde le plus grand nombre de Rayleigh critique, et celui le moine efficace en vue de

transfert de chaleur par rapport aux autres cas.

Maintenant, on compare les valeurs de transition pour le méme cas en 2d et en 3d, les
valeurs sont trés proches pour le 2°™ et le 3°™ cas, mais il y’a une différence entre les valeurs

du 1°" cas, comme suit :
- pour le 1% cas (Bas-Bas) : Racr (2d)= 3x10° tandis que Racr (3d)=7.4x10°
- pour le 2°™ cas (Centre-Centre) : Racr (2d)= 3.9x10° tandis que Racr (3d)=4x105
- pour le 3™ cas (Haut-Haut) : Racr (2d)= 3x10° tandis que Racr (3d)=2x105
Plusieurs travaux futurs, apparaissant a I'issue de travail sont les suivants :

+¢+ Considérer un écoulement en régime turbulent.

% Considérer des modeles qui tiennent en compte I’influence de champs magnétiques.

< Impliquant les milieux poreux, les nano fluides et I’influence de champs magnétiques peuvent

s’inspirer de ce cas pour €tre entreprises.

« Les nombres de Reynolds et de Prandtl, figurant dans les équations sans dimensions gouvernant
le phénoméne étudié, ainsi que le rapport d’aspect de la cavité, peuvent constituer eux aussi

d’excellents parameétres d’étude.
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