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Résumé  
 

Le présent travail est dédié à l'étude du problème de Graetz dans des conduites droites de 

sections circulaires et non circulaires pour analyser l'influence des paramètres rhéologiques sur 

l’amélioration du transfert de chaleur en négligeant la dissipation visqueuse pour une classe de 

fluides viscoélastiques non-linéaires représentés par les modèles de comportement de « Phan-Thien-

Tanner simplifié  (SPTT) » et le modèle « Finite Extensible Nonlinear Elastic-Peterlin  (FENE-P) ». 

La simulation numérique est réalisée en utilisant le code de calcul POLYFLOW basé sur la méthode 

des éléments finis et les résultats sont comparés avec les solutions analytiques et semi-analytiques 

disponibles dans la littérature pour les géométries 2D axisymétriques. 

L’analyse considère le cas d`un flux de chaleur constant imposé sur la paroi et les résultats 

montrent que pour le modèle SPTT les effets élastiques et rhéofluidifiants combinés représentés par 

le paramètre εWe2 conduisent à une amélioration du transfert de chaleur. Pour le modèle FENE-P, les 

résultats montrent qu'une augmentation de l'élasticité du fluide améliore le coefficient de transfert de 

chaleur en raison de l’augmentation du niveau de comportement rhéofluidifiant. Cependant 

l'augmentation du paramètre d'extensibilité L2 aboutit à une diminution du nombre de Nusselt.  Des 

résultats numériques sous forme de nombre de Nusselt pour les cas 2D axisymétriques sont obtenus 

pour un certain nombre de valeurs de la concentration de la phase polymèrique β et confirment 

quantitativement que la concentration du polymère augmente les taux de transfert de chaleur dans les 

fluides FENE-P.  La distribution du nombre de Nusselt dans la région d'entrée des conduites de 

forme triangulaire équilatérale, carrée ou rectangulaire est obtenue pour la première fois pour des 

fluides viscoélastiques non-linéaires de type SPTT et FENE-P. 

Mots clefs   

Viscoélastique, problème de Graetz, modèle simplifié Phan-Thien-Tanner SPTT, modèle FENE-P, 

convection à l’entrée d’une conduite, nombre de Nusselt. 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 



Abstract 
 

The present work is dedicated to the study of the Graetz problem in straight pipes of circular 

and non-circular cross-sections to analyze the influence of the rheological parameters on the heat 

transfer enhancement with negligible viscous dissipation for a class of non-linear viscoelastic fluids 

constitutively represented by the simplified Phan-Thien-Tanner (SPTT) and the Finite Extensible 

Nonlinear Elastic-Peterlin (FENE-P) models. Numerical simulation is conducted using the finite 

element based software POLYFLOW and results are compared with analytical and semi-analytical 

solutions available in the literature for the 2D axisymmetric pipes.  

The analysis considers a constant wall heat flux boundary condition and results shows that for 

the SPTT model the combined elastic and shear-thinning effects represented by the parameter εWe2 

lead to heat transfer enhancement. For the FENE-P model, the results show that an increase in fluid 

elasticity raised the normalized heat transfer coefficient due to the increased level of shear-thinning 

behavior.  But increasing the extensibility parameter L2 leads to a decrease in Nusselt number.  

Nusselt number values are obtained for the axisymmetric pipe flows for several values of polymer 

concentration β and the study confirms quantitatively that polymer concentration enhances heat 

transfer rates in FENE-P fluids.  The Nusselt number distribution in the entrance region of tubes of 

equilateral triangular, square and rectangular cross-sections is reported for the first time for non-

linear viscoelastic fluids of the SPTT and FENE-P type. 

 

KEYWORDS: Viscoelastic, Graetz problem, Simplified Phan-Thien-Tanner model SPTT, FENE-P 
model, entry flow heat transfer, Nusselt number. 
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I.1 Introduction  

Les fluides non newtoniens sont présents dans presque tous les produits chimiques et les 

industries de transformation. Ce type de fluide a fait l’objet de recherches fondamentales poussées, 

non seulement parce que les fluides non newtoniens sont très présents dans la nature, mais aussi en 

vue d’éventuelles applications industrielles. Les facteurs qui déterminent les caractéristiques 

rhéologiques de ce type de fluides sont très complexes et leur compréhension nécessite des 

connaissances dans plusieurs disciplines (mathématique, physique et chimie). Par ailleurs, les 

domaines d'application sont aussi extrêmement vastes et diversifiés. 

En particulier, l’étude du comportement des fluides viscoélastiques avec transfert de chaleur 

est un domaine de recherche très actif, étant donné le grand nombre d'applications des polymères 

dans l'industrie. Un des outils utilisés pour analyser les écoulements de fluides viscoélastiques est la 

simulation numérique. 

Le transfert de chaleur dans la région d'entrée des conduites non-circulaires est d’un intérêt 

particulier dans la conception des échangeurs de chaleur compacts dans les industries chimique, 

pharmaceutique, pétrochimique et alimentaire. Généralement les échangeurs de chaleur utilisent des 

conduites de sections circulaires et rectangulaires, qui sont faciles à fabriquer, entretenir et nettoyer. 

Comme la plupart des fluides utilisés dans l'industrie chimique, pharmaceutique, pétrochimique, et 

des procédés de l’industrie alimentaire sont non-newtoniens, il est important de déterminer les 

caractéristiques de chaleur transférée par convection forcée en régime d’écoulement laminaire d’un 

fluide non-newtonien à travers des conduits de sections circulaire et non-circulaire.  Le problème 

d’écoulement laminaire à travers des conduites circulaires et non-circulaires avec transfert de chaleur 

(appelé aussi le problème classique de Graetz) pour les fluides newtoniens a reçu suffisamment 

d’attention dans la littérature à l’aide de l’approche théorique, numérique ou expérimentale. 

Cependant, pour les fluides non-newtoniens et en particulier viscoélastiques, la littérature demeure 

restreinte et l’approche expérimentale reste tout au moins difficile à réaliser dans la majorité des cas.   

I.2 Etude bibliographique 

Le problème de Graetz considère un régime d'écoulement hydrodynamique pleinement 

développé (profil de vitesse dépendant seulement de la position radiale), mais se développe 

thermiquement.  Historiquement, le problème classique de Graetz [1] remonte à l’année 1883, le but 

recherché était la détermination de la distribution des températures d’un écoulement laminaire, 

permanent, dans un tube circulaire d’un fluide newtonien à propriétés thermo-physiques constantes. 

Le travail exhaustif classique compilé par Shah et London [2] porte sur le transfert de chaleur par 



Chapitre I: Introduction générale 

 

2 
 

convection pour des conduites circulaire et non circulaire pour les fluides newtoniens, et une 

extension de ce travail a été rapportée par Shah et Bhatti [3].  

Le problème de Graetz pour un écoulement laminaire d’un fluide non-newtonien en loi de 

puissance à travers des conduites circulaires a été examiné par Lyche et Bird [4] et une solution 

semi-analytique a été obtenue. Une extension de leurs études a été rapportée par Toor [5] qui a résolu 

les équations du champ analytique en prenant en compte la génération de chaleur interne. Mansour 

[6] a obtenu une solution analytique du problème de Graetz dans les conduites circulaires pour un 

fluide non-newtonien en loi de puissance pour différentes valeurs de l’indice « n », en utilisant des 

fonctions hypergéométriques confluentes et la transformation de Laplace pour le cas d’une 

température constante à la paroi et sans dissipation visqueuse.   

La plupart des solutions analytiques suivent le modèle de réduction des équations régissantes 

à un problème Sturm-Liouville pour ensuite calculer numériquement les valeurs propres et les 

vecteurs propres [7]. Des solutions analytiques d’un écoulement laminaire d’un fluide en loi de 

puissance à travers un tube ont été développées par Parikh et Mahalingam [8] pour obtenir les profils 

de température dans le cas d’un flux de chaleur constant imposé sur la paroi et aussi en faisant varier 

le flux de chaleur arbitrairement. Flores et al. [9] ont obtenu un comportement asymptotique d’un 

fluide en loi de puissance avec température de paroi constante à travers des géométries planes et 

asymétriques.  

Les premiers travaux de McKillop [10] rapportent sur la solution numérique des fluides en loi 

de puissance pseudo-plastiques à travers des tubes circulaires. Chandrupatla et Sastri [11] ont utilisé 

la méthode des différences finies pour un écoulement laminaire avec transfert de chaleur pour des 

fluides newtoniens et pseudo-plastiques à travers une conduite de section carrée pour différentes 

conditions aux limites thermiques. La solution numérique et les résultats du nombre de Nusselt pour 

les fluides newtoniens donnent des valeurs en excellent accord avec celles disponibles dans la 

littérature. En général, il a été reporté que le coefficient de transfert de chaleur pour les fluides 

rhéofluidifiants représentés par la loi de puissance est supérieure à celui des fluides newtoniens.  

La capacité des fluides viscoélastiques à améliorer le transfert de chaleur dans un écoulement 

laminaire dans des tubes de section transversale non circulaire a été d’abord démontrée par Hartnett 

et Kostic [12]. Des solutions analytiques et semi-analytiques avec des fluides obéissant le modèle 

Simplifié Phan-Thien Tanner (SPTT) [13] ont été obtenues par Coelho et al. [14] pour un écoulement 

laminaire pleinement développé avec transfert de chaleur à travers deux géométries axisymétrique et 

plane dans le cas d’une température constante à la paroi.  Les résultats montrent une augmentation du 

coefficient de transfert de chaleur avec l’augmentation du paramètre  « ε1/2We »  qui combine l’effet 

d’élasticité représenté par le nombre de Weissenberg « We » et l’élongation du fluide représentée par 
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le paramètre ε. Cette augmentation qui peut atteindre jusqu’à 14% par rapport à la valeur dans le cas 

newtonien, est le résultat d`augmentation du niveau de fluidification par cisaillement régi par ε dans 

le modèle SPTT. La solution analytique pour l’écoulement de Poiseuille d’un fluide viscoélastique 

représenté par le modèle PTT non-affine a été rapportée indépendamment par Letelier et Siginer 

[15,16] et Oliveira et Pinho [17]. Coelho et al. [18] ont réalisé une étude théorique du problème de 

Graetz dans le cas plan et axisymétrique en utilisant la solution du champ de vitesse dérivée dans la 

Ref. [17], et ont discuté la variation du nombre de Nusselt pour différents nombres de Brinkman et 

aussi l’effet des deux paramètres combinés, le nombre du Weissenberg We  le paramètre ε, sur 

l’amélioration du coefficient de transfert de chaleur. 

Un autre modèle viscoélastique commun pour les fluides polymères est le modèle FENE-P 

(Finite Extensible Non-linear Elastic - Peterlin, voir [19, 20]). Le modèle FENE-P est l’un des 

modèles les plus couramment utilisés pour les polymères liquides sous la forme de solutions diluées, 

semi-diluées et concentrées, voir Purnode et Crochet [21]. Contrairement aux modèles PTT et SPTT 

qui sont des modèles basés sur des milieux continus, la FENE-P possède une équation constitutive à  

base moléculaire et est connu pour prédire la diminution de la viscosité en fonction du cisaillement et 

de modéliser avec précision les propriétés viscosimétriques pour un certain nombre de fluides. 

La solution du cas complètement développée d’un fluide de type FENE-P à travers un tube 

circulaire et aussi dans le cas bidimensionnel plan a été obtenue par Oliveira [22]. Il a été constaté 

que pour le modèle FENE-P, le profil de vitesse tend à être plus uniforme en augmentant le 

paramètre adimensionnel caractérisant la viscoélasticité, le nombre de Deborah (De), ou par la 

diminution du paramètre d'extensibilité L2. Cela est dû au comportement de fluidification par 

cisaillement du fluide FENE-P.  Les résultats montrent aussi que le profil de la contrainte normale 

varie de façon non-monotone avec le nombre de Deborah De. Pour De < Decr  (Decr est le nombre de 

Deborah critique) , la contrainte normale augmente avec l’élasticité, mais pour des valeurs de 

Deborah supérieures à la valeur critique Decr, cette tendance est inversée. 

Oliveira et al. [23] ont obtenu une solution semi-analytique pour le problème du Graetz des 

liquides viscoélastiques obéissant au modèle FENE-P. La solution obtenue pour les cas 

axisymétrique et plan en tenant compte de la présence de la dissipation visqueuse pour les deux 

conditions aux limites thermiques, température constante et flux de chaleur constant à la  paroi. Ils 

ont déterminé que la différence entre le comportement du PTT et les fluides FENE-P est due à l’effet 

d’élongation du fluide représenté par le paramètre ε et l’effet du paramètre d'extensibilité L2.  

L’augmentation du paramètre ε et le nombre du nombre de Weissenberg mène à une augmentation 

du nombre de Nusselt, voir Coelho et al. [18]. L2 et ε1/2We manifestent des effets opposés sur 

l’amélioration du transfert de chaleur. L’augmentation du paramètre ε1/2We mène à une augmentation 
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du nombre de Nusselt et l’augmentation du paramètre d’extensibilité L2conduit à une diminution de 

fluidification par cisaillement, et par conséquent une diminution dans le coefficient de transfert de 

chaleur.  

Cruz et al [24] cependant ont dérivé une solution générale exacte pour un écoulement 

entièrement développé pour les cas axisymétrique et plan des fluides obéissant au modèle FENE-P et 

PTT respectivement en tenant compte de la contribution newtonienne. Les résultats sont quantifiés 

par référence aux effets des paramètres rhéologiques sur le champ de vitesse et les contraintes 

normales et tangentielles. 

 

I.3. Objectif de la thèse 

Le problème du transfert de chaleur d’un fluide newtonien en régime laminaire et permanent 

dans la région d'entrée de conduites de section circulaire et non-circulaire a été traité dans de 

nombreux travaux antérieurs à l’aide de l’approche théorique, numérique ou expérimentale. 

Cependant, pour les fluides non-newtoniens et en particulier viscoélastiques, la littérature demeure 

restreinte et les travaux souvent éparses. Les extensions du problème de Graetz, considèrent : l’effet 

de dissipation visqueuse et le régime transitoire.  La plus importante extension est la considération 

des fluides non-newtoniens vue la complexité de la modélisation de ce type de fluides et en 

particulier les fluides de type viscoélastique.  En outre, les écoulements des fluides non-newtoniens, 

dans les conduites de section circulaire ou non-circulaire, ont une grande importance pratique, 

éventuellement dans les processus industriels, tels que la manipulation de polymères, la stérilisation 

de la nourriture, la fabrication de produits cosmétiques, plastiques, peinture et bien d’autres.  Des 

solutions analytiques et semi-analytiques pour le même problème avec un fluide viscoélastique de 

type SPTT et FENE-P on été obtenues pour les cas axisymétrique et plan durant les dix dernières 

années, [14, 17, 18, 22, 23 et 24].  Ces solutions représentent une avancée intéressante mais 

demeurent toutefois limitées à des géométries simples.  Obtenir des solutions analytiques dans le cas 

de conduites avec sections non-circulaires demeure pour le moment pratiquement impossible. 

L’objectif donc de ce travail est d’utiliser une approche numérique pour l’étude de 

l’écoulement laminaire en convection forcée (le problème de Graetz) d’un fluide viscoélastique à 

travers des conduites de section circulaire et non circulaires à l’aide du logiciel « POLYFLOW ».  

Les deux modèles rhéologiques utilisés sont le SPTT (Phan-Thien Tanner simplifiée) et FENE-P 

(Finite Extensible Nonlinear Elastic-Peterlin).  Le choix de ces modèles repose sur plusieurs 

considérations : 

Ces deux modèles viscoélastiques de type différentiel sont issus de deux catégories de fluides 

viscoélastiques [25]. Le premier modèle choisi est le modèle de Phan-Thien Tanner simplifiée 
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(SPTT) qui représente la catégorie des modèles basés sur des concepts de mécanique des milieux 

continus. Les modèles Phan- Thien/Tanner (PTT) et Giesekus sont les plus couramment utilisés de 

cette catégorie. Le modèle de Giesekus comprend un paramètre contrôlant la non-linéarité, alors que 

celui du PTT en inclut deux. Ce modèle est bien connu pour bien reproduire le comportement en 

cisaillement et en élongation. 

Le deuxième modèle choisis celui du FENE-P est basée sur l’utilisation de concepts 

appartenant à la théorie moléculaire des solutions polymériques et l’utilisation de la mécanique 

statistique.  La littérature indique que ce modèle est approprié dans les cas ou le comportement 

rhéofluidifiant connue en anglais ”shear-thining” est présent. Ce comportement représente la 

diminution de la viscosité avec augmentation du taux de cisaillement. Le modèle FENE-P est 

caractérisé par le fait que l’extensibilité maximale du ”dumbell” est fixée à une certaine valeur 

déterminée dans sens ou il ne permet pas au polymère de s’allonger indéfiniment. 

 Le programme de simulations considère d'abord la géométrie 2D axisymétrique en vue de la 

validation de l’approche numérique avec des solutions analytiques publiées dans la littérature. 

L’étude sera ensuite étendue à d'autres géométries tri-dimensionnelles circulaires et des géométries 

non-circulaires telles que des conduites de sections transversales triangulaires, carrées, rectangulaires 

et elliptiques. 

L’étude analyse d’une façon détaillée l’influence des paramètres rhéologiques sur le champ 

de vitesse et l’amélioration du transfert de chaleur dans le cas où la dissipation visqueuse reste 

négligeable. L’analyse prend en compte l’influence du paramètre adimensionnel caractérisant la 

viscoélasticité, le nombre de Weissenberg (We), et d’autres paramètres particuliers au modèle choisi 

tels que le paramètre d’extensibilité L2 pour le cas du modèle FENE-P sur le comportement du 

champ thermique et le débit. Les résultats numériques pour les géométries non-circulaires obtenus 

sont présentés ici pour la première fois. 

I.4. Organisation de la thèse 

Le présent mémoire est structuré en quatre chapitres avec une conclusion générale : 
 

          - Le premier chapitre présente une introduction générale ainsi que la problématique des 

écoulements viscoélastiques avec transfert de chaleur dans des conduites suivi par une étude 

bibliographique.  

          - Le deuxième chapitre est consacré au rappel des notions importantes concernant la rhéologie 

et les propriétés des fluides viscoélastiques, ainsi que les modèles rhéologiques utilisés dans cette 

étude. 
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          - Le troisième chapitre traite de la formulation mathématique. On y décrit les équations qui 

régissent l’écoulement, et la méthode des éléments finis, les schémas numériques utilisés, les 

configurations géométriques traitées et les conditions aux limites appropriées. 

          - Le quatrième chapitre présente les résultats ainsi que leur discussion.  

          - Enfin une conclusion générale résume les résultats trouvés. Des perspectives pour des études 

futures sont aussi présentées. 
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II.1 Généralités sur la rhéologie  
 

La rhéologie est la science qui étudie les déformations et l’écoulement de la matière. Elle a 

pour objet d'analyser les comportements mécaniques des substances et d'établir leurs lois de 

comportement.  La rhéologie englobe de nombreuses disciplines fondamentales telles que la 

résistance des matériaux, la mécanique des fluides, la plasticité.  Un matériau est considéré comme 

déformé quand sa structure microscopique est modifiée du fait de l'action d'une force (plus 

spécifiquement une contrainte τ) appliquée sur lui. Il est possible de classer les matériaux en 

fonction de leur comportement : 

• il existe des corps très déformables ou fluides qui prennent une déformation finie sous l’effet 

d'une pression hydrostatique, et un écoulement indéfini sous l'effet d'une contrainte de 

cisaillement même faible. 

• il existe des corps peu déformables ou solides qui ont une déformation finie quelle que soit la 

nature de la contrainte, au moins jusqu'à un certain seuil de contrainte. 

• il existe des matériaux (les plus courants) qui sont compris entre ces deux extrêmes (les 

matériaux à comportement élastique, plastique, visqueux et viscoplastique). 

On distingue deux types d`écoulements qui se caractérisent par le déplacement relatif entre 

molécules adjacentes: écoulement d'élongation et de cisaillement. Dans un écoulement 

d'élongation, deux éléments adjacents du matériau selon leur position dans l'écoulement s’éloignent 

à partir d'une position initiale proche ou se rapprochent à partir d'une position initiale distante ; par 

contre, dans un écoulement de cisaillement, ces éléments peuvent se croiser. Pour caractériser un 

écoulement entièrement, il faut utiliser une échelle de temps associée à la déformation; on obtient 

finalement le gradient de vitesseγ
.

et le taux d’élongation 'ε
.

.  

Considérons la situation représentée dans la figure. II.1, un matériau comme un ensemble de 

couches moléculaires parallèles emprisonnées entre 2 plans parallèles de surface S séparés d’une 

distance h. Un des plans est fixe, et le second est mis en mouvement par une force F appliquée à la 

plaque supérieure. La force nécessaire par unité de surface pour tirer la plaque est à l’origine de la 

contrainte (τ = F / S) [26]. Sous l’effet de la force tangentielle, la première couche moléculaire se 

déplace à la même vitesse. Les couches inférieures vont se mouvoir dans la même direction mais 

avec des vitesses de plus en plus petites. Ils se créent entre les deux plans un gradient de vitesse 

d’amplitude γ
.

= vx / h.  
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Figure. II.1. Représentation schématique d’un écoulement de cisaillement simple induit par une force 

F. Le fluide confiné entre deux plaques de surface S, qui se trouvent à une distance h. 

 

La plaque supérieure se déplace à une vitesse vx. Dans le cas d’un fluide newtonien, le 

coefficient de proportionnalité reliant le gradient de vitesse à la contrainte est la viscosité µ du fluide, 

qui est définie par : 

τ
µ

γ
= .                                            (2.1) 

D’un autre côté, nous montrons à titre d’information un autre type de déformation: 

l’élongation, qui nous amène à définir la viscosité élongationnelle. Un écoulement élongationnel est 

un écoulement dans lequel les éléments de fluide sont étires sans rotation ni cisaillement. La figure 

II.2 montre l’élongation simple d’un matériau de longueur initiale l0 soumis à une force F dans la 

direction x et qui produit un allongement dl. Le rapport entre l’allongement et longueur initiale est 

définie comme la déformation relative ε' = dl / l. 

 

Figure. II.2. Élongation simple dans la direction x.  

 

Le coefficient de proportionnalité reliant la déformation relative à la contrainte est le module 

élastique G, défini par : 

'
G

τ

ε
=                                           (2.2) 

Il serait pratique de pouvoir considérer que tout liquide est purement « visqueux »  et tout 

solide purement « élastique » mais aucun matériau « réel » ne correspond parfaitement à ces deux 

extrêmes.  

S F, Vx 

h 
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Les fluides viscoélastiques se caractérisent par un comportement intermédiaire entre fluide et 

solide car leur structure interne dépend du temps caractéristique de la contrainte appliquée. Quand celui-

ci est faible ou respectivement grand, elles se comportent comme des solides ou des fluides (essayez de 

marcher plus ou moins rapidement sur le sable mouillé).   

 

II.1.1 Tenseur des contraintes 

Pour un liquide non-newtonien, il est nécessaire de tenir compte des contraintes 

perpendiculaires à l’écoulement, plus communément appelées contraintes normales. Nous 

introduisons le tenseur des contraintes à cet effet. 

Le tenseur des contraintes fait apparaitre toutes les contraintes qui peuvent s’exercer sur un 

matériau, c’est-à-dire non seulement les contraintes tangentielles à l’origine des cisaillements, mais 

également les contraintes à l’origine des compressions et des élongations du matériau. 

Le concept de pression isotropique P en tant que force normale exercée par unité de surface 

est bien connu, mais il y a également des contraintes qui conduisent à la déformation d’un fluide qui 

doivent être formulées complètement sous forme de tenseurs [27]. 

Considérons un élément de surface dS dans le plan xz: la normale n à la surface dS est suivant 

l’axe y (voir Figure II.3). Une contrainte σ appliquée à cette surface peut être décomposée en trois 

composantes suivant les axes x, y et z : ce sont respectivement σxy, σyy et σzy. Plus généralement, 

dans la notation σij , i est la direction de la contrainte et j la direction de la normale n à la surface dS. 

σxy et σzy sont des contraintes tangentielles et σyy est une contrainte normale. 

 

Figure II.3. Composantes σxy, σyy, σzy de la contrainte s’exerçant sur une surface dS de normale 
orientée suivant l’axe y. 

 

Nous définissons ici le tenseur des contraintes totales de Cauchy σ, objet décrivant les 

informations sur les efforts internes en un point. Par construction, dans le cas général, ce tenseur 

contient des termes élastiques et dissipatifs. On prend l’habitude, pour les fluides viscoélastiques, de 

séparer le terme de pression hydrostatique −PI (avec I la matrice identité) des autres effets.  
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On note ainsi le tenseur des contraintes totales de Cauchy: 

                                    σ = −PI + τp+ τs                                 (2.3) 

ou τp est le tenseur contenant des effets élastiques et τs est le tenseur des contraintes visqueuses. 

La relation entre le tenseur des contraintes et l’histoire des déformations est à l’origine des 

lois de comportement pour décrire l’écoulement d’un fluide. Pour décrire correctement les 

déformations et leur histoire il faut définir le tenseur des gradients de vitesse Li,j au sein du fluide : 

                                      i
ij

j

v
L

x

∂
=

∂
                                         (2.4) 

Ce tenseur peut être décomposé en une partie symétrique et une partie antisymétrique. Les 

termes de la diagonale caractérisent des efforts en traction ou en compression, alors que les autres 

représentent les efforts associés au cisaillement. C’est-à-dire que le tenseur des taux de déformation 

di,j qui nous intéresse correspond a la partie symétrique de Li,j : 

                                
1

2
ji

ij

j i

vv
d

x x

 ∂∂
= +  ∂ ∂ 

                                (2.5) 

Dans le cas d’un cisaillement simple, le tenseur des contraintes visqueuses et le tenseur des 

taux de déformation s’écrivent :  

                                  

0

0

0 0

xx xy

xy yy

zz

τ τ

τ τ

τ

 
 

=  
 
 

τ                               (2.6) 

                                    

0 1 0

1 0 0
2

0 0 0

d
γ
 
 

=  
 
 

.

                                (2.7) 

La viscosité apparente est définie comme :  

                                            xyτ
µ

γ
= .                                      (2.8) 

Et la première et deuxième différence de contraintes normales sont définies comme : 

    N1 = τ xx – τ yy                                   (2.9) 

                                      N2 = τ yy – τ zz                                   (2.10) 

L'équation constitutive pour les fluides newtoniens incompressibles contient une seule 

constante : la viscosité µ, nous pouvons écrire τ = 2µd qui donne N1 = N2 = 0 en cisaillement simple. 
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II.1.2 Le comportement newtonien 

 

Un liquide newtonien est donc un liquide dont la viscosité ne varie pas suivant le gradient de 

vitesse. Cela implique que :  

- La viscosité de cisaillement µ est indépendante du taux de cisaillement. 

- Dans un écoulement de cisaillement simple, les seules contraintes créées par l’écoulement sont des 

contraintes de cisaillement σ.  

- La viscosité est indépendante du temps et les contraintes s’annulent immédiatement lorsque 

l’écoulement cesse. Si on reprend le cisaillement ultérieurement, la viscosité doit être la même que 

précédemment.  

Par exemple, l’eau est un fluide newtonien parce qu’elle continue d’exhiber les propriétés 

d’un fluide quelle que soit la vitesse à laquelle elle est agitée. Les solutions aqueuses et les huiles de 

faibles viscosités, la plupart des solvants, l’air, de nombreux gaz, sont des exemples de fluides 

newtoniens. 

Ainsi, un grand nombre de fluides suit le modèle newtonien. Mais des que le comportement 

d’un fluide diverge de ce modèle, il est alors regroupé dans une autre catégorie appelée « modèle 

non- newtonien ».  

Certains liquides qui rentrent dans la catégorie des fluides non-newtoniens montrent aussi des 

caractéristiques élastiques (donc liées à un caractère solide). Ils sont connus en tant que fluides 

viscoélastiques. Par la suite, nous allons nous intéresser à ces fluides qui sont le centre d'intérêt de 

notre travail. 

 

II.1.3 Le comportement non-newtonien 

 

Un fluide est dit non newtonien lorsque le tenseur des contraintes visqueuses n'est pas une 

fonction linéaire du tenseur des taux de déformation. Autrement dit, lorsque sa vitesse de 

déformation (par exemple le taux de cisaillement) n’est pas directement proportionnelle à la force 

qu'on lui applique. Le meilleur exemple est celui du sable mouillé en bord de mer : quand on frappe 

le sable, il a la viscosité élevée d'un solide, alors que lorsqu'on appuie doucement dessus, il se 

comporte comme une pâte.  

On peut citer à titre d’exemple de fluides non-newtoniens : les solutions de polymères, les 

polymères fondus, les suspensions, les pattes, les émulsions et les fluides biologiques [28]. En 

rhéologie et de manière simple, un fluide non-newtonien correspond à un fluide dont la viscosité µ 

dépend du taux de cisaillement. Concrètement lorsqu'on soumet un tel matériau à une contrainte de 
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cisaillement τ, la réponse de ce fluide n’est pas proportionnelle comme serait le cas pour un fluide 

newtonien. Il existe plusieurs types classiques de fluide non-newtonien. Ils ne sont d'ailleurs pas 

exclusifs l'un de l'autre, un fluide peut présenter plusieurs des propriétés présentées ci-dessous. Le 

tableau 1 résume les différents types de fluides non newtoniens. Aussi, en se basant sur le 

comportement de la fonction µ(γ
.

), voir figure. II.4, il est d’usage de subdiviser les fluides non-

newtoniens en trois catégories : Fluide rhéofluidifiant, fluide rhéoépaississant et fluide à seuil. 

 

Tableau 1 : Les différents types de fluides non newtoniens 
 
 

Fluides dont la viscosité dépend du taux de cisaillement 

Fluides rhéofluidifiants  

(« shear-thinning fluid » 

en anglais)  

Sa viscosité diminue lorsque le taux de 

cisaillement augmente  

sang, shampooing, encres 
d’imprimerie, jus de fruit 
concentré, suspensions de 
particules solides solutions 
de polymères de masse 
moléculaire élevée, …  

Fluides 

rhéoépaississants  

« shear-thickening fluid » 

en anglais)  

Sa viscosité augmente avec le taux de cisaillement  suspensions de particules 
micrométriques d’argile, de 
craie, de quartz, ou de 
cellules du sang dans du 
plasma, d’amidon de 
maïs…  

Fluides à seuil  

 

Un fluide qui ne s’écoule que lorsque la contrainte 

σ qui lui est appliquée dépasse un certain seuil  

Le dentifrice, la mousse à 
raser, le ciment frais, les 
peintures, les boues de 
forage…  

Fluides dont la viscosité dépend du temps 

Les fluides thixotropes  Leur viscosité diminue avec le temps lorsqu’ils 

sont soumis à une contrainte constante. À l’arrêt 

du cisaillement, la viscosité augmente avec le 

temps, ce qui indique une réversibilité (au moins 

partielle) du phénomène  

peintures, yaourts, encres, 
suspensions d’argile, 
crèmes cosmétiques, sauce 
tomate concentrée, sang…  

Les fluides 

rhéopectiques  

Leur viscosité augmente lorsqu’ils sont soumis à 

une contrainte constante  

La crème Chantilly  

Les fluides 

viscoélastiques  

Un solide ou un fluide viscoélastique présente des 

caractéristiques tantôt d’un solide, tantôt d’un 

liquide, selon le temps de sollicitation auquel le 

matériau est soumis. Sous cisaillement ou 

élongation, ces matériaux subissent une première 

déformation instantanée comme un solide 

Silly Putty  
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élastique, puis continuent à se déformer de manière 

continue comme un liquide visqueux. À l’arrêt du 

cisaillement ou de l’élongation, le matériau 

reprend en partie sa forme initiale  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure. II.4. Rhéogrammes des fluides (lois de comportement rhéologiques élémentaires).   
 

 
II.2 La viscoélasticité 

 

La viscoélasticité est définie comme caractérisant un comportement mécanique particulier 

intermédiaire entre le comportement d’un solide idéal dit ”Hookéen” et celui d’un liquide idéal dit 

”newtonien”. La réponse d’un matériau viscoélastique à une déformation est alors un couplage entre 

la réponse d’un fluide visqueux (contrainte proportionnelle à la vitesse de déformation) et celle d’un 

solide élastique (contrainte proportionnelle à la déformation). Cela revient à considérer que les 

propriétés mécaniques observées sont de façons générales dépendantes du temps ou de ses quantités 

dérivées. 

Ainsi, une contrainte appliquée engendre une déformation dans le temps et vice versa, ce qui 

traduit que les propriétés mécaniques d’un matériau viscoélastique évoluent dans le temps et 

dépendent de l’histoire des sollicitations. Quatre essais fondamentaux permettent de mettre en 

évidence le comportement viscoélastique des matériaux : essai de fluage, de relaxation, de 

recouvrance et d’effacement.  

Fluide viscoplastique de Bingham (n=1) 

Fluide viscoplastique rhéo-fluidifiant 
(Herschel-Bulkley) 

Fluide rhéo-épaississant 

Fluide Newtonien 

Fluide rhéo-fluidifiant 

τ 

τc 

τc 

0 .
γ



Chapitre II : Rhéologie et classification des fluides non-newtoniens 

 

14 
 

Maxwell (1867) est l’un des premiers à proposer un modèle mathématique pour un liquide 

avec des propriétés élastiques. Un solide est une matière qui, soumise à une contrainte donnée, a une 

déformation fixe finale et ne change pas continuellement de forme sous l’effet de cette contrainte. 

D’un autre coté un liquide est une matière qui change continuellement de forme (il s'écoule) quand il 

est soumis à une contrainte donnée, indépendamment de l’amplitude de la contrainte [29]. 

Contrairement à un fluide purement élastique, un fluide viscoélastique à un composant 

élastique et un composant visqueux. La viscosité d’une substance viscoélastique donne à la substance 

une vitesse de déformation dépendant du temps. Un matériau purement élastique ne dissipe pas 

l'énergie (chaleur) lorsqu'une charge est appliquée, puis enlevé. Cependant, une substance 

viscoélastique perd de l’énergie lorsqu’une charge est appliquée, puis enlevée. Plus précisément, la 

viscoélasticité est un réarrangement moléculaire. Quand une contrainte est appliquée à un matériau 

viscoélastique, tel qu'un polymère, une partie des chaîne de polymère changent de positions. Ce 

mouvement ou réarrangement est appelé Fluage (en anglais Creep). 

Les matériaux viscoélastiques ont sous certaines conditions des caractéristiques analogues à 

celles de corps élastiques (non fluides) et dans d’autres conditions des caractéristiques de fluides 

simplement visqueux. C’est le cas par exemple de certaines pâtes silicones qui se comportent comme 

des balles en caoutchouc solide lorsqu’on les fait rebondir et qui s'étalent si on les abandonne un 

temps sur un plan incliné. 

Pour comprendre de façon simple comment un matériau peut présenter ces deux 

caractéristiques, imaginons un liquide de structure complexe qui présente une énergie minimale au 

repos. Si une contrainte lui est appliquée, le « liquide » s’écoule en adoptant un comportement 

visqueux ; mais, dès que la contrainte est relâchée, ses forces internes réagissent pour récupérer l’état 

initial et revenir a la microstructure d’énergie minimale. Ce comportement présente une analogie 

avec celui d’un solide élastique qui reprend sa forme initiale quand on ne lui applique plus de 

contrainte. On parle alors d’un comportement viscoélastique [30]. 

Pour un fluide viscoélastique, un double comportement est possible au cours du temps, 

comme lorsqu’on s’empare d’un morceau de pate crue qui se met à couler au bout de quelques 

secondes. Fondamentalement, il s’agit d’examiner la capacité de la structure microscopique à se 

réarranger au cours du temps. Ce couplage entre la structure et la déformation amène naturellement à 

introduire le temps de relaxation du fluide τ qui détermine une frontière entre les comportements 

solides aux temps courts et liquides aux temps longs. Cette frontière se transpose dans l’espace des 

fréquences : les déformations basses fréquences donneront lieu à une réponse liquide et les hautes 

fréquences à une réponse solide. On peut évaluer approximativement un temps caractéristique, 
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appelé temps de relaxation λ, en se plaçant à la frontière entre le régime élastique de module G et 

visqueux de viscosité µ : 

λ ≈ µ/ G                               (2 .11) 

Pour prédire le comportement du fluide dans une situation d’écoulement, il s’agit donc de 

définir le nombre de Deborah, De, nombre adimensionnel qui compare le temps de relaxation 

caractéristique du matériau au temps caractéristique d’observation t.  

De
t

λ
=                                  (2.12.a) 

Il existe également un nombre adimensionnel relatif au temps de relaxation du fluide 

(formellement similaire au De, bien qu'il diffère par sa signification physique) que l’on utilise pour 

caractériser en général l’élasticité d'un fluide en écoulement : le nombre de Weissenberg (We). 

             We= λγ
.

                                 (2.12.b) 

Ce nombre permet d’estimer l’état d’anisotropie généré par une déformation. Des valeurs 

élevées de We sont une indication que le fluide n’a pas de temps suffisant pour se « réorganiser » 

(contraintes normales non nulles), suggérant que les effets élastiques sont non négligeables. Ces deux 

nombres sont utilisés plus ou moins couramment selon le contexte et parfois indifféremment. Dans 

cette thèse et dans le cadre d’écoulements stationnaires We =γ
.
τ sera utilisé pour comparer le taux de 

déformation local au temps de relaxation du fluide.  En pratique, dans un écoulement avec des taux 

de déformation élevés, We sera élevé et les comportements spécifiquement viscoélastiques 

particuliers aux fluides complexes se manifesteront d’une manière ostentatoire.  

  
II.2.1 Viscoélasticité linéaire  

 

D’un point de vue mécanique, la viscoélasticité est classiquement modélisée par deux 

éléments distinctifs : un ressort pour prendre en compte les caractéristiques élastiques et un 

amortisseur hydraulique pour les caractéristiques visqueuses. Avec des combinaisons de ces 

éléments, nous pouvons définir plusieurs modèles dont le modèle de Maxwell et le modèle de 

Kelvin-Voigt sont les modèles de base.  

Le comportement viscoélastique, typiquement illustré par les modèles ressorts-amortisseurs, 

se manifeste surtout dans les polymères, et par conséquent aussi dans les matériaux composites dont 

ils constituent la matrice. La propriété caractéristique de ces modèles ressorts-amortisseurs est la 

linéarité.  Le principe de superposition de Boltzmann postule que des incréments de contrainte 

discrets σ1, σ2,… σn appliqués respectivement aux temps t1, t2,…tn  agissent indépendamment sur la 
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déformation du matériau et que les déformations respectives s’additionnent linéairement. Par 

exemple avec le modèle de Maxwell, un amortisseur et un ressort sont en série (Figure. II.5). Ce 

modèle, représente le comportement d'un matériau viscoélastique liquide. Il possède un 

comportement totalement élastique sous un effort brutal (un choc par exemple) et présente une 

déformation résiduelle permanente après arrêt de la contrainte.  

 

 

 

Figure. II.5. Modèle de Maxwell de viscoélasticité linéaire.   

 

Pour le ressort élastique, la contrainte τ est proportionnelle à la déformation relative ε' par 

l’intermédiaire d’une constante de proportionnalité qui est le module élastique G (2.2).  Dans 

l’amortisseur hydraulique, qui est supposé immergé dans un fluide newtonien de viscosité µ, la 

contrainte τ est proportionnelle au gradient de vitesse 
.
γ  (2.1). La déformation totale γ est la 

somme des déformations, ce qui donne la relation suivante : 

'
V

γ ε γ= +                                       (2.13) 

que l’on peut écrire : 

µ
µ+ =

. .
τ τ γ

G
                             (2.14) 

Si l’on applique une déformation γ0 à partir de l’instante initial (t > 0) et que l’on résout 

l’équation précédente, on obtient : 

0

tG

e µµ
−

=
.

τ γ                                   (2.15) 

Le rapport µ/G, est le temps de relaxation λ du matériau. 

 

II.2.2 Viscoélasticité non linéaire   

 

Certains phénomènes liés à la viscoélasticité d'un fluide ne sont pas explicables grâce aux 

modèles de viscoélasticité linéaire. Idéalement, les forces de restauration doivent être égales dans les 

trois directions de l’espace; un matériau viscoélastique linéaire devrait donc récupérer ses 

caractéristiques initiales d’une façon équivalente. Plusieurs effets très particuliers des fluides 

viscoélastiques (Figure. II.6) sont liés à des différences de contraintes normales non nulles, comme 

l'effet Weissenberg pour lequel un fluide soumis à agitation, au lieu de générer un vortex concave 

autour de la tige d'agitation, donne lieu à un vortex convexe qui commence à « monter » sur la tige 

µ G 
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dès que le gradient de vitesse est suffisant pour entraîner le développement de contraintes normales 

appréciables. 

Un phénomène présent dans le processus d'extrusion montre comment un fluide 

viscoélastique se « gonfle » sous l'effet des contraintes normales pour occuper, à la sortie d'un tube, 

un volume plus grand que celui qu’il occupait à l’intérieur. 

Ces phénomènes trouvent leur origine à l'échelle microscopique quand les contraintes 

normales dans les trois directions de l'espace ne sont pas les mêmes. D’un point de vue physique, la 

génération de contraintes normales inégales et les valeurs non nulles de N1 et de N2 proviennent du 

fait que, dans un écoulement, la microstructure d’un liquide viscoélastique devient anisotrope. 

 

Figure II. 6. (a) Effet Weissenberg (b) Gonflement à l’extrusion pour une solution aqueuse de 2% de 

polyacrylamide. D'après Boger et Walters [31]. 

 
Prenons par exemple la figure. II.7, où des molécules du polymère sont diluées dans l’eau. 

Des chaînes de polymère, qui, au repos, auraient une enveloppe sphérique, auront tendance à se 

déformer dès qu’un cisaillement est imposé pour devenir une ellipsoïde dont l’axe majeur sera dans 

la direction de l’écoulement. 

Les forces de restauration de cette microstructure anisotrope sont aussi dotées d’un caractère 

anisotrope et s’avèrent plus importantes dans la direction principale par rapport aux deux autres 

directions orthogonales. Ces forces « restauratrices » sont donc à l’origine des différences de 

contraintes normales N1 et N2 mais le deuxième est toujours très faible. 

 

Figure. II.7. A gauche, sphère de fluide au repos soumise à une contrainte,                                     

devenant une ellipsoïde (à droite) [30]. 
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II.2.3 Viscosité élongationnelle 

 

La viscosité élongationnelle µE est la viscosité apparaissant lorsqu’une contrainte 

élongationnelle est appliquée au fluide. L’écoulement d’élongation peut être uni-axial, bi-axial et 

planaire [29].  

D’après la théorie de Hencky, une déformation incrémentée (dε') est définit comme le rapport 

entre un changement de longueur (dl) par rapport à la longueur initiale (l), [32] :  

' dl
d

l
ε =                                              (2.16) 

La déformation relative peut être écrite comme :  

                                              '

0 0

ln ln 1
dl l dl

l l l
ε

   
= = = +   

   
∫              (2.17) 

et le taux de déformation peut être définit: 

' 1
.

l dv

dt l l
ε

∂
= =

.
                                    (2.18) 

Considérons le cas particulier d’une élongation planaire bidimensionnelle équivalant à 

l’étirement d’une feuille plate et mince de matériau dans une seule direction (x), avec une contraction 

correspondante dans son épaisseur suivant la direction z , mais sans aucune variation dans la largeur 

y de la feuille (Figure. II.8). 

 

Figure. II.8. Schéma d’une élongation planaire dans la direction x [30]. 

Le champ de vitesse s’écrit : 

                                                '
x

v xε=
.

                                             (2.19) 

                                                0
y

v =                                                  (2.20) 

                                               '
z

v zε= −
.

                                            (2.21) 

 

avec le tenseur du taux de déformation associé : 
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'

0 1 0

1 0 0

0 0 1

d ε

 
 

=  
 − 

.
                                (2.22) 

Pour un fluide newtonien le tenseur des contraintes sera donc : 

                           

'

'

2 0 0

1 0

0 0 2

s

P

P P

P

µ ε

δ

µ ε

 
− + 
 = − + = −
 
 

− − 

.

.

τ τ      (2.23) 

La première différence de contraintes normales N1 dans ce cas est donc τxx - τzz , et décrit la 

résistance du fluide à cette élongation : 

              ' ' ' '( 2 ) ( 2 ) 4
xx zz EP

P Pτ τ µ ε µ ε µ ε µ ε− = − + − − − = =
. . . .

        (2.24) 

Dans le cas particulier d'une élongation planaire, µEP est la viscosité élongationnelle planaire 

et on trouve pour un fluide newtonien, µEP = 4µ où µ est la viscosité de cisaillement. En généralisant 

pour un fluide non newtonien, on définit la viscosité élongationnelle planaire comme: 

                                 '

'

( ) xx zz

EP

τ τ
µ ε

ε

−
=

.

.                                              (2.25) 

II.3 Matériaux et modèles  

II.3.1 Fluides viscoélastiques 

 

Les fluides dits de Boger [33-36] ont plus ou moins une viscosité de cisaillement constante 

sur une grande échelle de taux de cisaillement. De tels fluides sont utilisés pour leurs propriétés 

viscoélastiques semblables à celles de polymères industriels.  C’est en ce sens qu’on peut les 

assimiler à des matériaux modèles, car leurs propriétés sont plus ou moins connues et leur emploie 

est aisé.  

 
Un fluide de Boger est généralement composé d’un polymère de haute masse moléculaire 

dissout dans un solvant peu visqueux. Le premier fluide de ce type a été formule en 1976 par Borger 

[33].  

L’objectif de Boger était de formuler un fluide optiquement transparent, très visqueux et 

hautement élastique qui exhibe une viscosité à peu près constante et qui peut être traitée à la 

température ambiante. Ce fluide a été formulé à partir de sirop de maltose et de polyacrylamide. Le 

sirop de maltose sert alors de solvant et le polyacrylamide de composante élastique à hauteur de 
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0.08%. Les mesures rhéologiques montrent que le sirop de maltose seul ne présente pas de 

diminution de la viscosité avec la vitesse de cisaillement. Par contre pour la solution sirop de 

maltose/polyacrylamide, on constate une faible diminution de la viscosité aux hautes vitesses (shear-

thinning).  La nature hautement élastique du fluide a été démontrée par la mesure de la dite première 

différence de contrainte normale, N1. Cette propriété, mesurée en cisaillement constant, est défini 

comme la contrainte normale dans la direction de cisaillement moins la contrainte normale dans la 

direction transversale.    

Ces 30 dernières années, les fluides de Boger ont été utilisés pour la modélisation de certaines 

applications industrielles ou pour la validation de modèles théoriques.  On retrouve dans la littérature 

différents exemples tels que la validation d’un nouveau test rhéologique [37], l’analyse par élément 

finis du gonflement à la filière d’un fluide hautement élastique [38], la modélisation de fluide de 

Boger en écoulement extensionnel [39] et déformation et relaxation de gouttes newtoniennes dans un 

écoulement extensionnel plan d’un fluide de Boger [40]. Les fluides de Boger ont plus ou moins une 

viscosité de cisaillement constante sur une grande échelle de taux de cisaillement et sont donc 

utilisés dans de nombreuses applications. Le tableau suivant représente quelques concentrations 

typiques pour la formulation de divers fluides de Boger.  

Tableau 2 : Concentrations typiques pour la formulation de divers fluides de Boger. 

 

Polymère % wt Solvant Visqueux % wt Solvant Secondaire % wt 

 

Polyacrylamide 

Hydrolysé 

0,02 Sirop de maïs 90- 95 Eau 5 - 10 

0,10 Glycérol 

0,08 Maltose 

Separan AP30 0,10–0,015  

Glycérol 

82 – 90 Eau 10 - 18 

Separan MG500 0,04 - 1 

Gomme Xanthane 0,02 Sirop de blé 85 – 93 Eau 7 - 15 

Polyisobutylène 0,05 –0,42 Polyisobutylène 95,59 -

95,95 

Kérosène 4,0 

Polyoxyde 

d’éthylène 

1,5 - 2,5 Eau 97,5-98,5 Hydroxytoluène 

butylé 

0,02 – 

0,05 

Polystyrène 0,15 Hercules 

Piccolastique 

80 Dioctylphthalate 20 
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Au cours de ce travail, nous allons considérer différents fluides de type Boger en tenant 

compte des différentes valeurs de concentrations de polymère défini par le paramètre β pour la 

modélisation des écoulements laminaire des fluides de type  SPTT et FENE-P. L’objectif est 

d’étudier le comportement rhéofluidifiant (en Anglais shear-thinning) ainsi que l’influence des 

paramètres rhéologiques de ces fluides sur l’écoulement et le transfer de chaleur.    

II.3.2 Modèles rhéologiques 

 

II.3.2.1. Modèle newtonien  
 

Pour un fluide newtonien incompressible, le tenseur des extra-contraintes τ est donnée par, 

τ = 2µd,                                           (2.26) 

où µ est une constante qui représente la viscosité de cisaillement et d représente le taux de 

déformation.  

La plupart des liquides avec de petites molécules, tels que l’eau, le pétrole et le gaz peuvent 

être représentés par des modèles de fluides newtoniens. De nombreux autres liquides ne présentent 

pas ce comportement simple lors de l’écoulement, leurs viscosités, dites "apparentes", dépendent du 

gradient de vitesse. Ils sont dits "non-newtoniens" et peuvent se diviser en différentes catégories. 

 

 
II.3.2.2. Modèle newtonien généralisé  

 

Pour le modèle newtonien généralisé, la viscosité de cisaillement n'est pas constante, mais 

une fonction non linéaire soit du tenseur des extra-contraintes, ou le tenseur de taux de déformation. 

τ = 2µ (IID) d.                                  (2.27) 

Ou IID dénotent le deuxième invariant de tenseur du gradient de vitesse définies par  
 

IID = (1/2) tr (d2)                              (2.28) 
  

Ou tr désigne la trace d’un tenseur.  Pour un écoulement de cisaillement simple, 
2

γ=
.

DII . Il 

représente le carré d’un taux de cisaillement instantané.   

Plusieurs modèles existent, dépendant essentiellement du nombre de paramètres qu’ils 

comportent. Ces schémas simples, très utilisés dans l’industrie, permettent de modéliser certains 

phénomènes importants des fluides non-newtoniens tels que la rhéofluidification ou le 

rhéoépaissisement.  Toutefois, ils s’avèrent insuffisants pour décrire le comportement complet d’un 
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fluide viscoélastique : première et second différence normale de contraintes non nulles, élasticité et 

phénomène de mémoire ne sont pas pris en compte. 

 
II.3.2.3. Modèle viscoélastique  

 
Deux approches ont servi à la formulation des lois de comportement des fluides 

viscoélastique.  La première est basée sur des concepts de mécanique des milieux continus et inclut 

des modèles tels que Giesekus, Leonov, Phan-Thien/Tanner et le modèle intégral K-BKZ (de Kaye-

Bernstein-Kearsley- Zapas). Une fraction importante des travaux sur l’analyse numérique de 

l’écoulement viscoélastique des polymères fondus est basée sur l’utilisation de modèles intégraux de 

type K-BKZ.  Pour ce qui est des modèles de type différentiel, Phan- Thien/Tanner (PTT) et 

Giesekus sont les plus couramment utilisés, bien que le modèle de Leonov prédise des valeurs limites 

plus réalistes des viscosités en élongation que le modèle de Giesekus, et ne contienne pas de 

paramètres non linéaires. Le modèle de Giesekus comprend un paramètre contrôlant la non-linéarité, 

alors que PTT en inclut deux. Ce dernier a la propriété d’ajuster indépendamment les prédictions des 

propriétés en cisaillement et en élongation, mais cause des oscillations artificielles lors de l’initiation 

des écoulements en cisaillement. 

La seconde méthode pour formuler les lois de comportement viscoélastique est basée sur la 

dérivation de théories moléculaires et l’utilisation de la mécanique statistique inclut des modèles tels 

que le modèle d’Oldroyd-B et FENE. Une approche numérique récente pour simuler les écoulements 

viscoélastiques est la « formulation micro-macro » basée sur des théories cinétiques, où des 

simulations browniennes de molécules de polymères sont couplées à la modélisation de l’écoulement 

macroscopique.   

Dans le cas d'un fluide viscoélastique, on décompose le tenseur des extra-contraintes τ en 

deux parties : une contribution newtonienne du solvant τs et une contribution du polymère, τp. On 

obtient : 

τ = τp + τs                                          (2.29) 

La contribution newtonienne se calcule par l’equation (2.26) dans laquelle µs est une 

constante qui représente la viscosité de cisaillement. Alors, le tenseur d’extra-contraintes τ s’écrit : 

τ = τp + 2µsd                                            (2.30) 

Il reste encore à formuler une équation pour τp. La partie qui suit présente quelques modèles 

viscoélastiques pour τp proposés dans la littérature.   
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II.3.2.3.1. Modèle de Maxwell  

  
Le modèle de Maxwell considère la combinaison de la viscosité et l’élasticité. Le schéma 

mécanique de la combinaison entre ressort et amortisseur en série, représente le comportement d’un 

matériau viscoélastique liquide comme représenté dans la Fig. 6.  L’amortisseur représente le 

comportement visqueux et le ressort le caractère élastique du fluide [41]. Dans la configuration 

présentée par la Figure. II.6, lorsqu’une contrainte axiale est appliquée, la déformation totale du 

système γ est la somme de chacun des éléments :  

γ = γR + γA                                                         (2.31) 
 
ou γR représente la déformation du ressort et γA représente la déformation d’amortisseur. Tandis que 

la contrainte τ est la même pour tous : 

τ = τR = τA                                           (2.32) 
 

Dans le cas du ressort, la contrainte est proportionnelle à la déformation ce qui se traduit par la loi de 

Hooke et la constante de proportionnalité est le module de Young G: 

τR = G γR                                               (2.33) 
 
Dans le cas de l’amortisseur, la contrainte est proportionnelle à la vitesse de déformation ce qui se 

traduit par la loi linéaire de Newton et la constante de proportionnalité est la viscosité µ.: 

τA = µ γA                                               (2.34) 
 
Avec 

,
γ

γ =
. d

dt
                                                 (2.35) 

 
Alors, la vitesse de déformation totale est donnée par l’'equation différentielle ordinaire suivante : 
  

1

G

γ γγ τ τ

η
= + = +R A

d dd d

dt dt dt dt
                   (2.36) 

 
Qu’on peut ré-écrire sous la forme : 

,
τ

λ τ η γ+ =
.d

dt
                                         (2.37) 

Le modèle de Maxwell est irréversible. Le terme visqueux en série empêche le matériau de 

retrouver sa déformation initiale lorsqu'une contrainte constante est instantanément supprimée. Ce 

modèle est utilisé pour représenter les liquides viscoélastiques, le terme liquide évoquant le fait que 

le matériau ne retrouve pas sa déformation initiale. 
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II.3.2.3.2. Modèle de Maxwell sur-convecté (UCM) 

 

Pour passer à un modèle de Maxwell tensoriel, Oldroyd a remplacé la dérivée temporelle 

dans l’équation constitutive (2.37) par une dérivée convective dans un tenseur [20], la dérivée sur-

convectée (en anglais upper-convected derivative) et la dérivée sous-convectée (en anglais lower-

convected derivative). Le modèle Oldroyd-B utilise la dérivée sur-convectée. C'est la forme la plus 

fréquemment utilisée du dérivé invariant puisque le modèle UCM prédit les résultats physiquement 

pertinents, en particulier, il donne une première différence de contraintes normales positive et une 

deuxième différence de contraintes normales nulle qui est en accord qualitatif avec les données 

expérimentales. 

En générale, le dérivée invariant d'un tenseur A est 

. . TA A
J A A J

δ

δ
= − −

D

t Dt
.                                 (2.38) 

Ou le tenseur J est définie par  

1 ( )
2 2

TJ u u
ϕ ϕ 

= − ∇ − ∇ 
 

                               (2.39) 

Cette invariante temporelle est aussi connue come la dérivée de Johnson-Segalman. La 

dérivée sur-convectée de l’extra-tenseur est le cas spéciale de cette invariante quand φ = 0, est 

définie de la manière suivante :  

. ( . ).Tτ
τ u τ u τ τ. u
∇ ∂

= + ∇ − ∇ + ∇
dt

                   (2.40) 

et la dérivée sous-convectée de l’extra-tenseur τ
∆

est définie par : 

. ( . ).Tτ
τ u τ + u τ τ. u
∆ ∂

= + ∇ ∇ + ∇
dt

                   (2.41) 

Alors, (2.37) devient le modèle de Maxwell convecté (appelé aussi UCM pour Upper-Convected-
Maxwell) : 

2 ,p p pτ τ dλ µ
∇

+ =                                           (2.42) 

La composante purement visqueuse de l’extra-tenseur sτ  du modèle UCM est égale à zéro.  

Le modèle UCM contient les effets de mémoire et les premières différences des contraintes normales 

et une valeur nulle des secondes différences des contraintes normales.  

 

II.3.2.3.3. Modèle Oldroyd-B  

Le tenseur des extras-contrainte pour le modèle Oldroyd-B obéit à l’équation suivante [42]:  
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2 ,p p pτ τ dλ µ
∇

+ =                                           (2.43) 

Cette loi diffère du model de Maxwell par l’ajout d’une contribution newtonienne dans 

l`expression du tenseur des extras-contraintes, Il se comporte comme le modèle de Maxwell en 

écoulement viscométrique, et est caractérisé par une viscosité de cisaillement constante.  La première 

différence de contraintes normales varie quadratiquement suivant le taux de cisaillement, la seconde 

différence de contraintes normales est nulle.  Cependant, certains problèmes numériques peuvent 

émerger, notamment concernant la viscosité élongationnelle qui peut tendre vers l’infini un certain 

taux d`élongation.  Ceci limite les simulations aux fluides de faible élasticité. 

 

II.3.2.3.4. Modèle de Phan-Thien/Tanner (PTT)  

Ce modèle particulier a été introduit par Phan-Thien et Tanner. Ce modèle a la réputation de 

bien reproduire le comportement en cisaillement et en élongation pour les polymères fondus et 

solutions [13,43]. Le modèle est particulièrement efficace dans la représentation de l’écoulement 

viscoélastique. L’équation constitutive du modèle PTT peut être écrite sous une forme générale, 

( ( )) 1 2 .
2 2p p p pτ τ τ τ d
ξ ξ

λ µ
∇ ∆  

+ − + =  
  

pf Tr             (2.44) 

 
Les constantes ε et ξ sont des paramètres du modèle qui aident à contrôler l’extension et la 

réponse au cisaillement, où ξ varie entre 0 ≤ ξ ≤ 2 et f est une fonction qui a une forme linéaire ou 

exponentielle.  La forme linaire est définie par  

       ( ) 1 ( )p pτ τ
ελ

µ


= +
 p

f Tr                                    (2.45) 

et la forme exponentielle est exprimée par, 

     ( )exp .pτ
ελ

µ

 
=   

 p

f Tr                                         (2.46) 

Le modèle Oldroyd-B peut être retrouvé à partir du modèle PTT lorsque ε = ξ = 0. 

 

II.3.2.3.5. Modèle de Geisekus  

 

Comme le modèle PTT, le modèle Geisekus est l'un des modèles viscoélastiques différentiels 

les plus réalistes. Il présente de fluidification par cisaillement (en anglais shear thinning), et une 

première différence de contrainte normale non quadratique à taux de cisaillement élevé. Le modèle 

Geisekus calcule τp à partir de 
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. 2 .p p p p

p

I τ τ τ d
αλ

λ µ
µ

∇ 
+ + =  

 
                             (2.47) 

I est le tenseur unité  et α est un paramètre compris entre 0 et1. 

Pour  α = 0, on retrouve le modèle UCM.  Lorsqu’un modèle viscoélastique multi-mode est 

utilisé, la composante purement visqueuse du tenseur de contrainte supplémentaire est définie par le 

premier mode seulement, plus précisément la viscosité correspondante est donnée par le produit µpβ 

ou    β =  µp/µ est le rapport de viscosité polymérique µp et la viscosité à cisaillement nul µ. 

 

II.3.2.3.6. Modèle FENE-P 

Le modèle FENE est un modèle dit “micro-macro”.  Cette terminologie indique qu’il couple 

des effets microscopiques et l’hydrodynamique “classique”.  Les modèles FENE tels que (FENE-P, 

FENE-L, FENE-LS et FENE-CR, voir par exemple [44]) sont dérivés à partir d`une théorie des 

molécules.  Dans une simple présentation, les molécules sont décrites comme des « dumbbells ».  

L’idée maîtresse de ces modèles consiste à identifier chaque molécule d’un polymère à un vecteur Q 

appelé vecteur bout-à-bout (end-to-end en anglais) [45]. On assimile ainsi une molécule à un ressort 

et on lui applique les lois classiques de la mécanique en utilisant la force de ressort pour décrire la 

dynamique du polymère, Warner [46].  

Le modèle FENE-P suggéré par Peterlin [19], est basé sur une équation constitutive de forme 

fermée, dérivée du modèle de FENE original, en utilisant une approximation de pré-moyenne auto-

cohérente. Le modèle FENE-P calcule τp explicitement à partir d`une configuration tenseur (A) sur la 

base d’une équation algébrique de Kramers [47, 48]:  

   2 2
.

1 ( ) /3 1 1/p

A
τ

A

µ

λ

 
= − − − 

p I

Tr L L
                              (2.48) 

où A est calculé à partir de l’equation différentielle suivante 

   2 21 ( ) /3 1 1/

A
A

A
λ

∇

+ =
− −

I

Tr L L
                                        (2.49) 

où L représente le rapport entre la longueur maximale du ressort et sa longueur dans l’état statique. 

Dans cette expression, L ou (L2) doit être strictement supérieur à 1. En outre, quant L tend vers 

l’infini, le modèle FENE-P devient équivalent au modèle de Maxwell. 

II.3.2.4. Le choix du modèle rhéologique 

D’autres modèles rhéologiques sont disponibles dans la littérature ont montré que les 

propriétés rhéologiques de quelques fluides viscoélastiques comme des aliments tels que la pâte 
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peuvent être prédits par des modèles viscoélastiques intégrés, tels que le modèle Doi-Edwards et le 

modèle KBKZ. Toutefois, les modèles viscoélastiques intégrés ne se prêtent pas à être utilisés dans 

la simulation numérique des écoulements complexes, en raison des coûts élevés de calcul impliqué 

dans le suivi de l’histoire des contraintes.  

Dans le code POLYFLOW, la modélisation des écoulements viscoélastiques basée sur les 

modèles intégrés est limitée pour les géométries 2D seulement et n’est pas applicable pour les 

géométries 3D. Etant donné que l’objectif de ce travail est la modélisation des écoulements 

viscoélastiques à travers des géométries 2D et 3D, alors les modèles intégrés ne sont pas inclus dans 

ce travail.     

Il existe donc un besoin de trouver des modèles viscoélastiques différentiels appropriés cités 

précédemment, qui sont relativement simples, pour prédire les propriétés rhéologiques des 

écoulements laminaires viscoélastiques avec transfer de chaleur. 

Au cours de cette thèse, deux modèles viscoélastiques différentiels différents ont été choisis 

pour la modélisation des écoulements laminaires à travers des conduites de sections circulaire et non-

circulaire. Le premier modèle choisis est le modèle Simplifié de Phan-Thien Tanner (SPTT) qui 

représente la catégorie des modèles basée sur des concepts de mécanique des milieux continus. Le 

deuxième modèle choisis pour la représentation du comportement viscoélastique est le modèle 

FENE-P qui est basée sur la dérivation de théories moléculaires et l’utilisation de la mécanique 

statistique. 
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III.1.  Introduction 
 
Dans ce chapitre, nous décrivons le système d’équations régissant les écoulements de fluides 

non-newtoniens de type viscoélastique ainsi que le transfert de chaleur à travers des conduites 

circulaire et non circulaire. Par la suite, nous exposons la méthode numérique utilisée pour la 

résolution des équations gouvernantes. 

 
III.2. Modèle mathématique 

 
La modélisation mathématique générale des écoulements des fluides avec transfert de chaleur 

est représentée par un ensemble d’équations aux dérivées partielles. Le code de calcul POLYFLOW 

basé sur la méthode des éléments finis (FEM) résoud les équations de quantité de mouvement, de 

continuité, d’énergie et l’équation rhéologique.  Nous considérons dans notre travail un écoulement 

laminaire stationnaire, bidimensionnel axisymétrique et tridimensionnel d’un fluide incompressible. 

De plus nous adoptons l’hypothèse que les propriétés physiques du fluide (ρ, cp et k) sont supposées 

constantes.  Les équations s’écrivent, alors, dans le système des coordonnées cartésiennes (x,y,z) 

comme suit   

 

III.2.1. Equation de continuité 
 

L’application du principe de conservation de la masse à un élément fluide infinitésimal aboutit 

à l’équation ci-dessous : 

. 0,u∇ =                                     (3.1) 

III.2.2.  Equations de quantité de mouvement 

 . ,u u pρ ∇ = −∇ + ∇τ                   (3.2) 

III.2.3. Equation de l’énergie 

2( ) ,uT Tρ ∇ = ∇pc k                   (3.3) 

u , p , ρ , k , cp , T et τ représentent le vecteur de vitesse , la pression , la masse volumique du fluide , 

la conductivité thermique , la chaleur spécifique , la température et le tenseur des extras-contraintes 

totales, respectivement.  

 

III.2.4. Equation constitutive  

 

Le tenseur total des extras-contraintes τij est décomposé en une composante du tenseur 

viscoélastique τp et τs une composante du tenseur newtonien purement visqueux en utilisant la 

méthode EVSS (Elastic–Viscous Split-Stress), 
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            ,s= +τ τ τp                            (3.4) 

            2 ,s dµ=
sτ                              (3.5) 

τ1 est calculé différemment pour chaque type de modèle viscoélastique comme montré dans le 

chapitre II.  Par exemple dans le modèle SPTT (Simplifie Phan Thian-Tanner) choisi dans travail, le 

paramètre qui représente le glissement entre le réseau moléculaire et le continuum environnant « ξ » 

est négligé et l’équation constitutive (2.44) pour τp devient [13] :  

      2 .p pτ τ dλ µ
∇

+ = pf                 (3.6) 

et la dérivée supérieure-convectée de l'extra-tenseur τ
∇

est définie par : 

. . ,p

p p i i p

τ
τ τ u u τ

∇

= − ∇ −∇ T
D

Dt
            (3.7)  

et le taux de déformation tensoriel D et la version exponentiel de la fonction f  [38] sont définis tels 

que  

           
1

( ),
2

ji
ij

j i

uu
d

∂∂
= +

∂ ∂x x
                  (3.8) 

        ( )exp ,
ελ

µ

 
=  

  
p

p

f tr τ                    (3.9) 

Le paramètre constitutif ε régit l’élongation et le comportement de fluidification par 

cisaillement. λ, µp, µs représentent le temps de relaxation, la viscosité polymérique et la viscosité du 

solvant, respectivement. La viscosité à cisaillement nul est donnée par µ = µp + µs, où dans ce travail               

µs = 0,00445 (Pas) et le rapport de viscosité β qui est égale µp/µ est nul (β = 0). 

Le modèle FENE est un modèle dit “micro-macro”. Cette terminologie indique qu’il couple 

des effets microscopiques et l’hydrodynamique “classique”. Les macromolécules sont modélisées 

par des chaînes de maillons rigides (chaînes de Kramers) immergées dans un fluide de viscosité µs 

(viscosité du solvant). L’introduction d’un solvant rend ce type de modèles particulièrement adapté 

aux solutions de polymère. L’idée maîtresse de ces modèles consiste à identifier chaque molécule 

d’un polymère à un vecteur Q appelé vecteur bout-à-bout (end-to-end en anglais). On assimile ainsi 

une molécule à un ressort et on lui applique les lois classiques de la mécanique statistique. Une 

macromolécule est alors représentée par deux sphères reliées par un ressort (figure III.1).  

 

 

 

 

Figure. III.1. Modélisation des macromolécules par des haltères élastiques. 

Q 
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Le ressort exerce une force de rappelle F dépendant de la distance entre les deux sphères. Ce 

type de modèles est appelé modèle d’haltères élastiques (Hookean dumbbell en anglais). 

D’après Chilcott et Rallison [49], le modèle exprimé en termes d’un tenseur de configuration 

A définie par A = 3 (QQ) / Qe
2 où Qe est une longueur d’équilibre.  Pour le modèle FENE (Warner 

[46]), la force F entre les deux sphères, est exprimée par : 

( ) 2
0

1

1 /
=

−

ur ur
F H Q

QQ Q
                    (3.10) 

Ou H est la constant du ressort, =
uur

Q Q  et Q0 est la longueur maximal du ressort.  Le modèle FENE 

prend en compte une longueur maximale (norme de Q0) qui correspond à la longueur de tous les 

maillons de la chaîne.  

Etant donné le coût de calcul élevé de la discrétisation des modèles micro-macro, les 

physiciens ont cherché à dériver des modèles macro-macro "proches" du modèle FENE. L’exemple 

le plus simple est le modèle FENE-P qui est obtenu à partir du modèle FENE en utilisant 

l’approximation de fermeture (l’approximation de Peterlin [19]). Cette approximation conduit à une 

équation différentielle (Bird et al [50]) en terme de l’extra-contrainte τ.  

Afin de dériver une équation d’évolution pour le tenseur de configuration A, la moyenne          

< QF > est nécessaire, et il n’est pas possible d’obtenir une équation de forme fermée à moins 

d’introduire une approximation. Dans le modèle FENE-P, l’équation (3.10) donnant la force du 

ressort est approchée par: 

2
0

1

1 /
≈ ≡

−

ur ur ur
F H Q fHQ

QQ Q
          (3.11) 

Suivant l’idée suggérée par Peterlin (voir Bird et al [50]) et en utilisant la définition de A 

donnée ci-dessus, nous voyons que la fonction adimensionnelle f définie dans l'équation (3.11) 

dépend de la trace de A et peut être écrite comme: 

( )
2

2
A

A
≡ =

−

L
f f tr

L tr
                   (3.12) 

Où 2 2 2
03 /≡

e
L Q Q est appelé le paramètre d’extensibilité. 

Donc, pour le modèle FENE-P, la contrainte polymérique τ1 est calculée explicitement à 

partir d’un tenseur de configuration (A) sur la base d’une équation algébrique, voir équation (2.48) et 

(2.49) dans le chapitre précédent. 
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III.3. Le Nombre de Nusselt  

 
Le coefficient de transfert de chaleur, axialement local mais périphériquement moyen, hx est 

défini par : 

   ( ),= − ww x bq h T T                            (3.13) 

qw est le flux de chaleur par unité de surface imposé sur la paroi et considéré constant au cours de ce 

travail. wT  correspond à la température moyenne de la paroi. La température moyenne Tb du fluide à 

travers une section transversale arbitraire est définie comme, [2],  

     
1

. ,= ∫
c

b c

c m A

T uTdA
Au

                        (3.14) 

Où um est la vitesse axiale moyenne du fluide et Ac est la surface transversale perpendiculaire à 

l’écoulement. 

Le nombre de Nusselt local moyen sur la périphérie est défini par, 

 
( )

.= =
−

x w
x

wb

h D q D
Nu

k k T T                  
(3.15) 

III.4. Méthode numérique 

 

La modélisation mathématique générale du problème des écoulements des fluides 

viscoélastiques avec transfert thermique est faite par des équations de conservation telles que les 

équations de quantité de mouvement, de continuité, d’énergie et le modèle rhéologique ou équation 

de constitution. 

La résolution numérique des équations aux dérivées  partielles (EDP)  nécessite leur 

discrétisation, qui permet de les transformer en un système d’équations algébriques. Le résultat 

obtenu à partir de la discrétisation d’une  équation aux dérivées partielles est un ensemble fini de 

valeurs qui permet de  reconstruire la forme de la solution.   

Il existe  plusieurs  méthodes  numériques  de  discrétisation  des  équations  différentielles  aux 

dérivées partielles, à savoir : 

� La méthode des éléments finis 

� La méthode des différences finies 

� La méthode des volumes finis 

� La méthode des éléments de frontière 

La méthode numérique utilisée dans cette étude incorporée dans le code de calcul POLYFLOW 

est celle des éléments finis.  



Chapitre III : Formulation mathématique et méthode numérique 

32 
 

 

III.4.1. Méthodes des éléments finis 

 

C’est une méthode très générale qui s’applique à la majorité des problèmes rencontrés dans la 

pratique: problèmes stationnaires ou non, linéaires ou non, définis dans un domaine géométrique 

quelconque. La méthode des éléments finis consiste à discrétiser un solide ou un fluide en éléments 

de géométries simples rattachés à des nœuds auxquels sont associées des grandeurs cinématiques. A 

chaque nœud sont associées des variables, ou degrés de liberté (ddl) qui peuvent être de différentes 

natures : déplacements, vitesse, températures. Les champs sont alors approximés en tout point des 

éléments par une interpolation à partir des valeurs associées aux différents nœuds. Les fonctions 

choisies doivent satisfaire des conditions de continuité entre les différents éléments. 

 

III.4.2. Présentation du logiciel POLYFLOW 

 

La simulation numérique de ce travail est effectuée en utilisant le logiciel ANSYS 

POLYFLOW [51]. Le code de calcul POLYFLOW est un des codes commerciaux les plus 

populaires pour la simulation numérique des écoulements de liquides polymères. Ce code a été 

développé dans les années 1980 par l’équipe CESAME de l’université catholique de Louvain. Ce 

code permet d’utiliser, en 2D et 3D, un grand nombre de modèles rhéologiques différentiels comme 

le modèle de Giesekus, PTT, FENE-P ou d’Oldroyd-B mais aussi des modèles intégraux. Il reste une 

référence dans ce domaine et il  permet d’obtenir des simulations pour des nombres de Weissenberg 

élevés (en général supérieurs à 10).  Dans POLYFLOW, la vitesse est approchée par des éléments 

finis continus quadratiques et la pression par des éléments finis linéaires. 

La création de la géométrie et la génération du maillage ont été effectués en utilisant le logiciel 

« GAMBIT », ensuite la modélisation du problème est effectuée en utilisant le code POLYDATA et 

la solution en utilisant POLYFLOW en suivant les étapes suivantes où les étapes sélectionnées en 

gras sont celles considérées dans notre étude : 

1- Création d’un nouveau projet M.E.F 

2- Lecture du fichier importé par GAMBIT 

3- Choix du type de problème 

Problème newtonien généralisé non-isotherme (pour le cas newtonien)  

Problème newtonien généralisé isotherme  

Problème viscoélastique différentiel non-isotherme 

Problème viscoélastique différentiel isotherme 

Problème viscoélastique intégral non-isotherme 

Problème viscoélastique intégral isotherme. 
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4- Choix du modèle rhéologique 

        Modèle de Maxwell  

        Modèle de Maxwell sur-convecté (UCM) 

        Modèle d’Oldroyd-B  

        Modèle de White-Metzner 

        Modèle de Phan-Thien/Tanner (PTT) (Les paramètres rhéologiques : µ, λ, ε, ξ, β) 

        Modèle de Geisekus  

        Modèle FENE-P (Les paramètres rhéologiques : µ, λ, L2, β) 

        Modèle de POM-POM [DCPP] 

        Modèle de Leonov. 

5- Conditions aux limites 

           > Conditions aux limites hydrodynamiques  

                                  - Paroi ; vitesse normale (vn) = vitesse tangentielle (vs) = 0   

                                  -  Condition de glissement 

                                  - Paroi poreuse 

                                  -  Axe de symétrie 

                                  - Entrée; débit volumique = constant 

                                  - Sortie; débit volumique = constant 

                                  -  Surface libre 

                                  - Vitesses normales et tangentielles imposées 

                                  - Forces normales et tangentielles imposées 

                                  - Vitesse normale et force tangentielle imposées 

                                  - Force normale et vitesse tangentielle imposées 

                                  - Force globale imposée 

                                  - Vitesses cylindriques imposées 

                                  - Profile de vitesse imposée à partir d’un fichier CSV 

                                  - Interface 

                                  -  Interface et milieu poreux 

                                  - Interface avec un solide élastique 

                                  - Condition d’entrée périodique 

                                  - Condition de sortie périodique 

           > Conditions aux limites thermiques  

                                 - Interface 

                                 - Température constante (température du fluide à l’entrée) 

                                 - Flux de chaleur constant (imposé à la paroi) 
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                                 - Symétrie 

                                 - Entrée; flux de chaleur = constant 

                                 - Sortie; flux de chaleur = constant 

                                - Condition d’entrée périodique 

                                - Condition de sortie périodique 

                                - Correction de Rosseland 

6- Interpolation 

         > Coordonnées:  

                                - Linéaire 

                                - Quadratique 

        > Contraintes:  

                               - Quadratique 

                               - 4x4 SU éléments 

                               - 4x4 SUPG éléments 

                               - EVSS 

                               - EVSS/SU 

                               - DEVSS 

                               - DEVSS/SU 

        > Vitesses:        

                               - Linéaire 

                               - Quadratique 

        > Pression:  

                               - Constante 

                               - Linéaire 

                               - Linéaire discontinue  

            > Température:  

                               - Linéaire 

                               - Quadratique 

                               - 2x2 éléments 

                               - 4x4 éléments 

7- Paramètres numériques 

                              - Méthode  d’évolution pour le temps de relaxation λ 

                              - Méthode  d’évolution pour le débit volumique Q 

8- Création d’un fichier résultats : CFD-Post. 
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III.4.3. Méthodes de convergence 

 

Pour faire face à des problèmes de convergence et de stabilité lorsque le nombre de 

Weissenberg est grand, deux méthodes d’'éléments finis mixtes ont été considérées ; la méthode 

EVSS/SU (Elastic-Viscous Split-Stress/Streamline Upwinding) pour le cas du model rhéologique 

SPTT et la méthode DEVSS/SU (Discrete Elastic Viscous Split Stress/ Streamline Upwinding) pour 

le cas du model rhéologique FENE-P. 

 Dans la méthode EVSS introduite dans Rajagopalan et al [52], et la méthode DEVSS 

introduite par Guénette et Fortin dans [53], la contrainte total τij est décomposé en une partie 

élastique et une partie visqueuse, qui sont résolus séparément et sont basées sur le rajout du tenseur 

des vitesses de déformation ( )D u  comme une quatrième inconnue.  

Les résultats numériques peuvent ensuite être stabilisés par l'utilisation d’un schéma de 

stabilisation SU (Streamline Upwinding) introduite dans [54]. L’idée de base de la méthode SU, est 

l’application d’une diffusivité artificielle aux termes convectifs uniquement qui agissent seulement 

dans la direction de l’écoulement. 

Dans la suite, on présente brièvement ces méthodes dans le cas newtonien. On rappelle 

d’abord la formulation classique à trois champs du problème de Stokes continu : 

                            p− + ∇ =div fτ      

                              . 0u∇ =                                                       (3.16) 

                              2 ( )D uµ=τ            

La méthode EVSS est basée sur un changement de variable : 2 ( )s D uµ= −τ  et le rajout dans 

la formulation d’une quatrième inconnue définie par ( )d D u= . La motivation de ce changement de 

variable provient du fait que pour les modèles viscoélastiques (notamment le modèle PTT), les 

équations de la quantité de mouvement et de continuité ne sont pas bien posées si τ est fixé. A partir 

de là, la quatrième inconnue est rajoutée pour obtenir la coercivité du problème en terme de vitesse-

pression. Le problème de Stokes s’écrit alors de la manière suivante : 

                     2 ( )D u p s− + ∇ = +div f div    

                     . 0u∇ =                                  

                      0s =                                                                    (3.17) 

                     ( )d D u=                               

Compte tenu du fait que le changement de variable 2 ( )s D uµ= −τ ne peut être effectué pour 

toutes les classes de modèles viscoélastiques, Guénette et Fortin [52] ont rajouté dans les deux 

membres de l’équation du mouvement le terme 2 ( )D uα− div . Cela correspond à effectuer un nouveau 
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changement de variable 2 ( )s D uα= −τ où α est une constante positive. On obtient la formulation en 

( , , ,u p dτ ) suivante : 

                     2 ( ) 2D u p dα α− + ∇ = + −div f div divτ     

                     . 0u∇ =                                                     

                      2 ( )D uµ=τ                                                        (3.18) 

                     ( )d D u=                                                  

Pour les calculs du modèle FENE-P, l`utilisation du  schéma DEVSS sans le schéma SU pour 

les cas 2D axisymétrique été suffisante pour atteindre la convergence et les résultats étaient 

identiques à celle en utilisant le schéma couplé DEVSS/SU, mais  pour les calculs 3D, nous avons 

rencontré des problèmes de convergence et l’utilisation schéma couplé DEVSS/SU été nécessaire.  

  Dans la présente étude, une autre méthode appelé « méthode  d’évolution » pour le 

paramètre de relaxation λ a été utilisés pour atteindre la convergence numérique [51]. Evolution est 

un schéma numérique supplémentaire facilitant la convergence des problèmes d’écoulement 

complexes. En POLYFLOW, tout paramètre du problème peut être définie comme une fonction 

algébrique de la variable d’évolution S. Au cours du processus d'évolution, la valeur du paramètre 

spécifique sera calculée comme le produit. 

Pour des fluides viscoélastiques de type différentiel l’évolution adéquate est généralement 

basée soit sur le temps de relaxation du fluide λ ou le débit Q fournissant des augmentations 

graduelles de la valeur attribuée au nombre de Weissenberg We.  

Dans ce travail, la technique d’évolution est appliquée sur le temps de relaxation de telle sorte 

que λi = f (Si) × λnom , où λnom est le temps de relaxation nominale , f (Si) = Si = ( Si-1 + ∆Si-1 ) avec les 

valeurs initiales et finales de S sont S0 = 0 et Sfinal = 1 , respectivement, et la valeur initiale de ∆S0 = 

0,01 , avec S représentant la variable d'évolution.  Par exemple, pour i = 1, on a λ1 = f (S1) × λnom, si 

la solution converge ∆S1 = ∆S0 × 1,5 et S2 = S1 + ∆S1, puis pour i = 2, λ2 = f (S2) × λnom. Toutefois, si 

la solution diverge alors, ∆S1 = ∆S1 / 2 et S2 = S1 + ∆S1 et l'itération est refaite jusqu'à ce que ∆Si soit 

inférieur à une valeur minimale ∆Smin = 1 × 10-4 et la simulation s'arrête. 

La solution du problème non linéaire est obtenue en utilisant le schéma itératif classique de la 

méthode Newton  et la convergence est basée sur le calcul d’une erreur relative globale pour chaque 

champ (pression, vitesse, contraintes). L'erreur relative est calculée comme le rapport de la différence 

dans la valeur d'un champ donné, à chaque nœud entre deux itérations successives et la valeur 

maximale du champ. Le critère de convergence utilisé dans nos simulations est de 10-5, considéré 

suffisant pour une convergence acceptable. Le nombre d'itérations nécessaires pour la convergence 

était égal à 10. Les calculs ont été effectués en utilisant un ordinateur (Workstation), avec un 
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processeur Intel (R) Xeon (R) CPU X5550@2.67 GHz avec 12 Go de RAM et 4 Go additionnels. La 

capacité de mémoire a été utilisée au maximum possible pour les simulations 3D. 

 

III.5. Géométries, Maillages et conditions aux limites considérés 

 

Les géométries des conduites considérées ont des sections circulaires et non circulaires. La 

géométrie 2D axisymétrique est utilisée avec symétrie axiale des sections transversales pour la 

validation avec la solution analytique et semi analytique et aussi pour la comparaison avec la 

solution  des simulations de la géométrie 3D circulaire. Pour chacune des géométries avec sections 

circulaires et non circulaires sélectionnée, les calculs sont effectués pour les deux fluides newtoniens 

et viscoélastiques non-linéaire du type SPTT et FENE-P.  

Les sections et les maillages utilisés pour les conduites 2D axisymétriques et 3D considérées 

sont représentées dans les figures. III.2 et III.3, respectivement, avec les conditions aux limites 

appropriées. 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

Figures. III.2. Géométrie et maillage avec les conditions aux limites pour le cas 2D axisymétrique. 
 

 

 

 

 

 

Figures. III.3. Domaines de simulation et maillages pour le cas des géométries 3D circulaire 

et non circulaires, l’axe-x est perpendiculaire à la figure. 

 
Les résultats pour les fluides newtoniens et viscoélastiques pour la variation du nombre de 

Nusselt en fonction de la distance axiale normalisée concernent  x’ >10-05, où x'= x / D.Re.Pr est la 

distance axiale normalisée, D est le diamètre hydraulique, Re est le nombre de Reynolds et Pr est le 

nombre de Prandtl. Pour la plupart des fluides viscoélastiques le nombre de Prandtl prend des valeurs 

proche de 50 ou plus. Et parce que l’augmentation de nombre de Reynolds et/ou le nombre de 

Prandtl conduit à une augmentation de la longueur de la conduite, alors, une valeur relativement 

Plans de symétries Parois 

r 

x 

Tentrée= constante 

qw = constant  

Axe de symétrie 

Profil de vitesse 
pleinement développé 

u = 0, v = 0 

Sortie 
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faible du nombre de Prandtl Pr = 30 et un nombre de Reynolds Re = 50 ont été utilisées pour tous les 

cas considérés à travers cette étude pour optimiser les calculs. Il a été vérifié que le nombre de 

Nusselt Nu ne dépend pas de Reynolds Re avec des fluides obéissant au modèle SPTT ou FENE-P en 

calculant Nu pour différent valeurs de Re pour le cas 2D axisymétrique. Ceci est différent du 

comportement des fluides PTT non-affines, qui prédisent la dépendance de Nu sur Re, Siginer et 

Letelier [55,56]. 

Des tests sur l’effet du maillage sur les résultats trouvés ont été réalisés avec un nombre 

différent de cellules pour calculer la variation du nombre de Nusselt en fonction de la distance 

normalisée x’ pour le cas du model SPTT et le cas FENE-P. Les détails de ces tests sont présentés 

dans le chapitre des résultats. 



 

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Chapitre IV 

 

Résultats et discussion 
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IV.2. Introduction 

Ce dernier chapitre est constitué de trois parties. La première est consacrée à la discussion des 

résultats numériques du problème de Graetz pour le cas d`un fluide de type SPTT.   La deuxième 

partie de ce chapitre concerne les résultats obtenus de la simulation numérique du problème de 

Graetz pour le cas d’un fluide de type FENE-P en négligeant la contribution newtonienne du solvant 

où le rapport de viscosité β, défini comme le rapport de la viscosité du solvant par rapport à la 

viscosité totale du fluide, est nul. Dans la troisième partie, et pour le même modèle utilisé dans la 

deuxième partie, on introduit l’effet de la contribution newtonienne (0 ≤ β ≤ 1) sur le comportement 

hydrodynamique et l’amélioration du transfert de chaleur. 

 

IV.2. Modèle SPTT 

 

IV.2.1 Effet du Maillage 

Des tests de sensibilité du maillage ont été réalisés avec un nombre différent de cellules pour 

calculer la variation du nombre de Nusselt pour deux valeurs du paramètre εWe2 (0,001 et 1), dans le 

cas 2D axisymétrique. Des tests ont été effectués à l'aide de maillages non uniformes, présentés dans 

le tableau 3 et seule la variation du nombre de Nusselt avec la distance normalisée x` est représentée 

sur la figure. IV.1 pour εWe2 = 1. La solution ne change pas de manière significative pour les 

maillages M2, M3 et M4 pour les deux valeurs de εWe2. On peut conclure que la solution est 

indépendante du maillage. Les résultats présentés ci-après pour le modèle SPTT ont été obtenus avec 

le maillage M2 pour optimiser l’espace mémoire du calculateur et le temps de calcul.  

 

Tableau 3. Maillages testés avec le modèle SPTT dans le cas 2D axisymétrique. 
 

Géométrie Maillage  Nx Nr 
 

 Nombre  des 
éléments 

Nombre des 
nœuds 

2D 
axisymétrique 

M1 75 10 750 836 
M2 120 15 1800 1936 
M3 300 20 6000 6416 
M4 1025 50 51250 52326 

 

Pour les géométries 3D, encore une fois des tests de sensibilité du maillage ont été réalisés 

pour deux valeurs du paramètre εWe2 (0,001 et 1) en considérant la variation du nombre de Nusselt 

avec la distance axiale normalisée x`.  Les différents maillages utilisés sont résumés dans le tableau 4 

où Nx, Nr et Nθ représentent le nombre de cellules dans les directions axiale, radiale et tangentielle 
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respectivement. Les résultats obtenus pour le tube 3D circulaire pour εWe2 = 1 sont présentés dans la 

figure. IV.2.  La différence entre les maillages M5 et M6 est insignifiante pour les deux valeurs de 

εWe2. La comparaison entre les résultats obtenus pour le maillage 2D axisymétrique et 3D circulaire 

montre un désaccord très près de l’entrée de la conduite pour une distance 10-5 < x`< 10-4.  Au-delà 

d’une certaine distance x`> 10-4 de l'entrée du tube, les valeurs sont en excellent accord jusqu'à la 

région pleinement développée du tube.  

Le tableau 5 montre  des détails sur les maillages utilisés pour les conduits non circulaires 

sélectionnés (triangulaire, carré b/a = 1 et rectangulaire b/a =1/2).  La solution des problèmes étudiés 

pour les géométries 3D nécessite un grand espace mémoire, autour de 12 Go de RAM.  Les nombres 

de nœuds des maillages utilisés dans la présente étude ont été élevés jusqu’à la limite maximale 

autorisée par la capacité de stockage de l'ordinateur disponible.    

 

 
 

Figure. IV. 1. Nombre de Nusselt en fonction de la distance axiale normalisée x` pour εWe2 = 1, dans 

le cas 2D axisymétrique, avec différents maillages. 

 
 

Tableau 4. Maillages testés avec le modèle SPTT dans le cas 3D circulaire. 
 

Géométrie Maillage Nx Nr 
 

Nθ Nombre  des 
éléments 

Nombre des 
nœuds 

3D 
circulaire  

M4 100 10 15 18000 19481 
M5 120 15 15 27000 29161 
M6 154 15 15 34650 37355 
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Tableau 5. Maillages testés avec le modèle SPTT pour les géométries non-circulaires. 

 
 

 
 
 
 

 

  
Figure. IV. 2. Nombre de Nusselt en fonction de la distance axiale normalisée x` pour εWe2 = 1, dans 

le cas 3D circulaire, avec différents maillages et une comparaison avec la solution 2D axisymétrique. 

IV.2.2. Géométrie circulaire: profils de vitesses  

Pour valider les calculs numériques, les résultats numériques d`un écoulement isotherme 

entièrement développé d`un fluide de type PTT à travers une conduite circulaire sont comparés avec 

la solution semi-analytique rapportée par Oliveira et Pinho [17] pour la version exponentielle du 

modèle PTT. Les résultats numériques sont obtenus en utilisant des maillages 2D axisymétriques et 

des maillages 3D.  Les calculs sont effectués pour différentes valeurs du paramètre εWe2 allant de 

0,001 à 100. Celles-ci correspondent à des valeurs du nombre de Weissenberg équivalentes allant de 

0,0632 à un maximum de 20. Dans tous les calculs présentés dans ce manuscrit, le paramètre ε est 

fixé à une valeur de 0,25. 

          Les profils de vitesse normalisée entièrement développés obtenus à partir du présent travail et 

de la référence [17] avec la version exponentielle du modèle SPTT et de références [15] et [16] avec 

la version linéaire du modèle SPTT sont présentés sur la figure. IV.3. La vitesse axiale 
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adimensionnelle analytique avec la version linéaire du modèle SPTT est donnée par les équations. 

(4.1) et (4.2) tirées du travail de Letelier et Siginer [16] et Oliveira et Pinho [17], respectivement. u

et N
u représentent la vitesse moyenne du fluide SPTT et la vitesse moyenne newtonienne 

respectivement, 

                     ( )( ) ( )( )( )2 22
2

( ) 6
1 / 1 2 1 /

3 8

u r
r R We r R

Weu
ε

ε
= − + +

+
                (4.1) 

              ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )22 22( )
2 / 1 / 1 16 / 1 /N N

u r
u u r R We u u r R

u
ε= − + +           (4.2) 

La valeur /Nu u est calculée à partir de l'équation suivante 

 

 
( ) ( )1/ 6 2 /3 2 /3

1/ 2 1/3

432 2

6
Nu

bu

δ

δ

−
=                                                  (4.2.a) 

2(64 / 3)b Weε≡  

1/ 2 3 3/ 2 1/ 2; 3 4; 3b bδ α β α β= + = + =  

 La vitesse axiale semi-analytique adimensionnelle pour la version exponentielle du modèle  SPTT 

est donnée par, Oliveira et Pinho [17],  

                
( )( )

( )
( ) ( )( )( )

2

2 2

2

exp /( )
2 1 exp / 1 /

/

N
N

N

N

b u u
uu r

b u u r R
u u b u u

 = − − − 
 

    (4.3) 

Où /Nu u est calculé à partir d'une équation non linéaire résolue par une méthode itérative robuste de 

bissection.   

                 
( )( )

( )

( )( )
( )

2 2

2 2

exp / 1 exp /
1 2 1

/ /

N N
N

N N

b u u b u u
u

u b u u b u u

 − − 
= − 

 
 

                       (4.3.a) 

232b Weε≡  

 

 Un excellent accord est indiqué pour εWe2 variant de 0,001 à 100 en particulier dans la région 

proche de la paroi. Une différence maximale dans la zone médiane de 1% est observée entre les 

résultats actuels et ceux de Oliveira et Pinho [17]. Les prédictions numériques des profils de vitesse  

avec le modèle SPTT exponentiel du présent travail et celles dérivées dans [17] conduisent à un 

aplatissement de vitesse en augmentant le comportement de fluidification par cisaillement du fluide 

par l’augmentation du paramètre εWe2.   Le même comportement et observé pour le modèle LPTT 

linéaire tiré du travail de Letelier et Siginer [16] et Oliveira et Pinho [17].   
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Figure. IV.3. Comparaison des profils de vitesse entièrement développés dans le cas axisymétrique 

avec ceux de Letelier et Siginer [16] et Oliveira et Pinho [17] pour différentes valeurs de εWe2. 

 

La figure. IV.4 montre les profils de vitesse obtenus avec le maillage 2D axisymétrique et 3D 

pour plusieurs valeurs du paramètre εWe2. Pour fournir davantage de validation et accroître la 

confiance dans les simulations 3D, les calculs 3D ont été réalisés et comparés avec les résultats en 

2D. Clairement le champ de vitesse entièrement développé obtenu avec les maillages 2D et 3D sont 

identiques et donc on peut supposer que les simulations 3D avec les maillages utilisés offrent une 

précision acceptable. 
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2D axisymétrique 

 
3D Circulaire    

                          
Figure. IV.4. Profils de vitesse adimensionnelle entièrement développés du modèle SPTT 

exponentiel en fonction du paramètre εWe2.  

 

IV.2.3. Géométrie circulaire: profils de contraintes normale et tangentielle 

 

Figure. IV.5 illustre le comportement des contraintes normales et de cisaillement à travers les 

tubes circulaires obtenus avec le modèle de SPTT exponentielle en utilisant le maillage 

axisymétrique (figures. IV.5a et IV.5b) et le maillage 3D (figure. IV.5c) pour une série de valeurs du 

nombre de Weissenberg We et une valeur constante de ε = 0,25.  Les figures. IV.5a et IV.5b 

montrent une comparaison avec les résultats analytiques  d’Oliveira et Pinho [17]. Les résultats 

numériques pour les deux maillages axisymétriques et 3D sont exactement les mêmes. La 

comparaison des valeurs numériques des contraintes de cisaillement et normale avec la solution 
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analytique de [17] est en général très bonne. Comme tracée dans les figures. IV.5a, b et c, pour une 

valeur de ε constante et un faible nombre de Weissenberg, la contrainte normale τxx augmente. 

Cependant, pour une grande élasticité pour des grandes valeurs de We, la contrainte normale 

diminue. La solution analytique prédit que pour des grandes valeurs de Weissenberg, les contraintes 

normales dépendent seulement de We et τxx est proportionnelle à We-1/3 confirmant ainsi la 

diminution de τxx observée dans la figure. IV.5b. 
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Figure. IV. 5. Variation des profiles de contraintes normale et de cisaillement normalisées en 

fonction du nombre de Weissenberg pour une valeur constante de ε = 0,25 pour les géométries                     

(a)-2D Axisymétrique - la contraintes de cisaillement, (b)-2D Axisymétrique - la contrainte normale 

et (c)-3D circulaire - les contraintes normale et de cisaillement.  

 

Mais si les contraintes normales sont mises à l’échelle avec la valeur de la contrainte de 

cisaillement à la paroi, la solution prédit que le rapport sans dimension augmente de façon monotone 

avec We comme montré à la figure. IV.6a pour la solution analytique [17] et à la figure. IV.6b pour 

le présent travail.   

Les résultats des profils de contraintes normales non-dimensionnelles obtenues à partir des 

calculs numériques du présent travail sont en bon accord avec la solution analytique [17]. Les 

expressions analytiques pour les composantes de contraintes normalisées sont facilement obtenues 

après mise à l’échelle avec la contrainte de cisaillement à la paroi pour le fluide newtonien (ou 

UCM). Les contraintes normale et tangentielle normalisées suivant la référence [17] sont données par 

(4.4) et (4.5), respectivement, 
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Figure. IV.6a. Contraintes normale et tangentielle normalisées τxx/(τxy)w et τxy/(τxy)w pour le cas  

2D axisymétrique, Oliveira et Pinho [17]. 

 

 

Figure. IV.6b. Contraintes normale et de cisaillement normalisées τxx/(τxy)w et τxy/(τxy)w pour le cas  

2D axisymétrique, pour le présent travail. 

 

IV.2.4. Géométrie circulaire: transfert de chaleur 

Les résultats analytiques concernant le nombre de Nusselt moyen pour le problème de Graetz 

avec les fluides viscoélastiques dans le cas d`un flux de chaleur constant imposé à la paroi sont 

utilisés pour une validation supplémentaire.  
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Les figures. IV.7 et 8 montrent la comparaison entre les valeurs calculées et celles rapportées 

par Coelho et al [18] et Shah et London [2] pour les deux géométries 2D axisymétrique et 3D 

circulaire respectivement pour le cas d`un fluide newtonien et un fluide viscoélastique tel que 0.001 

< εWe2 <100. La comparaison est très satisfaisante pour les deux géométries considérées et le 

nombre de Nusselt calculé numériquement augmente avec l’augmentation du paramètre εWe2.  

L’écart observé dans la région 10-5 < x`<10-4 se limite à une petite distance à l'entrée.  

Pour une valeur maximale de εWe2 = 100, le nombre de Nusselt pour le cas axisymétrique et 

3D circulaire est plus élevé que la valeur newtonienne d'environ 15,72%. L’effet de ε est négligeable 

quand il est de l'ordre de O(10-2).  La valeur du paramètre ε utilisé dans les calculs est ε = 0,25.   

Les résultats montrent donc qu'il existe une amélioration du transfert de chaleur quant le 

paramètre εWe2 augmente jusqu’à une valeur de εWe2 = 100.   

En l’absence de la dissipation visqueuse, quand 0ε → , le nombre de Nusselt tend 

asymptotiquement vers la valeur bien connue de 4.364 pour un fluide newtonien, dans la région 

pleinement développée pour toutes les valeurs de Weissenberg, Pinho et Oliveira [24]. Le paramètre 

constitutif ε donne de la fluidification par cisaillement au fluide viscoélastique à condition que le 

paramètre ne soit pas trop petit. 

 

               

Figure. IV.7. Variation du nombre de Nusselt en fonction de la distance axiale x '= x / D.Re.Pr  pour 

un flux de chaleur qw constant imposé à la paroi pour la géométrie axisymétrique et 0,001 < εWe2 < 

100. Les valeurs de Nu tabulées sont celles liées à la région pleinement développée. 
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Figure. IV.8. Variation du nombre de Nusselt en fonction de la distance axiale x '= x / D.Re.Pr  pour 

un flux de chaleur qw constant imposé à la paroi pour la géométrie 3D circulaire et                              

0,001 < εWe2 < 100. Les valeurs de Nu tabulées sont celles liées à la région pleinement développée. 

 

IV.2.5. Géométries non-circulaires: transfert de chaleur 

 

Trois canaux non circulaires, triangulaire, carré et rectangulaire ont été considérés dans le 

présent travail pour le problème de Graetz avec les fluides viscoélastiques non linéaires. Dans tous 

les cas, le maillage des différentes géométries étudiées est tridimensionnel et réduit en utilisant la 

symétrie pour minimiser l’espace mémoire et le temps de calcul.  Les figures. IV.9, 10 et 11 

représentent la variation du nombre de Nusselt moyen pour les trois géométries considérées. Il y a un 

excellent accord entre la valeur pleinement développée du nombre de Nusselt newtonien calculée 

numériquement et les résultats disponibles dans la littérature, Shah et London [2], fournissant ainsi 

une confiance dans la précision des résultats numériques.   

La valeur viscoélastique entièrement développée du nombre de Nusselt augmente en 

augmentant le paramètre εWe2 suivant la même tendance inhérente aux résultats de calcul pour les 

conduites axisymétrique et 3D circulaire. Pour une valeur maximale de εWe2 = 100, le nombre de 

Nusselt pour les géométries  carrée (b/a = 1) et rectangulaire (b/a = 1/2) est plus élevé que celui du 

fluide newtonien d'environ 10.47% et 10,11% respectivement. Mais pour la géométrie triangulaire, 

l'augmentation du nombre de Nusselt est relativement faible en comparaison avec les géométries 

précédentes, environ 4,07% de la valeur newtonienne. 
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Figure. IV.9. Variation du nombre de Nusselt en fonction de la distance axiale x '= x / D.Re.Pr  pour 

un flux de chaleur qw constant imposé à la paroi pour la géométrie triangulaire et 0,001 < εWe2 < 

100. Les valeurs de Nu tabulées sont celles liées à la région pleinement développée. 

 

  
 

Figure. IV.10. Variation du nombre de Nusselt en fonction de la distance axiale x '= x / D.Re.Pr  

pour un flux de chaleur qw constant imposé a la paroi pour la géométrie carrée et 0,001 < εWe2 < 100. 

Les valeurs finales Nu rapportées sont ceux liés à la région pleinement développé. 
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Figure. IV.11. Variation du nombre de Nusselt en fonction de la distance axiale x '= x / D.Re.Pr  

pour un flux de chaleur qw constant imposé a la paroi pour la géométrie rectangulaire et 0,001 < εWe2 

< 100. Les valeurs finales Nu rapportées sont ceux liés à la région pleinement développé. 

 
IV.2.6. Conclusion 

 
Le problème de Graetz pour un écoulement laminaire newtonien et des fluides 

viscoélastiques décrit par la version simplifiée du modèle Tanner Phan-Thien avec la forme 

exponentielle de la fonction f représentant des effets élongationnels (fluidification par cisaillement) à 

travers des conduits de sections transversales circulaire, triangulaire, carrée et rectangulaire, sont 

résolues numériquement pour le cas d`un flux de chaleur constant imposé à la paroi en l'absence de 

la dissipation visqueuse. La solution présentée est comparée avec des travaux antérieurs disponibles 

dans la littérature et discutée en termes de combinaison de fluidification par cisaillement et les effets 

élastiques représentés par le paramètre εWe2 et la distance axiale non-dimensionnelle x` . 

Pour les géométries considérées, la comparaison des profils de vitesse et les profils de 

contraintes normales et tangentielles avec les résultats analytiques disponibles dans la littérature est 

très satisfaisante. Aussi, dans la région pleinement développée, les valeurs du nombre de Nusselt 

obtenues pour les conduites circulaire, triangulaire, carrée et rectangulaire pour le cas newtonien sont 

en bon accord avec celles rapportées dans la littérature. Les résultats viscoélastiques calculés avec le 

modèle SPTT sont également en bon accord avec ceux disponibles dans la littérature pour les 

différentes valeurs du paramètre εWe2 pour les géométries circulaires. Les résultats pour les sections 

non circulaires étudiées sont obtenus pour la première fois pour les liquides polymères de type 

constitutive SPTT.  Le maillage utilisé dans les calculs a été largement étudié et optimisé en 
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comparant les résultats en 2D et 3D et par comparaison avec les résultats existants dans la littérature 

comme décrit ci-dessus.  

Les résultats montrent une augmentation du coefficient de transfert de chaleur avec 

l’augmentation du paramètre εWe2 qui combine l`effet représenté par l`augmentation d`élasticité et 

l’élongation du fluide. Cette augmentation peut atteindre jusqu’à 15% par rapport à la valeur d'un 

fluide newtonien pour les cas circulaires.  

 
IV.3. le modèle FENE-P sans contribution Newtonienne β = 0 

V.3.1 Effet du Maillage 

En ce qui concerne les fluides de type FENE-P, des tests de sensibilité de maillage pour le cas 

2D axisymétrique ont été réalisés avec différents nombres de cellules en utilisant des maillages non 

uniformes pour calculer la variation du nombre de Nusselt pour We = 10 et pour une valeur extrême 

de L2 = 10 car pour L2 < 10 il y a peu d'intérêt pratique. Les détails du maillage utilisé sont présentés 

dans le tableau 6.  La variation du nombre de Nusselt avec la distance normalisée x` est représentée 

sur la Fig. IV.12. Comme la différence entre M2, M3 et M4 est insignifiante, les résultats présentés 

ci-après pour le modèle FENE-P ont été obtenus avec le maillage M2 pour optimiser le temps de 

calcul. 

  

Figure. IV. 12. Test de sensibilité de maillage pour le cas 2D axisymétrique: nombre de Nusselt en 

fonction de la distance axiale normalisée x` pour We = 10 et L2 = 10.  

 

1,E-02

1,E-01

1,E+00

1,E+01

1,E+02

1,E+03

1,E+04

1,E-05 1,E-04 1,E-03 1,E-02 1,E-01 1,E+00

Nu

x`

                  M1       
                  M2       
                  M3 
                  M4 

Zoom 
10

100

1,E-05 1,E-04

Nu

x`



Chapitre IV : Résultats et discussion 

53 
 

Tableau 6. Maillages testés avec le modèle FENE-P dans le cas 2D axisymétrique. 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
Pour les géométries 3D, encore une fois des tests de sensibilité de maillage ont été réalisés 

avec différents nombres de cellules, pour We = 10 et L2 = 10, sur la variation du nombre de Nusselt 

avec la distance axiale normalisée x` comme montré sur la figure IV. 13. Les différents maillages 

utilisés pour la géométrie 3D circulaire et 3D non circulaire sont ceux utilisés précédemment pour le 

modèle SPTT résumés dans les Tableaux 3 et 4 respectivement. Pour le cas 3D circulaire, la 

différence entre les résultats des maillages M5 et M6 est insignifiante et pour cela le maillage M5 a 

été considéré dans le présent travail pour le modèle FENE-P.   

 
Figure. IV. 13. Test de sensibilité du maillage dans le cas 3D circulaire: nombre de Nusselt en 

fonction de la distance axiale normalisée x` pour We = 10 et L2 = 10 et une comparaison avec la 

solution 2D axisymétrique. 

La comparaison entre les résultats obtenus pour le maillage 2D axisymétrique et 3D circulaire 

montre un désaccord très près de l'entrée de la conduite pour une distance 10-5< x`< 10-4.  Au-delà 

d`une certaine distance x`> 10-4 de l'entrée du tube, les valeurs sont en excellent accord jusqu'à la 

région pleinement développée du tube.  La vérification de l’effet du maillage sur la solution pour les 
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M3 300 20 6000 6416 
M4 800 30 24000 24831 

                 M4        
                 M5     3D circulaire 
                 M6 
                 2D Axisymétrique 
                                           

 

10

100

1000

1,E-05 1,E-04

Nu

x`



Chapitre IV : Résultats et discussion 

54 
 

géométries non-circulaires a été réalisée pour la géométrie du canal triangulaire pour un maillage de 

21120 éléments (24200 nœuds) et 30375 éléments (34272 nœuds).  

Les résultats obtenus pour le cas de test de We = 10 et L2 = 10 sur la variation du nombre de 

Nusselt entièrement développé avec la distance axiale normalisée x`, non présentés ici, sont 

similaires et confirment l'indépendance des résultats du maillage considéré.  

 

IV.3.2. Géométrie circulaire: profils de vitesses  
 

La figure IV. 14 montre les profils de vitesse entièrement développés des cas de conduite 2D 

et 3D pour plusieurs valeurs de nombre de Weissenberg en fixant la valeur du paramètre 

d'extensibilité L2 = 10.  

On peut constater que les calculs 2D et 3D prévoient essentiellement le même profil de 

vitesse. En comparaison avec la solution théorique de référence [22], donnée par l’équation (15) ci-

dessous, les solutions numériques s’accordent parfaitement avec la solution analytique. La légère 

différence dans le flux principal reste inférieure à 1%.  L'effet de We correspond parfaitement avec la 

théorie, une augmentation de We conduit à une diminution de la vitesse avec un aplatissement 

conséquente du profil comme on peut le voir sur la figure. IV. 15. La solution analytique pour le 

champ de vitesse, référence [22], est donnée par: 

2 2
2 2

2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) 2 (1 ) 1 16 (1 )

 
= − + + 

 

We X
u r X r r

a L
                              (4.6) 

où ˆ /≡u u u , ˆ /≡r r R  représentent la vitesse et le rayon non dimensionnels respectivement, ū est la 

vitesse moyenne et R le rayon de la conduite. Le paramètre a est défini comme 21/(1 3 / )≡ −a L . Le 

paramètre de gradient de pression non dimensionnelle X est défini comme /≡ NX u u où Nu

représente la vitesse moyenne pour un cas newtonien. Le paramètre de gradient de pression peut être 

explicitement écrit: 

                                      
( )1 6 2 3 2 3

1 2 1 3

432 2

6β

−
=

S
X

S
                                                  (4.7) 

où les paramètres β et S sont définis comme 

2

2 2

64

3
β =

We

a L
  et 1 2 3 2 1 2(4 27 ) 3β β= + +S  

La figure IV. 16 montre les profils de vitesse pour une valeur constante de We = 10 en variant 

le paramètre d'extensibilité L2.  Pour le cas newtonien L2 = 0, un accord parfait est observé en 

comparaison avec la solution théorique de la référence [22]. D’autres valeurs de L2 de la solution 

numérique sont en accord avec les profils théoriques avec une petite différence dans l’intervalle de 
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1%, et la tendance de l’effet de l’augmentation de L2 qui conduit à un aplatissement de premier plan 

du profil de vitesse est correctement prédite, voir figure IV. 17. 

 
    
 
 
 

Figure IV. 14. Comparaison des profils de vitesse entièrement développés pour les cas 2D 

axisymétrique et 3D circulaire avec ceux de Oliveira [22] pour L2 = 10 et We = 1, 2, 5 et 10. 

 

 
Figure IV. 15. Profils de vitesse entièrement développés pour le cas 2D axisymétrique pour L2 = 10 

et We = 1, 2, 5 et 10.  
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Figure IV. 16. Comparaison des profils de vitesse entièrement développés pour les cas 2D 

axisymétrique et 3D circulaire avec ceux de Oliveira [22] pour We = 10 et L2= 10, 100 et 1000. 

 

 
Figure IV. 17.  Profils de vitesse entièrement développés pour le cas 2D axisymétrique pour We = 10 

et L2= 10, 100 et 1000.  
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IV.3.3. Géométrie circulaire : profils de contrainte normale et coefficient de frottement 

 

Les profils de la contrainte normale normalisée, avec la contrainte de cisaillement à la paroi 

d'un fluide newtonien, τxx/(τwN) et avec la contrainte de cisaillement à la paroi du modèle FENE-P               

τxx/(τxr (r = R)) pour la géométrie 2D axisymétrique sont présentés dans la figure IV. 18 et 19, 

respectivement. Ils sont comparés avec la solution analytique de Oliveira [22] donnée par les 

équations (20, 21) pour différentes valeurs de We et une valeur fixe du paramètre d’extensibilité L2 = 

10.  

 La figure IV. 18 est utilisée pour capter le nombre de Weissenberg critique où la valeur 

maximale de la contrainte normale τxx est atteinte avant qu’elle ne commence à diminuer à nouveau, 

ce qui correspond à une valeur du Wecr = 2 et est en parfait accord avec les conclusions de Oliveira 

[22].  Les valeurs numériques des contrainte normale normalisée avec la contrainte de cisaillement à 

la paroi τxx/(τxr) correspondent très bien avec la solution analytique de [22] avec un petit désaccord 

de l'ordre de 1 % observé pour le profil de contrainte normale normalisée avec la contrainte de 

cisaillement newtonien à la paroi τxx/(τwN).  Les profils de contraintes normalisées pour la géométrie 

circulaire 3D qui ne sont pas représentés ici sont en excellent accord avec ceux du cas 2D 

axisymétrique.  Les composantes normale et tangentielle normalisées disponibles dans la référence 

[22] sont données par les équations (4.8) et (4.9), respectivement, 

                                       ˆ,τ ≡ −Xrxr                                                               (4.8) 

                                 2 2ˆ8 / .τ ≡ WeX r axx                                                         (4.9) 

 

 
Figure IV. 18. Contrainte normale normalisée avec la contrainte de cisaillement newtonien à la paroi 

pour le cas 2D axisymétrique pour L2= 10 et We = 0.5, 1, 2, 5 et 10. 
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Figure IV. 19. Contrainte normale normalisée avec la contrainte de cisaillement à la paroi, du modèle           

FENE-P pour le cas 2D axisymétrique (τw = τxr (r = 1)) pour L2= 10 et We = 0.5, 1, 2, 5 et 10. 

 

Le coefficient de frottement Cf est défini par [2] : 

                                         
2

.
1
2

τ

ρ
= w

fC

u

                                               (4.10) 

Où τ w est la contrainte de cisaillement moyenne par rapport au pourtour de la paroi dans la région 

pleinement développée. 

La variation du coefficient de frottement normalisé Cf/CfN en fonction du paramètre 

d’extensibilité L2 est représentée sur la figure IV. 20 pour les différentes géométries considérées où 

CfN représente le coefficient de frottement  pour le fluide newtonien.   

 
 

Figure IV. 20. Variation du coefficient de frottement normalisé Cf/CfN avec le paramètre 

d'extensibilité L2 et le nombre de Weissenberg pour les différentes géométries considérées.  
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Deux limites d'élasticité du fluide ont été considérées We = 1 et We = 10.  En général, les 

résultats indiquent clairement que l’augmentation de l'élasticité du fluide FENE -P à travers le 

nombre de We conduit à une diminution du coefficient de frottement si on la compare avec le cas 

limite newtonien.   

La figure IV. 20 montre aussi que pour une petite valeur du paramètre d’extensibilité L2 = 10, 

le coefficient de frottement atteint une valeur minimale, puis augmente de façon monotone avec 

l’augmentation de L2 pour atteindre la limite du fluide newtonien pour L2 = 1000 pour un faible 

niveau d’élasticité du fluide (We = 1). 

 

IV.3.4. Géométrie non-circulaire: profils de vitesses 

 

Les figures IV. 21, 22 et 23 illustrent les contours des profils de vitesse entièrement 

développés pour les géométries carrée, rectangulaire (b/a = 1/2) et triangulaire considérées dans le 

présent travail pour le cas newtonien et viscoélastique FENE-P.   

En utilisant les propriétés de symétrie des sections, seulement 1/4 du domaine est indiqué 

pour les formes rectangulaires et 1/6 pour le triangulaire. Les résultats newtoniens peuvent être 

directement comparés avec les solutions analytiques de la référence [2,44], données par les équations 

(4.11 à 4.14).  

L’accord entre la solution numérique avec le maillage choisi s’accorde parfaitement bien 

avec la solution analytique comme le montrent les figures IV. 21.a, 22.a et 23.a pour les géométries 

carrée, rectangulaire  (b/a = 1/2) et triangulaire respectivement.  Cet accord représente une nouvelle 

validation de l’approche de modélisation adoptée dans cette étude.    

Les figures IV. 21.b, 22.b et 23.b présentent l'effet de We et L2 pour les géométries carrée, 

rectangulaire  (b/a = 1/2) et triangulaire équilatérale respectivement.  Les résultats montrent les 

mêmes tendances observées avec les cas 2D axisymétrique et 3D circulaire, c’est à dire une 

augmentation de We pour une valeur fixe de L2 et/ou une diminution de L2 pour une valeur fixe de 

We, conduit à une diminution de la vitesse conduisant à un aplatissement du profil. 

Les équations pour un écoulement de fluide newtonien à travers une section transversale 

rectangulaire : - a ≤ y ≤ a, - b ≤ z ≤ b sont données par: 

      ( )
( )2 / 22

3 3
1,3,5...

ˆ16 cosh( / 2 ) cos( / 2 )
( , ) 1 1 .

cosh( / 2 )

π π

µπ π

−∞

=

    
= − − −         

∑
i

i

a dp i z a i y a
u y z

dx i b a i
        (4.11) 

         
3

5 5
1,3,5...

ˆ4 192 tanh( / 2 )
1

3

π

µ π

∞

=

  
= − −  

   
∑

i

ba dp a i b a
Q

dx b i
                                                (4.12) 
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Figure IV. 21.a. Comparaison des contours de la vitesse axiale normalisée u/ū pour la géométrie 
carrée, le cas newtonien. 

 
 

 
 

                                                          
Figure IV. 21.b. Contours de la vitesse axiale normalisée u/ū pour la géométrie carrée,                           

le cas FENE-P. 
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4 ˆ3

320µ

 
= − 

 

a dp
Q

dx
                                                                                    (4.14) 

où a et b représentent les longueurs des côtés des conduits, pour la géométrie carrée a = b et pour la 

géométrie rectangulaire b/a = 1/2. u(y, z) représente la composante de vitesse transversale et y et z 

représentent respectivement les coordonnées transversales. Q dans les équations (21, 23) représente 

le débit volumétrique d'écoulement,  u/ū dans les figures IV. 21, 22 et 23 est la vitesse non 

dimensionnelle et ū  représente la vitesse moyenne comme indiqué plus haut. 

 
 
 

 
 

                                                                                                
Figure IV. 22.a. Comparaison des contours de la vitesse axiale normalisée u/ū pour la géométrie 

rectangulaire, le cas newtonien. 

 
 

 
 

     
Figure IV. 22.b. Contours de la vitesse axiale normalisée u/ū pour la géométrie rectangulaire a/b = 

1/2, le cas FENE-P. 
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Figure IV. 23.a. Comparaison des contours de la vitesse axiale normalisée u/ū pour la géométrie 

triangulaire équilatérale, le cas newtonien. 

 

 

                       
 
 

Figure IV. 23.b. Contours de la vitesse axiale normalisée u/ū pour la géométrie triangulaire 

équilatérale, le cas FENE-P. 
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IV.3.5. Géométrie circulaire: transfert de chaleur 

 

Les figures IV. 24 et 25 représentent la variation du nombre de Nusselt en fonction de la 

longueur axiale de tube pour les cas 2D axisymétrique et 3D circulaire, respectivement, pour les 

deux valeurs de We = 1 et 10 et pour différentes valeurs du paramètre d’extensibilité L2.   La 

variation du nombre de Nusselt en fonction de la longueur axiale de tube est similaire pour les deux 

maillages 2D et 3D.  

 La valeur newtonienne exacte du nombre de Nusselt de 4.364 est obtenue par les 

simulations. En regardant les valeurs du régime pleinement développé, les simulations sont capables 

d'afficher la tendance correcte de l'effet du paramètre L2.  La diminution des valeurs du paramètre 

d’extensibilité conduit à une augmentation du coefficient de transfert de chaleur. Une augmentation 

du nombre de Weissenberg conduit aussi à un transfert de chaleur amélioré d'une valeur de l'ordre de 

11% obtenue dans le cas de We = 10 et L2 = 10.   

Là encore, les différences entre les résultats 2D et 3D ne sont pas très importantes et les 

résultats montrent la même tendance. La valeur unique obtenue à partir de l'analyse de Oliveira et al 

[23] lorsque L2 = 10 et We = 1 et 10 est prédite par la solution numérique avec une erreur inférieure à 

2%. 

Pour examiner l’effet d’une très grande élasticité sur le nombre de Nusselt et pour le cas 2D 

axisymétrique, figure IV. 26 montre la variation du nombre de Nusselt entièrement développé Nufd 

en fonction du paramètre dimensionnel We2/ (aL)2, qui apparaît dans la formulation du profil de 

vitesse donnée par l'équation (17).  

L’augmentation du paramètre dimensionnel en augmentant l’élasticité et /ou en diminuant le 

paramètre d’extensibilité conduit à une augmentation monotone et rapide du coefficient de transfert 

de chaleur à partir de la valeur classique Newtonienne 4.364 pour atteindre une limite asymptotique 

de 4,955 ce qui correspond à la valeur donnée par Oliveira et al [23] comme le montre la figure IV. 

26, avec une différence de moins de 2%. 
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Figure IV. 24. Nombre de Nusselt en fonction de la distance axiale x' = x/D.Re.Pr, pour le cas 2D 

axisymétrique, effet d'extensibilité L2, We = 1 et 10. 
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Zoom 

We = 10    Présent travail  Shah et London [2] 

                                Nufd 
           Newtonien   4.364             4.364 
           L2 = 10         4.863 
           L2 = 100       4.778 
           L2 = 1000     4.606 
           L2 = 10         4.908  Oliveira et al [23]       

We = 1     Présent travail    Shah et London [2] 

                                  Nufd 
           Newtonien     4.364                 4.364 
           L2 = 10           4.545   
           L2 = 100         4.423 
           L2 = 1000       4.37  
           L2 = 10           4.65  Oliveira et al [23]        
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Figure IV. 25. Nombre de Nusselt vs. la distance axiale x' = x/D.Re.Pr, pour le cas 3D circulaire, 

effet d'extensibilité L2, We = 1 et 10. 
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 We = 1        Présent travail    Shah et London [2]     

                                   Nufd 
            Newtonien      4.364               4.364 
             L2 = 10            4.578   
             L2 = 100          4.457 
            L2 = 1000         4.387 
            L2 = 10              4.545  2D axisymétrique      

We = 10       Présent travail     Shah et London [2] 

                                  Nufd 
            Newtonien    4.364              4.364 
            L2 = 10           4.865  
            L2 = 100         4.798 
            L2 = 1000       4.603 
            L2 = 10           4.863  2D axisymétrique       
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Figure IV. 26. Nombre de Nusselt vs. paramètre dimensionnel We2/(aL)2, pour le cas 2D 

axisymétrique. 

IV.3.6. Géométrie non-circulaire: transfert de chaleur 

 

Une variété de géométries de passage non circulaire, y compris les canaux triangulaires, 

carrés et rectangulaires (b/a = 1/2), a été examinée dans le présent travail pour le problème Graetz 

avec le modèle FENE-P viscoélastique non linéaire. L’influence des effets élastiques/extensibilité sur 

la variation du nombre de Nusselt moyen pour les trois géométries considérées est représentée dans 

les figures IV. 27, 28 et 29 respectivement. Dans tous les cas, la comparaison de la valeur pleinement 

développée du Nu newtonien avec des travaux disponibles dans la littérature, Shah et London [2], 

montre un excellent accord.  La comparaison représente ainsi une validation directe qui contribue à 

renforcer la confiance dans la précision des résultats numériques. 

       En général, les résultats du fluide FENE-P montrent que le nombre de Nusselt augmente avec 

l’augmentation du We, mais faiblement.  Pour la valeur de We = 10 et une valeur constante du 

paramètre d’extensibilité L2 = 10, l’augmentation du nombre de Nusselt par rapport au cas newtonien 

est d’environ 4,76% pour la géométrie triangulaire, 9,24% pour la conduite carrée et de 5,17% pour 

la conduite rectangulaire (b/a = 1/2).    

Le paramètre extensibilité L2 a un effet opposé suivant la même tendance inhérente aux 

résultats de calcul pour les conduites 2D axisymétrique et 3D circulaire.  Pour un nombre 

Weissenberg constant, et L2 augmentant de 10 à 1000 conduit à une diminution du nombre de 

Nusselt et s’approche asymptotiquement à la limite newtonienne de Nufd. 
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Figure IV. 27. Nombre de Nusselt vs. la distance axiale x' = x/D.Re.Pr, pour le cas triangulaire 

équilatéral, effet d’extensibilité L2, We = 1 et 10. 
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Zoom 

We = 10       Présent travail    Shah et London [2] 

                                    Nufd 
             Newtonien     1.891           1.892 
              L2 = 10           1.981   
             L2 = 100          1.963 
             L2 = 1000        1.922 

 

Zoom

We = 1       Présent travail     Shah et London [2] 

                                   Nufd 
             Newtonien     1.891           1.892 
              L2 = 10           1.921   
             L2 = 100          1.912 
             L2 = 1000        1.900 
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Figure IV. 28. Nombre de Nusselt vs. la distance axiale x' = x/D.Re.Pr, pour le cas carré,                         

effet d’extensibilité L2, We = 1 et 10. 
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Zoom 

We = 10      Présent travail    Shah London [2] 

                                   Nufd 
             Newtonien    3.0876          3.091 
             L2 = 10           3.373   
             L2 = 100         3.327 
             L2 = 1000       3.258 

 

Zoom 

We = 1       Présent travail    Shah et London [2] 

                                   Nufd 
             Newtonien    3.0876           3.091 
              L2 = 10           3.198   
             L2 = 100         3.130 
             L2 = 1000       3.092 
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Figure IV. 29. Nombre de Nusselt vs. la distance axiale x' = x/D.Re.Pr, pour le cas rectangulaire                   

(b/a = 1/2), effet d’extensibilité L2, We = 1 et 10. 
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Zoom 

We = 10      Présent travail    Shah et London [2] 

                                    Nufd 
             Newtonien     3.016           3.017 
              L2 = 10            3.172   
             L2 = 100          3.093 
             L2 = 1000        3.032 

Zoom 

We = 1       Présent travail    Shah et London [2] 

                                    Nufd 
             Newtonien     3.016           3.017 
             L2 = 10            3.037   
             L2 = 100          3.029 
             L2 = 1000        3.027 
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IV.3.7. Conclusion 

 

       Le problème de Graetz pour un écoulement laminaire d’un fluide newtonien et un fluide 

viscoélastique décrit par l'équation constitutive FENE-P dans des conduits de sections transversales 

circulaires, triangulaires, carrées et rectangulaires est résolu numériquement, en utilisant le code de 

calcul Polyflow basé sur des éléments finis, pour le cas d`un flux de chaleur constant imposé à la 

paroi et dans le cas d`une dissipation visqueuse et viscosité du solvant négligées.  

Les résultats sont discutés en termes d'effets d'élasticité par le nombre Weissenberg We et le 

paramètre d’extensibilité L2 sur la variation des profils de la vitesse, contraintes normales, coefficient 

de frottement et le coefficient de transfert de chaleur moyen en fonction de la distance non 

dimensionnelle axiale x`.  Le maillage utilisé dans les calculs a été largement étudié et les résultats 

présentés pour les profils de vitesse et de contraintes normales ainsi que le coefficient de transfert de 

chaleur sont indépendants du maillage. 

       Pour les différentes géométries prises en compte dans le présent travail, les valeurs pleinement 

développées du nombre de Nusselt obtenues pour les cas newtoniens sont en excellent accord avec 

celles disponibles dans la littérature. La comparaison entre les résultats calculés dans les cas 2D 

axisymétrique et 3D circulaire pour le modèle FENE-P montre un très bon accord et offre une bonne 

validation des calculs numériques et l'approche utilisée.  Les profils de vitesse et le nombre de 

Nusselt dans l’écoulement entièrement développé, utilisant le modèle FENE-P, montrent des 

différences insignifiantes de ceux donnés par la solution analytique pour la vitesse et la solution 

semi-analytique pour le Nu pour la géométrie circulaire.   

En général, il a été démontré qu’une augmentation de l'élasticité mesurée par We a entraîné 

une amélioration du coefficient de transfert de chaleur due à l’influence de la fluidification par 

cisaillement. Ces résultats sont en accord avec les tendances disponibles dans la littérature. Par 

contre, le paramètre d'extensibilité (L2) a eu un effet inverse avec une diminution du comportement 

rhéofluidifiant. 

 

IV.4. Le modèle FENE-P avec contribution newtonienne, β ≠ 0 

 

Cette partie explore les résultats de l'effet de la viscosité du solvant sur le champ de vitesse et 

le transfert de chaleur pour le cas 2D axisymétrique ainsi que les conduits 3D circulaire et non 

circulaire.  L’objectif ici est de chercher à quantifier l’effet du rapport de viscosité du solvant β 

défini comme  β = µs/(µs + µp) qui peut prendre des valeurs dans l’intervalle [0, 1] sur la vitesse 

axiale et les profils des contraintes pour différentes valeurs des paramètres L2 et We.  
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La valeur β = 0 correspond à une valeur nulle de la viscosité du solvant et la valeur β = 1 

correspond à un fluide newtonien. On commence par examiner la géométrie de section circulaire en 

utilisant les maillages 2D et 3D. Dans le cas de l’écoulement axisymétrique pleinement développé, la 

distribution de vitesse de la solution analytique de Cruz et al [24] et celles de [22, 23] seront utilisées 

pour la validation des résultats obtenus numériquement.   

La même approche utilisée dans l’analyse des résultats de la géométrie 3D circulaire sera 

ensuite utilisée pour l’analyse des géométries non-circulaires considérées dans cette étude et pour 

lesquelles aucune solution théorique ni de travaux expérimentaux ne sont encore disponibles. Nous 

allons ensuite examiner l’effet de β sur le nombre de Nusselt pour différentes valeurs du paramètre 

We2/(aL)2. 

Dans la seconde partie de cette section, les canaux non circulaires 3D sont considérés.  

L’effet de β sur le champ de vitesse et le nombre de Nusselt est examiné.  Les calculs pour les 

géométries 3D sont très coûteux en temps et donc l'effet de β est analysé en considérant une seule 

valeur de 1/9, qui est intermédiaire entre les valeurs extrêmes 0 et 1 comme on peut le voir d’après 

les résultats ci-dessous. 

 

IV.4.1. Géométrie circulaire : profils de vitesses  

 

Cruz et al [24] ont obtenu une expression analytique du profil de vitesse de l’écoulement 

complètement développé à travers une conduite circulaire pour un fluide FENE-P avec une 

contribution du solvant β ≠ 0. Cette expression est récapitulée ci-dessous et est utilisée pour la 

validation de la solution numérique obtenue: 
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 pz est le gradient de pression axial, B est le coefficient qui exprime l'importance relative de l'apport 

de solvant à une contrainte totale et le paramètre a est défini comme 21/(1 3/ )≡ −a L .   

La Figure IV. 30.a montre des profils de vitesse entièrement développés à travers des 

conduites circulaires 2D axisymétrique et 3D pour plusieurs valeurs de We en fixant la valeur du 

paramètre d'extensibilité L2 = 10. On peut constater que les calculs 2D et 3D prédisent le même 

profil de vitesse.  

 

 

    
 
 
 

Figure IV. 30.a. Comparaison des profils de vitesse entièrement développés pour les cas 2D 

axisymétrique et 3D circulaire avec ceux de Cruz et al [24] pour L2= 10 et We = 1, 2, 5 et 10 pour                

β = 1/9. 
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Le résultat numérique du profil de vitesse correspond parfaitement avec la solution théorique 

donnée par Eq (4.15). La légère différence reste bien en dessous de 1 %. L'effet de We peut 

également être clairement visible dans la figure IV. 30.b en accord avec la théorie. L’augmentation 

de We conduit à une diminution de la vitesse. 

 

 
Figure IV. 30.b. Profils de vitesse entièrement développés pour le cas 2D axisymétrique pour L2 = 

10, We = 1, 2, 5 et 10, β = 1/9. 

 

L’influence du paramètre extensibilité L2 sur le profil de vitesse est représentée sur la figure 

IV. 31.a, tout en maintenant une valeur constante de We = 10.   

L'accord entre la solution numérique et la solution théorique de [24] est excellent, avec une 

petite différence de l’ordre de 1% et la tendance de l’effet d'augmenter L2 conduisant à un important 

aplatissement du profil de vitesse est correctement prédit, voir Figure IV. 31.b. 

La variation du profil de vitesse pour différent de valeurs de β et pour des valeurs extrêmes 

en termes de viscoélasticité de We = 10 et L2 = 10 sont illustrés dans la figure IV. 32.a.  

Pour β  ≥ 0.5,  l’accord entre la solution théorique et numérique est très bon, mais pour            

β < 0.5 et pour r/R < 0.5, une légère différence d’environs 2% est observé.  
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Figure 31.a. Comparaison des profils de vitesse entièrement développés pour les cas 2D 

axisymétrique et 3D circulaire avec ceux de Cruz et al [24] pour We = 10, L2= 10, 100 et 1000,            

β = 1/9. 

 

 
Figure IV. 31.b. Profils de vitesse entièrement développés pour le cas 2D axisymétrique pour We = 

10, L2= 10, 100 et 1000, β = 1/9. 
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L’effet du paramètre β sur le profil de vitesse est clairement illustré sur la figure IV. 32.b où 

il peut être remarqué que pour de faibles valeurs de β dire des valeurs élevées de concentration en 

polymère les débits respectifs augmentent en raison du comportement rhéofluidifiant. 

 

 
 

  
 

Figure IV. 32.a. Comparaison des profils de vitesse entièrement développés pour le cas 2D 

axisymétrique avec ceux de Cruz et al [24] pour L2 = 10, We = 10, β = 0.001, 0.01, 0.1, 0.5, 0.8 et 

0.999. 
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Figure IV. 32.b. Profils de vitesse entièrement développés pour le cas 2D axisymétrique pour L2 = 

10, We = 10, β = 0.001, 0.01, 0.1, 0.5, 0.8 et 0.999. 

 

IV.4.2. Géométrie circulaire: contraintes normales et tangentielles et coefficient de frottement 

 
Les figures IV. 33.a et b montrent les profils des composantes tangentielle et axiale de 

contrainte totale normalisée respectivement. Les valeurs de la contrainte de cisaillement tendent vers 

les valeurs newtoniennes quand la valeur de β tend vers l`unité et diminuent à des valeurs inférieures 

avec la diminution de β où la concentration du polymère devient supérieure et le comportement 

rhéofluidifiant devient plus apparent.  La solution théorique de Cruz et al [24] donnée par l'équation 

(4.19) est également indiquée dans les figures.  

Un très bon accord est établi entre les résultats théoriques et numériques.  La composante 

normale de la contrainte diminue avec la diminution de la concentration de polymère quand β atteint 

la valeur 1 et le comportement du fluide s’approche de celui d'un fluide newtonien.  Là encore, il  y a 

un très bon accord avec les résultats théoriques de la référence [24] 
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Figure IV. 33.a. Contraintes de cisaillement normalisées pour le cas 2D axisymétrique pour We = 10, 

L2= 10 et différentes valeurs de β 

 
 

Figure IV. 33.b. Contraintes normales normalisées pour le cas 2D axisymétrique pour We = 10, L2= 

10 et différentes valeurs de β 
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La figure IV. 34 représente la variation du coefficient de frottement normalisé Cf/CfN en 

fonction du paramètre extensibilité L2 pour les différentes géométries considérées et pour β = 0, 1/9 

et 1/2.  Les résultats présentés pour les deux limites d'élasticité du fluide We = 1 et 10 montrent que 

l’augmentation de l’élasticité du fluide FENE-P à travers le nombre de Weissenberg conduit à une 

diminution du coefficient de frottement si on la compare avec le cas limite du fluide newtonien.   
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Figure IV. 34. Variation du coefficient de frottement normalisé Cf/CfN en fonction du paramètre 

extensibilité L2 et du nombre de Weissenberg pour les différentes géométries considérées et pour 

différentes valeurs de β. 

 

La figure IV. 34 montre aussi que pour une petite valeur du paramètre d'extensibilité L2 = 10, 

le coefficient de frottement atteint une valeur minimale, puis augmente de façon monotone avec 

l'augmentation de L2 pour atteindre la limite du fluide newtonien pour L2 = 1000 et pour un faible 

niveau d'élasticité du fluide (We = 1). Les figures IV. 34a, b et c représentent l’effet de la 

contribution newtonienne à travers le paramètre β pour β = 0, 1/9 et 1/2 respectivement.  Le 

coefficient de frottement augmente avec l`augmentation du paramètre β et les valeurs calculées pour 

β = 1/2 sont plus élevées que les valeurs obtenues pour β = 0 et 1/9. 

  

IV.4.3. Géométrie non-circulaire: profils de vitesses 

 

           Les figures IV. 35, 36 et 37 illustrent les contours de la vitesse axiale dans la zone entièrement 

développée et l’effet de We et L2 pour les géométries carré, rectangulaire (b/a = 1/2) et triangulaire 

équilatérale considérées dans le présent travail pour le cas newtonien et viscoélastique du type 

FENE-P. Les résultats du cas newtonien des sections carrée, rectangulaire et triangulaire ont été 

directement comparés avec succès avec les solutions analytiques de référence [2, 44] comme montré 

précédemment.   
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La partie (a) de ces figures montrent que, pour les mêmes valeurs de We = 10 et L2 = 10, les 

profils de vitesse ont tendance à devenir plus aplatis avec la diminution des valeurs de β en raison 

des effets d’amincissement par cisaillement (shear thinning). Dans la partie (b) des figures, la même 

tendance observée avec le tube circulaire axisymétrique et 3D est présente aussi pour les géométries 

non circulaires ; soit une augmentation de We pour une valeur fixe de L2 et/ou une diminution de la 

L2 pour une valeur fixe de We, conduit à un aplatissement du profil de vitesse. 

 

   
 

Figure IV. 35.a. Comparaison des contours de la vitesse axiale normalisée u/ū pour la géométrie 

carrée,  pour β = 0 et 1/9,  pour le cas extrême We = 10 et L2 = 10. 

 

 
 
 

Figure IV. 35.b. Contours de la vitesse axiale normalisée u/ū pour la géométrie carrée, le cas                

FENE-P, pour β = 0 et 1/9. 
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  Figure IV. 36.a. Comparaison des contours de la vitesse axiale normalisée u/ū pour la géométrie 

rectangulaire (b/a = 1/2), pour β = 0 et 1/9,  pour le cas extrême We = 10 et L2 = 10. 

 

                                                                                               

 
 

  
Figure IV. 36.b. Contours de la vitesse axiale normalisée u/ū pour la géométrie rectangulaire                  

(b/a = 1/2), le cas FENE-P, pour β = 0 et 1/9. 

    
IV.4.4. Géométrie circulaire: transfert de chaleur 

 

La variation du nombre de Nusselt en fonction de la longueur axiale du tube pour les cas 2D 

axisymétrique et 3D circulaire, pour les deux valeurs de We = 1 et 10 et pour différentes valeurs du 

paramètre d’extensibilité L2 est indiquée sur les figures IV. 38 et 39 respectivement.  Dans la légende 

des deux figures les valeurs du nombre de Nusselt pour β = 0 obtenues précédemment sont 

également représentées.   
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  Figure IV. 37.a. Comparaison des contours de la vitesse axiale normalisée u/ū pour la géométrie 

triangulaire équilatérale, pour β = 0 et 1/9,  pour le cas extrême We = 10 et L2 = 10. 

 

              
 
 

Figure IV. 37.b. Contours de la vitesse axiale normalisée u/ū pour la géométrie équilatérale 

triangulaire, le cas FENE-P, pour β = 0 et 1/9. 
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du nombre Weissenberg conduit également à un transfert de chaleur amélioré d’environ 11% dans le 

cas de We = 10 et L2 = 10.  Les différences entre les résultats 2D et 3D ne sont pas très importantes et 

la même tendance est capturée. La valeur unique obtenue à partir de l’analyse de Oliveira et al [23] 

lorsque L2 = 10 et We = 1 et 10, est prédite par la solution numérique avec une erreur inférieure à 

2%.  L'effet de la concentration en solvant est de diminuer le nombre de Nusselt dans les deux cas de 

We = 1 et We = 10, avec un effet plus prononcé pour le second cas. 

 

  

  
 

Figure IV. 38. Nombre de Nusselt en fonction de la distance axiale x' = x/D.Re.Pr, pour le cas 2D 

axisymétrique, effet d'extensibilité L2, We = 1 et 10. 
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                                 Nufd pour We = 1 
                                      Présent travail          
                               β = 1/9               β = 0  
          Newtonien  4.364                 4.364 
          L2 = 10         4.468                 4.545    
          L2 = 100       4.374                 4.423 
          L2 = 1000     4.368                 4.37 

                                 Nufd pour We = 10 
                                      Présent travail          
                               β = 1/9               β = 0  
          Newtonien   4.364                 4.364 
          L2 = 10         4.585                 4.863    
          L2 = 100       4.563                 4.778 
          L2 = 1000     4.482                 4.606 
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L’effet de la concentration en polymère sur le nombre de Nusselt pour le cas 2D 

axisymétrique est exploré sur la figure IV. 40 qui montre la variation du nombre de Nusselt 

entièrement développé en fonction du paramètre We2/(aL)2 pour différentes valeurs du paramètre β.  

Pour  β = 0, l’augmentation de We2/(aL)2 en augmentant l'élasticité et/ou en diminuant le paramètre 

d'extensibilité conduit à une augmentation monotone et rapide du coefficient de transfert de chaleur à 

partir de la valeur classique du cas newtonien 4,364 à une limite asymptotique de 4,955. Cela 

correspond à la valeur unique donnée par Oliveira et al [23] comme montré sur la figure IV. 40 avec 

une différence inférieure à 2%. 

 

 
Figure IV. 39. Nombre de Nusselt vs. la distance axiale x' = x/D.Re.Pr, pour le cas 3D circulaire, 

effet d’extensibilité L2, We = 1 et 10. 
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Zoom

                                   Nufd pour We = 1 
                                          Présent travail           
                                   β = 1/9               β = 0  
            Newtonien     4.364                  4.364 
            L2 = 10           4.471                  4.578 
            L2 = 100         4.378                  4.457 
            L2 = 1000       4.369                  4.387 
            L2 = 10           4.468  2D axisymétrique       

                                   Nufd pour We = 10 
                                         Présent travail           
                                   β = 1/9               β = 0  
            Newtonien     4.364                  4.364 
            L2 = 10           4.594                  4.865 
            L2 = 100         4.571                  4.798 
            L2 = 1000       4.481                  4.603 
            L2 = 10           4.585  2D axisymétrique      
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L’effet du paramètre β est d’augmenter le nombre de Nusselt de sa valeur newtonienne de 

4.364 à une valeur de 4.955. Cela représente une augmentation nette de 13%! 

Pour  β > 0, et en augmentant le paramètre We2/(aL)2, le coefficient de transfert de chaleur 

atteint une valeur maximale pour des valeur du paramètre We2/(aL)2< 2, puis diminue graduellement 

en s’approchant de la valeur du cas newtonien quand β s'approche de la valeur 1. 

 
 

Figure IV. 40. Nombre de Nusselt vs. paramètre We2/(aL)2, pour le cas 2D axisymétrique,                  
effet de β. 

 

IV.4.5. Géométries non-circulaires : transfert de chaleur 

 

      Des conduits de section carrée, rectangulaire (b/a = 1/2) et triangulaire, ont été pris en compte 

dans la présente étude du problème Graetz avec le modèle FENE-P viscoélastique non linéaire. 

L'influence d’élasticité/extensibilité sur la variation du nombre de Nusselt moyen pour les trois 

géométries considérées est représentée dans les figures IV. 41, 42 et 43 respectivement.  Dans tous 

les cas, la comparaison de la valeur, dans la région pleinement développée, du nombre de Nu pour le 

cas newtonien avec des travaux antérieurs dans la littérature, Shah et London [2], montre un 

excellent accord en fournissant une confiance dans la précision des résultats numériques. Les 

résultats obtenus précédemment pour le cas de β = 0 sont aussi présentés dans cette partie. 
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Les tendances générales du nombre de Nusselt pour le fluide FENE-P révèlent une 

augmentation croissante avec We mais avec une petite variation. Pour la valeur de We = 10  et une 

valeur constante du paramètre d'extensibilité L2 = 10, l’augmentation du nombre de Nusselt par 

rapport celui du cas newtonien est d’environ 4,76 % pour le cas de la conduite triangulaire, 9,24 % 

pour le cas carré et 5,17 % pour le cas rectangulaire lorsque β = 0 et de 2,274 % pour le cas 

triangulaire, 4,45 % pour le cas carré 3,083 % pour le rectangulaire lorsque β = 1/9.   

 

 
Figure IV. 41. Nombre de Nusselt vs. la distance axiale x' = x/D.Re.Pr, pour le cas carré, effet 

d'extensibilité L2, We = 1 et 10. 
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                                   Nufd pour We = 1 
                                         Présent travail           
                                   β = 1/9               β = 0  
            Newtonien    3.0876                3.0876 
            L2 = 10           3.174                 3.198 
            L2 = 100         3.121                 3.130 
            L2 = 1000       3.088                 3.092 

                                   Nufd pour We = 10 
                                          Présent travail           
                                   β = 1/9               β = 0  
            Newtonien    3.0876                3.0876 
            L2 = 10            3.225                 3.373 
            L2 = 100          3.207                 3.327 
            L2 = 1000        3.135                 3.258 
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Le paramètre d’extensibilité L2 affiche un effet opposé en suivant la même tendance des 

résultats de calculs obtenus pour la conduite circulaire axisymétrique et 3D.  Pour une valeur 

constante de We, l’augmentant de L2 de la valeur 10 jusqu` à 1000 conduit à une diminution du 

nombre de Nusselt qui s’approche asymptotiquement de la limite newtonienne et l’augmentation de 

la concentration du solvant a tendance de réduire le nombre de Nusselt. 

 

 
 

 
 

Figure IV. 42. Nombre de Nusselt vs. la distance axiale x' = x/D.Re.Pr, pour le cas rectangulaire, 

effet d'extensibilité L2, We = 1 et 10. 
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                                   Nufd pour We = 10 
                                        Présent travail           
                                   β = 1/9               β = 0  
            Newtonien    3.016                  3.016 
            L2 = 10           3.109                 3.172 
            L2 = 100         3.033                 3.093 
            L2 = 1000       3.027                 3.032 

                                   Nufd pour We = 1 
                                         Présent travail          
                                   β = 1/9               β = 0  
            Newtonien    3.016                  3.016 
            L2 = 10           3.028                 3.037 
            L2 = 100         3.026                 3.029 
            L2 = 1000       3.024                 3.027 

Zoom 
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Figure IV. 43. Nombre de Nusselt vs. la distance axiale x' = x/D.Re.Pr, pour le cas triangulaire, effet 

d'extensibilité L2, We = 1 et 10. 

 

IV.4.6. Conclusions 

 

Le problème de Graetz pour  un écoulement laminaire d`un fluide viscoélastique de type 

FENE-P à travers des tubes de sections circulaire et non circulaire de différentes formes été étudié 

numériquement en utilisant le code Polyflow. L'effet de la contribution du solvant newtonien sur la 

dynamique et le transfert de chaleur a été évalué dans le cas d`un flux de chaleur constant imposé sur 
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                                   Nufd pour We = 1 
                                         Présent travail          
                                   β = 1/9               β = 0  
            Newtonien   1.891                  1.891 
            L2 = 10           1.916                 1.921 
            L2 = 100         1.901                 1.912 
            L2 = 1000       1.899                 1.900 

                                   Nufd pour We = 10 
                                         Présent travail           
                                   β = 1/9               β = 0  
            Newtonien    1.891                  1.891 
            L2 = 10           1.934                 1.981 
            L2 = 100         1.932                 1.963 
            L2 = 1000       1.921                 1.922 
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la paroi et dans le cas d`une dissipation visqueuse  négligée.  Les résultats sont discutés en termes 

d'effets d'élasticité par le nombre de Weissenberg We et le paramètre l'extensibilité L2. 

 Les résultats trouvés pour les géométries circulaires sont en excellent accord avec ceux 

disponibles dans la littérature justifiant les calculs numériques et l'approche utilisé. Les profils de 

vitesse calculée en utilisant la solution théorique sont en excellent accord avec les prédictions 

numériques. Les valeurs du nombre de Nusselt calculées pour les géométries circulaires en 

considérant plusieurs valeurs du paramètre de concentration β sont obtenues ici pour la première 

fois, ainsi que les valeurs du nombre de Nusselt et de vitesse pour les cas de conduits 3D non 

circulaires. 

Conclusions et perspectives 

 Les travaux réalisés dans le cadre de cette thèse ont permis d’étudier numériquement le 

problème de Graetz dans le cas d’écoulements laminaires de fluides newtoniens et viscoélastiques à 

travers des conduites de sections circulaire, triangulaire, carrée et rectangulaire pour le cas d’un flux 

de chaleur constant imposé à la paroi en l’absence de la dissipation. Le code de calcul POLYFLOW, 

basé sur la méthode des éléments finis, est utilisé pour simuler les écoulements en question.  

Deux modèles rhéologiques on été considérés au cours de ce travail décrivant le 

comportement viscoélastique : le modèle simplifié Phan-Thien Tanner (SPTT) avec la forme 

exponentielle de la fonction f et le modèle (Finite Extensible Nonlinear Elastic-Peterlin) FENE-P.  Le 

maillage utilisé dans ces calculs numériques a été largement étudié et optimisé en comparant les 

résultats en 2D et 3D et par comparaison avec les résultats existants dans la littérature. 

Dans la première partie de la thèse, nous avons considéré le modèle SPTT pour étudier les 

effets élastiques et rhéofluidifiant combinés représentés par le paramètre εWe2.  Les profils de vitesse 

et les profils de contraintes normales et tangentielles comparés avec les résultats analytiques pour 

différentes valeurs du paramètre εWe2 pour le cas des géométries circulaires, ainsi que les valeurs du 

nombre de Nusselt dans l'écoulement pleinement développé, dans les conduites circulaires et non-

circulaires obtenu pour le cas newtonien comparées avec celles rapportées dans la littérature 

montrent une bonne concordance. Les résultats montrent une augmentation du coefficient de 

transfert de chaleur avec l’augmentation du paramètre  εWe2. Cette augmentation peut atteindre 

jusqu'à 15% par rapport à la valeur du cas newtonien et la conduite circulaire.  

Dans la second partie de cette thèse, nous avons considéré l’écoulement laminaire d`un fluide 

newtonien et un fluide viscoélastique décrit par l'équation constitutive FENE-P pour étudier l`effet 

d'élasticité représenté par le nombre Weissenberg, We et le paramètre d'extensibilité L2 sur le champ 

hydrodynamique et le transfert de chaleur à travers les conduites circulaire et non circulaire. La 
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comparaison entre les résultats numériques calculés pour le cas 2D axisymétrique et 3D circulaire 

ainsi que la valeur pleinement développée du nombre de Nusselt obtenu pour les cas newtoniens,  

montrent un très bon accord avec celles disponibles dans la littérature. Il a été démontré qu'une 

augmentation de l’élasticité mesurée par We a entraîné une amélioration du coefficient de transfert de 

chaleur. Par contre, le paramètre d'extensibilité (L2) a eu un effet inverse avec une diminution du 

comportement rhéofluidifiant. 

Par la suite et pour le même modèle rhéologique FENE-P, nous avons évaluée l’effet de la 

contribution du solvant newtonien sur le champ dynamique et le transfert de chaleur.  La 

comparaison des résultats pour les géométries circulaires révèle un excellent accord avec ceux 

disponible dans la littérature. Les valeurs du régime pleinement développé du nombre de Nusselt, 

pour plusieurs valeurs du paramètre de concentration β, sont obtenues ici pour la première fois pour 

les cas de conduits 3D circulaire et non circulaire. 

Ce travail pourrait être poursuivi sur plusieurs axes. Tout d’abord la même problématique 

pourrait être abordée en considérant la dissipation visqueuse. D’autre part, d’autres modèles 

viscoélastiques peuvent être considérés tels que les modèles d’Oldroyd, Giesekus, Pom-Pom, White-

Metzner et le modèle Leonov. Il serait très intéressant aussi de considérer le cas d`une température 

constante imposée sur la paroi ou des conditions thermiques mixtes.  
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Nomenclature 

cp      Chaleur spécifique du fluide (J/kgK) 

Cf      Coefficient de frottement  

CfN     Coefficient de frottement du fluide newtonien   

d      Tenseur du taux de déformation 

D      Diamètre de la conduite (m) 

hx        Coefficient de transfert moyenné sur la section mais variable suivant la direction axiale  
(W/m2K) 

k        Conductivité thermique (W/mK)    

L2      Paramètre d`extensibilité du modèle FENE-P 

Nu Nombre de Nusselt (hD/k) 

P Pression (Pa) 

Pr Nombre de Prandtl 

Pe Nombre de Péclet (Pe = Pr.Re) 

Q Débit volumique (m3/s) 

qw Flux de chaleur imposé sur la paroi (W/m2) 

r Coordonnée radiale (m)       

R         Rayon du tube (m) 

Re       Nombre de Reynolds (ρūD/µ)    

T       Température (K)           

Tb        Température moyenne du fluide à travers une section transversale arbitraire (K)                             

wT         
Température moyenne de la paroi (K)                                             

u        Vitesse (m/s)                                             

ū  Vitesse moyenne (m/s)                                             

We          Nombre de Weissenberg (λū/R)      

x    Coordonnée axiale (m)    

x’    Coordonnée axiale normalisé (x’ = x/DRePr)    

y, z     Coordonnée transversale (m)     

 

Lettres grecques  

β Rapport des viscosités newtonienne et polymérique (β  = µ s / µ s + µp)  

λ Temps de relaxation du fluide (s) 
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µ Viscosité dynamique totale (Pa.s) (µ  = µ s + µp) 

µ s Viscosité dynamique du solvant (Pa.s) 

µp Viscosité dynamique du polymère (Pa.s) 

ρ Masse volumique (kg/m3) 

τ Tenseur des contraintes totales (Pa)  

τ1 Tenseur des contraintes polymériques 

τ2 Tenseur des contraintes newtoniennes 

ξ Paramètre définissant le taux de glissement du modèle PTT 

ε Paramètre caractérisant le comportement élongationnel du modèle PTT 

θ Température non-dimensionnelle 
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