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Résumé

Dans cette these, nous nous sommes intéresses a un sujet d’application tres
intéressant a savoir : I'étude et la mise en ceuvre d’algorithmes d’optimisations pour
résoudre certaines classes de problemes pratiques tels que les problemes de
transport a quatres indices avec capacités. Initialement le probléme de transport est
étudié dans un contexte de programmation linéaire avec certaines particularités. On
fait appel a des notions d’économie mathematiques, d’analyse convexe et de
recherche opérationnelle.

Nous avons obtenu des résultats originaux en proposant une méthode efficace pour
résoudre le probleme difficile du cas dégenére.

Par ailleurs, on est intéressé aux problemes d’optimisation non convexes. Afin de
résoudre ce type de probleme nous avons proposé une approche qui consiste a
construire plusieurs fonctions quadratiques en morceau au lieu d’une seule
quadratique minorant la fonction objectif.

Les résultats obtenus sont encourageants et permettent d’affirmer dans certains cas
que telle quadratique est préférable aux autres.

L’étude algorithmique de la méthode a donné lieu a un constat encourageant.
L'étude menée est le cas d'une seule variable. Afin de généraliser cette étude au cas
de plusieurs variables tout en préservant les avantages requis. Une combinaison de
la méthode Aliénor avec la technique de séparation et évaluation a été mise au
point avec succes.

Nous avons obtenu des résultats satisfaisants, ces derniers montrent que cette
méthode est performante par rapport aux méthodes actuelles.

Mots clés : Optimisation Globale, Probleme de Transport, Branch & Bound,
Fonction Borne.



Abstract

In this thesis, we focused on a very interesting subject of application namely: the
study and implementation of optimization algorithms to solve some classes of
practical problems such as transport problems with capacity in four indices.

Initially the problem of transport is studied in a context of linear programming with
certain particularities. We call on at the same time to mathematical notions of
economy, convex analysis and operational research. We obtained original results
by proposing an effective method to solve the degenerate problems.

Furthermore, we are interested in non-convex optimization problems. In order to
solve this type of problem we proposed an approach which consists in building
several quadratic functions into pieces instead of a single quadratic underestimating
the objectives function.

The results are encouraging and support the assertion in some cases such as
quadratic is preferable to another. The study algorithmic of the method gave rise to
an encouraging report. The led study is the case of one variable. In order, to
generalize this study in the case of several variables while preserving the
advantages required, an effective combination of the Alienor method with the
branch and bound technic was developed successfully.

We have obtained satisfactory results. They show that this method is efficient
compared to other current methods.

Keywords: Global optimization, Transportation Problem, Branch & Bound,
Underestimators.
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Introduction générale

Nous faisons tous de I'optimisation. Dans notre vie quotidienne, nous cher-
chons a optimiser notre temps de travail, nos espaces de rangement, ou encore
le trajet que nous aurons & parcourir pour nous rendre quelque part, etc. Nous
recherchons tous une meilleure solution aux problémes qui jalonnent notre
existence. De maniére générale, I'optimisation va donc consister a trouver

cette meilleure solution.

Comme nous le rappelle 'adage populaire selon lequel : "les mathématiques
permettent de mettre le monde en équation", il peut étre tracé un paralléle
entre 'optimisation quotidienne et celle, plus technique que 1’on retrouve en
science. En mathématiques, la meilleure solution se recherche au sein d’un do-
maine initial. Cette solution est souvent soumise a des contraintes qui corres-
pondent & des obligations ou des souhaits & respecter. Le critére permettant de
distinguer qu’une solution est la meilleure s’appelle la fonction objectif. L’op-
timisation mathématique va consister & rechercher dans le domaine initial une
solution qui maximise ou minimise une fonction objectif tout en respectant
des contraintes. Pour un domaine continu, on distingue classiquement deux
types d’optimisation :

e [’optimisation locale recherche une solution qui est la meilleure localement,
c’est-a-dire que dans son voisinage aucune solution n’est meilleure qu’elle.

Cette solution est appelée un optimum local.

e [’optimisation globale recherche quant a elle la meilleure solution du do-



maine en entier, c’est-a-dire que dans tout le domaine il n’existe aucune so-
lution qui lui soit meilleure tout en respectant les contraintes. Cette solution
est appelée 'optimum global. Par définition, 'optimum global est aussi une
solution locale. En revanche, il est bien plus épineux de trouver 'optimum
global, car lorsque ’on pense avoir trouvé cet optimum, sa démonstration se
révele bien souvent particulierement ardue. L’intérét de I'optimisation globale
par rapport & I'optimisation locale est patent. Elle garantit en effet que I’on ne
peut pas avoir une solution meilleure que celle qui a été trouvée. Or, pour une
entreprise, cette information a son importance, car la différence entre la solu-
tion globale et une solution locale est bien souvent significative. Mais I'intérét
n’est pas que compétitif. Dans de nombreux problémes, I'optimum global est

la seule solution mathématique correspondant a une réalité physique.

Dans notre étude, nous nous sommes concentrés sur la résolution de deux
types de problémes : les problémes de transport a quatre indices avec capa-
cités et les problémes dans lesquels la fonction objectif est non convexe. Les
algorithmes que nous allons étudier font partie des méthodes locales congues
spécialement pour résoudre une certaine classe de problémes linéaires, ceux—ci
sont des extensions de la méthode des potentiels, Les méthodes déterministes
d’optimisation globale considérées permettent de résoudre des problémes gé-
néraux d’optimisation. Par ailleurs, elles permettent de fournir le plus haut
degré de certitude concernant ’optimalité globale des solutions trouvées. Il
s’agit des algorithmes de Branch and Bound par sous-estimateurs de la fonc-
tion objectif . Ils peuvent théoriquement résoudre n’importe quel probléme,
pour peu que 'on dispose suffisamment de temps ainsi que d’'une mémoire
assez grande sur l'ordinateur.

Le premier chapitre de notre étude commence par un rappel des notions
élémentaires de 'analyse convexe ainsi que des notations et des définitions

qui en découlent, afin d’établir clairement les bases sur lesquelles reposent



nos approches.

Le deuxiéme chapitre est consacré quant a lui a I’amélioration de I’algorithme
présenté par Zitouni et al [61] congu spécialement pour résoudre les problémes
de transports a quatre indices avec capacités. Dans un premier temps, les
conditions nécessaires et les conditions suffisantes d’optimalité sont présen-
tées. Une nouvelle méthode [4] est décrite, basée sur le méme principe que
celui de Zitouni [60] [61] en modifiant le procédé qui traite la dégénérescence,
et en réduisant les instructions dans I’algorithme de résolution. Celle-ci per-
met toujours de réduire le nombre de tests de vecteurs de base, et résoudre
des problémes de taille importante. Puis, une étude numérique de ’algorithme

est effectuée. Deux méthodes sont comparées.

Dans le troisieme chapitre, nous proposons une méthode explicite de construc-
tion de relaxation quadratique de problémes d’optimisation globale a variables
bornées. Cette construction est basée sur les travaux d’Ouanes et al [37], en
utilisant les splines quadratiques. Les programmes quadratiques générés ont
exactement des solutions optimales explicites. Dans chaque sous-intervalle, la
fonction objectif est sous-estimée par plusieurs splines quadratiques fiables
pour calculer des bornes inférieures. De nombreuses expériences numériques
tirées de la littérature [23] sont effectuées, venant confirmer lefficacité de

cette nouvelle technique d’accélération.

Dans le quatriéme chapitre, nous nous intéressons aux problémes d’optimi-
sation globales multivariables et la généralisation des techniques précédentes
utilisées dans I’algorithme Branch and Bound (Séparation & Evaluation) par
sous estimateurs de la fonction objectif. L’idée que nous proposons consiste a
limiter les directions de recherche et de préserver I’énorme avantage des mi-
norants qui est représenté par les solutions explicites des problémes de bornes
inférieures générés. De cette fagon, nous introduisons un couplage entre la mé-

thode Aliénor [35] et la méthode Branch and Bound par sous estimateurs de



la fonction objectif permettant de combiner les avantages des deux méthodes.
Afin de valider notre approche, des expériences numériques sont réalisées sur
la résolution de problemes d’optimisation globale multidimensionnel sur un
pavé. L’hybridation utilisée permet facilement d’encadrer la valeur du mi-
nimum global. L’objectif de cette combinaison est de préserver ’avantage
de la solution explicite et de réduire les dimensions des problémes en les ren-
dant facile a résoudre dans le but de trouver de meilleures bornes. Le chapitre
s’acheve avec des expériences numériques sur une certaine classe de problémes
tests [19] en donnant une comparaison avec la méthode présentée par Ouanes

et al [47].



Chapitre 1
Généralités

1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous rappelons brievement quelques notions importantes qui
serviront & traiter notre sujet. Des développements sur les outils mathéma-
tiques évoqués peuvent étre trouvés dans les monographies A. Keraghel [34],

M. Minoux [43].



1.2 Convexité

Dans cette partie, nous rappelons les plus importants résultats d’analyse convexe
nécessaires pour le développement de ce travail.

Un sous-ensemble C' de R™ est dit convexe si;
VAe[0,1], Ve,ye C: (1 - Nz + Ay e C. (1.1)

Autrement dit, pour tout x, y appartenant a C, le segment [z, y] est contenu dans C'.
Soit C' un sous-ensemble convexe de R"et f : C' — R une fonction. On dit que f est

convexe dans C si :
VA€ [0,1], Ve,ye C: fI(1—=Nz+ Ay < (1 —=Nf(x)+ Af(y). (1.2)
f est dite strictement convexe si I'inégalité ci-dessus est stricte
Vo # y,VA €]0,1].
Un sous-ensemble C' de R"™ est dit affine si
VAER, Ve,ye C: (1 =Nz + Ay € C. (1.3)
Une fonction f: R™ — R est dite affine sur C' si :
VAER, Ve,y e C: fI(1=Nz+ My < (1 =N f(z)+ Af(y). (1.4)
un ensemble convexe de la forme
P={zeR":Az=0b/ A R™" beR"} (1.5)

est appelé polyedre convexe.



un ensemble convexe de la forme

Sy = {xER”:ixizl} (1.6)

est appelé n-simplexe.

1.3 Convexité et Optimisation

Un programme mathématique est un probléme d’optimisation de la forme;

( min f(x)
i SO, =1:
eyl e (1.7)
hj(x):07 J=1:p
re(CCR"?

ou f; g;; h; sont des fonctions définies de R" dans R.

L’ensemble
S={reC:g(xr)<0, hj(r)=0,i=1:m, j=1:p}

est appelé ensemble des solutions réalisables.

Une solution réalisable qui minimise la fonction objectif sur C' est dite solution op-
timale globale de (PM). On note par global minf(x) ensemble des solutions optimales
globales. ¢

Un point z* € C' est une solution optimale locale de (PM) s’il existe V' voisinage de
xz* tel que f(z*) < f(z),Vx € V et on note loc énin f(z) 'ensemble des solutions optimales
locales de (PM).

Nous avons toujours glob%l minf(z) C loc énin f(z) et on a I’égalité entre les deux en-

sembles si (PM) est convexe.



Remarque 1

Le probléme d’optimisation (PM) consiste :

- Soit & chercher un point optimal (local ou global).

- Soit, si un tel point n’existe pas on cherche une borne inférieure a f.

- Soit a étadblir que f est non bornée inférieurement sur C' auquel cas on adopte la conven-
tion iréff(:v) = —00.

- Lorsque C' est vide on pose par convention iréff(x) = +00.

1.3.1 Classification des problémes d’optimisation

Les probléemes d’optimisation sont classés selon les caractéristiques des fonctions
f39i; hj a savoir la convexité et la différentiabilité. A ce propos, (PM) est dit convexe
si f et g; sont convexes et h; affines. Si ces derniéres sont toutes différentiables on dit
que (PM) est un programme différentiable. La classe des programmes mathématiques
convexes différentiables est le modele le mieux élaboré, en absence de la convexité ou de

la différentiabilité le probléme devient difficile a traiter.

1.3.2 Qualification des contraintes

Une contrainte g;(x) < 0 est dite active ou saturée en z* € C'si elle satisfait g;(z*) = 0
a ce propos, une contrainte d’égalité est saturée par définition. Un point x* € C est dit
régulier si les gradients des contraintes saturées en z* sont linéairement indépendants.

On dit également que les contraintes sont qualifiées en x*.

Remarque 2

La résolution compléte de (PM) traite dans l’ordre les points suivants :
- L’existence (et éventuellement l'unicité) d’une solution optimale.

- La caractérisation de la solution (il s’agit des conditions d’optimalité)

- L’élaboration d’algorithmes pour calculer cette solution.

10



1.3.3 Existence et Unicité

Théoréme 1 [11]

Soit f : R® — R une fonction continue et C' un sous-ensemble non vide de R™. Le
probléme (PM) admet au moins une solution optimale globale x* € C. si l'une des deux
conditions suivantes est satisfaite :

1. C est compact (théoréme de Weierstrass)

2. la fonction f est coercive (” ‘}im f(z) = 400) sur C fermé.
z||—+00

Remarque 3
L’unicité d’une solution éventuelle est en général une conséquence de la convexité de C'

et la stricte convexité de f.

1.3.4 Conditions d’optimalité

Théoréme 2 (Karush-Kuhn-Tucher)/[}6]
Si x* est une solution optimale locale de (PM) satisfaisant l'une des conditions de qua-

lification précédentes, alors il existe des multiplicateurs X € R et u € R? tels que :
¢ m P
Via*)+ Y NVg(a*)+ > u;Vhi(x*) =0  (optimalité)
i=1 i=1

Xigi(z*) =0, i=1:m (complémentarité)

\ hj(x*):07 J=1:p

Remarque 4

1. Si la condition de régularité n’est pas satisfaite, les conditions de K-K-T ne s’ap-
pliquent pas (I’ezistence des multiplicateurs dans ce cas n’est pas assurée)

2. Si (PM) est conveze, les conditions de K-K-T sont a la fois nécessaires et suffisantes

pour que x* soit un minimum global.

11



1.4 Classes de problémes en programmation mathé-

matique

1.4.1 Programmation Linéaire

La programmation linéaire est 'une des plus importantes techniques d’optimisation
utilisées en recherche opérationnelle. Il faut bien str éviter de forcer tout modele & étre
linéaire. Par contre, un tres grand nombre de modeles constituent des extensions de pro-
grammes linéaires. Elle peut se définir comme une technique mathématique permettant
de résoudre des problémes de gestion et particulierement ceux ou le gestionnaire doit
déterminer, face a différentes possibilités, I'utilisation optimale des ressources de I'entre-
prise pour atteindre un objectif spécifique comme la maximisation des bénéfices ou la
minimisation des cotts.

Un probléme de programmation linéaire mis sous la forme standard définie comme
suit ;

min c'x
(PL) Az =10 , (1.8)

x>0

ot c € R", b€ R™ A une matrice réelle de type (m,n).

Au probléme (PL), on associe son probléme dual ;

max by
(D) Aly<c . (1.9)
y € R™

12



Proposition 1 [11]
Un programme linéaire réalisable et borné (objectif borné) posséde au moins une solution

optimale située sur la frontiére du domaine réalisable.

Définitions 1

1. Un point x est un sommet de S si et seulement s’il est une solution réalisable.

2. Une base de A est une sous-matrice B formée de m colonne linéairement indépendantes
de la matrice A.

3. La solution de la base associée a B est le point v = (v, y) de R™ tel que xp = B™1D,
zy = 0.

4. Une solution de base qui vérifie xg > 0 est dite solution de base réalisable.

5. Un sommet est dit non dégénéré si xp > 0. Il est dégénéré dans le cas contraire (au

moins une composante de rp est nulle).

Proposition 2 [11]
St un programme linéaire posséde une solution optimale alors au moins un sommet du

domaine réalisable est une solution optimale.

1.4.2 Programmation quadratique

La programmation quadratique est connue par ses applications multiples dans plu-
sieurs domaines. Souvent, on fait intervenir des programmes quadratiques comme pro-
cédures intermédiaires pour des programmes non linéaires, c’est le cas entre autres des
méthodes de programmation quadratiques successives (SQP).

Sans perte de généralité, on peut présenter un programme quadratique sous la forme
suivante ;

min | f(z) = lxtQaz + 'z

(PQ) Av— b : (1.10)

x>0

13



ou () est une matrice carré symétrique d’ordre n, ¢ € R", b € R™ et A € R™*" de
rang plein (rgA = m < n). Rappelons que 'ensemble des contraintes est un polyedre

convexe et fermé, la fonction objectif est infiniment différentiable.

Remarque 5

Si la matrice Q) est semi-définie positive, le probléme (PQ)) est convexe, et on montre,

dans ce cas que la solution si elle existe, est unique.

1.4.3 Programmation non linéaire

La programmation non linéaire est la recherche de I'optimum d’une fonction non
linéaire sur un sous-ensemble convexe d’un espace donné.

On présente les problémes non linéaires systématiquement sous la forme;

;

min f(z)
ey 10 =0 (1.11)
h(z) <0

reR"

ou f est une fonction de R™ dans R et les fonctions des contraintes g et h sont définies
de R™ dans R™ et RP respectivement.

Si une des fonctions f, g ou h est non convexe, alors on est dans le cadre d’optimisation

globale.

14



1.5 Meéthode d’optimisation globale

De nos jours, afin de résoudre des problémes d’optimisation globale avec contraintes,
de nombreuses stratégies algorithmiques s’averent disponibles. Pour guider le choix de la
meilleure stratégie a utiliser, il est nécessaire de regarder :

e La taille du probleme.

e Les propriétés de la fonction objectif et des contraintes (continuité, différentiabilité,
linéarité, convexite,...).

e Ainsi que le temps disponible pour résoudre le probléme. Voici une liste non ex-
haustive des différentes approches :

Les algorithmes évolutionnaires

les algorithmes les plus connus de cette classe de méthode sont : les algorithmes géné-
tiques ou encore les colonies de fourmis, etc. Ils consistent & faire évoluer une population
de solutions en effectuant des croisements entre elles ainsi que des mutations, et ce, tout
en ne gardant que les meilleurs éléments d’une génération a I’autre. Malheureusement (ou
heureusement), ce principe d’évolution est beaucoup plus efficace dans la nature qu’en
mathématiques. Car, pour que ces techniques soient performantes, il est nécessaire d’avoir
une bonne connaissance du probléme & résoudre, afin d’ajuster les parameétres, les regles

de croisements ainsi que les régles de mutations.
Les méthodes métaheuristiques

Tout comme dans les méthodes multistart, ces techniques sont basées sur un algo-
rithme d’optimisation locale, mais dans cette stratégie, ’algorithme utilisé est combiné
avec une stratégie pour explorer plus largement le domaine de recherche. En d’autres
termes, ’exploration du domaine initial se réalise de fagon moins aléatoire, en privilé-
giant ou interdisant certaines zones. Les deux métaheuristiques les plus connues sont la

recherche Tabou et la recherche & voisinage variable (VNS).
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Les méthodes déterministes globales

Dans ce type de méthode, ’aléatoire n’intervient pas, c’est-a-dire que pour résoudre
un probléme, ’algorithme se comportera toujours de la méme fagon et donnera toujours
la méme réponse. Ces algorithmes peuvent se classer en fonction du type de probléme
pouvant étre résolu : les programmes linéaires, les problémes convexes, quadratiques,
polynomiaux ou plus généraux. Ces techniques ont généralement l'avantage de ne pas
nécessiter de point de départ. Mais avant tout elles fournissent une réponse déterminante
sur la qualité des solutions trouvées : 'optimum est-il local ou global ? Quel est le degré de
certitude 7 etc. Cette précision a une importance significative, car il est souvent beaucoup
moins coliteux de trouver une solution que de prouver qu’il s’agit bien de l'optimum

global.
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Chapitre 2

Probléme du transport a quatre

indices avec capacités

2.1 Introduction

Le premier probléme du transport a été élaboré en 1941 par Hitchcock. La premiére
méthode de résolution est celle des potentiels présentée en 1949 par Kantorovich et Ga-
vourin. Ensuite, G.B. Danzig propose une autre méthode de résolution pour le probléme
du transport classique, basée sur la méthode du simplex. En 1958, Gleyzal présente une
méthode en utilisant 1'algorithme du simplex dual et en 1963, Kuhn propose une méthode
pour résoudre le probleme d’affectation, un cas particulier du probléme du transport, en
développant 'idée d’'un mathématicien hongrois en 1931. Bien que la méthode des po-
tentiels soit proposée au milieu du 20°™¢ siécle jusqu’a maintenant, elle reste encore la
plus utilisée dans la recherche et I’enseignement Ninh, [45], Zitouni,[61] et Gourgand et
al, [26] [27]. On utilise un rectangle : une arréte représente les offres et 'autre représente
les demandes. Chaque case représente un arc dans laquelle on note le cott et la quantité
des marchandises. Aprés avoir calculé les potentiels, le critére d’optimalité est controlé.
S’il n’est pas vérifié, on améliore cette solution pour obtenir une meilleure solution.

La taille la plus grande vérifiée est m = 40, n = 40 (Dubeau et Gueye, [22]).
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Pour seulement chercher la « bonne » solution initiale, il y a plusieurs méthodes.
En effet, & coté des méthodes classiques (coin du Nord-est, Vogel, ...) deux nouvelles
méthodes sont proposées : la méthode DOR Dubeau et Gueye, [22] et une méthode appro-
chée pour le probléme Hitchcock Sharma et Prasard,[52]. Suite & ce probléme, 'extension
de la méthode des potentiels est proposée pour résoudre le probléme du transport & deux
indices & capacité (PT2C). Son extension étant une classe du PT2C avec des bornes
sur conditions, concernant la disponibilité aux origines et les exigences des destinations,
trouve ses applications dans les réseaux de télécommunication, la production-distribution,
le systéme de fret automatisé ou la capacité des ressources est limitée (véhicules, quais,
places de stationnement). Dahiya et Verma, [20].

Par ’augmentation du nombre d’indices, le probléme du transport a trois indices P71'3
est élaboré et résolu par une extension de la méthode des potentiels. Parmi les cas parti-
culiers du probléme multi-indices, le PT'4 est un modele bien adapté pour I'optimisation
du systéme des navettes, qui a suscité I'intérét de P.X. Ninh. il obtient la condition es-
sentielle suffisante pour le P74 avec la sommation sur 3 indices. Si le P74 a une ou des
solutions, ce probléme a certainement une solution optimale. En se basant sur ce résultat,
ce PT4 est résolu par une méthode exacte, une extension de la méthode des potentiels,
dans le cas ou le probléme est non dégénéré et la condition essentielle suffisante est véri-
fiée Ninh, [44] [45]. Suite & ce succes, une condition de la capacité limitée sur le chemin
a été ajoutée, le probléme de transport a quatre indices & capacités PT4C Zitouni, [58].
En 2010, basé sur une grande base des données (771 x 1500), Aaid [2] réalisait une étude
numérique comparative entre trois méthodes pour PT4C : deux méthodes classiques sim-
plex, points intérieurs [38] et méthode Zitouni [61], proposée sur extension de la méthode
Ninh [45]. Basé sur le critére du nombre d’itérations et du temps d’exécution, le résultat

obtenu démontre que la méthode Zitouni est la plus favorable Aaid, [2].
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2.2 Position du probléme et interprétation

Etant donné :

e m origines Ay, .., A,, de disponibilités ay, ..., a,,,
e 1 destinations By, ..., B,, de demandes f4, ..., 3,

e p moyens de transport choisis convenablement S, ..., S, de charges réservées 7y, ..., 7,
e ¢ qualités de marchandises prises en méme unités Hy, ..., H, des quantités o1, ..., d4.
On note par :

e d;ji; les capacités des chemins de transport,

® ;i 'unité du cott de transport d'un @,

® 7, quantité de marchandises de qualité H; transportées de 'origine A; vers la

destination B; & travers les moyens de transport Sj.

Modéle

Le probléeme du transport a quatre indices avec capacités que nous désignons par

(PT4C) est formulé comme suit ;

m n p q
Minimiser Z = E E CijkiTijkl (2.1)
i=1 j=1 k=1 k=1

sous les contraintes

anzp:i:l'ijkl = q«; pour tout 1=1,....m

j=1 k=1 I=1
m p g
ZZZ@W = f; pourtout j=1,..,n
i=1 k=1 I=1
m n q
ZZZ@W = 7, pourtout k=1,...p
i=1 j=1 I=1
m n
ZZZ%“ = ¢§,pourtout [ =1,...q
=1 j=1 k
0 < zyjm <djjm pourtout (i,7,k,1)
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avec a;, 3,y 01, dijrr €t cijr sont donnés tels que pour tout (i, j, k, 1),
on ait a; > 0 ,ﬁj >0, v,>0,0 >0, dijr >0 et ;0

et M =m+n+p+q et N=mnpq.

Le PT4C est équivalent & un probléme de programmation linéaire a varibles bornées :

min c'z
(PLup) Ar=b (2.2)

0<z<d

OU & = (11115 s Trnmpg) = (Tijr1) € RY, ¢ = (C1111, s Connpg) = (Cijrr) € RY

b= (a1, ey Oy By ooey By V1 o Yy 01, oy 6g) € RM d = (di111, -y dinpg) = (dijr) € RY,
A est une M x N matrice des M premiéres contraintes du PT4C.

aveci=1,..m, j=1,..n,k=1,...pl=1 ..4q.

Le (PLyp) est équivalent a un probléme en forme standard doté d’une structure particu-

liére :
min &'z
(PLT) i=0, (2.3)
z>0

ot y = (y1,...,yn) = (y-) € RY (y,; variables d’écarts 7 = 1,..., N.), T = (z,9)’,
¢ = (¢,0), 0 est un N-vecteur nul, b = (b,d)", A est une (M 4+ N) x 2N matrice
correspondant Ax = b et ziji + yr = diji.
~ A 0

On remarque que : A= , ou I est la matrice
In Iy

d’identité d’ordre N.
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2.2.1 Conditions de réalisabilité

On suppose que la condition de réalisabilité suivante est vérifiée

m n p q
Zai:ZBj:Z’yk:Z(Sl:H (2.4)
i=1 j=1 k=1 =1

e Une condition nécessaire pour que le probléme (P74C') posséde une solution réali-

sable est que les conditions suivantes

iiidiﬂd pour tout +=1,...,m,

a; <
j=1 k=1 I=1
m p q

B; < Zzzdijkl pour tout j=1,...n,
i=1 k=1 I=1
m n q

Ve = ZZZdUM pour tout k=1,...,p,
i=1 j=1 I=1
m n p

0, < ZZZdUM pour tout [ =1,...,q,
i=1 j=1 k=1

solent vérifiées.

e Une condition suffisante pour que le probléeme PT4C posséde une solution réalisable

est que la condition suivante

Oézﬂﬂkfsl

< H? pour tout (i, j,k,1)
dijki

soit vérifiée.
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2.2.2 Conditions d’optimalité

Supposons que PT4C' est réalisable, alors une solution réalisable x de PT4C' est

optimale si et seulement s’il existe un vecteur

¢ N )
(U1 5 oo Uiy V1 ey Uy ey Wy ey Wy ooy B, s Bg)t € RY, tel que -

U +vj+wp +6 < G ST =0
u; + Vj + wy, + tl = Cijkl si 0< Tijkl < dijkl
et

U; + Uj + wy, + tl Z Cijkl si Tijkl = dijkl~

2.3 Définitions et propriétés

Définition 1

Une solution réalisable x d’un PT4C' est dite de base si les colonnes de la matrice A, obtenue
de A en gardant seulement les colonnes correspondant auzx variables ;i vérifiant :

0 < wyjm < dijr sont linéairement indépendantes, le 4-uplet (i,7,k,1) associé a une

solution réalisable de base est appellé case intéressante.

Définition 2

Une solution réalisable de base est dite non dégénérée si :

rg(As) = rg(A)

Définition 3
On appelle cycle, tout ensemble U contenant un nombre w > 1 des cases (i, j, k,1) dont
les vecteurs Py correspondants sont liés, mais toute sous famille de (w — 1) éléments

de cette famille de vecteurs est libre.
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Tableau de transport

Les données du probléme en question sont présentées sous forme d’un tableau

appelé « tableau du PT4C" »

dllll d1211 dmnpq

C1111 C1211 Cmnpq

T1111 T1211 Tmnpq

1 1 0 o
0 0 1 Ay,
1 0 0 B4
0 1 0 B
0 0 1 B,
1 1 0 Y1
0 0 1 Tp
1 1 0 01
0 0 1 5q
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Lemme 1

Le rang de la matrice des contraintes est (M — 3).

Preuve. Montrons par récurrence que le rang de la matrice A est égal a (M — 3).

1) Supposons que nous avons un probléme de transport PT4C avecm =n=p =g =1,
alors A = [ 111 1 }tetlerg(A):él—S:l:M—i’).

2) Supposons que ce lemme est vrai pour un probléeme PT4C tel que M = n > 4, et
prouvons que c’est vrai aussi pour le probleme avec M = 7 + 1, pallier a 'esprit que le
dernier élément diagonal est non nul, on le note p # 0 (voir le tableau de transport).
Selon I'hypothése de récurrence, nous pouvons extraire une sous-matrice A, de taille
(n —3) x (n—3) tels que det(A,) # 0, et permuter la derniére ligne (ou colonne) par le
(n — 2)°™* ligne ( ou colonne), on obtient la sous-matrice A, augmenté par la nouvelle
ligne et la nouvelle colonne, et on aura det(A,11)) = pxdet(A,) # 0. Donc, nous pouvons
extraire une sous-matrice de taille (n —2) x (n—2) dont le déterminant est non nul, alors
rg(A) > n—2 = M — 3. D’autre part, de la condition de réalisabilité¢ (2.4), nous avons

—

rg(A) < M — 3. Clest-a-dire rg(A) =M —3etrg( A) =M+ N —-3. =

2.3.1 Meéthodes de résolution d’un PT4C

2.3.2 Meéthode du simplexe

Elle a été développée a la fin des années 40 par G.Dantzig. Elle évolue sur la frontiére
du domaine réalisable de sommet en sommet adjacent, en réduissant la valeur de I'objectif
jusqu’a 'optimum. Un critére d’optimalité simple permet de reconnaitre le sommet op-
timale. Le nombre de sommet etant fini, ’algorithme ainsi défini converge en un nombre
fini d’itérations sous 'hypothése que tous les sommets visités sont non dégénérés.

Dans le cas dégénéré ’algorithme risque de cycler, cependant il existe des techniques
convenables pour éviter ce phénomeéne. En général, la méthode du simplexe possede
un comportement numérique trés satisfaisant confirmé par ses applications multiples

dans la résolution d’une large classe de problémes pratiques. En théorie, la méthode
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n’a pas autant de succes, elle est plutot jugée inefficace par sa complexité arithmétique
exponentielle de Pordre de O(2™) opérations.

Soit le probléme de programmation linéaire suivant :

min ¢tz

z >0

ou : ¢,z de R", A € R™*". supposée de rang plein (rg(A) =m < n).
On note : P = {z; Az = b,z > 0}

I’idée de I’algorithme :
Soit zg une solution de base admissible.
Pour k£ = 0, ... faire trouver x;; solution de base admissible voisine telle que
czpi1 < dxy, jusqu’a ce qu’aucune solution de base admissible voisine n’améliore

I’'objectif. On trouve alors un minimum local, en programmation linéaire

minimum local=minimum globale.

Soit z € P. On va se déplacer le long d’une direction d € R™ qui doit nous maintenir

dans P.

Définition 4
Soit x un élément d’un polyédre P. Un vecteur d € R™ est appelé direction admissible

en x s’il existe un scalaire positif 0 tel que (x + 0d) € P.

Soit z une solution de base admissible, soit B la matrice de base associée, alors on
peut toujours mettre A sous la forme :
A = [B NJ,ou N est la sous matrice de A d’ordre m x (n — m) formée par les

colonnes qui ne figurent pas dans la base.

" B CB dp
De méme on peut partitionner x en , C en , et d en



Soient B(1), ..... , B(m) les indices des variables de base, alors B = [Ap(), ..., Apm)) ;

(Ap() étant la colonne d’ordre B(i) de la matrice A, i =1,...,m).

Le systeme Ax = b, s’écrit ainsi : Brg + Nxy = b.

La solution x de Ax = b, est alors obtenue en faisant zy = 0, elle est déterminée de
maniére unique par :

g =B = (xpay, s TBm))-
Comment déterminer (x + 6d) ?
Choisir une variable z; hors base (qui vaut 0), et augmenter sa valeur jusqu’a , tout

en gardant les autres variables hors base a zéro.

Donc :
dj =1
d; = 0,7 # j,i indice hors base, alors dy = e;; (e; € R(™=™) le vecteur canonique),
et par conséquence d = 4
€j

Il faut rester admissible :

Alx+0d) = b
Az +0Ad = b

e 1 est admissible, et donc Az = b.

e Pour que (z + 6d) soit admissible, il faut que Ad = 0.

BdB —+ Nej =0
Bdp+ A; = 0; (A; étant la colonne d’ordre j de la matrice A)

BdB+Aj = 0.
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Nous obtenons : dg = —B*IAJ».

La direction d ainsi obtenue est appelée j%"¢ direction de base, elle garantit que les
contraintes d’égalité seront vérifiées lorsque ’on s’éloigne de z le long de d.

Qu’en est-il des contraintes de non négativité ?

Variables hors-base :

e 1; ¢tait nulle et devient positive
e 1;,1 # j, restent & zéro

Variables de base :

Si x est une solution de base admissible non dégénérée, alors xp > 0. Lorsque 0 est
suffisamment petit (xp + 0dg) > 0.

Si x est une solution de base admissible dégénérée, alors d n’est pas toujours une
direction admissible. C’est le cas lorsqu’une variable de base x; = 0 et que la composante
correspondante d; de la direction est négative.

Si x est une solution de base admissible non dégénérée, la j**™¢ direction de base en

x est admissible, pour tout j indice de base.

Conditions d’optimalité

Définition 5
Soit © une solution de base, soit B la matrice de base associée, et cg le vecteur de coit
pour les variables de bases. Pour chaque j, le coit réduit est défini par ¢; = ¢;—cls B A;,

7=1,....n.

Que vaut le cotit réduit pour les variables de base ?
Soit B(i) indice d'une variable de base, le cotit réduit est ¢y — ¢ B~ Ap)
e B = [Apuy, . Apem)] » B [ABa), - Apm)| = I,
(I, la matrice d’identité d’ordre m)
o B Apu) = e;; (e; est la i “colonne de I,,,).
® Cr(i) = CB() — CpuyB ™ Ap) = cB) — Chp)ei

= CB(i) — ctB(i) = 0, le cotit réduit des variables de base est nul.
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Théoréme 3

Considérons une solution de base admissible x, associée a une matrice de base B. Soit ¢
le vecteur de cotits réduits correspondant.

1. Si ¢ >0, alors x est optimal

2. Si x est optimal et non dégénérée, alors ¢ > 0.

Une itération de la méthode du simplexe :

1. Soit une base B = [Ap(), ..., Apmm)) et © une solution de base admissible

associée a B.
2. Calculer les cotits réduits pour chaque indice j hors base : ¢; = ¢; —
s B71A;.
S’ils sont tous non négatifs, la solution courante est optimale. STOP.
3. Sinon choisir j tel que ¢; < 0, et calculer dg = —B™'A;.

Si aucune composante de dg n’est négative, alors le colit optimal est infini.

STOP.

4 . Calculer 0" = min “TB(@) _ TTB(®k

5 .Former une nouvelle base en remplacant Ap;) par A;.

Si y est la nouvelle solution de base admissible, les valeurs des nouvelles

variables de base sont :
oy =0"
® Ypu) = Tpe) + 0" dpa), 1 # k.
Remarque 6
FEtape 3 : Choisir j tel que ¢; < 0, l'algorithme ne spécifie pas quelle variable choisir pour

rentrer dans la base, plusieurs régles existent.

Retenons la régle de Bland : Parmi les j tels que ¢; < 0, chotsir l'indice le plus petit

28



Détermination d’une solution initiale de base

Pour initialiser ’algorithme du simplexe, il faut disposer d’une solution de base réa-
lisable initiale, or une telle solution de base initiale n’est pas nécessairement disponible.
De plus, en général, nous ne savons méme pas si le domaine réalisable n’est pas vide.

Soit & résoudre le probléme (2.5). Introduire les variables artificielles t1,... t,,, et

appliquer la méthode du simplexe au probleme auxiliaire

min) "t =w
(PA) Az +t=1b , (2.6)

z,t >0

si la valeur optimale w est strictement positive (i.e.,w > 0), alors le domaine réalisable
du probléme original est vide (i.e., le probléme original n’est pas réalisable), si la valeur
optimale w est nulle (i.e., w = 0), alors le domaine réalisable du probléme original n’est
pas vide (i.e., le probléme original est réalisable). Dans ce cas, les valeurs que prennent
les variables z; constituent une solution pour le probléme original ot toutes les variables
artificielles ¢; sont égales a 0.

Maintenir en permanence : B™'[A, b] = [B™'A;... B~'A,, B7'b], cette matrice s’ap-
pelle le tableau du simplexe.

e La derniére colonne contient les valeurs des variables en base.

e Les autres colonnes permettent de calculer ¢; et dp.

Définition 6

Lors d’une itération du simplexe : Si j est lindice de la variable qui entre en base, la
colonne B™1A; est appelée colonne du pivot.

Si la variable de base B(k) sort de la base, la ligne k du tableau est appelée ligne du pivot.

L’élément qui se trouve sur la ligne du pivot et la colonne du pivot est appelé le pivot.

On augmente le tableau avec une ligne relative aux cotts : [¢! — g B™t A, —c, B~1Y],

et par conséquence on a;
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o B = —clhorg = —clx = —fonction objectif,
o ¢! —bB7'A coits réduits.

Le tableau complet sera donc

B™1A B~1b
ct —csB7A | =BT ’

en posant : B7'A = (a;;),
eB~1h = (b;) sont les solutions
o, =c —c3B™'A sont les coits réduits

o — ¢, B71D est la valeur de 'objectif, avec i = 1,...,m et j = 1,...,n.

Algorithme 1
1. Soit une matrice de base B, une solution de base admissible x et le tableau du simplexe
associés.

2. Examiner les cotts réduits dans la derniére ligne du tableau.

S’ils sont tous mon négatifs, la solution de base admissible courante est optimale.
STOP.

Sinon, choisir j tel que ¢; < 0.qui devient ¢ ; (s indice de la colonne du pivot)

3. Si tous les a;s < 0 le cott optimal est —.co STOP.

4. Pour chaque i tel que (a;s > 0), calculer (_b—l)

Qi

aTS
(r Uindice de la ligne du pivot), la variable x, sort de la base. la variable z rentre en

b
Soit v lindice de la ligne correspondant au rapport le plus petit (—T>
base.

5. Pivoter autour du pivot (a,s). Aller a l’étape (2).
Fin Algorithme.
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2.3.3 Meéthode de points intérieurs de Karmarkar

Malgré sa complexité exponentielle, I’algorithme du Simplexe est resté longtemps
Palgorithme de référence pour la programmation linéaire. La méthode est demeurée sans
compétiteurs sérieux jusqu’en 1984 ou un nouvel algorithme polynomial, ’algorithme
des méthodes projectives a été proposé par Narendra Karmarkar aux laboratoires de
AT&T Bell aux Etas Unis. Mais la mise en place et les transformations nécessaires pour
résoudre un probléme standard de programmation linéaire par la méthode de Karmarkar
sont demeurées secrétes jusqu’en 1985. Cet algorithme a été essentiellement différent de
la méthode du simplexe par le fait que, dans cette derniére, on se déplace en suivant
la frontiére du domaine réalisable, alors que pour la méthode de Karmarkar, on pro-
gresse tout en restant strictement a 'intérieur du domaine réalisable, d’oti la connotation
"intérieur", et c’était grace a lui qu’une recherche intense dans les méthodes du points
intérieurs s’est déclenchée et a donné comme résultat une grande variété d’algorithmes
de ce type. L’algorithme de Karmarkar avait un grand intérét théorique puisqu’il est
polynomial ; en effet, il exige un O(n?) opérations arithmétiques, d’ott une complexité
totale de O(n*L) opérations. Karmarkar a méme été capable de la réduire & O(n*°L) en
utilisant un processus de mise & jour partiel.

Ces méthodes projectives n’ont pas été présentées seulement par Karmarkar mais
aussi par Todd et Burell, Anstreicher, Gay et Ye et Kojima [58]. Ces chercheurs ont
suggéré des modifications de I'algorithme original de Karmarkar afin d’aboutir & un al-
gorithme tres efficace et plus utile dans la pratique. Ces méthodes ont été mise en ouvre
hors des laboratoires Bell par Adler et al, Gill et al, Monma et Morton et Mcshane et al
[59], ces différentes mise en ouvre ont donné de bons résultats prouvant leur supériorité

par rapport aux autres méthodes (simplexe, ellipsoide ...).
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La méthode de Karmarkar est destinée a résoudre les problémes de la forme :

minclz =0
(PK) Az =0 : (2.7)
reS,={xeR" exr=122>0}
ot ¢ € R™ (vecteur coiit), A une matrice réelle de type (m x n) de rang plein (rg(A) =

m<mn)ete,=(11,...1)"eR"

Remarque 7
Si la valeur optimale est connue & priori mais non nulle légalité e!, ,x = 1 permet de se
ramener & un objectif nul. En effet, soit x* une solution optimale du probléeme et z* la

valeur optimale de l'objectif. Alors :

Art = 2* = Z*efz-i-lx* — (c— Z*€n+1)t$ = (c/)tx =0.

L. . . / . . .
On minimise alors Uobjectif (¢ )'x au lieu de 'z, ot ¢ = ¢; — 2*epi1,i =1, ..., n.
Pour le systéme de contraintes : Ax = b,b # 0, on se raméne facilement a un systéme

homogéne, il suffit d’écrire :

Az = bel, v = (A —bel,, )z = 0.

Description de P’algorithme de base
L’algorithme de Karmarkar part d’un point 2° et construit une suite de points inté-

rieurs z* qui converge vers une solution optimale z* en un temps polynémial. A chaque
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itération, on raméne l'itéré z* au centre du simplexe S, par la transformation projective

T}, définie comme suit :
Ty:x €S, - Ti(r) =y €S,
avec
Dk_lx

To(w) = - =y ot T (y) =
n—"k

Dy
el Dyy

ou Dy, = diag{xz*} et on teste & chaque fois la mesure d’optimalité (ctxk < 5) ol

€ est la précision recherchée.
Algorithme de Karmarkar
0

Initialisation : ¢ > 0 est une précision donnée, 7° = =, k=0
n

Tant que : c'z* > ¢ faire

. Ay,
Construire Dy, = diag {2*}, Ay = ADy , By =
t
en
Calculer p;, = (I — B! (B,BL) ' By)Dy.c
_ 1
= (I — AZ(AkA};) 1Ak — —GRGZ)DkC,
n
d, = Pk
[rzal
r_ €n 1
Calculer y* = — —ard,, r= ——, 0<a<l1
n n(n —1)
Prendre 2" = T} *(y*) = Diy kE=k+1
g et Dyy*’

Fin tant que.

Fin algorithme.
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Fonction potentiel et convergence

Pour établir la convergence de l’algorithme, Karmarkar introduit la fonction dite

fonction potentiel définie par :

n

P(z) = nln(c'z) — Z In(z;)

i=1

Lemme 2 [33]

Soit z* le ki*™e jtéré de l’algorithme, alors :

ctak

~5 < (exp(P(a") = P(a")))

ctad —

1
n

Théoréme 4 [33/
1

Si0 < a <0.25, alors en partant de 2° = —e,,, aprés O(ng+nlnn) itérations l'algorithme
n

trouve un point réalisable x tel que :

drxr=0
ou
ctx

el —q
ctab <2

ol q est une précision fixée.

Généralisation de I’algorithme de base

Soit le probléme linéaire sous forme standard :

min clz = 2*
(P) Az = (2-8)

x>0
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A est une matrice de type (m,n), c € R" est le vecteur cotit et b € R™ constant.

On suppose que :

H1) Les lignes de la matrice A sont linéairement indépendantes.

H2) On dispose d’un point z° strictement réalisable (Az° = b, 2° > 0).

H3) La valeur optimale z* de I'objectif est connue au départ.

L’hypothése 1 est classique. L’hypothése 2 n’est pas du tout restrictive, car on peut
toujours obtenir une solution strictement réalisable ou prouver que le probléme n’est pas
réalisable moyennant une méthode simple de variable artificielle [32].

La transformation projective notée T}, est une fonction définie comme suit :

/ X

%
Yi = x—;x,l =1:n
Ty : R} — Spqq telle que : Ti(z) =y = 1+ Z—;
i=1

Ty

Ynt1 = 1= ui
=1

On a
X .
Yi= ZYny1,0=1:n
L
etona:
_ Dyy[n]
T = Tk 1(?/) =
Yn+1

On applique la transformation T} au programme (2.8), on obtient :

( . ' Dyy[n]
mim ——

Yn+1
ADyyn| _ b

y,![“*‘l (2.9)
;Z/z‘ =1

\ y[n] > Ovyn—i-l >0
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Or, si la valeur optimale z* est connue, on peut écrire :

¢

min c'y
Ay =0
Y (2.10)
ey =1
\ y 2 0
G=cal i=1,..,n y[n] ~
ol : LY = et A=[AD,  —b|.
Cny1 = —2° Yn+1

Notons que toute solution réalisable de (2.8) est transformée par T} en une solution
réalisable de (2.9) et réciproquement, toute solution réalisable y de (2.9) avec y,+1 > 0

est transformée par 7;, ' en une solution réalisable x de (2.8).

Résultats de convergence

Pour controler la convergence de I’algorithme, on introduit la fonction potentiel asso-

ciée au probléme (P) définie par :
P(z) = (n+ 1) In(c'z — 2%) Zlan
On a:

P(2")—P(2°) =

(n+1)In(c'2* — 2* Zln ]

(n+ 1) In(c'a® — 2* Zln ]

t

(n+1)1n[ct:p0_z} [Zln Zln ]

P~ PG {Ct:ck—z*}_ 3 in(af) — 3 In(af)

n+1 ctad — z* n+1
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Théoréme 5 [32/
A chaque itération de ’algorithme, la fonction potentiel se réduit d’une valeur constante

0 telle que :

052

Pa"™) < P(a") -6 o §=a— S0 —a)
Théoréme 6 [32/

Sous les hypothéses :

1. I existe une solution réalisable 2° telle que : z° > 27Te,,.

2. La solution optimale x* vérifie x* < 2'e,,.

De plus pour tout x réalisable on a : —23F < z* < clo < 23,

L’algorithme trouve une solution optimale aprés O(nlL) itérations. L est le nombre total

des bits nécessaires

Preuve.
tok P(2*) — P(20
Puisque % = v(z*) exp ( (z 71 . (@ ))

3 n(af)_3-na?)

n+1

avec v(a*) = exp

Par les hypotheéses (1) et (2) on a: v(z¥) < 22F dans la région de réalisabilité, alors :

rey-pen)

ﬂﬁ»—fszﬂuw%—zﬂwp<
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—ko
kY _ x < 23L22L < 2—4L
fa?) == < P <n—|—1> -

(Généralement, on dit que (P) est réalisable si on trouve 2% € X, sachant que f(z*)—

¥ S 2—4L)

Onak>h(n+1)LavecheR]. m
Nous signalons qu’il existe différentes méthodes pour transformer un P.L.G a4 un P.L.K

et nous citons entre autres dans [33]

L’approche de Ye-Lustig
Soit le programme linéaire sous forme standard :
min c'z = z*

(PL) { Az =1 : (2.11)

x>0
ou: c,x de R", A € R™",
avec I’hypoteése suivante :
H1) La matrice des contraintes A est de rang plein (rg(A4) = m < n)

Dans cette méthode, a chaque itération k, on utilise une transformation projective

qui rameéne la région admissible polyédrique {Az = b, z > 0} a un simplexe

n+1
Spiq = {x eRP, Y a4 = 1} .

i=1

Cette transformation est définie par :

. TN
TG.R+—> n+1
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T =y={ 1+

\ i=1
Le probléme (PL) devient alors :

(
min(Dyc, —z*)'y

Aky:O

n+1 ’
yeSnJrl = {Z/ERnH; 3/20, Zyl: 1}

i=1

By

ot Ay = [AD;, —b] € RODxm: D = diag(z"), matrice diagonale.
Comme le calcul d’une solution optimale d’un programme linéaire, sur une spheére est
évident, on introduit a chaque itération la plus grande sphére inscrite dans le simplexe

Spii.

On obtient le sous probléme de P, suivant

min(Dye, —2*)'y
PS Aky - O 9
ly —enn|® <r* <1

1
oll r = ———, est le rayon de la sphére.
n(n+1
€nt1 1 1 ‘ .
= - € R est le centre de la sphére.
n+1 (n +1 "n+ 1) P

Comme la valeur de z* est généralement inconnue, Ye-Lustig approxime z*

a chaque itération par des bornes supérieures z* = ctz* > 2*.

Le probleme P; est remplacé par :
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min(Dye, —c'a®)ty
(Fr) Ay =0

ly = enmll* <r* <1

En utilisant les conditions d’optimalités de K KT relatives au probléme (Fy), la so-

lution optimale est donnée par :

€n+1
T afrdt,

yk:n+1

ot o est le pas de déplacement ; 0 < oy, < 1.

k p*

P
matrice Ay,

, p* est la projection du vecteur cotit (Dyc, —c'a*)! sur le noyau de la

P = (I — AL(AAY) L AL) (Dye, —cla®)Y.

La vitesse de convergence de cette méthode dépend du calcul de la projection p*, et
aussi du pas de déplacement.
Calcul de la projection

Nous avans

pk = (I — AZ(AkAZ)_lAk)(DkC, —ctxk)t.

Posons

up = (AkA}Z)flAk(DkC; —Ctxk)t7

donc

p* = (Dyc, —c'a®) — Al uy,
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le calcul de p* dépend ainsi de la maniére par laquelle, on résout le systéme linéaire :
AkAZuk = Ak(DkQ —Ct{L‘k)t,

dont la matrice A, A% est symétrique définie positive.

Algorithme 2

Initialisation
2>0,k=0
4] :
Tan que —— > ¢ faire
|cta0|
: : Ay
1.Construire Dy, = diag(x*), Ay = [ADy,, —b], B, =
t
e

2.Calculer la projection py,
Pr = [I — BZ(BkB,i)ilBk] (DkC, —thL‘k)t

3.Normaliser la projection py

Dk 1
= R T =
(F2al n(n+1)

dk

4.Calculer 'itéré suivant

én .
y* = ot afrd®, o le pas de déplacement
n+1
5.Revenir au probléme original par 7, !
_ Dyy" [n]
o =T (yb) = k
yn+1

Fin tant que

Fin algorithme.
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Calcul d’une solution initiale strictement réalisable

Un point strictement réalisable de (PL) est une solution du probléme :

Az =10
(PF) ,
x>0

En utilisant la technique de la variable artificielle, le probleme (PF') est équivalent

au probléme d’optimisation suivant :

min A
(Py) Ar+Xg=0b ,
x>0,A>0

tel que: ¢ =0— Aa et a € RY

(P)y) est équivalent au programme linéaire :

(PL) A7 =b ,

o & = (z,\), &= (0,0,0,...,1)" e R™!, A =[A, b— Aa] € R™*(n+1),

Etant donné que (a, 1) est une solution strictement réalisable de (PL) pour tout a > 0.
Alors le calcul de la solution optimale de (Pi) est donné par la phase 2 de ’algorithme
de Ye-Lustig. L’algorithme correspondant se présente comme suit :

Algorithme d’initialisation

Initialisation 2°=a , A°=1,7=(2")\°) etk=0

1) Si ||[Az° — b]| < & Stop; z* est une solution approximative de (PF).
Sinon aller a I'étape (2)

2) Si \¥ < ¢ Stop; zFest une solution approximative de (PF).

Sinon aller a ’étape (3).
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1

3) Poser Dy = diag(7*), B =1[A,b— Aa] etr=
) b 9(z") [ ] N CESCES)

Calculer  p = [[ — BL(BpB!) ' By.] (Dye, —c'a*)!

Tel que By = [BDy,—b] et  &=(0,0,0,..,1)" € R**!

€n ~
Calculer y*+! = n—4:22 - O/“THZH, P = (yE ) T Dy + 1),

4) Faire k = k + 1 et retourner a I’étape (2).
Fin

2.3.4 Méthode ALPT4Cm

Cet algorithme est une amélioration d’'une variante de l’algorithme du simplexe,
adapté pour le PT4C', qu'on le note AL pricm. 1l est décrit comme suit :

Pour traiter le probléeme de dégénérescence on propose le procédé suivant :

Procédé détectif [4]

Soit :

e N, le nombre de vecteurs Pj;i; tel que :
0 < wijm < diju,

si N, < M — 3, alors le probléeme PT4C' est dégénéré.
e On considére la matrice D de M lignes et N colonnes construites des N, premiers
vecteurs Py tel que :

0 < mijm < diju

et les vecteurs restants tels que :
Tij = 0 o Xy = dijul

e On considére la sous-matrice Dy constituée par les IV, premiéres colonnes de D.
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Si rg(Dp) = M — 3, alors Dp est une base, autrement, pour détecter les vecteurs de
la base nous procédons comme suit :

e On augmente la matrice D par un vecteur si le rang de cette derniére augmente,
alors ce vecteur est basique sinon il sera rejeté. On répéte ce processus jusqu’a ce qu'une

base soit déterminée.

I, = {(4,7,k,1) tels que P,;;; sont indépendants } (2.12)

e On a les cases non intéressant
Hy={(4,7,k,1) tels que z;j; = 0}

Hy = {(i,7,k,1) tels que Tijkl = dijkl} . (2.13)

Pour déterminer les cases formant un cycle, on utilise la technique de résolution suivante.

Technique de résolution pour déterminer un cycle (TRC) [4]
e Les vecteurs P,jj; correspondant a un cycle U vérifient la relation :

E azrbijn = 0.

(z7j7k7l)€U

e Le vecteur P;j;; entrant a la base prend comme coefficient

1 sii,g,k 1€ H,
Qg = . . (2.14)
—1 si 4,5,k 1€ Hy
e Nous construisons le systéme linéaire suivant ;
BX =0, (2.15)

ot B est une M x (M — 3) matrice constituée des vecteurs P, avec (4, j, k,l) € I, i.e.
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B est une base, X = (Ozijkl)t e RM3 et b € RM avec :

(2.16)

Comme la matrice B posséde M lignes et M — 3 colonnes et le vecteur des inconnues
X possede M — 3 composantes, le systéme n’est pas compatible, on procéde comme suit
pour surmonter cette difficulté. On considére la matrice augmentée [B,b|, en utilisant
I’élimination de Gauss avec seulement permutation de lignes, on obtient une matrice
échelonnée [E ,Z} de M — 3 lignes et M — 2 colonnes. Maintenant, nous pouvons résoudre
le systéme linéaire BX = b. Les solutions o 7 0 du systéme linéaire déterminent les
cases formant le cycle.

Soit :

= {(4,7,k,1) tels que iy = 1}

= {(’L,j, k, l) tels que aijl{?l = —1}’

I’ensemble F' contient des cases recevant et I’ensemble B contient les cases cédantes.
Pour calculer les variables duales on utilise la technique de résolution suivante ;
Technique de résolution pour déterminer les variables duales (TRVD) [4]

On considére le systéme linéaire suivant ;
Cijht = Ui +vj +wi + 1y, V(i,j, k1) €1, (2.17)

Comme le systéme contient M inconnues, et on a que M — 3 équations. Donc, il admet
une infinité de solutions.

Nous construisons le systéme : AX = b telle que pour tout (3, j, k, Z) € [, nous avons :
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eSi/<M-3

;

lsii=1¢  pour tout J<m
1si j=3j pour tout m<J<m+n
arj=4 1si k=k pourtout m4n<J<m+n+p - (2.18)
lsi l=1 pourtout m+n+p<J<m+n+p+q
\ 0 ailleurs
eSi/>M-—-3
.
1 si I=M-2 e J=1
1 si I=M-1 et J=m+1
arj =
1 si =M e J=m+n+1
\ 0 ailleurs

Critére d’arrét

Lemme 3 [}/
On définit la différence suivante :

n w; +v; + wi + 4 — i pour tout (4,7, k,1) € Hy
ijkl =

: (2.19)
Cijit — (Ui +v; +wi + 1) pour tout (i,j,k,1) € Hy

et soit l'ensemble I = {D;ji tel que D;jry > 0, pour tout (i,j,k,1) € (HyU Hy)}. Si

II1 # 0, alors la solution actuelle © = (xj,;) n'est pas optimale.

Preuve.

Supposons que IT = (), ¢’est-a-dire, pour tout (i, j,k,1) € (HyUHy), nous avons Dz < 0,

ce qui indique que
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w; + v+ w, +t — ¢l <0 pour tout (4,4, k, 1) € Hy
et , (2.20)
Cijii — (wi +v; +wi + 1) <0 pour tout (4,7, k,1) € Hy
c’est-a-~dire
u; +v; w6 — i <0 81 x5 =0
et ) (2.21)
Cijit — (Wi +v; Fw + 1) <0 st i = dij
Selon le théoréme d’optimalité, la solution z;;; est optimale.
Alors, si IT # (), la solution x;;; n'est pas optimale et peut-étre améliorée. m

Calcul d’une solution réalisable de base [4]

Etant donné un probléeme PT4C réalisable, au départ toutes les variables sont nulles,
c’est-a-dire aucune marchandise ne transite encore. Pour trouver une solution réalisable.
Nous ordonnons les cases selon les cofits, et nous affectons une valeur a la variable z;;;
correspondante a la premiére case.

On actualise nos parameétres, si a; # 0 ,8; # 0, v, # 0,0; # 0, il est nécessaire
d’affecter & cette case une valeur, sinon on passe a la suivante qui vérifie la condition
nécessaire d’affectation. On reprend ce processus jusqu’a ce que toutes les cases concernées
soient affectées, et nous obtenons une solution réalisable de base pour notre probléme.

On résume les techniques précédentes dans 1’ algorithme suivant :

Algorithme 3 ALpricom

Phasel

Initialisation
o i =0V(i,j, k1)
e N,=0

e Ordonner les cases selon les cotits ¢;j
Tant que (3(4, j, k, ) tel que (a;3; v;,6; > 0 ) Faire

e Prendre (i, 7, k,1) la premiére case
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e Prendre vy = min(ag, 87, vz, 07), sl 2 < dig alors Ny = Np + 1

e Merttre a jour aj, 87,7, 07 comme suit :

)
Qi = Q7 — Ti5gg

B3 = b5 — Tm

Ve = V& — TGE

§; = 0 — w5
L l l igkl

Fin tant que.

e Calculer les u;, v;, wy et t; en utilisant la (TRVD)

e Déterminer 'ensemble IT en utilisant le lemme 2 (critére d’arrét).
Phase 2

Tant que 1T # () Faire

e Trouver (i, jo, ko, lo) tel que D;yjoroto = (E}%%)H

e Utiliser (TRC) pour déterminer les coefficients «;j; du cycle .

e Calculer #* = min min  (;ik min (dijig — Tiing) ¢ = 0=
(z‘,j,k,l)eB< i), (mykJ)eF( Y i) K

o Tij + igd* st (4,5, k1) € (FUB)
e Le nouvel itéré x;, =
Tijki ailleurs

e Mettre a jour

Ip={Is\ {(i,5,k,1)} U{(i0, o, ko, 10)}}

e Calculer a nouveau les u;, v;, wy et t; et déterminer I'ensemble II.
Fin tant que

Fin algorithme.
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Lemme 4 [}]
Soient (), 2D ) deux solutions réalisables consécutives non dégénérées dont les valeurs
de lobjectif correspondantes sont Z), ZU+Y) respectivement, alors

Z(r+1) _ 7(r) _ p(r) plr+1) (2.22)

i0jokolo

d’ot

AGRRIAC

Preuve.
On considére deux cas :
Premier cas : (i, jo, ko, lo) € Hy. On pose 0" = {(i,j,k,[) cases formant lecycle}.

On a:

Z(T—H) = Z Cijk:lx,g]j[l) + Z Cijkll‘l(;])d. (223)
(4,4,k,1)Ea(r) (i,5,k,1) o ()
Prendre
Z Cij/cz%(-;zz;z = K, (2.24)
(5,5,k,1) ¢o (™)
alors

Z(T+1) =K + Z cijkl(xz(‘;];‘—ll) + al-jklé*). (225)
(i,5,k,1)€a(r)

Donc, si Qigjokete = 1 €t 37 = o — {(ig, jo, ko, lo)} alors

ARREVAREN Y Cinjokolo T Z Oéijkl(uzv) + ,U]('T) + wl(er) + tl(r)) . (2‘26)
(i3.k.1) £
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Posons

i(6") = {(],k D) tel que (i, ], k, 1) € a<’“>}
iGNy = {(@ D) tel que (i, j, k, 1) € am}
kG™) = {(z,] D) tel que (3,5, k,1) € am}
(6" = {(z k) tel que (4,7, k,1) € a<r>}

On vérifie facilement, que I'on a pour tout 7 # 7,

Z i = 0

(i,.k,0) g5

Et pour 1 = iy
UEZ) Z aiojkl + 1 =0.
(i07j7krl)¢a(T)

Par conséquent

ol = )

(i0.5,k1) g5
On obtient des résultats analogues aux (2.26) et (2.28) pour j, k, .

Donc

Z aZ]kl( ( ) _|_ U( ) + w’(:) + tl(r)) — ( (T) + u(()”") + U/(r) + ug"))
(i.5,k,1) g ")

En substituant cette valeur dans (2.26), on obtient

7+ = z0) _ g pirt)

i0jokolo

Ce qui montre que  Z0+) < Z0) car 00 >0 et D"V S0

i0jokolo
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Deuxiéme cas : (ig, jo, ko, lo) € Hy
Par une démonstration analogue a celle utilisée dans le premier cas, on obtient

7+ _ 7 _ g0 pir+D (2.33)

i0jokolo

Ce qui montre que  Z0+D < 20 car 07 >0 et DUV >0 m

i0jokolo

Théoréme 7 [4]
Supposons que le probléme est non dégénéré, alors l’algorithme ALpric,, converge en

un nombre fini d’itérations.

Preuve.
Le lemme précédent montre que ’algorithme ALpryc,, garantie que la méme base ne
peut jamais apparaitre dans deux itérations distinctes, et comme le nombre de sommets
visités est nécessairement fini, l'algorithme ALprsc,, converge et sa convergence est

finie. =m

2.4 Tests numériques

Tout d’abord, considérons un probléme du transport de la forme PT4C' avec;
m=n=p=2,q=1, ay =5, ap =10, f;, =9, By, =6, 7, =12, v, =3, J; = 15.

Les quantités c;ji; et dijr sont données dans le tableau 1.

(i,7,k,0) | 1111 | 1121 | 1211 | 1221 | 2111 | 2121 | 2211 | 2221
diji 15 10 8 9 7 11 11 9
Cijkl 5 4 6 7 2 1 5 4

Tableau 1 : Quantités c;;i et diji du probléme

Dans cet exemple illustratif, nous présentons seulement la solution par leurs composantes

non nulles. La résolution de ce probléme par AL pric,, conduit aux résultats :
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e Les éléments non nuls de la solution optimale x* = (z;5) sont : x1211 = 5, To111 =
6, To121 = 3 et To911 = 1.

e Le nombre d’itérations est 2. Le temps d’exécution = 0, 000 sec.

e La valeur optimale est z* = 50.

En second lieu, on compare notre méthode avec I’algorithme AL pryc décrit dans [61],
sur un échantillon de 40 problemes dont les dimensions sont données au tableau 2 et
3 ci-dessous. Tous ces problémes sont générés aléatoirement. Nous noterons également
la sensibilité de cette méthode ALpryc aux problémes dégénérés de grande taille, &
partir du 14°™¢ exemple de taille (23 x 1080) lalgorithme (AL pr4c) échoue c’est-a-dire :
incapable de traiter le phénoméne de dégénérescence. C’est pourquoi, dans le tableau 2,
correspondant aux problémes 1 & 13, nous résumons les résultats numériques obtenus par
les deux méthodes. Tendis que dans le tableau 3, nous exposons que les résultats obtenus
par notre méthode pour les problémes 14 a 40.

Nos tests sont effectués sur un Intel (R) Pentium (R) Dual Windows, les programmes
sont écrits en C'. Grace aux tests numériques que nous avions réalisé, nous nous rendons
compte de la stabilité et de la robustesse de notre algorithme par rapport a la méthode
introduite dans [61].

o Nb; : le nombre d’itération

e 2" : 'optimum

® 1.y, ¢ le temps d’execution en seconde

e ALgl : ALpryc 1algorithme introduit dans [61]

o ALg2: ALpricm le nouvel algorithme introduit dans [4]

52



Ex Taille Nby, z* Tepu
N | MxN | ALg2 | ALgl | ALg2 | ALgl | ALg2 | ALgl
1 8 x 16 3 38 9 9 0 0

2 9 x 24 3 45 11 11 0 0.015
3 | 10 x 36 5 55 140 140 0 0.015
4 | 11 x54 7 66 180 1.031 0 0.015
5 | 12x 81 7 76 186 186 0 0.47
6 | 13 x 108 8 87 193 193 0 0.078
7 | 14 x 144 8 98 2950 | 2950 0 0141
8 | 18 x 360 12 152 253 253 0 0.687
9 | 19 x 600 13 185 1100 | 1100 0 6.125
10 | 20 x 648 14 184 269 269 0 1.406
11 | 21 x 720 14 202 | 235.93 | 235.93 0 8.578
12 | 22 x 750 14 203 | 237.75 | 237.75 0 2.734
13 | 23 x 900 14 220 | 242.18 | 242.18 0 4.312

Tableau 2 : Comparaison des deux méthodes ALprscm €t ALprac
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Ex| MxN | Nby z* Tepu

14 | 23 x 1080 6 189.063 | 0.062
15 | 24 x 1296 6 | 212.625 | 0.110
16 | 25 x 1512 7 7150 0.125
17 | 26 x 1764 7 37775 | 0.187
18 | 27 x 2058 7 8425 0.265
19 | 28 x 2401 7 2744 0.407
20 | 29 x 2744 8 3096 0.422
21 | 30 x 3136 8 4925 | 0.610
22 | 31 x 3584 8 401 0.843
23 | 32 x 4096 8 714 1.187
24 | 33 x 4608 9 113.25 | 1.250
25 | 34 x 5184 9 691.5 1.719
26 | 35 x 5832 9 351.5 | 2.297
27 | 36 x 6561 9 477 3.078
28 | 37 x 7290 10 130.75 | 3.250
29 | 38 x 8100 10 266 4.312
30 | 39 x 9000 10 | 405.75 | 5.610
31 | 40 x 10000 | 10 950 7.282
32 | 41 x 11000 | 11 298.5 | 7.625
33 | 42 x 12100 | 11 303.5 | 9.828
34 | 43 x 13310 | 11 | 115.688 | 12.469
35 | 44 x 14641 | 11 | 117.536 | 15.782
36 | 45 x 15972 | 12 | 42,1875 | 16.469
37 146 x 17424 | 12 | 42.875 | 20.781
38 | 47 x 19008 | 12 | 30.688 | 25.871
39 | 48 x 20736 | 12 44.25 | 32.016
40 | 49 x 22446 | 13 | 47.3125 | 33.281

Tableau 3 : Résultat numériqueﬁour la méthode proposée AL pricm



Notre algorithme traite le probléme en question telle qu’il est sans lui augmenter la
taille, et sans reformulation. Sachant que les problémes de dégénérescences sont les plus
fréquents en pratique, notre méthode utilise une technique qui génére aux pires des cas
une base, ce qui nous permettent d’initialiser I’algorithme. On utilise des techniques de
résolution en exploitant les particularités théoriques du probléme. Nous pouvons tou-
jours surmonter les diverses difficultés rencontrées lors de la résolution du probléme. En
récapitulatif, notre méthode s’est révélée trés performante et compétitive en terme du
temps d’exécution, le nombre d’itérations, et le pouvoir de la résolution notamment les

problémes dégénérés.

2.5 Conclusion

Un nouvel algorithme de résolution pour un probléme du transport a quatre indices
avec capacités est proposé dans ce chapitre. La solution optimale est souvent atteinte dés
la phase d’initialisation, du fait qu’on évite les affectations inutiles et on traite le phéno-
meéne de la dégénérescence en utilisant un procédé détective, ce qui rend I’algorithme treés
robuste au pire des cas. Nous avons pu surmonter tous les difficultés rencontrées lors de
I'implémentation avec succes, grace a des techniques numériques utilisées pour résoudre
divers systémes linéaires qui servent a I’amélioration d’une solution initiale de base afin

d’obtenir I'optimum.
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Chapitre 3

Minimisation d’une fonction non

convexe sur un intervalle

3.1 Introduction

Trouver un minimum global est en général un probléme trés difficile. En réalité il
n’existe pas d’algorithmes parfaits. En fonction des problémes on cherche la méthode
la mieux adaptée. L’intérét des algorithmes unidimensionnels ne vient pas seulement du
fait que dans les applications on rencontre naturellement des problémes unidimensionnels
mais aussi du fait que ce dernier est un composant fondamental de bon nombre de
méthodes d’optimisation multidimensionnelle.

Dans ce chapitre on s’intéresse & la minimisation d’une fonction d’une seule variable
non convexe deux fois différentiable, en utilisant Palgorithme de Séparation et Evaluation
(Branch and Bound) qui repose sur des techniques de sous estimateurs de la fonction ob-
jectif. A ce propos plusieurs travaux ont été proposés entre autres : Adjiman et al [7] et
Hertz et al [29] ont travaillé sur la méthode aBB et ont proposé plusieurs nouvelles mé-
thodes rigoureuses pour le calcul du parameétre . Adjiman et al [6] ont présenté la mise
en ceuvre détaillée de ’approche a BB et des études de calcul des problémes de conception

de processus tels que les réseaux de 1’échangeur de chaleur, réseaux réacteur-séparateur,
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et la conception des lots dans l'incertitude. Ryoo et Sahinidis [51] ont étudié les bornes des
fonctions multilinéaires par intervalles arithmétiques, intervalles arithmétiques récursifs,
transformation logarithmique, et transformation exponentielle en fournissant des compa-
raisons des relaxations convexes résultantes. Tawarmalani et al [54] ont montré que les
resserrements des relaxations linéaires peuvent étre obtenus si le produit d’une variable
continue et la somme de plusieurs variables continues est décomposable, Ils appliquent
leur technique & certains problémes concrets issus de la physique. Tawarmalani et Sahini-
dis [55] en introduissant des extensions des fonctions bornes convexes semi-continues, et
ont étudié les conditions d’existences, et ont proposé une technique pour la construction
d’enveloppes convexes de fonctions non linéaires, ils ont aussi étudié la distance de sépa-
ration maximale pour des fonctions telles que E. Akrotirianakis et Floudas [8] ont pro-
posé une nouvelle classe de fonctions bornes convexes pour PN L deux fois continiment
différentiables, ils ont étudié leurs propriétés théoriques et ont prouvé que la relaxation
convexe résultante est améliorée par rapport & a BB. En outre, Akrotirianakis et Floudas
[9] ont présenté les résultats de calcul de la nouvelle classe de fonctions bornes convexes
utilisées dans Branch and Bound pour un PNL sur un pavé. Ils ont également pro-
posé une méthode d’optimisation globale hybride qui comprend 1’approche stochastique
aléatoire dans le but d’améliorer les performances de calcul. Caratzoulas et Floudas [?]
ont proposé de nouvelles fonctions bornes convexes pour les fonctions trigonométriques,
qui sont elle mémes des fonctions trigonométriques. Le procédé de sous-estimateur peut
étre appliqué a des problémes unidimensionnels ainsi que multidimensionnels impliquant
des polyndémes trigonométriques, puisque le produit des fonctions trigonométriques peut
toujours étre décomposé en une somme de fonctions sinus et cosinus avec des arguments
qui sont des combinaisons linéaires des variables du probléme. Meyer et Floudas [41] ont
proposé deux nouvelles classes de fonctions bornes convexes pour PN L de classe C? qui
combinent les bornes a BB avec une perturbation quadratique par morceaux. Sherali et
al [53] ont proposé une nouvelle méthode de plan de coupe qui est basé sur la construction

d’une représentation de ’enveloppe convexe partielle pour un probléme de programma-

57



tion mixte en nombres entiers 0,1 en utilisant la technique reformulation-linéarisation
(TRL). Les coupes sont générées en projetant l'espace étendu de la formulation TRL
dans ’espace d’origine et les auteurs ont étudié plusieurs régles de sélection de variables
pour effectuer la convexification d’une maniére efficace. Gounaris et Floudas [24] ont
développé des fonctions bornes convexes serrées pour des fonctions d’une seule variable
de classe C2. L’idée est basée sur une application par morceaux des bornes aBB. 1l est
prouvé que théoriquement un nombre fini d’éléments sont suffisants pour obtenir une
enveloppe convexe de la fonction. La méthodologie a été étendue pour gérer les fonctions
a plusieurs variables (Gounaris et Floudas [25], par le biais de projections appropriées de
I’épigraphe de la fonction dans certains espaces unidimensionnels. Des transformations
orthonormées ont également été utilisées pour améliorer la qualité de la sous-estimation.
Il est important de signaler les importants travaux d’Ouanes et al [47] qui ont proposé une
fonction borne quadratique dont le minimum est calculé explicitement, ansi la résolution
n’exige pas l'utilisation des solveurs locaux.

On va d’abord aborder les principales techniques fréquemment utilisées dans 1’opti-

misation globale a savoir :

e Séparations et Evaluation.

e Les fonctions minorants I'objectif.
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3.2 Méthode de Séparation et Evaluation

Pour plusieurs problémes, en particulier les problémes d’optimisation, I’ensemble de
leurs solutions est fini (en tous les cas, il est dénombrable). 11 est donc possible, en prin-
cipe, d’énumérer toutes ces solutions, et prendre celle qui nous arrange. L’inconvénient
majeur de cette approche est le nombre prohibitif des solutions : puisqu’il n’est pas facile
d’effectuer cette énumération . La méthode de séparation et évaluation (procédure par
évaluation et séparation progressive) consiste & énumérer ces solutions d’une maniére in-
telligente en ce sens que, en utilisant certaines propriétés du probléme en question, cette
technique arrive & éliminer des solutions partielles qui ne ménent pas a la solution que ’'on
cherche. De ce fait, on arrive souvent & obtenir la solution recherchée en des temps rai-
sonnables. Bien entendu, dans le pire des cas on arrive toujours sur I’élimination explicite
de toutes les régions qui ne peuvent pas contenir la solution optimale.

Description de I’algorithme de base

Par convenance, on représente 1’exécution de la méthode de séparation et évaluation
a travers une arborescence. La racine de cette arborescence représente ’ensemble de
toutes les solutions du probléme considéré. Pour appliquer la méthode de Séparation et
Evaluation, nous devons étre en possession de :

1. Un moyen de calcul d’une borne inférieure d’une solution partielle.

2. Une stratégie de subdiviser ’espace de recherche pour créer des espaces de recherche
de plus en plus petits.

3. Un moyen de calcul d’une borne supérieure pour au moins une solution.

La méthode commence par considérer le probléeme de départ avec son ensemble de
solutions, appelées la racine. Des procédures de bornes inférieures et supérieures sont
appliquées a la racine. Si ses deux bornes sont égales, alors une solution optimale est
trouvée, et la procédure est arrétée, I’ensemble des solutions est divisé en deux ou plusieurs
sous-problémes descendants de la racine. La méthode est ensuite appliquée récursivement

a ses sous-problémes, en engendrant ainsi une arborescence. Si une solution optimale est
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trouvée pour un sous probléme, elle est réalisable, mais pas nécessairement optimale, pour
le probleme de départ. Comme elle est réalisable, elle peut étre utilisée pour éliminer toute
la descendance : si la borne inférieure d’un nceud dépasse la valeur d’une solution déja
connue, alors on peut affirmer que la solution optimale globale ne peut étre contenue
dans le sous-ensemble de solution représenté par ce noeud. La recherche continue jusqu’a
ce que tous les noeuds sont explorés ou bien éliminés.

Dans ce qui suit, nous résumons la méthode de Séparation et Evaluation sur un

probléme de minimisation :
a =min f(z) ,x € X = [a, ],

ou f: X — R (X CR) continue et non convexe.

L’algorithme de Séparation et Evaluation consiste a engendrer deux suites conver-
gentes {UB*} et {LB"*} représentent des bornes supérieures et inférieures de la valeur
minimale de la fonction objectif. A chaque itération k les problémes des bornes inf. et
sup. seront résolus sur un nombre fini de sous ensembles de X.

On notera ces sous-ensembles X¥ € M* ot M* est la classe des sous-ensembles actifs
a l'itération k. Sur chaque XF les bornes LB*et UB* seront calculées par la relaxation
de f sur XPF.

En effet, LB* et UB* obtenus a l'itération k sont données par :

LB* = min LB
UB* = minUBF

et tout sous-ensemble sur lequel LB* dépasse UB* sera éliminé, car min f ne peut pas
étre atteint sur un tel sous-ensemble.

Au fait, cette méthode peut se représenter schématiquement par une arborescente qui
a comme racine l’ensemble X, et comme sommets les sous-ensembles XF qui s’obtiennent

par subdivisions successives. Deux sommets seront reliés si et seulement si le deuxiéme
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sous-ensemble est obtenu par la partition directe du premier, et a chaque niveau de
'arborescence les bornes LB* et U B* seraient obtenues par ’application d’une recherche
locale.

On peut résumer la procédure précédente par les étapes suivantes;

L’algorithme de base
e ¢ > (0 est une précision donnée

e Poser k=1, M¥ =X
e Construire les problémes des bornes inf. et sup. de min f(z) sur X.
Soient LB* et UB* les solutions obtenues respectivement.

e Tant que LB* — UB* > ¢ subdivis¢ X en deux sous-ensembles X} et X5 tel que :

k

(o] Ok
XPuXi=X e X, N X,

=0
ou X est l'intérieur de X.
e Construire les problémes des bornes inf. et sup. de min f(z) sur XF, i = 1,2.

Soient LBy, UBY et LBE, UBY les solutions obtenues.

e Poser
LB* = min{LBf, LBé“}

UB* = min{UBY, UBE}
e Poser M* = {R} RS}
e Eliminer de M* tout sous-ensemble Ré?, J = 1,2, tel que LBJ’-“ > U BJ’-“ et poser :
M* = RE.
e Posons k = k + 1 et réitérer les procédures.

® poser

min f(z) = UB*, et 2* = 2" € {x: f(2) = UB*, 2z € X}
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Convergence

Pour établir la convergence de 1’algorithme, on se sert du théoréme suivant ;

Théoréme 8
Si pour chaque suite infinie {R*}, RF' C R* k € N des ensembles des partitions
successives, les bornes inférieures et supérieures vérifient :

Jim (LB* —UB") = lim (LB* —UB(R")) = 0.

alors

UB = lim UB* = lim f(2*) = lim LB* = LB.

k—o0 k—oo k—o0

3.3 Les fonctions minorantes

Soit le probléeme d’optimisation globale :

« = min f(x)

(P) , (3.1)
r € X = [a,b]
f est une fonction non convexe deux fois différentiable sur X .

Pour résoudre ce probléme la méthode de séparation et évaluation se dote d’une
fonction qui permet de mettre une borne a certaines solutions pour soit les exclure soit les
maintenir comme des solutions potentielles. Bien entendu, la performance d’une méthode
de branch and bound dépend, entre autres, de la qualité de cette fonction (de sa capacité
d’exclure des solutions partielles plus tot).

Dans ce qui suit on désigne par;

e aBB l'algorithme de Séparation et Evaluation proposé par Floudas et al [7], [6].

e K BB l'algorithme de Séparation et Evaluation proposé par Ouanes et al [37].

e K BB,, I'algorithme que nous proposons dans ce chapitre [5].

Dans ce qui suit on donne les deux bornes développées dans les méthodes a BB et K BB.
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3.3.1 La fonction borne inférieure BB

Dans cette méthode développée par Floudas et al [19] on utilise la différence entre

I’objectif et une fonction quadratique concave :

avec

ou
e f(x) la fonction objectif non convexe deux fois différentiable.
e L(x) la fonction borne inférieure.
e ()(z) la fonction quadratique qui rend L(z) convexe.
e o constante positive vérifiant 'inégalité suivante :a > max {0, — minf” (a:)}

[a,b]

La borne L(z) vérifie les propriétés suivantes :

1. Elle est convexe (i.e. L' (z) = f"(2) +a > f'(x) + max {0, — r[niblglf”(x)} > 0, pour

tout = € [a, b].

2. Elle est un sous estimateur de 'objectif. En effet, on a :

Ce qui en suit;

¢"(x) = —2a < 0 pour tout z dans [a, b],

Donc ¢ est une fonction concave, et alors on a;

é(x) > min ¢(x) = é(a) = H(b) = 0.

z€[a,b]
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3. La borne inférieure est obtenue par la résolution du probléme convexe;

min L(x).
ni (z)

4. Elle coincide avec f(z) aux extrémités de l'intervalle [a, b].

3.3.2 La fonction borne inférieure KBB

Dans cette méthode développée par Ouanes et al [37], ils utilisent la différence entre
I'interpolant linéaire et une quadratique concave. D’une fagon précise, soit K un réel tel

que |f"(z)] < K pour tout = dans [a, b]. Soit [y et [;deux fonctions réelles tels que :

b—=x
lo(z) =

bx_— stz €la,b]
hlz) = b—a

pour tout x dans l'intervalle [a, b], on a lo(z) + [;(x) = 1. On a aussi [;(z7) est égal a

0si i # j, et 1 autrement. Soit Lf l'interpolant linéaire de f aux points a, b ([18] ,[21] )

La quadratique borne inférieure ¢(f) de f sur I’ intervalle [a,b] est la différence de

I'interpolant linéaire et la quadratique concave. elle est donnée par :

q(x) = Lf(x)—Q(x),

avec Q(z) = %K(m—a)(b—x).

Ou K est une constante positive telle que | f”(x)| < K, pour tout = dans I'intervalle
a, b].

En effet, la minorisation de ¢ est démontrée dans le théoréme suivant ;
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Théoréme 9

On a
1
Lf(z) = 2 K(b—a)* < q(z) < f(z), Yz € [a,] (3.2)
Preuve.
1 2 1 2, K
E(z) = Lf(z) = Kb~ a)* —qlz) = —2(b—a)* + (v —a)(b— 2)
K[ 1
=5 |2 +(a+b)$—ab—1(b—a)

La fonction E est concave sur [a, b], et sa dérivée s’annule au point z* = —(a + b).

Par conséquent, pour tout x € [a,b] on a;

E(z) < rn[a%}E(x) = FE(z") =0,
z€|a,

la premiére inégalité de (3.2) est vérifiée.
Pour justifier la deuxiéme inégalité, on considére la fonction ¢ sur X définie par;

8(r) = () — ala) = () ~ Lf () + 5 K(x — a)(b— ).

C’est clair que ¢ (z) = f”(z)— K < 0 pour tout x dans [a, b]. Alors ¢ est une fonction

concave, et on a :
¢(z) = min ¢(z) = ¢(a)

z€[a,b]

la seconde inégalité de (3.2) est prouvée. m
La borne inférieure de f(x) sur [a,b], LB est calculé par la résolution du probléme

convexe suivant ;
LB = min ¢(z). (3.3)

a< z<b

Du fait que, ¢ est une fonction quadratique de la forme;

fla)b— f(ba

Q(l’)—§$2+ —f([g):ic)(a)—g(wrb) m+§ab+ =)
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La solution optimale de (3.3) est donnée explicitement par;

%(a—i—b)—%w si x€la,b
at = a siox<a - (3.4)
b si x>0

Remarque 8

Siz* ¢ [ab], alors

min ¢(z) = min f(z) = min{f(a), f(b)}.

a< z<b a< z<b

Bref, la borne K BB vérifie les propriétés suivantes :

1. Elle est convexe (i.e. ¢ () = K > f"(x), pour tout = € [a, b].

2. Elle est un sous estimateur de 'objectif d’apres le théoréme précédent.

3. La valeur de la borne inférieure est donnée explicitement en utilisant (3.3).
4. Elle coincide avec f(z) aux extrémités de l'intervalle [a, b].

Avantages et inconvénients

1. L’avantage principal de la borne L(x) est qu’elle coincide avec la fonction objectif
dans les régions ou 'objectif est convexe.

2. L’inconvénient principal de la méthode o BB est qu’elle utilise une méthode itéra-

tive locale pour déterminer la valeur de la borne inférieure.
3. L’avantage principal de la borne ¢(x) est qu’elle posséde des minima explicites.

4. L’inconvénient principal de la borne ¢(z) est qu’elle s’éloigne de la fonction objectif

pour les régions ou I'objectif est convexe.

3.3.3 Une nouvelle fonction borne KBB,,

Maintenant on va établir une nouvelle borne inférieure [5] qui rassemble les avantages

des deux méthodes @ BB et K BB. Autrement dit on se place le plus proche possible de
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la fonction objectif autant que 1’on veut.
Soit f(x) une fonction a une variable qui doit étre minorée sur l'intervalle [a,b].
Supposant que les points d’appui sont choisis équidistant dans [a, b], c’est-a~dire : z; =

a + ih, h:b_a

, ©=0,...,n. avec n > 2. Soit [; et l;;1deux fonctions réelles telles que

pour tout 1 =0,....n—1on a:

r — I;
li(z) = Tar — T3 '
l l—}i‘i—i-l _Zl. S1 T € [ZL’Z‘,I‘H_l], (35)
i—&-l('r) = -
Tit1 — L4
et

on a

i+1

le($> = 1, Vr € I::Ci,xiJr]_],
1, i=j
0,i#]

Soit Ly, f 'interpolant linéaire de f aux points x;, x;,1 :

Li(x;) =
i+1
Luf(x) =) f(x:)l(). (3.7)
Pour chaque intervalle [z;, 41| on construit la minorisation locale :
pi(x) = Lnf(x) — Qi(x), (3.8)

avec

Qi(x) = %Kz(x —2)(Tiy1 — T), (3.9)

ou K; est un majorant de la dérivée seconde de la fonction objectif sur [z;, z41].
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Le calcul des paramétres K;
En pratique 'arithmétique d’intervalles est utilisée pour calculer des minorants et des

majorants de fonction de R™ dans R. Pour cela, introduisons d’abord quelques définitions.

Définitions 2 [40]

1- Soit f : R"™ — R, [ posséde une expression explicite si l’expression analytique de
f est connue de fagon explicite, c’est-a-dire qu’elle peut s’écrire en n'utilisant que des
variables, des fonctions et des opérations élémentaires tels que +, —, X, /, NE log, exp,
abs, cos, sin, arccos. On dit que f est une fonction explicite.

2- soit f: X C R" — R. Une fonction d’inclusion de f est une fonction retournant un
minorant et un magjorant de f sur un intervalle donné. On la note, de maniére générale,
F:XNI"—= 1. Ainsi :Vze€Z CX, f(z) € F(Z).

3- soit f : R™ — R. Une extension naturelle aux intervalles d’une fonction est la réécriture
de f en remplacant toutes les occurrences d’une variable par l'intervalle correspondant et
les opérateurs classiques par leur équivalent en arithmétique d’intervalles. Elle est notée
EN¢(X).

Toutes les fonctions explicites possédent une extension naturelle. Mais, ’évaluation de
celle-ci n’est pas unique. En effet, certaines fonctions peuvent s’écrire sous forme déve-
loppée ou factorisée, il existe donc une extension naturelle pour chaque facon d’écrire la

fonction.

Proposition 3 [40]

L’extension naturelle aux intervalles d’une fonction est une fonction d’inclusion.

Pratiquement les parameétres K; sont calculés de la fagon suivante : on cherche des
majorants K; de | f”(x)| sur les intervalles [x;, x;11] = X, pour tout i = 0, ...,n— 1. Posons

|f"(x)] = h(z) et on auras par la suite

ENy(X;) = ENp[x;, xi41) = [Ai, Bi], prenons K; = B;.
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Dans chaque intervalle [x;, z;,1], on calcule la borne inférieure de la fonction quadra-

tique minorant I'objectif f

1 1 f(wiv1) — f(@) .
5(1'1 =+ xi—i—l) — E J,‘—;_l ~ S1 T € [ZL‘Z‘, l’i+1]

=9 o <z - (3.10)
Tit1 si T 2 Xiyl

Ensuite, la plus petite valeur de p;(x}) est choisie comme une borne inférieure
LB; = minp;(z}) (3.11)
7

La fonction objectif est évaluée en différents points dans le but de déterminer la borne

supérieure ;
UB; = min{f(a?), f(w:)} (3.12)
Théoréme 10
On a
q(z) < p(z) < f(x), Vo€ la,b], (3.13)
ol
p(x) =pi(z), Ve € [ 2, xi44] , 1=1,...,n. (3.14)

p(z) est une fonction borne inferieure pour f(x) pour tout x dans |a,b], Elle est

meilleur que la fonction borne q(x) introduite dans (3.18).

Preuve.

Pour chaque intervalle [z;, z;11] on pose
1
B(w) = gla) — pi(x) = 3 (K — K& — 7)1 — 7).

C’est a dire on a E"(z) = K — K; > 0 pour tout x € [z;,x;11], alors E est une fonction
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concave par morceaux, et en conséquence pour tout = € [z;, ;1] on a :

E(z) < max E(x)= E(z;) = E(x;11) = 0.

T€[T;,Tit1]

Et la premiére inégalité de (3.13) est vérifié. Pour prouver la seconde inégalité, considérons

maintenant la fonction ¢ définie sur [x;, ;1] par :
¢(z) = f(x) — pi(x) = f(z) — Lnf(x) + %Ki(m — ;) (Tip1 — ). (3.15)

Cest clair, que ¢ (z) = f"(z)— K; < 0 pour tout = dans [z;, x;11] donc ¢ est une fonction

concave par morceaux, ce qui entraine :

¢(x) = min ¢(z) = d(z;) = ¢(zi41) = 0.

xe[xi,xi+1]

La seconde inégalité (3.13) est aussi prouvée. m
Pratiquement nous résumons les étapes de la résolution dans ’algorithme de Branch

and Bound suivant :

3.4 L’algorithme proposé
Algorithme 4

Entrées :

f la fonction objectif

la, b] intervalle des réelles

n le nombre de quadratiques utilisées (sous-estimateurs)
e ¢ une précision donnée
Sorties :

e ¥ minimum globale de f
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1. Initialisation £ =0

n—1
(a) pour tout i =0,...,n Calculer z; =a+ az’, et soit M = .90{[371,31:”1]}

(b) Calculer K; tel que [f"(x)] < K; pour chaque [z;,z;11] pour tout i =
0,....,n—1.

(c) Calculer zf En utilisant (3.10) pour tout i =0,...,n — 1.

(d) Calculer UB* = min{min f(z}), min f(z;)}

(e) Soit LB* = miinLBf avec LBF = p;(z})

i : indice correspondant au min LB

2. Itération

Tant que (UB* — LB* > ¢ et M # () faire

(a) a:=x; ,b:=x;,, et appliquer les étapes a,b,c et d de (1)
(b) Mettre & jour a jour UB*
(¢) Pour touti=1,...,m; (m = card (M))
— Elimination : si (UB* — LBY < ¢) alors supprimer [z;, ;1] de M
— Sélection : si(UB* — LBF > ¢) alors sélectionner

i : I'indice correspondant au minZ B¥
(d) k=k+1
fin Tant que
3. z* = 2¥ la solution optimale correspondante au meilleur U B* trouvé.

fin algorithme

Théoréme 11 [Convergence de l’algorithme]
Soit lalgorithme est fini ou il génére une suite bornée {xy}. Tout point d’accumulation de

la suite est une solution optimale globale de (P) et on a UB* \, o, LB* / «.
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Preuve.
Supposons que 'algorithme est infini, il génére une suite infinie d’intervalles {T%} dont
les longueurs h; avec i = 1,...,n diminuent & zéro, alors la suite {T*} se rétrécit & un sin-
gleton. Etant donné que les valeurs d’ U B* obtenus en évaluant f(x) en differents points
de [a, b], alors la suite {UB*} est minorée par o = l”{[;lbr]l f(z). D’autre part, les valeurs de
L B* sont précisément les minima de certaines quadratiques minorants I’objectif, donc ne
doivent pas dépasser a = minf(z), alors la suite { LB*} est majorée par a = minf(z).

[a,b] [a,b]
En conséquence, on a

LB <a= r[mbr}lf(x < UBF*,

il suffit de démontrer que les deux suite sont monotones.

Tout d’abord, a partir de la description de l’algorithme, nous voyons que, & chaque
itération k+1, k > 0la valeur d’ U B**! sera choisi comme la moindre d’ U B* courant et la
nouvelle valeur qui doit étre déterminée.Ce qui entraine toujours UB*! < UB* Vk > 0,
alors {UB*} est une suite décroissante.

Et de méme & chaque itération k+1, k > 0 la valeur de LB**! sera choisi comme 1’op-
timum d’une certaine quadratique située a I'intérieur d’une grande quadratique couvrant
intervalle actuel [ag,1, by 1] et minorant 1'objectif. Ce qui entraine toujours LBl >

LB* Vk >0, alors {LB"*} est une suite croissante. i.e . Le théoréme est démontré. m

3.5 Etude numérique

Dans ce qui suit, nous considérons les notations suivantes ;
e f* est 'optimum obtenu
e [ By est la borne inférieure initiale
y . :
o T, est le temps d’exécution en seconde
e m est le nombre total d’intervalle
e m,. est le nombre d’intervalles éliminé

e LM est le nombre de minima locaux
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e GM est le nombre de minima global

e x (astérisque) indique que la borne est égale & 'optimum global connu f*

Pour mesurer les performances de notre méthode K BB,,, nous comparons les al-
gorithmes KBB, aBB et KBB,,. Ces algorithmes sont implémentés en écrivant les
programmes en langage C' avec double précision, et exécutés sur un ordinateur avec un
processeur Intel (R) Core (TM) i3-311MCP4 avec une vitesse de 2,40 GHz.

Nos tests numériques sont effectués en deux parties sur un ensemble de fonctions tests
largement utilisés dans la littérature [24].

Au début, nous comparons les performances des algorithmes K BB, aBB et KBB,,
sur un ensemble de 10 fonctions. Ici, nous incluons une méthode qui calcule les nombres
positifs a et K. Le nombre n des fonctions quadratiques utilisés dans K BB,, & chaque
itération est fixé & n = 16. La précision fixée & ¢ = 107%. Ensuite, nous testons 1’algo-
rithme K BB,, en doublant a chaque fois le nombre de sous-estimateurs sur un ensemble

de 20 fonctions.
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Exp | f(x) [zF,2Y] LM GM opt

1 e3 —sindx [0, 20] 4 1 -1

2 cosz — sin(bzx) + 1 0.2,7] 6 1 —0.952897
3 | 2+ sin(5z) 02,7 7 1 —0.077590
4 | e —sin(2mr) 02,7 7 1 —0.478362
5 | In(3z)In(2z) — 0.1 02,77 1 1  —0.141100
6 VT sin? 0.2,7] 3 2 0

7 2sinx exp (—x) 0.2,7] 2 1 —0.027864
8 2cosx + cos (2x) + 5 0.2,7] 3 2 3.5

9 sin [0, 20] 4 3 -1

10 |sinxcosx — 1.5sin®x + 1.2 0.2,7] 3 2 —0.451388
11 (x — 22’ + (z — 1) 10,10 1 1 0

12 | 55 —cosz + 2 [—20,20] 7 1

13 | 2% — cos (18x) [—5, 5] 29 1 -1

14 | e [—10,10] 1 1 1

15 | (z +sinz)exp (—z?) [—10,10] 1 1 —0.824239
16 | z* — 1223 4+ 472% — 60z — 20exp (—x) [-1,7] 1 1 —32.78126
17 | 2% — 152* 4 2722 + 250 [—4,4 2 2 7

18 | 2* —102® + 3527 — 50z + 24 [—10,20] 2 2 -1

19 | 242* — 1422° + 30322 — 2762 + 3 [0, 3] 2 -89

20 | cosx + 2cos (2x)exp (—x) 0.2,7] 2 1 —0.918397

Tableau 1 : Fonctions tests
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Exp aBB
Tepw m me LBy f*

1 0 47 24 -=273.76041  —0.99999
2 0 17 9 —65.9109 —0.95203
3 0 31 16 —118.96147 —0.07759
4 0 15 8 —121.60896  —0.47797
) 0 11 6 —527.67986  —0.14099
6 0 13 7 —2733.29510 0.00199
7 0 13 7  —18.57601 —0.02761
8 0 11 6 —28.84495 3.56245

9 0 13 7 —46.40909 —0.99997
10 0 17 9 —29.62761 —0.45138

Tableau 2 : Les résultats des tests obtenus pour les 10 fonctions par a BB.

Exp KBB

Tepu m m. LBy f*
1 2211 55 28 —564.01754 -1
2 10.645 25 13  —116.08120 —0.95289
3 4.604 25 13 —117.80163  —0.07758
4 3.576 57 29 —121.20354 —0.47834
5 3.312 19 10 —528.13263  —0.14110
6 2.854 29 15 —6664.14641 0
7 3.132 67 34 —5.50269 —0.02786
8 3.012 21 11 —14.03655 3.5
9 2293 15 8  —45.19193 -1
10 3.460 27 14 —29.66644 —0.45139

Tableau 3 : Les résultats des tests obtenus pour les 10 fonctions par K BB
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Exp KBBm

T m m. LBy f
1 0 144 136 —2.26691  —1
2 0 32 31 —0.97784 —0.9529
3 0 48 46 —0.09467 —0.07759
4 0 176 166 —0.65053 —0.47820
5 0 48 46  —1.73375 —0.14110
6 0 48 46  —0.23383 0
7 0 112 106 —0.04618 —0.02786
8 0 48 46 3.49276 3.50001
9 0 64 61 —1.00563 -1
10 0 64 61  —0.45957 —0.45139

tableau 4 : Les résultats des tests obtenus pour les 10 fonctions par K BB,, avecn = 16
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n 2 4 8 16 32 64 128

1 —152.72 —45.16 —7.15 —2.26  * * *

2 —28.43 —7.92 —2.16 —-0.97 * *

3 —2845 —6.17 —1.34 —0.094 * *

4  —=30.018 —8.85 —2.207 —-0.65 —0.49 * *

5 —121.3 —29.66 —7.17 -1.73 —-0.40 —-0.149 —0..
6 —448.19 —41.56 —3.542 —-0.23 —-0.0019 —-0.. —0..
7 —1.307 —0.340 —0.104 —-0.04 —-0.03 —-0.02 —0..
8 0.33 2.54 3.394 3.49 * * *

9 —11.23 —3.751 —1.141 —1.005 = * *

10 —5.85 —1.98 —0.598 —0.459 —-0.453 —0.452 —0..
11 —-16118.1 —1297.05 —-1074 -9.34  —-0.67 -0.09 —0..
12 1 * * * * * *

13 —20.42 —2.2 * * * * *

14 x * * * * * *

15 —173493.6 —27703.7 —7855.9 —769.2 —575.3 —4821 —464
16 —19351.54 —-576.321 —45.152 —-33.67 —-32.84 —-32.80 -—32..
17 —1487591 —2957.18 —362.63 —21.88 4.71 6.82 6.98
18 —-93572.1 —-9016.69 —-1032.09 —-142.7 -27.31 —-7.07 —24
19 —578.6 —141.98 —95.79 —-89.8 —89.1 —89.01 —89.001
20 —6.906 —2.59 * * * * *

Tableau 5 : les valeurs de LBy obtenue par K BB,, pour les 20 fonctions
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Pour déterminer la borne inférieure, a BB utilise une méthode locale a chaque ité-
ration, ce qui rend le processus plus cotiteux que dans la méthode K BB dans laquelle
les bornes inférieures sont données explicitement. Donc, notre comparaison ne sera pas
basée sur le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir 'optimum.

Le temps d’exécution nécessaire pour atteindre la valeur optimale est un critére fiable
et significatif pour mesurer les performances de I’algorithme en question. Selon les résul-
tats numériques résumes, dans les tableaux (3) et (4), les performances de la méthode
proposée sont nettement mieux que celles de la méthode K BB.

Les tableaux (2),(3) et (4) montrent que la méthode proposée K BB,, élimine environ
95% des intervalles tandis que K BB et BB éliminernt 51%. En preuvant la capacité
considérable d’exclure les intervalles qui ne peuvent pas contenir la solution optimale, ce
qui accélére la convergence de la méthode en question.

La meilleure borne inférieure initiale obtenue est un critére important pour mesu-
rer le resserrement d’un sous-estimateur. Dans ce contexte, le tableau (5) fait l'objet
d’une étude qualitative de la borne inférieure initiale obtenue par notre algorithme
K BB,, montre qu’il est compétitif notamment quand on retrouve directement 1’opti-

mum connu f* en doublant le nombre de sous-estimateurs de 1’objectif.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une technique de sous estimation de 1’objectif,
les résultats numériques montrent que notre méthode possede une capacité importante
d’exclure les solutions partielles qui ne meénent pas a la solution que ’on recherche.
Ce qui accélére la convergence de la méthode en question. Le doublement du nombre
de quadratiques minorants la fonction objectif nous permet de se rapprocher de cette
derniére autant que l'on veut. Et aussi, améliore la qualité des bornes inférieures et
supérieures. Briévement, notre méthode rassemble et améliore les avantages des deux

méthodes font ’objet de comparaison.
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Chapitre 4

Couplage d’Aliénor avec Séparation

et Evaluation

4.1 Introduction

Les progres des sciences ont toujours été réalisés grace a la modélisation qui consiste
a représenter les phénomeénes issus du réel par des équations mathématiques. L’objectif
de la modélisation ne consiste pas uniquement a représenter un phénomeéne donné par
un ensemble d’équations. La plupart du temps le modélisateur a aussi, en entiére pensée,
I’idée que I'on pourra ainsi agir sur le phénoméne de facon a ’optimiser au sens de certains
critéres (cout, rendement, production, qualité, etc.). A partir du moment ot I'on dispose
d’un modéle fiable du systéme, étudier, optimiser son fonctionnement va conduire a ce que
I’on appelle des problémes de controle. Ces problémes particulierement difficiles entrent
dans le cadre des problémes d’optimisation. Autrement dit, on va devoir chercher des
extrema (généralement des minima) de fonctions de plusieurs variables. Bien entendu, si
I’on veut optimiser au mieux le systéme, ce sont les optima absolus qui nous intéresseront
au premier chef d’ou I'intérét de 'optimisation globale ayant pour objectif ’obtention de

minima ou de maxima absolus.
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La littérature sur 'optimisation décrite pour ’essentiel des méthodes locales qui per-
mettent 'obtention de minima locaux qui peuvent étre certes intéressants dans une étude
préalable du phénoméne mais qu’il faudra de toute fagon améliorer pour optimiser au
mieux le phénoméne modélisé.

Quant aux méthodes globales existantes elles sont la plupart du temps des amé-
liorations des méthodes locales que 'on tente de débloquer d’un minimum local pour
aller vers un meilleur minimum, espérant qu’in fine on obtiendra un minimum absolu.
Contrairement & la transformation réductrice Aliénor [15]. Cette transformation permet
de ramener une fonction & n variables & une fonction d’une seule variable qui conser-
verait les minimiseurs globaux au moins de fagon approchée. La technique utilisée est
basée sur la réduction de la dimension en utilisant des "courbes remplissant I'espace”.
Ces courbes ont ’avantage d’étre de classe C'™ et préservent les propriétés de la fonction
objectif. La méthode Aliénor s’est révélée étre d’une grande efficacité en s’associant a
certaines méthodes unidimensionnelles telles que la méthode présentée au chapitre précé-
dent. Le couplage d’Aliénor avec cet algorithme sera appliqué sur une classe de fonctions
a plusieurs variables ayant un minimum global peut-étre trouvé théoriquement [19]. Nous
étudions dans ce chapitre le couplage de la méthode d’Aliénor avec la méthode de Sépa-

ration et Evaluation proposée dans le chapitre précédent.
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4.2 La méthode Aliénor

Le principe fondamental de la méthode de la transformation réductrice [15] consiste
a effectuer une transformation qui permet de ramener le probléme multidimensionnel
a un probléme unidimensionnel afin d’appliquer les méthodes d’optimisation plus effi-
caces adaptées au cas d’une seule variable. L’idée de base consiste & densifier I’ensemble
faisable par une courbe paramétrée (a—dense) continue et assez réguliére. La fonction
multivariable est transformée en une fonction d’une seule variable. Ainsi notre probléme
est ramené & un probléme plus facile & résoudre car il y a une seule direction a explorer.

La premiére transformation réductrice proposée par les inventeurs de cette méthode
utilise la spirale d’Archiméde. Nous en donnerons ci-aprés une bréve description.

La spirale d’Archimeéde

Soit (x,y) € R?. En coordonnées polaires ce point s’écrit :

x = pcosb, y=psind. (4.1)

On peut alors relier p et 6 grace a la spirale d’Archimeéde d’équation : p = a#l, 6 > 0 est

un parameétre positif fixé (destiné a tendre vers zéro). Nous obtenons alors :

x=abcost = hy(0), y=alsinf = hy(0).

Nous avons donc exprimé (z,y) € R? en fonction d’une seule variable § € R. Le
parameétre a est destiné a tendre vers zéro afin de permettre d’approcher tout point du

plan R? par un point de la courbe

h(6) = (h1(0), h2(0))

Pour trois variables x1, x9, 3, on relie d’abord z; et x5 a ’aide d’une spirale d’angle
01 ce qui donne :

r1 = abqcos By et x5 = ab; sin b,
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B positil

& négatif

La spirale d'Archimede

Puis on relie 0, et z3 & ’aide d’une spirale d’angle 6 en posant :
01 =abcosf et x3 = absinb.
Ainsi, on obtient la courbe paramétrée h(6) = (hi(0), h2(0), h3(0)) définie par :

h1(0) = as0 cos 0 cos(al cos 6)
ha(0) = asf cos O sin(ab cos )
hs(#) = af sin O

Nous pourrions généraliser ce procédé a n variables z1, s, ..., T, en les reliant deux a
deux par des spirales d’angle 6;. A la fin du processus on obtient la variable 6 qui permet

d’exprimer tous les z; :

€T; = hz(g), 1= ]_, N

Ou les h;(#) sont des fonctions explicites de 6 (de classe C'*°). Ainsi nous avons

"approché" 'espace R™ par R grice a une transformation réductrice utilisant la spirale
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d’Archimede.
La précision de cette approximation dépend du coefficient a : plus a est petit et

meilleur est la précision. Pour préciser tout cela, nous allons définir ’alpha-densité :

Définition 7

Un sous espace S C R"™ est dit a-dense dans R™ si :

VM eR" IM' € S :d(M, M) <«

Remarque 9

La spirale d’Archiméde p = af est ma-dense dans R2.
Le théoréeme suivant montre un résultat trés important :

Théoréme 12 [15][14][57]
Tout point de R™ peut étre approché, avec la précision que l’on souhaite, par au moins

un point de la transformation Aliénor.

Autres transformations réductrices
Dans cette méthode développé par B.Konfé et al [35], on utilise la transformation

réductrice suivante :

hi(0) = cos(w;8 + ¢;),i=1,...,n. §>0.

Ou les (p;) et (w;) sont deux suites choisies lentement croissantes et on a le théoréme

suivant ;

Théoréme 13 [15]
La transformation h(0) = (h1(0), ..., h,(0)) est alpha dense :

e avec des w; > 0, croissante
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e avec p; > 0 croissante et proche les uns des autres, est a—dense et son coefficient de

densification vaut :

w

a=2kvn— 1= k> 0. (4.2)

4.3 La méthode mixte Aliénor avec Séparation et
Evaluation

Soit f une fonction non convexe deux fois différentiable et définie sur un pavé
X = H[ai, b;] de R™ a valeurs dans R.
i=1

Considérons le probléme de minimisation suivant :

min f(z1, ..., )

(1, 0y 2p) € X

que 'on veut résoudre avec une précision exigée € > 0.
Nous allons maintenant appliquer la méthode Aliénor & 'optimisation globale.

On construit alors une courbe paramétrée
h() = (71(0), ha(6), ..., hn(0)), (4.4)

a-dense dans H[ai, b;] telle que :

i=1
le probléeme (4.3) devient alors :

min *(0
P O (146)
0€0,0max] =T
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fH(0) = f(ha(0), ..., hn(0)) (4.7)

Omaz est la plus grande valeur que peut prendre 6 quand (z1,x2, ..., x,) décrivent

n
I’ensemble H[ai, b;]. Le probléme (4.6) est un probléme de minimisation d’une fonction
i=1
a une seule variable.
Voici & présent un résultat fondamental dont la démonstration est donnée en détail

dans [15],[14]

Théoréme 14

Tout minimiseur global du probléme (4.3) peut-étre approché par un minimiseur de (4.6).

Il est important de remarquer que tout minimum local de f* n’est pas forcément
une approximation d’un minimum de f car la fonction f* est la restriction de f a la
spirale généralisée h(6). Aussi, les minima locaux de T ne sont pas obligatoirement une
approximation des minima locaux de X car T est strictement contenu dans X . Par contre
tout minimiseur absolu de f* est bien une approximation d’un minimiseur absolu de f.

On applique, maintenant ’algorithme de Branch and Bound proposé dans le chapitre

précédent.
Algorithme 5 (Multivariable)

Entrée

n la dimension

f fonction objectif

e [a;,b;] intervalles des réelles

N nombre de quadratiques utilisées (sous-estmateurs)
e ¢ une précision donnée.

Sorties :
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e 1" minimum global de f
Transformation :

e poser z; = h;(#), ou h;(0) = = [(b; — a;) cos(w;0 + ¢;) +b; +a;], i =0,....,n— 1.

DO | —

avec 6 >0, 6 € [0,2n]

1. Initialisation k£ =0

(a) pour tout i =0,...,n Calculer 6, =a+ ai, et soit M = U3 {[0;,0::1]}

(b) Calcule K; tel que |f*'(0)] < K; pour chaque [0;,0;11] pour tout i =
0,....,n—1.

(c) Calculer 07 en utilisant (3.10) pour tout i =0,....,n — 1.
(d) Calculer UB* = min{min f(6;), min f(6;)
(e) Soit LB* =min LB avec LBF = p;(07)

i : 'indice correspondant au min L B¥

2. Itération

Tant que (UB* — LB* > ¢ et M # () faire

(a) a:=06;,b:=0;, et appliquer les étapes a,b,c et d de (1)
(b) Mettre a jour UB*
(c) Pour tout i =1,....,m; (m = card (M))
— Elimination : si (UB* — LBF < ¢) alors supprimer [0;, ;1] de M

— Sélection : si(UB* — LBF > ¢) alors sélectionner

i :l'indice correspondant au minL BY
(2

1. dk=k+1

fin Tant que
3. 0* = 0" la solution optimale correspondante au meilleur UB* trouvé.

4. Retour :
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1
Trouver x} = 5 [(bi — a;) cos(wf™ + ;) + (b; +a;)],i=0,...,n— 1.

fin algorithme

Théoréme 15
La méthode mixte Aliénor-Séparation et Fvaluation appliquée au probléme (P) converge
en un nombre fini d’itérations vers le minimum global avec une précision inférieure ou

égale a €.

Pour mesurer D'efficacité de ce couplage nous allons le comparer avec la méthode

proposée par Ouanes et al [47].

4.4 Etude numérique

Caractéristiques des fonctions test : dans ces fonctions tests d’optimisation glo-
bale [19] les dérivées partielles premiéres par rapport a toutes les variables ont les mémes
expressions.

Par exemple, considérons la fonction Rastrigin donnée par :
F:[-5.12,5.12]" - R

F(z) =10n+ i(w? — 10 cos(2mx;)). (4.8)

i=1
Pour lesquels la solution optimale globale est (0,0, ...0).

Dans le cas bidimensionnel, la fonction Rastrigin est représentée comme suit :

F(x) = 20 4+ 2% — 10 cos(2mz) 4 4? — 10 cos(27y).
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Les premiéres dérivées partielles sont :

flz) = %F(az, y) = 2z + 207 sin(27z) (4.9)
fly) = %F(m, y) = 2y + 207 sin(27y)

A partir des équations ci-dessus, il est évident que les deux dérivés ont la méme

expression qui est donnée par ;
f(t) = 2t + 207 sin(27t)

Et on a le résultat suivant :

Théoréme 16 [17]

Soit F' : () — R une fonction continue deux fois différentiable, ot () est une partie bornée
et fermée de R™. St les dérivés partielles f : () — R™ ont la méme équation par rapport a
Uensemble des variables, F' prend alors son optimum global (maximum ou minimum) en
un point ot tous les symboles ont la méme valeur et ou g(t) = /f(t)dt prend également

son optimum global (mazimum ou minimum,).
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n=-1
Rastrigin's Function f(x) = 10n + Z[x,? ~ 10 cos(2m * ;) |
=0
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Exp Alg1

[a;, b;] I Tepu
1 [—5.12,5.12]  0.000000 2.348
2 [—5.12,6.12] 0.000000 2.749
3 [—3.14, 2] 0.000000 1.521
4 [—3.14,2.5]  0.000000 1.221 (4.10)
5 [—10, 10] 0.000000  3.049
6 [—20, 20] 0.000000 1.815
7 [—0.5,1] 0.000000 1.399
8 [—1,1] 0.000000 1.509
9 [—3,9] 0.000000 1.493
10 [—0.02,7] 0.000000 1.191

Tableau 1 : Les résultats des tests obtenus par la méthode présenté dans [47] désigné par Algl
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Rastrigin function

Exp Alg2
[aia bz] f* Tcpu

1 [-5.12,5.12] 0.000000 0
2 [-5.12,6.12] 0.000000 O
3 [-3.14,2]  0.000000 0
4 [-3.14,25]  0.000000 0
5 [~10,10] 0.000000 0
6 [—20,20] 0.000000 0
7 [-0.5,1] 0.000000 0
8 [-1,1] 0.000000 0
9  [-3,9 0.000000 0
10 [-0.02,7]  0.000000 0

Tableau 2 : Les résultats des tests obtenus par la méthode proposée désigné par Alg 2.
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— Les deux tableaux montrent clairement, que notre approche est meilleure en terme

du temps d’exécution. Les résultats sont encourageants et prometteurs.

4.5 Conclusion

Le couplage de la méthode Aliénor et de la méthode Séparation et Evaluation s’est
avéré trés performant pour résoudre les problémes d’optimisation globale a variables
bornées. L’utilisation de la méthode Aliénor permet de remplacer la fonction objectif a
plusieurs variables par une fonction & une seule variable. On obtient alors un probléme
d’optimisation unidimensionnelle facile & résoudre. Les résultats numériques confirment

I'intérét de ce couplage.
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Conclusion générale

Notre travail a abouti a la résolution de tous les cas du PT4C non traités
auparavant du point de vue mathématique. Ainsi, nous avons proposé un
nouvel outil pour 'optimisation des problémes de transport des marchandises
avec capacités des chemins. nous avons réalisé un programme en langage C,

le temps d’exécution est assez rapide pour les moyennes tailles.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons présenté un nouveau type de technique
de génération de bases fiable et robuste afin de surmonter les difficultés de
la dégénérescence. Cette méthode constitue de maniére certaine une base.
Elle est trés peu consommatrice en temps de calcul et permet d’améliorer
les solutions courantes. L’efficacité de cette technique a été validée sur 40
problémes tests générés aléatoirement.

Dans le troisiéme chapitre, nous avons présentés une méthode de sous-estimateurs
de la fopnction objectif non convexe basé sur des fonctions quadratiques en
morceaux qui possédent des minima explicites. Une comparaison est effectuée
sur les bornes inférieures favorise une telle quadratique par rapport aux autres
en garantissant la sous-estimation de 1'objectif.

Cette approche est validée en considérant une une méthode déterministe de
Séparation et Evaluation qui est entiérement détaillée permet d’encadrer la
valeur du minimum global & la fin de I'exécution.

Toutefois, I'extension de cette technique au cas multidimensionnel nécessite

encore des préservations d’avantages déja requis. Notre travail est achevé par
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un couplage de la méthode d’Aliénor et la méthode Branch and Bound, qui
permet de réduire la dimension du probléme et simplifie la résolution. En
prouvant les performances de ce couplage notamment pour les problémes &
deux dimensions. On prévoit tester ce dernier sur des problémes de tailles

encore plus élevées.
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