I B B EE B E B E R B R R R R R AR B B ]

REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

Ministere de I'enseignement supérieur et de la recherche scientifique

Université de Constantine B A
Institut de Mathématiques 2563
Thése

En vue de l'obtention du diplome de Magistere

THEORE&QES ASYMPTQT‘QUES POUR LE TEMPS DE PANNE
. DE SYSTEMES K-CONSECUTIFS-SUR~N .

. MOB%ES DE PREVISIONS METEOROIDGIQUES

Présentée par :
Lamia ABADA
Soutenue le 04 Juillet 1994
Devant le jury d'examen :
Président H.KHERBACHI Béjaia :
Rapporteur : B KSIR Constantine
Examinateur : A AISSANI Blida

Examinateur : M.DAKHMOUCHE Constantine




REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
Ministere de I'enseignement supérieur et de la recherche scientifique
Université de Constantine

Institut de Mathématiques fph ?/5 67

These
En vue de lobtention du diplome de Magistere

THEOREMES ASYMPTOTIQUES POUR LE TEMPS DE PANNE
DE SYSTEMES K-CONSECUTIFS-SUR-N

MODELES DE PREVISIONS METEOROLOGIQUES

Presentéee par :

Lamia ABADA
Soutenue Le
Devant le jury d'examen :
Président - H KHERBACHI Be¢jaia
Rapporteur : B KSIR Constantine
Examinateur : A.AISSANI Blida

Examinateur :~ M.DAKHMOQUCHE Constantine



THECREMES ASYMPTOTIQUES POUR LE TEMPS DE PANNE DE SYSTEMES
K-CONSECUTIFS-SUR-N
MODELES DE PREVISIONS METEOROLOGIQUES



REMERCIEMENTS

Je remercie Monsieur B.Kslr d’avoir accepte de diriger les travaux de ma
these.Je le remercie aussl pour toute 1°'aide et le suivi gu'il A3
1emolgne pour que je pulsse etablir ce travail.

Je remercie Monsieur H.Kherbachi professeuw a 1l'universite de Bejaia,
Monsieur A.Alssani maltre de conference a 1’umversité de Blida et
Monsieur M.Uakhmouche charge de cours a l'universite de Constantine
a’avolr accepte de juger ma these.

Je remercie toute 1’éguipe du projet de recherche option fiabilite et
particullerement Manmoud et Zineb pour tous les efforts qu'ils ont
Tourni. '

Je remercie tous mes collegues de l1'institut de matnematigues qui m’ont
aonne beaucoup de conseils pour pouvolr realiser ce travail.Ainsi que
tous les membres de 1'administration. ‘

Je remercie aussi les collegues du departement d’énergitique de
1’institut de physique en particulier Salah et Mourad pour tous les
renseranements et 1’aide gqu’ils m’ont Tourni.

Je remercie entin le personnel du centre climatologigue national et

celul de la station meteorologique de Constantine.



DEDICACE

Je dedie cette these a:

La memoire de mon pére que je n'oublierai jamals.Que dieu lui accorde
sa misericorde et gqu’ll repose en paix.

Ma mere ,je la remercie pour toute |1 ° aftection, la tendresse et
l'encouragement qu’elle m’a offert et pour tout le confort qu’elle m’a
Tournl pour gque je pulsse arriver a ce stade ci.Je lui souhaite une
longue vie.

Mes grands parents .,en temoilgnage de leur affection et toutes leurs
prieres qu’ils n'ont cesse de repeter pour que je puisse reussir dans ma
vie.

Mes soeurs Haftsa et Fézet Sourouw qul ont toujours ete a mes Céfes.

Ma soew ainee Nora .son mari Mohamed et ses filles Amina et Rayane.

Mon petit Houssem.Je lul souhailte tout le bonheur et la réussite dans
sa vie.

joutes mes tantes.tous mes oncles et tous leurs entants.

Mes coplnes Fanny et Soumaya.



TABLE DE MATIERES
THEME I

STABILITE ASYMPTOTIQUE DE LA LOI DE WETBULL PAR COMPOSITION

DE STRUCTURES K-CONSECUTIVES-SUR-N

I Introduction.

1l Uetinitions et propriétes.

L[ 1 Derinmition d’un systeme k—-consecutits—sur—n.
11 2 Detinition de la loil de Weibull.

[{] Guelques theoremes de stabillite concernant les structures
en ''serie’ les structures en "'parallele” et les structures
"K-sur-n'.

111 1 Montages en serie ou en parallele des composants.

11l 2 Montages K-—sui .

[11 5 Domaines d’attraction.

IV Stabilite asymptotique de la leoi de Weibull par composition

de structures k-consecutilves—sur—n.

IV 1 CCas ou les composants sont 1ndependants et de meme loi.

IV 2 Cas ou les composants sont independants et de lois de
panne non lidentiques.

IV 3 Generalisation au cas ou les composants sont non
1ndependants.

V Lois fortes pour le temps de panne du systeme.

THEME T1

Pages
1-2
3

12-24

MODELES PROBABILISTES POUR DES PREVISIONS HETEOROLOGIQUES

I Introduction.
11 Modeles probabilistes pour des previsions meteorologigues
binaires.
IT 1 Modele mathematique.
I1 2 Estimation de « et f3.
I 3 Discrimination entre les etats meteorologiques.
[l Differents resultats obtenus concernant certaines statiwons
meteorologiques bien particulieres.



Probabilites des suites de beau temps et des suites de

mauvais temps. u3-57
IV Extension du modele preécedent. S8-67
Bibliographie.



THEME 1
STABILITE ASYMPTOTIQUE DE LA LOI DE WEIBULL PAR COMPOSITION
DE STRUCTURES K-CONSECUTIVES-SUR-N



I INTRODUCTION.

Depuis 1'introduction dans la theorie de la fiabilite des systemes
k—consecutifs-sur—n en 1980 par Kontoleon [1],il existe une litterature
intensive donnant la fiabilite d’un tel systeme sous des hypotheses
diverses,on peut consulter par exemples Derman [3] , Hwang [7].
Shanthikumar [5], Ksir et Boushaba [13],Chiang et Nui [2], Bollinger et
Salvia [4], Fu [8],pour plus de precisions. '

L’etude asymptotique 1lorsque n tend vers 1’infini qui nous
interesse ici a parcontre donneé lieu a peu de travaux gque nous
rappellerons plus loin.

Pour des systemes cohérents dont la configuration est en parallele
ou en serie des travaux.approfondis ont donne lieu a des resultats tres
developpes.Dans 18 cas ou les composants sont independants et
identiquement distribues, Fisher et Tippet en 1928 et Gnedenko en 1943
ont montre que pour des systemes a composants en ''serie' il n'existe que
trois types de lois asymptotiques possibles pour leur temps de panne. Un
resultat analogue se deduit pour le temps de panne d'un systeme a
composants en 'parallele’.

Concernant les systemes 'k-sur-n',en 1952 Smirnov a aussi montre
que pour leur temps de panne 11 n'existe que trois types de lois
asymptotiques possibles.

Méme dans le cas ou les composants sont non independants,on montre
que dans une structure en ''serie' la distribution limite des temps entre
les pannes est exponentielle.

Ici,nous nous inteéressons a d'autres types de systemes plus
exactement a des systemes dont la configuration est plus compliquee:les
systemes k—consecutifs—-su .

Un systéme k—-consecutifs-sur-n est defini de la maniére suivante:
le systeme comporte n composants disposeés lineairement,il tombe en panne
si et seulement si k composants consecutifs sont en panne.

Comme on 1'a deja noteée les systemes k-consecutifs-sur-n ont fait
1’objet de beaucoup de publications du point de wvue calcul de 1la
fiabilite.On a egalement déemontreé quelques theoremes limites notamment
dans [9] et [11].

Les systemes k—consecutifs-sur-n sont en effet trés utiles dans 1a



pratique., on les rencontre souvent dans les domaines de la
teléecommunication,des circulits integrés,dans le pompage de petrole par
pipes—-lines etc....

Le premier resultat paru concernant le comportement asymptotique du
temps de panne d’un systeme k—consecutifs—sur-n est du a Papastavridis
en 1987 (9].11 etablit un theoreme de stabilite pouw la loi de Weibull
dans le cas ou les composants sont supposes independants et de méme loi
(leur loi de panne etant la loi de Weibull).

Tres recemment en 1990,Chrissaphinou et Papastavridis ont demontre
un resultat analogue mais dans un cadre plus general;c’est a dire le cas
ou les composants sont indépendants mais de distributions de panne non
necessalrement identiques (les lois de panné sont toujours supposees des
lois de Weibull).On remarque que dans tous -les resultats déja parus
1'hypothese d’independance des composants est toujours  conservee,
bienqu’elle soit en realite restrective.Notre but est d'etablir une
generalisation au cas non independant et ce en redemontrant le resultat
etabli dans [11] d’une maniére différente qui se préte assez bien a
1'extension voulue.Notre demonstration repose sur un encadrement de la
distribution de panne du systeme.

La seconde partie de notre travail est un theoreme de loi forte du
type Erdés—Reényi-Shepp [6] pour le temps de panne du systeme dans le cas
ou les composants sont indépendants et identiquement distribues.Ici on
suppose que le parametre k croit avec n et on s’inspire des techniques

utilisees par Ksir dans [10].

Mots cles:
Systeme k—consecutifs-sur-n. Stabilite asymptotique. Loi de Weibull. Loi

forte.

N



IT DEFINITIONS ET PROPRIETES.
IT 1 DEFINITION D’UN SYSTEME K-CONSECUTIFS-SUR-N.

Un systeme k—consecutifs—sw—n . est un systeme forme de n composants
disposes lineairement.Ce systeme tombe en panne si et seulement si Kk
consecutits de ses composants sont en panne.On precise qu'un composant
ne possede que deux etats:il fonctionne ou il est en panne. cette
dichotomie est valable aussi pour le systeme lui méme.

La fonction de structure du systeme est donnee par:

n-k+1 j+k-1

ox) = U M X = max min X
j=1  i=j = 1SjSn-k+1 jSiSjek-1
ou x1,...,x6 sont les etats respectifs des composants 1,...,N.

Le temps de panne du systeme est donne par:

Zn= min max Ti
12jSn-k+1 jSi<j+k-1

ou T1""’Tn sont les temps de panne respectifs des composants 1,...,Nn.

I1 2 DEFINITION DE LA LOI DE WEIBULL.

On dit qu'une variable aleatoire reelle X suit une loi de Weibull
de parametres « et \ si sa densite par rapport a la mesure de Lebesgue
est:

Fx) = ar X7 lexp(—ax")  si x20  ;@0,150. |
. (84
Sa fonction de repartition F est F(x) = 1- exp(-Ax ).



ITT QUELQUES THEOREMES DE STABILLITE CONCERNANT LES STRUCTURES EN
"SERIE', LES STRUCTURES EN "PARALLELE" ET LES STRUCTURES '‘K-SUR-N'.

On considere un systeme coherent d’ordre n dont les composants sont
supposes identiques et indépendants.On envisage les trois compositions
de structures suivantes:
a)Montage en série des composants.
b)Montage en parallele des composants.
c)Montage k-sur-n des composants.

Soient xi.i=1,...,n les etats respectifs des Composants,Ti ,1=1,...,Nn
leurs temps de panne respectifs.S5i ®(X) est la fonction de stucture du

systeme et T son temps de panne.Alors pou les montages ci dessus on a

respectivement:
n
3) (X) =X et T=1nf T =E&
i=1 ' 1<i<n "
n n
by ®(x) =UX=1-]] 1-X) et T=swp T =7
1 1 1 ‘n
i=1 Ci=1 1<i<n :

n

{ 1 S1 E xiz K .. 1éme

c) ¢(X) = i=1 et T =T (K statistique d'ordre). -

. ‘ (k)

0 si non
On se pose la question suivante:Quels sont les types de distributions
limites prssibles pour la fonction de survie d'un systeme forme de
composants disposes selon 1'une des configurations donnees ci-dessus

lorsque le nombre de composants augmente indefiniment?
III 1 MONTAGES EN SERIE OU EN PARALLFLE DES COMPOSANTS.

0’une maniere generale pour determiner la distribution des valeurs
extrémes Enet n_on utilise la transformation Un = nF(En) ou F est la

fonction de distribution de Ti,i=1,...,n.
En effet: P(F(E ) s v/n) =P( € s F '(y/m)

= 1-(1-F(F ' y/m )" = 1-(1-(y/m))"
D'ou lim P(Ug <y) = 1- exp(~y); U tend en loi1 vers une loi

exponentielle.



Donc P(£n> xX) = ?"(x) x exp(—nF(x)) gquand n tend vers w.(?(x) = 1-F(x))
La fonction de distribution de n se déduit facilement de celle de & en
n n

utilisant la relation n= sup T. = -inf (-T.).
1Si<n ' 1€i<n

D'ou P(n < y) = P( inf(-T)) >-y) = exp(-n(1-F(y)) quand n tend vers ..
1SisSn

Dans les exemples qul suivent nous observons Cohment se comporte la
variable aleatoire Enquand la fonction de distribution F differe d’une
loi a une autre.

Exemples:

ITI-1-1- 51 F(x)

1~ exp(-Ax) alors P(E < x) = F '(x) = exp(-nix).

[11-1-2- Si F(x) = x ,0< x$ 1,alors F"(x) = exp(~-nx)

Ensult approximativement une loi exponentielle de parametre n.
P < y) = exp(-n(l-y)).
I1I-1-3- 51 F(x) = l—exp(—(lox)ﬁ),loi de Weibull W(XO,B) alors:

F'(x) = exp(—n(xox)ﬁ),donc £ suit approximativement une loi de Weibull

178
a1k

W( XO.B).On dit que la loi de Weibull est stable par composition de

stuctures en serie.

B

[I1I-1-4- Supposons que F(x) = 1-A X", x petit

P(nI/B£n>x) = exp(-(nP(T, < xn'i/ﬁ))),si n est grand

=~ exp(—nkoxﬁn_1) = exp(—koxﬁ).

/ , o
Donc n' B&ﬂconverge en loi quand n tend vers x vers une loi W(XO,B).

Evidemment, si n tend vers @,&nconverge presgue sirement vers la borne
inferieure du support de F.Pour eviter des trivialites nous normalisons
Enpar des constantes anet bnet nous cherchons la distribution limite de
(&n—bn)/an,ou an>0 et bnsont convenablement choisies (par exemple dans

1'exemple III-1-4 on a choisi a = n /P et b =0). Nous ecartons les
distributions limites degeneérees pow une raison d’evidence.
En general P(§ >x) = F(x) et P(e -b)/a ) =P(E>ax+b)

=F(ax+b)



Dans le cas de 1’exemple III-1-2 ci-dessus, en choisissant a = 1/n et

= - -.. . N = = , _ n= -X

b = 0 on obtient: lig F(anx + bn) lig (1-0/n)) '=e .

Donc la fonction de survie asymptotique d’un systeme en serie est
exponentielle lorsque ses composants (identiques) ont une fonction de
survie uniforme.

L’exemple III-1-3 avec XU= 1 i.e F(x) = 1- exp(—xB) (loi de Weibull)

donne ﬁ“(anx + Dn) = exp(—n(anx +bn)B) = exp(—xB) si on choisit

-1/8 . - . ) ,
a=n ! [et bn= Opour n=1,2,... .La loi limite est encore une loi de

Weibull de parametre .
On peut encore citer 1’'exemple suivant:

F(x) = exp(-(1-x) [x) Osxs1 pour an=(Logn)'zet bn= (Logn)/(1+.ogn) on a:
%$Q F (anx + bn) = l-exp(—exp(x)) —® <{x< +x,
Un remarque que cette derniere loi n’a de l’interét en fiabilite que si

on la considere sur ([0,+x[.

Pour cela nous allons nous interesser a £ = 1nf T d’une maniere generale,
15i5n
c’est a dire en tant que variable aleatoire reelle (et non seulement en

tant que temps de panne ).
Les lols citees dans les exemples ci—dessus different 1’une de 1’autre
en "type' ce qui nous conduit a la définition suivante:

Definition III-1-1:
Deux fonctions de distributions G et H sont dites du méme type s1 et
seulement si1 il existe des constantes A>0,B telles que:
G(Ax + B) = H(x),pour tout x.
On a le resultat fondamental suivant:

Lemme II1I-1-2:

S1 (Fn)nzoest une suite de tonctions de distributions telle que pour
tout x : |
a) F (anx + bn) — G(x) quand n — ®
b) F (a:x + b:) — G (x) quand n —
ou G et G* sont non degenerees,alors G et G" sont du méme type.

6



c’est la premiere loi w1(x) qui est la loi de Weibull de parametre de
torme B.De méme donc pour nn(temps de panne d’un systeme a composants en
parallele),la loi qui preésente beucoup d’intéerét est la seconde 1loi

w;(x) et qui est aussi une loi de Weibull de parametre «.

IIT 2 MONTAGE k-SUR—N.
omirnov (1952) [20] demontre que trois types de lois sont possibles pour

le temps de panne T (kiémestatistique d'ordre) d'un systeme “k—sur-n'.

(k)
Ces lois sont:

1 ”a k-1
a) j e “u" lau x>0 000
(k=1)! "o
Ix1%
1 -u k-1 - _
b) J e u du x<0 ,a>0 a rejeter.
(k=1)! "o
eX
c) 1 j e "u* au - X < v
(k=1)! "o

ITT 3 DOMAINES D'ATTRACTION.

Definition III-3-1:
Une distribution F appartient au domaine d’attraction minimum d’une

distribution G s’ils existent des constantes « >0, B telles que:

F'(a x + ) L, Bx) quand n — .
La fonctiun de distribution F appartient au domaine d’attraction maximum

s’ils existent des constantes an>0, Bn telles que:

F"(anx + Bn) L, G(x) quand n — x,

Notre but est de determiner les domaines d’attaction de wi,wzet A et les

domaines de wj,wg et A®.

Lemme I11-3-2:
Pour que ?n(anx +B) L5 B(x) quand n — « .il faut et il suffit que:

nF(unx + ﬁn) — -0gG(x) quand n — ®, pour tous les point de

(s 4]



continuite de G tels que G(x) # O.
Demonstration:
Puisque 1-y < —Logy s (1-y)/y, O sy < 1; il suit que:

typ oF (e + B) s Lig (onlogF (o x + B )) < Lig oF (e x + B ) /P x + 5)
or ?"(anx + Bn) L, G(x) quand N — x ou nF(anx +B) — —L0gG(x)
impliquent: lig F(anx + Bn) = 1.

Donc 1im (—ogF(x x + B )) = 1yp nF(a x + f_) ,on deduit que:

?n(a“x +8) L5 G(x) quand n— « @ nF(a x + B )— —0gG(x) quand n— =,

Domaine d’'attraction de‘la loi de Weibull:

Theoreme [11-3-3:
Une fonction de distribution F appartient au domaine d’attraction

minimum de wl(x) = 1~exp(—xa), x20 , «>0 si et seulement si:
a)ll existe X, tel que F(xo) =0 et F(x0+ £) > 0 pour tout € > O.
bylam (F(tx + x )/F(t + x,)) = X", pour x>0, ®0.

-0

Demonstration:

Supposons que les conditions a) et b) sont veérifiees.Par le lemme
tondamental on peut supposer X0=O.Oﬂ definit an=sup{x/F(x')S(l/n)SF(x+)}
Alors a> 0 et grace a 1’hypothese a) a— U quand n — ®,

A partir de la detinition du point a_on a:

n F(a;) s 1s nF(a)

En passant a la limite quand n — < on obtient:

1R (MDF(G,,,) = g Fa,,,) < g Fa) s 1< Lag rF@)) =
= %LFU nF('an—l) = }llw (.n—l)F(an-x)‘

Uonc %$@ nF(an) = 1.

Pulsque }$® (F(o)/F(t)) = X7, 0 alars

x = lip (Fa ) /[F@)) = lig (rF(a ) /rF(a)) = lig nF(@ x).

Par le lemmelll-3-2 on deduit: %;Q F(anx) = exp(—xa) pour xz0.
Pour la condition necessaire on peut consulter [14].

9



Corollaire 111-3-4:

F appartient au domaine d'attraction maximum de w:(x) = exp(—(—xa)) x=0,
x>0 si et seulement si:

a)ll existe xotel que F(xo) =1et F(xo—s) < 1, ve>0.

bylim (F(x + tx)[F(x+ 1)) = x* pour x<0, @0.

t-0

Exemple III-3-1:
Soit F la loi Gamma de densite f(y) = Xaya'?eixy/F(a) pour y20.

Pour montrer que F appartient au domaine d’attraction(minimum) de w1 on
utilise le theoreme I1I1I-3-3. En effet:

a)pour x = O,F(xo) = 0.

b) 13 (F(tx)/F(t)) = Him (xF(tx)/T(t)) = x* (en utilisant la regle de
1’Hospital).

Theoreme I111-3-5:

a) F appartient au domaine d’attraction minimum de wz(x) = 1—exp(—(—x)a)
x<0,a>0 si et seulement si:%gm F(t)/F(tx) = xa,x<0.

D) F appartient au domaine d’'attraction maximum de w;(x) = exp(—(x'a))
xz0, «>0 si et seulement si: 1im F(t)/F(tx) = x* pour tout x>0.

Soi1t maintenant F une fonction de distribution de densite f et de. taux

de panne r(x) = f(x)/ﬁ(x)-

Theoreme 111-3-6:

. d 1 -
a)jsoient F(x) < 1 pour tout x et lip dx(r(x) = 0.
Alors F appartient au domaine d’attraction maximum de A .En outre :
. - - _ NS
%59 F ((x—bn)/an) = exp(—(exp(—x)) ou bnsatlsralt F(Dn) = et

R S
A= nf(b_)
b) S5’il existe xotel que pow tout £>O,G(x0—£)<1,G(x0) =1 et si

10



11m+—g; r(x)) = U Alors G appartient au domaine d’attraction de A
X
0

Demonstration:consulter [17]

Theoreme I111-3-7:
5’1l existe x tel que F(x ) =0 et F(x0+ £) >0 pour tout £>0 et si

————) = 0,0u ®(x) = -LogF(x), alors F appartient au domaine

d’attraction minimum de A(x) = 1- exp(—exp(x)).

11



IV STABILITE ASYMPTOTIQUE DE LA LOI DE WEIBULL PAR COMPOSITION DE
STRUCTURES K—CONSECUTIVES-SUR-N.

Le but de ce chapitre est d’etablir par analogie avec ce gqu'on a vu
precedemment un théoreme de stabilite asymptotique pour la loi de
Weipbull pour le temps de panne d’un systeme k-consecutifs—sur-n. Nous
exposons plus exactement un theoreme limite analogue a celui donne dans
[11] en conservant 1'hypothese d’independance des composants, mais nous
nous basons dans la demonstration sur une methode plus generale. Par 1la
suite, vu que 1l'hypothese d’'independance est restrective, nous nous
proposons de demontrer un reésultat plus general lorsque 1les composants
possedent une dependance Markovienne.

IV 1 CAS Ou LES COMPOSANTS SONT INDEPENDANTS ET DE MEME LOI.

On consideére un systeme k-consécutifs—-sur-n les composants sont
supposeés independants et de méme loi.Soit T le temps de panne d’un
composant et Tnoelui du systeme.5i g(t) est 1la distribution de panne
d’un composant, on a le resultat suivant:

Theoreme IV-1-1:[9]

S1 q(t) est de la forme q(t) = (At)°+ to(l) Vt20 ou a et A sont des
constantes positives alors:

-~ 1/ka o4 L ak )
lyg P(n 77T s t) = 1- exp(-(At)"") V0.

Ce qui exprime le fait que si T suit une loi de Weibull W(a,») alors

nl/aan converge en lol vers une Weibull W(ak,A).

Demonstration: |

Soient p(t) = 1-q(t) = P(T>t) et R(p(t),n) = P(Tn>t) respectivement 1la
tiabilite d’un composant et celle au systeme,t = n 2k et x(t) 1’unique
racine positive du polyndme 1—pz(1+pz+...+pk'1zk'1).

11 est clair qu’on est ramene a demontrer gue:
11 R(P(t ).n) = exp(-(A)**)  vt20.

0’apres Feller(1967) p.325 [22] on rappelle que:

12



) 1= q(t )x(t )
R(p(t ),n) = (x(t )
k+l-k x(t )p(t ) ‘

-{n+1)

x(t) = 1+ p(t) Q“ ()+(k+1) (P(1)Q*(t))+...  si (k+1)p(t) >l.
Guand N — © tn—a 0 et donc q(tn) — 0 i.e p(tn) — 1,

puisque q(t) = (At)°+ o(t®) alors on
x(t) = 1+ (At)** + o(t®*) et Logx(t)

il

(lt)ak+ O(tak)‘

1]

Par substitution on obtient Logx(tn) ((lt)ak)/n + o(l/n)

Logx(tn) ((Xt)ak)/n + o(l/n) n
et - 1/(nt1) 1/(n+1) — —(At) quand n— v,

L’ou ~LogRr(p(t_),n) — (t)** quand n — w.

Le resultat est donc demontre.

IV 2 CAS Ou LES COMPOSANTS SONT INDEPENDANTS ET DE LOIS DE PANNE NON
IDENTIQUES.

Nous allons etablir un resultat plus general que theoreme IV-1-1.Ici on
s’intéeresse au cas ou les composants sont independants mais de.
distributions de panne non identiques.

Nous avons besoin des notations suivantes:

I vt Tnetant les temps de panne respectifs des composants 1,...,n du
systeme.Le temps de panne anu systeme est donne par:

Z = min max T

" 1<jSn-k+1 jSiSj+k-1"
Un désigne par Fi(t) t20i =1....,n la fonction de repartition de 1la
variable aleatoire Tii =1,...,n et on definit les quantites suivantes:
j+k-1 n-k+1
P() = MF () 1=1,...,nk+; P () =max F (t); A (1) =L P (1).
J i=j 1Sisn i=1 J

Le resultat que nous allons exposer est du a Chrissaphinou et
Papastavridis(1990) [11].1I1 est base sur 1'inegalitée de Barbour et
Eagleson [19].

Theoreme IV-2-1:[11]

< (2k-1) PY(1) + (Zk=2)P (1)

IPZst) - (1- exp(-A_(1)))]

13



Demonstration:

Pour t fixe cons idéerons la variable aleatoire Yj j = 1,...,nk+1 qui
prend la valew 1 si et seulement si tous les composants dans les
positions j,...,Jj+k-1 sont en panne et O si non.Soit Y =} Yj,le systeme
tombe en panne si et seulement si Y >O.E(Y ) = P (1) et E(Y) = An(t).

En appliquant le theoreme 2 de Barbour et Eagleson [20] nous avons:

n-k+1 j+k-1

Pr0)-(1-e") | < mindl,zh) T (EY)%+ T (EYEY +EYY)))
j=1 1=j- k+1
iZgj
Lonc ‘
n-k+1_  j+k-1
[P(Z st)-(1—exp(=A_(1))]< mm(l,EY) 2 (P (1) + L (P (DP (D Y)))
i=j- k+1
i#]
n-k+1 K n~-k+1
< EY(( Z (P ) + (D P (1) Z-2)P" (1)
j e
n- k+1
(L EY)) @&=2P)
j=1

C(ZR=1P () + (ZK-2)P(1).

Un etaplit le theoreme limite en question sous les conditions suivantes:

(a) 11 existe des nombres positifs xi,alet des fonctions @i(t) tels que:

o «a

Fl(t) e (xit) it i(D,l(t) i=1,...,npour 0stsd et un certain 5>0.
(b) }3@ ¢l(t) = 0 uniformement en 1. )

(©) lyp 2 =2

Theoreme IV-2-2:

Sous les conditions (a);(b) et (c) on a:

1)51 @ = iqf @ =« pour i=1,2,... alors:
.y 1/ka . o a QK
1im P(n Zs t) = 1- exp(-(At) ).
2351 @ >0 et pour chagque j = 1,2.... 11 existe un 1 avec jsisj+k-1
1/ k&

telque « >x alors: lig P(n
Demonstration:

11 n’est pas difficile de montrer que la borne donnée par 1'inegalite

Zst)=C

dans le theoreme IV-2-2 tend vers O quand n tend vers v.En outre,on peut

14



facilement deduire que An(t) tend vers (J\t)(xk guand n tend vers « dans
le cas 1),alors que An(t) tend vers O quand n tend vers x dans le cas 2).

Fou etablir le resultat du theoreme [VU-2-2, Chrissaphinou et
Fapastavridis se sont bases sur 1'inegalite dans le theoreme IVU-2-1.Pour
etablir cette inégalite ils se sont inspires d’un resultat de Barbow et
Eagleson ou 1'hypothese d’independance des composants est fondamentale.
Notre but est d'etablir un reéesultat analogue et qui se préte a une
generalisation au cas ou les composants possedent une dependance
Markovienne.PFour cela nous changeons de demarche et nous optons pow la
demonstration d’uﬁ resultat donnant un encadrement de la distribution de
panne du systeme.Nous le faisons d’abord dans le cas independant.

Avec les notations ci—dessus on a le resultat suivant:

Theoreme [V-2-3:

A (t)
1 < P(ZnS t) < An(t)
Aty + A+ z—8
" 1-P(t)
Demonstration:
Concernant 1'inegalite de droite,on la déduit facilement,en etfet:
n-k+1
PZ<st)y=P( min max T st) <yP( max T.s t)
" 15jSn-k+1 jSiSj+k-1 j=1  jSiSj+k-1

n-k+1 j+k-1
<Y NPT < t)
j=1 i=j !
n-k+1
CTP (M) =AM
j=1
D'ou P(Zns t) < An(t) e (1),

Par ailleurs pour t fixe consideéerons la variable aleatoife Yj qui prend
la valeur 1 si et seulement si tous les composants dans les positions
Jy...,]tk=1 sont en panne et la valewr O sinon, j=1,...n—k+1.

U’autre part definissons la variable aleatoire Y = ) Yj,on remarque gue
le systeme tombe en panne si et seulement si Y»0, c’est a dire que

P(Z < t) = P(Y > 0).0n voit clairement que EY = ) EY, = Y P (t) = A (D).



De 1’inegalite de Schwartz 11 est possible de demontrer que:

e 2
P(Y>0) > —151%—
E(YT)
~ 2 n-k+1 n-k+1
OrEC) =E((LY ) ) =E(LY+TYY)
i=1 i=1 i#]
=Zt(Y ) + LE(YY))
1#_]
= Z E(Y,) + Z E(v,v) + LE(vY)) car Yf= Y.
i-j <k’ i-j 2k’

Aty + LE(YY ) + ) E(Y. JE(Y)
1J(k IxJZk

A (L) + ) E(Y Y ) + Y E(Y. )t(Y )
(i, ])€B |1 Jle

ou B ={({,3):i,3= 1,...,n—k+1, i<3. j-i<k }

Uonc E(Y%) < A (1) + 2 Y E(YY ) + 2 L E(Y, JE(Y)

(IJ)GB i

SA(t) + 2 E(YY ) + A° (1)
(i,j)€ B
SA(t)+27F (P(ty)tre it

+A:(t)
(i,j)€ B

Car E(Y Y ) =P(Y,Y = 1) = P(Y, =1) powr (i,1)€ B

= P(x Kigoq™ Oveen X7 0)
= P(xl= 0)...P(X ., . 0) ..P(xJHM 0)
=F (.. .F (O F ()
< (P(t))j+k~‘l—i+‘l
D'ou E(Y’) S A (1) +2F )’ ANt

(i, )€ B

k-1
SA (D) + 28 (k=D (P(E) T+ AL
1=1

(e 9]
A+ T PN+ Ak

1=1

16



I ¢
SA () +2n PN T P+ A%

1=0

k+1 ,
s Aty +zn -EEL 4 A2,

" 1 - P(1) '

A (1)
bonc P(Z < t) 2 — - (2)

Ay + AR + o),
1-P(t)

Le theoreme est demontreé en combinant les inegalites (1) et (2).

Grace a ce theoreme et aux conditions (a), (b) et (c) posees au paravant
nous etablissons le resultat asymptotique analogue au theoreme [V-2-2,

Theoreme IV-2-4:

1)51 « = igf @ =« pour i=1,2,... alors:

1/ka
z

lim P(n S t) = 1- EXP(—(Xt)ak y.

2)51 « >0 et pour chague j = 1,2,... il existe un i avec Jsisj+k-1

1/ k&

telque « >x alors: lig P(n Z s t) = 0.
Demonstration:
En posant t = n Yt on a lim P(nllkdzns t) = lyg P(Z = t )

1)0n montre d’abord que quand n tend vers « nPk+1(tn) tend vers 0 et

A (t ) tend vers 1- exp(-(at)*").

%_&(B nPk+1(tn) = r];w n( max Fi(n—l/dkt))k'&l

15i<n
1/xk % 1/axk % 1/ak k+1
) - - 1 - .
= lig n( max( (2 n t) '+ (n )" e (n t)))
n 15ifn !
- }_\#@ ﬂ( max (()\.n-llakt)(x + (n—l/akt)(l @i(n_ilakt)))k+l
1<iZn !
- %$@ n( max 1£k ((lit)d + ta Qi(n—llakt)))k+1
1£13n N



= lim “7;:777; ( max((r, %+ % o (n “raky g yket
15ifn

D’autre part:

%i@ An(tn) =
n-k+1 J a k-1 a k-1
J+k-1_ _ j+k-
lim Z ((X t ) +t @ (t )) ( J+k-1tn) +tn ¢j+k—1(tn))
g k+1x -1/0k | -1/ -1/ak
=Lgl ((n t)" + (N )" ¢ (n ) ...
i=1
-1/Uk 04 -1/xk [64 -1/Uk
((xj+k-1 to+ (N v ¢j+k-1(n t))
1" o« - 1/ak oL« 1/ak
= lip —ﬁ—igl((xjt) tte (n t))...((xj*k_it) +re 0 t))
o n-k+1 1 nokel o o -1/xk
=l T e L (A nT e ().
j=1
. (94 X -1/xk
((xj+k_1t) e (0 t))

£n appliguant le theoreme de Césaro on a:

n-k+1

1ip n_k+1 Z (0% + % (n T 1/ak

-1/0k

) (64 (64
V). (G prte 0 TTY)

(04 04 ~1/ak

t))"'((xn+k-1t) +t q>n+k-1(n t?)

-1/ak

]

%5@ ((X"t)a + tu @n(n

(0n)® + t% o))" = 0™ + t%0).

D'ou 1ap A (t) = ™ + t*0(1) = 1- exp(-(A )™ ) = A(t)

En appliguant donc le theoreme [V-2-3 on a:

A% (1)
A (t) + A%(L)

< lig P(Zns th) <A (T)

Ur 1’inegaliteé de gauche entraine:

g Pz st ) > —E

n-». n n 1+ A(t)

Doul - LigP(Zst ) =linp(z>t) <1 -8
1+ A(Y)
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1

(e
1+ A(t)

) 1

T+ )™ %0

<1 - a*+ o)

exp(-(at)™)

P2

uk)

onc lig P(Zns tn) > 1- exp (-(At) = A(t).

Enfin on peut conclure que: lig P(Z <t ) = A(t)
lci on doit montrer gue quand N — « nHk+1(tn) — U et An(tn) — 0.

Ue la méme maniére qu’au 1) on peut deduire gue nPk+1(tn) — 0 quand

n— ,
Far ailleurs,
%m An(tn) =

n-k+1

o o
v J Jg
g £ (o) e ) (o), e

4 k-1 R k-1
+k- +k-

, ] +t ? )

) j+k=-1 n n

j=1

L t))

j+k

n-k+1 1 @ aj
_ i < J ’ ) .
T L o g (AT At e )

p=1

1 X k-1 (2 88 K1
j+k- jtk-
. » 4t b
RN LT ((xj+k—1 o) t ®j+k—1
jt+k-1

(t)).

Sachant que Vj = 1,2,...11 existe au moins un i: jsigj+k-1 tel que ui>a
1 _ 1

Zai/ak T e

n n’n

on a: ). a = ok+ € >ak (¢ >0) donc

D’ou %g@ An(tn) =

n-k+1 [0 4 ¢4

Sl 1 -

11g 5,21 = (O o)) (o t )
)=

(o8 k-1 (o g k-1
_ k-

_ Jrk-lie ) ®

jtk-1'n n

J

j+k-1(tn))

n

L'existance du terme fait donc en sorte que cette limite soit egale

. n
a U et par consequent %;@ An(tn) = 0.

J

Par la suite d'apres theoreme IV-2-3 on a: lig P(Zns t ) = 0.

n
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IV 3 GENERALISATION AU CAS Ou LES COMPOSANTS SONT NON INDEPENDANTS.
L'nypothese d’indépendance des composants du systeme  est

restrective. Beaucoup de systemes dans la realite ne la verifient pas.

ic1 on envisage une dependance Markovienne des composants.

Plus precisemment si Xi(t),...,xn(t) sont les variables aleatoires

representant les etats respectifs des composants 1,...,n du systeme au

temps t, alors la suite (Xi(t)) forme une chaine de Markov dont les

1Sisn
parametres sont:

F =P(X (t) =0) =P(T s t) 1sisn.
w (t) = P(X (t) =0/ X _ (t) =0) 2sisn.
ooy =P(X (1) =1/ X __(t)=1) 2<isn,
Posons: P 0 =P omax Tt ) g=1,....nk+l;
doee Jrks jSiSjek-1
n-"+1 . ‘
b (t) = ¥ Po k(D et Py = sup( max F (t) ; max o« (t) ).

Nous allons demontrer des resultats analogues a ceux obtenus dans le

paragraphe V-2,

Theoreme IV-3-1:

D (1) | |
- T (RS Y <0
D (1) +DZ(t) + 2m——H
1-(t)
Demonstratioh:
n-kfl
D'une part, P(Z <t) =P (  min max T st)< LP( max T.st)
n 1SjSn-k+1 jSiSj+k-1 j=1  jSiSj+k-1
n-k+1
N _Z Pj,...,J+k-1(t)
i=1
< Dn(t)

U’ou P(ZnS t) < Dn(t).



D’autre part pour t fixe considerons la variable aleatoire Yj qui vaut 1

si et seulement si tous les composants dans les positions j,...,J+k-=1

sont en panne et O si non, j=1,...,n-k+1. La variable aleatoire Y = Z Yj

a pour moyenne EY = Z E(Yj) = Dn(t). Le systeme tombe en panne si et
J

seulement si Y>0. Donc P(Zns t) = P(Y > 0).

. 2
On aaussi: R(Y > 0) z —LEI%—
E(Y)
. n-k+1 n- k+1
or E(Y7) = E(( Z Y ) ) = E( Z Y + LYY )

i#]

]

LE(YY) + LE(Y,Y))

i#]

LE(Y) + TE(YY)+TE(NY) qarvj=vj.

i-j <k+1’ Ix i 2k+1’

D (t) + TE(Y,Y )+ ¥EWY, JE(Y )
i- Jlxk+1J i- J'Zk+l

[P

D_(t) + YE(v.Y ) + D (t).

i- jl<k+1

Par ailleurs, pour 1,)=1,...,n—k+1 et verifiant i<j et j-i<k+l on-a:

E(Y,Y)) P(Yin= 1) = pP(y = 1Y = 1).

P(X (1) = 0uennnX (D) = 0,0, X (1) = 0)

P(X, (©)=0)P(xX, ,(0)=0/ X (©)=0)...P(X _,(0)=0/ X,  _,

P e (D "'ai+k—1(t)"'a1+k’1(t)

jtk-1-1i+1 i+k

< (P(1)) = (Pt

0ou E(Y5) < D (1) + Di(t) +27 (P(t))3~i+k
j-i<k+1
2 k+1 ot 1
SD (Y +D0 () +2n P (1) TP ()
1=0
2 Pk+1 t
S D_(t) + D7 (t) + 2n )
i ‘ 1-P (1)

(t)=0).



Donc P(Zns t) >

k+1
D (t) +D2(t) + Zn-——i—l
) 1-P(t)
Far conséquent le theoreme est demontre.

Four etablir le resultat asymptotique en question, nous avons besoin des
conditions suivantes:

(a*) Il existe des nombres positifs xi,ai,éiet des fonctions ®19t Witels

que:
& 5
(A t) "+t e (t)  1sisn
-
(v, t) '+t 'Y (v)  2si=n

-
—
t
N
!

‘Xi(t)
pour 0st<e et un certain €>0.
) {3@ @i(t) = {3@ Wi(t) = 0 unitormement en 1i.

(Cx) +$@ é1= }$@ 71= A

Theoreme IV-3-2:

Sous les conditions (a*),(bx) et (cx) ci—dessus nous avons

1) 51 & = 1nT 6 é pou i=1,2,... alors:
5
1ap P( n Z <t) = 1- exp(-(A)°%)
2) 51 &0 et pour chague j=1,2,... 1l existe un i avec jsisj+k-1 tel que
1/bk -
&> 8 : lig P t) = 0.
e alors 11m (n )

Demonstration:

La demonstration se fait de la méme maniere qu’au theéoreme [V-2-4 du

_ -1/ k
paragraphe precedent.En effet en posant t“= t on a:

k+1 k+l)

D lip npk+1(tn) lim n sup( ( max Fo(t,) ) )3 max « e ))

1<i<n 25i<n
65 5 o) 1)

= Lyg nsup(( max ((h t) ‘+t e (t))) I ( max ((v,r) ‘4t 'Y (t)))
1£iSn 25isn

k+1)

k+1 k+15

= 13@“7;:;;TSUP(( max (A, £)%+t% () (max ((r, £)24t% L(t)))
15iSn 25isSn

= 0.
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E 4 O, (1)

En remplagant t

n-k+1
%3& j¥1 Pj,...,j+k-1(tn)
n-k+1

lig 2 P( max T <t)

j=1 j<isj+k-1

n-k+1

%&m j§1 P(TJS tn’TJ+1S tn""’TJ+k—1S tn)

. n-k+}

1im j§‘1 “(Tjst,.)P(TﬁFt,./TJStn)'"P(T“k-?tnﬁ”k-z“n)
n-k+1

1ip Ei Fot) (B ()

n-k+1 Sj 6V 6_ 1 6_ 1
. . J . R i+
13 igl((xjtn) vl () (), t) T Y )

5
Jt+k-1 J+k-1

t) +t ¥ (t )

j+k-1"n n j+k-1""n’

A

n-k+1 Q
‘ 1 . 5 .6 : N t
e L(pr e ) (a0 ey 1))
&

1o} L
.((¥j+k—1tn) + 1 Wj+k_1(tn))

N o o ‘ ,
g () +t ¢ (t)) (O 0 +t®v (1))

n+1 n+1 n

e ) .
t) +t .wn+k-1(tn))

A

n+k-1
((xt)(S + 10 0(1)) ((xt)(S + 12 O(l))...((lt)‘s +t° 0(1))

((xt)<S + téo(l‘))" = (xt)&‘ + t‘s“o(1) =1 - exp(—(xt)bk)

par tn dans le theoreme IV-3-1 et en passant a la limite

quand n tend vers « le resultat se deduit exactememt de la méme maniere

que dans la demonstration du theoreme [V-2-4.C’est a dire que:

Lyp P(n

1/6k

Z < t) = 1- exp(~(kt)6k)

2) Un deduit facilement comme dans 1) gue nPkfi(tn) — 0 quand n — «,

U’autre part:
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%3@ D(\(tll) =

n-k+1 é

= lig Z((xt) e (t)) (O

) .
Jj+1 j+1 .
) + tn ¥ +1(tn))

j+1l n

j+k-1 j+k-1
'((7j+k-1tn) +tn Wj+k—1(tn))

n-k+1 . 6
j+1 j+1

S
J+k-1+vt j+k—1w ))

"t Sj*k_178k ((xj+k—1t) j+k-l(tn
n-k+1 5

B, 1
= 11y TZ———R—((XU +tJ<b(t))(u .t

j+1

o)
Jj+1 .
+t Ly_j+1(tn))

) j+k-1 j+k-1
'((yj+k-1t) tt wj+k—1(tn))

6 6

n+1 n+1

&
- 1
= %5@ 26i75k ((xnt) n+ t @ (t )) ((wr+1 ) tt n+‘l(t ))
n

b .
't) n+k—1+ t n+k-‘l\y (tn)) - O

n+k-1

(G

n+k-1
car Z&i— ok > 0.
D’ou }13‘9 Dn (tn) = () et par consequent en appliquant theéoreme IV-3-1 on a:

g rlZ=t) =0



V LOIS FORTES POUR LE TEMPS DE PANNE DU SYSTEME.

Ici on suppose que les composants du systeme sont statistiquement
indépendants et de méme loi, autrement dit les temps de panne Tl,...,Tn
des composants du systeme sont des variables aleatoires (positives)
1ndependantes.Le temps de panne du Systeme est donc:

Zn= min . max Ti
1<jSn-k+1 jSi<j+k-1
Un suppose de plus que le parametre k croit avec n (on le note kn) et on
s’1nteresse au comportement asymptotique des variables aleatoires Zn et
Z - a '

n
K ——
o Lngn

pour le choix kn = JcLogn],c>0.([x] représente la partie
entiere de x).

Solent m = E(Tl),M

ess—sup Tl,h la transtormee de Cramer de Tiet t* un

point tel que h(a) sup(at—LogE(exp(tTl))) = at’- LogE(exp(t*Ti)), pour

t>0

ar 1m,M[ et verifiant exp(-h(a)) = exp(-1/c).0n pose &(t) = E(exp(tTi)).
La borne supeérieure dans 1’expression de h(a) est atteinte en un point

t >0 car l’equation —%T%%l = a admet une solution unique dans ]0,+x|

guand a varie dans |m,M[,de plus la fonction at-Log®(t) admet une
derivee seconde strictement negative. (Pour plus de details on peut
consulter [6]).

Plus exactement dans ce chapitre nous nous interessons aux loils fortes
du type Erdos—Reényi-Shepp pour la statistigue Zn.Deheuvels [6] a etabli
ce type de lois pour certaines variables aleatoires bien particulieres
s'exprimant en fonction de la somme de variables aleatoires
indéependantes.Un autre exemple qu’'on peut citer ici est un travail de
Ksir [10] qui a etabli des resultats analogues dans un cadre Markovien
generalisant ainsi [6] et [16].

En s’inspirant des techniques utilisees par Ksir dans [10],notre but est
d'etablir des resultats analogues concernant la variable aleatoire Zn.
Nous Nous proposons de demontrer deux resultats,le premier concerne 1la
' Zn— a

convergence presque sire de ane second concerne celle de kn—_[aﬁi__‘
n

Nous avons besoin d'etablir le resultat suivant qui nous sera utile dans
la suite.



Theoreme V-1:

Soit (Yn)‘zo_uﬂe suite de nombres reels verifiant nYi—+ 0O guand n — @,

Alors uniformement par rapport a toutes les sultes X avec |Xn| < Yr,nous
\

avons:
n
P( Y T.<n@+ X)) <exp(-nh(a) exp(-nx t7).
i=1
ou a et t'verifient les conditions citees ci-dessus.
Revenant maintemnant au but du chapitre.Chacun des deux resultats que
nous allons etablir se fera en deux etapes.

Theoreme V-2:
lim sup Z < a p.s.
n n

Demonstration:
La demonstration de ce theoreme comme celles de ceux quli vont suivre
repose directement sur le lemme de Borel-Cantelli.

Four demontrer gue l%m sup Zns a p.s on est amené & demontrer que la

serie . P(Zn—'a > 0) est convergente,pour cela on va essayer de majorer
n21 '

la quantite P(Zn> a) par le terme genéral d’une serie Qqui converge.

En effet:
P(z > a) = P( min max T > a)
" 1SjSn-k+1 jSiSjek-1
n n
n-k+1
1 n
Posons Y = max T j=l.,...,n-k +1 on a  min Y (—=——— Y Y.
) ) i n . j n—-kK +1 J
jSisSj+k-1 jfjsSn-k+1 n i=s
n n
. n-k+1
1 "
fonc, P(Z > a) = P( min Y. > a) < P( Kk +1 Z Yj > a)
n . JSan-k;I n j=1
n-k+1
n

<P( Y L (n—kn+1)a)
j=1

n-k+1
n

<P( ¥ Y- (nk #ha > 0)
=1

En appliquant 1’inegalite de Tchebychev generalisee on a:



- a
Le theoreme suivant concerne la variable aleatoire kn_—fiiﬂf_"
n

Theoreme V-3:

) Z-a
1%m int kn—m—n— 2 — P.s

Demonstration:

Comme dans [6] et [10] on pose: pour j € N, nj= inf{n/ [cLogn] = J},

et pour n.sn<n. ona: Z £72=/7
J j+1 n

n n -1
J jt+1
Z -a
" 1
Montrons alors que ) P( j— < —— ) est convergente.
j21 Logj t
/. -a
] i 1 Lo
P —— y=P( 2z <a+ =L
; x n L, X
Log] t i jt
=pP( min max T, <a+ —EQQ%— )
1S1Sn-j+1 1SiSil+j-1 jt
J
n-j+1
< Y P( max T <a+—=09l )
1= 1Si<1+j-1 jt
n—'jfl
J A
< L P((max T )oo <a+ —EQS%— )
1=1 1225 Jjt
ou 6 = (91,...,Gn _j+1) est un opeératew de translation et
J

P(( max T )ob < a+ —599%- ) =P( max T <a+ —599%- )
1<i<j jt 1515 Jjt

D'ou P( Z < a+ —599%— ) < (n=3+1) P max T <a+ —599%~ )
" it ) 1€i < jt

<n. P( max T <a+ _Egﬂi_ )
J 1Sisj jt
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Sachant que

e

J
¥ T.< max T on adonc:
=1 1565

i

. F ,
P( 2 <a+ Log) ) <n. P(—;— YT <at+ Ltog) )
nj . th ] ] =1 i th

J )
<n P(TT < j(a+—=29ly)
J i=1 ! Jt*

Four Xr= —5992— les hypotheéses du theoreme V-1 sont verifiees et par
4 n't .

consequent on a:

P( Zn < a+ —E99%~ ) < nj exp(—Jh(a)) EXP(—J LOQE tx)
J jt it

< nj(exp(~Jh(a)))/J

i~

nj exp(—jh(a))

Ve

n, exp(-3/c)
De plus [CLognj] = j,pour c’>c tel que [C'Lognj] = j on a:
n < exp((j+l))/c’).

D'ou P( Z <a+ _Egﬂi_ ) < exp((j+l)/c’) exp(-j/c)
i jt
< el/c‘(el/c'-1/C)J

1./c‘-1/C)j 1/c¢c’-1/c

La serie ) (e est une série geometrique de raison e <1.

j21

Elle est donc convergente.

Z -a
no
11 s’en suit que la serie § P( j—2 < 1* )} est convergente.
iz1 Logj t
Z - a

n

On en deduit: Y P( k_ < -l: ) < +v
n21 LOQKn t

En appliquant le lemme de Borel-Cantelli on a:
Zn— a § 1
n Logkn £

1%m int K pP.S

Les deux resultats de convergence presque slire que nous voulons eétablir

ad



se resument dans les deux corocllaires suivants:

Corollaire W-1:
%&@ Zn= ap.s
Demonstration:
Un a montre dans le theoreme V-2 que l%m sup Zns ap.s...(1).

1l reste donc a montrer que l%m inf Zna ap.s.

Comme dans le theoreme V-3 on est amene a demontrer gque:), P(Zn <a) < +w
iz ]

Or P(z <a) <P(2z <a+-291 )
j i) Jjt

Dans la demonstration du theoreme V-3 on a vu que la série

LRz <a+ —EQE%—) est convergente, donc la serie 3 P(Z_ < a) est
121 ] Jt ' iz1 J

convergente,par consequent la serie ), P( Z <.a) est convergente et le
n21

lemme de Borel-Cantelli entraine: l%m inft an ap.s ...2.

En combinant les inegalites (1) et (2) on obtient: %&Q‘Zn= ap.s.

Corollaire U-2:

Zn— a
%%% kn Logkn = t* p.s.
Demonstration:
Zr~ a
On a montre dans le theoreme V-3 que lim inf k_ Légkn > ® p.s ...(3)
Z - a ‘
Il reste donc a voir que lgm sup kn ngkn < " p.S.
) Zn— a 1 Logkll
or P(k_ Cogk_ > e )=P(Z2-2a> Knt*
Logk
= P( Z>a+ :
k t

n



<p(z> a)

Dans la demonstration du theoreme V-2 on a vu que la serie ) P(Zn> a)

nx1
Z - a

n

est convergente,par consequent }. P(kn__EEEE:_

> —l; ) est convergente.
n21 t

En appliquant encore le lemme de Borel-Cantelli on a:

) Zn— a
lgm sup kn Cogk LS - P.s (A,
n t
; . ) ) Zn_ a 1
En combinant (3) et (4) on obtient %&@ K Logkn = = p.s.
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THEME T1
MODELES PROBABILISTES POUR DES PREVISIONS METEOROLOGIQUES
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1 INTRODUCTION.

Le soleil est une source d'energie d’un grand bénefice pour 1'homme.
En effet c'est grice au soleil comme grice a 1’eau que la vie sur terre
est possible.Comme son apparition pendant 1'ete est tres utile sa
disparition pendant 1’hiver 1’est aussi.Cette succession de deux etapes
differentes (ie apparition et disparition) permet de definir deux etats
meteorologiques et par rapport & un seuil bien defini concernant la
guantite d’energie regue par jour,on decide si une journee est une
journee de beau temps ''1' ou de mauvais temps ‘0.
La representation ....00110100111... d'une suite de jours donnee nous ' a
permis de penser a des resultats qu’on rencontre en theéorie de 1la
tiabilite.Et plus exactement 1le calcul des probabilites des suites
catastrophiques,c’est a dire les suites de jownees de mauvais temps
ainsi que celles des suites de jouwnees de beau temps est possible grace
a des resultats concernant les systemes k-consécutifs-sur—n [7] et [13].
Pour cela on construit un modele Markovien a deux etats:beau temps ‘'1"
et mauvais temps "0''.La methode du minimum de contraste [21] nous permet
d’estimer les probabilitgs de transition de la chaine de Markov ainsi
gerinie. A l’aide des donnees fournies par différentes stations
meteéorologiques nous calculons les probabilités citees ci-dessus,et nous
comparons avec les resultats oabtenus qguand les deux etats
meteorologiques (beau temps et mauvais temps) sont independants.
I1 est tout a fait possible de faire une extension du modele precedent
ou on a observe des suites du type ...00110100111....
Maintenant on n’'observe le processus gu’aux 1nstants de Changement.
d’etat,autrement dit la suite ci-dessus est reduite & une alternance de
0 et de 1. v
Pour 1la chaine ainsi construite,connaissant les probabilites de
transition de O a O et de 1 a 1 on peut calculer 1les probabilites de
taire i transitions de 0 aOoude 1 al (ie les probabilitées de i+l
Jjournees successives de mauvais temps ou de beau temps).

Mots cles:
Etat meteorologique. Energie solaire. [Dependance Markovienne. Suites
catastrophiques.



IT MODELES PROBABILISTES POUR DES PREVISIONS METEOROLOGIQUES BINAIRES.

Nous pensons que deux eétats meteorologiques successifts ne sont pas
statistiquement independants.Flanifier une energie solaire dans une
region doit prendre ceci en consideration.Dans le but d’etudier le
patentiel de 1l’energie solaire dans une region un modele Markovien est
developpe.Dans ce modele 1l est suppose que les etats meteorologiques
successifts sont représentes par une chaine de Markov (xn)n21a deux etats

#MC et ape.

ou X est 1'etat meteorologique a la n'
La discrimination entre une journee de beau temps et une Jjouwnee de
mauvalis temps est faite par 1le biais du calcul d'un rapport gqu’on
definira par la suite.UOn decide que c'est une journée de beau temps ou

de mauvais temps selon que ce rapport est supérieur ou inferieur a 1/2.
11 1 MODELE MATHEMATIQUE.

Le modele considere est binaire ,ilA comporte quc deux etats
meteorologiques ''‘beau temps' et ‘'mauvais temps'', et 1l'unite de temps
consideree est le jour, i.e qu’on observe 1'etat chaque jour et "la
decision prise est basee sur une methode qu’on exposera par la suite.

En representant ‘beau temps' par ''1" et ‘'mauvais temps'' par 0", nous
pouvons considerer qu’une suite d'observations est representee par une
succession de O et de 1,par exemple la suite:...110001010011110000....
Une premiere approche est de supposer que cette suite est une simple
chaine de Markov (Xn)n21i.e la probabilité qu'un jour soit ''1" depend
seulement du jour qui le preécede.Nous notons alors o« la probabilite de
transition de ‘0" a "'1" et B celle de 1" a 0" i.e:

a=P(x=1/X = 0); B=P(x=0/ X _=1).

La matrice de transition relative a ce modele est donc}donnée par:

1-B B
« 1

Une seconde approche est de considerer une extension du modeéle precedent
au cas semi-Markovien.Une etude deétaillee fera 1'objet du paragraphelll.



Revenant maintenant au modele precedent dont 1les parametres inconnus

sont o et fB.Pour pouvoir le décrire 1l faut donc les estimer.

IT 2 ESTIMATION DE « ET B.

1’estimation des parametres d’'une chaine de Markov guand une longue
suite d’observations est donnee a eteé discutee par Bartlett(1950).
Dans notre travail les estimateurs de « et B sont donnes par la methode
du minimum de contraste etudiee par Gansler (1972) [21].
Cette methode consiste a minimiser la tonction Ln(e) definie par:

n-1
Ln(e) =" Z LOQ ”(xm’xm+‘l’8)
. m=0
1—Xm X 1-X +1 I-Xm Xm Xm+1
ou 6 = (,B) et (X ,X_ . ,0) = ((1-o) ") "« 1-p ") .

11 faut donc chercher la valeur de 6 pouw laquelle Ln(e) est minimum.

~ . , . d . %) .
Soit calculer les derivees partielles I Ln(e) et —%E Ln(G) et les
egaliser a 0.0n a:

n-1

Ln(e) = - Z LDQ H(Xnn’xrn+1’8)
m=0
nol 1—)(m xm 1_Xm+1 1‘xm xm xm+-‘l
= - ¥ Log( (1—) B ") (« (1-p) )
w=0
= - ZO((1—Xm+1)(1—xm)Log(1—a) + (1-X_, )X LogB + (1-X )X Logx +
mem+ ‘ILOg(l_B) ) ' .
. n-1 (1=x ) {(1-x ) n-1 (1=X )X _
_(;_;& L (d.ﬁ) - Z m+ 1 _ Z +1 =0
¢ . wm=0 1-« m=0 (04
n-1 (l—X )X n-1 X
_(:;_ L ((IK,B) = - Z m+1 m + Z m m+1 =0
ap m=0 B m=0 1-
On a alors:
n-1 n-1
mgc(l_xm)xmi-l mgo(l—xm+1)xm
« = n-1 n-1 ;B = n-1 n-1
E (l—xm)xm+‘l + Z (l-xm+1)(l—xm) Z (1_xm+1)xm + Z mem+1
m=0 m=0 m=0 m=0

Maintenant on pose les notations suivantes:



nii(l—x

m=0

_,1)X_=n10 = nomore de transitions de 1 a 0.
n-1

L XX =nll=nomre de transitions de 1 a 1.

n-1
L (1-x_)x
w=0
n-1
¥ (l—xm)(l—Xm+l) = n00 = nombre de transitions de O a O.

m=0)

1 = nOl = nombre de transitions de O & 1.

Les estimatews de « et B s’ecrivent donc:

_ n01 _ ni0
“= 01 + no €t P Tio + nil
n10 + nll = nl = nombre de 1.
nOl + NVO = N0 = nombre de 0.

nl + n0 =n = 1a longueur de la suite.
L'estimateur du minimum de contraste de 6 est donne par:

01 nlo
0= («,.68,) = (%555 - )

IT 3 DISCRIMINATION ENTRE LES ETATS METEOROLOGIGUES.

Nous exposons dans ce paragraphe la methode choisie pour discriminer
entre les deux etats meteorologigues ''‘beau temps'' et ''mauvais temps''.
Etant donne (Zn)n21une suite d'observations,znest la valeur observee le
n‘émejour,dans ce travail la valeur de chonsiOEree est le rapport de la
radiation globale quotidienne sw 1la radiation a 1’exterieur de.
1’atmosphere ou la radiation globale est mesurée et la radiation a
1’exterieur de 1'atmosphere est calculee.

La discrimination entre les deux etats se fait de la maniére suivante:

On decide qu’une journee est une journee de "'beau temps'' si le rapport

é et qu'une jouwnee est une journee de
“mauvais temps' s’'il lui est inférieur.Pow etablir cela on s’est base

ci-dessus est superieur a

sur des travaux faits dans [15] et [18].



III DIFFERENTS RESULTATS OBTENUS CONCERNANT CERTAINES STATIONS
METEOROLOGIQUES BIEN PARTICULIERES. »

La representation d'une suite de jours donnee au paragraphe I-1,
nous a permi de pouvoir lul adapter des reésultats de la theorie de 1la
tiabilite, plus exactement des resultats concernant les  systemes
k-consecutifs-sur—-n.La defaillance d’un systeme k-consecutifs-sur-n est
en effet la probabilite qu’il y ait parmi les n composants du systeme k
consecutifs qui sont en panne c’est a dire au moins k zeros consecutifs.
Le calcul de cette probabiliteé revient & celui de 1la probabilitée que
dans une suite de n jours il y ait k journees CbnSECutives de '"mauvais
temps''.

Les travaux faits par F.K.Hwang dans [7] et B.Ksir et M.Boushaba dans
[13] nous permettent de realiser cela respectivement dans les deux cas
ingependant et Markovien.En se basant sur ces deux travaux nous allons
donc pouvolr calculer les probabilites des suites de mauvais temps ainsi
que celles des suites de beau temps et tous ces calculs sont bien -sire
possibles a partir de donnees fournies par difféerentes stations
meteorologiques .Plusieurs sceénaris seront envisages.

Nous commengons d’abord par etablir les deux theoremes suivants et par
la suite nous exposons les differents resultats que nous avons pu

realiser.

Theoreme 1I1I-1:(cas independant) (/]
Si pDest la probabilité de beau temps,qo= 1—p01a probabilite de mauvais
temps et P(po,k,n) la probabilite d’avoir k journees consecutives de
mauvais temps parmi N jownees nous avons:
- i i-1_ki i i
Rp,.k.n) =1 - L (—1)lp; qol( C:\-kxn— qOCn—ki)

i20

Demonstration:

R(po,k,n) est en effet la defaillance d’un systeme k-conseécutifs—sur-n a
composants independants et de méme probabilite de fonctionnement Py-
0’ apres theoreme 1 page 261 [7],nous avons:

1 - R(po,k,n') = Z ch) p:_j Z (—1)i Crim—jn C::ix
j2o i20
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_ i (n—ki)! joon=3 L, ~i-ki
‘Eo( 1) i?(n-(k+1)i+1)!j§0 %G Po (M IDC ) s
i n—ki)! ki _i-1 I n-(k+1)i+1-1

=T (1) Gl gk ipl T glp

5o il(n=-(k+1)i+1)! 70 "o 120 o o

L 1
(H'Kl+1—l) Cn—(k+‘1)i+l

_ i (n—ki)! ki _i-1, o
-igo( l) l‘(n—(k+1)1+1)’ qO p() (n k1+1 (n (k+1)1+1)q0)
_ Z 1 I i-1 ki(Ci _ Ci )
_120( ) Po Y n-ki+1 Jobln-wi’-

Theareme [I11-2:(cas Markaovien) [13]

S1 p est le nombre de transitions de U a U.g celui de O a1l et R(n) la
probabiliteée d'avoir k journees consecutives de mauvals temps parmi n
Journées.nous -avons:

+g+1-k . +q+1-k
Ci_i v (n-k)CP

_ [04 n-k-1 p t p v
k(n) = Z (x+g ptq+1 (Cp+q Ct+q L+ Cp+q-1Cv+q Av)
kSp+gelc Cn )
p+g-kK p+tg-k
B3 CnAk + (n—k)C n-k-1 p u p v
* Z (X;-B Pty (Cp+q-1 Cu+q-1Au+ Cp+q Cv+q-1Av)
LSp+gqan Cn

ou A = (1= B4 (1-4) 8 = (1 P8 (1-8) "5A = (1-0 PaBT (1)

et t = v-1;v = u-1;u = n—p-2q9.Cette formule est valable pour:[n/2]sksn.

104 t B

oy b= Y sont respectivement les

Les quantites a =
propbabilites de beau temps et de mauvals temps (les probabilites

stationnaires).



TABLEAUX DES DIFFERENTS RESULTATS: ,
Oans cette partie nous exposons quelgques resultats deduits de donnees
tournies par les stations meteorologiques de Constantine et d’Oran.
Nous exposons d'abord les valeurs de n11,n00,n01,n10,«,8,p et q(ou dans
ce cas p et q sont les valeurs de a et b du theoreme precedent ie les
probabilites de beau temps et de mauvais temps) dans le cas Markovien
ainsi que celles de nl,nO,pﬂet qodans le cas indeéependant pour tous les
mols de 1'annee pouwr l’annee 1986 concernant la station de Constantine
et 1’année 1991 concernant celle d’Oran.
Par la suite nous calculons les valeurs moyennes prises suw S annees
pour chague moi de 1’'annee pour a,B,p,q,pO et q, Pour les deux stations.
(Pour la station de Constantine la periode est etalee sur les annees
1982-1986,pour celle d'Oran la periode est etalee sur les annees 1987-
1991).
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3
—
[e—y

nl0

mo1| N0 « B B 3
114 |6 |6 | 14] 0.300] 0.600 | 0.333 | 0.667
216 |6 |5 | 10] 0.333 ] 0.500 | 0.400 | 0.600
316 14 [ 5 | 15]0.25 ] 0.400 | 0.365 | 0.615
412014 | 3 [ 2 |0.600]0.167 | 0.783 | 0.217
512214 [ 3 |1 [0.750]0.154 | 0.830 | 0.170
612013 [ 2 |0 | 1.000]0.111 | 0.900 | 0.100
7120 12 |2 [ 2 |0.50]0.0/7 ] 0.867 | 0.153
5125 12 |1 |2 |0.333] 0.0/4 ] 0.818 | 0.182
9121 |3 [ 2 |3 | 0.400]0.15 | 0.762 | 0.238
108 |8 |8 |6 | 0.5/1] 0.500 | 0.533 | 0.4b7
1119 | 4 | & | 12 ] 0.250 | 0.308 | 0.448 | 0.552
1207 |4 |5 | 14 ] 0.263 | 0.364 | 0.420 | 0.580

valeurs de nii,n10,n01,n00,«,3,p,q pour 1’annee 1986 (Constantine).

nl | nO P, q,
1 [ 10 { 21 | 0.323 | 0.677
2 | 12 1 16 | 0.429 | 0.571
S| 11 | 20 | 0.355 | 0.645
4 12416 0.800 | 0.200
S| 2615 0.839 | 0.161
6 2713 0.900 | 0.100
7127 14 0.871 | 0.129
B8l 2714 0.871 | 0.129
9l 24 |6 0.800 | 0.200
10 17 | 14 | 0.548 | 0.452
11] 14 | 16 | 0.467 | 0.533
121 12 | 19 ] 0.387 | 0.613

Valeurs de nl,nO,pO,q0 pour 1’annee 1986 (Constantine).
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nil} nl0f nO1| nOO « B p q
1 12115 4 0 1.000 | 0.192 | 0.839 | 0.161
2112 16 S 4 0.556 | 0.333 | 0.625 | 0.375
S 11515 6 4 0.600 | 0.250 | 0.706 | 0.294
4 1 2312 3 1 0.750 | 0.080 | 0.904 | 0.096
Slad |2 2 2 0.500 | 0.077 | 0.867 | 0.133

612910 0 0 X X X X
7 127 11 1 1 0.500 | 0.036 | 0.933 | 0.067
8 | 26 | 2 2 0 1.000 | 0.071 | 0.933 | 0.067
9 p 4|2 1 2 0.333 | 0.077 | 0.813 | 0.187
10 16 | 5 S 4 0.556 | 0.238 | 0.700 | 0.300
111 17 1 S S 2 0.714 | 0.227 | 0.759 | 0.241
12 15 1 3 3 9 0.250 | 0.167 | 0.600 | 0.400

Valeurs de ni11,n10,n01,n00,«,B,p,q pour 1’annee 1991 (Cran).

nli | nO Py A
112615 0.839 | 0.161
2118 | 10 ] 0.643 | 0.357
3121 ] 10 ] 0.677 | 0.323
4 {261 4 0.867 | 0.133
S1 2714 0.871 | 0.129
61 3010 1.000 | 0.000
7129 |2 0.935 | 0.065
g8l 29[ 2 0.935 | 0.065
91214 0.867 | 0.133
10 22 | 9 0.710 | 0.290
11 23 { 7 0.767 | 0.233
121 19 | 12 | 0.613 | 0.387

Valeurs de nl1,n0,p,q, Pour 1’annee 1991 (Oran).
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o f P P,
1 | 0.3208 | 0.5082 0.4014 0. 0.4122 0.
2 | 0.4348 | 0.3878 0.4992 0. 0.5186 0.
3 1 0.3616 | 0.4326 0.4516 0. 0.4440 0.
4 | 0.5562 | 0.2504 0.7020 0.: 0.6400 0.
S 0.5472 1 0.2350 0.7120 0. 0.7100 0.1
6 10.7500 | 0.1190 0.8628 0. 0.8668 0.
71 0.7000 | 0.0592 0.9140 0. 0.9158 0.
8 x E: x 0.9104 0.C
9 T 07042 T 0.1614 0.8074 0. 0.8134 0.
10] 0.5696 | 0.3714 0.5792 0. 0.5938 - | 0.
11 0.2746 | 0.4706 0.3866 0.6 0.3940 0.
12] 0.3042 | 0.5372 0.3632 0.¢ 0.3618 0.

Valeurs moyennes

(Constantine).

1
« B P P,
1 | 0.5190 | 0.3286 0.590 0. 0.6066 0.
2 10,5928 | 0.2710 0.6956 0. 0.7072 0.:
31 0.5812 | 0.1826 0. 7546 0. 0.7548 0.7
4 10,6850 | 0.1552 0.8152 0. 0.8066 0.
S | 0.7000 | 0.1320 0.839%0 0. 0.8322 0.
6 x x % 0.8680 0.
7 x X x 0.9096 0.C
8 b x X 0.9418 0.C
9 | 0.5858 | 0.1150 0.8260 0. 0.8468 0.
100 0.6552 | 0.2974 0.6872 0. 0.6774 0.
111 0.5518 | 0.2584 0.6686 0. 0.6/34 0.
[12] 0.4724 | 0.3162 0.6076 0. 0.6064 0.

~Valeurs moyennes de a,ﬁ,p,q,po,qo

(Oran).




Remarque:

les valeurs manquantes dans les tableaux precedents (1e x) sont dues au
tait que les nombres utilises pour le calcul de a« et B sont nuls pour
certains mois de 1’annee.

PROBABILITES DES SUITES DE BeAU TEMPS ET DES SUITES DE MAWMAIS TEMPS.
Uans cette partie nous calculons exactement les probabilites d’avoir k
Journees consecutives de mauvals temps ou de beau temps parmi n journees
gquand Kk et n varient dans les deux cas lndependant et Markovien.

(M correspond au cas Markovien et [ au cas independant).
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1 M

n=5 n=10 n=15 N=o n=10 n=15

K
2 0.7731 | 0.9391 0.9865

3 0.3708 | 0.6/794 0.8357 0.2320
4 0.1688 | 0.4008 0.5701 0.0610
5 0.2151 0.3413 0.2084
6 0.1094 0.1916 0.1014
7 0.0543 0.1044 0.0453
8 0.0261 0.0550 0.0172 0.0689
9 0.0119 0.0292 0.0044 0.0373
10 0.0151 0.0195
11 0.0077 0.0097
12 0.0038 0.0044
13 0.0018 0.0017
14 0.0008 0.0004

Probabilites des suites

de mauvais temps '‘Janvier'' (Constantine).




I

n=5 n=10 n=15 n=>5 n=10 n=15
K
2 0.5916 | 0.8360 0.9382
3 0.2268 | 0.4699 0.6359 0.1754
4 0.0813 | 0.2165 0.3327 0.0410
5 0.0926 0. 1559 0.0945
6 0.0381 0.0699 0.0392
7 0.0152 0.0307 0.0152
8 0.0058 0.0133 (.0051 0.0166
9 0.0021 0.0057 0,0012 0.0076
10 0.0024 0.0034
11 0.0010 0.0015
12 0.0004 0.0006
13 0.0002 0.0002
14 0.0001 0.0001

Frobabillites des sultes

de mauvais temps ''Fevrier'' (Constantine).

us




1 M

Nn=o n=10 n=15 n=>5 n=10 N=15
K
2 0.7209 | 0.9153 0.9776
3 0.3245 |. 0.6188 0.7/839 0.2063
4 0.1380 | 0.3402 0.4967 0.0526
5 0.1711 0.2772 0.1507
6 0.0820 0.1459 0.0695
7 0.0383 0.0748 0.029/
5 0.0172 0.0357 0.0109 0.0390
9 0.0075 0.0186 0.0028 0.0200
10 0.0091 0.0100
11 0.0044 0.0047
12 0.0020 0.0021
13 0.0009 0.0008
14 0.0004 0.0002
Probapilites des suites de mauvais temps ""Mars'' (Constantine).




I M

n=>5 n=10 n=15 n=>5 n=10 n=15
K
P 0.8013 | 0.9502 0.9901
3 0.3971 | 0.7121 0.8615 0.2260
Y 0.1880 | 0.4365 0.6112 0.0630
5 0.2427 0.3802 0.2299
6 0.1276 0.2211 0.1177
7 0.0655 0.1246 0.0556
8 0.0325 0.0684 00,0225 0.0899
9 0.0154 0.0371 0.0063 0.0516
10 0.0198 0.0287
11 0.0104 0.0151
12 0.0054 0.0073
13 0.0027 0.0030
14 0.0013 0.0008

FProbabillites des suites de mauvéis temps “'Novembre'' (Constantine).

uy




1 M
n=>5 n=10 n=15 n=>5 n=10 n=15

k .

2 0.8491 | 0.9661 0.9945

3 0.4477 | 0.7671 0.9010 0,239

4 0.2257 | 0.5021 0.6823 0.0638

5 0.2970 0.4535 0.2320

6 0.1651 0.2804 0.1153

7 0.0898 0.1676 0.0525

IS 0.0473 0.0970 0.0202 0.0841

9 0.0239 0.0556 0.0052 0.0465

10 0.0314 0.0248

11 0.0175 0.0125

12 0.0095 0.0057
P13 0.0050 0.0022
| 14 0.0025 0.0006

Probabilites des suites de mauvais temps ‘‘Decembre’ (Constantine).

4y



] M
n=5 n=10 n=15 n=5 n=10 n=15
. ‘
2 0.9427 | 0.9880 0.9989
3 0.5655 | 0.8712 0.9615 ), 3097
4 0.3278 | 0.6534 0.8242 0.1022
5 0.4420 0.6291 0.3057
6 0.2767 0, 4403 0.1686
7 0.1701 0.3200 0.0872
8 0.0102 0.1957 0.0398 0.1396
Q 0.0592 0.1256 0.0134 0.0848
10 0.0798 0.0501
11 0.0499 0.0284
12 0.0307 0.0150
13 0.0184 0.0069
14 0.0107 0.0023
Probabilites des suites de beau temps '‘Mai’’ (Constantine).




I M
n=>5 n=10 n=15 n=o n=10 n=15
K
2 1.0000 | 0.9997 1.0000
3 0.8251 | 0.9874 0.9995 0.5016
4 0.6402 | 0.9254 0.9859 0.2054
5 - 0.8157 0.9394 ' 0.5827
6 0.6507 0.8516 0.3853
7 0.5152 0.7601 0, 2390
5 0.4042 0.6165 0.1319 0. 4055
9 0.3136 0.4977 0.0545 0.2899
: 0.3996 0.2016
0.3188 0.1344
0.2524 0.0840
0.1980 0.0465
0.1536 0.0193

Frobapilites des suites de beau temps “‘Juin’’ (Constantine).




I M

Nn=5 n=10 n=15 n=>o n=10 n=15
K
2 1.0000 | 0.9986 1.0000
3 0.7383 | 0.9642 0.9954 0.4392
4 0.5186 | 0.8490 0.9548 0.1684
5 0.6873 0.8573 0.4865
6 0.5048 0.7192 0.3026
7 0.3665 0.5860 0.1762
8 0.2623 0.4407 00,0909 0.2983
G 0.1842 0.3293 0.0350 0.2014
10 0.2441 0.1320
11 0.1793 0.0829
12 0. 1302 0.0486
13 0.0932 0.0252
14 0.0654 0.0097

Probabilites des suiltes de beau temps ''Septembre’ (Constantine).

Sl




I M
n=>5 Nn=10 =15 n=>5 n=10 n=15
K
2 0.4357 | 0.6972 0.8415
3 0.1344 | 0.3015 0.4361 0.1332
4 0.0383 | 0.1098 0.1763 0.0276
5 0.0378 0.0657 0.0485
6 0.0126 0.0238 0.0174
7 0, 0041 0.0085 0.0059
8 0.0013 (J.0030 0.0017 0.0051
9 0.0004 0.0010 0.0004 0.0020
§ 0.0004 0.0008
0.0001 0.0003
0.0000 0.0001
0.0000 0.0000
0.0000 0. 0000

Probabilites des suites de mauvais temps ''Janvier' (Oran).




1 M

n=o N=10 n=15 n=>s n=10 n=15
K
2 0.4375 | 0.699%0 0.8430
3 0.1353 | 0.3033 0.4s84 0. 1424
4 0.0387 | 0.1108 0.1778 0.0325
5 . 0.0383 0.0664 0.0605
6 0.0128 0.0241 0.0236
7 0.0042 0.0086 0.0088
8 0.0013 0.0030 0.0029 0.0080
9 0.0004 0.0011 0.0007 0.0034
10 0.0004 0.0015
11 0.0001 0.0006
12 0.0000 0.0002
13 0. 0000 0.0001
14 0.0000 0.0000

Probabilites des suites
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de mauvais temps ‘‘Oecembre' (Oran).




n=>5 n=o n=10 n=15
K
2 0.989%0 0.5
3 0.6413 0.6 0.3556
4 0.4045 0. 0.1275
5 0. 0.3849
6 0. 0,2278
7 0. 0.1268
8 0. 0.0628 0.2124
9 0. 0.0232 0.1279
) 0. 0.0872
0. 0.0530
0.C 0.0301
0.C 0.0151
0. 0.0056

robabilités des suites de beau temps “Mars' (Oran).




n=o n=10 n=15 n=o n=10 n=15
K
2 1.0000 | 0.9992 1.0000
3 0.7694 | 0. 0.9975 0. 4609
4 0.5597 | 0. 0.9684 0.1830
5 0. 0.8901 0.5306
6 0. 0.7685 0.3420
7 0. 0.6469 0.2071
8 0. 0.4996 0.1116 0.3526
9 0. 0.3836 0.0451 0.2U467
10 0.2925 0.1679
11 0.2211 0.1097
12 0.1655 0.0672
13 0.1230 0.0365
14 0.0890 0.0148

Probabilites des sulites de beau temps "Mai' (Oran).




1 M

n=5 n=10 nN=15 n=o n=10 n=15
K
2 1.0000 | 0.9995 1.0000
3 0.7936 | 0,9806 0.9985 0. do64
4 0.5934 | 0.899%% 0.9770 0.1587
5 0.7694 0.9130 0.4878
6 0.4048 0.8055 0.3145
7 0.4563 0.6955 0.1917
5 0.3460 0.5486 0.1046 0.3310
k4 0.2587 0. 4303 0.0431 0,2334
10 0.3354 0.1612
11 0.259 0.1076
12 0.1989 0.0670
13 0.1508 0.0373
14 0.1128 0.0156

Probabilités des suites de beau temps ''Septemore' (Oran).




La variation des probabilites des suites de mauvals temps et des suites
de beau temps pow n tixé quand k varie est mieux expliquée dans le
modele Markovien,ce qui s’explique bien car dans ce modele on prend en
Consideration plus de parametres qui ont un role important.Dans le cas
independant les probabilités des suites de beau temps sont surestimees,

alors que les probabilites des suites de mauvais temps sont sousestimees.

oy
J



IIT EXTENSION DU MODELE PRECEDENT.

On a observe des suites du type ...100101000... (etats des journees
successives)..Maintenant on n'observe le processus gqu’aux instants de
changement d’etat.autrement dit la suite ci-dessus est reduite a une
alternance de O et de 1.

Soit rnla variable aleatoire qui designe le nombre d’unites de temps
(ici 1'unite de temps est la journee)dans l’etat O (mauvais temps) ou
1’etat 1l(beau temps) a la niémeetape On note par Y x— ou T Z T

n

Y est 1'etat du processus a la n'"““etape. S1 t est une variable

n

aleatoire sur 1l’espace (@’,a',P')telle que:
P(t‘=1) = ('l—z)zi'1 z€ 10,1 121,

Alars (Yn,ln)nzoest une chaine de Markov [2Z] detinie sur 1’espace

(N, axP(N) . PxP* ).
Lorsgue z Jdesigne pour la chaine (x ) . ia propabilite de passer de

['etat 0 a 1’etat 0.0onc 1-z est la probabilite de passer de l’etat O 3

eéme

1'etat 1)la valeur P(t = 1) = (l—z)zi_1 signifie qu'entre la n' et la

(n+1)‘i“” gétape la probabilite de faire (1-1) transitions de 0 a O est

L
(1-z)z

(Autrement dit on a eu 1 journées successives de mauvals temps).

- X
Ue ce Tait pour k€ N :

F k) = P(r < k) =} P(r =1) determine donc la loi de t .
‘ : i=1

& partir de cette formule et a 1’aide des valews de « et B determinges
3uparavant Nnous pouvons donc determiner les probabilites citees dans le
paragraphe précedent (ie les probabilites des suites de beau temps et

celles des suites de mauvais temps).En eftet on calcule exactement .1a



probabilite qu’il y ait au moins kK Jjournees consecutives de mauvais
temps sachant qu’'on demarre par mauvals temps en faisant intervenir «,
et la probabilite qu’'il y ait k Jjownees consecutives de beau temps
sachant gu’on deﬁarre par beau temps en faisant intervenir B.

Les resultats figurent dans les tableaux suivants: (5.M correspond au cas
semi Markovien).



S.M

n=5 n=10 n=15
K
2 0.3630 | 0.4469 0.45%0
3 0.2151 0,2989 0.3110
4 0.1146 | 0.1984 0.2105
5 0.1302 0.1423
b6 0.0839 0.0960
7 0.0524 0.0645
8 0.0310 0.0431
9 0.0165 0.0286
10 0.0188
11 0.0121
12 0.0076
13 0.0045
14 0.0024

P obabilites des suites de mauvais temps

S.M
n=5 n=10 n=15

k

2 0.2867 | 0.3174 0.3191
3 0.1478 | 0.1785 0.1803
4 0.0694 | 0.1000 0.1018
5 0.0557 0.0575
6 0.0307 0.0324
7 0.0165 0.0183
8 0.0085 0.0103
9 0.0040 0.0058
10 0.0032
11 0.0018
12 0.0010
13 0.0005
14 0.0002

Probabilites des suites de mauvais temps

“Janvier'' (Constantine).

"Fevrier' (Constantine).



S.M

n=>5 n=10 n=15
k
2 0.3339 | 0.3999 0. 4063
3 0.1923 | 0.2530 0. 2589
4 0.0942 | 0.1586 0.1649
5 0.0986 0.1050
6 0.0603 0.0667
7 0.0359 0.0423
g 0.0203 0.0267
9 0.0104 0.0168
10 0.0104
11 0. 0064
12 0.0038
13 00,0022
14 0.0011

Probabilites des suites de mauvais

temps ''Mars' (Constantine).

S5.M
n=os n=10 n=15

Kk

2 (0.3804 | 0.4965 0.5198
3 0.2359 | 0.3520 0.3752
4 0.1311 0.2472 0.2705
5 0.1712 0.1945
6 0.1161 0.1394
7 0.0762 0.0995
8 0.0472 0.0705
9 0.0263 0.0495
10 0.0343
11 0.0233
12 0.0153
13 0.0095
14 0.0053

Probabilités des suites de mauvais temps
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“Novempre' (Constantine).



Proab

S.M

n=>5 n=10 n=15
K
2 0.3707 0.4659 0.4814
3 0.2235 | 0.3186 0.3341
4 0.1210 | 0.2161 0.2316
5 0.1448 0.1603
6 0.0951 0.1106
7 0.0606 0.0761
8 0,0365 0.0520
9 0.0198 0.0355
10 0.0236
11 0.0155
12 0.0099
13 0.0060
14 0.0032

lites des suites de mauvals temps ‘‘Decembre’” (Constantine).

5.M
n=>o5 n=10 n=15

k

2 0.3848 | 0.5327 0.5715
3 0.2473 | 0.3952 0.4339
4 0.1403 | 0.2900 0.3287
5 0.2095 0.2482
6 0.1479 0.1867
7 0.1008 0.1396
8 0.0648 0.1025
9 0.0372 0.0760
10 0.0549
11 0.0388
12 0.0264
13 0.0170
14 0.0098

Frobabilits des suites de beau temps

“Mai' (Constantine).



S5.M
n=5 n=10 n=15

k

2 0.3086 | 0.5280 U.6445
K] 0.2162 | 0.4356 0.5521
4 0.1349 | 0.3543 0.4707
5 0.2826 0.3990
6 0.2194 0.3359
7 0.1638 0.2802
8 0.1148 0.2312
9 0.0716 0.1880"
10 0.1480
11 0.1165
12 0.086Y
13 0.060Y
14 0.0380

Probabilitésdes suites de

beau temps ‘‘Juin’ (Constantine).

5.M

=S n=10 n=15
K
2 0.3551 | 0.5589 0.6436
3 0.2418 | 0.4456 0.5303
4 0.1467 | 0.3505 0.4352
5 0.2707 0.3555
6 0.2038 0.2885
7 0.1476 0.2324
8 0.1005 0.1852
9 0.0610 0.1457
10 0.1126
11 0.0847
12 0.0614
13 0.0418
14 0.0254

Frobabilités des suites de beau temps

“Septembre’ (Constantine).



5.M
n=>5 n=10 n=15

K

2 0.2190 | 0.2310 0.2314
3 0.0989 | 0.1110 0.1113
4 0.0411 0.0532 0.0535
5 0.0254 0.0257
6 0.0121 0.0124
7/ 0.0056 0. 0060
8 0.0026 0.0029
9 0.0011 0.0014
10 0.0007
11 0.0003
12 0.0002
13 0.0001
14 0.0000

Frobabili tes des suites de mauvais temps ''Janvier' (Oran).

. S.M
n=o5 n=10 n=15

K

2 0.2571 | 0.2779 0.2788
3 0.1255 | 0.1463 0.1472
4 0.0561 | 0.0768 0.0777
5 0.0402 0.0410
6 0.0210 0.0216
7 0.0106 0.0114
8 0,0052 0.0060
9 0.0023 0.0032
10 0.0017
11 0.0009
12 0.0004
13 0.0002
14 0.0001

probabilites des suites de mauvals temps ''‘Decembre’’ (Oran).



S.M

n=>o n=10 n=15
K
2 0.3701 | 0.5592 0.6281
3 0.2479 | 0.4371 0.5059
4 0.1482 | 0.3373 0.4061
S5 0.2558 0.324d6
6 0.1891 0.2580
7 0.1347 0.2036
8 0.0903 0.1591
9 0.0539 0.1228
10 0.0931
11 0.0689
12 0.0490)
13 0.0329
14 0.0196

probabillites des suites de beau temps ‘‘Mars’ (Oran).

S.M
n=5 N=10 n=15

Kk

2 0.3258 | 0.5427 U.6496
3 0.2268 | 0.4433 0.5501
4 0.1400 | 0.3569 0.4638
5 0.2820 0.3889
6 0.2170 0.3239
7 0.1605 0.2674
8 0.1115 0.2184
9 0.0690 0.1759
10 0.1389
11 0. 1069
12 0.0791
13 0.0549
14 0.0340

probabilites des suites de beau temps "'Mai'’ (Oran).
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5.M

n= n=10 n=15
K A
2 0.3028 | 0.5224 0.6415
3 0.2127 | 0.4323 0.5516
4 0.1400 | 0.3526 0.4718
5 0.2821 0.4013
6 0.2196 0.3389.
7 0.1644 0.2836
8 0.1155 0.2347
9 0.0722 0.1914
10 0.1531
11 0.1192
12 0.0892
13 0.0627
14 0.0392

probabilites des suites de beau temps '‘Septembre’’ (Oran).



Entin.il est tout a fait possible de realiser une etude similaire pour
toutes les stations meteorologiques et les zones maritimes algeriennes.

Une extension au cas ou il y a plus de deux etats meteorologiques
donnera des resultats plus significatifs dans le cas ou on dispose de

methodes de calcul des probabilites de suites catastrophiques.
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