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THEME I
STABILITE ASYMPTOTIQUE DE LA LOI DE WEIBULL PAR COMPOSITION

DE STRUCTURES K-CONSECUTIVES-SUR-N



I INTRODUCTION.

Depuis l’introduction dans la théorie de la fiabilité des systèmes

k-consécutifs-sur-n en I960 par Kontoleon [l],il existe une littérature
intensive donnant la fiabilité d’un tel système sous des hypothèses

diverses,on peut consulter par exemples Derman [3] , Hwang [7],
Shanthikumar [5], Ksir et Boushaba [13],Chiang et Nui [2], Bollinger et
Salvia [4], Fu [6],pour plus de précisions.

L’étude asymptotique lorsque n tend vers l’infini qui nous
interesse ici a parcontre donné lieu a peu de travaux que nous
rappellerons plus loin.

Pour des systèmes cohérents dont la configuration est en parallèle

ou en série des travaux approfondis ont donné lieu a des résultats très
développés.Dans la cas où les composants sont indépendants et
identiquement distribues, Fisher et Tippet en 1928 et Gnedenko en 1943
ont montre que pour des systèmes a composants en "série" il n’existe que

trois types de lois asymptotiques possibles pour leur temps de panne. Un
résultat analogue se déduit pour le temps de panne d’un système a
composants en "parallèle".

Concernant les systèmes "k-sur-n",en 1952 Smirnov a aussi montré

que pour leur temps de panne il n’existe que trois types de lois
asymptotiques possibles.

Même dans le cas où les composants sont non indépendants,on montre
que dans une structure en "série" la distribution limite des temps entre

les pannes est exponentielle.

Ici,nous nous intéressons a d’autres types de systèmes plus

exactement â des systèmes dont la configuration est plus compliquée:les
systèmes k-consecutifs-sur-n.

Un système k-consécutifs-sui—n est défini de la manière suivante:
le système comporte n composants disposés linéairement,il tombe en panne

si et seulement si k composants consécutifs sont en panne.

Comme on l’a déjà noté les systèmes k-consécutifs-sur-n ont fait
l’objet de beaucoup de publications du point de vue calcul de la
fiabilité.On a également démontré quelques théorèmes limites notamment
dans [9] et [11].

Les systèmes k-consécutifs-sur-n sont en effet très utiles dans la

»
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pratique, on les rencontre souvent dans les domaines de la
telecommunication,des circuits intégrés,dans le pompage de pétrole par

pipes-lines etc
Le premier résultat paru concernant le comportement asymptotique du

temps de panne d’un système k-consecutifs-sur-n est du a Papastavridis

en 1987 [9],Il établit un theoreme de stabilité pour la loi de Weibull
dans le cas où les composants sont supposes indépendants et de même loi
(leur loi de panne étant la loi de Weibull).

1res récemment en 199Ü,Chrissaphinou et Papastavridis ont démontré

un résultat analogue mais dans un cadre plus général;c’est a dire le cas
ou les composants sont indépendants mais de distributions de panne non
nécessairement identiques (les lois de panne sont toujours supposées des

lois de Weibull).On remarque que dans tous les résultats déjà parus

1'hypothèse d’independance des composants est toujours conservée,

bienqu’elle soit en réalité restrective.Notre but est d’établir une

généralisation au cas non indépendant et ce en redemontrant le résultat

établi dans [11] d’une maniéré differente qui se prête assez bien â

l'extension voulue.Notre démonstration repose sur un encadrement de la

distribution de panne du système.

La seconde partie de notre travail est un theoreme de loi forte du

type Erdos-Rényi-Shepp [6] pour le temps de panne du système dans le cas

ou les composants sont indépendants et identiquement distribués.Ici on

suppose que le paramétré k croit avec n et on s’inspire des techniques

utilisées par Ksir dans [10].

Mots clés:

Système k-consecutifs-sur-n. Stabilité asymptotique. Loi de Weibull. Loi

forte.
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II DEFINITIONS ET PROPRIETES.

II 1 DEFINITION D’UN SYSTEME K-CONSECUTIFS-SUR-N.

Un système k-consecutifs-sur-n est an système forme de n composants

disposes linéairement.Ce système tombe en panne si et seulement si k

consécutifs de ses composants sont en panne.On precise qu’un composant

ne possédé que deux états:il fonctionne ou il est en panne, cette

dichotomie est valable aussi pour le système lui même.

La fonction de structure du système est donnée par:

n-k+l j+k-l

<t>(X) = 11 min
jin- k + 1 jiiij+k-l

ou X ,...,X sont les états respectifs des composants 1,...,n.
1 n

[] X . = max
j=l i=J

Le temps de panne du système est donne par:

Tmin
lijin-k+l jÿi<j+k-l

où T .....T sont les temps de panne respectifs des composants l,...,n.

Z = max

1’ n

Il 2 DEFINITION DE LA LOI DE WEIBULL.

On dit qu’une variable aléatoire reelle X suit une loi de Weibuil

de paramétrés « et X si sa densité par rapport â la mesure de Lebesgue

est:

exp(-Xxa) si x£Ü ;«>û,X>0.

Sa fonction de repartition F est F(x) = 1- exp(-Xxa).
a- 1

f fx) = aX x

3



Ill QUELQUES THEOREMES DE STABILLITE CONCERNANT LES STRUCTURES EN
"SERIE11 LES STRUCTURES EN "PARAI I Fl F" ET LES STRUCTURES "K-SUR-N".

Ûn considéré on système coherent d'ordre n dont les composants sont
supposes identiques et indépendants.On envisage les trois compositions

de structures suivantes:
a)Montage en série des composants.

b)Montage en parallèle des composants.

c)Montage k-sur-n des composants.

Soient X .i=l,...,n les états respectifs des composants,T
leurs temps de panne respectifs.Si $(X) est la fonction de stucture du

système et T son temps de panne.Alors pour les montages ci dessus on a
respectivement:

,i=l n
i

a) <t>(X) = fl X. et I = inf T
l<i£n

rt n
b) T(X) = il X.= 1- n(1—X.) et T = sup T

1 • i=l
1

l£i<n

= Ç
ni i

i = 1

= rinL
i = 1

n
1 si £ X ≥ k

i = i
1

Û si non

i éme
el T - T(k)(k statistique d’ordre).c) 4>(X) -

Ûn se pose la question suivante:Quels sont les types de distributions

limites possibles pour la fonction de survie d'un système forme de

composants disposes selon l’une des configurations données ci-dessus

lorsque le nombre de composants augmente indéfiniment?

Ill 1 MONTAGES EN SERIE OU EN PARALLELE DES COMPOSANTS.

valeurs

est la
D’une maniéré generale pour determiner la distribution des

extrêmes Ç et n on utilise la transformation U = nF(Ç ) où F
n n n n

fonction de distribution de T ,i=l,...,n.

En effet: P(F(Çn) ≤ y/n) = P( F l(y/n))

= l-(1~F(F 1(y/n)))n = 1—(1—(y/n))n
D’où ljÿtp F(Un ≤ y) = 1- exp(-y); Un tend en loi vers une
exponentielle.

loi

4



Donc P(ÿn> x) = Fn(x) exp(-nF(x)) quand n tend vers ».(F(x) = l-F(x))
La fonction de distribution de r/ se déduit facilement de celle de E enn n
utilisant la relation rj_= sup T. = -inf (-T).

liiin
1

D’où P(Hn< y) = P( inf(-T ) >-y) ≥ exp(-n(l-f(y)) quand n tend vers <*>,.

□ans les exemples qui suivent nous observons comment se comporte la

variable aléatoire E quand la fonction de distribution F différé d’unen

loi a une autre.

Exemples:

III-l-l- Si F(x) = 1- exp(-Xx) alors P(£ < x) = Fn(x) = exp(-nXx).
n

Il1-1-2- Si F(x) = x ,0ÿ xÿ 1,alors Fn(x) exp(-nxi

E suit approximativement une loi exponentielle de parainetre n.
n

P(H ≤ Y) - exp(-n(l-y)).
Il

II1-1-3- Si F(x) = l-exp(-(Xox)ÿ),loi de Weibull W(Xo,0) alors:

Fn(x) = exp(-n(XQx)ÿ).donc Çÿsuit approximativement une loi de

Xo<0).Cln dit que la loi de Weibull est stable par composition de

stuctures en sérié.

i

Weibull

1 /0W(n

II1-1-4- Supposons que F(x) =* 1-Xÿxÿ
-i/p

,x petit

))),si n est grandi//3Ç >x) * exp(-(nP(Tÿ xn

- exp(-nXoxÿn_1) = exp(-Xoxÿ).
E converge en loi quand n tend vers *ÿ vers une loi W(X ,/3).

Evidemment, si n tend vers converge presque sûrement vers la borne
n

inferieure du support de F.Pour éviter des trivialités nous normalisons

P(n

i //3Donc n

E par des constantes a et b et nous cherchons la distribution limite de
n n n

(E -b )/a ,où a >0 et b sont convenablement choisies (par exemple
n ri ' n n n

dans

et b = 0). Nous écartons lesl’exemple II1-1-4 on a choisi aÿ =
distributions limites dégénérées pour une raison d’évidence.

En general P(?n>x) = F(x) et P((En~E>t)/an) = P(?n> anx + bn)
= F(a x + b )v n n'

b



Dans le cas de l’exemple 111—1—2! ci-dessus, en choisissant a = 1/nn

bÿ= 0 on obtient: F(aÿx + bÿ) = lÿgj (l-(x/n))n= e~x.
Donc la fonction de survie asymptotique d’un système en série est
exponentielle lorsque ses composants (identiques) ont une fonction de
survie uniforme.

et

PL’exemple 111—1—3 avec X = 1 i.e F(x) = 1- exp(-x ) (loi de Weibull)

donne Fn(a x + b ) = exp(-n(a x +b )ÿ) = exp(-xÿ) si on choisitv n n' n n '
-i /fi . ,a = n et b =n n

Weibull de paramètre /3.
On peut encore citer l'exemple suivant:

F(x) = exp(-(l-x)/x) Oÿxÿl pour an=(Logn) "“et bÿ= (Logn)'/(l-H_ogn) on a:

ijyj Fn(anx + bÿ) = l-exp(-exp(x) )

Ün remarque que cette dernière loi n’a de l’intérêt en fiabilité que si

on la considère sur [Ü,-w>[.

Pour cela nous allons nous intéresser â ( = inf T d’une maniéré generale,
n . i

îÿÿn

c’est a dire en tant que variable aléatoire reelle (et non seulement en

tant que temps de panne ) .
Les lois citées dans les exemples ci-dessus different l’une de l’autre

en "type" ce qui nous conduit â la définition suivante:

0 pour n = 1,2.....La loi limite est encore une loi de

-oo <X< -Hï'.

Definition III-l-l:
Deux fonctions de distributions G et Fi sont dites du même type si et

seulement si il existe des constantes A>Ü,B telles que:

G(Ax + 6) = Fl(x),pour tout x.

Ün a le résultat fondamental suivant:

Lemme II1-1-2:

est une suite de fonctions de distributions telle que pourSl <F„L«
tout x :

a) P (a x + b )v n ri

b) F (a*x + b*)v n n 7

ou G et G* sont non dégénérées,alors G et G* sont du même type.

G(x) quand n -

G*(x) quand n

00

00
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c’est la première loi Wÿx) qui est la loi de Weibull de paramétré de

torme 0.0e même donc pour rj (temps de panne d’un système a composants en
parallèle),1a loi qui présente beucoup d’intérêt est la seconde loi

W*(x) et qui est aussi une loi de Weibull de paramétré a,

III 2 MONTAGE k-SUR-n.
Smirnov (1952) [201 démontré que trois types de lois sont possibles pour

i èmeie temps de panne T (k

Ces lois sont:

statistique d'ordre) d’un système "k-sur-n".

a

f -U k-1e u du1 x>0 ,a>0a)
(k-1)! o

a„lxlr -u k-iJ e u1 x<0 ,«>üdub) a rejeter.
(k-1)! “o

re -u k-ie u du
J o

1c) < X <
(k-1)!

III 3 DOMAINES D’ATTRACTION.

Definition II1-3-1:
une distribution F appartient au domaine d’attraction minimum d’une

distribution G s’ils existent des constantes a >0, 0 telles que:
n n

Fn(a x + 0 )
La fonction de distribution F appartient au domaine d’attraction maximum

s’ils existent des constantes a >0, 0 telles que:
n n

Fn(a x + 0 ) -!=-> G(x) quand n
Notre but est de determiner les domaines d’attaction de kÿ.kÿet A et les

domaines de W*,W* et A*.

L G(x) quand n

00.

Lemme II1-3-2:

Pour que Fn(a x + 0 )
n n

nF(« x + 0 )
n n

L G(x) quand n ,il faut et il suffit que:PO

-LogG(x) quand n —» «•, pour tous les point de

8



continuitÊ de G tels que G(xJ * 0.

Démonstration:
Puisque l-y ≤ -Logy ≤ (l-y)/y, G ≤ y ≤ 1; il suit que:

}M + O ≤ km (-nlogF(«nx + pj) < lÿg nF(«x + Pn)/F(ax + pj
or Fn(ot x + 0 )-=-» G(x) quand n

impliquent: lyg F(«nx + /?n) = 1.

® ou np(a x + ) -LogG(x)

Donc 1ÿ (-LogF(oÿx + 0n)) = nF(anx + P ) .on déduit que:

Fn(«,x + PJ L G(x) quand n—» «ÿ « nF(aÿx + p ) -LogG(x) quand n—»

Domaine d’attraction de la loi de Weibull:

Theoreme II1-3-3:
Une fonction de distribution F appartient au domaine d’attraction

minimum de Wt(x) = l-exp(-xa), xÿÜ , «>0 si et seulement si:

a)11 existe xQ tel que F(xQ) = 0 et F(XQ+ c) > 0 pour tout c > 0.

b)lim+(F(tx + x )/F(t + x )) = xa,pour x>0, «>0.

Démonstration:

Supposons que les conditions a) et b) sont vérifiées.Par le lemme

fondamental on peut supposer x =Û.0n définit an=sup{x/F(x )£(l/n)ÿF(x+)}

Alors a > G et grâce a l’hypothèse a) a —» G quand n
n n

A partir de la definition du point an on a:

n F(a+) ≤ 1ÿ nF(a )
n n

En passant a la limite quand n —» on obtient:

km (n+1>F(an+i> = km km nF(aj

* km nF(an-l) = km
Donc lÿfrt nF(a )- 1.

Puisque (F(tx)/F(t)) = xu, x>G alors

x = im (F(anx)/F(an)) = (nt{ax)/rf(aj)= 1ÿ nFÿx).
Par le iemmell1-3-2 on déduit: lÿgj FCaÿx) = exp(-xa) pour xÿÛ.

Pour la condition necessaire on peut consulter [14].

00.

lin "UO s≤ 1 ≤

9



Corollaire II1-3-4:

F appartient au domaine d’attraction maximum de W*(xj = exp(-(-x“)) xÿü,

cx>0 si et seulement si:

a) 11 existe xütel que F(xQ) = 1 et F(x -e) < 1, Vc>0.

b.)lim+(F(x + tx)/F(x + t) ) = xa pour x<û, «>û.
t-»o+

Exemple II1-3-1:

Soit F la loi Gamma de densité f (y) = Xaya' le"*y/r(a) pour yÿÛ.

Four montrer que F appartient au domaine d’attraction(minimum) de W
utilise le theoreme II1-3-3. En effet:
a)pour xQ= Ü,F(xQ) = 0.

h) J40 (F(tx)/F(t) ) = (xf (txj/f (t) )
l’Flospitalj .

on

(X
(en utilisant la regie de= x

Theoreme II1-3-5:
a

a) F appartient au domaine d’attraction minimum de W2(x) = l-exp(-(-xl )

xaj.wû si et seulerrent si:JW F(t)/F(tx) = x“,x<0.
0) F appartient au domaine d’attraction maximum de W2(x) = exp(-(x ))

xÿO. a>u si et seulement si: F(t)/F(tx) = x* pour tout x>0.

Soit maintenant F une fonction de distribution de densité f et de. taux

de panne r(x) = f(x)/F(x).

Theoreme II1-3-6:

a) soient F(x) < 1 pour tout x et ) =0.

Alors F appartient au domaine d’attraction maximum de A*.En outre :

lira F ((x-b )/a ) = exp(-(exp(-x) ) ou b satisfait F(b ) = et
n n n n D

îan nf(bn)
b) S’il existe xotei que pour tout oü,G(xrj-e)<i ,G(xo) = 1 et si

10



J—I+-ÿ(j—y) = 0.Alors G appartient au domaine d’attraction de A .lim
x-»xo
Demonstration:consulter [17]

Theoreme II1-3-7:
S’il existe xotel que F(xQ) = 0 et F(xo+ c) >0 pour tout oû et si

d , 1iim- dxU’(x)) = O.ou <t>(x) = -LogF(x), alors F appartient au domaine
X-»Xo
d’attraction minimum de A(x) = 1- exp(-exp(x)).

11



IV STABILITE ASYMPTOTIQUE DE LA LOI DE WEIBULL P£R COMPOSITION DE
STRUCTURES K-CONSECUTIÆS-SUR-N.

Le but de ce chapitre est d’établir par analogie avec ce qu’on a vu
précédemment un théorème de stabilité asymptotique pour la loi de

weibull pour le temps de panne d’un système k-consécutifs-sur-n. Nous
exposons plus exactement un théorème limite analogue a celui donne dans

I'll] en conservant l’hypothèse d’indépendance des composants, mais nous
nous basons dans la demonstration sur une méthode plus generale. Par la
suite, vu que 1’hypothèse d’indépendance est restrective, nous nous
proposons de démontrer un résultat plus general lorsque les composants

possèdent une dépendance Markovienne.

IV 1 CAS Où LES COMPOSANTS SONT INDEPENDANTS ET DE MEME LOI.

On considéré un système k-consécutifs-sur-n les composants sont
supposes indépendants et de meme loi.Soit T le temps de panne d’un
composant et T celui du système.Si q(t) est la distribution de panne

n

d’un composant, on a le résultat suivant:

Théorème IV-1-1:[9]

Si q(t) est de la forme q(t) = (Xt)a+ tao(l) Vtzü où a et X sont des

constantes positives alors:

T ≤ t) = 1- exp(-(xt)ak) VtiQ.
n

Ce qui exprime le fait que si T suit une loi de Weibull W(a,X) alors
1 /a k

1 /kam p<n

T converge en loi vers une Weibull W(ak,X).
n

Démonstration:

Soient p(t) = l-q(t) = P(T>t) et R(p(t),n) = P(T >t) respectivement la

fiabilité d’un composant et celle du système,t = n
n

racine positive du polynôme l-pz(l+pz+...+pk"1zk’a).
Il est clair qu’on est ramené a démontrer que:

U(|ft(p(tn),n) = exp(-(Xt)ak) Vtzü.

D’après Feller(1967) p.325 [22] on rappelle que:

n

- l/ak et x(t) l’unique

12



1- q(t )x(t )
n n -(n+ 1)w(p(tn),n) * (x<V)

k+l-k x(t )p(t )
ri n

x(t) = 1+ p(t) qk(t)+(k+l)(p(t)qk(t))+... si (k+l)p(t) >1.

Quand n oo t —» Ü et donc q(t j ->Ü i.e p(t )n n n

puisque q(t) = (Xt)a+ o(ta) alors on a:
xft) = 1+ (Xt)ak + o(tak) et Logx(t) = (Xt)ak+ o(tak).

1,

- 0i kPar substitution on obtient Logx(t ) = ((Xt) )/n + o(l/n)n

((Xt)ak)/n + o(l/n)Logx(t )
n ak-(Xt) quand n—» •*.et - 1/ (n+1)1/(n+1)

akD’où -LogK(p(tn),n)
Le résultat est donc démontré.

(Xt) quand n 00,

19 2 CAS Où LES COMPOSANTS SONT INDEPENDANTS ET DE LOIS DE PANNE NON
IDENTIQUES.

Nous allons établir un résultat plus général que théorème 19-1-1.Ici on

s’intéresse au cas où les composants sont indépendants mais

distributions de panne non identiques.

Nous avons besoin des notations suivantes:

T étant les temps de panne respectifs des composants 1.....n du

de

T
i

système.Le temps de panne Zÿdu système est donne par:

max IZn= min
" lijin-k+l jSiij+k-l

Un design» par F (t) tÿÛ i = 1.....n la fonction de répartition de la

variable aléatoire T.i = l,...,n et on définit les quantités suivantes:

i

i
n-k + 1

P (t) = n F (t) j = 1,...,n-k+l; P (t) = max F (t); A (t) = I P (t).
1 1 lÿiin

1
j=t J

Le résultat que nous allons exposer est du a Chrissaphinou

Papastavndis(l990) [11].Il est base sur l’inégalité de Barbour et

tagieson [19].

j+ k - 1

i= j

et

Théorème 10-2-1:111]

|P(Z ≤ t) - (1- exp(-An(t)))| < (2k-l) Pk(t) + (2k-2)P(t)

13



Demonstration:
Pour t fixe considérons la variable aléatoire Y j = l,...,n-k+l qui

prend la valeur 1 si et seulement si tous les composants dans les
positions j.....j+k-1 sont en panne et Ü si non.Soit Y = £ Y ,1e système

tombe en panne si et seulement si Y >Ü.E(Y ) = P (t) et E(Y) = A (t).
J j n

En appliquant le theoreme 2 de Barbour et Eagleson [2Û] nous avons:
, n-k+l j+k-1

|P(Y>Û)-(l-e"EY)| < min(l.gi) £((EY )2+ £ (EY.EY + E(Y.Y )))
j= l i = j-k+1

i/j
Donc

n- k + 1 j+k-1
|P(Z *t)-(l-exp(-A (t))|< min(l,iÿ) £ (Pÿtj + £ (P (t)P (t)+E(Y Y )))

j=i J i=j-k+i J J

i/j
, n-k+l n-k+l

< 4ÿ(( £ P (t)Pk(tj) + (£ P (t))(2k-2jPk(t}+
j = i ,i = i

n-k+l

+( £ EY )(2k-2)P(t))
j = i

< (2k—1)pk(t) + (2k-2)P(t).

Un établit le theoreme limite en question sous les conditions suivantes:

(a) Il existe des nombres positifs X.,oret des fonctions $.(t) tels que:

a a
ii

+ t (t) i = 1.....n pour (Jïÿô et un certain <5>Ü.F . (t) = (X.t)

(b) <î> (t) = 0 uniformément en i.
■

(c) X.= X.

Theoreme ID-2-2:
Sous les conditions (a);(b) et (c) on a:

1 )Si u - inf a.= a. pour i = 1,2.... alors:

t) = 1- expC-CXt)0ÿ ).

2)Si a >0 et pour chaque j = 1,2,... il existe un i avec jÿiÿ+k-l

i/ kO!p(n

1/k«telque «.>« alors: ljÿ P(n
Demonstration:
Il n’est pas difficile de montrer que la borne donnée par 1'inégalité

dans le theoreme ID-2-2 tend vers Û quand n tend vers *.En outre,on peut

Z ≤ t) = 0.
n y

14



IX kfacilement déduire que A (t) tend vers (Xt)
n

le cas l),alcrs que A (t) tend vers Û quand n tend vers » dans le cas 2).n

Pour établir le résultat du théorème IV-2-2,

quand n tend vers *• dans

Chrissaphinou et

Papastavridls se sont bases sur 1’inégalité dans le theoreme ID-2-l.Pour
établir cette inégalité ils se sont inspires d’un résultat de Barbour et
Eagleson où l'hypothese d*indépendance des composants est fondamentale.
Notre but est d’établir un résultat analogue et qui se prête â une
generalisation au cas oil les composants possèdent une dépendance

Markovienne.Pour cela nous changeons de demarche et nous optons pour la

demonstration d’un résultat donnant un encadrement de la distribution de

panne du système.Nous le faisons d'abord dans le cas indépendant.

Avec les notations ci-dessus on a le résultat suivant:

Theoreme Ik/—2—3:

A2(t)
n < P(Zni t) < A (t)

n nk + 1

A (t) + A'(t) + 2r£
n n

(t)

i-P(t)

Demonstration:
Concernant 1’inégalité de droite,on la déduit facilement,en effet:

n- k + 1

T t) < l P( vP(Znÿ t) = P( min maxmax
lÿjin-k+l jÿi-Sj+k-l jiiSj+k-î

j+k- 1

n pa ≤ t)

j=i
n-k + 1

< Z i
1 =1 i=l
n-k + 1

< Z Pj(t) = An(t)
J = î

D’où PU ≤ t) ≤ A (t) ...(1).
n n

Par ailleurs pour t fixé considérons la variable aléatoire Y. qui prend
J

la valeur 1 si et seulement si tous les composants dans les positions

j,...,j+k-l sont en panne et la valeur Ü sinon,j=l,...n-k+1.
D'autre part définissons la variable aléatoire Y = Z Y .on remarque que
ie système tombe en panne si et seulement si Y>Û, c’est â dire que

= Z P.(t) = An(t).P(Z t) = P(Y > Ü).Dn voit clairement que EY = Z EY
n i

15



ue l'inégalité de üchwartz il est possible de démontrer que:

(EY)2
E(Y2)

n-k +1 n-k+1

Or E(Y2) = E(( E Y.)2) = E( E V +E Y.Y )

P(Y>0) >

j = i j= i

= E E(Y )+ E E(Y Y )
J i*j J

j

Y2= Y..- I E(Y ) + E EÿY )|E E(YtY )
j |i-j|<k |i -j|

= An(t) + E E(Y Y )|E E(Y.)E(Y )
I i "j|<k |i -j|ÿk

= A (t) + E E(Y.Y ) + E E(Y.JE(Y j
(i ,j)£ B |i-j|Zk

n-k+1, i<j. j-i<k }

car
jj

où B = {(i,j):i,j= 1

Uonc E(Y2) ≤ A (t) + 2 E E(Y Y )+ E I E(Y )E(YJ
" ( t.j)£ B J i j

≤ A (t) + 2 E E(Y Y )+ A2(t).
(i.j)€ B J

≤ A (t) + 2 E (P(t))
ri

( i , j )e B

Car E(Y.Y.) = P(Y.Y.= 1) = P(Y.= 1,Y.= 1) pour (i,j)é. B

= P(x.= Ü

j+k-l- i +V A=<t>

-o)X l=û X
j+k-li +k-

= O)= p(x.= 0)...P(X

= F,(t)...F

≤ (P(t))

ü'ou E(Y2j ≤ A (t) + 2 E (P(t))J~*+k+ A2(t)
n

( i ,j)£ B

k-1
≤ An(t) + 2 E (n-k+1-1)(P(t))

≤ A (t) + 2n E (P(t))‘+k + A2(t)

= 0)...P(X
J +k-lL +k- 1

(t)...F (t)
L + k-1 j+k-l

j + k-l- i + 1

l +k + A*(t)
1 = 1

00

1 = 1

16



00
k + 1 I (P(t))1 +

+

≤ An(t) + 2n (P(t))
1 =0

k + 1(P(tJ)≤ A (t) + 2nn i - P(t)

A„2ÿ
LJonc P(Znÿ t) > . . . (2)

k+\

A (t) + A2(t) + 2r£n n
III

i-p(t)

Le theoreme est démontré en combinant les inégalités (1) et (2).

Grace a ce theoreme et aux conditions (a) , (b) et (c) posées au paravant

nous établissons le résultat asymptotique analogue au theoreme IV-2-2.

Theoreme IV-2-4:
l)bi a = mf a.= a pour i = alors:

i i

i/ka akZ ≤ t) = 1- exp(-(Xt)
rilm p(n

2)bi a >0 et pour chaque j = 1,2,... il existe un i avec jÿiÿ 1

i/ko;
telque «.>« alors: lÿjç p(n Z ≤ t) = 0.n

Demonstration:

1 /k«- 1/ak Z„s t) = 1J8 P(z„s t„)iiffi p<nEn posant t = n
n'

t on a

k + 1
(tf) tend vers 0 etl)0n montre d’abord que quand n tend vers <*ÿ nP

A (t ) tend vers 1- exp(-(Xt)al<) .
n n

(v = im n( max Fÿn

= l.yg n( max( (X.n
n

lÿiÿn
1

- 1/ak k + 1k + 1 t))

aa - 1/ak- 1/ak k + 1- 1/ak i t) 1 <tv (n t)))t) + (n

- 1/ak -1/ak k + 1-i/ak t)a + (n t)a 4>. (n t)))= lÿç n( max ( (X.n
■

l<iin

1 - 1 /ak k+ l( (X t)a + t* <t> (n
1 l

t)))= }M n( max —
l<i:Sn n1 /k

17



n - 1 /(Xk( max( (X t)a + ta 0 (n
' ' i i

k + 1t»)“ u». = 0.( k + 1 ) /kn
D'autre part:

km W =

n-k + 1 a a a a
jisi r (<xjVJ +tnJ*j(V)---(<x

J = 1
n- k + 1

= lm l (<xjn

j + k- 1 j + k- 1 «„>)t ) +t
J + k - 1 n j+k-1n

- 1 /ak (x , -i/akt) + (n
- i/akt)a 4>.(n t)) ...

Jj =i

- 1 /(Xk - i/akt)a + (n - 1 /akt)a <î>((* t))(nn
j + k- 1 j +k- 1

= lm -jr i + tCVnj =i

■ km

- i/ak -1/akt)°+ t"*t) )...((* t))(n
j + k- 1 j+k- 1

n- k + 1n-k+l 1 - i /akI((* t)a + ta <t> .(n t))...n-k+ln
J =I

- 1 /akt)U + tU <î>(a t))(n
j+k - 1j + k- 1

En appliquant le théorème de Uésaro on a:
n-k+l

1 - i /ak - 1 /akI((Vt)a + ta<Mn , v a , a ,
t) + t 4>t) ) ---( (X t))(nn-k+l j+k-iJ j + k- 1Jj = t

- 1 /ak -i/ak
= + Vn t)“ + ta <t>t> )...( (X t))(n

n+k - 1n+ k - 1

- ((Xt)a + ta o(D )k = (Xt)ak + takod).

Ü’ou 1îm A (t ) = (Xt)ak + tako(l) = 1- exp(-(Xt)
n-rÿ n n

En appliquant donc le théorème IV-2-3 on a:

A2 (t)

A (t) + A2(t)

ak ) - Ait)

< jiæ p(z„* t > < A a»

Or l’inégalité de gauche entraîne:

A(t)km p(z„* tn> >
1+ A(t)

A (t)- mpÿ O = ümj(Zn> tj < 1 -D'où 1
1+ A(t)
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1<
1+ A(tJ

1<
ak ak1+ (Xt)”+ t""o(l)

. , ,,, ,ak .ak ,..< 1 - (Xt) + t 0(1)

< exp(-(Xt)ak)

Donc lÿgj P(Znÿ tÿ) > 1- exp (-(Xt)ak) = A(t).

Enfin on peut conclure que: l:yg P(Z ≤ t )= A(t)

k + 1ici on doit montrer que quand n 0 et A (t )—» 0.
n n

a nH

k + 1De la même maniéré qu’au 1) on peut déduire que nP 0 quand

•x>.n
Par ailleurs,

ImW*

ii - k + 1 (X <x a «

üw £.(<Y„> J+t„V(tii))...((x
a a

((X t )J +t V(t ))...
j n n j n

j+ k - 1 j+ k- 1 <V>$+t
j+ k - 1 j +k-1ri

j= l
n - k + 1

1= im z a /ak
J = 1 n J

a a1 . j+k - 1 j + k-1 <v>-(a ‘1tJ +t/ak J +k-1j+k-1 na n
j+k-1n

Sachant que Vj = 1,2,...il existe au moins un i: jiiÿj+k-l tel que a >a
i

1 1an a: £ a.= ak+ e >ak (e >0) donc Ea . /ak e
n jnn

ü’ou lira A (t )=n-**- n n

n 2
-k + 1 a

r <(stn) J+tV(tn,)...((x a
j+k-1 j+k-1 <V><1t ) +t

j+k-1 n j+k-1n
J = 1

rin
L’existance du terme —

J

1 tait donc en sorte que cette limite soit égalé

n J

a 0 et par conséquent lira A (t ) =0.n-W n n

Par la suite d’après theoreme 19-2-3 on a: l_yg P(Zn£ tn) = 0.
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IV 3 GENERALISATION AU CAS Où LES COMPOSANTS SONT NON INDEPENDANTS.
L*hypothèse d’indépendance des composants du système est

restrective. Beaucoup de systèmes dans la realite ne la vérifient pas.

Ici on envisage une dépendance Markovienne des composants.

Plus precisemment si X,(t).....X (t) sont les variables aléatoires
représentant les états respectifs des composants l,...,n du système au
temps t, alors la suite (X.(.t))
paramétrés sont:

F (t) = P(X .(t) = 0) = P(T i t) Uiÿn.

«t(t) = P(x .(t) = 0/ X._t(t) = 0) 2ÿisn.

P.(t) = P(X.(t) = 1/ X . a(t) = 1) 2*iÿn.

(t) = P( max T ≤ t ) j=l.....n-k+1:
jSiÿj+k- 1

(t) et P(t) = sup( max F (t) ; max a.(t) ).

forme une chaine de Markov dont les

Posons: P
j-----j+k- 1

+ 1n -
ün(t) = Z P

j+ k-1J

Nous allons démontrer des résultats analogues a ceux obtenus dans le
paragraphe 10-2.

Theorerne I0-3-1:

ü"(t)
n < P(Z ≤ t) < D (t)n nk+1

D (t) + D2(t) + 2r£
n n

ill
î-P(tj)

Demonstration:
n- k + 1

T. ≤ t) < Z P(
j = i

n- k + 1

< Z Pj
j-1 J’

V t)D’une part, P(Znÿ t) = P( min
lijin-k+ 1 jiiÿj+k- 1

max max
jiiij+k - i

(t).,j+k- 1

■ D„<«
U'ou P(Z ≤ t) ≤ D (t).

n n
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D’autre part pour t fixe considérons la variable aléatoire qui vaut 1

si et seulement si tous les composants dans les positions j,...,j+k-l

sont en panne et Ü si non. j=l,...,n-k+l. La variable aléatoire Y = E Y

a pour moyenne EY = E E(Y ) = ün(t). Le système tombe en panne si et

seulement si Y>Û. Donc P(Z ≤ t) = P(Y > Û) .
n

(EY) 2

E(Y2)
n-k+l n-k + l

Or E(Y2) = E(( I Y . ) 2 ) = E( E Y2 + E Y. Y )

j

(Jn a aussi: P(Y > 0)

j j i*jj =l j=l

-ZE(Y') + E E(Y Y )
jJ

+ IE(Y Y ) + E E(Y Y ) car Y2= Y
■ 1 | i - j | ≥ k + 1

= U (t) + E E(Y.Y ) + E E(Y . )E(Y )

" |i-j|<k + lJ j i- j | + 1 J

<Dn(t) + EE(\VJ)
| i- j I <k+lJ

Par ailleurs, pour i, j=l,.. .,n-k+l et vérifiant i<j et j-i<k+l on a:

= Z E( Y )
j

j ’
i - j <k + 1

ECY.r.) = P(Y.Y.= 1) = P( Y .= 1,Y.= 1).

- “ 0.....= u.....- °)

= P(X.(t)=0)P(Xi„(t)=0/ x. (t)=Û).. •P(XJtk.1(t)=0/ X

- F (t> «...<«
j - i + k

(t)=û).
j + k-2

i+ 1

j+k-l-i+1
i

= (P(t))

il’où E(Y2) ≤ D (t) + Ü2(t) + 2 E (P(t) )
n n

j - i < k + 1

≤ D (t) + D2(t) + 2n P
n n

< (P(t))

j- i ♦ k

<X>

(t) E pl(t)k + 1

1 =0

k + 1
iti≤ ü (t) + U2(t) + 2n —

n n i-P(t)
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D>
Donc P (Z ≤ t) >n k + 1

ü (tj + D2(t) + 2r>-n n
(t)

i-P(t)
Par conséquent le theorême est démontré.
Pour etadlir le résultat asymptotique en question, nous avons besoin des

conditions suivantes:

(a*) Il existe des nombres positifs X ,a ,6 et des fonctions <1> et 4* tels
L l .

que:

<5 <5.
F (t) = (X t) l+ t >(t)
i i i.

6 . ô
■«. (t) = (y t) l+ t . (t)

lÿiÿn

2ÿ£n
i1

pour üÿt < £ et un certain OÜ.

(b*) <t>.(t) = 't'.(t) - Û uniformément en i.

(c*) iis $r Uffi X.

Théorème 1ÿ-3ÿ-ÿ:

Sous les conditions (a*), (b*) et (c*) ci-dessus nous avons :

1 ) Si 6 = inf 5.= 6. pour i=l,2,... alors:

Z t) = 1- exp(-(Xt)ôk)
2) Si <5>0 et pour chaque j=l,2,... il existe un i avec jiiÿj+k-l tel que

1/Ôk

1/ôklm p( n

Z ≤ t) = 0.
nim p(n6 > 5 alors:

j

Démonstration:

ID-2-4 duLa démonstration se fait de la même manière qu’au théorème

-1/Ôkt on a:paragraphe précèdent.En effet en posant t = n

1) lÿp nPk +1(t ) = life n sup(( max
lÿ.£n

Fi(tn))k;1( max a, (tn) )k+1)
2ÿi

<5 &

L'.tJ '+t„1Tlt„)))k*:< max (Ù.V 'W>>
ii,.T77irsup(( max max (uit)S+tS»1(tn)))

liiiri

ô à k + 1)= nsup( ( max
2Siin

k +1)= iirn 2iî i≤n

= 0.
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n- k + 1

£t S» Û„(V - iiæ Z pj,..
J = I
n- k + 1

= UT £ p(

<V.,j+k-1

T ≤ t )
i n

max
j<iij+k- iJ = I

n-k+ 1- ;« Z P(Tÿ t ,T
j-i

j= l
n - k + 1

Dis Z <W «
j= i

n- k + 1

≤ t )n /
≤ t T

j+ i j+k-în

it /1 it )...P(Tn j n' vj+ 1 j+k-2

(t )...a
n

(t )
nj+ 1 j+k-1

5 . ô
= JÜB Z((\tn) J+tnJ4'j(tnj)((»

■ ■■(1.1

n- k + 1 - -Z ((*jtr+ t f.(tn)) ((y

t A tô V

s 6
t ) J+1+t J+1f tV>j+ 1 n j+tCl

J = 1
5 Ô
j+k-1 j+K-ly ‘V)

t,5+ t5 +

t ) + t
j+k-1 n j+k-1n

i ‘V>■ iiænr j+ i j+ t
j= t

...((ï (V)

t)é + tô V

j+k-1 n j+k-1

- iis + têW) <V>n+ 1 n+ 1

Nt)6 <V)

= ((Xt)5 + tô 0(1)) ((xt)6 + tô 0(D)...((Xt)6 + t6 0(1))

= ((H)5 + tôo(D)k = (Xt)ôk + tÔko(l) = 1 - exp(-(Xt)Ôk)

£n remplaçant t par t dans le tneorème IV-3-1 et en passant a la limite
n

quand n tend vers <*, le résultat se déduit exactement de la même manière

que dans la démonstration du tnéoréme IV-2-4.C’est a dire que:

Zÿi t) = 1- exp(-(Xt)<5k)

...((y + t
n+ k - 1 n+k-1

1/ÔkUT p(n

2) Un déduit facilement comme dans 1) que nP
_.k + 1<v 0 quand n 00

D’autre part:
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Urn 0 (t ) =
n n

5 5 6 6n- k + 1- Uæ £ («V»’ J+ VVV* <(> j+ i+ t„

<v>

tj
j+1 n

j=l

Ô Ô
j+ k-1 j+k-ly-..((» + t

j + k - lÿnÿ j +k-1n

66 à 6n- k +1 1 1(at) J+t V(V)-j J + 1 J+1= U» £ V.'V»+t
Ô./6k Jbv

n J + 1j

6 Ô
1 j + k-l( (If + tt)Ô 73ÏÏ j+k - 1j+k-1

j+k-1n
6 66 «5n - k +1 1= Uffl-FT £ t) I4,+ t((X.t) J+ t V(tn))(U V(tn»WJTv j +i

J = a n
6Ô

j +k-1 <V>...((> t) + t
j +k-1j +k-1

5 566
1 n + 1 n+ 1((X t) n+ t n<t* (t ))(u

n n n '‘ÙÙV»t= lm t)
Z6./Ôk n + 1

ln
6Ô
n + k - 1n+ k - 1 (V) = û...((» + tt)

n+ k -1n+k - 1

car E5 - 6k > 0.
i

D’où lÿ(ç Dn(tn) = 0 et par consequent en appliquant tneoreme ID-3-1 on a:

Us p(z„s
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U LOIS FORTES FOUR LE TEMPS OE PANNE DU SYSTEME.

Ici on suppose que les composants du système sont statistiquement

indépendants et de même loi, autrement dit les temps de panne T T
1 n

des composants du système sont des variables aléatoires (positives)

indépendantes.Le temps de panne du Système est donc:

2 = Tmin max
lÿjin-k+l jiiij+k-l

ün suppose de plus que le paramétré k croit avec n (on le note k ) et onn
s’intéresse au comportement asymptotique des variables aléatoires 2 et

n
2 - a

k —•-—~n Logk
n

entière de x).

Soient m = E(T ),M = ess-sup T ,h la transformée de Cramer de T et t* un
î i t

point tel que h(a) = sup(at-LogE(exp(tTi)))= at*- Logb(exp(tATi)), pour
t>o

a<r )m,M[ et vérifiant exp(-h(a)) = exp(-l/c).Ûn pose 6(t) = E(exp(tT )).
La borne supérieure dans l’expression de h(a) est atteinte en un point

pour le choix k = fcLogn],c>Û.([x] représente la partie

ft’(t) _
*(t)

quand a varie dans ]m,M[,de plus la fonction at-Logÿt) admet une

derivee seconde strictement negative.(Pour plus de details on peut

consulter [6]).
Plus exactement dans ce chapitre nous nous intéressons aux lois fortes

du type Erdos-Renyi-Shepp pour la statistique 2ÿ-Deheuvels [61 a etabii

ce type de lois pour certaines variables aléatoires bien particulières

s’exprimant en fonction de la somme de variables aléatoires

indépendantes.Un autre exemple qu’on peut citer ici est un travail de

Ksir [10] qui a établi des résultats analogues dans un cadre Markovien

généralisant ainsi [ôj et [16].

En s’inspirant des techniques utilisées par Ksir dans [10],notre but est

d'établir des résultats analogues concernant la variable aléatoire 2ÿ.
Nous nous proposons de démontrer deux résultats,le premier concerne la

a admet une solution unique dans 10,-HX>[t >0 car i'equation

2 - a
n

convergence presque sure de 2nle second concerne celle de kÿ Logk
n

Nous avons besoin d'établir le résultat suivant qui nous sera utile dans

la suite.
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Théorème D-l:
2une suite de nombres reels vérifiant nY —» 0 quand n —->
n

Alors uniformément par rapport â toutes les suites X avec |X I ≤ Y ,nous
n 1 n n

avons:

Soit (Y ) _ „v n .„i0

n

P( E T < n(a + X )) < exp(-nh(a)) exp(-nXnt*).
1 = 1

où a et t*verifient les conditions citées ci-dessus.

Revenant maintenant au but du chapitre.Chacun des deux résultats que

nous allons établir se fera en deux étapes.

Theoreme V-2:

lim sup Z ≤ a p.s.
n n

Demonstration:

La demonstration de ce theoreme comme celles de ceux qui vont suivre

repose directement sur le lemme de Borel-Cantelli.
Pour démontrer que lim sup Z ≤ a p.s on est amené â démontrer que la

n n

sérié[P(Z - a > ü) est convergente,pour cela on va essayer de majorer
nÿi

n

la quantité P(Zn> a) par le terme general d’une sérié qui converge.

En effet:

P(Z > a) = P( min T > a)max
lij<n-k+l j<iij+k-l

1

nn n - k + 1n
Y. < E Y,.min

j≤j - k + 1
T j=l.....n-k +i on aPosons Y = max

J jÿiij+w-i
n-k +1 jJn

n
nn

n- k + 1n
Y . > a) < P( 1 E Y > a)Donc, P(Zn> a) = P( min

j£j:Sri-k + 1
n-k +1 jj

j= in
n

n-k + 1n
< P( E Y > (n-kn+l)a)

j= i

n - k + 1

< p( E Y." (n-k +l)a > 0)
J = I

En appliquant l’inégalité de Tchebychev généralisée on a:
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Z - a
nLe théorème suivant concerne la variable aléatoire k

n Logk
n

Theoreme 0-3:
Z - a

iim inf k —r-ÿ-_— ≥
n n Logk

n t

1-p.s
*

Demonstration:

Comme dans [6| et [10] on pose: pour j t IN* , nÿ= inf{n/ [cLogn] = j},

on a: Z ≤ Z ≤ Zet pour n ≤ n < n - 1'j + iJ n n n
J j+1

Z -a
ii

—- ) est convergente.j
Montrons alors que £ P( j <

Logj t

Z -a
n

Logj
— ) = P( Z < a +

* ' nt j

I )P( J <
Jt*Logj

Logjt )= p( T < a +min max
i jt

J
n- j+ 1

J Logj )< I P( T < a +max
L≤ i≤1 +j- 1

î Jt1 = 1

n -j♦ 1
J Lgai.. \

* '
T )O0 < a +

1 l< I P(( max
1<Ù<j Jt1 = 1

) est un opérateur de translation et...eoù B = (0r ■ n . -j+ 1j

LogjP(( max T )o6< a +
tsisj

1 1 t >) = P( max T < a +
1Jt* jt

LogjLogj ) < (n -J +1) P( max T
1 lÿiÿj

D’où P( Z <’ a +
' n

< a +
1 JtJtI

Logj )< n. p( max T < a +
1Siij

i Jt*
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-j- £ T.£ max T
1

lÿiÿj
hachant que on a donc:

i= 1

) < n P(-*- I T < a +
J i = i

< nj p( Z T. < j(a +

Logj LoHiP( Z < a +v ri jt* jt*J

J=ggj ))
jt*i = 1

Loçjn_

nt*
consequent on a:

les hypotheses du theoreme 0-1 sont vérifiées et parPour X =

LogjLogj t*))< n, exp(-jh(a)) exp(-jP( Z
n

< a + -Jt* Jt*j

< n.(exp(-jh(a)))/j
j

< n exp(-jh(a))

< n exp(-j/c)

Üe plus [cLognÿ] = j.pour c’>c tel que [c’Lognÿ] = j on a:

n.< exp((j+1))/c*).
J

Logi ) < exp((j+l)/c’) exp(-j/c)[J’ou p( Z < a +
n jt*J

l/c'-l/cij1/c'(e< e
1/c’- 1/ci/c -i/cjj est me serie géométrique de raison eLa sene Y (e <1.

bile est donc convergente.

Z -a
n

iJ <-)est convergente.il s’en suit que la sérié £ P( j
t*Logj

< — ) < +«

jLl
Z - a
nOn en déduit: Y H( k ■

P n
nil *Logk

n

En appliquant le iemme de Borel-Cantelli on a:
Z - a
---i
n Logk

n

Les deux résultats de convergence presque sûre que nous voulons établir

1iim inf k —- p.s
t*
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se résument dans les deux corollaires suivants:

Corollaire 0-1:

il® z„= a p-s

Démonstration:

Un a montre dans le théorème 0-2 que lim sup Z ≤ a p.s ...(1).
n n

Il reste donc a montrer que lim inf Z b a p.s.
n n

Comme dans le théorème 0-3 on est amené a démontrer quezV P(Z < a) < -KOv n '
J

LoaiÜr P(Zn < a) < P( Z < a + )•
Jt*j J

Uans la démonstration du théorème 0-3 on a vu que la série

Logj£P( Z < a ) est convergente, donc la série £ p(Zÿ < a) est+

•Jt Jj

convergente,par conséquent la série £ p( Zÿ< a) est convergente et le
nÿl

lemme de Borel-Cantelli entraîne: lim inf Z ≥ a p.s ...(2).

bn comDinant les inégalités (1) et (2) on obtient: l_yp Zÿ= a p.s.

Corollaire 0-2:
Z - a
n î1488 kn Logk

n

Démonstration:

Z - a
..(3)Ün a montre dans le théorème 0-3 que lim inf k

n n

Z - a

-p.s .
t*Logk

n

~~ P-S.
t*

Il reste donc a voir que lim sup k •

n n

Z - a
LQ9k„
Logk

— ) = p( Z -
* 7 v nUr P(k ■

n
a >>

l_°gkn . *k t
n

Logk
= p( Z > a +
' n

k t*
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< P( 2 > a)_ v n y

Dans la démonstration du théorème \h-'Z on a vu que la sérié £ P(Zÿ> a)
n£1

Z - a
ri

est convergente,par consequent £ P(kn >Logk
nnÿ\

tn appliquant encore le lemme de Borel-Uantelli on a:

Z - a
n s-ilim sup k

n Logk
n t

Z - a
n î

tn comdinant (3) et (4) on obtient lÿg kÿ =-p.s.
XLogk

n t
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THEME II
MODELES PROBABILISTES POUR DES PREVISIONS METEOROLOGIQUES
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I INTRODUCTION.
Le soleil est une source d’energie d’un grand bénéfice pour l’homme.

En effet c’est grâce au soleil comme grâce a l’eau que la vie sur terre
est possible.Comme son apparition pendant l'ete est très utile sa
disparition pendant l’hiver l’est aussi.Cette succession de deux étapes

differentes (ie apparition et disparition) permet de définir deux états

météorologiques et par rapport a un seuil bien defini concernant la
quantité d’energie reçue par jour,on decide si une journée est une
journée de beau temps "1“ ou de mauvais temps "0".
La représentation ----ÜÛ11Ü1ÜÜ111... d’une suite de jours donnée nous' a
permis de penser a des résultats qu’on rencontre en théorie de la

fiabilité.Et plus exactement le calcul des probabilités des suites
catastrophiques.c’est a dire les suites de journées de mauvais temps

ainsi que celles des suites de journées de beau temps est possible grâce

a des résultats concernant les systèmes k-consécutifs-sur-n [7] et [131.
Pour cela on construit un modèle Markovien â deux états:beau temps “1“
et mauvais temps “O1‘.La méthode du minimum de contraste [211 nous permet

d’estimer les probabilités de transition de la chaîne de Markov ainsi

definie. A l’aide des données fournies par différentes stations
météorologiques nous calculons les probabilités citées ci-dessus,et nous
comparons avec les résultats obtenus quand les deux états

météorologiques (beau temps et mauvais temps) sont indépendants.

11 est tout â fait possible de faire une extension du modèle précédent

ou on a observé des suites du type ...00110100111....
Maintenant on n’observe le processus qu’aux instants de changement

d ’état,autrement dit la suite ci-dessus est réduite â une alternance de

0 et de 1.
Pour la chaîne ainsi construite,connaissant les probabilités de

transition de 0 â 0 et de 1 â 1 on peut calculer les probabilités de

taire i transitions de 0 â 0 ou de 1 a 1 (ie les probabilités de i+1
journées successives de mauvais temps ou de beau temps).

Mots clés:

Etat météorologique. Energie solaire. Dépendance Markovienne. Suites
catastrophiques.
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II MODELES PROBABILISTES POUR DES PREVISIONS METEOROLOGIQUES BINAIRES.

Nous pensons que deux états météorologiques successifs ne sont pas
statistiquement indépendants.Planifier une energie solaire dans une
region doit prendre ceci en consideration.Dans le but d’etudier le
potentiel de 1’energie solaire dans une region un modèle Markovien est
développe.Dans ce modèle il est suppose que les états météorologiques

successifs sont représentes par une chaîne de Markov (X )
n

où Xÿest l'etat météorologique a la n
La discrimination entre une journée de beau temps et une journée de

mauvais temps est faite par le biais du calcul d’un rapport qu’on

définira par la suite.Ûn decide que c'est une journée de beau temps ou
de mauvais temps selon que ce rapport est supérieur ou inferieur â 1/2.

a deux états1
i éme

étape.

II 1 MODELE MATHEMATIQUE.

Le modèle considéré est binaire ,il comporte donc deux états

météorologiques "beau temps" et "mauvais temps", et l'unité de temps

considérée est le jour, i.e qu’on observe l’etat chaque jour et la
decision prise est basée sur une méthode qu’on exposera par la suite.

En représentant "beau temps" par "1" et "mauvais temps" par "0", nous
pouvons considérer qu’une suite d’observations est représentée par une

succession de Û et de l,par exemple la suite:...ÎIOOOIOIÛOIIIIOÛOÛ....
Une première approche est de supposer que cette suite est une simple

i.e la probabilité qu’un jour soit "1" depend

seulement du jour qui le précède.Nous notons alors a la probabilité de

chaîne de Markov (X )..n n<£ i

transition de -"O" a "1" et P celle de "1" a "0" i.e:

= 0); P = P(X . = 0/ X = 1).P(X4= 1/ X
La matrice de transition relative a ce modèle est donc donnée par:

a = i - 1

f us P 1
l-a ,

Une seconde approche est de considérer une extension du modèle precedent

au cas semi-Markovien.Une etude détaillée fera l’objet du paragraphe!1 1.

a.
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Revenant maintenant au modèle precedent dont les paramètres inconnus

sont a et /l.Pour pouvoir le décrire il faut donc les estimer.

II 2 ESTIMATION DE « ET /3.
l’estimation des paramétrés d’une chaîne de Markov quand une longue

suite d’observations est donnée a ete discutée par Bartlett (1950) .
Dans notre travail les estimateurs de a et |3 sont donnes par la méthode
du minimum de contraste étudiée par Gansier(1972) [21].

Cette méthode consiste a minimiser la fonction L (6) definie par:
n

n- 1

L (0) = - Y. cog n(x .xn m
m =0

e) = ( (1— a)

0)
in + 1’

1- X X 1- X

(« (lW1 - x
m + 1 m+ 1= (a,P) et n(x ,x

m
ou 0

m + 1’
Il faut donc chercher la valeur de 0 pour laquelle L (6) est minimum.

n

~kLnÿ et Ln<Ô> et leSSoit calculer les dérivées partielles

égaliser a O.Qn a:
n- 1

Ln(6) = - l Log H(Xm,X
m =0
n-l

= - Y. Log( (l-«)
m = 0

0)
rn +1’

X X1-XX 1-X1-X
tn + 1m+ 1 m (1-0) "')m p («

n-l
» - T. + + (‘R.)’',...1-090 +

xÀ.iLO9(1_,,0'
rn= 0

( î-x )x
' m

n-ln- 1
tn +1k L (a-l3) = E E = 0

1-oc m =0 (Xm= 0

(î-x Jxx m + 1' rn
x xn-ln-lcl m m+ 1+ I-dé L (a’ÿ = - £ = ü

1-/3/3 m= 0m = 0

On a alors:
n-ln-l

E (i-x )x
' m+1' m2 U-x.Jxm + 1

tn= 0tn = O iP =(X = n-l

E (i-x Jx + E x xtn+l/m ° mm+1
tn= 0

+ f (1-X ) (1-X )v m+l/v m'

n-l

£ <‘-x >x tn + 1
tn = 0ni= Otn = 0

Maintenant on pose les notations suivantes:
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ri - 1

£ (l-X JX = nlü = nombre de transitions de 1 a 0.m + 1 m
rn = 0

n- 1

7 X X
“ m in + 1 = nil = nombre de transitions de 1 a 1.

m=Û

n-1

E d-xjx = nul = nombre de transitions de 0 a 1.rn+ V
m - O

n- 1

I (1-x ) ( 1-x
m'

) = nüû = nombre de transitions de 0 â 0.m+ 1
rn = 0

Les estimateurs de a et /3 s’écrivent donc:

nul nlüet j3 =
n

nlü + nil = ni = nombre de 1.

(X = nül + nÛO nlü + nilrt

nül + nüü = nO = nombre de 0.

ni + nü = n = la longueur de la suite.

L’estimateur du minimum de contraste de 0 est donne par:

nlü x

ni ‘
nul0 = (« ,0 ) = (

n n n v nü

Il 3 DISCRIMINATION ENTRE LES ETATS METEOROLOGIQUES.

Nous exposons dans ce paragraphe la méthode choisie pour discriminer

entre les deux états météorologiques "beau temps" et "mauvais temps".

une suite d’observations,Z est la valeur observée le
n

jour.dans ce travail la valeur de Z considérée est le rapport de la
n

radiation globale quotidienne sur la radiation a 1’extérieur

l’atmosphère où la radiation globale est mesurée et la radiation â

Etant donné (Z )
n n£1

i èmen

de .

i'extérieur de l'atmosphère est calculée.

La discrimination entre les deux états se fait de la manière suivante:

Un décide qu’une journée est une journée de "beau temps" si le rapport

ci-dessus est supérieur a et qu’une journée est une

"mauvais temps" s’il lui est inferieur .Pour établir cela on s’est basé

sur des travaux faits dans [15] et [16].

journée de
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Ill DIFFERENTS RESULTATS OBTENUS CONCERNANT CERTAINES STATIONS
METEOROLOGIQUES BIEN PARTICULIERES.

La représentation d’une suite de jours donnée au paragraphe I—1 ,

nous a permi de pouvoir lui adapter des résultats de la théorie de la
riahilite. plus exactement des résultats concernant les systèmes

k-consecutifs-sur-n.La défaillance d’un système k-consecutifs-sur-n est
en effet la probabilité qu’il y ait parmi les n composants du système k

consecutifs qui sont en panne c’est a dire au moins k zeros consecutifs.

Le calcul de cette probabilité revient â celui de la probabilité que

dans une suite de n jours il y ait k journées consécutives de "mauvais

temps".

Les travaux faits par F.K.Hwang dans [7] et B.Ksir et M.Boushaba dans

[13] nous permettent de réaliser cela respectivement dans les deux cas
indépendant et Markovien.En se basant sur ces deux travaux nous allons

donc pouvoir calculer les probabilités des suites de mauvais temps ainsi

que celles des suites de beau temps et tous ces calculs sont bien sûre
possibles a partir de données fournies par differentes
météorologiques .Plusieurs scénaris seront envisages.

Nous commençons d’abord par établir les deux théorèmes suivants et par

la suite nous exposons les differents résultats que nous avons pu

réaliser.

stations

Théorème III-l:(cas indépendant)[7]
Si P(Jest la probabilité de beau temps,qQ= l-p0la probabilité de mauvais

temps et R(pQ,k,n) la probabilité d’avoir k journées consecutives de

mauvais temps parmi n journées nous avons:

ft(P0.k.n) =1-1 (-D'pj'V't Ci i )- %cn-k i-kitl
iZO

Démonstration:

Rfp k,n) est en effet la défaillance d’un système k-consécutifs-sur-n a
composants indépendants et de même probabilité de fonctionnement pQ.
D’apres théorème 1 page 261 [7],nous avons:

R(P0>k,nj = Z qj P"‘J
j£o

iI (-D1 c Cn-J1 n- j+ 1 n-k i
iÿO
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(n-ki)!i E qj p"~J(n-j+i)Cj-ki
n-(k+ 1)j+ 1

= E (-i) i!(n-(k+l)i+l)!i£0 jÿO

iP-kij !
i !(n-(k+l)i+1)! % po

(n-ki+1-1) C*n

i I n-(k +1)i + 1- l£ %pok i i - 1= E (-i)
i£0 lÿO

-(k + 1)i + 1

loiMl-!_ n pi!(n-(k+l)i+l)! Ho poi k i i - 1= E (-1) (n-ki+l-(n-(k+l)i+l)qo)
iÿÜ

o , i i - 1 ki//ÿi
= E (-D P0 q0 (C

i i- q0C )•
n-kitl n- k i

îLO

Théorème III-2:(cas Markovien)[13]

Si p est le nombre de transitions de 0 â U.q celui de 0 a 1 et R(n) la
probabilité d'avoir k journées consecutives de mauvais temps parmi n
journées,nous avons:

(cp c1 A + rp r A )
* p♦q t +q t +q-lÿVtq V'

rn O!
p(n) = E —

k≤p + q+ 1
oc+0
1<n

p+q+ 1C
p+q - k
n- k

p+ q-k

n- k - 1
+ (n-k)CCl (rp ra A + rp rv A \

VV-yp +q-l +q-1 u +q W+q-1 v'+ E (X+P pp+q
'“'nkip+ q'n

où Ap (l-«)P«q(3q+ 1(1-P)1;Au= (l-a)paq0q 1(l-p)u;Av= (l-«)P«q/?q(1-/3) ;

et t = v-l;v = u-l;u = n-p-2q.Cette formule est valable pour:[n/2]

Pa sont respectivement leset b =Les quantités a = a+/3

probabilités de beau temps et de mauvais temps (les probabilités

a+/3

stationnaires).
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TABLEAUX DES DIFFERENTS RESULTATS:
Dans cette partie nous exposons quelques résultats déduits de données

tournies par les stations météorologiques de Constantine et d’Oran.

Nous exposons d'abord les valeurs de nil,nüû,nül,nlû,a,0,p et q(où dans

ce cas p et q sont les valeurs de a et b du théorème precedent ie les
probabilités de beau temps et de mauvais temps) dans le cas Markovien

ainsi que celles de nl,nû,püet qodans le cas indépendant pour tous les

mois de l'année pour l’année 1986 concernant la station de Constantine
et l’année 1991 concernant celle d’Oran.

Par la suite nous calculons les valeurs moyennes prises sur 5 années

pour chaque moi de 1’année pour a,/3,p,q,pü et qQ pour les deux stations.

(Pour la station de Constantine la période est étalée sur les années

1982-1986.pour celle d’Oran la période est étalée sur les années 1987-

1991).
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nil nlû nul Pnûû a P q
1 4 6 6 14 0.3Û0 0.600 0.333 0.667
2 6 6 5 10 0.333 0.500 0.400 0.600
3 5 15 0.250 0.400 0.385 0.6156 4

20 3 2 0.600 0.167 0.7834 4 0.217
5 22 3 0,750 0.154 0.830 0.1704 1

24 3 2 0 0.111 0.1006 1.000 0.900
7 24 2 2 2 0.500 0.077 0.867 0.133

25 0.074 0.818 0.1828 2 1 2 0.333
9 21 3 2 3 0.400 0.125 0.762 0.238
10 8 8 8 0.571 Q.bÛQ 0.533 0.4676

12 0.250 0.308 0.448 0.55211 9 4 4
5 0.263 0.364 0.420 0.58012 7 4 14

Valeurs de nil,nlû,nül,nûù,a,p,p,q pour l’année 1986 (Constantine).

nûni ?o qo
0.323 0.67710 211
0.429 0.5712 12 16

20 0.355 0.6453 11
0.20024 64 0.800

0,839 0.1615 26 5
0.10027 3 0.9006
0.1290.8717 27 4
0.1290.8718 27 4

0.800 0.2009 24 6
0.548 0.45217 1410

0.5330.4671611 14
0.387 0.6131912 12

Valeurs de nl,nO,pQ,qo pour l’année 1986 (Constantine).
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Pnlû nülnil nûO a P q

0.192' 5 1.00021 Ü 0.8391 4 0.161
12 5 0.556 0.333 0.625 0.3752 6 4
15 5 0.600 0.250 0.706 0.2943 46

0.75023 2 3 1 0.080 0.904 0.0964
2 0.077 0.867 0.1335 24 2 2 0.500

29 0 0 06 X X X X

0.0367 27 0.500 0.933 0.0671 1 1
0 I.üOù 0.071 0.933 0.0676 26 2 2

2 2 0.333 0.077 0.813 0.18724 1
0.556 0.238 0.700 0.30010 5 5 416

0.227 0.759 0.24117 5 5 2 0.71411
0.4000.167 0.60012 15 3 3 9 0.250

Valeurs de nil ,nlü,nûl ,nüû,a,/3,p,q pour l’annee 1991(0ran).

nùni %Po
0.839 0.16126 51
0.643 0.35718 102
0.677 0.323103 21

0.1330.867264 4
0.871 0.129275 4

0.0001.00030 06
0.0650.93527 29
0.0650.93529 28
0.1330.8679 26 4
0.2900.71022 910
0.2330.76723 711
0.3870.613121912

Valeurs de nlfnO,p(j,q[) pour l’annee 1991 (ûran) .
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M
P P q(X p0 %

Û.5Û82 0.40140.3208 0.5986 0.4122 0.58781
0.4348 0.3878 0.49922 0.5008 0.5186 0.4814

3 0.3616 0.4326 0.4516 0.5484 0.4440 0.5560
0.5562 0.70204 0.2504 0.2980 0.6400 0.3600

5 0.5472 0.2350 0.7120 0.2680 0.7100 0.2900
0.7500 0.1190 0.8628 0.1372 0.8668 0.13326

7 0.0592 0.08600.7000 0.9140 0.9158 0.0842
8 0.9104 0.0896X X X X

9 0.7042 0.1614 0.6074 0.1926 0.8134 0.1866
0.3714 0.5792 0.4208 0.5938 •10 0.5696 Û.4Û62
0.4706 0.3866 0.6134 0.3940 0.60600.274611vi

0.3632 0.3618 0.63820.3042 0.5372 0.636812

Valeurs moyennes de a,p,p,q,p qQ (Constantine).

M
P pa qoP qO'

0.39340.5950 0.4050 0.60660.5190 0.32861
0.29280.3044 0.70720.69560.27100.59262
0.24520.2454 0.75480.75460.18263 0.5812
0.19340.80660.8152 0.18480.15520.68504
0.16780.83220.8390 0.16100.13200.70005
0.13200.86806 xxXX

0.09040.90967 xxxx
0.05820.94188 XXX•<
0.15320.84680.17400.82600.11500.58589
0.32260.67740.31280.68720.29740.655210
0.32660.67340.33140.2584 0.66860.551811
0.39360.60640.39240.60760.31620.472412

Oaleurs moyennes de a,p,p,q,po,qo (Üran).
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Remarque:

les valeurs manquantes dans les tableaux precedents (le *) sont dues au

tait que les nomdres utilises pour le calcul de « et P sont nuis pour

certains mois de l’année.

PROBABILITES DES SUITES DE BEAU TEMPS ET DES SUITES DE MAUVAIS TEMPS.
Dans cette partie nous calculons exactement les prodatulites d’avoir k

journées consécutives de mauvais temps ou de beau temps parmi n journées

quand k et n varient dans les deux cas indépendant et Markovien.

tM correspond au cas Markovien et 1 au cas indépendant).
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I M

n=5 n=15n=10 n=5 n=lO n=15
k

0.98652 0.7731 0.9391
3' 0.3708 0.6794 0.8357 0.2320

0.57010.4008 0.06100.1688LÜ 0.20840.34130.21515
0.10140.1094 0.19166
0.04530.0543 0.10447
0.0172 0.06890.05500.02618

0.03730.00440.02920.01199
0.01950.015110
0.00970.007711
0.00440.003812
0.00170.001813
0.0004Û.ÛÜ0814

Probabilités des suites de mauvais temps "Janvier" (Constantine).
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I M
n=5 n=10 n=15 n=10 n=15n=S

k
2 0.5916 0.8360 0.9382
3 0.2268 • 0.4699 0.6359 0.1754

0.08134 0.2165 0.3327 0.0410
5 0.0926 0.1559 0.0945

0.0381 Û.Ü699 0.03926
7 0.0152 0.0307 0.0152

0.00568 0.0133 0.0051 0.0166
9 0.0021 0.0057 0.0012 0.0076
10 0.0024 0.0034

0.0010 0.001511
12 0.ÜÛÜ4 Ü.Û0Ü6
13 0.0002 0.0002

Ü.0ÛÛ1 0.000114

Mrodabilites des suites de mauvais temps "Février" (Constantine).
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I M
n=5 n=lO n=15 n=5 n=10 n=l5

k
0.72Ü9 0.9153 0.9776

3 0.3245 , 0.6188 0.7839 0.2063
4 0.1380 0.3402 0.4967 0.0526
5 0.1711 0.2772 0.1507
6 0.0820 0.1459 0.0695
7 0.0383 0.0748 0.029/
8 0.0172 0.0357 0.0109 0.0390
9 0.0073 0.0186 0.0028 0.0200
10 0.0091 0.0100

0.004411 0.0047
0.002112 0.0020

13 0.0009 0.0008
14 0.0004 Û.ÛÛÛ2

Probabilités des suites de mauvais temps “Mars" (Constantine).
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I M
n=i5n=15 n=5 n=10n=5 n=10

k
0.9502 0.99012 0.8013

0.22600.7121 0.86153 0.3971
0.6112 Ü.Ü63Ü0.43650.18804

0.22990.38020.24275
0.11770.22110.12766
0.0556Û.Ü655 0.12467
0.0225 0.08990.06840.03258

0.0516Ù.CXJ630.03710.01549
0.02870.019810
0.01510.010411
0.00730.005412
0.00300.002713
0.00080.0013L1Ü

Probabilités des suites de mauvais temps "Novembre" (Constantine).
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i M

n=5 n=10 n=l5 n=5 n=lO n=15
k
2 0.8491 0.9661 0.9945
3 0.4477 0. /671 Ü.9Û1Ü 0.2399

0.2257 0.5021 0.68234 0.0638
5 0.2970 0.4535 0.2320

0.1651 0.2804 0.11536
7 0.0898 0.1676 0.0525
8 0.0473 0.0970 0.0202 0.0841
9 0.0239 0.0556 0.0052 0.0465
10 0.0314 0.0248

0.017511 0.0125
12 0.0095 0.0057
13 0.0050 0.0022
14 0.0025 0.0006

Probabilités des suites de mauvais temps "Décembre" (Constantine).
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I M
n=5 n=10 n=l5 n=10 n=15n=S

«*-

k
2 0.9427 0.9880 0.9989
3 0.5655 0.8712 0.9615 0.3097

0.32784 0.6534 0.6242 0.1022
5 0.4420 0.6291 0.3057

0.2767 0.4403 0.16866
7 0.1701 0.3200 0.0872
6 0.0102 0.1957 0.0398 0.1396
9 0.0592 0.1256 0.0134 0.0848

0.0798 0.050110
0.0499 0.028411

12 0.0307 0.0150
0.00690.018413
0.00230.010714

Probabilités des suites de beau temps "Mai" (Constantine).
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1 M
n=5 n=lü n=l5 n=5 n=10 n=l5

k
1.0000 0.9997 1.ÜÛCxj2

0.9874 0.9995 0.50163 0.8251
0.9859 0.20540.6402 0.92544

0.58270.9394• 0.81575
0.38530.650/ 0.85166

0.5152 0.7601 0.23907
0.1319 0.40550.4042 0.61658

0.28990.3136 0.4977 0.05459
0.20160.399610
0.13440.318811
0.08400.252412
0.04650.198013
0.01930.153614

Probabilités des suites de beau temps "Juin" (Constantine).
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MI
n=l5 n=5 n=10 n=l5n=5 n=10

k
1.00001.0000 0.99862

0.43920.7383 0.9642 0.99543
0.16840.95480.5186 0.84904

0.8573 0.48650.68735
0.5048 0.30260.71926

0.17620.58600.36657
0.29830.09090.44070.26238

0.3293 0.0350 0.20149 0.1842
0.13200.244110
0.08290.179311
0.04860.130212
0.02520.093213
0.00970.065414

Probabilités des suites de beau temps "Septembre'* (Constantine) .
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I M
n=15 n=5 n=l5n=5 n=10 n=lü

k
2 0.4357 0.6972 0.641b

0.43613 0.1344 0.3015 0.1332
0.0383 0.1098 0.1763 0.02764

0.04850.0376 0.06575
0.0238 0.01740.01266
0.0085 0.00590.00417

0.0017Ü.ÛÜ13 0.0030 0.00518
0.0010 0.0004 0.00200.00049

0.00080.000410
0.00030.000111
0.00010.000012
0.00000.000013
Û.Ü00Ü0.000014

Probabilités des suites de mauvais temps “Janvier" (Oran).
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I M

n=l5 n=5 n=10 n=15n=5 n=lO

k
0.4375 0.6990 0.84302
0.1353 0.30333 0.4384 0.1424
0.0387 0.1778 0.03230.11084

0.0605. 0.0383 0.06645
0.02360.0128 0.02416

0.0042 0.0086 0.00887
Ù.ÛÛ29 Û.ÜÜ8Û0.00300.00138
Ü.ÜÛÛ7 0.00340.0004 0.00119

0.00150.000410
Û.ÜÛÜ60.000111
0.00020.000012
0.00010.000013
0.0000Û.ÛÜÜÛ14

Probabilités des suites de mauvais temps "Décembre" (Uran) .
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I M

n=5 n=l5 n=lO n=l5n=lü n=b

k
~2 0.9947 0.99970.9890

Ü.92Ü2 0.9822 0.35b63 0.6413
0.8931 0.12750.4045 0.74454

0.38490.73650.54585
0.22780.56220.36676
0.12680.4139' 0.24267

0.2867 0.0628 0.21240.15738
0.0232 0.12790.19690.09929

0.08720.133910
0.05300.090011
0.03010.059512
0.01510.038613
0.00560.024414

'Vobabiiitês des suites de beau temps "Mars" (Oran).
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I M

n=10n=l5 n=5 n=15n=5 n=10
k

1.OÜÙÛ0.99922 1.0000
0.9975 0.4609

0.1630
0.7694 0.97423
0.5597 0.8766 0.96844

0.53060.7336 0.89015
0.34200.76850.55466
0.20710.4151 0.64697

0.35260.11160.3068 0.49968
0.24670.2231 0.3836 0.04519
0.16790.292510
0.10970.221111
0.06720.165512
0.0.3650.123013
0.01480.089014

Probabilités des suites de beau temps “Mai" (Oran).
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MI
n=15 n=10n=5 n=lü n=5 n=15<*»

V
0.9995 1.00002 1.0000

Ü.4Û640.7936 0.9806 0.99853
0.9770 0.15870.5934 0.89994

0.48780.91300.76945
0.31450.80550.40486
0.19170.4563 0.69557

0.33100.5486 0.10460.34608
0.23380.04310.2587 0.43039
0.16120.335410
0.10760.259511
Ü.Ü67Ü0.198912
0.03730.150813
0.01560.112814

Probabilités des suites de beau temps "beptemdre" (Ûran) .
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La variation des probabilités des suites de mauvais temps et des suites
de beau temps pour n fixe quand k varie est mieux expliquée dans le
modèle Markovien,ce qui s’explique bien car dans ce modèle on prend en
consideration plus de paramétrés qui ont un rôle important.Dans le cas
indépendant les probabilités des suites de beau temps sont surestimées,

alors que les probabilités des suites de mauvais temps sont sousestimees.
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Ill EXTENSION DU MODELE PRECEDENT.

On a observe des suites du type ...1ÙÜ1Û1ÜÜÛ. .. (états des journées

successives)'.Maintenant on n’observe le processus qu’aux instants de

changement d’état.autrement dit la suite ci-dessus est réduite a une

alternance de Ü et de 1.

Soit t la variable aléatoire qui désigné le nombre d’unités de temps
n

(ici l’unité de temps est la journeejdans l’etat 0 (mauvais temps) ou
n

étape.On note par Y.= Xj où Tÿ= £ r =0.
11 n

i=u
r‘

est une variable

ièniel’etat l(beau temps) a la n
I '

n
ième

etape. Si tY est l’etat du processus â la n
n

aléatoire sur l’espace (0’,a' ,P‘) telle que:

i - 1 ze (0.1 f i*l.P(x =i) = (l-z)z
ti

Alors (Y , ' )
n n'

(Q*N.a*:f(tl) .Pxp* ) .

definie sur l’espaceest une chaîne de Markov |22]
nÿÛ

la probabilité de passer deLorsque z désigné pour la chaîne (X )

l’etat U a l’etat u.ùonc l-z est la probabilité de passer de i’etat 0 a
u*0

i èmei - 1
l’etat l)ia valeur p(r = i) = (l-z)z

etape la probabilité de faire (î-l) transitions de Ü a 0 est

et lasignifie qu’entre la n

(n+1)

i - 1
(i-z)z

(Autrement dit on a eu i journées successives de mauvais temps) .
Ue ce fait pour ke IN*:

k

= P(r ≤ k) = £ P(t = i) determine donc la loi de rÿ.P (kl
i = i

A partir de cette formule et a l’aide des valeurs de « et p déterminées

auparavant nous pouvons donc determiner les probabilités citées dans le

paragraphe precedent (îe les probabilités des suites de beau temps et

celles des suites de mauvais temps).En effet on calcule exactement .la
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probabilité qu’il y ait au moins k journées consecutives de mauvais

temps sachant qu’on démarré par mauvais temps en faisant intervenir a,

et la probabilité qu’il y ait k journées consecutives de beau temps

sachant qu’on démarre par beau temps en faisant intervenir |3.

Les résultats figurent dans les tableaux suivants:(S.M correspond au cas

semi Markovien).
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S.M

n=lû n=lbn=5
k
2 0.3630 0.4469 0.4590
3 0.2151 0.2989 0.3110
4 0.1146 0.1984 0.2105
5 0.14230.1302

0.0839 0.09606
7 0.0524 0.0645
8 0.0310 0.0431
9 0.0165 0.0286
10 0.0188

0.012111
0.007612

13 0.0045
0.002414

P obabilites des suites de mauvais temps "Janvier" (Uonstantine) .

S.M
n=15n=5 n=lû

k
0.3174 0.31910.2867

0.18030.17850.14783
0.1018Ü.1ÜÛÛÜ.Ü6944
0.05750.05575
0.03240.03076
0.01830.01657
0.0103Ü.ÛÜ858
0.00580.00409
0.003210
0.001611
0.001012
0.000513
0.000214

Probabilités des suites de mauvais temps "Février" (Constantine).
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S.M
n=5 n=10 n=l5

k
2 0.3339 0.3999 0.4063
3 0.1923 0.2530 0.2589

0.09424 0.1586 0.1649
5 0.0986 0.1050

0.0603 0.Û6676
7 0.0359 0.0423
8 0.0203 0.0267
9 0.0104 0.0168
10 0.0104

0.006411
12 0.0038
13 0.0022
14 Ü.ÛÛ11

Probabilités des suites de mauvais temps "Mars" (Constantine).

S.M

n=5 n=lù n=l5

k
2 0.3804 0.4965 0.5198

0.2359 0.3520 0.37523
0.2472 0.27054 0.1311
0.1712 0.19455

0.13940.11616
7 0.0762 0.0995
8 0.0472 0.0705

0.0263 0.04959
0.034310
0.023311
0.015312
0.009513

14 0.0053

Probabilités des suites de mauvais temps "Novembre" (Constantine).
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S.M

n=15n=lün=b

k
2 0.3707 0.4659 0.4814

Û.2235 0.3186 0.33413
0.1210 0.2161 0.23164

5 0.1448 Ü.16Ü3
0.0951 0. 11066
0.0606 0.07617

0.05200.03658
0.0198 0.03539

0.023610
0.015511
0.009912
Û.ÛÛ6Ü13
0.003214

Proab lites des suites de mauvais temps "Décembre" (Constantine).

S.M

n=10 n=l5n=5

k
0.57150.53270.38482
0.43390.2473 0.39523
0.32670.1403 Û.29ÛÜ4
0.24820.20955
0.18670.14796
0.13960.10087
0.10250.Ü6488
0.07600.03729
0.054910
0.038611
0.026412
0.017013
0.009814

Probabilits des suites de beau temps "Mai" (Constantine).
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S.M
n=5 n=l(J n=15

k
2 0.3086 0.5280 0.6445
3 0.2162 0.4356 0.5521
4 0.1349 0.3543 0.4707
5 0.2826 0.3990

0.2194 0.33596
7 0.1638 0.2802
8 0.1148 0.2312
9 0.0716 0.1880
10 0.1480
11 0.1165
12 0.0869
13 0.0609
14 0.0380

Probabilit«ides suites de beau temps “Juin" (Constantine).

S.M
n=5 n=lü n=15

k
2 0.3551 0.5589 0.6436
3 0.2418 0.4456 0.5303

0.14674 0.3505 0.4352
5 0.2707 0.3555

0.2038 0.2885
0.2324

6
7 0,1476
8 0.18520.1005
9 Ü.Û610 0.1457
10 0.1126
11 0.0847
12 0.0614
13 0.0418
14 0.0254

Probabilités des suites de beau temps "Septembre" (Constantine).
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S.M
n=5 n=lü n=lb

k
2 0.2190 0.2310 0.2314
3 0.0989 0.1110 0.1113
4 0.0411 0.0532 Û.U535
5 0.0254 0.0257
6 0.0121 Û.Û124
7 0.0056 0.0060
8 0.0026 0.0029
9 Û.CXJ11 0.0014
10 0.0007
11 0.0003
12 0.0002
13 Û.ÜÛÛ1
14 O.ÛÛCXJ

Probabili tés des suites de mauvais temps "Janvier" (Uran) .

S.M
n=5 n=10 n=15

k
0.2571 0.2779 0.2/882

3 0.1255 0.1463 0.1472
0.07770.0561 0.07684

0.0402 0.04105
0.02160.02106

7 0.0106 0.0114
0.0052 0.00608
0.0023 0.00329

0.001710
11 0.0009

0.000412
13 0.0002

0.000114
probabilités des suites de mauvais temps "Décembre" (Ûran).
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S.M

n=5 n=lü n=l5
k
2 0.3701 U.5592 0.6281
3 Û.2479 0.4371 0.5059
4 0.1482 0.3373 0.4061
5 0.2558 0.3246
6 0.1891 0.2580
7 0.1347 0.2036
8 0.0903 0.1591
9 0.0539 0.1228
10 0.0931
11 0.0689
12 0.0490
13 0.0329

0.019614

probabilités des suites de beau temps “Mars" (Oran) .

S.M
n=iû n=15n=5

k
0.64960.3258 0.54272
0.55010.44330.22633
0.46380.35690.14004
0.38890.28205
0.32390.21706
0.26740.16067
0.21840.11156
0.17590.06909
0.138910
0.106911
0.079112
0.054913
0.034014

probabilités des suites de beau temps “Mai" (Oran) .
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S.M

n=l5n=lûn=5

k
0.522a 0.64152 0.3028
0.4323 0.55160.21273
0.3526 0.47180.14004

0.40130.28215
0.3389.0.21966
0.28360.16447
0.23470.11558
0.19140.07229
0.153110
0.119211
0.089212
0.062713
0.039214

probabilités des suites de beau temps "Septembre" (Uran) .
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Enfin.iï est tout a fait possible de réaliser une etude similaire pour

toutes les stations météorologiques et les zones maritimes algériennes.

Une extension au cas où il y a plus de deux états météorologiques

donnera des résultats plus significatifs dans le cas où on dispose de

méthodes de calcul des probabilités de suites catastrophiques.
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