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RESUME

L'objet de ce travail reside dans l'extention de la nouvelle
methodologie de la stabilisation des methodes mixtes des eleéements
tinis pour la resolution numeérique des eéquations d’ELASTICITE. En

particulier, l’'introduction de termes additionnels adeéquats a 1la

tormulation discrete de Galerkin permet a certaines methodes”

notoirement  prohibees, d'eéetre utilisees. Des conditions
suftisantes sur ces termes, qui s’averent realisables,
retablissent 1la stabilité et la convergence des methodes
mentionnees. L'efT16301te de la presente approche peut etre

1llustrée au moyen d’'exemples pratiques.

MUIs CLES

EQUATIONS D’ELASTICITE, ELEMENTS FINIS, STABILISATION.
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INTROUDUCTION . '

Les sciences de l’ingenieur (meécanique des solides et des
tluides, energitique ....) permettent de decrire 1le comportement

de systeme physiques . grace & des equations aux derivees

partielles.

La méthnde des elements tinis est 1'une des méthodes les
plus utilisees, et la mieux developpée durant les deux 'derniEres
diraines d’'annees pour resoudre etfectivement ces equatiaons. C'’est
une methode trés genérale qui s'applique & 1la majorite des
prblemes rencontreés dans la pratique : problemes stationnaires ou
non stationnaires, lineaires ou non linéaires, definis dans un

domaine geomeétrique gquelcoque a une, deux ou trois dimension.

La methode des elements tinis conforme est connue pour
donner de bonnes approximation dans certains cas, mais elle peut
conduire dans d’'autre cas, a des approximations non convergentes,
par exemple, le cas des gquations d'elasticite lineaire
incompressible. Ce qui montre 1'insgffisance de cette méthode pour
ce genre de cas. Alors, on se trouvé a utiliser une autre methode

Connu Sous le o nom: LS ML ITHODES MIXITES UDES ELEMENTS FINIS

Les méthodes mixtes des eéléments finis pour 1la reésolution
numerique des probleme de point-selle sont assujetties a Certain%s
conditions de consistance et de stabilite afin de garantir la;
convergence de la solution approcﬁee vers la solution exacte . Ce'

sont la K-ellipticite et la celebre BABUSKA-BREZZI qui ont ete

etablie par BABUSKA [3] et BREZZI [9].

Pour le probleme d’eélasticite 1lineaire incompressible, 1la
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veritication de la condition de BABUSKA-BREZZI est immeédiate, 1la*
dirficulte reside dans la satisfaction de la condition
d’ellipticite. Cependant, cette difficulteée peut étre transportee_a"
un probleme de Stokes associe, et se transforme par la

veritication de la condition de BABUSKA-BREZZI pour ce dernier.

FParmi les couples des eléments ftinis stables les p}us
connus. nous citons, l'element mixte TAYLOR-HOOD, le mini-element,
I’element RAVIART-THOMAS ... .Malheureusement, guelques uﬁs de ces
elements ne sont pas simples a8 realiser du fait de leur cout
eleve. Malgreé tout, 1’obstacle crée par 1la satisfaction de 1a
condition d’ellipticité rend prohibee 1’utilisation de beauéoup de
combinaisons convenables pour les espaces approches, en
particulier, celles utilisant le méme ordre d'interpolation ainsi

que le bas ordre.

Le soucis d'employer les methodes mentionnées c¢i dessus a
obhlige hpaucoup de chercheurs a penser a contourner 1'obeissance
directe a la technique de Galerkin et ce, en changeant la
tormulation approchee par l’additgon de certains termes de
perturbation (ct BHtLél—PIIKAHANTA [10], FRANCA [141],

FRANCA-HUGHES |15, LUULA (22}, entre autres).

Dans 1le preésent - travail, on se propose d’'eétendre
| 'experience acquise avec le probleme de Stokes (voir ZAAMA [30]2
pour construire de nouvelles ftformulations approchees pour lex:
probleme d'kElasticite. tvidemment; la principale condition imposee
4 ces dernieres est qu'elles permettent 1'emploi d'une classe plus
large de méthodes mixtes des eléments finis, sans toute fois

pordre en termes de consistence et de convergence, et c'est le but



de notre travail.

Uans le premier chapitre, on présente une breve introduction
sur les eguations d'tlasticite avec leurs conditions aux limites.
Ue plus, quelques notions et reésultats d'analyse fonctionnelle»
sont donnés. Ensuite, on deduit une formulation variationnelle du
probleme d’kElasticite. Enfin, on termine en donnant un bref apergu

sur la methode des eéléements finis.

Dans le deuxieme chapitre, on présente les methodeé mixtes
des eléements tinis pour 1'approximation numeérique du probiéme
d’elasticite et sa théorie classique sur la stabilite. De plus, on
donnera quelques exemples des methodes mixtes stables et instablés

pour le probleme de Stokes, ainsi que pour le probleme

d'Flasticite.

L'objet du troisieme chapitré reside dans 1'extension de la
nouvelle methodologie de la stabilisation des methodes mixtes des
glements finis pour 1la reésolution numerique des équations
d'etasticite. ceci consiste a modifier la formulation approchee
tout en gardant les mémes espaces d’'approximation; en particulier,
celles qu’'etaient non tiables dans 1e cadrc 22 la methode de
Galerkin., et ceci en y ajoutant des termes de perturbation. Des
conditions sutftisantes 1mposeées a ces dernieres nous permettent
d*utiliser une classe plus large de methodes mixtes des eleéments

tinis, sans toute fois perdre la consistence et la convergence.

hans Lo der nien chapitro, on  i1llustre n‘umeriquement la
valadite de la theorie developpee dans le chapitre précedemment au

moyen d'exemples simples.

&
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PREMIER CHAPITRE

FORMULATION VARIATIONNELLE DU PROBLEME D'ELASTICITE -

1-1 EQUATIONS D’ELASTICITE
1-2 ESPACES DE SOBOLEV
1-3 FORMULATION VARIATIONNELLE

1-4 METHODES DES ELEMENTS FINIS



Dans ce chapitre, on donne une breve introduction sur les

equations d’elasticité avec leurs conditions aux limites. De plus,

quelques notions et resultats d’analyse fonctionnelle sont eénonces
"Ensuite, la formulation variationnelle du probleme considere

est deduite. On termine le present chapitre en donnant un bref

apercgu sur la methode des eléements finis.

1-1 EQUATIONS D’ELASTICITE

Soit QO un domaine de corps elastique dans R, (n=2,3 );
I" ¢etant sa frontiere, supposeée reguliere,.

On considere, ici, une reaction lineaire elastique d'un

corps homogéne et isotropique, avec 1l’imposition d'un déplacement ’

nul sur la frontiere I' et soumis a un champ de forces f:Q —R", -
Le probleme consiste a trouver le tenseur symétrique ¢ = 0
Q > R"x R", et le champ de deplacements u : @ ——> R", qui
satisfont

(a)- L'equation d'equilibre
div o + f =0 , dans Q (1-1)

(b)- L'equation constitutive

e(u) = —k [ - R o).I]. dans Q (1-2)
Z n
avec
Lt
e(u) = W (1-3)

(c)- Les conditions aux limites

W=0 sur T (1-4)



On note que:

A S s
ro= 2 M+ N A (1-5)

ou s >0, h + f%u > U sont les constantes de Lame du materiel.
P est un parametre représentant habituellement la compressibilite

du materiel.

£(v) est le tenseur donnee par

1 avi avj n
oVl = axj * x| VveR (1-6)

On note que l'opérateur ‘''trace' appliqué a un tenseur, est

donne pPar
tr 'E:z’[__ =71 : 1 ’ (1—7)

ou. 1 2(11,) est la matrice unité d’ordre n et

i i
1 J J

v E= § ot .E (1-8)
i,)s=

De plus, div est 1l‘operateur diffeéerentiel defini sur les tenseurs

symetriques par:

o 1 o 2i o ni 3
; a 1'2 aX‘ L !_g ax (1 q)

En tenant compte de ce qui precede, les equations (1-1),(1-2) et

(1-3) peuvent etre eécrites dans le‘cas n = 2 sous la forme

8011 8012
8x1 + 6x2 + T = 0] dans (1-10)

N



dg Ado
22

12 i 3 .
o, tex, *Te=0 dans € (1-11)
»6u1 1 8u2 . au1
ax1 2 dx1 axz |
£(u) = (1-12)
1 8u2 . au1 au2
2 ﬂxl ax X
et
g, - 1-p (o, .+ 0__) a
. 11 2 11 22 12
(W) = o (1-13)
1 _1-p
912 v 922 2 (011+ 022)
On en deduit que
du - .
1 _ 1 _1-p -
axl T 2u L011 2 (O, + 9p,) | (1 12)
du - . i .
2 _ 1 _1-p : _ _ :
8x2 T2 Lozz 7 (T % %) | (1-15)
1 du2 du_l .
2 ax1 * 8x2 = %27 95 g1—1p)

REMARGQUES 1-1 =

(1)~ L’eéquation constitutive bour un corps elastique

incompressible est obtenue en prenant la limite A >+ ®, ce qui

implique p > 0 dans (1-5).

(1i) Les equations usuelles de Stokes, qui gouvernent %

1’ecoulement 1ncompressible d’un fluide visqueux, sont obtenues a.

}a



partir de (1-1), (1-2) avec p = 0, comme suit

(a)- En prenant la trace de 1l'equation (1-2), on aura :

tr £(u) = —%—[ tr o - —%— tr o .tr 1 ] =0
Mais,
n n au_
tr €(u) = Z €., (u) = Z axl = div u
i=1 i=1 i
D'ou,
div u = 0 (1-17)

qui représente la condition d’incompressibilite.
. "7
(b)- En denotant la pression?hydrostatique par

p=-L tro, | (1-18)

l'equation (1-2) devienp
: . -19
c(u) = o (o + p.1) (1 1&)
En reésolvant pour o, puis en substituant dans (1-1), on obtient:

div ( 24 €(u) - p.1 ) + ¢t =0

2 [div e(u)} - div (p.l) + T =0 (1-20)

D’abord,on constate que

div (p.1) =V p (1-2%)
car,
- 3 a 3
v pol) = R -
1 2 n

LD’autre part,



car,

div €(u)

1
1
n [~15
D @
X ™
z
[ S

_ 1 ia u1 s 1 3 iauj
2 2 2 9Ox & Ox
j=1 A7 x i i=1 j
- J i=1,n
[ a°u
1 n i 1
Z)=1 agx' }i—.—n_ < [ ]1=1,n
(d’apres (1-17)).
Alors, on peut ecrire (1-20) comme suit,
HAu-9Vp+f =20 (1-23)
Le probleme de Stokes consiste donc a
Trouver u : Q > R" et p :Q ——> R verifiant (1-4) ,
(1-17) et (1-23)
Un note que dans ce contexte , u represente la vitesse du fluilde.

1-2 ESPACES DE S0OBOLEV

Soit Q@ ¢ R", et I' sa frontiere supposee reguliere. On denote

par LZ(Q), l'espace (de Lebesgue ) des fonctions a carre



integrable sur @, muni du produit scalaire

(f.9), =J f.g df V f,g € L3(Q) (1-24)
Q

et de la norme correspondante

1/2
Il o = (Faf)g 4 (1-25)

Un utilisera aussi 1'espace

LI = { feL?@ / J fde = 0 } (1-26)
Q .

On designe par H"(Q), 1l'espace (de SOBOLEV ) d’ordre m des

fonctions f € L°(Q) telles que D'f € L?(Q) pour il = m ou 5 =

O P i ) est un n-couple de nombres entiers non neégatifs. D' -
denote 1'operateur différentiel d'ordre |j = LIRS U IR
donné pour toute fonction f = f(xl,x{, ..... X ) par .
B a|J|.
0°f = — jf i
ax 1a)( 2. ax "
2 n
Donc,
H'(Q) = { f € LZ(Q) / Df € LZ(Q), 0 < |jlsm } (1-27)
H"(Q) est muni de la norme:
L 1/2 .
I¥l 5 - ( [ 107 do} (1-28)
e .
|J S m

Q

et de la semi norme



! ; 1/2
1, o = (I ? } lu't] a@ ] _ (1-29)
Ji=m

Q

On sait que H"(Q) est un espace de HILBERT pour la norme H."m Q
(voir [1].18],124]). '
Un remargue que H“(Q) = LK(Q). Four des considerations qui seront

precisees plus tard., on utilise aussi 1’espace, denote par H;(Q),
des tonctions de Hl(Q) qui s'annulent sur la frontiere T, .

1.e,

H;(Q) = { feHn@ /f=0 surl } (1-30)

1

i .
Notons que si Q est borne, la semi-norme (1-29) est une norme sur

Hi(Q), équivalente a la norme induite par (1-28) (voir [1],[24]).
Pour les fonctions-vectorielles , on definit les espaces

'”m((“)‘) - [HHI(Q)] - {f: (T],...T“) / fl(‘ H‘"(Q) 'izl-—‘_n-} (1_31)

munis des normes:

n - 1/72 '
Il g = [iglnnnmyg} (-3
et des semi-normes:
n . 1/2 .
AP NS ' - (-33)
Ue méme, on derinit:
1 1 n | 1 - -
H“(Q) = [H“(Q)] =<t / fi€ HO(Q) ,1 = 1,n (1-34)

e



Ue plus, on munit 1l’'espace HS(Q) X Lg(Q) de la norme:
el = e, + lall, (1-35)

Plus de details, peuvent étre trouvés dans GIRAULT-RAVIART [18].

1-3 FORMULATION VARIATIONNELLE

Soient W et V les espaces ( de HILBERT ) definis par:

W= {r RN RN ORI 1.n'} (1-36)

V= H () e (1-37)
munis respectivement des normes

172 172

I<l, = f TIT dQ = ¥ J o do Vieew (1-38)
0 i,J=1 Q

.

Ivll, = vl o Vvev (1-39)

Les equations d'Elasticiteée 'incompressible peuvent etre
@crites sous la forme variationnelle en multipliant scalairement.
d’'abord, (1-1) par une fonction-test v de V et (1-2) par un
tenseur-test ™ de W, puis, en integrant sur Q, les equations

obtenues. [I1 viént:

[ [div o + f] v dQ = 0 (1-40)
“Q

- j [f(u) : T]dQ + j —%ﬁ [o P T - i=p tr 0.1 : T]dQ =0 (1-41)

U'apres (1-9), (1-40) devient:

o
@



n ()0‘l ac .
J [ ( 3 - vt * =5 oy ) + fvr ot fy ]dQ =
0 1=1 Xi Xi n non
En utilisant la formule de GREEN, on obtient:
j [ n a\’j !
z [— o + f4v,] ]dQ =0
o i.ist 13 Ox, )
Mais,
n (JV
- j olJ axJ aQ = - J o/ e(v) dQ
0 i, j=1 0
En ettet;
n
—Ja c(v) dQ = —J Y o e (v) do
Q o =t
n 1 aVl aV‘l
- ) ] 2 olj[ ax_ T Tax ] d@
L=l J !
1 n a\/l aVJ
R 3 Q
- 2 [ [ ) 01J+ ax1 oij] d
1,)= Q. ]
1 n v n [ OV .
=-=3 |1 Jax L) R
i,j=1 Q J 1, )= Y0
1’- n r Jv n  Ov
)
= - —~2 Z —d—-— (7.ll d(} + Z . ax i.j
L1 j:‘lu() 1 1,)= -JQ
1F n an n [ Jv
=- 3|2 5% % 90t L ax . i
n,J-LQ i i,Jj=1J

(1-43)

(1-44)




D'ou,

- { o 1 £(v) dQ + J f.v d@ = 0
Q Q

De plus, on a:
(tr 0).1 : T = tr o.tr t ’ (1-45)

En effet, a partir de (1-7) et (1-8), on deduit que

n n n
(tr a).1 : T = [ kZ Okk]'l : T = ) ( ) Gkk].lijtiJ

i,j=1 k=1 i“

= tr o.tr

Har consequent, (1-40) est equivalente a

2
Q Q

=

- J [g(u) : r]dQ + — j [o I A lﬁﬂ tr o.tr r] dQ = 0 (1-46)

Finalement, la tormulation variationnelle,' dite de

HELL INGER-REISSNER ([20],[25]), s’ecrit:

Trouver (o,u) € W X V telle que
—j e(v) : o dQ = —{ f.v dQ Vve vy (1-47)
Q : Q
E% J [O:t - lﬁﬂ tr o.tr T]dQ - J [e(u) : r]dQ =0 Vtew
0 Q . (1-48)

Le probleme (1-47) et (1-48) fait partie d’une classe plus large de

problémes de la forme abstraite:

10



PROBLEME (P)

Etant données 1 ¢ W'et ¢ € V' ,trouver {o,u} € W X

tel que :

a(o,t) + b(u,t) £(1) V1Tew (1-49)

b(o,v) = o(v) ¥ veV - (1-50)

[ei, Vet Wsont des espaces de HILBERT avec des normes |[.[, et

ILHU respectivement; V' et W' etant les espaces de duaux. a: WX W

> R et b: WX V

> R sont des formes bilineaires , &: W «

> R et p: V¢ > R des fonctionnelles lineaires.

L'’existence et l'unicite de la solution du probleme (P) sont

regieés par le resultat suivant

IHEUREME 1-1

Supposons que -

(Al) Continuite de a(.,.) et b(.,.)

Il existe deux constantes 0 < M,k < ® telles que:
lacg, oy s ™ el N, VETEMW (1-51)
b, vyl s ko fxl v, VTiewWw Vvevu (1-52)

(H1) K-ellipticite de a(.,.)

Il existe une constante « > 0 telle que:

la(t,t)] 2 « ||r||3 Vteck (1-53)
ou

K = { t € W/ b(t,v) =0, Vvevy } (1-54)

11



(H2) Condition de LADYSHENSKAYA-BABUSKA BREZZI

11 existe une constante B > 0O telle que:

sup 24D > gy Vovevy (1-55)

T € W Il
T # 0 Y

Alors, le probleme (P) admet une solution unique {o,u} € W X VU,

La demonstration de ce Theoreme est donneée par BREZZI [9].
Le fait que la tormulation de HELLINGER-REISSNER, (1-47) et
(1-48) est un cas particulier du probleme (P), gui peut etre Vu

aisement en utilisant les definitions suivantes:

W = [Lz(b)] avec s = Jl%%tLL- et v ='[H;(Q)]
_ : - 1 - 1=p -
a(o,g) = ap(o,ﬁ) = 2#{ [E.T n tr E.tr T] dQ (1-56)
Q
b(r,v) = d(1,v) = - [ rooo(v) do (1-57)
0 : .
£(r)y =0 (1-58)
p(v) = - } t v‘dQ : (1-59)
Q
pour tous €, t « Wet v e V

Les normes correspondantes de .V et W sont dans ce cas |.| et

i1, respectivement.

Pour montrer qu’'il existe une solution unique (o,u) € W.X "V
pour la formulation de HELLINGER-REISNER, on doit verifier les

hypotheses, (Al), (H1), et (H2).



(Al) peut etre 1immeédiatement verifiee, en utilisant 1la

tormule de CAUCHY-SCHWARTZ. En effet,en decomposons T comme suifﬁ

T s - q.l

ou q = - —% tr t

on constate que tr s = 0

En eftfet,
1 . 1
tr s =, tr(t — — tr t.1) = tr v -= —= tr t.tr 1
g n n
—trt--Lttrr.n=0
- .

De méme on note que

Iely = Islhg + n al

En eftet,

Iel; = lIs - a.1l; = j (s -~ g.1):(s - q.1) do =
Q

= j (s : s +qgq.1 : g.1 - 2s :q.l) dQ

0
Mais,
n n o
. ’ = . . )= S'I = 5ii
s : (a.1) .),:,-j” (a.1,)) quﬂl, i qif.:j_l i

On obtient alors;

2 2 | 2
Iy, = Usly, + la. 1l

me 2 2
Il = lsly + n lallg

En substituant dans la definition de ap(.,.). il vient,

(1-60)-

(1-61)

(1-62) -



Mals,

laF(&,c)[ =

D T
n

. /2,
1 o
2N J|5| dQ] ,{J

J [&:t S o tr E.tr I] dQ

= — | [E:r - l=p E.(tr r.I)] dQ

tr v 1) do

1/2
< —- o - 122 tr I.Ilde]
Q Q
L oo Lzp
< —rllEly, e - = e
1 - _ izp s — :
s —plely s - a.1 qotr (s - q.D,

. |
Ll Ns - o a.tl,

s - » q.lH: = (s -~ pg.l.s —pg.l) =

I

S

z 2 2
I, + e lla. 1l

Alors, on a
TS 2 2 e 2 2 2
s = 0 atl) = Mok + ola. 1 = maxtt.o®y [Isl + la. 1 |
< max (1,07} |l
0’ ou,
< 1 9
la, (e 0| = =7 max (1. o] lEl,
Alors. (1—5i) est veritee pour:
N S
M = o max {1J”
Four d(L,v) = - [ T oe(v) dQ , on a
‘ Q

14



Id('.U)|=|— l T or(v) dQ
TQ

5[[1 s (v) | do

< { J|t2| dQ} [ {le(v)lde}

< el dovll,

< el vl

lace,wy | = kel (1-64)
avec k=1.

Pour veritier la condition de LADYSHENKAYA-BABUSKA-BREZZI
paur ce cas particulier, on a besocin de 1'important reésultat

sulvant:

LEMME 1-1 :(lnegalite de KORN; voir [24])

So0it @ un ouvert borne de frontiere I'. Alors, 11 existe une

constante c =c¢ () > U telle que:

Y [ [ Lij(v).eij(v) dQ + j VoV, dQ] 2 c "v“f (1-65)
LIt g _ Q _ .
VveH (Q).

i

Ce resultat n'est pas une banalite. En effet 1le premier

membre de (1-65) ne tait intervenir 'que certaines combinaisons de

av av .
derivees premieres, a savoir ax’ + aXJ, alors que le deuxieme
3 i

membre contient toutes 1les dérivees premieres. Evidemmenf,

15



1'inegalite "inverse' est evidente, de sorte que (1-65) equivaut.a

dire que:

n 1/2
[ Y [j €, (V)e (V) dQ 4 J Vv, dQ}] est une norme sur V,
1 j=1 . .

’ Q Q

equivalente a |v|, .

FPour la demonstration du lemme 1-1, on utilise 1le resultat

plus géneral suivant

THEOREME 1-2 (voir RAVIART-THOMAS [24] ou TEMAM [32]).

Soit Q un ouvert borne de frontiere reguliere. Si v est une

distribution sur Q telle que

v H Q) ‘j: cH'Q) L vi=Tn (1-66)
i
qlors,
v e LoQ) (1-67)
DEMONSTRATION DU LEMME 1-1
Fosons:
3]
£ = {v € (Lz(Q))" / Clj(v) € Lz(oy , Vi,j=1,n } (1-68)
E est Qn espace de HILBERT pour la norme
n . 1/2
[ Y [{ Ei](v).cij(v) daQ  + j vi.vidQ]]
ter=TH g Q0 B
On a
.2 .
a v . ov
1 d 1 _ a a ; \ - a “
ax  ax_  ox. [ ax ] T 9Ox. [ Ei(V) dx eij(v) .X,ejk(v) ]
] k J k j k i
(1-69)

16



Si v €.E, alors Lov) € LZ(Q). Et donc, —g; e{j(v) € H (Q)
Yoi,j, k.
Far conseéquent, (1-6Y) donne

—3;*—5;: €H (R ‘ Vi,j,k (1‘70)'

Cdv
En appliquant le Theoréme 1-2 pour axl, on constate que (1-70)
k

av

. .
entraine que ax‘ € L?(Q), ¥ i,k. D'ou v € [H1(Q)] . on obtient .
. )

ainsi 1'egalite algebrique E = [H‘(Q)] .

> B est continue et comme elle est,

n
L'injection de [H1(Q)]
d'apreés ce qul préecede, surjective, alors d'apreés le Theoreme du

graphe ferme (voif BREZIS [8]), c'est un homeécomorphisme. 0O’ou,

la validite de 1'ineégalite (1-65). u

Comme conseéquence du Lemme 1-1, on deduit 1le resultat P

suivant

LEMME 1-2

. . , 1
Soit @ un ouvert barné de trontiere I, C par morgeaux.

Alors, 11 existe une constante = > 0 telle que:
n

- 2
Vvev=m@ L e gz el g (1-71)

1,i=1

DEMONSTRATION

n 1/2
Montrons d’abord que Vv >[ ) ]kij(v)ui Q] est une

i,J=1

narme sur N;(Q). En effet, posons:

17



R o= velHé(Q)»;elj(v)=D,lsi,an (1-72)

Lorsque n 2, on veritie aisement que toute fonction v = (VI.V;)

€ R est de la forme:

v (x) = a, + b.x, , ' v,(x) = a, - b.x

ou a, , a. , b sont des constantes reelles.

En effet, si v € R alors,

Lij(v) = 0 Vi,j=1,2
1.e
av dy .
N 1 ) _ _ .
[ 3% + 3% ] =0 Vi,j=1,2
j i \
0’ou,
(iv1
= 0
ax1
dvz )
< ax = U
e
v av
+ 2 =0
Ix _ax

Far consequent,

Finalement, : '
V1(XJ = a_ + b.x , vz(x) = a_ - b.x

1 2

Comme 1'ouvert @ est connexe, on deduit gue



- 1 - . —— : A = —
R = {v € HO(O)/ 3 a,.a,, b € R,v1(x)— a1+ b.xz, vzﬁx) = 22 b.xl}
V x = (xl,xz) € Q c R
(1-73)

Lorsque n = 3, on veritie, de la méme maniere, que

v

H:{vEIH;(Q)/Ha,bbelRa,v (x)=a+be,Vx€QCR3

ou A denote le produit vectoriel.

En effet, si v € R alors

e, V) =0, ¥i,j=1,23

D'ou,
av, . | 8\/1 '+ av2 - 0
(9)(1 =0 ax. Ox
av, - av1 . 8\/3 - 6

) ax2 { axs ax1

dv3 . av2 . av3 -
ax3 i ax3 axz

Far consequent,

-= - . + . X

v](x) 44 ba X2 bz 3

< vz(x) = az+ b3.x1— bi.x3
vx(x) = a - 02.x1+ b1.x2

\

Mals, par detinition,



Par conseguent,
v(ix) = a + b A x
Un note, qu'en mecanique, K est appele ensemble des deplacemeﬁts
rigides dans Q.
I1 est,maitenant; immediat de vérifier que la seule fonction
v de A qui s’'annule en deux points distincts de Rz, lorsque n = 2

{ respectivement, en 3 points non aligneés de Rg.lorsque n= 3 ),

_ _ _ _ . s .
est la fonction v = 0 sur Rz ( respectivement R ).

On deéduit que Vn R = { ORn }, ce qui. etablit que v >
n R 1/2

[AZ‘ ||Lij(V) mLQ] est une norme sur V .

i, j=1

Montrons qu'il existe deux constantes C1 > 0, C2 > 0, telle

aue
n > 1/2 ) , ‘.

clvl o2 [T e, mlgg] s e, g (1-74)

i, j=

La seconde inegalite étant evidente avec C2 = 1, il suffit de

veritfier 1la premiere. PFour cela raisonnons par 1'absurde.

!

Supposons qu'on peut trouver une suite {w_} de fonctions de V =
1ol ]"
[HO(Q)] telle que

n 1/2
1 ' . 2 :
S R NP I DN CRTIN (1-75)

i,j=1



En posant v = wm . on obtient une suite {v_} de fonctions V de
! m 'l,Q

telles gue
"Vm“1,() = 1 (1-76)

et. d’apreés (1-/5), on a

Pote wolr]
ij m’ "o, Q

i, j=1

—

‘n " 1/2
[Z Ilcij.(vm)ll(,,g] < <= (1-77)

j,j: |lwm"1'Q

Il en resulte, alors, que de la suite tv 1 on peut extraire unE

sous suite {vu} telle que v’J > v dans LZ(Q).

0’apres (1-77), on a:

vi.j =T, , ¢ (v,) —> 0 dans LZ(0) , (1-78)
H—>x
Pulsque 1’'espace V = DQ(Q), muni de la norme HJ“ o est complet,
on obtient
.
VH > v dans HO(Q)
Lou,
V) =0 vi,j =T1.n (1-79)
n - 1/2 2 i
FPuisque [ ) {haj(v)"o Q] est une norme sur L°(Q), alors v = O,
iy =1 ’
et par conseéquent, v}u > 0 dans LZ(Q). Ceci est impossible
car.
||v||1,Q = lim ||v“||1'Q =1 (1-80)
H—> +u
Ceci complete la demonstration du Lemme 1-2. ]
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Revenons, maintenant a la vérification de la condition de
LAUYSHENSKAYA-BABUSKA-BREZZ1 .
Four tout v ¢ V, il existe T € W telle que:

. 1
L= = (V)

On a
d(T.,v) = - ‘ T o €(v) dQ = J E(v):e(v) dQ
Q0 Q

alors

u?"; = ( LAVYLE(v) dQ = d(T,v)
Q0
Alnsi, en utilisant "1’'inegalite de KORN " (1-71) du Lemme 1-2, on

obtient

O N T

i<, vew |t

Et donc, (1-55) est verifiee pour B = JCO .

Verifions maintenant 1’ hypothése (H1) du Theoreme 1-1.

DECompDSDnS T comme dans (1-60). En substituant dans la def1n1t10n

de a, (.,.), il vient:
r‘ .
i
1 1- v
|ap(L,L)| =\ [ o [L Dt - —;ﬁ' tr t.tr r]dQ
"0
N . 2_ _1-p _ _
= qu(S'S+”q - (= an)( qn)JdQ
Q
-1 . 2
= oL f [s.s + pnagqg ]dQ
Q

N
N



_ __1 2 2
- 2 (151 + o 0 dal]

i.e
la (ool = o={lslE + o n ol (1-81)
pr’ 21 W ' o
L’'hypothése (H1) est directement deéeduite de (1-61) et (1-81), en
= min {4 L _P_
prenant « = min | TR b
Un remarque que pour le cas incompressible (ie pour p = Q)
cette valeur de « n’est pas acceptable; on obtiendrait o = 0
Cependant, cette ditticulte peut etre contournee en prenant
¢t = s - g.! ¢« K dans (1-57). 0On aura:
[ f
d(t,v) = - J T : e(v) dQ = —_J [s - q.I) : e(v) dQ
0 Q
= - J [s: €e(v) - qg.l : e(v)] dQ Vvevy
Q
Mais,
n n
f(v) 9.1 =F £ o(v)y.a.l =aF¢c (V)
i, j=1 i=1
no dv
=q¥ _3;i = qg.div v Vvev
i=1 i
J'ou, pulsque t ¢ K,
da(t,v) = - j 4 e(v) dQ = - J [s e(v) - q.div v]dQ =0
Q Q v € {
Far consequent,
{ s : £(v) dQ = J g.div v dQ YVvevy (1-82) .
“Q Q

D*apres une propriete de 1’operateur “div'. (voir GIRAULT-RAVIART

23
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[18]1), on a

YV g € Lg(Q)/ R, 3vevtel que

div v = q (1-83)
et
— C -
IVl = ——= lal, (1-84)
ou Cc est une constante positive.
tn remplagant v par v dans (1-82) , il vient
Js D (V) do = [q.div v d2 = |al;
Q Q
1) ou,
fall; = sl oo, },
- — c
< sl v vl = Isl vl < lsl, i lall,
1.e
c I
lall, = —lsll, . (1-85)
yn
LU'apres (1-81), il vient
. _ 1 2 2
3,01 = 55 (K= + e nlal; |
1 2 R
> 5% |sll (1-86)

D’autre part, d'apres (1-85), on a
2 2 2
c“lsl 2 n al;
uonc.,
2 2 2 2 2
Isl?+ c“Isl? = sl + nlal?
Alnsi,

2. 2 i 2 2
(v o+ ey sl 2 dsly + nlally = el



’ s 1 g
Islly, = ————= Il - (1-87)
1 + .

e (1-86) et (1-8/), on obtient que

la, (o] 2 ———
2ii(1+c )

1

L hypothese (H1) est ainsi satisfaite pour « = —
' 2u(1+c™)

Finalement, (Al), (H1) et (H2) sont toutes verifiees.

U*apres le 1heoreme 1-1, 11 existe donc une solution unique . (o,u)

W x U du probleme (P), avec

1-4 MEITHUODE DES FLEMENIS FINLS

S0it © un domaine dans R", et X un espace de fonctions
detinies sur Q.

_La meéthode des éléements finis, dans sa simple forme, est un
procede spécltigque de construction d’un sous-—-espace th de X (de

dimention fini ) appele ESPACE D'ELEMENTS FINIS. Ceci est

caracterise par trois principes de base.

1)y- Le premiet principe, et certainement le plus .

caracteristique de la methode, réside dans la construction d’une
subdivision W} du domaine Q. Ainsi, Q est subdivise en une reunion
d’un nombre tini de sous-ensembles K, appeleés elements, tels que:

(1) Q= U «
N ﬁr



(ii) VK e€9 , K=K, etkKs#+o
(111) VK, , K, €9, KNK,=2
(iv) V K € ﬂh , K = FK est assez reguliere

(v) ¥ K. . Ki €7 ,si K #Ki alors:

- soit K ) Kj @

- soit Ki N Kj un sommet commun

- soit K, ) K, = un cote entier commun

Un rappelle que K et K representent respectivement la fermeture et

I'intérieur de 1'éleéement K.

Le nombre h, habituellement appele parametre de discretisation,
est defini par: !

h = max h_
' K ¢ 9
h
ou hK est le diametre de K.

EXEMPLE

AN | K.

2)—- Le second principe, une fois la subdivision 3heffectuee,

consiste a construire un espace Xh de dimension finil. Celui-ci est
constitue de fonctions definies sur @, dont 1les restrictions a
chaque K appartiennent a F&, ou PK est un espace de dimension

tini, et compose de fonctions polynomiales sur K. Ainsi, on pose:

Xhz{vh/VKggh’vthGPl\’}

26
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3)- Le troisieme principe caracteristique de la méthode des
élements tinis est que 1'on peut decrire Xh a l'aide d'une base de
tonctions dont les supports sont les élements de 7h en—question.

On 1ntroduit 1’ensemble des noeuds des elements finis:

M
gz K =t uj}j=1
h

. N
ou Z y = ”1}r

o1 est l'ensemble des noeuds distincts dans K.

Un peut detinir une base de F_ par: .
¥
Po(e) =8 1< 3jsM '

ij

ou 6;' = 1 1=1]
! 0O - i#j

Dans les exemples que nous considerons ici, K sera un polyedre de

n

R, P! sera un espace de polynomes et les ftormes 1lineaires ¢i

seront des types suivantes , pour tout p ¢ PK ,
(a)-— % :p —> p(«) , « €K .
(b)- ®1 T p > Dp(ai).£i , ou Dp(ai) designe la derivee

premieére au point @y de l1’application x —>p(x) et Ei est un

n
vecteur de R-.

(c)- <I>i TP > D p(ai) (gi,ni), ou D p(ai) designe 1la

derivee seconde au point « de 1’application x > p(x) et Ei,ni

n
sont deux vecteurs de R,

Lorsque toutes les formes lineaires sont du types - (a), on
dit gqu'on a un element fini de type "LAGRANGE'; Si elles sont des
types (a) et (b). on dit gu'on a un eiement fini de type "HERMITE"

d'ordre 1. Tandis que, si elles sont des types (a), (b) et (c), on



dit gu'on a un éelement fini du type ""HERMITE' d’ordre 2.

So1t K 1'element fini de reference. Pour connaitre notre
element fini, 11 nous suffira de connaitre 1'application affine
qui envoie £ sur K. La proposition suivante permet de deduire les
tonctions de bases associees a l’élement‘fini a partir de celles

'

associees a l'element fini de reéference equivalent.

PROPOSTITION T-1 (CROUZEIX [13])

Soit K un ealement fini equivalent a 1’element fini de
retérence k par l'intermédiaire d'une application lineaire affine
FK dertinie par

><='F(;)=B;+bl
oa B« L(R",R"). B est inversible et b € R"; de sorte que:
K = F_(K)

et de plus } . = F() o)

. -~ N .I=
g = X
ou K { ¢ i}j=1

Soit p est la fonction obtenue a l’aide d'une fonction p par

P(x) = pP(X) P € Hg (K)
ou E% (é) est un espace de fonctions polynomiales de degre
inferieur ou egal a £ sur l’'element K.

Alors. les fonctions de bases {9 }, _ relatives a F& s'obtie-

1,N

-nnent a 1’aide des fonctions de base {¢lh

a1 N relatives a Fk(K)

par:
P (x) =9 (x) =0 (Fl(x))

=9 O F;1(X) 1 <1isN

A8



REMARUUES 1-2

~

(1)- on ngte Ek(ﬁ) par Pﬁ(k) si K est un triangle ou
tetrahedre ( N = 2,5 ) ou par uﬁ(k) si k est un quadrilatere "ou

newahedre;

(ii)- S1 1'element fini est de type de LAGRANGE alors :
R . o £ -
Pp(K)y =4 p / p(x) = I a, . x; x;
. . R £ . o
We(k) = ¢ P / p(x) = _Z b x4 x?

(1i1)- |.'espace d'elements finis Xh peut &tre reecrit de fagon

suivante

h -

‘ 4 R oy - ~
X = { vV.E X/ vh|K= v O FK v € RZ(K), vV K € ﬂh }

EXEMPLES . ' :

(1)- Element fini de LAGRANGE d’'ordre 1 dans le cas triangulaire

Soit FK une application affine de K vers K, donnee par

1 \ - t X1)
X (x ' -
) 2t 1

-



D’apres la Proposition preécedente,

K

N I N e R I

« = F (a) i =13
3}

Les fonctions de base {wi}i_ associees a Rl(K)

1,3
.
Polxax,) = 1 = X, =X,
p,(xX %) = X,
't (><1.><,_) = X

D'ou, les ftonctions {wi}i=1

de

p(x) = 9 (x) = 9.0 F(x) L Vi=1,2,3

ou F (x) = x
K

. A o \ - -1 .
e méme, 1l est clair qQue x = FK (x) donne:

?associeqs a F‘K s'obtiennent a
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Far consequent ,

I

|
—
|

PR KL = (K K)

o1 3 2 Ut _ .3
(x X ) (Xo= X))+ (x2 xz)(x x1)

(X, = X3) (X3~ X

'_ 1 3_ 1 _ . 2_ 1.
(x xl)(x2 x2) (x2 xz)(x

2
1
3 1.
1 xl)

1 . 1. . 3 1
o) T (X X ) (X = X))

» ‘ o '
(X ,Xx)) = @ (X _,X_ ) =
2 1 2 2 1 2 2 1, 3 1 2 1 .3 1
(7 X)) (X= X,) (x,= %) (x)= xy)
. 1 2 . .
‘ o e e —(x1— x1)(x2— x;) + (xz— x;)(x;— x:)
P (X X)) = 9 _(X_,x ) = .
3 1 2 3 1 2 (XZ_ xl) (x_l_ x‘l) _ (XZ_ xl) (XQ_ xl.
1 1 2 2 2 2 1 1)

Un note que les tonctions {w”

les ronntjoné {e .
1

(2)-klement tini de LAGRANGE d’'ordre

presentent la méme forme que

1 dans le cas quadrangulaire

Soit.FK une application affine

de é vers K, donnee par

= 14 y 2 1, ; 4 X1'+ ; ; (x1_ Xz+ xa_ X‘)
Lo X, = 0t g ) 2%y 1) 172" 1 1 1’
K’ '
1, 0 2 1 9 4 1, P 2 3 4
= - - + - + - X
= Xt o (X Xt x2(x2 x,) x1x2(x2 X7 X, 2)
x M e x /N
u4(o,1) a3(1,1) /5///’3' a4(o,1) a3(3/2,1)
K K
. = - >X, 9x1
“1(0’“) a2(1,o) «, (0,0) a2(1,0)

Soit FF une application affine de K vers K, donnee par: (voir

tfigure)

31



i=4 i=4
., alors ¥ = FK[Z . } = { o}

i7i=1

Les tonctions de bases {¢ } _ associees a 91(K)

1,4

Wl(x .xd) = (1 - Yx)(l - XZ)

P,(x X)) = x (1 = X))
{‘)n(l{l'x;:) :')(1 Xz
Wq(x1,x2) = (1 - xl) X,

d’ou les tonctions {wi}i=14assoc19es a F& s'obtiennent a

de:
) o~ ‘.\‘ “ _1‘ ) . . —
P (x) = ®.(x) = miD Fo (x) , i=1,4
ou FK(;) = X
; o Zx1
F;l 1 Z + X2
xX = X

Far consequent ,

P (x,,%,)

"
/N
-
]
[
) NI
+| X
-
x
ro
~———
/N
—
1
x
)
| S

ZXI
0o (X0 x5) _5—:_;i(1 B Xz]

Qi(ﬁ) sont :

1'aide

A



P, (X X))

9, (X, .x,)

|
—
—
I
N
x
+ |-
x
[a¥]
——r
x
13N

Contrairement, au cas triangulaire, on note malgré que les

fonctions {¢i} sont bilineaires, les fonctions {wi} sont

rationnelles.

REMARGUE 1-4

En general. les fohctions de bases {tpi(’x)}i=1N ne sont

utilisées que pour des elements simples. Elles sont le plus
souvent remplacees par les fonctions de bases de réference
Lo, OOy« ou x et x sont lies par une application lineaire

attine Fl definie dans la Proposition 1-1.

REMARGUE 1-5

On note que les ftonctions wi(x) dependent des coordonnees -

des noeuds de 1l'élement et sont donc differentes pour chaque
element.  Far contre les fonctiéns de bases éi(;) sont
1ndependantes de la geometrie de l’elément de - -reference ﬁ. Et de
plus., les memes fonctions de bases @i(;) peuvent etre utilisees
pour tous les elements possédant le meme element de reféerence

caracterise par sa forme, ses sommets geéometrique et ses noeu%s

d’interpolation.
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DEUXIEME CHAPITRE

THEORIE GENERALE DES METHODES MIXTES D'ELEMENTS FINIS

2-1 METHODES MIXTES D'ELEMENTS FINIS POUR LE
PROBLEME DU POINT-SELLE

2-2 METHODES MIXTES Q’ELEMENTS FINIS POUR LE
PROBLEME D’ELASTICITE LINEAIRE

2-3 LES COUPLES D'ELEMENTS FINIS STABLES ET
INSTABLES POUR LE PROBLEME DE STOKES

2-4 UNE METHODE STABLE DE TayLor-HooD POUR LE
PROBLEME D’ELASTICITE



Dans ce chapitre, on preésente les methodes mixtés d’elements

tinis pour 1'approximation numeérique du probleme d’Elasticite. onh

montre qu’elles sont assujetties a certaines conditions de’

consistance et de stabiliteée afin de 'garantir 1la convergence des

solutions approchees.

Parmi ces conditions, on verra que la condition de

ellipticite joue un role important dans la stabilite

A la fin de ce chapitre, on donnera quelques exemples des
methodes mixtes stables et instables pour le probleéeme de Stokes ,-

et une methode mixte stable de TAYLOR-HOOD pour 1le probleme

d'Flastici1te

2-1 METHODES MIXTES DES ELEMENTS FINIS POUR LE PROBLEME DU POINT-

- SELLE

-Une fois que la formulation variationnelle de HELLINGER -
REISSNER a eteée etablie. le probleme discret se determine de 1la

maniere suilvante ..

Premierement , on choisit les espaces d'approximations

d'elements tinis, comme définis a la fin du chapitre preceédent

Soient,

whz{a ‘-‘N/(’IKIC‘;OF;: , &Gﬁ’&(l'(‘),.l(€gh} (2-1)
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et

v = { v € Y/ v|k = Q 0 F:l , Q € Rk(ﬁ), K € 7h } (2-2)

ou ﬂh est la subdivision de Q. Cette subdivision 5h est constituee

2

de triangles ou quadrilateres si @ < RY, de tetrahedres

ou

hexahedres si @ ¢ R’. Alors, avec A& et (@, on associe le probleme

discret (Ph) suilvant

L

, V€ Vn telle que

Trouver <7l € W \
) 1

h
a(e v ) ¥ by u ) = %(Lh) Voo © W (2-3)

h(ah'vh) = p(v,) v v, € v (2-4)

(2-3) et (2-4) sont equivalentes a un systeme linéaire d'equations
algebriques. En efrfet, si { T, A =1,X} et { v4 y <4 = 1,3}

designent des bases pour A& et b; respectivement, on peut a10r§

}
i

S1 on choisit des bases pour (@ et h&. il est «clair que

gcrire
3 X
v, =)oV et ‘to= ) Bp T
h ; 4 4 g =1£ £
pour certaines constantes a}, i =1,% et B& , £ =1,X g

X * g —_— -
£Z a(ty .ty ) Bg + L BT, , V) a = L£(Ty) ve=1X (2~5)
=1 3=1 .

x ———

£Z b(tg , v,) Bgr=w(v,) Vi=1,% (2-6)

=1

tn substituant dans (2-3) et (2-4), on obtient

Maitenant, on definit le sous—-espace
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K = { TWE W/ B(T vy =0, Y viEe Y } (2-7)

En general, on a Kh ¢ K, ou K est donne par (1-55)

. c‘yi
L'existence et l'unicite de la solution du probleme (Ph) et

sa convergence vers la solution du probleme (F), sont donnees par
" "
le resultat suivant, qui constitue wune . version discrete du

Theoreme 1-1,
THEOREME . 2-1 (GIRAULT-RAVIART |[18])

Supposons les hypotheéses suivantes

(H1) K -ellipticite de a(.,.) ,
* "

Il existe une constante « > 0, independante de h, telle que

* 2 9§

Ia('x.'h,‘rh)! > « ||th||w v €K (2-8)

(H2) condition de BABUSKA-BREZZI

Il existe une constante B* > 0, independante de h, telle qug

bt »v,) x . v e v 2-9)
T A A (

, h
IR N I

Alors , le probleme (Ph) a une solution unique {oh,uh} € A&Xb&
Ue plus , i1l existe une constante c¢ > 0, indéependante de h, telle
que
lo = o I+ lu = ul, s c tinf flo =+ inf Ju - vl + - (2-10)
. E€Nh VEUh

ou {o,u} est la solution du probleme' (P) .((1-50) et (1-51)).

36



REMAROUE 2-1

La condition de BABUSKA-BREZZI est equivalente a

Vv v , 31t ¢ N' telle que

. h h

: x
ber,,v,) 28 v I, I,
ou H' est une constante positive independante de h et du choix

particulier de v, ¢ %1

REMARGQUE 2-2

La veritication de (Hl) s’'avere facile pour certains
problemes comme celui de Stokes , alors que pour d’'autres, c'est
1'hypothese (H2) qui est aisement verifiable; ceci est le cas du
probleﬁe d'Elasticite lineaire . Plué- de details peuvent etre

trouves dans FRANCA-HUGHES [15].

REMARGQUE 2-3

Pour des raisons pratiques, on écrit le probleéeme (Ph) sous

la torme equivalente

Soit T € ¢ et g € W, trouver {o, .u } € Nh X V% telle que

BULO, ,u b 5 AT, v ) = LT v, C(2-11)

pour tout {rh,vh} € Nh X Uh

B(lo,,u,} 3 AT,V 1) = a(o,,7,) + B(T,u) + b(o,,v,) (2-12)

Lt av,) = £(t) + o(v,) = (T,v,) + (9,7 ) | (2-13)

La principale motivation pour l’'utilisation de cette forme

equivalente du probleme (Ph) est le reésultat suivant deéemontreé par
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HABUSKA dans [3].

ITHEUREME 2-2

Soient W, et W, deux espaces de hilbert, avec les normes
0, et |||_.|l|2 respectivement. De plus, soit B8(.,.) une forme

pilineaire sur wl X W, telle que

(a) 18Cs,ryl= e sl Irll, ¥ (s.r) € W X W,
(5) sup LB Lo ey Ve u,
s €W |]sll,
| ¥
(C) "sup | Bts.r) |, c, lsll, Vsew
rcw, el

avec c_ > O,'c3 > 0, c, <% De plus, soit L une fonctionnelle

lineaire sur W,. i.e. L € W,. Alors, il existe un elément s € W,

tel que
B(SU ry = L(r) Vi€ Ae
e,
avec s I, = —
3
[... t *
et Ll = sup
t € 2

2-2 METHODES MIXTES DO'ELEMENTS FINIS POUR LE PROBLEME

D’ELASTICITE LINEAIRE

On suppose que quelque soit h > O , les espaces d’elements

tinis A@ et (@ satisfont
‘ nin+1)

W o W= [LZ(O)] R R A [H;(h)]n C(2-14)

h
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Ce type de methodes est appele méthode conforme
contrairement aux methodes non conformes ou les inclusions (2-14)

ne sont pas verifiees, simultanément ou pas du tout.

Avec ces espaces donneés, la formulation mixte de

HELLINGER-RIESSNER ([20],[25]) du probleme discret d'Elasticite

s'ecrit comme suit

PROBLEME (M™)

Ir ouver (Uh,uh) ¢ Nh X Vh telle que
ap(nh,rh) +d(v ,u ) = 0 v T, € k& (2—15)
d(o, v, ) = f(v,) v v, € b% (2-16)
ou
a (o ,1 ) = L (€ ,v. ) - -1:3—(tr E ,tr t.) VE, T €W
p ' h’ 2u h’ h n h’ h h’"h h
d(o,,v,) = - (§.,6(v)) Vveuy
f(vh) = - (f‘vh) v v, € 0;

On note que les inclusions (2-14) ne sont pas suffisantes

B 3}
pour garantir l'’'existence et l'unicite de la solution du probleme
discret'(Mh). En le comparant avec le problemel(Ph), on constate

que l'hypothése (HZ2) du Theéoreme 2-1 est facile a verifier. En

effet, comme dans le cas continu, (H2) est triviale. Quant a k&
et Vh. on les choisit de telle maniére que le degre

d’'interpolation des polynomes dans b@ soit egale ou supérieur éii

celuil des polynomes dans h&. Dans ce cas, on a E(vh) € h&, pour

chaque v € Vh, et on peut definir ?h € h& par

to= - oa(v,)



Four ce choix, on a:

d(?h;vh) = - j E(Vh).%h dQ = j €(v,).e(v,) dQ
Q Q
Ma1is,

150 = | 700 o0 = el
Q

Far consequent, en utilisant l'inegalité de KORN, on déduit que la

norme |« (v )ll, o est equivalente a |v |, d'ou 1'existence d'une

constante c(Q) > 0 telle que

a(e,.v,) 0 " ( ] d(t,,v,)
= Wlvpdly o = sup

c() v, = ——=
e, I, e W el

Ce qui donne 1’hypothese (H2) avec Bx = c(Q), 1independante de h
(118]). |

La difficulte reside maintenant dans la verification de 1la
condition de Kh~ellipticite de ap(...) pour certains choix.
Cependant, cette difficulte peut etre transportée a un probleme
discret de Stokes associe. !

En effet,on utilisant la remarque 1-1, on definit le probleme de

Stokes suivant

g Au-9p+ T =20 dans Q
) div u = 0 dans Q (2-17;_:
u=20 " sur T |
\
avec,
p = - L tr t



Ce dernier possede la tormulation variationnelle ,suivante:

Etant donnee f ¢ LZ(Q), trouver (u,p) € H;(Q) X Li(Q) telle
que:

il

H (VY u,V v) = (p,div v).

(f.v) VveH (Q
(2-18)

- (q,div u) = 0 Vqe Ls(Q)

Ou, sous la torme abstraite suivante

PROBLEME (5)

Etant donnees 1€ V' et Y€ @ , trouver {u ,p } vX a

telle que
a(u ,v ) + b(p ,v ) = 1(v ) v & V
: (2-19)
b(a ,u) =¢(q ) qQ € 0
avec . a(u,v) = (V u,vv) , b(p,v) = - (q,div v)

I(v) = (t,v) , p(q) =0

[ 1 n 1. 2 .

ve @l =we | 6= L2@

on s'assure aisement que, dans ce cas, touteé les hypotheses
du 1heoreme. 1-1 sont verifiees. En effet, en wutilisant les
1negalites de CAUCHY-SCHWARTZ, FRIEDRICHS-POINCARE et les
propr retes de Udivy (ct GIlRAULI-RAVIARI [IBJ).. les ' hypotheses

(Al). (H1) et (HZ2) sont verifieées avec M = u, k =1, a=1et p =

o - ou c, est 1la constante positive (voir GIRAULT—RAVIART‘
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[18],page 42) . D’'ou, le probleme (S5) admet une solution unique
1 A ’
(u,p) dans NO(Q) X LO(Q).

L

Une fois la formulation variationnelle etablie , le probléeme .

discret, qul determine la solution approchee, est defini commév

sult:

PROBLEME _(s")

Ftant donneées 1 ¢ ' et ¢ € @' , trouver {uh,ph} € O;X Qh

telle que

a(u».‘vl.) + b(pn.‘vn.)

"

I(Vh) Vv € ,
(2-20),

b(qh.uh) h

$(q,) Vg €0

ou Vl < Vet Un c .

L'eristence et l'unicite de la solution du probleme (Sh)
sont regies par le Theéoreme 2-1. L’'hypothese (H1) du Theoreme est
facilement satisfaite, la seule condition qui peut poser des

ditticultes est la condition de BABUSKA-BREZZI correspondante.

LEMME ,2-1
5'il existe une constante ”o > 0, independante de h, telle
que
(div Vh,qh) 1 o

sup p3 BO “qh"O , 9, = - 7;_tr T, (2-21)
va Vh llvh"l '

alors, 1la Kg—elllpticite de ap(.,

. . h
d'elasticite (M) est veritiee

.) pour 1le probleme discret:-

ot
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UEMONSTRATION

La condition (2-21) peut s’écrire de la maniere suivante :

ek _ 1 ‘ -
v v, € Kh (q, = o tr T.), 3 v, € c% tel que
(0iv V.0, = la 2 et v, s & lad,
h’' h . h''o | Bo no
Fosons v, = S, ~ th , Vv L Kh. FPar detinition, on a
(le vh'qh) = (Sh'c(vh)) v vh € Vh (2—22)
En substituant pour Vi = Qh dans (2-22) , on aura
la, o = (s,.etv )y < s M, lecvll,
s ls,l, 19,1,
1
“ls by 7 lal,
Do,
1 . - - _r
la, ll, = T Is I, . Yt =s, -alc€k, (2-23)
FPar consequent .,
o 2 : 2
Is, 15+ n a2 s s 12+ 25 |s, |2
0
< (1 +)us,03 (2-24)
0
Comme on sait, pour = s, ~ th € Kg on a
2 2 2 2
el = Bs, = &, 115 = Bs, I3+ n da,lig
0'ou., en tenant compte de (2-24),
(2-25)

A n 2
IR —B;_]nshuo
0
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En vertu de (1-81) et (2-25), on obtient:
la Gyt = 5 s 0+ 00 fa, I
JUR T 0 21 nfo ' Anlly

1 2
LT N

u
, 11 2
Y '1+_D:. el
Ij 0]
2
, . 0 2 .
i.e. Iap(th,th)| z ,"th"o (2—26)

2u( By + N )

[1 est maintenant clair que la Kg*ellipticite de a (.,.) est

g _ |
3
satistaite pour « = o , qui est evidemment

2u( By + 0 )

1ndependante de h et p.

La convergence de la solution approchee vers la solution

exacte du probleme se deéduit comme suit:

0'abord. on introduit la forme bilineaire B : (W, X uh)z—m et la

fonctionnelle L":th v, >R definies par

B({o,ut;{t,v}) = ap(o,t) + d(u,r) + d(v,o0) (2-27)
et

L(t,v) = (T,Vv) (2-28)
‘)
Le probleme discret d’eélasticite (Mh) peut etre reeécrit sous 1a

torme
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PROBLEME (M)

Trouver (oh,th) € Nh X Vh tel que

B((o, ,u )i (T,v)) = L(T,V) V (t,v) € WX U (2-29)

THEOREME 2-3

Supposons 1l'existence d'une constante y > 0, indépendante de

h, telle que pour tout (&h,wh) € h% X (@

H)

BO{E, »w, }idT, WV, L

sup — =1 (lg lly + lIw,l,] (2-30)"

Coovy X v el vl ,
(1L,v) # (v,0)

Alors, on a l'estimation d’'erreur:

lo = o l, + lu-ullsc tinf o -], +inf Ju - v];} (2-31)

T € €
A& v b

ou la constante c > U est independante.de h et (o,u) dénote "la

solution exacte du probleme (M)

REMARQUE 2-4

[1 est important de noter que 1l'inegalite (2-30) peut etre v

utiliseé pour prouver 1l’unicite et 1l’'existence de la solution';

approchee (0 ,u ) par 1*application du Théoreme 2-2

DEMONSTRATION DU THEOREME 2-3

~

S0it u € v un interpolant de u dans V,, et ¢ un

interpolant de ¢ sur h&. Pour tout (T,v) € A& X c@ on a :
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B({o, - o ,u - upi{t,v}) = B({o,,u }i{T,v}) — B({0,u};{T,v})

et

B({o = 0 ,u = u}i{t,v}) = B(10.u};{T,v}) — B({0,u};{T,V})

!

Mais, en utilisant (2-29), on a:

'H“”h'“n““'v” = L(L,V)
= B({lo,u}{r,v}) V (t,v) € A& X (@

D ou,
B({o, - o Uy UpidT,vi) = B(LO = 0 ,u — Upi{T,v })

YV (t,v) € NhX %‘

En utilisant le fait que ap(.,.) et d(.,.) sont continues,
11 s’'ensuit:

B(10,=7,u,~u} i {T,v}) = a (0 = 0,1) + d(u - U,T) + d(o - ,v)
< Mo - 5I|0IIL'I|0+ kllu = ull el g+ klo = alglvl,

< max ity el (o= alge um Gl [+ klo-olivi,

. ma,m,“[".‘"(ﬁ "\,“1][“” _ “;Ilu+ Jlu - Glil]

B, ~d.u,-0r v s ¢ [Iel v ] [lo-algeiu-al,
avec C1 = max{M, k}

U’ou,

Blo, = 0 ,u,~ u}i{T,v)) . o
sup s ¢, flo - olyhu - ul] @S

(t,V)C WX U Tl + vl
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Ue l'inegalite (2-30), 11 vient

. : B({0,-= @,u = up;{T,v}) W
flo,= oll,+lu,- all] < sup (2-33)
(t,\/)(’_ th Uh "t"0+ uvlll

En combinant (2-32) et (2-33) . on obtient

lo,= oyl o] = ¢ flo - Sl rhu - Gl

1.e.
. : “ C, ~ ~
o= ohye o= al) = 5 - Sleba - Gl (2-34)

L’autre part, on a '

lo = o ll=llo = a+a-of <o -ocf+ |o- al,
et

lu = u = lu = u+ u - ulys fu - ul+ -l
U'ou ,

: ~ -~ C1 ~ ~

I~ oy lgtllu = ubs do = dlhu - a5 [lo - olyelu - al]

c i L .
(e [lo = oltla = al] v @ € ux oy,

IA

C‘l

Par consequent, l'ineégalite (2-31) est verifiee pour c = 1+f; .

2-3 LES COUPLES D’ELEMENTS FINIS STABLES ET INSTABLES POUR LE .

CAS DU PROBLEME DE STOKES

Comme on vient de voir, les meéethodes mixtes des eléments
finis pour la resclution numeérique des problemes de point-selle

sont ascujetties a certaines conditions de consistance et de
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stabilité pour garantir la convergence de la solution apprDChEE:

vers la solution exacte. Parmi ces dernieres, 1la condition de

BABUSKA—BREZZI joue un role important dans 1la stabilite pour.

certains problemes comme ceux de NAVIER-STOKES et de STOKES.

Lans ce  paragraphe, on presente quelques couples

d’'approximations vitesse-pression qui verifient 1la condition de

BABUSKA-BREZZ] en dimension deux. Malheureusement, beaucoup de ces
methodes ne sont pas simples a8 realiser du fait de 1leur coat

eleve.

Un suppose que Q c R” est subdiviseé en wune reéunion d'un

nomtr e tiny d'elements K (triangles ou quadrilateres). Soit I la

subdivision ainsi obtenue. On deénote K 1'element de reference et

pour chaque K ¢ Uh, ., la transtormation affine de K dans K. Soit

K
Pﬁ(k) (respectivement Gﬁ(ﬁ)) l1'espace des fonctions polynotmiales
de degree < £ par rapport aux deux variables (respectivement par
rapport a. chaque variable) definies sur le triangle ié

(respectivement sur le carre ﬁ). Co(ﬁ) degigne 1’espace des

fonctions continues sur Q.

Parmi les couples stables d’'elements finis les plus connus,

nous citons 1’elément mixté de TAYLOR-HOOQOD, habituellement dénote

par @”—81 pour le cas quadrilatere, et par F’Z—P1 pour le cas.

triangulalre.

L’element @q—&1 est caracterise par 1la paire d’espaces

d’élements finis { %“t%} donnée par



2 . " ~ 2
v o= { v € (CD(Q)] ;v|K= vV O F;i. v € {GZ(K)] , VYKeT,
v =0 surTl } (2—353)
» 9 €0,(K)y , VKE 5h

Q

On note que v et 0} sont construits sur le méme maillage.

La paire satistait a la condition de BABUSKA-BREZZI, (voir par
, t

exemple., BERCUOVIER et FI1RONNEAU dans [4]1). De plus, si la solution

(u,p) . du probleme continu est suffisamment reguliere, la

convergence est optimal; plus precisement,

51 u € [ H"(Q) 0 H;(Q)J et pc H" Q) Lg(Q) avec m =2 ou 3 ,

alors on a

m-~-1
hu = ull,=%"" ")

$lu = udl= san™) : (2-36)

m-1
| e - e llg=9h )

Ces resuttats ont etée etablis par plusieurs chercheurs

(voir, par exemple, GIRAULT-RAVIART [18]). En particulier, si u €

2

( Hq(Q) N H;(Q) ] et p € HZ(Q) N 'Li(Q), alors on obtient wune
precision d’ordre.3 pour la vitesse et une d’ordre 2 pour 1la

, 2
pression en norme L .

Pour le cas de l’élement mixte (de TAYLOR-HOOD) Pz— Px’ on

a les espaces
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2 2 i
_ . 0 =, ) _ -1 y e
v, o= { v € (C (Q)] ,le— voF . vE [PZ(K)] , VK E€ 5h T

v=0 surTT } (2-37a)

a = { g ¢ C (Q) ;q|K= g o F;1, qcP((K ,YVKeET

J q dQ = 0 } (2-37b)
Q .

De nouveau, cette paire satisfait, a8 la condition de BABUSKA
i : :
-BREZZ]1 et engendre les estimations d’erreur (2-36) (cf VERFURTH

[$31, SILVESTER et THATCHER [27]. BONLAND-NICOLAIDES [S]).

Les deux elements mixtes Q- Q et P - P, sont 1illustres par 1la

tigure (1) "
B—o
degres de liberte o
X ression
¢ © Pr
0 vitesse ©
%&———4&——~—§£ P~-P
- 2 1
0,- 8,

- figure (1) -

Remafquons. finalement, que les arguments precedents peuvent

étre geéneralises pour toutes les methodes de type TAYLOR-HOOD

.ﬁ
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1

b4 2
_ . 37 B ) - - , )
Vh= { VAN (H”(Q)) ,vlk— v o FK , vV L(QE(K)) , YV K € 5£ } (2-38a)

," —_ o .~ -1 ' o~ v, o - _
u, = { q < " (@n L, al,=go0k, , aec @ (K), YKE 7h}(z-—38b)

avec £ 2 2 , (ct STENBERG [30])
Malheureusement, ceci n’'est pas le cas, lorsque £ = 1 o

(Ul— UO , Pl— PO).

Le premier exemple de méthodes instahles de ce type est

caracterise par la paire d'espaces d’'elements finis { O%.G%}

donnee par:

‘ 2 " " - 2
Vh = { v € (CO(Q)} ;v|K= vV O F;i, Y €[®1(K)] V K € 7h.

v=20 surT } (2-39a)
- 2 .. - -1 - ~ v _' Uk
o o= { g L ()3 Q|K= qofF ,q€@ K VKE 7 } (2-395)

BOLAND et NICOLAIDES [7] ont montrée que cette paire ne satisfait
pas la condition de BABUSKA-BREZZI. En particulier, comme demontre
par SANI et AL [26], il peut arriver que, pour au moins un a, €-£% ‘

non nul, on a

(c : = () Vv ¢
LA vh'qh) ' h Vh

e ce tait, 1a constante § de la condition de BABUSKA-BREZZI ne

L
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prut eétre que nulle. En pratique , cela signifie que la matrice de
divergence est du type (m,n), ou m est le nombre de degrés de
liberte pour la vitesse et n est le nombre de degres de 'liberﬁe
pour la preésion, avec un rang inferieur a min{m,n}. D’'autre part,
il peut arriver, comme 1'ont montre BOLAND et NICOLAIDES dans [6],
qu’il existe certains q, ¢ )

. pour lesquels:

la,| N TS la,I 0
c.h |g < sup < c h |g (2-40)
1 ity oty ¢ U “Vn“1 2 n'o )

h h
ou les constantes positives c,» G, sont independantes de h.

L’inegalite de gauche dans (2-40) a eété montree auparavant par

JUHNSUN-P L IKARANTA dans |21]. Uans ce cas, la constante f de 1a

condition de BABUSKA -BREZZ1 depend de h, plus précisement B = -

#(h). Le méme resultat a ete etabli par ODEN et JACQUOTTE dans

[23].

Le second exemple, et certainement le plus catastrophique du’

point wvue de 1'instabilite, est donne par la paire?

- 2 " " n 2
v ={v € {Cu(ﬁ)] : v|K= VAN) F;1, v € [Pi(K)] VKeT

v = 0 sur F} (2-41a)

v = { g € L;(Q); q|K= q‘O F; , g ¢ PO(K) v K.€ ﬂh } (2-41b)

Ce couple est dénote par P1— Po' Pour ce choix, il arrive que le

seul champ de vitesse u € Vh appartenant a KL, est u = 0.  Cette
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solution approcheée est sans interet car u = 0 ne peut etre ﬁuné
bonne approximation de la solution exacte du probléeme considére.
Ce resultat est, sans doute da au fait que 1la matrice de
divergence discéete (div vh,qh) possede plus de lignes
independantes que de colonnes. La représentation de' ces couﬁles

est donnée par la figure (2).

© ¢ degres de liberte
X X pression X
0 vitesse
&— o
A Pi= Py

- figure (2) -

Un note que jusqu’'a maitenant,on a defini c@ et 6% sur le.
méme malllage Vh. Cependant, en wutilisant pour 1la vitesse un-
maillagg plus fin que celuil de la ’pression, des palres stables
hasées sur des pressions discreées, constantes par morceaux,
peuvent étre construites. |

Lonsiderons une subdivision ﬂh du domaine Q en triangles
(respectivement en quédrilateres). Ensuite, on aivise chaque
triangle (respectivement chaque quadrilatere) de 75 en 4 triangi%s

(respectivement 4 qguadrilateres) en joignant 1les milieux des

cotes. Un detinit ainsi la subdivigion 7h/a

Deux choix sont possibles pour les espaces des elements finis Uh

et Uh. Le premier s'ecrit, dans le cas triangulaire
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2 : " " ~ 2 '
Vh = { (VA [H:)(Q)] .;le.—. v 0 l—;1‘ v ([P1(K)] , VK€ ghlz} (2-42a)

1

<
]

La PK), VK

M

. { g LW al,=ao0k; 3’,,} (2-42b)

recspectivement dans le cas quadrilatere:

I " " “ 2
1 -
v,o= { VARS (HU(Q)] ;V|x= vV O FK1. v €(@}(K)) , Y K€ 5£/2} (2-42c)

Uh = { g € L;(Q): qIK= qo F;i, q € QO(K), YK € ﬂk } (2—u2d)

Tandis que pour le deuxieme choix, on definit 1’'espace 0;

comme dans (<Z-42a) (resp respectivement dans (2—&20))Iet pour 6&. ¥
N introduait trois tonctions de bases detinies comme suit: (voir

figure (3)).

cas du triangle

1 dans K _et K,
1 P
€1= .
0 ailleurs
!
-~ . : A A
(1 dans K_et K_ K. K
£ = 2 3 ) 3
: i U ailleurs K
. 1 dans Kzet K4
! 0 ailleurs ‘ @

m~As du quadrilatere

od



1

0

{1
£z

3 -

0

1)

ias)

On pose alors,

h

dans K1et K4

ailleurs

dans Kwet k4

ailleurs

dans K et K

ailleurs

1
0 0
E’Z.
1
1
é2

-figure(3)-

Les couples (2-42) et (2-43) veritient

la

~ A
Ky | K
~ [a)
K, | K
K
o)
0
&3

condition

de

3
) 2 . _ - -1 . e .
.{ q € LU(Q), qIK— q o FK . q|K —ig1ai§i YV K € 9;/2} (2-43)

BABUSKA

e



-BREZ/1 et satistont les estimations d’erreurs suivantes (cf

GUNZBURGER [19]) )

hu = u ll,= 2
hu = u,l= 9% (2-44)

le - p, = o)

. . 2 2 '
s1 la solution exacte (u,p) verifie: u € ( HO(Q) N0 H;(Q)) et p €

HO) L)

La representation de ces couples est donnee par la figufe 4):

© G- &)
X : N N A
© 7/ -
s © D
quadr1latere associe : .4 quadrilateres associes
v g
avec q dans 7 avec v dans ¥ _ .
triangle associe ' 4 triangles associes
avec g dans I ' avec v, dans 7h/ﬁ

-figure(d)-

On peut aussi faire coupler des approximations lineaires
pour la vitesse et la pression, et obtenir des espaces
satisfaisant la condition de BABUSKA-BREZZI et donnant les

eatimations d'erreurs (Z2-44).
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e telles couples ont ete 1ntroduits par BERCOVIER-PIRONNEAU [4]
=1 Wi dnalyse de la stabilite a ete‘faite.par VERFURTH [33]. Ils

sont donnes par:

1 "espace Vh est detini comme dans (2-42) et 1'espace 6& comme

suit: (voir figure (5))

Cas guadrangulaire

;: -~ 7_1 -~ ) 10' §
W= 1 g L, )5 qIK= gokF,,q¢vB(K),KE ffh}

' (2-45a)
Cas triangulaire
. Lf - -1 -~ ‘n l-_ ,‘
w = { 9L (M;a9l,=qoF ., aqeP (K ,KeT } (2-45b)
¥ ( > ® &
(2% 5% —
4 ® degrés de liberte
X pression
0O vitesse
/g | \erg

~figure (5)-

REMARWUE 2—5

Par suite du couplage entre les erreurs de la pression et la
vitesse, on ne peut protiter de 1la capacite d'une bonne

approximation de l’'espace de la pression. Ainsi, 1le taux de

!
i
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convergence de l1'elément mixte lineaire -lineaire (2-45) n'est pas
mellleur que celuil du couple d’élement stable 1linéaire-constant
(2-42). Pourtant, en pratique, on trouve que celui-ci est le

meilleur elément mixte basé sur une approximation linéaire pour la

vitesse, dans le sens ou il donne plus de precision pour des

valeurs pratiques de h. e plus, cet element 1lineaire -lineaire

produit d’'habitude moins d'inconnues pour une meme subdivision.

Y-t UNF MEITHODE S1ABIE DE 1TAYLOR - HUOD POUR LE PROBLEME

D'ELASTICIITE

Soit © un domaine polygonal dans R", on suppose que Q est

subdiviseé en une reunion d’un nombre fini d'eléements K (triangles :

ou quadrilateres si Q ¢ R® , de tetrahedres ou hexahedres si Q <«

~

WWJ. ﬂh etant la subd1vision obtenue. On deéenonte par K 1'element
de reférence et pour tout K € 9h, par Fx la transfaormation affine
de k dans K. |

D’autre part, soit Fk(k) = Q&(k) (respectivement Fk(ﬁ))
| 'espace des tonctions plynotmiales de degree = £ par rapport a
chaque variable (respectivement par rapport aux deux variables)

~ . ”~ 0 .
Metinies sur le carre K (respectivement sur le triangle K). C°(2)

designe 1'espace des fonctions continues sur Q.

On definit alors,

n . " RN
Vo= { VA3 (C“(Q)) ;v|K= v 0 F;], v C(Ek(K)] , K¢ gh.
v = 0 sur F} (2-46)

o8

o

¥



ou

’. 0 nxn o nxn h
W, = chz(r;i) ¢ (U (Q)] N (L“(Q)} /oT= T i,ij=1,n ,
] _h _ " -1 . nxn ) o .
Eijlk— T, 0 Foo T, € (Rk(K)] , K € ﬂs} (2-47b)

avec £ 2 1 pour b& et £ 2 0 pour (2-47a) et £ 2 1 pour (2-47b).

L'existence et 1'unicite de la solution du probleme (Mh)

sont donnees par le resultat suivant:

PROPOSTTION 2-1 (FRANCA-HUGHES [15])

S1 les espaces ((@.h&) satisfont

(div v ., §.) : .

(1) sup vl 2 B “qh"“ vaq €06 (2-48)

{);tv'( (/I L N ‘
) (T, £ vp)) x ’ N
(2) sup ol z g v, Vv €U (2-49)

OFT € W h'o
h h
4
avec 0O < BU, B‘ < + w, indeépendante de p et

- ( 2 . 1 ] 950"
Uh=iqh€LO(Q)_/qh=——,2—trth."che‘lalh} (2-50)

ES

Alnrs, le probleme (Mh) admet une solution unique (Gh,vh) € h&X b&_,



ou

~ ' .
Nh = {rh €,Nh /T, =S, - qh.I , tr s, = 0 avec s, € h& et

9,¢ 8,

. Un constate que (Z2-49Y) est facile a deéemontrer en utilisant
1"inegalite de KORN. La difficulte reside, en fait dans la
véritication de la condition (2-48). A cette fin, on wutilise des

resultats preleminaires.

On definit un macroeélement M comme etant la reunion d'un ou

plusieurs elements adjacents de ﬂh.

Supposons que les éleéments de 7h peuvent etre regroupés en -un

macroeéelement. un macrbelement M est dit equivalent a un,

macroeéelement de retfterence M s'il existe une application affine Fn;

M ————————— >M, qui satisfait les conditions suivantes:

(i) + est continue

]
=

(11) F (M)

(iii) si M

il

W 3
750
(m]
=
7~

j = 1,m , sont des elements dans

ﬁ, alors K’j = FM(RJ), j =1,m , sont des elements dans M.

(iv) Ful, =F,  OFL, j=1,m, ou F et F, sont des
J J ] J 3

applications de 1'element de reférence K vers Kj et Kj

respectivement.

La classe de tous les macroelements equivalents au

60
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macroelement de reterence M est denontee par 8;

]

Four un macroelement M, on detinit les espaces:

n " - “ n
v - a0 . _ -1
Vo= { V. [L (M)} ; thKA— voFr ,v €{RK(K)] , YK C-M ,

vip =0 } (2-52)

M kg

1]

ou

nxn

N (LZ(M)] / T?.= Tt i,j=1,n ,

Nh = {t =(T{?) € [CO(M)]

h
[i‘||K= Ii;

- © . ynxn
L [E;(K)) LV KeEM } (2-53b)

De plus, on pose

( :
Ah 2 _ 1 ‘ - )
ui‘= i 9, €LiM) /g, =- =trT o1 ¢ Wy (2-54) ¥
N = e @ / (div v y =0, v, e 1 | (2-55)
Mo 9. ¢ O 7 b Fn * Th "M J
LEMME 2-2 (STENBERG [28], [29])
Supposons que pour tout M € 8; , 1'espace N& est de

dimension une, constitue de tonctions qui sont constantes sur M,

Alors, i1l existe une constante B; telle que la condition:
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macroelement de reterence M est denontee par 8;

4

Four un macroelement M, on detinit les espaces:

n “ “ “ n
o= { v, € (CU(M)} P vl =vo F;f, v G{RR(K)] , VK c.M .

vip =0 } (2-52)
M

ke

ou

De plus, on pose

( - . . '
Uﬂ = i q, € L;(M) / q, = - -%rtr T,o. T, € hﬂ (2-54) ‘?
N, = { a, € @, / (div v,, a,) =0 , v, € o } (2-55)

LEMME 2-2 (STENBERG (28], [29])

Supposons gque pour tout M € 8; , 1'espace NL est de
dimension une. constitue de tonctions qui sont constantes sur M.

Alors., 11 existe une constante B; telle que la condition:
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W

(div v, q )
h h™ M .
sup 2 B |a | vag €da (2-56)
0#v, € V: “vh"1 " hto, h

est veritiee pour tout M € 8;

THEUREME 2-4 (STENBERG [28],[29])

Supposons qu'il existe un nombre fixe de classes

d’eéquivalence 8; , 1 = 1,n, de macroelements, et un partionnement

de macroeléments Pﬁ telle que:

(M1) Pour tout M€ & , i ='1,n, l'espace N, est de dimensidnj

une, constitue de fonctinns qui sont constantes sur M;

(M2) Chaque M ¢ Mh appartient a une des classes 8; , 1 = 1,n .
- i

Alors, l1’'inégalite (2-49) est verifiee.

EXEMPLE

Soit Q@ un domaine polygonal dans Rz. et Soit fh une

subdivision de Q en quadrilateres convexe.

On definit 1'element @,- @, par la paire d'espaces

d'elements finis {Vh, u%) : : v

v = { v < [CO(Q)] vl =voFl v e[@z(ﬁ)] , Ked

h!
v = 0 sur F} (2-57) -

W= {rh=(LTj) € (C”(Q)] i [LZ(Q)] /it =1 4,3 =TT, ,



i nxn
. . - -
Lijl'(: t, o0 f—K , I’ijfr‘ [@1(K)] , K € 7h} (2-58)
soit M = KU K, un macroelement constituee de deux

quadrilateres et le macroelement de reéférence correspondant M =

KlU K,, comme dans la tigure au dessous:

Pour un macroelement M, on definit les espaces:

n - “ ~ n
\ -0 -
o { e [Pan)s vl s ve R velgd) L vken

. ,._,‘h o »nxn > nxn ,h=,h oL
Wy = {Lh—u”) ) T [BFen) T e 1 =T
"=t oF ', 1 € (@ uE)] ,VKeM}(z—bo)
i j'K ij 1
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En utilisant la formule de GREEN, pour tous Vi € bﬂ et a, €

Gﬁ , On peut ecrire:

(div v .q.) = - (v,,Vq9,),

2
= _FZ (vh,vqh)K
=1 B]

F (x) si x € kl
Soit F, = !

F. (x) st xce€Kk,

une application continue, bilineaire par morgeaux de M vers M.

On définit pour 2 € bﬁ et a, € Gﬁ , vet gsur M par v(x) =

vh(kn(;)) et é(;) = qh(kn(;)) . 11 vient alors:

(v,,99,), = { vix) “ITt o0 vax) [d, 0] dx i= 1,2
i - M M
K .
)
ou J. est la matrice jacobienne de'F  , |[J_ | est le determinant
M M
de J, et th est la transposee de J?t . Comme v(;) et Vg(x) sont
M M M
des vecteurs colaonnes et:
aFK (x) . aFK (x)
1 1
. X 8x2 axz
J. 00 13 ool = . , (2-61)
" " . R
aFK (x) BFK (x)
1 _ , 1
ze 8x2
I ]

et. de (2-54) et (2-61) alors : ' .
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JNx) vao |9, ()|
M M

- 2 "
. € [@1«.)] . d=1,2 (2762
K J
J

En tenant compte de (2-59) , (2-62) implique

veo' 3Tt vao [J, (0]
M M

N 2
: (0,)" . 3= 1.2

et d'apreés la formule de SIMPSON g%nérale, on a la valeur exacte

pour l’integrale:

[ [ Voot 3160 w0 19, ol Jax -
J o M . M
Ki

[9)
Y Sy o U -y
= 5 [ i¥1 viay) JFM(ai) va(al) IJFM(ai)I +

3

9 ~ ~ . ~ . ~ ~ . ~
+ 4§ vl J;t@) va@) 19, @)l ]
i=7 M _ M

J A J
a a a
1 7
. aj aj a
29 8 {
aJ a aJ
3 4

Comme v, = 0 sur F; ., alors
]

l .[ voot 3Tt o0 vag |d, (;J|] dx =
J K M M -
1
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((’;',) I +

+ Vi(e®) Tt @) vae®y g, (&°>|]A
M M K1~

j [ v It oo vaoa [, 0] dx =
M M ‘
. e e e o
- -;;[ 4ova?y 3ty va(e®) |3, @] o+
M M
v vy 3 @) vae®y 1o, @] ]
M M K,

| Y e T T -y
(div v, .q), = 5 [4 v(a') JFM(“ ) vata’) 'JFM(“ )|+

Pt e et Lo el ] e [ e Ve ate®) vae?)
M K

M M
1

lJ, («”y| + v J;‘(&“) vq(a”) |J, ()| ]
M M M
2
De plus, par definition, on a q = - %—— tr T avec T € N’:
. ’ M
ou
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‘ I P -t "7, "7 c 7. - ~7
(div v ,49,),= T8 [ﬂ v(a) an(a )IJFM(<x )| (Vfil(a )+ VT (« )]

+ vy 3@y o (&°)|(v{11(&9)+ v%zz(&e)]]ﬁ ..
M M K
1

+ [a v(a?) J;‘(&g)lJF (&g)l{véll(&9)+ v%zz(&g)] +
M M : T
. }Q-

+ v(un) J;t(u“) |Jr (an)l'{thl(a8)+ Vtzz(ag)]]ﬂ
M M K2

€ bﬁ est choisi tel que ;(&i) = (0,0) , 1 = 8,9 etl ‘

Lﬁ tel que T = T
M

Maitenant, v,

Q (&7J = 1y Q (&7) = 0., De plus, soit t €

Alors, la condition (div vh,qh)M = 0 implique que:

(@’)] vr (@) =0

via'y 37 @y,
M M

0’'ou,
- “ ]
Vz,“(rx ) =0
On a:
T, ) =L B (x)
. i=1
ou @i(;) est la base globale definie sur M, Bi= r?i(ai) ='T11(a1)
i=1,6.

Rappelons les bases de K1' K2 et M

DANS Q1=

@1(;1,§2) = (1 - xi)(l - ;2)
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hS)
x
x
S
it
>
—
—_
—
|
X
N

2 1 2
W4(X1.X2) = (1 —,xi) X,
DANS K.
PO ) = (2 = x ) (1 = x )
Woxgux) = = (1 = x)(1 = x,)
wj(xi,xz) = - (1 - Xx) X,
w4(x1.x2) = (2 - X1) X,
N x.
p B, B,
G- —Q- 4
{{)4 /\. (p:( lp“ A ]p'(
K, K.
. ,
[/ 1
2, Dokl w?a
{j;f Ij.'s ,34
DANS M :
- @4 dans k1
¢ (x) =
§] ailleurs
S @1 dans &1
¢, (x) =
0 ailleurs
é? dans K1
¢ (x) = @1 dans ﬁz
O ailleurs
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.. @2 dans ﬁy
1[)4()() == . _

0 ailleurs
& s v, dans K2
5(X) = i _

0 ailleurs
o wB dans K1
(11] = - . ~
s(x) v, dans K2

0 ailleurs

NI‘D—‘
Nl'H
-

"o
FPar conséquent, avec o (

R o
Vi (a') = (0,0)

0o,
6 c’l&)i “ 6 af};i .
r B, ——(a’) , Y B, —(a ) = (0,0)
i=1 ax i=1 ax. 9
1 2 K
1
z’
i.e. :
oy dp_ . ap_ . 3. .
4 7 1 7 2 7 3 "7,
B,———(a') + B,——(a') + B,———(a') + B, ——(a') =
X ax “ ax ) dx ax
1 1 1 1
ap b . dp, . . .
ﬁ1—wri_(ul) + P, ! (u?) + ﬁj 2 (a7) + BB 2 (a7) =
dxz (_)xz E?X'z axz
Et donc,
1 1 1 1 _
ST B Bt By g B =0
1 1 1 1 o
v b b g Bt g B =0




Alors.,

Ue méeme fagon, si on prend
A - . - - - “g9 9. -
v{u ) =0 , 1 = /,8 et vl(u )y =1, v2(a )y = 0

et de plus,

T,x) =T, (x),
alors,
. iy ) -
\% 111(a ) =0 sur K2
L ou,
1 1 1 1 B
- Byt Byt By 5 B =0
1 1 1 1 .
T P B Bt B =0
Et donc,
ﬁ5=B3 et B4=BS

(2-64)

Les equations dans (2-63) et (2-64), sont lineairement

independantes et possédent comme solution:

{ B

oU a et b sont des scalaires arbitraires.

=
!

=
1

B. = a

6

B = =b

Maintenant, si on choisit v, € bﬁ telle que:

vie') =0, i =7,9 et v(«®) # (0,0) , et de plus, on

70
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aussi T € N? telle que:

M -
T (X)) = Tzé(x)
alors la condition (div vh,qh) = 0 implique
[Q(&”) gty vqa®) 13, )| ]n +

M M
K‘l

[Q(&“) J ") vaca®y |a «®) | ]n =0
L M M KZL

[Q(&B) a7t e®y vr @®) 13, )] ]" +
" " o (2-66) "

S e e e e . |

via®y 37 ®) v, («?) |J. («7y] ]h =0 .

[ F 11 FM K - ii’

" 2

, R . 6 3
Si on prend vh(uU) = v(aU) = x°x? , avec X X designant le

6 ! 3
vecteur de x vers x , alors on a:

vy it ). =e i=.1,2
F ; 2

M K.
1

~g ~7

= X X

- 6%11 | "8
avec e_ = (0,1) . Puisque est continue en « , (2-66)

devient:

ar
11

@ [l @i g @i, | = o
8x2 M K M K

1 2
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: 8%11 "y
D’ ou, U= —/—(«) =« - o =3-—-»>b
8x2
Donc, on conclut que a = b et 1'espace Nk'est 'de dimension

une . D'ou 1'hypothese (M1) est satisfaite, d'apres le Theoreme

Z2-4, l1’'inegalite (2-49) est verifiee.

Finalement, tous les hypotheéeses de la Proposition 2-1 éont,
veritiees alors le probleme (Mh) admet une solution unique (oh.uh)‘

€ W X V. Et de plus, on a 1'estimation d’erreur:

2
bu=uly < 0= ol <0 [lul, + Jel,]

REMARQUE 2-6

Lompte tenu des resultats obtenus ci-dessus concernant les .
couples des elements finis les plus utilisées en pratique, rendus
stables, on constate que 1'usage de deux maillages differents pour
la vitesse et la pression est ditficile a manipuler en termes
d'implantation, et de plus, ils ne sont pas simples & realiser du
tait de leur cout eleve. D'une part, on note que le nombre de -
degres de liberteée de la vitesse aussi bien que la pression du
couple TAYLOR-HOOD, est identique au celui du couple (2-45). Donc -
le temps d’elaboration de la solution du systeme discret pour le
couple TAYLOR-HOOD ainsi que le Cougle (2-43) est le meme, en
utilisant la meme subdivision pour la pressiop. Et d’autre part,
sur la meme maillage, le cout d’'assemblage du TAYLOR-HOOD est en
general le plus eleve, pPuisque cela exige 1l'utilisation de la
regle quadratique d’'ordre supéerieurs pour integrer le degre le

Ty

plus haut des tonctions polynémiales du couple des eléements finis‘



FAYLOR-HOOD. Mais on remarque que le temps d’'assemblage est

negligeable par rapport au temps de trouver la solution, par
consequent, le surcroit du cout de cetté derniere est un serieux

1nconvenient pour les chercheurs

Le souci d’employer les methodes mentionnees ci dessus a

Via

obligé beaucoup de chercheurs (BREZZI-FPITKARANTA [10], FRANCA

[14], FRANCA-HUGHES [15), STENBERG [30], entres autres) a penséf a.

contourner 1'obeissance directe a la technique de GALERKIN et ce,

en changeant la formulation approcheée par l1'addition de termes de

perturbation. Ceci represente 1la nouvelle méthodologie . de -

stabilisation. EnNn conclusion, on se propose d'eteqdre notre
Pxperience avec le probleme de Stokes pour construire de nouvelle
tormulations approcheées pour le probleme d'Elasticite. Evidemment,
la principale condition imposee & ces dernieres est qu'elles
permettent 1'emploi d’une classe plus large de meéthodes mixtes des
elements tinis, sans toute fois perdre en termes de ansistence et

de convergence.
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TROISTEME CHAPITRE

STABILISATION DES METHODES MIXTES POUR
LE PROBLEME D'ELASTICITE

3-1 HYPOTHESES GENERALES
3-2 STABILITE DES FORMULATIONS DISCRETES

3-3 CONVERGENCE DES SOLUTIONS DISCRETES



Dans ce chapitre, on se propose d'etendre 1'expeérience -
acquilse avec le p?obleme de Stokes (voir ZAAMA [34]) pour
construire de nouvelles formulation§ approchées pour 1le probléme -
d'Elasticite.

La preésente approche est basee sur la modification de 1la
tformulatinon approchée standard tout en gardant les mémes espaces
d’'approximation, en particulier, ceux qui étaient non fiables dans‘
lee cadre de la methode de Galerkin, et ceci en y ajoutant des -
termes de perturbation. |

Des conditions sutfisantes imposees a ces derniers
permettent l'utilisation d'une <classe plus large de methodes

mixtes d'elements finis, sans toutefois perdre la consistance et

la convergence.

S—1 HYPUIHESES GENERALES ' .

tn suivant 1'idee de la stabilisation precédemment annoncee,
on deéftinit une torme bilineaire . symetrique Eh({.,.};{.,.}) _sur

(W X V )2. veritiant les nypotheéses suivantes :

-(H1Y CONTINUITE

I1 existe une constante 0 < C1 < + » , independante de h ,

telle que

e, e tmvn | 5 oIl + Il (I, + v

V (E,W) , (T,v) € WX V

/4



—(H2) ELLIPIICIIE PRIMALE

[l existe une constante f > 0, independante de h, telle que:

E, (10 th340,tp) 2 glt]l; VTE W

-(HS) ELLIPTICITE MOYENNE

Il existe une constante 0 > U, indépendante de h, telle que

2
£, (1-a.1,v}:1-9.1,-v}) 2 E)(llq.1||0+ ||v||1] Y o@v) € ax Y,
Ou U, = {d € Li(Q) / 9= - — tr t , T € Nh }

-(H4) ELLIPIICLIIE COMPLETE

Il existe une constante 0 > O, independante de h, telle que

. 2 -
B, (Lt vis{,vh) 2 0 (”L"“+ "v"1] V (t,v) € WX 0; 

-(HS) PSEUDO-ELLIPTICITE

X
Il existe une constante ¢ > 0O, independante de h, telle que

: 2
x
2 d(v.t) + E ({t,vyifr,vy) = 0 Uh"u+ "V"J vV (t,v) € WX U

Maintenant, on peut‘definir la forme bilfnéaire géneralisee
%h({...};{.,.}) sur (W X V)2 par
B ({E.w tif{t.vi) = a (E.1) + d(w,T) + d(v,&) + ‘
" F (3-1)
+ B (HE W bidT, V)
Y (E,Ww),(T,v) € WX V- ¥

et La ftonctionnelle lineéaire Lh sur W X V par

Lo(t,v) = = (T,v) VY (t,v). € WX V (3-2)

h



S5-2 SIABILLIE UES FURMULALLONS UISCREITES ' .

Ces hypotheéeses vont eétre 'combinées pour demontrer la
stabhilite de certaines nouvelles tormulations discretes du

bl ome A'Flasticite,

AlNnsl, une Tormulation stabilisee du probleme approche

M'elAasticilte peut étre énoncee comme suit : : i

PRUBLEME (P

Irouver (Gh,uh) € whx Vh telle que

%h({n

o bittovy) = F (T, v) vV (T,v) €thX Y, (3-3)

Avant de passer & la preésentation de nos principales

contributions, donnons les reésultats preliminaires suivantes :-

1EMME =1 (GLRAUL I=RAVIART | 18])

Four tout g ¢ L;(Q), 1] existe z € H;(Q) tel que

v oz = fall et 2l = c,lal, (3-4)

ou L, est une constante positive, independante de h.

e

LEMME 3-2 (CLEMENT [12])
Four tout z € H;(Q).-il existe zh€ Vh tel que
Iz, 1, < clzl, (3-5)

ou Bw est une constante positive, independante de h

Passons maintenant aux resultats principaux du present

travall.



|HEUREME $-1

Sous les hypotheses (H1),(HZ2),(H3), si les

stnrvAantes
. 1 . p
r R 3] R
v L1 2 ' ? l’1 2|1
sont satistaites alors, il existe une constante
indeoendante de h, telle que
%h(1ﬁh.wh}:{1.VS)
o <y [lel, + Il
Coovoe vy e vl
(t.v)£(0,0) ‘ YV (E.W)
v

DEMUNS TRATTUN

So1t (f.w) un éelément arbitraire de th %.

Lecomposons £ comme sult

Nl g=—- -—— tr £ et tr s =0 tel que s € A@

conditions

(3-6)

Y > -0,

(3-7)

€ NhX Vh

Pour oe q Ailns: detrini, d'apres le Lemme 3-1, il existe z €.

HQ(O) tel que

Iz, = ¢_lal,

Ue plus, d'apres le Lemme J$-2, 11 existe z e V

Iz I,= c lzl, '

En tait, 1l existe un z, € Uh tel que

Iz .= ¢ lal,

Avec L;4 = CUC , lndependante de h

>
&

/7

h

telque ° :

(3-8)



U'autre part, detinissons v ¢ k@ et tv € k& par

[ AV VI BN et
.l ‘.

l . (3-9)

ou & » U, est une constante qu'on determinera convenablement par

la suite. UOn a

B, (1E,WHi{T,v}) = B ({E.WH5{E,~W}) + B, ({E,w};{0,82,})

(3-10)

Mals,
B LEWEIHE, —W)) = a, (&, 8) ; Eh({ﬁ,w};ji,—w})
ou,
a,(.6) = 5 [Islie pla.11]]
Loy mdvmer,
B CHEwh i te -wh) = th({s,b};{s.u}) + 2 Eh({-q.I.O}:{S'D}5
+ B ({-q.1,w};{-9.1,-w})
Lou,

“ . s 1 2 2 = _— .
5 CEawy g, = (Ishie plla T0E) + £, (18,01 348,0)

+ 2 E ({-9.1.0}:1{s,0}) + E _({-9.1,w};{-9.1,-w})

(3—1f)

tt donc,
. ; i ) ) . L
o e e ) = b (I ela. 1) + AlsI - 2 clla Tl lsly*

2 H
v o [l el



%

2 2 2 .
ZHll I+ uﬂq-IHO + Blslly - 2C lla- Tl lsl, +
2 2 .
+ 6fw| i+ olla. I+ 26|q. I lwl,

) o 2
= (e sty (e oftatiy + o <
| (3-12)
+ 200a. 1 lwll,- 2 c_lla. 1l s,

Un Aa évidemment .

bt = (I a1

Et L'inegalite (S5-12) devient alors

. . . 2 2
B e e > (S v g)lsl® + (L7 + 6)la.11® + elu]

+ 20 fla. 1l wll, - cl[||s||ﬁ+ Ilq.xllf,]

v
TN
Nllb—'
-~
-

. o ) . 2
_ LI]HSIIO v (JZL v o - Cl]llq.1||0+

ofwl + 20 fla. 1] lwl,

= o, (112 + lactlZe Bl + 2 la. gl

S - L2 )y - C., 0 3—13
ou C, = mln[ T P-Cooor * ¢ C,» ) ( ).

Finalement, on obtient

h

B ({E.whi{E.wi) 2 C, (Hsﬂ§+ la. Tl +lwl’ ) o (3-14)

0'autre part,



B, ({E.w};{0,6z }) = d(dz ,&) + E ({&€,w};1{0,62 })

¥,

= o d(z,,8) + 5 E ({&w};10,2,})
2 = oz, I lel,- 5, [Ielgr Iul,Jlz,
LComme,
1
lal, = —% .11,
n .
alors.,
' Ca !
=0, = /;_-llqdﬂ(, '
U'ou.,
_C4 U1C4
op [ . - S — J
e 1000z ) 2 - 6 5 fau Tl el 5= (lel, Bl Jla. 1l
/n n
. . C, , ; C,C,
e - o= qaut) fIsh+ fa.1l,) - 5—= fa.1l, [Isl,+ la-1lo+ lul,
yn Yn
. ‘ C4 i} . C4 C4C1
s e ol - a2 e e sl la. Tl 86—l a. T,
/n n ' yn ‘
. C4 - 2 . N4 - 2 2
S R I CI T (1+ L1)(||s|l0+ ||q.I||0] _
n . 2 YN «
‘ - |
o (LI CB{H
2 /n .
C C cC
. o ' ; 4 1 2
. - a—{g(-%-+ 2 u1)uq.lﬂi - s —— (1+ Ci)usﬂi - 6—— Wl
/n - 2 Y/n 2 Jn
1.e.
-
) : . ) 2 2
B {E.w (0,52 1) @ - s_-/“_(_?,j_+ 2c ) (IsliZ+ la- 103 i3] G-15)
n ) . i
. »j!-?

En combinant (3-10).(3-14) et (3-15), on obtient

8U



. ) ] ) c
B LEwhifL,vh) 2 C [usn;+ la. 1]+ uwu;] - 85— (=+ 2C.)

7w 1
2 2 2
(1S . 102+ wi?)

N[N

1.6
on . - -~ C4 3 - 2 2 2
B ({Ewhifr,vh) = |G, - 6—'7%(74» 2C ) "s||0+ ||q_1||0+ “W"1 "
En chnisissant, par exemple,
c, /n
vs C,(3+4c) (3-16)
on obtient,
P . - (35 2 I 2+ I ”2
D16 rovi) 2 = Llsl+ llas T+ Iwl
Comme
.y - Ley 1 2
B EU e E I ER{ I TN
alors,
L, ’ i
N L R D UNM“ + HWHJ
L’autre part, on a
el + vl = Jel, + Iw = sz, 0, = s = a.Il, + lw = 8z 1,
AR =1 PR PO S PR I PR A |
: &C,
S el + nl, ¢ (s —=lau1l,
n
C, '
< (v e (e, + el
Il s'ensult
¥

81



AW e G _
TS (el + Il
davec |
c,
b S LY EE A (3-17)
Et donc, |
B, (LE oW b, vi) e W
B e e (1l 1wl

(L,v)#(0,0)

C
L'ineégalite (3-7) est ainsi établie avec y = BSC.’ qui est
6 .
evidemment 1ndépendante de h. [ |
THEOREME 3-2
. 1
sous les hypotheses (H1).(H4), si la condition
sulvante
| -
0O > (3-18)

N

pst satistalte alors, 11 existe une constante y > 0O, 1ndependante

de n, telle qgue

B L€, W TV : o

sup 20 (e, + Bl Go19)
(eovye wx v g+ vl

(."L',\/‘)¢(H,())‘ V (E,W) € th Vh

UOEMONSTRATION

Soit (E£.w) un elément arbitraire de A&X Vh .Décomposons E

comme suilt

B2



£ =5 - qg.l
ol .
q = - 7%- tr £ et tr s = 0 tel que s € Nh . ‘
soient, maintenant, v ¢ c& et, v € h& definis par
vV = W - (SZt
(3-20)
r = E, = g - q_I
ou (‘)

> U est une constante qu'on déeterminera convenablement par

la suite.

0on a

oW V) = B IR WE LR WE) B (LE W) {0, =62, })

Mais.

%“({ﬁ.w}:{&.w}) = ap(a.ﬁ) + 2 d(w.E) + E ({E,W}i{E,W})
AVOr

aeey = b (islie ela. ) |
U’ ou '

B ({6, Whi{E,W}) ='%-‘("S“n+ plla. 1| ]+ 2d(w,£) + E ({&,4}; {E,wi)
(3-21)

+t donc,

%uumth)szﬂ+MMHw-ZWMMJGﬁMﬁMM

2 Z“lSI!L G la. 2 - 2wl el g+ o Jwl+ o Hﬁ“

+ 20 (€] I,
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1 2 P 2 o5ra L 4 ! 2

o (Is1Z+ la.11)

_ 1 ‘ - ) ' 2 ‘ 2
S E I S W ER A T

+200 - Dfwl lEl, (3-22)

(1) s1 02 1, ['inegalite (3-22) devient alors

”

op 5 . k ~ 1 ! 2 . ! 2 ’ 2
S (1E.m15 () (Tzﬁ"+ o ]uSu” . [7317+ o ] la. 112 + & ful®-
=0 (Islie o L+ hwb? |

Finalement, on obtient

#, 1t g 2 0 (Islie a3l ) (3-23) .

II’autre part, comme dans (3-1%), on a

o Yo c4 3 . 2 2 2
BOCLE, W) {0, -8z 1) 2 - S — (5 + zCl)[HS"0+ ﬂq.IH0+ "W"1 (3-24)

h —

n

En combinant (é~2d) et (S-24). on obtient

NI

+ 2C.)

‘ C
: o 2 2 4
B (£l (tv)) 2 0 [us||o+ lq. 1]+ ||w||1] _ st 1

/n

2 ; 2 2
IsiZ+ Ha 112+ i)

—

NI

o (st = [0 - ot (S 2] (s 1018 Il
‘Bh({avw}!{L;v}) = - - —J_rT( + Z[.a,l) IS 0 q. 0 W 1

En choisissant, par exemple,

0/
(") = - _25
C,(3 + 4C) (3-25)

(o781



on obtient

. GI 2 ’
% e = o= (lsli 112+ wl?)

Comme
;'. e i 1 2
I Nt Bl = & (Usll, o th,+ Iwl,)
ators
O' 2
BLE,WhiiT,v)) 2 —R—[HEHH + IIWII,J
ll s’ensuit,
SALCIEENELLL R I PR
- - - z - El + |lw
: 7o | )
bl + vl “e v

ou C( est donneé comme dans (3-17). D’ou,

B, (LE w 1i{T,v}) 6

sup o L A

(Lovye wx v g+ vl 6
(L.v)#(0,0)
L'inegalite (3-19) est ainsi etablie avec ¥'=
est clairement 1ndependante de h
(2) L1 '%- <« O .< )} , on a evidemment

200 = Dl el = @ = 1y (el ¢ Iwl? ]

L’1negalite (3-22) devient alors

’

0
8 C

6

>

0,

‘ A ' 2 ML
XL RRER TR B [ ET R £l LR T T HE

2 C 22U

qui +

o[- 1) freniE - peiE i)
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1 5 2 P, sn i 2
(e 20 = aJIsle + [Brv 20'- 1] ha.nif +

v (207- 1] ul
< fzo'= 1) (1stge o vpebwl )
0’on, |
B LE Wl i{Ew)) 2 (ze - 1] [||s||§+ ||q.1||§+uwuf] (3-27)

{'autre part. en combinant (3-23) et (3-27), on obtient

. ., . . C
BLEWhi{L,vE) 2 (20 - 1] [Ilsll'tﬁ la. 1]+ ||w||;’] - 6—“(—,:2‘—+ 2C,)
- /n

2 2 2
(IslZ+ Y- 112+ pwi?]

=
@ (Cwh V) 2 |20 - 1 - 60—“(£+ 2C )| s+ la. 112+ Jw)i?
B Wt vE) e )2 = 2 1 0 LY 1
tn choisissant, par exemple.
5 - (20 - 1) /n (3-28)
C (3 + 4C.) -
14 1
on obtient
260 — 1 2 2 2 oG
g o) o 2o (sl fantlie Wl (3-29)
.
comme
) 2
z 2 2
Ishie fla. 112+ dwl? 2 4 Usl,+ fa- 10+ |
alors.

. ‘ : 2
: L, 20 -1 [y
T L (C RN CRURS TN

Il s'ensult
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BCHE L WE UL VL) n

R xS (LR
Il el L0

ou C( est donne comme dans (3-17). p'ou,

B (LE ,w ts{T.v)) aa
N 20 - 1.
sup oot (lelye tw,
oo wxou ol + vl

G

v

(T.VIE(0,0)

’

D

L'inegaliteée (3-1Y) est ainsi etablie avec y'= égi%—— > 0,
6

Q1 est clairement 1ndeéependante de h. ]

THEOREME 3-3

Sous les hypotheses (H1),(H5), il existe une constante

x'> U, independante de h, telle que

B, ({E W, ti{T,V})

. x T
sup " (lel, + Il,) o (3-30)
(rov)c wx v el + vl '

(v.v)Y#(0,0)

VO(E,W) € WX U,

UFMONSTRAT LON

S50it (£.w) un element arbitraire de NhX Vh .Decomposons . £

~omme sult

ou

q = - -%— tr £ et tr s = 0O tel que s € h&



v = W - 6z
h

t = £ =35 - q.l

ou & > 0, est une constante gqu’on determinera convenablement par

la suite.

'Un a

B HEwhifrovi) = B (1E oW HitEw = 8z })

[

B, ({&,whit&,wh) + B ({E€,w};10,-62 })

' autre part. comme dans (3-21), on a

B ARG WE (L, W) =-§—-(nsn + pla. 1] ]'+ 2d(W,E) + E ({E,W};{E,W})

Et donc.
| 1 . 2
% e 15w 2 (IslZe pla.112) + " (jul «lel,)

1 . 2 ¥ 2 x 2 R .
= o lshy + Z“Hq.lﬂu + 0 [w|"+ 6 g + 20 “5“0"?"1

v

List? + Sla 1l + o™ wl? + 0" (JslZ+ la- 1)

N

G+ o ]usu" (v o) ta-tlg + o7

%

102+ Ta 102 Iwl?)

‘ ¥ 2 2 2 24
b (s sign) 2 00 (Isle Bas 1% Tulf] (3-31)

U'autre part, comme dans (3-15), on a

(12 o 12+ k3 (3-32)

N[N
+

B ((E.w)il0,=62 1) 2 = 6—=(
h ‘ h n

3



En combinant (35-31) et (3-32), on obtient

C
x 2 2 2 ‘
%h({ﬁ.w}:{r,v}) >0 [Hs“o+ "q.IH;+ "w"l} - 5_}} ( %.+ 2C1)
n

2 2 2
(102 ta 12+ 1)

1.e.
. ‘ * Cq 3 2 2 2
R T N (e ] | LG R LR R [Tl
' ) - ) 0 7] 1
. /fl
Fn cholsissant , par exemple,
0"/
o ) /N .
¢ = C, (3 +4dC) (3-33)

on obtient

(.)*
B, (LB (V) 2 —

2 2 ’
(HsZ+ tla 102+ pwi?] '

Comme

2
o iy 2 1
B ERU e M S [E R ERT R TN

alors,

IRRICTERTE I [ TN

Il s’ensutlt;

B (LE,whi{t,vt) 0"
d : 2 (el Il

ey, + vl 6

ou C, est donne comme dans (3-17). D’ou,

BLE W bi{t, V) *

6
sup > 2 (Il Iwl,)
(v wWox v e+ vl 6

(t,v)#(0,0)

gY



x
L'inegalite (3-30) est ainsi etablie avec y = C > 0, qui |

oot evidement andependante de h. ]

Ayant etablie la stabilite., 1'existence et 1'unicitée de 1la

solution discrete des tormulations stabilisees sont regies par:

ITHEOREME 3-4

supposons que l'une des trois situations suivantes a lieu:
(1)- (H1),(H2) et (H3) sont veritiees avec 1la coﬁdition (3-6);
(2)- (Hl)'et (H4) sont verifiees avec la condition (3-18);
(3)— (H1) et (H5) sont veritiees ;

Alors, le probleme (F') admet une solution unigue dans u&x %“

Avant e presenter la demonstration de ce Theoreme, donnouns

un reésultat intermediaire de continuite.
LEMME 5=

X
Sous 1'hypothese (H1), il existe une constante positive C

telle que. :

b 4 .
B, (e teovh) £ C (el l, ) (elge Ivi,) (3-34)
V (E,W),(T,v) € WX U

DEMUNS |RATLUN

En utilisant 1'inegalite de SCHWARTZ, on a

LW v = A () F dw )+ d(vLE) + B (HE Wi T, v



LA

MIEN I, + wl el + Al el +

+ Ci[llﬁﬂcﬁ Ilwlli] (ll”fllo+ “V“J

IA

nax (4. 1) ugno["r|10+ MJ + wl Il
. Ci[”5"0+ HW"J [|I1:|Io+ IIVlI_J |
< max 1) (Jel,+ lol,) (Il 1) + ,

v, (Nel,r Il (Ketge 1ol

N

(maxanny + ¢ ) (het,s bl (il v,

L'inegalite ($-34) est ainsi etablie avec

x

c = C1 + max(M,1) > O (3-35) =

UEMONSTRATION DU THEOREME 3-4

Un munit th Vh le produit scalaire ' v
((troviitemt])) = J (T.E + v.w + 9v.VW) d@ (3-36)
Q V(t,v),(E,w) € NhXUh
et de la norme correspondante: -
. AN172
el =(Iehss 1vi?] Y(T,v) € WX U (3-37)

La norme | (...)|l| est, evidemment,, une norme equivalente a |.f, +

.0,

En tait, on a:

;é;[“rﬂo + HVH1) s‘lﬂ(t,v)ﬂl < /2 [Hr"o + “V",] ) (3-38)
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Fulisque la tonctionnelle lineaire I_h est continue sur AQXL@.
alors, 11 eriste d'apres le |heoreme de representation de RIESZ

(voir BREZIS [B]). un eélement uniqgue (Eo,wo) dans AQX t@tel que :
(g, wp o)) =L, (x.v) V(T,v) € WX U, (3-39)

e meme, (£.w) eétant fixe dans w&x b%. la forme bilineaire (t,v)

> %h({é,w};{c,v}) est continue sur A&X b;. En appliquant a%.

nouveau le |heéoreme de RIkESZ, on deduit l'existence d’un eleéement

unique A(F,w) € W X Vh tel que
ﬁ
(e (tov))) = 3, (tEawritT.vi) Y(T,v) € WX ¥ (3-40)

Cec1 detfinit un opeérateur lineaire ¢ de A&X b& dans h&X b&. De

plus., £ est continue . En effet, d'apres la continuite de

%h({.,_};{...}) et (3-37), on a

< (E3INER)) -
[ il = sup Vo(E.W) € WX U
(x.vye W xv vl

(T.Vv)#(0,0)

B, ({E,Whi T, v})

I

sup )
(r.ove wxv, [l

(t,v)#(0,0)

%h({&,w}:{r.v})

s Y2  sup
(v.vre wWxv Tl + vl

(T,v)#(0,0)

IA

/2 6" lel,+ Il = 2 el

&Y

stce,wylll < 2¢ e, w il (3-41)



: K B 1
Aitnsl, le probléme (P') est eéquivalent a

(rouver (0,,u,) € th b& tel gue

Ao Lu ) = (6 W)

On est donc rameneé & montrer que # est une bijection de h&X

Vh sur lui méme. Montrons d'abord que 4 est

(3-7) (ou (3-19), ou (3-30)) on a

[ ce.w)|l] = sup ((&(E.w),(r,v)))

(T.V)E W XU e, vl
(t,v)#(v,0)

B, ({E.wWhi{T, V)

= sup - -
(Lov)e WoxU [cer v |
[} i

(t,v)#(0o,n)

B (L€, W} AT, V})

v

e .
2 (e wxy illr vl
(t,v)#(0,0)
el = 2wl
V2

£t donc, si1

A(E. W)

i
C

alors.

I“(&.w)"l = Uwh‘xuh

> 4

Y2

injectif . D'apres

(el dl, )

(3-42) *

il est possible de montrer autrement que #« est injectif.

montrons que « ' est un operateur borne de A&X b; dans k&X bg.

Tout d'abord. on deduit de (3-7) ou (3-19), ou (3-30) que '



V (E.w) € WX U

B (L€, w}hi{T,v})

el =72 1 (Kl Ial) = /2 sup
(v.vre Wxv Tl + vl

(T,v)#(0,0)

~ ((d(guw)v(tvv))) ' :
< 2 sup "= ‘ = 2|, w) | -
(rov)e W xvo vl

(L,Vv)A(O,0)

1.e.

V (E.w) € th (/h

1

x 1/2
e 11z LiEwll = % (16 1wl (3-43)
Ceci prouve que ¢4 est injective.

1l reste a montrer gque sﬂ(whx Uh) est fermé dans MhXVh et que

J_ -
(A(th Vh)) est reéduit dans NhX Vh a { Uh@Xb@}'

En ettet, soit (M.t) € &(th VhS, et {sﬂ(&n.wn)}nCN une suite de.

:fl(whx (/h) qul converge vers (M,t) dans th (/h. En vertu de (3-43),

on oA

e, ow o = g ow )l = T4 - & W = wll

"

NF

e - & ow—w)ll
1/2
z%{m—eu++w—wu]

De sorte que (&n,w,n) est une suite de Cauchy dans 1'espace de

Hilbert W X (/h et sd(En,w‘) converge vers «(&,w) puisque & est.-

continu. D'ou.

(H.t) = A(E.W)
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i 1 .
Ceci1 montre que (ﬂ(h%x L&)) est reéeduit a { ONLXVJ
" h

Far consequent, cela prouve que ¢ est sur jectif.

L'operateur £ est donc bijectif de u&x b& sur lui-meme. - De

plus on peut deduire de (3-43) que

Y (t.v) € WX U,
h h

2

.
o . L4
™ vl =

Heeovo |l

1.0, o est cpntinu. n

S3=5 CONVERGENCE DES SULUVIONS DISCRETES

Uans ce paragraphe, on preésente les resultats de convergence
des solutions approchees des formulations stabilisées precedement

vers la solution exacte du probleme d’Elasticite.

THEOREME 3-5

T

Spus les hypotheses du Theoreme 3-4, si le probleme (P') est

gonsistant., i.e.
E, (toupiqravy) = 0 Y o(T,v) € WX U " (3-ud)

atlors on a t'estimation d’erreur suivante

lo = ol fu = ull, = ¢ ¢int o = of + inf fJu - v]}  (3-45)
. hho hi r € N', 0 v € Uh 1

ou Lla constante C > U est indeépendante de h; (o,u) denotant la

solution exacte du probleme (FP).



DEMUNS TRATTON

Soit u € vooet o € A% deux 1interpolants de u et o

respect ivement o Un oo (pow toul (r,v) fo Vr):
() 1

T‘Ii'l({() «;‘u |'1};|l,v}) = Hp(” - x';,lv) + d(u - 'L].'li) + d(V,O - 0) ‘+

PO - au - upidT, ) (3-46)
Mals.d'aprés (S—uu).

B, ({7, - S.uh— Ubiit.vy) = B, ({0 - U= )T, V)
U’ou,
e = o= ugs s e el = ul g bo - el v,

v (b= algr Tu - G (1, vy)

a1y (o = ol lu =l (Bl bl

co (i - A b - o) (il o)

< nax(meC, 140, (o = g+ Bu - ul,)

(1et+ 10,

Far conseqguent,

B ({3 - o.u - Upi{t,v}) . .
sup Moo TR TN mﬂx{M+Cl.1+C1)("ﬂ - afl +lu - un,]
(oovae woxv o+ vl ' -

(t.v)#(o,0) (3_d7)

tautre part, d'aprés (3-7) on a

_y
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) B (10,~ o,u = u};{t,v}) _
'y[”ah— all *+ llu, - u"l] < sup (3-48)
T IV
(t,v)#(0,0)
b r:umt’niu..nn CS5-007) ot (S-a8) . on abtient
wflo,= olyr Bu- dll) < maxomec, tee, s (lo = ol +lu - G
U'ou
. - . max{M+C1,1+C1} - -
o, = all+ lu, - ull, = : (o = o+l - ]
Mais,
o ”t.”n = o - 0+ 0 - (rh"” s o - (7"0 + |lo - Oh"Q -
lu = u = u-u+ - ul s u-al +lo-ul,
b’ou,
. ~ “~ v ‘-
T O T N (RSNt IR [V IO RS (S (PR
max {M+C1 . 1+C1} "
<o - all+lu - G+ " (lo = al+
lu - uﬂl]
max{M+Cl.1+Cl} ~ ~
|1 s - (b - <l+hu - al,)
1.e

o = ol lu = u b= ¢ (o - ol - al,] (3-49)



maY{M+C],1+C1}

avec C =1+ 7 (3-50)

Far consequent.

lo = o+ lu=-ul =cC {int o= 1] + inf Ju - v|} n

l,(w' v C
\ .

HEMARNUE 5~ 1

51 la condition de consistance (3-44) n'est pas verifiee, un
terme exprimant l'erreur de consistance apparaitra dans le menbre

de droite de 1'estimation (3-45).

Les espaces Nh et Vh ont des 'propriétes d’'approximation bien
connues suivantes: (voir., par exemple, CIARLET (117, ou
GIHAUL I -RAVIART!T [18])

LEMME 3-4 i

n

S5i v ¢ Pﬂ*1(0) N H;(Q)} . alorsvil existe un v € VU tel
que

v = vl = ¢, nfIvl,,, (3-51)

* .
pour C1 > 0 indeépendante de h.

LEMME 3-5

’
nxn

Gy o1« Lﬁwl(Q) I Lxun] , alors il existe un T € k& tel

que
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x

‘ . w1 . : .
be ol =e, 0 (3-52) ©

X
paour > 0O 1ndeépenddante de h.

CURRULAIRE $-1

Avec les estimations du LEMME 3-4 et du LEMME 3-S5, on

nhtyent |'estimation d'erreur:

x*
lo = o 0yt I = ul, <

m+ 1 : .
(h"*Mel,,, + Rtlul,,,)  (3-53)

m+ 1
. »* -
ou €, » 0O, est i1ndependante de h.

REMARQUE 3-2

[

11l est clair que sous les hypotheéses du THEOREME 3-5, la'
solution discrete (6,,u,) converge vers la solution (o,u) du

probleme (F), 1.e.

rm o ”,““' lu - u'"]} = 0 (3-54)
h —0 l. [y

Ue plus, 1'ordre de convergence est optimal pour le couple des

elements T1n1s {w'.v'> sim+ 1 =k
1 ]

Pour 1'estimation de 1'erreur dans l_2 pour le deplacement,

on a besoin en plus de la supposition que la solution exacte

(0.u) du probleme continu (F) satisfait l'inegalite de regularite -

sulvante:
hull,, + llff!!4 < c, I, | (3-55)

(voir GIRAULT-RAVIART [18].,STENBERG-FRANCA [31]). En particulier,
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| HEUREME $5-6

n

51 v o« [H“*1(Q) 0 H;(Q)] et t € [H”"(Q) N Li(Q)] , et de

plus., s1 l’'inégalite (3-54) est verifiee, alors on a:
L F m+ k+1
uu B L‘lh"U - LS (h l(‘lm+l + h Iulk-l-l) (3_56)

X
ou C. > 0 est independante de h.

7

UEMUNSTRAT LON

supposans que l'inegalite (S8-54) est verifiee de sorte que

la solution (7,v) € WX V du prohleme:

div 1 = u — u, ) sur Q
f(v) = -l—-[n- 1= b oy ] Csur @ (3-57)
Zin | n
v = U sur T
sAtistasse
x .7-
MR T RERON (3-58).

snient Q et U deux interpolaﬁts de v et Tt respectivement
dans Vt et Nr detinis comme dans les Lemmes 3-4 et 3-5. En
i 1 .

utilisant (3-3) et (3-57), on obtient:
lu = wlly = B (16 =0 ,u - u it - T,v = v}) (3-59)
U'autre part, d'apres (35-34),
. . o
® ({o= 0 ,u= U bt - L,y - vy) S C {HO— o I +lu - ull,

(3-60)
(I = <+l - v,
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FPuisque le probleme (S$-%) est regulier, alors

nxn

. n
Lo« [H"'”(Q) n L")'(O)} et v [H“’(Q) 0 H;(Q)] . Ainsi 1la

pulissance de h dans (3-56) est obtenue du LEMME 3-4 avec k = 1
.ii;‘
et du LEMME 3-5 avec m = 0 . Ce gqui donne:

- X o~ b
Iv = vlsctonivl, . e - Tl € onlel

1
Har cnnsequent,

2 K[ L¥ x ) '
T N S M ISR B N (CEEN RN

2 * '
o = B2 <ol n(ivhe Bl (lo = o lghu - u ) @-61)

¥ ¥ ¥ ¥
avec U( = C max{ul,u?; > U, 1ndependante de h.

Donc, en combinant (3-58) et (3-61), on obtient,

2 ) ‘! ‘*
T ARt T B [N e T
0 on
X . ’ .
”H - Ur."n “ C,/ n [”u — <1h"“+"u - uh"l]‘ ) (3-62)
_¥ _ X X -
Avec Uy = U( 04 > 0, indeépendante de h.

Ue plus, d'apres (3-53) et (3-62), on a:

¥ x 1 k
flu = ull, =C,n Ca[hm+ le] ., +h |U|k+1J .
l.e
x 2 k+1
lu = ugly = cp (0" el + 0 Ml )



ol C =€ L » U, i1ndependante de h.

V’ou Ll'inégalite (3-56) est ainsi etablie. u

La construction des conditions suftfisantes pour la stabilite
et la convergence du probleme propose s'averent realisables et

permettent d'utiliser une classe plus large de méthodes mixtes des
A Y

elements tinis, en particulief, les méthodes mixtes des éléments

tinis de bas ordre. Ceci est justifie par 1les exemples donneés

dans le chapitre suivant.
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QUATRIEME CHAPITRE

EXEMPLES DE STABI LiSAT ION

Ji.-1 TECHNIQUE DE STABILISATION N°1
Ly -2 TECHNIQUE DE STABILISATION N°2
I -3 CONCLUSION GENERALE | ' {4



Le but de ce chapitre est d’illustrer numériquement 1la
.

validité de la theorie developpee dans le chapitre présent en SQ

basant sur des exemples concrets.

Les presents choix du terme de stabilisation Er({.,.},{.,.})

ont ete inspires de FRANCA-HUGHES [15] et STENBERG-FRANCA [31].

On suppose que Q ¢ R" est subdivise en reunion d'un nombre
fini d'elements K (triangles ou quadrilateres si Q ¢ R,
tetranedres ou hexahedres si Q c 93).'Soit 7h la subdivision ainsi
ohtenue. Un deénote k 1'element de reference et pour chaque K € 7h,
F la transtormation artine de & dans k. Soit Ek(k) l'espace des

fonctions polynomiales de degree < £ definies sur l'element K. .

" P&(ﬁ) si k est triangle ou teétrahedre
Rg(K) =

Gk(ﬁ) si k est quadrilatere ou heéexahedre

0o , . ' .
00 designe 1'espace des tonctions continues sur Q.

Un detinit alors:

h

v = {v € ﬁCU(Q))” / v|K= v o Fél, v € (Hk(k))" , VKeT (4-1)
v =0 surT

W, = {r e (Lo @)ty fl= 1o F;’, T e (Rp(K))" ", ¥ K'e 5h}(u—2a)
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e X ri nxn

ML) /'qk

1
~
]

( .
W = 1, ooty Folo o€ (Rp(k)™",

VK € ﬂk}(q—zb) .

¥
avec £ > 1 pour v, et £ 2 0 pour (4-2a) et € 2 1 pour (4-2b).
4-1 TECHNIQUE UE SIABILISATION N-1
On detinit sur (w|x u')z. une forme bilineaire symeétrique
EoCEcaride o) par:
e _ _ d-p S _ 1-p 1y -
lelﬁ.w}.w.y}) Y (1 = (tr v).1,¢§ = (tr £).1)
= 6,(20) (e(W),€e(Vv))
Vorg,w), (t,v) WX Y (4-3)
ou 5 > U et 5 > U sont des constantes qu’on determinera.
convenablement par la suite.
On definit la forme bilineaire geéenéralisee Bh({.,.};{.,.})
Sur (W'X Ul )3 pAar:
B, ({fwhi{rov)) = ap(EJJ + d(w,T) + d(v,E) + Eh({ﬁ,w};{f.v})
LV (E,w) L (T,v) € WX Y, (4-4)
(R
: — _1__ - — ﬂ £ 4
ap(ﬁ_t) = o [(5,[) n (tr &,tr r)] ‘
Alw, 1) = — (L, F(W))
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Eh({&,w}:{r,v}) est definie par (4-3). 1

La fonctionnelle lineéaire Lh‘E h&X b% est doneée par:
. = - - . LA A - -5]
— e s ,/)CNhX Vh.' (4-5)
YRR RTINS tormilation Adiscrete stahilisee du probleme
A'elasticiteée peut etre énoncee comme suit:
PROBLEME 1)
lrmauver (U'.u') € N'X Va tel que:
5 (1o, u bittavE) = Lo(T) Vo(T,v) € WX U (4-6)

L'er1stence et l'unicite de la solution du probleme (PS) j
dependent de la satistaction des hypotheses (H1), (H2), (H3) et la

conAdition (3-6) du Theoreme 3-1.

(1" )- (H1) peut etre immediatement verifiee, en wutilisant la

tormule de CAUCHY-SHWARTZ. En effet,

5
e ) 1- 1-
b citwr s teov |- 2; (0 Pt L - =L (tr £). 1) -
-6 (2 (e(w),e(v))
- :J__ S St 2 o 1-p - o _ ‘
= o S (tr L E - =t B Dy + 2 5, (e(w),e(u))l
& 1- | - ) . N
T R GRS RE  LAEE G RN § e CCDN B LIS)
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<

St tmax 1o P del, + 2 o ln] vl

2u

AY
)

- . 1 2 - .
S man i max 1.tz 6 ) [||L||U+ ||v'||1][||g||0+ "W'h]

0'ou,
61 R
[, (16w (v 2 max o max (1.0 }.ZuSZ}[HI"DH[‘v"l][||£||O+||w||1]
(4-7)
Alnsi | ’hypothése (H1) est satisftaite pour: )
f; Y ‘ . '
G, = mav.—é—l-l—ma {1.p ). 20 5;,} (4-8)
(2')- Veritions maintenant l'hypothése (HZ2). On a:
61 1- p
B, ({00 {r.0p) = 7Zj4h - (tr 7). 1"
Jecomposons comme suit:
L-= 5 — q.l avec qQ = - %Ttr L et tr s =0 (4~9)

br substituant dans la detinition de th({...};{.,.}). il vient:

o, 1-0 n? S Ty 2 2 2]
L R L T v - = (tr r).1||U = 'EF_[”SHO + p "q'I"oJ
6. i ) )
R ITE I [ EU A ERTH :
5, ) |
2 min{l.pn) (R
U'ou,
61 . . N
B, (40043 {T,01) 2 = mintl.p (1 (4-10)

1.e. l'hypotheése (HZ) est satistaite pour:
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. 1 , 2 4 i
[ = S MIn{L, et (4-11)

5 )= |l reste a veritier 1'hypothese (H3). Il vient:

)

C B _ 1 2 . L2 '
R e R R e B e lo a1l + 2 8 Jlecv) | -
61 e 2 2
gl £ "q‘I”O * 2 Sucu"v"1

(S . - -~
min 2; P2 N”C”}["v"; + ﬂq.IH;}

! 1 . 1 AR 2
> —E-mln{-zﬂ~ P, 2u 6200}["v"1 + "q'I"b]
130,
2 \
e Umau v ma vy = 0 [ivl + fa.1l,)  w-12)
aver,
RN miﬂ<':lm TN (4-13)
Z 24 ! S0 _ -
(4 Y= En choisissant,
¢ 1 .
o, = > p . (u_14%"
2 [max {1.p7t - min{l,p }] |
et
o, = ——[s,mint1.0%) + 1] (4-15)
2 8
nn obtient,
, - 1 - p
P 6 - ==
noocy S et > €, S0

Alors., 1a condition (3-6) est ainsi verifiee.

Finalement, (H1).(H2),(H3) et la condition (3~6) sont toutes
Vi L L. D ape o Le Theoreme S-0, 11 existe une solution unidue

(o ) ¢ WX V, du probleme (PS).



N x",
i
ib

4-2 TECHNIQUE DE STABILISATION N2

Un détinit sur (w'x ul)". une torme bilineaire symetrique

I:h({...};(...)) par:

) 2
Eh({i{W}:{L.V}) = 21 [(E;L) +-Llﬁﬂl (tr&,trt)] + 2u 61(c(w),g(v))

+ (3'[(7 - _.I..'r_;p_(tl" t)y.l,7(wW)) + (& - _1_;_p__ (tr E).I,G(V))]
V (E.w),(T.v) € WX V  (4-16)
ou s >0 et &, > 0O sont des constantes qu'on determinara

convenablement par la suite.

Un detinit la torme bilineaire genéralisee Bh({...}:{.,.})

sur (W X u')” comme. dans (4-4).

[l

L'existence et l'unicitée de la solution du probleme (PS)

dependent de la satisftaction des hypothéses duTheoreme 3-2 ou du

Iheoreme S$-—-35.

(A) Commencons par la verification des hypotheses du Theoreme 3-2.

(1 Y- (H1) peut eétre immediatemment verifiee. en utilisant 1a

tormule de CAUCHY-SCHWARTZ. En effet,

.
b 2
: - |
Wi teov) ] _QL [mun"rnn + .L_Bﬂl_ Itr el Itr T"O] +
- ; . |
oz s el el + 80t - £ ¢tr o1 lewl, +

+ s le - 2 tr o). 1le

.
O
1

S LN T PR C eSS CIPY I TV BTN Y 1

+ 82ma§<{1.p}||tl|0||w(|1 + & max{1,p}El vl



1 .
—oma> | Pm (p
1

-

e oo T, -

210

avec

(7

y— Veritions,

<
W]

N

woo vl s maxtteyfelluly ¢

+ 62max{1,P}“€"0"V"1

e oo s mar e [lel e el ] [iel,e IvI

lth({ﬁ.w}: (t.vi) | s C;["§”“+ ”W"1]["I"o+ "v"1] (4-17) -

1

Fvidemment

et

L +

2)el, Iwl,

1negalite

Er ({E.Wi{E&,w}h)

O

L = max|{ —J—(p“ - Zp o+ 2),24 61,8qmax{1,p}} (4-18)

21

maintenant 1'hypotheése (H4).0n a:

1

o) 2 *
2 1- 2 - 12
el L il L ele] + 2u o Je I +

- _ 1-p -
¥ 25,(8 - =B (tr £).1,e(W)

> —Z—;T [H&ll; + —(l%fl): I tr g||§] + 2u 5100““‘"? -
- 25 Jg -
5 . ]
> 2—;— [ll&lli + (—1%1)— Itr guz] v 2p 8.C wl -
- oen mar oo e el (4-19)

Sl

[

(4-19) devient alors
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, . 5 (1-p)°
E (e wliE,wl) 2 | —— - 2o max{l.pi|le]l + ——— [tr &|% +
h >t vy 2 2 ’ 0 2un 0

!

R . - 2
+ [zu 5.C, - zézmax{l.m]"w"1

En decomposons & comme suit:

1

£ = s - qg.l ou q = - —a—tr g avec tr s.= 0
nn obtient, £
&
B CEwl i (Eaw)) 2 [7,'7 - zf’zmaX{l-M][lISII; ¥ Ilq.lllg] +
& (1-p)°
1$_l2_"q.lﬂu + [2u 5.C_ - 25 max{l p}]“wﬂz
20 0 170 2 ! 1
5
E, (L& Wi {Eow)) 2 [733 - 263max{1,p}]H€H; ¥

Un doit chioisir 51 et &, tels que:

1

-Z—IT - 2(";7may{l./z} > 0.

2p b L - 26 max{l,pt > O

Y
(@]

1
4up max{l,p}
61(2ubd)

o .2 max{1l,p}

61 1
s ¢ . 1 .
o S mar (1.0 miny _Zl-‘ .ZIJL”}

ar consequent, en posant

111

+ [zp §.C, - zsz’maxu.p}]HWHf

i

(4-20)



5

—_ ! i .._1_ Y - :
82 = T max(i.p] min{ ol ,ZHCO} (4-21)
- 1
oNn Aura: 1
N ! 5, ° 1 2
FoCIE Wl w2 [757 - poming o .ZHCUt]"EHU ¥
61 1 2
+ [Zu §.C, - f?‘mi”{'ﬁﬁ »2uC } ]uw“1
(s’l Z 2 ’
= el + w8, lwly
2 5, min {5 . kCor |IEN + il
1 Zu " o 1
U'ou.
. 2
£, (E w5 8 2 0 Il + Iwl] (4-22)
avec
’ 61 1
0 = —— min ‘TZT'““n} (4-23)

(3 )- Finalement, pour que la condition (3-18) soit

dolt choisir 61 de telle maniere que:

' 1
0 —_—
] > 5
1.e.
&
SR U I
o min {—,—Z—IT,NLU} > 5
U’ou,
5 1

min {T%T'“Cn}

Har consequent, on peut choisir

verifiee, on

(4-24)
: ®



2 (4-25)

o
]

. 1
min ‘?ﬂ?‘“cu}

En conclusion, (H1),(H4) et la condition (3-18) sont toutes.

veritiees.

U'apres le Iheoreme $-4, 1l existe donc une solution unique

(@ u ) th Vh du probleme (PS).

(B) On peut appliquer le Theoreme 3-3 sur le méme exemple;
(17) Premieéerement, 1'hypothese (H1) est verifiee d’'apreés (ﬂ—l#).

(2°) 11 reste a verifier 1'hypothese (H5). On a:
' | 81 o gl—g)z 2
2dCrov)+ B (R v tav)) = = 200(v) L) +-§§-Dhug+ o Htrtﬂo] +
-
woau el + 25,0 - R tr ,e(v))

6. 2
. 1 e 1- 2 - 2
A N [MU ¢ P e rtao] + 2u 8. C Iv|? -

fv

- 1-p |
- z&zﬂr - —7;-tr T"OHV"1

2 vl v g el oz s c VI - 28, maxti,e elgIvi,

v

(‘A}

s el + 2w s e vl - 2[5, maxit.ey + 1] lel v,

10

1

s .
_ 2
[727- [5. maxi1.p1 + 1]}Ht“§ + [2u8100— [6, maxit,p} + 1”||v||1

%

UOn doit choisir 61 et 6? tels que:
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b max{l,p} + 1
! 2H L:(J

6, « [52 max{l,p} + 1](2u)

i.e. '
. ) 1 -
62 max{l,pt + 1 < 61 mln{?ﬁ;,ZM CD}
Lo,
. 52 max{1l,p} + 1
61 > I - (4-26)
min{ —Z— , 2 CO}
51 on prend, par exemple,
2 5, max{l,p} + 1
1‘)1 = = l ) (a—27)‘
mln{—iﬂ—,zu CO}

On obtiendra .
¥

o v - . 2 2]

2d(t,v) + E_({T,vii{T,v}) = [8, max{l,p} + ll[lltllo + IIVIIJ

0’ou
. X 2 )
2d(t,v) + E _({T,v};i{t,v}) 2 6 [llrll0 + Mi]  (4-28)

avec
'H' = l:“), max{1.ny + 1] (“"‘29)
Finalement, (H1) et (HS) sont verifiees. D’'apres le Theoreme
S-4 , il existe donc une solution wunigue (oh,uh) € h&X O% du

probleme (F5).
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REMARGUE 4-1

Uu point de vue pratique, 1’'approximation la plus adequate
est celle qui permet d’'obtenir plus de precision pour les valeurs
de h. et ce, en se basant sur une approximation lineaire ou

quadratique pour le deplacement.

REMARQUE 4-2

l.es exemples qul ont ete construite ne satisfont pas le test
gde consistance. Ainsi, une erreur de consistance apparaitra dans -

le menbre droite de 1’estimation d’'erreur.

CONCLUSION GENERALE .

UOn a presenté dans ce travail une nouvelle methodologie de
la stabilite des methodes mixtes des eéléements finis pour 1la
resolution du probleme d’ELASTICITE. Cette methodologie Consiste Sf
mndifier 1a formulation variationnelle du probleme considere en
additionnant des termes de type de penalisation tout en gardanty
les‘mémes espaces d'approximations, . en particulier, celles qui
etaient non tiables dans le cadre de la methode de Galerkin. Des
conditions sutfrisantes sur ces termes permeiient d'utiliser une
classe plus large de methodes mixtes des elements finis, et

de plus elles sont realisables et retablissent la stabilité et 1la’

convergence sans toutefnis derangé la consistance
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