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Introduction

La finance est un domaine particuliérement large, que I'on peut diviser en deux catégories :
la finance d’entreprise (corporate finance) et la finance de marché (market finance). La finance
d’entreprise utilise essentiellement des mathématiques simples alors que la finance de marché
s’appuie sur des mathématiques complexes et génére de nombreux travaux mathématiques.

Les origines de la mathématisation de la finance moderne remontent a la thése de Louis
Bachelier intitulée « Théorie de la spéculation » et soutenu a la Sorbonne en 1900, cette approche
fut oubliée durant prés trois quarts de siécle, jusqu’en 1973 avec la parution des travaux de Black
et Scholes. Ces travaux marquent d’une part la naissance des processus stochastiques & temps
continu, et d’autre part celle des stratégies & temps continues pour la couverture de risque en
finance.

Une des caractéristiques du modéle de Black et Scholes est que le prix de 'action est une
fonction continue de temps, or certains événements rares peuvent entrainer des variations brutales
des cours. Pour mieux modéliser les risques associés & ces variations soudaines des prix de marché,
on utilise les processus a trajectoires discontinues, dits « Processus de sauts ».

Le but de ce travail est justement ’étude de ces processus dits avec sauts afin de trouver
I’évaluation et la couverture des produits dérivés. Pour cela, on va introduire ces notions : calcul
stochastique, mouvement Brownien, processus de Lévy pour atteindre ce but.

Ce mémoire est organisé comme suit :

Une introduction ot on situe notre travail et son plan.

Le premier chapitre est consacré a la présentation nomenclature de la finance.

Dans le deuxiéme chapitre, on introduit les principales notions de calcul stochastique qui
est une extension du calcul différentiel et intégrale classique, dans laquelle les processus & temps
continu remplacent les fonctions, et les martingales jouent le role des constantes utilisées dans le
modeéle de Black et Scholes & temps continu, qu’on va 1’étudié en détail au prochain chapitre.

Dans le troisiéme chapitre, aprés ’obtention de la notion d’arbitrage et la relation de parité
call-put, on étudie le modele de Black et Scholes & temps continu, ou l'intégrale stochastique
va jouer un role important dans cette modélisation, en particulier, pour obtenir des formules
explicites des prix d’options européennes et une couverture parfaite.

Le quatriéme chapitre est consacré au calcul stochastique avec sauts. Le processus de Lévy
va jouer un role important du fait que ces trajectoires sont discontinues contrairement au mou-
vement Brownien. On montre que le processus de Lévy se décompose en deux parties, une partie
martingale et une autre partie & variation bornée, qui n’est rien d’autre qu’'une semi martingale

dont on va introduire 'intégrale par rapport & celle-ci.



Dans le cinquiéme chapitre, on applique les notions du chapitre précédent & la finance qui
repose sur des idées analogues & celles déja présentées dans le cadre des modéles continus. En
effet, on calcule les prix des options européennes par la méthode de transformée de Fourier et, on
montre que la couverture n’est parfaite sauf si les sauts ont la méme taille. Ensuite, on parlera
du probléme du smile.

Enfin, dans ’annexe, et pour permettre aux lecteurs de mieux comprendre ce travail, on le
termine avec un petit lexique francais - anglais, ou on donne 'appellation des termes financiers

en francais (par rapport aux termes anglo-saxons).



Chapitre 1

Marché financier

La finance est un domaine particuliérement large, que ’on peut diviser en deux catégories : la
finance d’entreprise (corporate finance) et la finance de marché (market finance). La finance
d’entreprise utilise essentiellement des mathématiques simples alors que la finance de marché
s’appuie sur des mathématiques complexes et génére de nombreux travaux mathématiques. Nous
verrons dans ce chapitre que la notion fondamentale de la finance de marché est le risque et
que les mathématiques produisent des outils efficaces de gestion de risque. Ces notion sont tirées

essentiellement de [12].

Remarque 1 Les termes anglo-saxons se sont largement imposés sur les marchés financiers.

Nous préférerons souvent lutilisation de ces termes plutdt que des termes frangais, moins utilisés.

1.1 Marché financier

Définition 2 Le marché financier est un lieu (parfois virtuel) ot l'on achéte et vend des titres

financiers (ou bien actifs financiers).

1.1.1 Actifs financiers

Les actifs financiers sont des contrats ou les parties s’échangent des flux d’argent.

— Une quantité donnée d’un actif financier (action, obligation, indice boursier, devise,
matiére premiére, ou un autre produit dérivé), appelé actif sous-jacent (underlying
asset).

— Prix d’un titre financier (price) : est le montant convenu entre les deux parties en
échange du titre.

— Maturité ou échéance (Maturity) : c’est la date a laquelle I’échange doit avoir lieu.

— Prix de livraison ou prix a terme (dettlement price or forward price) :le prix
auquel Pactif sous-jacent est échangé.

Les transactions peuvent étre directes entre le broker et le client (over the counter) ou

sur une place financiére organisée telle qu'une bourse (stock exchange).

Une bourse est un marché financier institutionnel avec un réglement spécifique choisi de

maniére & améliorer les conditions des transactions.



1.1.2 Role des marchés financiers

Les principales caractéristiques d’un marché financier sont :

— La rencontre de deux contreparties (vendeurs et acheteurs).

— La cotation continue des produits financiers.

— L’élaboration de bonnes conditions pour les transactions, en prenant en compte les objec-

tifs opposés des acteurs du marché.

1.1.3 Principaux marché

Il s’agit, par ordre de volumes négociés décroissants :

— Marchés de taux d’intérét, c’est-a-dire les marchés de la dette, qu’il est d'usage de
séparer en :

Marché monétaire pour les dettes & court terme (moins d’un, deux ou mémes parfois
trois ans a son émission).

Marché obligataire pour les dettes originellement & moyen ou long terme;

— Marché des changes, ou Forex, ol ’on échange des devises les unes contre les autres ;

— Marchés d’actions, c’est-a-dire des titres de propriété des entreprises;

— Et enfin, par tradition, a la frontiére avec les marchés organisés de produits de base
(en anglais : commodities), les marchés de deux métaux précieux, or et argent,
bien que ceux-ci soient de moins en moins monétisés et que leurs marchés soient en fait

minuscules en regard de la taille désormais atteinte par les autres marchés.

1.1.4 Produit primaire

un produit primaire est un titre avec une rémunération indépendante de tout autre titre.

Il existe deux types de produits primaires : les actions et les obligations.

Obligation (bond)

L’obligation est un titre financier correspondant & un emprunt pendant un temps fixé dont
le risque de défaut (default risk) est supposé inexistant lorsque 1'obligation est émise par I’état,
celle-ci est échangée sur les marchés obligataires.

Elle est vendue sur le marché primaire a un prix proche du montant nominal (la somme
empruntée) puis elle est échangée sur le marché secondaire & un prix qui fluctue.

Une obligation est déterminée par :

— Une durée,

— Un taux d’intérét.

Remarque 3 Le tauz d’intérét d’une obligation est choisi en fonction du risque de faillite de
Uinstitution. Ce risque est évalué grice a des notations faites par des institutions indépendantes.

Le prixz d’une obligation dépend du montant nominal M, de la date d’échéance, et des coupons.



Coupons : ce sont des montants versés par I'emprunteur aux dates fixées a ’avance et qui
correspondent & des intéréts sur le nominal.
D’autre terme, le revenu percu par le détenteur d’une obligation est dit "intérét" et d’une

action est "dividende".

Obligation zéro-coupon (zero-coupon bond) : est une obligation qui ne verse pas des
coupons donc & I’échéance, seul le nominal est remboursé.

Lorsqu’il y a suffisamment de zéro-coupons, il est possible de construire la courbe des taux
de rentabilité annuelle en fonction des échéances, appelée courbe des taux zéro-coupon par
terme (zero-rate curve).

Lorsque cette courbe est croissante, cela signifie que le marché attend une rentabilité
d’autant plus grande que I’échéance est lointaine, c’est & dire le risque de taux est important.

Au contraire, une courbe décroissante signifie que le marché anticipe une baisse des
taux.

Une courbe plate n’existe jamais en pratique mais signifierait qu'un taux d’intérét constant
dans le temps.

On va considérer cette derniére comme hypothése par la suite pour simplifier les modéles.

Action (share) :

Une action est un titre de propriété d’une entreprise qui n’est pas remboursable.

— Le prix d’une action est défini par sa cotation en bourse. Une action peut étre vendue ou
achetée a n’importe quel moment (pendant les heures d’ouverture de la bourse).

— Le détenteur d’une action devient un associé, proportionnellement au nombre de titres
qu’il détient. De plus, I'actionnaire a des droits sur :
— Le management,
— Les bénéfices,
— L’actif social.

— Les émetteurs des actions sont des entreprises. L’émission d’actions permet de recouvrir
son investissement initial et ses bénéfices.

— Une action est un produit trés volatile, 1ié a la fois aux performances de I'entreprise et a
la situation du marché. Sa cotation est constamment réévaluée en fonction de l'offre et de

la demande sur les marchés financiers.

1.1.5 Produit dérivé

Un produit dérivé (derivative) ou actif contingent est un titre dont la valeur dépend d’un
autre titre, appelé l'actif sous-jacent.
Il existe une multitude de produits dérivés. Les principaux exemples sont

Les futures, les forwards et les options.



Contrat a terme (forward)

Est un contrat qui donne & l'investisseur I'obligation d’acheter ou de vendre un titre & un

prix défini & 'avance pendant une période fixée.

Future (futur)

ce sont des contrats a terme négociables.

Il y a une petite différence entre les contrats a terme et les futures :

— Le forward est payé & maturité, alors que le futures est marqué au marché.

— Le contrat futur est échangé sur un marché organisé, le contrat a terme est de gré a gré.

— Les prix du future et celui du forward sont différents lorsque les taux sont stochastiques.

Option

Un tel titre est appelé option d’achat (call) ou option de vente (put).

Le sujet porte sur le prix d’une option. Nous nous concentrons maintenant sur ce produit.
Ses principales caractéristiques sont

— Le strike, noté K : prix d’exercice de 'option, qui est choisi et fixé a I'instant initial.

— Le prix de l'option : prime de risque plus marge de 'intermédiaire.

— La date d’expiration, notée T : fin de la période, elle aussi fixée a 'instant initial.

— La fonction payoff : fonction qui détermine la transaction finale.

— Des contraintes annexes. Par exemple, si le sous-jacent passe un certain niveau, le contrat

s’annule (option barriére).

Les options les plus simples, et généralement les plus liquides (les plus vendues), sont les
calls et les puts de type européens ou américains. Ces options sont souvent appelées options
vanilles. Les autres options, appelées options exotiques , sont généralement beaucoup plus
difficiles a preciser.

Les options peuvent étre utilisées :

— Soit en couverture de risque de baisse ou hausse,

— Soit pour spéculer & la baisse ou & la hausse du sous-jacent,

— Soit pour spéculer sur la volatilité.

On distingue deux grands types

Option européenne Contrat qui donne a son détenteur (celui qui achéte le contrat) le droit,
et non l'obligation , d’acheter ou de vendre une certaine quantité d’un actif financier (sous-jacent)

a un prix fixé ou prix d’exercice (strike price) a une date fixée a 'avance (maturité).

Option américaine Contrat qui donne a son détenteur le droit, non ’obligation, d’acheter
ou de vendre une certaine quantité d’un actif financier & un prix et jusqu’a une date fixé &
I’avance.

Ce droit lui méme s’achéte ou se vend, cela sur un marché d’options (une bourse spécialisée,

ou au gré a gré), contre un certain prix, appelé prime en francais et premium en anglais.



1.1.6 Théorie du portefeuille

Un portefeuille : est un ensemble de titres (actions, obligations,...) détenu par un inves-
tisseur.

Les principales problématiques de la gestion d’un portefeuille sont :

— Comment minimiser le risque et maximiser le rendement ?

— Comment calculer le rendement espéré associé a un risque ?

— Quelle est la performance d’un portefeuille 7

Pour simplifier I’analyse, nous prenons un marché avec les hypothéses suivantes :

— Le marché est sans arbitrage.

— Les brokers ont un comportement rationnel.

— Il existe une unique loi de probabilité qui explique les comportements futurs des marchés

financiers.

On peut considérer que les marchés en dehors de ces hypothéses sont des cas particuliers.

Hypothése de non arbitrage

L’une des hypothéses fondamentales des modéles usuels est qu’il n’existe aucune stratégie
financiére permettant, pour un cofit initial nul, d’acquérir une richesse certaine dans une date
future. Cette hypothése est appelée absence d’opportunités d’arbitrage (A.O.A), et est
justifiée par I'existence d’arbitragistes, acteurs sur les marchés dont le role est de détecter ce
type d’opportunités et d’en profiter. Ceux-ci créent alors une force qui tend a faire évoluer le
prix de I'actif vers son prix de non-arbitrage.

Il n’existe pas beaucoup d’arbitrages sur les marchés développés. De plus, si un arbitrage

apparait, les traders prennent avantage de celui-ci et donc il disparait.

Arbitrage et prix unique : dans le modéle de Black- Scholes dont nous parlerons avec détails
au chapitre 3, le prix et la stratégie de couverture sont uniques. L’unicité est garantie par I’absence
d’arbitrage sur les marchés. Illustrons ce résultat a travers le prix d’un call européen. Dans le
modéle de Black-Scholes, une option est sans risque puisque la stratégie de couverture élimine
complétement le risque de 'option.

la valorisation d’une option dépend ainsi principalement des éléments suivants :

1) du sous-jacent, en particulier.

2) de son prix.

3) de la volatilité de ce prix.

4) de la durée jusqu’a I’échéance.

5) des taux d’intérét.

Marché viable : le marché est viable s’il y a une absence d’opportunité d’arbitrage.

Hypothése de complétude des marchés

Une autre hypothése, beaucoup plus remise en question, est que tout flux & venir peut étre

répliqué exactement, et quel que soit I’état du monde, par un portefeuille d’autres actifs bien



choisis. Les modéles ne comprenant pas les hypothéses de non arbitrage et de complétude des

marchés sont dits modéles de marchés imparfaits.

Probabilité martingale

Une des conséquences des hypothéses de non arbitrage et de complétude des marchés est
gale ou « probabilité risque-neutre » telle que le processus de prix des actifs ayant une source
de risque commune est une martingale sous cette probabilité. Cette probabilité peut s’interpréter
comme celle qui régirait le processus de prix des sous-jacents de ces actifs si ’espérance du taux
de rendement de ceux-ci était le taux d’intérét sans risque (d’ou le terme risque-neutre : aucune

prime n’est attribuée a la prise de risque).

Valorisation (Evaluation)

La valorisation (pricing) d’un titre financier est 1’évaluation de sa valeur, ne pas "mettre
en exploitation" ou bien & "augmenter la valeur" comme l'indiquent les dictionnaires, mais sim-
plement & évaluer.

La notion d’arbitrage fournit un premier moyen de le faire.

Le probléme d’évaluation des produits dérivés :

L’évaluation (on dit aussi «valorisation») des produits dérivés se raméne souvent au calcul

du prix aujourd’hui d’un actif dont on ne connait le prix qu’a une date future. Il se raméne donc

au calcul d’une espérance conditionnelle.

Valorisation par absence d’opportunité d’arbitrage

Valorisation des options la valorisation des options et moins aisée que celle des contrat a
terme dont la valeur pouvait étre déterminée & partir d’un raisonnement par arbitrage.
Par A.O.A la valeur d’une option est toujours supérieure a celle du contrat a terme corres-

pondant puisque c’est le cas a ’échéance.

1.1.7 Stratégie de couverture

— L’achat d’un call (long call) permet de se prémunir contre une hausse éventuelle du
sous-jacent.

— De méme, le détenteur du sous-jacent pourra se prémunir contre une baisse de celui-ci en
achetant un put (long put).

Dans ce cas, cette position de I'agent est une stratégie de couverture du sous-jacent.

— L’achat d’un call ou la vente d’un put (short put) peuvent également étre des stratégies
de spéculation a la hausse du sous-jacent.

— De méme, la vente d’un call (short call) ou I’achat d’un put sont des stratégies plus
complexes, par exemple 'anticipation d’une variation du sous-jacent dans un sens indé-
terminé (a la hausse ou a la baisse) peut conduire & acheter simultanément un call et un

put & la monnaie c’est a dire le prix d’exercice est égale au prix de marché actuel.

10



Donc, la couverture (hedging) est une protection contre le risque généré par une position.

les notion et les définitions de ce chapitre sont tirées de [3].
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Chapitre 2
Calcul stochastique dans le cas continu

Dans ce chapitre on va donner quelques notions mathématiques qui seront utiles dans le
prochain chapitre

les résultats de cette partie se trouve dans plusieurs ouvrages généraux, "par exemple [9]".

Filtration

On appelle filtration sur (£, F) toute famille croissante (F3),~, de sous tribus Fo C F; C
.. C Fr. -

A chaque processus (X}),~, on peut associer une filtration : V¢ > 0 F =0 (X, :0<u <t).

La suite (F¢);~( est appeIée filtration naturelle de (X¢),~ si elle est la plus petite filtration
formée de tribus cc:mpléte a laquelle (X¢),5 est adapte. B

Processus adapté (ou non anticipatif)

On dit que (X;),~ est adapté a (F;),~ si X; est Fy—mesurable pour tout ¢t > 0.

Temps d’arrét

Définition 4 On dit qu’une v.a T a valeurs dans [0, +oc| est un temps d’arrét si Vt € [0, +o0[
{T < t} € Fy.

On dit que T un temps d’arrét fini si : 7 < 400 p.s.

Proposition 5 1) Si S et T sont des temps d’arrét, et si A € Fg, alors AN{S < T} e Fr.
2) Si S <T, alors Fg C Fr.
3) Si S etT sont des temps d’arrét, alors Fs N Fr = Fsar.

4) Si T est un temps d’arrét, alors :
Fr=c(AN{n<T} AcF,)
5) Si T et S sont des temps d’arrét, alors la variable X1 définie par :
Xr(w) = Xr(@) (@) Ircoo = 3 Xnlr—p
n

est Fr -mesurable.
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Processus prévisible

Un processus (X;) est prévisible si X est Fo- mesurable, et que, pour tout ¢ > 1, X; est

Fi_1- mesurable.

Processus prévisible simple (ou élémentaire)

Définition : un processus stochastique (gzﬁt)te[&ﬂ est dit un processus prévisible simple s’il

est représenté comme suit :

n
¢ = dolimo + > dilyy 1y (t)
i=1
ou0=Ty< Ty <..<T, <Thy1 =T sont des temps d’arrét, et toute v.a ¢; est bornée et

Fr,—mesurable.

2.1 Mouvement Brownien

Le mouvement Brownien servira de base pour la construction de la plupart des modéles

d’actifs financiers.

Définition 6 On appelle mouvement Brownien un processus stochastique (Xi),~, @ valeurs
réelles, qui est un processus 4 accroissements indépendants et stationnaires dont les trajectoires

sont continues.

Le mouvement Brownien peut étre vu comme limite de marches aléatoires sur des pas de

temps de plus en plus courts.

Théoréme 7 "Caractérisation du mouvement Brownien"
Un processus (Xi),~, est un mouvement Brownien si et seulement s’il est un processus

gaussien continu centré de fonction de covariance cov(Xs, X¢) = s A t.

2.1.1 Mouvement Brownien standard

Soit X un processus stochastique, on dit que X est un mouvement Brownien standard si :
Xo=0 Pps;E(X;) =0 ; E(X?) =t

Dans ce cas, la loi de X; est une loi normale

Définition 8 On appelle Fi- mouvement Brownien un processus stochastique a valeurs réelles
et a trajectoires continues qui vérifie

- Pour tout t > 0, Xy est F;- mesurable.

-Sis <t, X; — X, est indépendant de la tribu Fs.

- Sis <t laloi de X; — X, est identique a celle de Xy s — Xg.
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2.1.2 Mouvement Brownien géométrique

Le mouvement Brownien géométrique est la solution de I’équation différentielle sto-
chastique linéaire & coefficients constants :
dXy = pXydt + o Xy dWy
Xo = x0
ot W; un mouvement Brownien standard.

2.2 Martingales

Définition 9 Soit (Q,F, P) un espace probabilisé et (Fi),~, une filtration de cet espace. Une
famille adaptée (My),~, de variables aléatoires intégrables, 7(076825 a dire : E(|]M¢]) < oo pour
tout t) est : B

- Une martingale si, pour tout s <t, E(M;/Fs) = Ms.

- une sur martingale si, pour tout s <t, E(M/Fs) < M.

- une sous martingale si, pour tout s < t, E (M;/Fs) > Ms.

Remarque 10 On déduit que,
- Si (M) est une martingale, alors : E (M) = E (M), pour tout t.

- X, est une martingale st et seulement si : =0

2.2.1 Mouvement Brownien et martingales

Proposition 11 Si (X;),s est un mouvement Brownien standard alors :

1) X; est une Fy- martingale.

2) X2~ X, est F;- martingale.

3) exp(c Xy — %2t) est Fi- martingale.
Théoréme 12 "théoréeme d’artet” Si (Mt)t20 est une martingale continue par rapport & une
filtration (Fi),~q, et si 71,2 sont deux temps d’arrét tels que

71 <19 < K, K une constante réelle finie,
alors M, est intégrable et  E (M,,/Fr )= M. P p.s.

2.2.2 Probabilités équivalentes

Soit (€2, F, P) un espace de probabilité. Une probabilité @ sur (2, F) est dite absolument

continue par rapport a P si :
VAeF:P(A)=0=Q(A)=0.

Théoréme 13 ) est absolument continue par rapport a P si et seulement si, il existe une

variable aléatoire Z a valeurs positives ou nulles sur (2, F) telle que :

VAG}":Q(A):/Z(Q)dP(Q).
A

d(Q
d(P)’

~—

Z est appelée densité de QQ par rapport a P notée
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2.3 Théoréme de Girzanov

Théoréme 14 Soit (Q,}', (.7'-15)0<t<T,P> un espace probabilisé dont la filtration est la filtration
naturelle d’un mouvement Brownien standard (Wi)o< <p, €t s0it (0)g<,<p un processus adapté

vérifiant fOT 02ds < 0o p.s tel que le processus (Lt)ogth défini par :

t 1 t
L; = exp (—/ 0,dW, — / egds> ,
0 2 0

soit une Fy—martingale, Alors il exist une probabilité P de densité L; équivalente o P sous

laquelle le processus (Bt)y<,<p défini par

t
Bt :Wt—/ 95ds
0

est un Fy—mouvement Browien standard.

2.4 Représentations des martingales Browniennes

Soit (My)y < 4 < 7 une martingale de carré intégrable, par rapport a (F;)y< ;< la filtration

T
naturelle de By, il existe un processus adapté (Hy)y< ;< o tel que E <f H3d8> < 400 et
- 0

t
vte[0,T] M, = M0+/Hsst .5
0

Remarque 15 Cette présentation n’est possible que pour les martingales de la filtration naturelle

du mouvement Brownien.

2.5 Intégrale stochastique et calcul d’Ito

2.5.1 Construction de l’intégrale stochastique
Soit (W),>q un JFi- mouvement Brownien standard sur <Q, F o (Ft)is0 P).

Définition 16 L’%intégrale stochastique d’un processus élémentaire ¢ est alors, un processus

continu (I (¢),) ] défini par

te[0,T

I(¢), = Z ¢ (Wi, = Wi_)) + G (Wy — Way)
1<i<k

I(¢), peut s’écrire comme suit

I (¢)t = Z bi (tht - Wti,l/\t)

1<i<k
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2.5.2 Formule d’isométrie d’une intégrale Brownienne
t

Proposition 17 Si (¢t)te[0,T] un processus prévisible vérifi B (f gzﬁgdt) < 00 alors
0

t
1) (f <]5de3> est une martingale de carré intégrable.
0 t€[0,T]
t
2) E <f¢5dt> =0
0
t 2 ¢
3) E <f ¢>de5> =F <f qbgds) appelée formule d’isométrie.
0 0

2.5.3 Formule d’It6

Définition 18 5@ X; est un processus d’Ité de la forme :
Xy :X0+/K5ds+/¢deS

Ou : Xg est Fo—mesurable, K et ¢ deux processus non anticipatifs tels que

T T
/]K5|ds<oo et /|¢)5|2ds<oo p.S.
0 0

alors, la formule d’Ité s’écrit pour toute fonction
f:[0,00[xR—R
(t,x) — f(t,2)

telle que f € C12, et tout processus d’Ito X sous la forme suivante
t
ft,Xy) = f(0,X0)+ / (s, Xs) ds—i—/f (s, Xs)dXs+ = /fmsX)d(XX>
0

Proposition 19 Soit dX (t) = a(t)dt +b(t)dW (t), si f(x,t) : R x [0,00] — R, fonction de
classe C?, alors le processus f (X (t),t) admet une différentielle stochastique donnée par

af (x
ot

b(1) 5L (X (1), )WV (1

0% f

df (X (t),t) (t),t) +al(t) 9z (X (t),t) + %bz (t) 922 (X (%) ,t)] dt +

2.5.4 Variation quadratique

La variation quadratique d’un mouvement Brownien est résumée dans le tableau suivant :

[d..d] | ds | dw,
ds | 0] 0
AW, | 0 | ds

~ Si By = oWy ou W est un processus de Brownien standard, alors : [B, B], =
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Chapitre 3

Modéle de Black et Schols a

trajectoires continues

Les raisonnements par arbitrage fournissent des nombreuses relations intéressantes, mais ils
ne sont pas suffisants pour obtenir les formules des prix. Pour cela, on a besoin de modéliser
I’évolution des cours d’une fagon précise.

Le probléme traité par Black et Scholes est I’évaluation et la couverture d’une option de
type européen (call ou put) sur une action ne donnant pas de dividendes. Black et scholes ont
proposé un modéle conduisant & une formule explicite pour le prix d’'un call (européen) sur une
action ne distribuant pas de dividendes et a une stratégie de gestion qui permet au vendeur de
loption d’éliminer totalement le risque (c’est & dire se couvrir).

Dans la suite, on considére un marché d’espace de scénario (2, F), ou F = F; est la filtration
historique. (S¢)cjo 77 est Pensemble des cours d’actions (actifs risqués) a la date ¢ et d” échéance

0
T. (St)te[O,T
Le facteur de discontinuité est donné par :

| est Pensemble des cours d’actifs sans risque SY = exp (rt) ol r est le taux d’intéréts.

B (t,T) =exp|[—r (T —t)]
— L’option call peut étre vue comme un actif de pay-off :
H (St) = (St — K), = max (S — K,0)
et son prix est donné par :
Cy(T,K) = e " T DEQ[(Sy — K)\F]
— De méme l'option put peut étre vue comme un actif de pay-off :
H (St) = (K — Sr), = max (K — St,0)
et son prix est donné par :
P (T, K)=e " TVEQ[(K - Sr) \F]

— La valeur (St — K) (resp (K — St)) est la valeur intrinséque de l'option, et C; (T, K) —
(ST — K)_ (resp P, (T, K) — (K — St), ) est sa valeur de temps.
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En I'absence d’opportunité d’arbitrage, on a la relation de parité :
Cy— P, =S —Kexp|—r(T —1)]

— On désigne M (S) l'ensemble des mesures de probabilité @ ~ P telle que S, la valeur
actualisée de S; est Q—martingale. E9 est 'espérance sous Q.

— La valeur discontinue d’un portefeuille V; est donnée par : V; = VA\SY  tel que SY =
exp (rt).

On désigne par S, 'ensemble des stratégies prévisibles simple

2

T
S =< ¢ : caglad prévisible, et E / $edS;| < 00
0
— Et A I'ensemble de pay-off terminale atteignable par n’importe quelle stratégie
T
A={Vo+ [audsith e Roes
0

— Le processus stochastique (G (Vt))te[O,T] est dit processus de gain de la stratégie ¢ et :

Gt (¢) = oS0 + Z Gi (Stnt — STint)

=1

d’autre part : le portefeuille a une valeur V; = ¢;S5; au temps ¢, et :

t
(M@ZWW—@WFW@+/%MW
0

— Cette différence représente le cott de la stratégie au temps t. C; (¢) est appelé pro-
cessus de cotit associé a la stratégie ¢.
Si la stratégie est autofinancée V; (¢) = G¢ (¢) .

3.1 Notion d’arbitrage et la relation de parité call-put

L’hypothése de base, retenue dans tous les modéles, est I’absence d’opportunité d’arbitrage,

c’est & dire qu’il est impossible de faire des profits sans prendre de risques.

A partir de cette hypothése, on peut établir des relations entre les prix des call et des put

européen de méme échéance 7T', de méme prix d’exercice K, sur une action de cours S; a 'instant

t, et un taux de placer ou d’emprunter de ’argent est constant égale 7.

On désigne par Cy et P, les prix respectifs du call et du put a l'instant .

Par I’ A.O.A, pour tout instant t < T, on a la relation suivante appelée "relation de parité

call-put" :

Ct — Pt = St — Keir(T?t)
Profit sans risque si on a, par exemple :

Cy— P, > Sy — K@ir(T?t)
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A Tlinstant t, on achéte une action et un put et on vend un call. Cela dégage un profit net
égal &
Ci— P — 5
Si cette somme est positive, on la place au taux r jusqu’a la date T', on obtient deux cas :
— Sp > K : dongc, le call est exercé, on livre ’action, on encaisse la somme K et on solde

I’emprunt, de sorte qu’on se retrouve avec une richesse égale & :
K+em™(C,— P, —8) >0

— Sp < K : donc, on exerce son put et on solde comme précédemment, de sorte qu’on se

retrouve avec une richesse égale a :
K+ €7T(T7t) (Ct - Pt - St)

Dans les deux cas, on a réalisé un profit positif sans mise de fond initiale, qui est un exemple

d’arbitrage.

3.2 Description du modéle de Black et Scholes

Nous supposons que nous avons un espace de probabilité avec une filtration
(QF,(F),P) tel que : Fy = {@,Q},F1 < Fo < ....Fr, T < oo qui est une filtration
naturelle du mouvement Brownien standard B;.

Le modéle proposé pour décrire 1’évolution des cours est un modéle & temps continu avec un
actif risqué (une action de prix S; a I'instant ¢ ) et un actif sans risque (de prix S a l'instant ¢
).

— On suppose que I’évolution de SY est régie par 'équation différentielle :
dsY =rSPdt Sy =1

de sorte que SY = e pour t > 0.

Cela signifie que le taux d’intérét sur le marché des placements sans risque est constant égale

— On suppose que I’évolution du cours de l'action est régie par I’équation différentielle
Stochastique suivante :

dS; = S (,U,dt + O'dBt) So >0 (31)

Ou pu,o0,8y sont des constantes.

(Bt) : un mouvement Brownien standard.
= est un coefficient de croissance (dérivé).
o : est un coefficient de volatilité.

Sop : est une valeur initiale pour S;.

Le modeéle étudié sur U'intervalle [0,7] ou T est la date d’échéance de 'option a étudier.

Remarque 20 L’hypothése selon laquelle le cours d’une action est un mouvement Brownien
n’était pas réaliste car le prixz de 'action ne peut pas prendre des valeurs négatives. D’ou [’idée

de modéliser par un mouvement Brownien géométrique :
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La solution de dS; = Sy exp (udt + odBy) est :

o2
St = Spexp <,ut - ?t + O‘Bt>

oll Sy est le cours observé a la date 0.

La loi de S; est une loi log-normale (son logarithme suit une loi normale).

Le processus (S;) vérifie une équation de type (3.1) sauf si son logarithme est un mouvement
Brownien.

3.2.1 Stratégie financiére

Une stratégie financiére de gestion est définie par un processus ¢ = {¢¢}g<jcr = ((gzbg, ¢t))0<t<T’

& valeurs dans R?, adapté a la filtration naturelle (F})y<,<7 du mouvement brownien.
Les composantes de ¢ donnent les quantités d’actif sans risque @) et I'actif risqué ¢; a chaque

instant ¢, & cet instant la valeur du portefeuille est donnée par :
W(¢) = ¢)?SI9 + ¢St

3.2.2 Stratégie autofinancée

La condition d’autofinancement au temps continu est donnée par :
dVi (¢) = ¢1dS; + $d5S,

pour que cette égalité ait un sens, on supposera que :
T T
/ ’Qf)g’ dt <oo p.s et /qﬁdt < oo p.s
0 0

Proposition 21 Une stratégie autofinancée définie par un couple ¢ = ((¢?,¢t)) de pro-

0<t<T
cessus adaptés vérifie :

T T
1) [|#9|dt+ [¢fdt <oo p.s
0 0
t t
2) ¢9SY + ¢St = ¢3S + +¢0So + [ ¢%dSS + [ $udS, p.s pour tout t € [0,T)]
0 0

Notons S; = e~ "tS; est le cours actualisé de Pactif risqué de sorte que 5‘? =1.

Proposition 22 Soit ¢ = ((¢{, 1))

la condition (1) ci-dessus.

PN 2 . . .
o<t<T UM PrOCessus adapté o valeurs dans R*, et qui vérifie

On pose :
Vi () = 075} + ¢S5

et
Vi (¢) = e "V ()

est la valeur actualisée du portefeuille a ’instant t.
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alors ¢ définit une stratégie autofinancée si et seulement si :

Vi (6) = Vo (6) + / budS  ps (3.2)
0

Preuve Supposons la stratégie ¢ autofinancée. D’aprés la formule d’Ito6 :
dVi (¢) = =1V (¢) dt + e~ dV; ()

Notons que d{e~"* V; (¢)) est nul.

on déduit :
AVi () = —re " (@Y + ¢pSy) dt + e pYde™ + e pyd Sy
= (Z)t (—re_rtStdt + e_”dSt)
= ¢dS;

Réciproquement, soit ¢ une stratégie vérifiant :
dVi (¢) = ¢rdS,
Aussi équivalente a 1'égalité ( 3.2)
dVi (8) = d (SPVi (8)) = d (Vi ()

et comme dS; = e "tdS; — rS,dt

on trouve dV; (¢) = ¢YdSY + ¢,dS,

Cela signifie que la stratégie (¢), est autofinancée. m

Dans notre étude, on va chercher une loi de probabilité équivalente a la probabilité initiale
sous laquelle les prix actualisés des actifs seront des martingales, puis on va construire des

stratégies autofinancées simulant les options.

3.2.3 Probabilité martingale

On va montrer qu’il existe une probabilité équivalente & la probabilité initiale P, sous laquelle

le prix actualisé S; = e~"S; est une martingale sous Q.

On a
dS; = —re "tS,dt + e "tdS,
= S ((u—r)dt+ odBy)
posons
W, =B+ 2"t =B, + 0t
g
d’ou :

dgt == StUth (33)
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D’apreés le théoreme de Girsanov : Il existe @@ ~ P tel que W; est un mouvement Brownien

standard sous @) et on a
dQ/F: _ —16*+08,

dP/F;

On déduit que <§t> est une martingale, et que

N N 0'2
Sy = Spexp (aWt — 2t>
3.2.4 Valorisation

Option européenne

Soit H une variable aléatoire F;—mesurable, positive, et de la forme f(S7) telle que :
f(z) = (x — K)__dans le cas d'un call, et f (z) = (K — ), dans le cas d'un put.

On va définir la valeur de 'option en la simulant.

Définition 23 Une stratégie ¢ = (¢?’¢t)0<t<T est admissible si elle est autofinancée et si la

valeur actualisée V, () = ¢? + gbtgt du portefeuille correspondant est positive et telle que sup Vv,
t€[0,T]
est de carré intégrable sous @ pour tout t.

Option simulable (ou réplicable)

Pour que H soit simulable, il faut que H soit de carré intégrable sous @. Les cas du call et

put sont simulables puisque E* (S%) < 00.

Théoréme 24 Dans le modéle de Black et Scholes, toute option est définie par une variable
aléatoire H, positive, Fr— mesurable et de carré intégrable sous la probabilité @) est simulable et

la valeur a linstant t de tout portefeuille simulant est donnée par :
v, = B9 (e‘T(T_t)H/.’Ft)

Preuve Supposons qu’il existe une stratégie admissible (qﬁo, qﬁ) simulant ’option .La valeur
du portefeuille (qﬁ? , ¢t) a l'instant ¢ et :

Vi = ¢ S7 + ¢Sy

par hypothése H = Vp;

Soit Vt = e "V, la valeur actualisée du portefeuille est :

Vi

t
%+/mwu
0

t
0
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sup V; est de carré intégrable, sous la probabilité () le processus (Vt> est défini par un
t€[0,T)
intégrale stochastique par rapport a (W;) et sous @, définit une martingale de carré intégrable.

D’ou
Vi = B9 (Vi/ )
par conséquent :

v, = B@ (e_T(T_t)H/}})
Il reste & montrer que l'option est bien simulable, on cherche des processus ((;59) et (¢¢)
définissent une stratégie admissible et tel que :

oS+ 008y = B2 (7T 0B/ F,)

Le processus M; = E© (e*TTH /.7-}), sous la probabilité @), est une martingale de carré
intégrable.

D’apres le théoréeme de représentation des martingales Browniennes : il existe un processus

T
adapté (K;)ge,r tel que B9 (f Kgds> < o0 et
- 0

¢
Vvt e [0, T]: M, = M, +/KSdWS p.S
0

La stratégie ¢ = (qﬁ?,@) avec ¢p = Kt/JS’t et ¢? = M; — (btgt, alors ¢ est une stratégie

autofinancée, dont la valeur a 'instant ¢ est donnée par :
Vi (@) = My = B9 (7T 01/ 7))

I est clair que V; (¢) est une variable aléatoire positive, et que sup V;(¢) est de carré
t€[0,T)]
integrable sous @ et V; (¢) = H.

On a donc bien une stratégie admissible simulant H. =

3.2.5 Valeurs des options vanilles

Calcul explicite :
Lorsque la variable aleatoire H est de la forme H = f(St), on peut expliciter la valeur V;

de l'option a 'instant ¢ comme une fonction de t et S; :

2

Sy = et Sp = (Ste_”) e exp <—02 (T —t)+o(Wr— Wt)>

2
$r = Syexp (—"2 (T — 1) +0 (Wp— Wt>)

B (Rt Ty

On a, en effet :

23



Vi = E9 [e77 TN (f (Sr) /F)]

v, = B9 (e‘T(T_t)f (St exp { (r - Lj) (T —t) + o (Wp — Wt)}))

La variable aléatoire Sy est JF;— mesurable, sous ), Wp — W; est indépendant de F;
donc V; = F (t,S) .

Wr — Wy varie comme /T — t * y tel que y suit la loi N (0,1), implique que W — W est
une gaussienne centrée de variance 1" — t.

Avec :

2

F(t,S) = E© <6_T(T_t) f(z)exp { (r — ") (T —t)+ 0 (Wp — Wt)} /}'t>

2
+o0 9 s
= ¢TI / exp { (7" — U) (T —t)+oyvT — t} €2 dy
2 V2r

Ona F(t,5) = BY (e7"0f (1) / Fy)

Valeur du call européen

Dans ce cas, on note que F (t,5;) = C (t,St)ou f(x) = (z — K), d'ou:

+oo  y?
C(tS) = e~ r(T—t) e\/%f <SU€Xp { (r — O;) (T —t)+oyvT — t}) dy

_ g0 <e—r(T—t) (m exp { <r - U;) (T —1t)+ ay\/ﬁ} - K) +)

Posons 7 =T —t et g est une gaussienne centée reduite.

2
C(t,S)=F (xexp {O’ TG — 02} — Ke_”)

2

Comme x exp {Jﬁg — %} — Ke " >0 alors

2
>ln—{§—r7+—"27
g

> P~

pOSOIlS
n K rT 0'2 T
l T 2

di =
1 /T

et
dy =di —o\T

d’ol : g > —do, avec ces notations on obtient

2
c(tS) = E <<x exp {a TG — 02} — Ke”) 1 {g+d220}>

+oo y?
[ (oo {ovmn- G } - aee)
= zexpq oty — — ¢ — Ke —dy
2 2
—ds T
= L -1

24



ol
+00 y?
2

s forfin- )
=2 [ expqoVTYy — —
1 P ) > [ Vor Y
—ds

et

+o0

¥
Iy =Ke™ '™ / e 2dy=Ke "p(da)
—do

avec ¢ une fonction de répartition de N (0,1).

Pour calculer I on fait le changement de variable y = z + o/7;

400 +o0
Ll | 2 2
Lhi=e7— = / exp{aﬁy—(;}dyz / e 2dz = (d)
—da2 —d1
Donc, on obtient
C(t,St) =xp(d) — Ke "o (da) (3.4)

Valeur du put européen :

Pour le put, on note que F (¢, 5;) = P (t,S;) ou f (z) = (K — x) . Un calcul analogue nous
donne

P (t,S;) = Ke "¢ (—da) — zp (—dy)

3.2.6 Couverture des calls et des puts

Il est important de pouvoir construire le portefeuille simulant pour couvrir une option.
Nous allons voir, dans le cas d’une option définie par la forme H = f (S7), comment expli-
citer le portefeuille de couverture.

A chaque instant ¢, la valeur actualisée d’un portefeuille simulant est égale & :

A

Vi = e "'F(t,S;)
= F(t,S)

La fonction F est de classe C*sur [0, T x R.
on pose : F (t,S;) = e "F (t,xe’”t) :
ona V,=F (t, S’t), et d’aprés la formule d’It6 pour chaque t < T :

v, = [ﬁ‘t’ <t, St> + fxzﬁg;'x (t, St>] dt + F, (t,St) s,
— Adt+F (t, S}) ds,

Cela implique d’aprés (3.3) que

t t
‘%Z%%-/Asds—{—/gt A; (s,&) odW
0 0
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t t
E (f Asds> = 0 p.s pour tout ¢ de plus fAsds est une martingale donc A; =0 p.s pour
0 0
tout t.

on a

d’autre part
¢
a (t, 5}) =V + /a¢uqu
0

d’ou :
dE, (t, S}) — o dW,

ol
0Call
¢t = W(tastaz:K) = (,D(dl)

Si on pose : ¢Y = Call(t, Sy, T, K) — ¢;S;, le portefeuille (d)g, g[)t) est autofinancé et sa valeur
actualisée est bien V; = F (t, §t> .

Dans le cas de call :
oF

5 (ta) = o (d)

Dans le cas de put :
oF
— (t,z) = —p(—d
5y (H®) = —w(=d)
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Chapitre 4
Calcul stochastique avec sauts

Dans ce chapitre, 'essentiel est tiré de [15] et [13].

On considére les processus stochastiques avec sauts, c’est & dire, les processus dont les
trajectoires peuvent avoir des discontinuités; et I’objet sera d’explorer les outils mathématiques
nécessaires a 1’étude du modéle Black et Scholes pour I'évaluation et la couverture des produits

dérivés.
Processus cadlag (resp caglad)
Définition 25 : une fonction f : [0,T] — R est dite cadlag (respectivement caglad) si elle est

continue & droite (respectivement a gauche) avec une limite a gauche (respectivement a droite).

Les limites :

f()= lim f(s) et f(t")= lim f(s)

s—t,s<t s—t,s>1

existent et
f)=f£(@")

pour une fonction cadlag, et

pour une fonction caglad.

— Si t est un point de discontinuité, on note :

Aft)y=f®)—f()
le saut de f (cadlag) en ¢ qui est définie comme une valeur avant le saut f (t;) := f (t_), et
Af(t)y=f(t") - f(t)

est le saut de f (caglad) en ¢ qui est définie comme une valeur aprés le saut f (t;) == f (¢;) .

— L’espace des fonctions cadlag (resp caglad) est noté par D ([0,77]) (resp £ ([0,T])).

Processus cadlag : Un processus cadlag (resp caglad) est une suite de variables aléatoires
a valeurs dans D ([0,T1]) (resp £ (][0,T7])).
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4.1 Processus de Lévy

Les processus de Lévy forment une classe des processus avec sauts, qui est a la fois simple
& étudier et, en méme temps, assez riche pour 'application. Ils sont une brique de base pour

construire des modéles plus réaliste.

Définition 26 Soit (Q,}—, {}'t}tZO,P> un espace de probabilité filtré. Un processus Fy -adapté
(Xt)p>o C R? avec Xo = 0 P p.s est appelé un processus de Lévy s’il vérifie les propriétés
suiva;ztes :

1) Accroissements indépendants : Pour chaque subdivision de temps to,t1,...,t, les v.a
X, Xy — Xty o, Xt,, — X, s0nt indépendantes.

2) Accroissements stationnaires : La loi de Xy, — Xy ne dépend pas de t.

3) La continuité en probabilité : Ve > 0 I;lmé P (| Xiyn — X¢| =€) =0.

La 3°™¢condition n’implique pas que les trajectoires du processus sont continues.

Théoréme 27 Soit (X;),~, un processus de Lévy, alors (X;),~, @ une version cadlag (continu

a droite avec une limite a gauche).

4.1.1 Loi et variables infiniment divisibles

Définition 28 Une distribution de probabilité F' sur R® 4 une divisibilité infinie si pour chaque
entier n > 2, il existe n variables aléatoires 1td Y1,Ys, ..., Y, telle que Y1+ Yo+ ...4Y,, a la méme
distribution F.

Les exemples les plus connus de "divisibilité infinie" sont les distributions gaussiennes,
Gamma, Poisson.

Preuve voir [5]. =

Proposition 29 (Divisibilité infinie et Processus de Lévy)
Soit (Xt)tZO un processus de Lévy, alors pour tout t, X; a une distribution infiniment
divisible. Par contre, si F' une distribution infiniment divisible, alors il existe un processus de

Lévy (X¢) >0 tel que la distribution de X est donnée par F.

4.2 Processus de Poisson

Le premier pas vers la caractérisation d’un processus de Lévy est de caractériser les processus

de comptages.
4.2.1 Processus de comptage
Soit (T,)

processus de comptage Ny associé a (T},),, est défini par

Ny = Z Lr,<ty = Z”l{TnngnH}

n>1 n>1

, une suite strictement croissante de variables aléatoires réelles avec Tp = 0. Le
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1) les trajectoires de N sont constantes par morceaux dont les sauts ne prennent que la
valeur 1.

2) Vt > 0, N; suit une loi de Poisson de paramétre At :

Proposition 30

3) La fonction caractéristique d’un processus de Poisson est :

Proposition 31
E [eiZ'Nt] = exp [)\t (ew — 1)] Vu € R

Définition 32 Un processus de comptage Ny adapté est appelé un processus de Poisson si :
—N() =0 p.S.
-N; est a accroissements indépendants.

-N; est a accroissements stationnaires.

Remarque 33 ) est le nombre moyen des arrivées par unité de temps ou bien intensité.
Lorsque A augmente, le temps moyen entre les sauts diminue, ce qui n’est pas surprenant puisque

Uamplitude des sauts est fizée, égale a 1.

4.2.2 Mesure aléatoire de Poisson

Définition 34 Soit {Y;} un processus de Lévy, alors Y; a une version cadlag, et le saut de Yy
ent >0 est défini par
AY; =Y, - Y-

Soit By la famille des ensembles Boréliens A C R dont sa fermeture A ne contient pas le
Z€70.
Pour A € By , on définit
M(A)= > 1a4(AY)
5:0<s<t
M (A) est appelée la mesure aléatoire de Poisson (ou la mesure de saut aléatoire

associée a N).

Remarque 35 L’intensité X d’un processus de Poisson détermine une valeur moyenne de la
mesure aléatoire M :
E[M(A)] = A|A]

ot |A| la mesure de Lebesque de A.
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4.2.3 Processus de Poisson compensé

On définit la version "centrée" d’un processus de Poisson par
Ny =Ny — Mt
sa fonction caractéristique est
o, (2) = exp P\t (eiz —-1- ZZ)]

N est aussi a accroissement indépendant.

Comme

E[N¢/Ns,5s <t] = E[N;— Ns+ Ng/N]
= E[N;— Ng]+ Ng=A(t—s)+ Ns.

alors (Nt) est une martingale,
vs<t, B[Ny/N] =5,

- (Nt) est dit Processus de Poisson compensé et 'expression déterministe (At),~ est
dite compensateur de (Ny),~ -

Pour un processus de Poisson compensé, la mesure aléatoire est définie par

M (A) = M (A) = A4

M (A) verifie :
E (M (A)) —=0 et var (M (A)) =\ |A]

Remarque 36 Pour définir la mesure aléatoire de Poisson sur R%, on peut remplacer A C Rt
par un ensemble E C R et la mesure de Lebesgue |.| par une mesure de Radon -Nykodim

sur E.

4.2.4 Mesure aléatoire de Poisson compensé

La mesure aléatoire de Poisson compensé est définit par
M (A) = M (A) - p(4)

et elle vérifie :
pour tous les ensembles compacts disjoints Ay, ..., A, € &, les variables M (A1), ..., M (An)
sont indépendantes ;
et
E(Mum):qvm(Mpm)zﬂmg
Le processus de Poisson définit par un processus de comptage n’est pas utilisé pour modéliser
les cours d’actifs, car la condition que la taille est toujours égale a 1, n’est pas réaliste. C’est

pour ¢a, on va définir :
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4.2.5 Processus de Poisson composé

Définition 37 Le processus de Poisson composé d’ intensité de sauts \ et de distribution de

taille de sauts p est un processus stochastique (Xt)tzo est défini par

Ny
Xi =)V,
k=1
ou {Y;},, est une suite de v.a indépendantes de loi p et N est un processus de Poisson
standard d’intensité A indépendant de {Y;};5, .

Remarque 38 1) Les trajectoires de X sont des fonctions continues par morceau avec une
version cadlag.

2) Les temps de sauts (1),),>,0nt la méme loi que les temps de sauts d’un processus de
Poisson Ny, ils peuvent s’écrire comme une somme partielle de v.a exponentielles de paramétre
A

3) Le processus de Poisson lui méme peut étre écrit comme un processus de Poisson composé

sur R tel que : Y; = 1.

Proposition 39 un processus de Poisson (Xi),~ est composé si et seulement si, il est un pro-
cessus de Lévy et ses trajectoires sont des fonctions continues par morceau.
Fonction caractéristique d’un processus de Poisson composé

Soit (X¢);~o un processus de Poisson composé sur R?. La fonction caractéristique est :

E [eiz‘Xt] = exp )\t/ (emx —1) f(dz) Yu € RY

R4

ou A est ’intensité de saut et f la distribution des tailles de sauts .

Mesure aléatoire d’un processus de Poisson composé

Pour tout processus cadlag et, en particulier, pour tout processus de Poisson composé, on
peut associé une mesure aléatoire sur R% x [0, 0o[ qui décrit les sauts de X pour chaque ensemble
mesurable B C R? x [0, 00| :

Jx(B)=E [ Y 1p(Xi— X, .t)
te[0,7)

Pour chaque ensemble mesurable A C R, Jx (A x [t1,12]) contient le nombre de sauts de

X entre t1 et t9 dont les tailles des sauts sont dans A.
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Mesure de saut d’un processus de Poisson composé

Soit (X¢),squn processus de Poisson composé sur R? avec intensité A et distribution des
tailles de saut f. Sa mesure de saut Jx est une mesure aléatoire de Poisson sur R? x [0, co[ avec
une mesure d’intensité :

w(dx x dt) = v (dz)dt = \f (dx) dt
La mesure d’un processus de Poisson composé définit le nombre moyen de sauts par unité
de temps.

Proposition 40 Tout processus de Poisson composé peut s’écrire sous la forme :

Xi= ) AX,= / xJx (ds x dx)

Mesure aléatoire d’un processus de Poisson composé compensé

La mesure aléatoire d’un processus de Poisson composé compensé est définie par

Jx (ds x dx) = Jx (ds x dz) — v (dx) ds

ou Jx (ds x dz) est la mesure aléatoire d’un processus de Poisson composé, v (dx)ds sa

mesure de saut.

4.2.6 Structure des trajectoires d’un processus de Lévy
Mesure de Lévy

Soit (X¢);~q un processus de Lévy sur R?. La mesure v sur R¢ définie par :

v =E| Y 14(AX) ;AeB(Rd)
te[0,1]
AX#0
est appelée la mesure de Lévy de X.

Autrement dit, v (A) est le nombre, par unité de temps, de sauts dont la taille est dans A.

Décomposition de Lévy-Ito

Théoréme 41 Soit {X;} un processus de Lévy a valeurs dans R?, de mesure de Lévy v alors :

- v sa mesure de Lévy sur R\ {0} satisfait, [ (||ZL’H2 A 1) v(dr) < co.
Rd
- Sa mesure de sauts Jx est une mesure aléatoire de Poisson sur [0,00) x RY d’intensité

v (dx) x dt.
- II existent v € R? et un mouvement Brownien d-dimensionnel (Wt),~, de matrice de
covariance A tels que -
Xy =~t+oW; + X! + lim X7, ou
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Xl = / xJx (ds.dx) et
|z|>1,s€[0,t]
X; = / xJx (ds.dx)
e<|z|<1,s€[0,¢]
Les trois derniers termes sont indépendants et la convergence dans le dernier terme est
presque sure et, est uniforme en t sur les compactes.

Le triplet (A, v,~y) est appelé triplet caractéristique de X.
Preuve voir [15] propo3.7, page 79. =

Moments d’un processus de Lévy

Proposition 42 Soit (X;),~, un processus de Lévy sur R de triplet caractéristique (A,v,7), le

moment d’ordre n de Xy, E[|X|"] est fini si et seulement si [ |z|" v (dz) < oo,

|z[>1
et on a
E[X;] =t ’y—i—/:cy(dx)
|z[>1
+oo
Var[Xy] = t 'y—l—/xQV(da:)
—0Q0

Exponentielle des moments

Proposition 43 Soit (X;),~, un processus de Lévy sur R de triplet caractéristique (A,v,7), et

soit u € R, lexponentielle de moment E [exp (uX)] est finie pour tout t > 0, si et seulement si :

e v (dr) < oo
|z|>1

et dans ce cas
E [exp (uX};)] = exp (t¢ (—iu))

ot v est l’exposant caractéristique de Xy.
Fonction caractéristique et exposant caractéristique
Définition 44 Soit (X¢);5 un processus de Lévy. La fonction caractéristique de X est :
ox, (2) = B[], zeR?

Théoréme 45 Soit (X;) >0 un processus de Lévy sur R?. Il existe une fonction continue v :

R? — R appelée exposant caractéristique de X telle que :
E[e#%] = @) 2 eR?

Le processus de Poisson est ’exemple le plus simple du processus de Lévy, que 'on peut

considérer comme un processus de Poisson dont les sauts sont aléatoires.

33



Formule de Lévy -Khinchin

Théoréme 46 Soit (Xt),~, un processus de Lévy sur R de triplet caractéristique (A, v,7).

alors
E[e=%t] = V) 2 e R

avec )
P (z) = —§z.Az +iy.2 + / (e =1 —iz.aly<) v (de)
Rd

Processus de Lévy et variation finie
Proposition 47 un processus de Lévy a une variation finie si et seulement si son triplet carac-
téristique vérifie

A=0 et / |z| v (dz) < oo

|z|<1

Pocessus de Lévy et martingales

Proposition 48 Soit (X;),~, un processus de Lévy sur R de triplet caractéristique (A,v,).

1) (X3) est une martingale si et seulement si [ |z|v(dz) < oo et
|| >1
v+ / |z| v (dz) =0

|lz[>1

2) exp (X:) est une martingale si et seulement si

/ e’v (dxr) < oo

|z[>1

et
400

A

—0o0

Remarque 49 Le résultat qui peut étre le plus important de la théorie de processus de Lévy est
que la mesure de sauts d’un processus de Lévy général est également une mesure aléatoire de

Poisson.

4.2.7 Intégrale stochastique par rapport aux mesures de Poisson

La notion de l'intégrale stochastique par rapport & une mesure de Poisson est plus générale
que celle de l'intégrale stochastique par rapport a un processus de Lévy, elle nous permettra
de définir une classe de processus qui généralise celle de processus de Lévy appelée classe de

processus de Lévy-Ito.

34



Proposition 50 (formule d’isométrie d’une intégrale de Poison compensée)
Pour tout fonction prévisible simple ¢ : Q x [0,T] x R — R, le processus (Xt)te[o 7] défini

X, = //¢sy (ds.dy)

est une martingale de carré intégrable et vérifie la formule d’isométrie

/T [ ots.0* utdsay)
0 R

4.2.8 Formule de changement de variables pour les processus Lévy-Ito

par l'intégrale compensée

En absence de sauts, la formule de changement de variable (formule d’It6) pour une fonction
f € C? prend la forme :

T
f(XT +/f Xt dXt+ /f Xt O'tdt
0
Quand le processus n’a qu'un nombre fini de sauts sur [0, 7], on peut écrire X; := Xf +

> AX; et appliquer la méme formule entre les sauts :
s<t

Proposition 51 Soit (Xt)t20 un processus de Lévy de triplet caractéristique (02,1/, fy) et f:
R — R une fonction C2. Alors

T

f(Xr) = +/f (X,-)dX; + = /f (X,) o2dt +
0
{

>

t<T,AX3#£0

(X + X)) = f(Xp) = AXf (X,-)}

Proposition 52 Soit (X;),~, un processus de Lévy de triplet caractéristique (02,V, ’y) et f:
R — R une fonction de classe C? telle que f et ses deux dérivées sont bornées par une constante

C. alors Xy = My + Vi, ot M est la partie martingale donnée par

¢

M; = f (Xo) +/f s) osdWy + / {f (Xo- +y) — f (X))} Jx (ds.dx)
0 [0,¢]xR

et V est un processus a variation finie continue

t t

2
/O;f ds+/ ~f (X)) ds +
0 0

/ [ (X4 y)— F(Xm) =y (Xo) L1 } dso (dy)

[0,t] xR

35



Remarque 53 - Si X; est de Lévy, Vi = f(t,X:) ne lest pas toujours. C’est pour ¢a on va
introduire les semi-martingales.

- La classe des processus de Lévy-Ito a des propriétés de stabilité :

Si (Xt)>q un processus de Lévy-1t6, alors pour toute fonction f € C?, (f (X)) est également

un processus de Lévy-Ité. Ce que ne le posséde pas la classe des processus de Lévy.

4.2.9 Semi-martingale

Pour pouvoir écrire la valeur actualisé d’un portefeuille d’une valeur initiale Vj, géré selon
une stratégie autofinancée, on fait intervenir la notion d’intégrale stochastique qui est définie par
des sem-martingales. Pour les démonstration voir (8] et [11].

On note D 'espace des processus adaptés cadlag et £ I'espace des processus adaptés caglad.

Définition 54 "la convergence uniforme"
Une suite (¢™) de processus converge uniformement en probabilité vers un processus ¢ sur

les compacts si

Yt >0, sup |47 — ¢y 5 0
0<t<s

on note cette convergence par ucp.

On note Sycp 'espace S des processus simplement prévisibles muni de la topologie de conver-
gence ucp en (t,w).
et on note Ly et D y¢p U'espace de processus adaptés continus a gauche, et a droite respec-

tivement. muni de la convergence ucp respéctivement.

Définition 55 Pour ¢ € S et X un processus cadlag, on définit la fonction linéaire Ix : S — D
par :
n
Ix (¢) = ¢oXo+ »_ i (X7t — XT7)
i=1
ou 0 =Ty <T) < ...<TpH11 < o0 des temps d’arréts.
On note : XT := (Xinr) >0 €t Ix (@) Uintégrale stochastique de ¢ par rapport a X.

Ix (¢) = / 6,dX, = 6.

Pour effectuer une extention par continuité de 'opérateur d’intégration stochastique Ix (¢)
de Syep vers Lyep, il faut que cet opérateur soit un opérateur continu de Sy¢p vers Dyep qui est

la définition des semi-martingales.

Définition 56 Un processus X € D est une semimartingale si l'opérateur d’intégration stochas-

tique Ix (¢) est un opérateur continu de Sycp vers Dycp.
Théoréme 57 Soit X une semi-martingale, alors lapplication Ix : Sycp— Ducp est continue.

Définition 58 un processus X mon anticipatif cadlag est décomposable s’il pourra étre décom-

poser comme Suit
X = Xo+ M; + Ay

ot My = Ay = 0; M est une martingale locale de carré intégrable, A un processus cadlag

adapté o variation bornée.
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4.2.10 Variation quadratique

Définition 59 Soient X une semi-martingale, la variation quadratique de X, notée [X, X] =
([X, X],),>q est définie par

(X, X] = X%~ 2/X_dX

ol Xof =0.

Théoréme 60 Le processus de variation quadratique de X est un processus cadlag, croissant
adapté, et satisfait
i) [X,X]g= X5 et A[X,X]=(AX)

i) Si oy, une suite de partitions aléatoires identiques, alors :
n mn 2
X3+ 30 (X7 - x7) S x.x
i

avec une convergence en ucp, o est 0 =T < T < .. <TH <. < TP OuT]* sont des
temps d’arréts.

ii1) Si T un temps d’arrét, alors [XTjX] = [X, XT] = [XT,XT] = [X, X]T.

et que : A (X_.X)=X_AX.

Définition 61 Pour une semi-martingale X, On peut écrire

X, X], = [X,X];+ X5+ Y (AX)?
0<s<t

ou le processus [X, X|° représente la partie continue, trajectoire par trajectoire, de [X, X]
telle que [X, X]; = 0.

Propriétés :

Ces processus sont des semi-martingales :

1) Processus de Wiener (car il est une martingale de carré intégrable)

2) Processus de Poisson (car il a une variation bornée).

3) Un processus déterministe est une semi-martingale si et seulement si, il a une variation
bornée.

4) Tous les processus de Lévy sont des semi-martingales parce que le processus de Lévy
est une somme des martingales de carré intégrable et des processus & variation bornée, "c’est la

décomposition de Lévy-Ito".
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4.2.11 Formule d’Itd pour les semi-martingales

Proposition 62 Soit (Xt)t20 une semi-martingale. Pour toute fonction f € C%? [0, T|xR — R

of

f (t, Xt) - f (thO) = / (SvXS) ds + l (87Xs—) dXs +

0
dx

QL
)
o —

> X - rex) - ax )

T
0<5<t,A X0
ol

dX,X],=d[X, X2+ Y (AX,)?

0<s<t
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Chapitre 5

Modéle de Black et Scholes a

trajectoires discontinues

Le prix de nombreux actifs financiers comporte des mouvements imprévisibles de grande
amplitude. La prise en compte de ces sauts, qui ont un impact non-négligeable sur le rendement
et le risque, a conduit au développement de modéles stochastiques basés sur des processus dis-
continus applés "processus de sauts". De nombreuses questions restent ouvertes notamment
concernant 'implémentation numérique de ces modéles, a la fois pour 1’évaluation des options et
pour la calibration des modéles aux données de marché.

La principale application de l'intégrale stochastique en finance est la représentation d’un
portefeuille autofinancé. On a déja vu que, en absence de taux d’intérét, lorsque le prix d’actif

risqué est un processus aux trajectoires continues S de quantité ¢, la valeur du portefeuille est :

T
Vr = /¢td5t
0

En présence de sauts, quelles sont les propriétés a imposer sur S et ¢ pour que cette relation
soit vraie?

Comme les sauts dans les prix arrivent d’une fagon inattendue, le processus S doit étre
continu a droite.

Par contre la stratégie de couverture ¢, doit étre continue & gauche, parce qu’elle est basée
sur les observations du gérant du portefeuille.

Pour les processus prévisibles simples ¢;, on définit I'intégrale stochastique par :

t n
[0S =3 61 (Stcim ~ S1)
0 =0

Généralement, pour les processus adaptés continus a gauche, on définit I'intégrale stochas-
tique par extension par continuité.

On a Sy¢p est 'espace & muni par la topologie de convergence ucp, et on note Ly et Dyep
I’espace de processus adaptés continus & gauche, et & droite respectivement.

On a I'espace Sy¢p est dense dans Ly, et on peut associer cette topologie ucp une métrique

sur Dyp, pour laquelle cet espace sera complet.
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Pour effectuer cette extension par continuité de Sycp vers Lyep, il faut que cet opérateur soit
continu de Sy, dans Dy, qui est la définition des semi-martingales. Donc il faut que S soit une
semi-martingale.

On concentre notre étude sur la notion des intégrales par rapport & une mesure aléatoire
de Poisson parce qu’elle est plus générale que celle d’intégrales par rapport a un processus de
Poisson, et elle nous permettra de définir la classe des processus Lévy-Ito (plus générale que les
processus de Lévy) qui a une propriété de stabilité que ne possédent pas celle de Lévy.

Si S est un processus de Lévy constant par morceau on a :

T T
O/Qf)tdst = O/R/QMJJS (dt x dy)

5.1 Modéle exponentielle-Lévy

On a déja vu que la dynamique risque neutre dans le modéle B-S avec des trajectoires
continues s’écrit sous la forme d’une exponentielle d’'un mouvement Brownien avec drift :

— En prenant ’exponentielle

2
St:SOexp{<r—U2>t—|—0Wt} = Spexp BY (5.1)
— Et en utilisant la formule d’It6 on obtient :
d?st =rdt +odW; = dB} ou B} =rt+ oW, (5.2)
t

qui est une exponentielle stochastique.
Dong, il y a deux méthodes pour définir la dynamique risque neutre de B-S avec des trajec-
toires discontinues (avec sauts) :

— En remplacant BY dans (5.1) par un processus de Lévy X; :
Sy = Soexp (rt + X¢) (5.3)

Ces modéles sont des modéles exp-Lévy (exponentielle ordinaire)
Pour que e~ "%S; soit une martingale, on impose les conditions suivantes sur le triplet carac-
téristique (02, v, 'y) de X :
v (dx) < oo
|z|>1

et
2

7-1—02+/(em—1—x1w|§1)y(d:c):0
R

— Une autre méthode, est de remplacer B} dans (5.2) par un processus de Lévy Z; :
dSt = TSt—dt + St—dZt (54)

Alors S; correspond & ’exponentielle stochastique de Z.
e~ "S; est une martingale si et seulement si le processus de Lévy Z; est une martingale qui

vérifie E [Z] = 0.
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Remarque 63 L’exponentielle stochastique et l’exponentielle ordinaire sont deux processus sto-
chastiques différents, par exemple, Contrairement a [’exponentielle ordinaire qui est toujours
positive, 'exponentielle stochastique n’est pas nécessairement positive sauf si tous les sauts de
processus X sont plus grand que -1, ce qui revient a dire (pour les processus de Lévy) que la

mesure de Lévy satisfait v ((—oo, —1]) = 0.

Donc, lequel de deux processus convient mieux pour construire des modéles financiers 7
La proposition suivante montre que les deux approches sont équivalentes (elles correspondent

la méme classe des processus positifs).

Proposition 64 "relation entre exponentielle ordinaire et stochastique”

1. Soit (X¢),~o un processus de Lévy de triplet caractéristique (0'2,V, ’y) et Z = E(X) son
exponentielle stoc;zastique.

St Z > 0 p.s, alors il existe un autre processus de Lévy (Lt)7520 de triplet caractéristique

(O‘%, VL,’yL) tel que Z; = e o

L = Inz = Xt——+ > {In(1+AX,) - AX,}
o = o 0<s<t
vy (A) = V({len(1+x)EA}):/lAln(l—}—X)y(da:)
2

o= 7—02+/”(d:v){1n(1+:v)1|z<1 (In(1+2)) — elyjc (@)}

2. Soit (Lt>t20 un processus de Lévy de triplet caractéristique (U%,VL,’}/L) et S; = el son
exponentielle.
Il existe un autre processus de Levy (Xi),~, de triplet caractéristique (02, v, 7) tel que Sy est

Dexponentielle stochastique de X : S =& (X) ou

X, = Lt+—+ > {eA—1- AL}
0<s<t
o = o0y

v(A) = VL({$:e$—1GA}):/lA(ex—l)VL(d:E)
ot
Y= ot /VL (dx) {(e® = 1) L gj<1 (¥ = 1) = <y () }

Et du fait que les formules qui utilisent I’exponentielle ordinaire sont plus lisibles, cette der-
niére est plus utilisée pour construire les modéles de prix. Cependant, dans certaines situations,
I’exponentielle stochastique est mieux adaptée.

donc, on considére le modéle

dSY = rSYdt tel que SJ =1
Sy = S()@TH—Xt

ol X; est un processus de Lévy.
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Ce modéle n’admet pas d’opportunité d’arbitrage s’il existe une probabilité ) équivalente a
P telle que eX est une Q-martingale. Si le triplet caractéristique de X sous @ est (A9, v@ ~Q),
alors la condition de martingale s’écrit

A
’Y+ 2+/(€x -1 —x1|x|§1) VQ (dw) =0
R

Pour appliquer les modéles (5.5) a I’évaluation d’options, il faut donc établir 'existence

d’une probabilité martingale équivalente.

5.1.1 Probabilité martingale

Proposition 65 Soient (X, P) et (X,Q) deuz processus de Poisson composés de mesures de
Lévy vP et v@. Alors

P

P ~ Q sur [0,T] si et seulement si v ~ v¥ et dans ce cas,

d
d—g\fT =exp [T(M =29 = Y ¢(AX,) | i=exp(Zr)
s<t;AXs#0

dv®

O AP := v (R),\9 := 19 (R) et ¢ = log —.

WAP 1= o () X0 1= 19 (B) et 6 = log 00
Théoréme 66 Soient (X, P) et (X, Q) deux processus de Lévy de triplets caractéristiques (AT, ¥ 4F),

(AQ V¥ ~Q) respectivement, Alors P ~ Q sur [0, T] pour tout T si et seulement si
1. Les coefficients de diffusion vérifient A¥ = A9 .= A.

dv®
2. Les mesures de Lévy vérifient v ~ vQ avec la fonction ¢ = log ——5 qui satisfait

dv
/ <e¢/2 - 1) vP (de) < oo

3. Il existe B € R avec

A9 =~ + / (e¢—1)yp(dm)+ﬁA

lz|<1

Proposition 67 Soit (X, P) un processus de Lévy de triplet caractéristique (A,v,v). 1l existe

une probabilité Q ~ P telle que e~ est une Q-martingale si et seulement si X n'est pas p.s

croissant ni p.s décroissant.

Preuve La partie "seulement si" est triviale.

On va se concentrer sur la partie "si",

Si A > 0, on peut obtenir une probabilité équivalente par un simple changement de drift.
On suppose que A = 0 (sans perte de généralité).

de plus on suppose que [ Py (dz) < oo pour toute 6.
|z|>1
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Pour § € R, on prend 19 = e%v et v¢ = v+ [ (e’ —1)v(dz) et soit (X,Q) un
lz[<1
processus de Lévy de triplet caractéristique (0, 2%, v?). Alors par le théoréme précédent, Q ~ P.

Pour démontrer qu’il existe une probabilité martingale équivalente, il faut trouver un 6 tel que :

79+ / (" —1— :r:l|m|§1) V9 (dzx) =0
R

Ce qui est équivalent &

La fonction f () est croissante de dérivée
f ()= /:Ue‘% (e"—1)v(dx) >0

Si v ((—00,0)) > 0 et v ((0,00)) > 0, la dérivée f est bornée inférieurement par

+

min (/0 2 (e — 1) v (dx), /Oox (¢ — 1) v (dz)
o) 0

Ce qui implique dans ce cas que f () = 0 a une solution. Supposons donc v ((—00,0)) = 0.

et

60— —o0 60— —o0

1
lim f(0)= lim ”y—i—/x(eom—l)u(dm)
0

1
Lorsque [ zv (dz) = oo (processus & variation infinie), cette limite vaut -oo et donc f () = 0
0

a une solution.

Dans le cas contraire, cette limite vaut

v — /Ixy (dx)
0
1

et f(0) = 0 a une solution si et seulement si v — [av (dz) < 0, c’est a dire, le drift du
0
processus doit étre négatif.

et comme on a supposé que les sauts sont positifs, alors X ne doit pas étre croissant.

De méme, on montre que X ne doit pas étre décroissant. m
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5.1.2 Call européen dans le modéle exp-Lévy

Dans le modéle exp-Lévy, I'expression du call européen, par stationnarité et indépendance

des accroissements, est simplifiée par :
Ct,S,T=t+7,K) = e ""E[Sr—K)\S:=15]
I—— [( GorT—Xr _ €k> +]
— KeE {(eac—s-XT _ 1)*’}
ou z est le log du "forward moneyness" donné par :
x=In(S/K)+rr

Définissons le prix d’option "forward" relatif par les variables relatives (z,7) par

w(w,7) = e C(t,S,I;(:t—i-T,K)

On conclu que, la structure entiére des prix d’options dans les modéles exp-Lévy est para-

métrée par deux variables seulement :

u(z,7)=F {(e"”XT - 1)+]

5.2 Valorisation des options européennes

A TPopposé du cas de Black et Scholes classique, les modéles exp-Lévy n’ont pas une formule
explicite des prix des call, parce que la densité de probabilité du processus de Lévy n’a pas une
forme précise.

Méthode de Carr et Madan

Soit {X¢},5( un processus stochastique sur (2, F, P) tel que eXT est une martingale, dans

l'ordre de calculer le prix d’option call :
C(k‘) — e—rTE |:(6'rT—XT _ €k>+:|

k =1n K est le log strike.

On préfére écrire sa transformée de Fourier en log strike des termes d’une fonction caracté-
ristique ¢p (v) de X7 et trouver alors, le prix des strike par la transformée de Fourier inverse.

On ne peut pas faire ¢a directement parce que C (k) n’est pas intégrable (elle tend vers une
constante positive quand k — —o0).

— La méthode de la transformée de Fourier est fondée sur 1’observation suivante

Si on soustrait du prix de 'option call sa valeur intrinséque
—rT rT+X K\ k—rT\
zr(k)=e¢"FE <e T—e ) —(1—6 ) (5.6)

alors, la quantité qui reste est, sous certaines conditions, intégrable et on peut évaluer sa

transformée de Fourier

+oo
_ vk _ @t (v—i) — 1
&r(v) = /e zr (k) dk = e (0 + i)

44



ou ¢p est la fonction caractéristique de Xp. Les prix d’options peuvent étre évalués en

calculant la transformée de Fourier inverse de &7.

Proposition 68 Soit {X;},., un processus stochastique sur (0, F, P) tel que eXT est une mar-

tingale, et
E [e(HO‘)Xt] <oo Wt (5.7)
Pour a > 0 la transformée de Fourier des variables du temps d’une option call est donnée
par
T bu(v—i)~1
vk iorT Pt \U — 1) —
= k)dk = _ 5.8
r(0) = [ ehar (k= T (59
—0oQ

Preuve Premiérement, comme le processus des prix discontinus est une martingale, on peut

écrire
—+o0

zp (k) =e" / pr (dx) (GTTH - 6k> (Ip<atrr — 1K <0T)
—00
ol pr est une densité risque neutre de Xr.

La condition (5.7) permet de calculer &7 (v) par la permutation des intégrales :

+o00 +oo
€T (U) = e_TT / dk / 1% (d:c) eivk (erT—i-x — ek) (1k§m+rT — 1K§rT)
—00 —o0
+o00 T
— e—rT / pr (dZE) / eivk (ek _ 6TT+LU) dk
—00 z+rT
+0o0 . . . )
etorT (1 _ eac) etvrT+x elivt)z+ivrT
= d _
/pT(m) iv+1 iv(1+iv)+ iv (1 +iv)
—0o0

Le premier terme disparu & cause de la condition des martingales, et aprés les calculs des

deux termes qui restent, on trouve le résultat (5.8). m

Remarque 69 La condition des martingales garantie que le numérateur est égal o zéro pour

v =0.

Sous I'hypotheése (5.7) le numérateur devient une fonction analytique et (5.8) a une limite
finie quand v — 0, et les prix d’options peuvent étre trouver par la transformée de Fourier

inverse :
—+oc0

5 (k):% / Gy (v) du

—o0
&7 (v) converge comme |v|”2 a Iinfini ce qui implique que Perreur de troncature dans 1'éva-
luation numérique de la transformée de Fourier inverse est grande.
La raison pour laquelle la convergence est lente est que la valeur du temps (5.6) n’est pas
différentiable.
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On peut diminuer 'erreur de troncature de la transformée de Fourier inverse en remplacant
la valeur intrinséque de l'option par son prix dans le modéle de Black et Scholes (qui est une
fonction différentiable) avec une non zéro volatilité.

On suppose que les hypothéses de la proposition ci-dessus sont satisfaites, et on note
. T rT+X K\t o
Zr(k)=e¢ " E <e T—e) — C%g (k)

ot C'%g est le prix de Black et Scholes d'une option call de volatilité o et log strike k, et
2
o“T )
#7 (v) = exp (—2 (v? + w))
alors la transformée de Fourier de 7 (k), notée (r (v) est donnée par :

. _ _ivr (bt(U—i)—(Z)U(U—i)
Cr(v) =€t ¢U(1+¢Tv)

Pour presque tous les modéles paramétriques, discutés dans la littérature cette quantité
converge vers zéro plus vite que toute puissance de |v| lorsque |v| — oo, et l'intégrale dans la

transformée de Fourier inverse converge plus vite pour toute o > 0.

5.3 Couverture des modéles exp-Lévy

La couverture des modéles exp-Lévy est peut étre définie comme une stratégie de

couverture qui minimise l’erreur de couverture quadratique.

T T

infE ||Vr (¢) — H*| ot Vi(¢)=Vo+ [ r¢ddt+ [ ¢udS,
: [ o]

Aprés I'actualisation du prix sous la probabilité (), le probléme de couverture moyenne-

variance comme suit :

inf B9 |e (Vo, ¢)|* = inf

|7 -4
V07¢ AeA

2
L2(Q)
Donc, le probléme de minimiser I'erreur de moyenne quadratique revient & trouver la pro-

jection orthogonale de L? (Q) des pay-off discontinus H sur ’ensemble A.

5.3.1 Couverture quadratique dans le modéle exp-Lévy
Proposition 70 Considérons la dynamique risque neutre :
Q:dS, = S,-dZ, (5.9)

ol : Z est un processus de Lévy de mesure vy et coefficient de diffusion o > 0.

Pour une option européenne de pay-off H (St), H : R™ — R vérifie :
dK > 0,|H (x) — H (y)| < K |z —y| (5.10)
La solution du probléme de couverture donné par
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~ 12
inf EQ’GT +V0—|—H‘ (5.11)
peL2(S

est la couverture de risque minimisé, donnée par : ¢ = A (t,S;-)
ol :
299 (t,8) + 1 [ vz (dy) 2 [C (1,8 (14 2) — C (+,9))

Alt,S) = o2+ [ 2?vz (dy)

(5.12)

et

T T
Gr(¢) = / 61Sy- od Wy + / / Jx (dt.dz) x¢S,-
0 0 R

T T
_ / 605, odW; + / / Ty (dtdz) énS— (% — 1)
0 0 R
Preuve La valeur terminale du portefeuille qui est une martingale est donnée par :
¢ T T T
Vi = / dS; = / ¢ S,-dZ, = / ¢ Sy—odW; + / / Jz (dt.dz) z¢.S, (5.13)
0 0 0 0 R

C (t,S;) est une martingale de carré intégrable. Comme o > 0, C est une fonction de C12.
On applique la formule d’It6 sur C (t,S;) = e "*C (¢, S;) entre 0 et t :

G (£, S1)—C (0, S) = ‘Zg (1, S,-) S, aqu+// (1, S, (14 2)) — C (4, S, Y] I (du.d)
’ (5.14)
ou bien :
C (t,8;) — C(0,8) = 8—C (u,Sy-) Sy-odW, +// (u, Sy-€%) — C (u, S, )] Jx (du.dz)

o

Ot (X;) est un processus de Lévy tel que S; = exp (X;) pour tout ¢.

La fonction du pay-off H est Lipchitzienne, C I’est aussi par rapport a la 2°™¢ composante.

C(t,x)—Cl(t,y) = e "I p [H (xer(T_tHXT*t) —H (yeT(T_tHXT*t)]
< K\x—y\E[eXT—i] = K|z — vy

X

Parce que e* est une martingale.

Donc, la fonction aléatoire prévisible :

U (t2) = [C(u, S (14 2)) = C(u, 5;-)]

Vérifie :
T A
E| [ dt Vz(dz)¢(t,z)2] < E|[dt | vz(d2)|C(t 8- (142)—C(t 8-
/4] /]
A
< FE dt zQSzu(dz)] < 00
]
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En appliquant la formule d’isométrie de l'intégrale de Poisson compensé, 'intégrale dans
léquation (5.4) est une martingale de carré intégrable.

et en remplagant (5.13) et (5.14)dans la formule de 'erreur de couverture donnée par
£ (‘/07 QZS) =H — VT
on obtient :

oC

c(Vod) = [@st 521,51 caw +

dt / Jy (dt.d2) (268, — [C (£ S, (14 2)) — C (£, S,-)]
R

O — 5 O —

Les formules d’isométries nous permettent de calculer la variance d’erreur de couverture :

Elz(¢) = E /dt/VZ (dz) ‘C(tv Si- (14 2)) = C (t,S4-) — 265 i +
- T

E/02 [ C(tSt )rdt

LO

La couverture optimale (risque minimisé) est obtenue par minimisation de cette expression
sous ¢y :

oC

o?SE [¢t 33 (t,S;- )] /I/Z (dz) 2S5,- [zgzﬁtgtf —C(t,S-(1+2)—-C(t,S-)| =0

R
o295 (t,8) + 5 [ vz (dy) z[C (t,5 (14 2) = C (t,9))]
02+ [ 2%vy (dz)

¢ =
Ou: Sy = Spe" ™%, m
La couverture quadratique optimale peut étre donnée par une mesure de Lévy vy par :
O'Qgg (t,5)+ 35 L [vx (dy) (e® —1)[C (t,5¢* — C (t,5))]

o2+ [(eX — 1)%vx (dy)

et, on a aussi, la valeur optimale du capitale initial est

A(t,S) =

Vo = E¥[H (Sr)]

Le risque résiduel de la stratégie de couverture (gi)? , (;St) est :

. 2
rr(e) = B |82 |o- s at| +
! O/ { a5 7" }
r T
~ 2
E dt [ vz (dz) |C(t,S- (1+2)) —C(t,S-) — 215~
fofro! |

Cela nous permet d’examiner s’il y a des cas ou 'erreur de couverture tend vers zéro c’est

& dire est ce qu’on peut atteindre une couverture parfaite ?
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5.4 Couverture parfaite

— Le premier cas ot il n’y a pas de sauts ie v =0 :

Le risque résiduel diminue en :

T

aC 2
Rr(@) =B | [0S -5, g .50 a

oS

0

et on peut recouvrer le B-S par A—hedging
oC
¢p = AP5 (t,8) = EX (t,St)

qui donne un ¢ (¢) = 0 p.s.
— Un autre cas ou 0 = 0, et il y a une seule taille de sauts v = d, : X3 = alN; ou N un

processus de Poisson. Dans ce cas :
T
Re(@)=E | [SE1C(0S (14+a) - C(t.5,) - o
0
et en choisissant :

C(t,Si-(1+a)—C(t,5)
Si-a

b =
t

do = Sy — et / budS:
0

on obtient une stratégie autofinancée (gb? , (;St) qui est une stratégie de réplication :

T T
o(sr)=vp+ [CLEMEDZCOI) g5y [rgpar
0

0

Ce sont les deux seuls cas ou la couverture est parfaite.

5.5 Probléme du smile

L’utilisation du modéle et de la formule B-S est trés répandue sur les marchés financiers, a
tel point que certaines cotations se donnent en niveau de volatilité plutét qu’en prix absolu. En
effet, les autres paramétres du modéle (durée a I’échéance, prix d’exercice, taux d’intérét sans
risque et prix du sous-jacent) sont facilement observables sur les marchés. Cependant, celui ne
permet pas de modéliser précisément le monde réel. L’expérience montre qu’en réalité la volatilité
dépend du prix d’exercice et de la maturité. Le modéle de B-S suppose une volatilité constante
or cela n’est absolument pas le cas dans la réalité.

La question posée est pour quoi on s’intéresse & établir une formule donnant la valeur d’un
contrat d’option & chaque instant de son existence, alors qu’il existe un marché négociable dont

la raison d’étre est précisément de fixer cette valeur par le jeu de l'offre et de la demande ?
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Donc le point essentiel est la présence du paramétre de volatilité qui n’est pas observable &
chaque instant sur le marché, alors il faut ’extraire. Une voie naturelle est de I’estimer statisti-
quement & partir de ’observation des cours, ce qui est essentiellement ignorée par les financiers
qui ont beaucoup confiance dans le marché que dans le modéle. Forts de cette conviction, ils

inversent le probléme, qui peut donc étre calibré a partir d’un seul prix d’option.

5.5.1 Volatilité implicite

La volatilité implicite est trés utilisée pour le calcul des ratios de couverture des options
européennes.
Dans le modéle de Black et Scholes continu v = 0 et les prix d’une option call sont unique-

ment données par la formule définie par
CPo(t,8) = wp (di) — Ke "o (dy)

Si tous les autres paramétre sont fixés, alors I’équation est une fonction continue croissante
définie de |0, o[ dans } (S¢ — Ke‘r9)+ , St [
Donc, on donne le prix du marché C; (T, K') d’une option call qui pourra toujours invertir en

CBS (t,S;) et on trouve la valeur du paramétre de volatilité qui donne le prix correcte d’option :
! . BS ( ) — (*
a.zt (T,K)>0; CB%(8,K,r, Zt (T,K)) = C/ (T, K)

La solution unique de cette équation est appelée la volatilité implicite d’option.

— Le modéle B-S implique que la volatilité implicite dénote les options sur le méme sous
jacent doit étre la méme, et égale a la volatilité historique du sous jacent.

— La volatilité implicite est toujours supérieure a la volatilité des sous jacents.

— La volatilité implicite de différentes options sur le méme sous jacent dépendent de leurs
strikes et maturités.

— Pour presque tous les strikes, la volatilité implicite décroit en fonction de srike (phénomeéne
de skew).

— Le phénoméne de skew est dii au fait que le modéle B-S sous-estime la probabilité
d’un grand mouvement du prix général.

— Pour des grands strikes on observe parfois une légére remonté de la volatilité implicite
(phénomeéne de smile).

— Le phénoméne de smile peut étre expliqué par les primes de liquidité qui sont plus
élevées pour les options loin de la monnaie.

Ces deux phénoménes sont les plus prononcés pour les options de courte maturité.

5.5.2 Surface de volatilité implicite

La fonction ), : (T, K) — >, (T, K) est appelée la surface de volatilité implicite au
temps .

En pratique, la surface de volatilité (la volatilité implicite en fonction du prix d’exercice
et de la maturité) n’est pas plate. Souvent, pour une maturité donnée, la volatilité implicite

par rapport au prix d’exercice a une forme de sourire (appelé le smile de volatilité) : "a la
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monnaie", la volatilité implicite est la plus basse et plus on s’éloigne de la monnaie, plus elle
est élevée. On constate par ailleurs que le smile n’est souvent pas symétrique sur le marché des
actions : plus haut du coté put que du coté call. Cela est dii au fait que les acteurs de marché
sont plus sensibles au risque de baisse qu’au risque de hausse de 'action.

Pour un prix d’exercice donné, la différence entre la volatilité implicite observée et celle a la
monnaie s’appelle le skew.

En utilisant la "moneyess" m = K/S; de l'option , on peut aussi représenter la surface de

volatilité implicite comme une fonction de "moneyess" et du temps a 1’échéance :
I (1,m) = Zt (t 4+ 7,mS (t))

5.5.3 Volatilité implicite d’un exp-Lévy

Dans le modéle exponentiel de Lévy I’évolution dans le temps de la volatilité implicite est

particuliérement simple, comme l'indique la proposition suivante :

Proposition 71 quand la dynamique risque neutre est donnée par une exponentielle de Lévy, la
volatilité implicite pour une moneyess m = K /Sy et le temps a l’échéance T ne dépend pas du
temps.

YVt >0, I (t,m) = Iy (T,m)

Preuve
K, T
Ct (St7 9 ) — mefrTE (m71€TT+XT - 1)+
St
= g(r,m)

qui est, le ratio du prix d’option d’un actif dépend seulement de la moneyess et le temps
jusqu’a ’échéance.

La méme relation est vraie pour le modéle Black et.Scholes :

CBS(t,8,T,K,o)
St

= gBS (7—7 m, U)
La volatilité implicite I; (7,m) est définie par la résolution de 1’équation
CBS (t,8,,T,K,0) = Sig (t,m) <= gps (t,m, I; (1,m)) = g (T, m)

puisque chaque cotation dépend seulement de (7,m) et non pas de ¢, on conclu que la

volatilité implicite de "moneyess" donnée m et un temps & ’échéance 7 ne dépend pas du temps.

Vt >0, Iy (,m) = Iy (1,m)

Notons que la volatilité implicite d’un "strik" donné n’est pas constante dans le temps, c’est

une solution stochastique de :
Zt (T,K) =1y (K/S;,T —t)

Remarque 72 Pour plus de détails voir [4].
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Conclusion

Ce travail est consacré a I’étude des modéles de Black et Scholes dans le cas continu et avec
saut, dans le but de leur application en finance. Pour cela, on a commencé par un rapel des
outils mathématiques nécessaires, a savoir le mouvement Brownien, les martingale, les processus
de Lévy, les mesures aléatoires de Poisson, et les semi-martingales qui jouent un réle essentiel
dans le calcul stochastique (continu et avec sauts). Dans le modéle de Black et Scholes continu,
les formules des prix des options européennes sont explicites, la couverture est parfaite, et la
stratégie de couverture a un risque résiduel égale a zéro. Par contre dans le cas du modéle de
black et Scholes avec sauts, et comme le processus est basé essentiellement sur les sauts, et
que la distribution des sauts n’a pas une formule explicite, les prix des options sont implicites
(transformée de Fourrier), il n’y a pas de couverture parfaite : les options sont des investissements
risqué, et la stratégie de couverture est donnée par la solution du probléme d’optimisation du

portefeuille.

"Les outils mathématiques sont devenus déterminants en finance. Ils ont
initialement contribué avec Black et Scholes a 1’explosion des activités du marché
et, aujourd’hui, la demande en profils hautement techniques reste importante,
malgré les crises financiéres.

Donc, que ’on s’en réjouisse ou qu’on le déplore, le calcul stochastique et par
extension, les probabilités et les mathématiques appliqués sont devenus « la voie »
d’accés de la filiére scientifique aux métiers de la finance de marché. A I’heure
actuelle, c’est une autoroute, ’avenir dira ce qu’il en est."

E.Gobet, G.Pagés, M.Yor
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Chapitre 6
Petit lexique : Anglais-Francais

A

action (share stock) : est un titre de propriété délivré par une société de capitaux (i.e.
une société anonyme ou Société en commandite par actions). Elle confére a son détenteur la
propriété d’une partie du capital, avec les droits qui y sont associés : Intervenir dans la gestion
de I’entreprise et en retirer un revenu appelé dividende.

arbitrage : est une opération financiére assurant un gain positif ou nul de maniére certaine.

absence d’opportunité d’arbitrage

On dit qu’il existe une opportunité d’arbitrage (arbitrage opportunity, free lunch)
sur le marché financier lorsqu’il existe une stratégie sans risque d’achat et de vente de titres qui
peut rapporter des gains strictement positifs.Ce qu’il n’existe en pratique que dans un temps
trés court.

arbitragistes : acteurs sur les marchés dont le role est de détecter ce type d’opportunités
et d’en profiter

asset : actif financier, valeur.

at the money : a la monnaie, & parité : se dit d’une option dont le prix d’exercice est égal
au prix a terme de I'actif sous-jacent # s’oppose & in the money et a out of the money.

attainable : atteignable, simulable (pour un marché).

average option :=Asian option, option asiatique.

C

call (option) : option d’achat.

cash flow : flux de trésorie, ou elle est souvent utilisée dans le sens de "capacité d’autofi-
nancement ".

claim : demande, réclamation.

contingent claim (actif contingent) : ou actif conditionnel, il s’agit d’un contrat entre
agents ou instituants spécifiant des conditions pour qu'une certaine transaction financiére soit
réalisée.

En mathématique financiére, c’est un synonyme de dérivative security.

couverture (hedging) : protection contre le risque généré par une position.

coupon : revenu percu par le détenteur d’une obligation "intérét" ou d’une action "dividende".

currency : unité monétaire, monnaie, devise.
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D

default risk : risque de défaut.

discounted price : prix actualisé.

dividende : c’est le revenue tiré d’'un placement en titres de capital (action, certificats
d’investissement,...).

Le dividende est généralement versé chaque année et varie en fonction des bénéfices réalisés
par 'entreprise.

E

equity : action, capital, fonds propres.

exchange : bourse. — rate : taux de change.

F

fair price : juste prix.

fixed income market : marché obligataire.

forex, foreign exchange : marché des changes.

forward price : prix a terme.

free lunch : synonyme d’opportunité d’arbitrage.

futures (contrat a terme) : le vendeur du contrat s’engage a acheter ou & vendre a
I’échéance du contrat une quantité minimum (ou un multiple de ce minimum) & un cours négocié
sur le marché organisé.

G

gain : synonyme de pay off.

greeks : lettres grecques.

H

hedging : couverture.

holder : acheteur (d’un titre), détenteur.

I

in the money : Une option est dite dans la monnaie (in the money) lorsque son exercice
procure un gain a son détenteur. Elle est dite hors de la monnaie (out of the money) dans le
cas contraire. Enfin, si Pacheteur est indifférent, I'option est & la monnaie (at the money).

L

levrage : financement par emprunt.

liability : responsabilité, dette, passif.

M

maturity (maturité) : date d’échéance, date d’expiration (d’une option).

mark to market : maquer au marché, évaluer au prix du marché.

montant : c’est la quantité d’actifs sous jacent a acheter ou a vendre.

0]

obligation (bond) : un titre de dette remboursable, que I’émetteur du titre doit rembourser
au détenteur du titre & une certaine échéance.

option abandonnée : Si 'option n’a pas été exercée a la date d’échéance.

option asiatique : La valeur a I’échéance d’une option asiatique découle du prix moyen

du sous-jacent sur la durée de I'option. Elles colitent moins cher que les options vanilles car la
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valeur moyenne d’un sous-jacent est moins volatile que sa valeur & un instant donné.

option a barriére ou parisienne

L’option & barriére activante (knock-in option) a une valeur a l’échéance dépendant
du fait que les sous jacents atteigne ou non un certain niveau de cours dit barriére, pendant
la durée de vie de I'option. L’option n’est active que si elle atteint la barriére, et, dans ce cas,
a Iéchéance sa valeur est la méme qu’une option standard. En revanche elle cotlite moins cher
qu’une option vanille puisqu’elle est plus risquée.

L’option & barriére désactivante (knock-out option) fonctionne de la méme maniére
que 'option & barriére activante sauf que 'option & barriére est désactivée lorsque 'actif sous-
jacent atteint un certain niveau.

option simulable (ou réplicable) : une option est dite simulable si sa valeur a ’échéance
est égale & la valeur finale d’une stratégie admissible.

P

pay off : Le résultat d’une option a son échéance (appelé couramment pay off) ne dépend
que du prix du sous-jacent, c’est la valeur terminale d’une option =gain.

portefeuille (portefilio) : ensemble des titres détenus par une personne.

position : position, situation : groupe de titres détenus par un agent.

prime (preminum) : C’est le droit d’acheter ou de vendre ou se négocie, sur un marché
d’options spécialisé (géré par une bourse, ou au gré a gré), contre un certain prix, c’est le prix
d’option elle méme.

prix d’exercice (strike price) : le prix (fixé d’avance) auquel se fait la transaction en
cas d’exercice de 'option.

Produits dérivés (deravative product) : un titre dont la valeur dépend d’un autre
titre, ce sont : contrats a terme, futures et options.

put (option) : option de vente.

R

risk assesment : évaluation du risque.

risk-neutral probability (probabilité risque -neutre) : est la probabilité sous laquelle
le rendement instantané moyen de 'actif égal a celui de I’actif sans risque. L’existence d’une telle
probabilité est liée & I'une des hypothéses d’efficience du marché "1’absence d’opportunité
d’arbitrage".

S

share : action.

share holder : actionnaire.

security : titre, valeur. derivative security, produit dérivé.

settlement price : forward price.

scénario (senario) : c’est une séquence d’actions qui illustrent un comportement.

short position : on est dans cette position si on est acheteur ou vendeur de contrat.

short position selling (vendre & découvert ) : vente par un agent d’un actif qu’il ne
posséde pas encore, ’agent espére que le prix de l'actif va baisser, ce qu’il permettra de ’acheter
plus tard a un prix inférieur au prix de vente fixé.

short rate : taux & court terme.
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simulable (ou réplicable) : voir option.
skew : la différence entre la volatilité implicite observée et celle & la monnaie, pour un prix
d’exercice donné, c’est la pente du smile & la monnaie ie lorsque le strike est le prix a terme.
smile (de volatilité) : graphe de la volatilité en fonction du prix d’exercice en forme de
sourire (courbe généralement convexe).
swap (échange) : cela consiste en un échange de flux financiers (taux d’intérét ; dettes,
devises,.....) & une échéance fixée a 'avance.
T
trader : négociant.
time value : voir valeur temps.
U
underlying asset (actif sous-jacent : une quantité donnée d’un actif financier (action,
obligation, indice boursier, devise, matiére premiére, autre produit dérivé, etc.).
Les sous-jacents : actions, taux de change, obligations et taux d’intérét.
A%
valeur temps (time value) : La valeur temps d’une option est la survaleur que le marché
lui attribue en sus de sa valeur intrinséque.
valeur intrinséque : La différence entre le prix d’exercice d’'une option et la valeur de
marché de l'actif sous-jacent. Les options qui sont dans la monnaie ou en dehors la monnaie
n’ont pas de valeur intrinséque.
value at risk : mesure de risque d’un portefeuille sur une période donnée.
vanilla :
plain vanilla : se dit d’un produit ordinaire (simple et standard).
vanilla option : option ordinaire (européenne ou américaine).
valorisation : pricing.
venture capital : capital-risque.
volatilité (volatility) :
volatilité historique : c’est 'amplitude de variation d’un titre, d’un fonds, d’un marché
ou d’un indice sur une période donnée.
volatilité implicite : Un chiffre dérivé du prix du marché d’une option. On peut analyser
la volatilité implicite comme une mesure du risque d’un instrument ou d’un portefeuille au jour
d’aujourd’hui, et non pas a un moment donné du passé (ce qui serait la volatilité historique).
w
warrant : bon de souscription d’actions; les warrant sont souvent émis par les compagnies
sur leurs propres actions.
writer : vendeur (d'un titre).

Y

yield : taux de retour d’investissement.
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Résumé

Le but de ce travail est la modélisation des marchés financiers par le modéle de Black et
Scholes en utilisant le calcul stochastique dans le cas continu et discontinu. Le cas discontinu qui
s’appréte mieux a la modélisation des marchés financiers avec sauts (crash boursier) est largement
étudié. En introduisant la notion d’intégrale stochastique par rapport a une semi martingale, on
retrouve les formules des prix des options (transformées de Fourrier) européennes, et une stratégie
de couverture pour éliminer ou au moins minimiser les risques.

Mots clés : Martingales, Semi Martingales, Mouvement Brownien, Processus de Lévy,

Formule d’It6.
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Abstract

The aim of this work is the modelling of financial markets with the Black-Scholes model
by using stochastic calculus in the continuous and discontinuous cases. The discontinuous case
witch is better to modelling financial markets with jumps (stock market crash) is widely studied.
By introducing the notion of stochastic integral over a semi martingale, we find the formulas of
the (Fourier transformed) European options prices, and a hedging strategy to eliminate or at
least minimize the risks.

Key-words : Martingales, Semi Martingales, Brownian motion, Lévy processes, [t6-formula.
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