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 شكر و تقدير
 

 الذي أعانني و وفقّني لأن أتُِمّ إنجاز ىذا  العمل  لله عزّ و جلّ أبدأ شكري  

 و أصلي و أسلم على نبيو صلى الله عليو و سلم.

أتقدم بأسمى عبارات الشكر و التقدير للأستاذ المشرف  . و لأن شكر الناس من شكر الله عزّ و جلّ  
 .القيمة   على توجيياتو و نصائحو جيجلجامعة  من   محمد كرادة : الأستاذ

 . ىذه اللجنةترأس   لقبولو 1نطينة  سقجامعة  من  جزار   صالحللأستاذ  ي  شكر أعبر عن ف ائق  كما  

 حداد الطاىر ، 1نطينة  سقجامعة  من  بركان   عبد الحق شكر الأساتذة الممتحنين :أن ألا يفوتني  
      لقبوليم أن يكونوا أعضاء في ىذه اللجنة  ق المة  جامعة  من  العڤ ون    ف اتح  وجيجل  جامعة  من  

 و يفيدونا بنصائحيم و اقتراحلتيم.

 .للمساعدة و التوجييات التي قدميا جامعة باتنةمن   نوي لمنورأوجو شكري و عرف اني للأستاذ  
 .لي

شكر كذلك لكل من ساعدني بطريقة مباشرة أو غير مباشرة و لو بالكلمة  و أخص  بالقدم  تأ
 علي بوسعيود بالذكر الأستاذ:

 ذه الأطروحة.ى يحفزني للإسراع في انجاز  دوما  الذي كان

 



 

 
 

 .ملخص
 
 

 ثلاثة محاور أساسية.   الى الأطروحةجاء في ىذه    ما تلخيص يمكن  

 

    .زمر  -FC بال المتعلقة  ساسية  الأ الخصائص و  المف اىيم يضم  ولالأ .جزئين المحور الأوليتضمن  

. كما نقوم  P. Erdös بمسألة وزمر  -PE ال  فئةب  الفئةعلاقة ىذه    فيو عرضتسنفالثاني    جزءال  أما

و    يابتوسيعالذي سمح    و [25] في B.H Neumann وضعو الذيالمسألة    يذهل حل تقديمب

) و , تينالفئ  استحداث , )    من أجل  خاصية زمر معينة.  

 الزمر فئات بعضفي العناصر الأساسية في نظرية الزمر و    يتمثل. الأول  جزئين الثاني المحور يضم

في  الباحثون   ليياإالتي توصل    النتائجالثاني فييتم بعرض    جزءال  ماأ. خصائصيا و المعروفة

)و   ,لفئتين  ل تيمدراس , )  الزمر المعروفة ل    خاصيات  من أجل بعض. 

 و التي تتمثل في:   ليياإلنتائج التي توصلنا  ل الأخير  المحور في نتطرق

في بعض فئات الزمر ذات    الملتويو   المنتيي بالتوسيعين FCدراسة استقرار الخاصية    -

 .المنتييالنوع  

)و   , لفئتينو المنتمية ل  المنتييالزمر ذات النوع  فئات   بعضدراسة   - , )    في

 الحالات التالية:

               , , , , , , , , , , ,k k k k k kN FN N FN F N FN F    
 

     

 

 .k=2و   k=1اعتبار الحالات الخاصة من أجل    مع

 

 

 



 

Abstract 

 

 The contents of this thesis can be summarized into three main axes.  

 

The first axis consists of two parts, the first containing the definitions and 

characteristics of FC-groups. The second part showing the relationship 

between this class,  the class of PE-groups and the problem of P. Erdös. We 

also giving a solution to this problem developed by B. Neumann in [25], 

which allowed the extension of this problem and the introductions of the 

two classes ,  and ( , )  for certain classes of  -groups. 

 

The second axis includes two parts. The first is the basic elements in the 

theory of groups and some known classes of groups and their properties. 

The second part presents the findings of the researchers in their study 

of the two categories ,  and ( , )  , for certain classes of -groups. 

 

In the last axis we review the results that we have reached, which are : 

- The study of the stability of the property FC by finite and torsion 

extensions. 

- The study of some finitely generated groups belonging to the two classes 

,and ( , )   in those cases: 

               , , , , , , , , , , ,k k k k k kN FN N FN F N FN F    
 

        

with special cases considered for k = 1 and k = 2. 

 
 

 

 

 



Résumé  

 

 Le contenu de cette thèse peut être résumé en trois axes principaux. 

 

Le premier axe est constitué de deux parties. La première contenant les 

notions de bases et les propriétés  des FC-groupes. La seconde partie 

montre la relation entre cette classe et celle des PE-groupes et le problème 

de P. Erdös. Nous donnons également une solution à ce problème 

développé par B. Neumann dans [25], ce qui a  permis à l'extension de ce 

problème et à l'introduction des deux classes de groupes ,et ( , )   

pour certaines propriétés de groupes connues . 

 

Le deuxième axe comporte deux parties. La première partie comprend 

quelques notions  fondamentales de la théorie des groupes et certaines 

classes de groupes connus et leurs propriétés. 

La deuxième partie présente les résultats des chercheurs dans leur travaux 

dans les classes ,  et ( , )   pour certaines propriétés de groupes 

connues . 

 

Dans le dernier axe, nous présentons les résultats que nous avons obtenus 

comme suit: 

- L'étude de la stabilité de la propriété FC par une extension finie et celle 

de torsion. 

- L'étude de certaines classes de groupes de type fini appartenant aux deux 

classes  ,et ( , )   dans les cas suivants: 

               , , , , , , , , , , ,k k k k k kN FN N FN F N FN F    
 

        

Avec des cas particuliers considérés pour k = 1 et k = 2.
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 مقدمة عامة   i  الصفحة
 

 مقدمة  
     

١ٙس جٌطٟ ؾزذص جٔطرحٖ جٌّٕط غ١شِٓ ذ١ٓ فثحش جٌضِش 

جٌؼذ٠ذ ِٓ ػٍّحء جٌش٠حػ١حش، ٔؿذ فثس جٌضِش جٌطٟ ٠ىْٛ 

 طٕف ضشجفك ِٕطٗف١ٙح ٌىً ػٕظش ِٓ ٘زٖ جٌضِشز 

(finite conjugacy class).  ٘زٖ جٌفثس ٌٙح ػذز خظحتض

 ِشطشوس ِغ فثطٟ جٌضِش ج٢ذ١ٍس ٚ جٌّٕط١ٙس.

 ذشىً ٚ ِشز لأٚي جٌضِش ِٓ جٌٕٛع ٘زج ضغ١ّس ضُ    

 جٌش٠حػ١حش ػحٌُ لرً ِٓ(FC-group)صِشز-FC ذـ ِخطظش

 جٌؼحٌُ ٘زج لحَ ذؼذ٘ح. 1948 ػحَ فٟ R.Baer جلأِش٠ىٟ

 .B.H. Neumann, J. Erdös ٚF أِػحي آخش٠ٓ ػٍّحء ذّؼ١س

Haimo  ٚ ُ٘جٌضِش ِٓ جٌٕٛع ٘زج ٚضـ٠ٛش ذذسجعس غ١ش   

 وّح. [5 ,14 ,24 ,26] جٌّشجؾغ جٔظش. ف١ٙح جٌطٛعغ ٚ

 فٟ J. Tomkinson جٌش٠حػ١حش ػحٌُ وزٌه ذاعٙحخ ضٕحٌٚٙح

 .FC-groups "[34] " ذؼٕٛجْ 1984 ػحَ طذس جٌزٞ وطحذٗ

 ذؼغ ذٛجعـس( ِغٍمس أٞ)ِغطمشز صِش-FC جٌـ فثس ئْ

 ئٌٝ جلإٔطمحي جٌّػحي، عر١ً ػٍٝ جٌؿرش٠س، جٌؼ١ٍّحش

 ذٛجعـس ، (passage to subgroups)جٌؿضت١س جٌضِش

 ػٓ خحص ذشىً, (hpmomorphic image) جٌطّحغ١ٍس جٌظٛسز

 جٌّرحشش جٌؿذجء ؿش٠ك ٚػٓ(quotient) جٌمغّس قحطً ؿش٠ك

 فحْ أخشٜ ؾٙس ِٓ. (restricted direct product)جٌّم١ذ

 ِػً جٌؿرش٠س جٌؼ١ٍّحش ذرؼغ ِغطمشز غ١ش جٌفثس ٘زٖ

 ِٕطٗ جٌطٛع١غ ٘زج وحْ ٌٛ ٚ قطٝ (extension)جٌطٛع١غ

(finite extension). 

 ٌِٛذز ػحتٍس جشر صِش-FC جٌـ فثس أْ ِلاقظس ٠ّىٓ

 ٟ٘ جٌطٟ ٚ صِش-FA جٌـ فثس  ِغ ِـحذمطٙح ٠ّىٓ ِٕط١ٙس

 .k=1 ق١ع صِش-FNk جٌـ فثس ِٓ خحطس قحٌس ذذٚس٘ح

 ٔؿذ جٌش٠حػ١حش، ػٍّحء ذؼغ شغٍص جٌطٟ جٌضِش فثحش ذ١ٓ

 فثس ٟ٘ ٚ ِؼ١ٕس، صِش خحط١س ٟ٘  ق١ع( ,) جٌضِش فثس
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ٕٙح ِ X ِٕٗط غ١ش ءؾض أٞ ق١ع G جٌّٕط١ٙس غ١ش جٌضِش

 جٌخحط١س ضكمك ؾضت١س صِشز ٠ٌٛذجْ ِخطٍف١ٓ ػٕظش٠ٓ ش٠ًّ

 .ئرج:  جٌطحٌٟ ٘ٛ جٌش٠حػ١حش ػٍّحء ٠ُٙ جٌزٞ جٌغإجي 

 ِطؼٍمس خحط١س ضٍّه G فًٙ جٌفثس، ٘زٖ فٟ صِشز G وحٔص

 جٌخحط١س ٌذ٠ٙح G ً٘ جٌّػحي، عر١ً ػٍٝ ؟ ذحٌخحط١س

 ٚ أخشٜ صِش خحط١س ٟ٘  ق١ع رٌه، ئٌٝ ِٚح ، أٚ

 .جٌفثس ٔفظ فٟ G ً٘ ذحلأخض

 ػحٌُ ئٌٝ جٌّغحتً ِٓ جٌٕٛع ٘زج أطً ٠شؾغ    

 ق١ع ِٓ عإجلً  ؿشـ جٌزٞ ، 1976 ػحَ P. Erdös جٌش٠حػ١حش

 ئػحدز ٠ّىٓ ٚجٌطٟ (Graph Theory) حشجٌر١حٔ ٔظش٠س

 ئرج: جٌطح١ٌس ذحٌـش٠مس  ضِشجٌ ٔظش٠س ٌغس فٟ ط١حغطٗ

 ػٕظش٠ٓ ش٠ًّ ٙحِٕ X غ١ش ِٕطٗ ءؾض أٞ ق١ع صِشز G وحٔص

 طٍٟلأ ِٕطٗ قذ ٕ٘حن ٠ٛؾذ فًٙ ,ِطرحدلْ ِخطٍف١ٓ

(cardinal)ٖجٌّٕط١ٙس جلأؾضجء ٘ز. 

 فٟ J.C. Lennox ٚ J. Wiegold ػّذ ، 1981 ػحَ فٟ    

 ئٔشحء رٌه ػٓ ٚأعفش P. Erdös ِشىٍس ضؼ١ُّ ئٌٝ [20]

  ق١ع أػلاٖ جٌّكذد جٌٕكٛ ػٍٝ جٌّؼشفس( ،) جٌفثس

 جٌضِشز ػٍٝ أخشٜ ششٚؽ ٚػغ ِغ ، ِؼ١ٕس صِش خحط١س

 ٚؾٗ ػٍٝ. جٌفثس ٘زٖ ض١١ّض أِىُٕٙجٌزٞ  جلأِش جٌّؼ١ٕس

 جٌٕٛع ِٓ ٌٍكً جٌمحذٍس جٌضِشز أْ أغرطٛج جٌطكذ٠ذ

 (, ,P) جٌطشض١د ػٍٝ() ,N) جٌفثس فٟ ضىْٛ جٌّٕطٟٙ

(CO,)  جٌفثس فٟ وحٔص ئرج ٚفمؾ ئرج FN (ٍٝجٌطشض١د ػ 

P) ,CO )ضش١ش ق١عP ،N ، CO ٚ F ٍٝفثس ئٌٝ جٌطٛجٌٟ ػ 

 ػذ٠ّس ،(polycyclic) جٌذٚس٠س ِطؼذدز جٌضِش

 ٚجٌّٕط١ٙس (coherant) جٌّطّحعىس ، (Nilpotent)جٌمٛز

(finite). 

 جٌفثحشِٓ  جٌٕٛع ٘زج ػٓ أخشٜ ٔطحتؽ ئ٠ؿحد ٠ّىٓ    

 .]37,36,23-19, 13-9,4, 3 ,2,1[جٌّشجؾغ جٌط١ٍس:  فٟ
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ٚ  (،)∞جٌفثسضّىٓ ذحقػْٛ ِٓ ضٛع١غ أخشٜ  ؾٙس ِٓ    

 أٚعغ سِضٚج ٌٙح فثسٝ ٌئضٛطٍٛج 
*

∞(،) ق١ع  ٟ٘ 

 ِٓ جٌطٟ جٌضِش فثس ضّػًجٌطٟ  ٚ ِؼ١ٕس صِش خحط١س

 ِخطٍف١ٓ ػٕظش٠ٓ ٠شًّ ِٕٙح X ِٕطٗ غ١ش ؾضء وً أؾٍٙح

x ,y جٌؿضت١س جٌضِشز  ذك١ع <x, x
y
     .  ٌٍفثس ضٕطّٟ <

ض١١ّض ِٓ  [38]فٟ   N. Trabelsiضّىٓ 2005ػحَ  فٟ    

  ٍفثسٌ جٌّٕط١ّس جٌّٕطٟٙصِش رجش جٌٕٛع -Sجٌـ فثس 

(CN, )* ق١ع C ٟ٘ شطحس١ٔىٛف صِش فثس(Cernikov). 

فٟ  حئ٠ؿحد٘حش ٠ّىٓ ثٔطحتؽ أخشٜ ٌٙزج جٌٕٛع ِٓ جٌف

 .[31, 16جٌّشجؾغ ]

 جٌطٛع١غ دسجعس أٚل ٘ٛ جلأؿشٚقس ٘زٖ فٟ أ٘ذجفٕح    

 صِشز-FC ٌـ( جٌّٕطٟٙ جٌطٛع١غ جٌطٛجٌٟ ػٍٝ) جٌٍّطٛٞ

 جٌٕٛع رجش( صِش-FN جٌطٛجٌٟ ػٍٝ) صِش-N جٌـ فثس فٟ

جٌفثس  دسجعس غح١ٔحً  .جٌّٕطٟٙ  ,kFN F   ػٍٝ جٌطشض١د(

  ,kN  )  فٟ فثسFN -ػٍٝ جٌطشض١د  صِش(N -)رجش  صِش

جٌفثس  دسجعس غحٌػًح،. جٌّٕطٟٙجٌٕٛع   ,kFN F


 ٍٝػ(

جٌطشض١د  ,kN 


)  فٟ فثسFN -ػٍٝ جٌطشض١د صِش(N -

 جٌطٟ جٌٕطحتؽ دسجعس أخ١شج، .جٌّٕطٟٙرجش جٌٕٛع  صِش(

 ِٓ FN" جٌششؽ جعطرذجي ؿش٠ك ػٓ عحذمح ػ١ٍٙح جٌكظٛي ضُ

 ٚ   k=1ٚ قحٌطٟ  "ِٕطٗ ٔٛع ِٓ NF" ذحٌششؽ" ِٕطٗ ٔٛع

k=2. 

 

 ػشػٙح ٠طُ ٚجٌطٟ فظٛي غلاغس ِٓ أؿشٚقطٕح ضطىْٛ    

 :جٌطحٌٟ جٌٕكٛ ػٍٝ

 جٌّفح١ُ٘ ذؼغ جلأٚي ؾضتٗ فٟ ٔمذَ ، الأول الفصل فٟ    

 جٌؿضء فٟ .صِش-FC حٌـذ جٌّطؼٍمس ١سعحعجلأ خظحتضٚجٌ

 ٟ٘ جٌطٟ P. Erdös ذٛي ئ٠شدٚط  ذّغأٌس ٔزوش جٌػحٟٔ
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  ق١ع (,)ٚ  (,)جٌضِش طٟفث ض١١ّض ِغأٌس أطً

 جٌـ فثس ذ١ٓ جٌّٛؾٛدز جٌؼلالس ٔر١ٓ ٚ ِؼ١ٕس صِش خحط١س

FC-ٚجٌـ صِش PE-جٌفظً ٘زج ٕٟٚٔٙ ّغأٌس.ٖ جٌز٘ ٚ صِش 

 ؼحٌٌُـ ؼٛد٠ ٞزجٌ ذٛي ئ٠شدٚط ٌّغأٌس قً ذاػـحء

 .B.H Neumann جٌش٠حػ١حش

 جٌّفح١ُ٘ ٌرؼغ جلأٚيؾضءٖ  ىشطٔ الثبني الفصل    

 فثحش ّفح١ُ٘ذ ٔرذؤٖ ٞزٚ جٌ جٌضِش ٔظش٠س فٟ جلأعحع١س

 ذحلإػحفس ، ٚخظحتظّٙح ٌٍضِش جٌٕظش٠س ٚجٌخحط١حش جٌضِش

 جٌطزو١ش ٠طُ وّح. جٌّؼشٚفس جلإغلاق ػ١ٍّحش ذؼغ ئٌٝ

 جٌضِش ػٍٝ جلأطغشٞ جٌششؽ ٚ ٟجلأػظّ جٌششؽ ِٟٛذّفٙ

 جٌضِش ِٓ جٌفثحش رؼغذ ذؼذ٘ح ٔٙطُ غُ. ٌضِشز  جٌؿضت١س

 صِش،-FN جٌـ، صِش-Nـ جٌ فثس ِػً ١ِّٚضجضٙح، جٌّؼشٚفس

ٚ  يحجٔؿ-nصِش  ،صِش أٔؿحي، صِش-Sـ جٌ صِش،-NF جٌـ

جٌّطؼٍمس  جٌٕطحتؽ ؾًُ ٔؼشع ٟٔ حفٟ جٌؿضء جٌػ. غ١ش٘ح

 J. Wiegold ٌٕطحتؽ جٌّّحغٍس (,)ِٓ جٌٕٛع فثحش ذحٌ

ٚJ.C. Lennox ٟ13-9,4, 3 ,2,1[ فٟ ع١ّح ل[ 20] ف ,

 ِٓ جٌٕطحتؽ ذاػـحء جٌفظً ٘زج ٕٟٚٔٙ .]19-37,36,23

 جٌٕٛع
*

(, )ٞ[.31،38 ،16] فٟ ػ١ٍٙح جٌكظٛي ضُ جٌز 

 غلاغس ِٓ ػٍّٕح ٠طىْٛ ،الثبلث ببلفصل ٠طؼٍك ف١ّح

 FC جٌخحط١س جعطمشجس ٔذسط جلأٚي جٌؿضء فٟ. أؾضجء

. ئر ٔػرص ِٓ خلاي ٞٚ جٌٍّطٛ جٌّٕطٟٙذحٌطٛع١ؼ١ٓ 

رجش جٌٕٛع  صِش-FNأٔٗ فٟ فثس جٌـ  1.3.3ٌٕظش٠سج

  .ِٕطٗ ضٛع١غ ذٛجعـس ِغطمشز FC جٌخحط١س فاْ جٌّٕطٟٙ

          لـصِشز فٟ فثس ج-FC لـ ٞجٌطٛع١غ جٌٍّطٛ غُ ٔػرص أْ

N–جٌّٕطٟٙرجش جٌٕٛع  صِش ٟ٘A –.صِشز 

وّح ٔر١ٓ ِٓ خلاي ِػحي ِؼحد أْ جٌششؿحْ "ػذ٠ّس جٌمٛز" 

 .جٌٕطحتؽ جٌغحذمس ٌظكسِٕطٗ" ػشٚس٠حْ  ٔٛع ٚ "ِٓ
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وً ْ ٔػرص فٟ جٌؿضء جٌػحٟٔ أ  ,kFN F -ػٍٝ صِشز(

جٌطشض١د   ,kN  -فٟ فثس  (زصِشFN -ػٍٝ جٌطشض١د  صِش(

N -)جٌّٕطٟٙرجش جٌٕٛع  صِش ٟ٘
(2)

kFN ػٍٝ  صِشز(

جٌطشض١د 
(2)

kNغُ ٚ جػطّحدج ػٍٝ جٌٕطحتؽ  (.زصِش

ٔغطٕطؽ  NFذحٌفثس  FNٚ ذحعطرذجي جٌفثس        جٌغحذمس

وً ْ أ  ,kFN F - فٟ فثس صِشزNF -رجش جٌٕٛع  صِش

ٟ٘ جٌّٕطٟٙ
(2)

kN F أِح جٌؿضء جلأخ١ش فٕر١ّٓ ف١ٗ  .صِشز

رجش  جٌضِش(- Nصِش)ػٍٝ جٌطشض١د - FNأٔٗ ِٓ أؾً وً 

فٟ جٌفثس  جٌّٕطٟٙجٌٕٛع   
*

,kFN F  ػٍٝ جٌطشض١د(

  
*

,kN   ) ٟفأٗ ٠ٛؾذ ػذد ؿر١ؼ( )c c k ِطؼٍك فمؾ ذـ 

k ك١ع ذcG FN  ٍٝجٌطٛجٌٟ)ػ cG N .)  ،ػٍٝ ٚؾٗ ٚأخ١شًج

ئرج وحٔص أٔٗ  ٔغطٕطؽ ضكص ٔفظ جٌششٚؽجٌخظٛص 

  
*

,G FC F   ْ2فحG FN  ئرج وحٔص ٚ  
*

2 ,G FN F   ْفح

(2)

3G FN.



 
 

 الفصل  
 الأول
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 .مسألة بول إيردوسزمر و  -FCحول ال     .لفصل الأولا 1
 مقدمة 1.1

جلأعحع١س ٚجٌٕطحتؽ  جٌّفح٠ُ١٘ؿّغ ٘زج جٌفظً     

جٌطشجفك  أطٕحفجٌضِش رجش  فثسجٌشت١غ١س جٌّطؼٍمس ذ

٘زٖ جٌٕطحتؽ ٚ ٔطحتؽ جخشٜ ٠ّىٓ . صِش(-FC) سجٌّٕط١ٙ

 [.26,24,14,5,34] شجؾغجٌّ فٟ ئ٠ؿحد٘ح

 فثس٘زٖ جٌجٌطٟ ضشذؾ  سٌٍؼلال ٘زج جٌفظً ٔطـشق فٟوّح 

 ١ٕٙٗٚ ٔ P. Erdösّغأٌس ذٛي ئ٠شدٚط ٚ ذ صِش-PE ذفثس

فٟ  B.H Neumannجٌزٞ ٚػؼٗ ٌٙزٖ جٌّغأٌس  ع قلاجعطؼشذح

[25 .]  

 زمر.-FCتعاريف و خصائص ال    1.1

 .الترافق و العناصر المترافقة   1.1.1
ٙزٖ جٌفمشز جٌّطؼٍمس ذٕطحتؽ جٌٚ  جٌّفح١ُ٘ ئ٠ؿحد٠ّىٓ 

 [33,29,21فٟ جٌّشجؾغ جٌطح١ٌس ]

ضؼًّ )أٚ  Gصِشز ػشذ١س. جٌضِشز  Gٌطىٓ  .1.2.1تعريف 

 ضأغش( ػٍٝ ٔفغٙح ذٛجعـس جٌطـر١ك ).(جٌّؼشف ِٓ 

G  G  ٟفG ذـ:  
1(.) : ( , ) .g x g x g xg  ٠ذػٝ ٘زج جٌطـر١ك

 . (action by conjugation)ذحٌطشجفك ذحٌطأغ١ش

 ضّحغً صِشٞ لإػـحء٘زج جٌطؼش٠ف ِىحفة     

  (morphism of groups) φ  ِٓG ٟفAutG  :ِؼشف ذـ

( )x x   ًذك١ع، ٌىg G  : 
1( )( ) .x g g x g xg   ٝ٠ذػ .

 ذحٌطّحغً جٌزجضٟ جٌذجخٍٟ ذحٌطأغ١شأ٠ؼح  جٌطأغ١ش٘زج 

 (action by interior automorphism) 
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gجٌؼٕظش  .2.2.1تعريف 
-1
xg ٠غّٝ ِشجفك(conjugate) x 

x جٌزٞ ٠شِض ٌٗ ذـ Gفٟ 
g

ضكص ٘زج  x(orbit). ِذجس 

 xٌـ (conjugation classe)جٌطأغ١ش ٠غّٝ طٕف جٌطشجفك 

xٚ ٠شِض ٌٗ ذـ 
G 

xٚ ٌذ٠ٕح :  
G
={g

-1
xg: gG} 

 

ضكص جٌطأغ١ش  x  ِٓGِػرص جٌؼٕظش  .1.2.1خبصية 

ٚ  G  (centraliser)فٟ  xّشوض جٌؼٕظش ِذحٌطشجفك ٘ٛ 

جٌّؼشفس ذـ:  ٠CG(x)شِض ٌٙح ذـ G ٘ٛ صِشز ؾضت١س ِٓ 

( ) { : }GC x g G xg gx    ٚجٌطـر١ك( )x  ًٍجٌّؼشف عحذمح ٠طك

 قغد جٌّخـؾ جٌطرذ٠ٍٟ جٌطحٌٟ: شذشىً لح١ٔٛٔ

  

 

 

 

 

  

 

 

 

 ٘ٛ جٌطرح٠ٓ جٌمحٟٔٛٔ جٌّؼشف ذـ:  iق١ع 

1[ ( )( )] ( )( )i x g x g g xg     ٚ sٌجٌّؼشف ذـ:  غّش جٌمحٟٔٛٔج

( ) ( )Gs g gC x  جٌطـر١ك ٚϕ  ِٓ(G/CG(x))l طٕحف لأِؿّٛػس ج

xٔكٛ  CG(x)ِٓ ج١ٌغحس ذطشد٠ذ 
G

ِؿّٛػس جٌؼٕحطش  

  ذـ: ِؼشفG فٟ  xجٌّشجفمس ٌـ 
1( . ( )) ( )( ) .Gg C x x g g xg    

 

:جٌطـر١ك  .2.2.1خبصية ( / ( )) Im( ) Im( ( )) ,G

G lG C x x x     

                          ق١ع:
1( )GgC x g xg

          

 ٘ٛ ضـر١ك ضمحذٍٟ.

 

                           ( )x                                                 

       G                                                     G 

 

S                                                                   i 

 

 ( G/CG(x))l                                                Im( ) 
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ِٓ  gCG(x)  ,hCG(x)ِطرح٠ٓ, ِٓ جؾً  ϕذحٌفؼً  البرهبن.

(G/CG(x))l  ذك١عgxg1  hxh1
 ٌذ٠ٕح: 

 

1 1 1

1 1

1

( )

( )

.

g hx g hxh h

g gxg h

xg h

  

 









 

 ِٕٗ ٚg1hCGx  ِْح ٠ذي أϕ ٓذحٌٕغرس  ِطرح٠ .

  .(ϕ)ِٓ ضؼش٠ف ذذ١ٙ٠س ϕ  (surjectivity)ٌغّش٠س

 

ZG. جٌّشوض 3.2.1خبصية   g  G : x  G : xg  gx  ٌٍضِشزG 

 ٠Gطغ١ش فٟ  xػٕذِح  CG(x)ضمحؿغ ٌىً جٌّشجوض  ئلِح ٘ٛ 

ZG أْأٞ   xG CGx .رٌه فحْ  ئٌٝ ذحلإػحفسG/ZG 

. Gصِشز جٌطشحولاش جٌذجخ١ٍس ٌـ  IntGِطشحوً ِغ 

(Interior Automorphisms group) 

 

 .زمرة-FCال  عنصر و  -FCال   1.1.1
 ػٕظش-FCجٔٗ  x  ِٓGٔمٛي ػٓ ػٕظش  .3.2.1تعريف 

(FC-element)  ِٓG  ٟئرج وحْ طٕف ضشجفمٗ فG ١حِٕٙط. 

 

ػٍٝ جٔٗ  Gػٕظش ِٓ -FC جػطرحسٕح ٠ّٕى .1.2.1لاحظة م

خ١ش طٕف فٟ ٘زج جلأ ٗئر أٔ ZGضؼ١ُّ ٌؼٕظش ِٓ جٌّشوض 

 .xZ(G) : xG={x}ضشجفك وً ػٕظش ٘ٛ ٔفغٗ. أٞ 

   

ػٕحطش ِٓ صِشز -FCؿّٛػس جٌـ ِ .(Baer) [5]1.2.1نظرية

G  ِٓ ضشىً صِشز ؾضت١س ١ِّضزG  ّٝضغFC-صِشز ؾضت١س 

(FC-subgroup) ٌـ G  ٔشِض ٌٙح ذـFC(G). 

 

xy أْد١ًٌ ِٕطٗ ف١١ٓ 
-1
 F .ػٕظشج ِٓ   
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 أطٕحفرجش  ئٔٙح Gٔمٛي ػٓ صِشز  [5].4.2.1تعريف 

    ئرج  (FC-group)صِشز-FCضشجفك ِٕط١ٙس أٚ جخطظحسج 

 . FC(G)=Gٚ فمؾ ئرج وحْ 

 

ٟ٘ ٚع١ٍس ٌم١حط ضرذ١ٍ٠س  Z(G) أْٔؼٍُ  .2.2.1ملاحظة

. ذ١ّٕح Z(G)=Gوحٔص  ئرجصِشز آذ١ٍس  G. أٞ Gصِشز 

FC(G)  ٚع١ٍس ٌم١حط جٌخحط١س ٟ٘FCٞوٍّح وحٔص   . أ

 صِشز.-G FCور١شز وٍّح وحٔص  FC(G) جٌضِشز جٌؿضت١س

 قغد جٌّخـؾ جٌطرذ٠ٍٟ جٌغحذك ٌذ٠ٕح جٌخحط١س جٌطح١ٌس:

 

صِشز ئرج ٚ فمؾ ئرج -G FCز شضىْٛ جٌضِ .4.2.1خبصية 

 ٚر xِشوض جٌؼٕظش  x  ِٓG ,CG(x)وحْ ِٓ أؾً وً ػٕظش 

 .Gد١ًٌ ِٕطٗ فٟ 

. Gِؿّٛػس ؾضت١س ِٓ  Sصِشز ٚ  Gىٓ طٌ .5.2.1تعريف 

 CG(S)جٌزٞ ٔشِض ٌٗ ذـ  Gفٟ  ٠Sطُ ضؼش٠ف ِشوض جٌؿضء 

)  : ذـ ) { : , }GC S g G sg gs s S       

 .1.2.1 خـــــــواص

 فحْ : Gؾضءًج غ١ش خحي ِٓ  Sئرج وحٔص  .1

CGS  sS CGs   ٚ   CGG  ZG 

ضطرحدي ف١ّح ذ١ٕٙح فحْ  Sئرج وحٔص ؾ١ّغ ػٕحطش  .2

S  CGS ذشىً خحص ئرج وحٔص .H :ْصِشز ؾضت١س آذ١ٍس فح 

   H  ِٓ صِشز ؾضت١س( )GC H. 

S ذك١ع  Gؾضءجْ ِٓ  S  ٚTئرج وحْ  .3 T  :ْفح ، 

    CGT  CGS. 

CGٌذ٠ٕح:  S  ِٓG. ٌىً ؾضء 4 S   CGS 

 ػحتٍس ِٓ ِؿّٛػحش ؾضت١س    i1,..,n(Si). ئرج وحٔص 5

        ِٓG  :ْفح  
1 1

( ) ( )
n n

G i G i

i i

C S C S
 

 . 
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فحْ  G صِشز ؾضت١س ِٕط١ٙس ِٓ Hئرج وحٔص . 5.2.1خبصية 

( )GC H  ؾضت١س ٔحظ١ّس ِٓ صِشزG  صِشز قحطً جٌمغّس ٚ

G/CGH .ِٕط١ٙس 

 

  .6.2.1تعريف 

 S ؾضت١سٌّؿّٛػس (normal closure) .جلإغلاق جٌٕحظّٟ 1

Sجٌطٟ ٔشِض ٌٙح  Gِٓ صِشز 
G

 G ِٓ ٟ٘ جٌضِشز جٌؿضت١س 

 ٞ أ. Sجٌٌّٛذز ذّؿّٛػس جٌؼٕحطش جٌّطشجفمس ٌؼٕحطش 

SG  g1sg : g  G,s  S   . 

جٌطٟ  Gِٓ صِشز  Sجٌّؿّٛػس جٌؿضت١س (the Core). ٔٛجز2

جٌٌّٛذز ذحضكحد  Gٟ٘ جٌضِشز جٌؿضت١س ِٓ  SGٔشِض ٌٙح 

ٞ أ. Sجٌّكطٛجز فٟ  Gؾ١ّغ جٌضِش جٌؿضت١س جٌٕحظ١ّس ِٓ 

: /G i ii I i
S H H G H S


     ئرج ٌُ ضٛؾذ ٘ىزج صِش ؾضت١س ,

فحٔٗ جطـلاقح 1GS . 

 

 .3.2.1 ملاحظة

1.  SG
 .Sضكطٛٞ ػٍٝ  Gٟ٘ أطغش صِشز ؾضت١س ٔحظ١ّس ِٓ 

2.  SG ِٓ أورش صِشز ؾضت١س ٔحظ١ّس ٟ٘G ِٟكطٛجز ف S. 

 ، ففٟ ٘زٖ جٌكحٌس: Gصِشز ؾضت١س ِٓ  Hئرج وحٔص  .3

  جلإغلاق جٌٕظحِٟ ٌـH :ٛ٘
1 :GH g Hg g G   

  ٔٛجزH  :ٟ٘
g

G

g G

H H


 ق١ع 
1gH g Hg  ٠ّػً جٌضِشز

 .Hجٌؿضت١س جٌّطشجفمس ٌـ 

 

ِٓ  ئرجٚ فمؾ  ئرجصِشز -G FC صِشز ضىْٛ. 6.2.1خبصية 

CGSGفحْ  S  ِٓGأؾً وً ؾضء ِٕطٗ 
SGِشوض  (

رٚ د١ًٌ  

 .Gِٕطٗ فٟ 
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 صِشز. ٌذ٠ٕح-G FC. ٌطىٓ البرهبن

[ : ( )] [ : ( )]
G

G

G G

s S

G C S G C s


 

1[ : ( )]G

t S
g G

G C g tg




              

1[ : ( ) ]G

t S
g G

G g C t g




         

1[ : ( ) ]t S G
g G

G g C t g




          

[ : ( )]t S GG C t .                          

Gصِشز فحْ -G  ٟ٘FCْ أذّح  : CGt  ٌِٟٕط١ٙس ٚ ذحٌطح

G : CGSG  ٠ؼح.إِٔط١ٙس 

 ف١ىْٛ ٌذ٠ٕح S={x}جػطرشٔح ئرجػىغ١ح 

1 1[ : ( )] [ : ( ) ] [ : ( ) ]G

G G g G G

g G

G C x G g C x g G g C x g 





     

  صِشز.-G FCْ أٚ ٘ٛ ِح ٠ذي 

 صِشز.-FCٚ ِٕط١ٙس ٟ٘ أوً صِشز آذ١ٍس .1.2.1مثبل 

 

 ِٕطٗذجء ِرحشش ؾوً . 7.2.1خبصية 

(finite direct product)  ِٕط١ٙس صِش أٚ /آذ١ٍس ٌٚضِش

 ٟ٘FC-.صِشز 

ذ١ٍط١ٓ أٚ ِٕط١ٙط١ٓ. فحْ آصِشض١ٓ  H, K. ٌطىٓ البرهبن

 H×Kِٓ جٌؿذجء جٌّرحشش  (h, k)طٕف جٌطشجفك ٌٍػٕحت١س 

 : ٛ٘( , )H K H Kh k h k    ْٛو ٚhH  ٚkK ِْٕط١١ٙٓ فح 

 (h, k)H× K  إِٔطٗ ِح ٠ذي ْH  K FC-.صِشز  

 .صِش-FCف١ّح ٠ٍٟ ذؼغ جٌٕطحتؽ جٌشت١غ١س ٚخظحتض 

 -ذٛجعـس-ٔٙح ِشوض٠سأ Gٔمٛي ػٓ صِشز . 7.2.1تعريف 

صِشز. -FIZ جخطظحسجٚ ٔمٛي  (center-by-finite)ِٕط١ٙس

 G/Z(G)أٞ Gرٚ د١ًٌ ِٕطٗ فٟ  ZGرج وحْ ِشوض٘حئ

 . ِٕط١ٙس
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 صِشز-FDٔٙح أ Gٔمٛي ػٓ صِشز . 8.2.1تعريف 

(FD-group) آذ١ٍس-ذٛجعـس-ِٕط١ٙسٚ ٔمٛي وزٌه 

(FA-group)رج وحٔص صِشضٙح جٌّشطمسئ(derived group)G’ 

 ِٕط١ٙس.

 

 صِشز ؾضت١س ِٓ Nرج وحٔص ئ (Shur).1.2.1توطئة 

FIZ- صِشزG  ِكطٛجز ذّشوض٘حZG  ذك١عG : ZG  n  ْفح

fجٌطـر١ك  : x  xn  ٘ٛ ضّحغً صِش. Nٔكٛ   Gجٌّؼشف ِٓ ,

 

 صِشز ذك١ع-G FIZص رج وحٔئ(Shur) .2.2.1نظرية 

G : ZG  n ْفح G FA-صِشز  ٚG n  gn ,g  GG  ٞ أ .1

 .FIZ⊂FDْ أ

ػٍٝ ٌٚٝ ٌٍطشحولاش ٠س جلأشجٌٕظذطـر١ك . ذحٌفؼً البرهبن 

G/kerfأػلاٖ فاْ  1.2.1فٟ جٌطٛؿثس fجٌطـر١ك   Imf  ZG 

ٌٝ ئ١ٍس ٚ٘زج ذذٚسٖ ٠إدٞ آذصِشز  G/kerfٚ ذحٌطحٌٟ 

)ْ أٚ ذحٌطحٌٟ ٔغطٕطؽ   G'  kerfْأ ') 1nf G G .  

 

  . 3.2.1نظرية 

ٞ أصِشز.-G FCصِشز فحْ -FIZ صِشز Gرج وحٔص ئ

FIZ⊂FC .جٌؼىظ غ١ش طك١ف. 

ٌذ٠ٕح :   x ِٓGِٓ أؾً وً  ،. ذحٌفؼًالبرهبن

ZG  CGx  ٌٟذحٌطح ٚG : CGx  G : ZG  أذّح ْ 

G/ZG أصِشز ِٕط١ٙس ٔغطٕطؽ ْCG(x)  ًفٟ ِٕطرجش د١ٌ ٗ

G  ِْح ٠ذي أG FC-صِشز.  

 . 4.2.1نظرية 

 ٞأ. صِشز-G FCصِشز فحْ -G FAرج وحٔص ئ

 FA  FC طك١كس.. جٌمؼ١س جٌؼىغ١س غ١ش 
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ِٓ أؾً وً ٌذ٠ٕح   x ِٓGِٓ أؾً وً  ،. ذحٌفؼًالبرهبن

y  ِٓG: 

 x
y
=x[x y] أْ أ ٞx

G
  xG'  ْٛفىG'  ٠إدٞ ئٌٝ ِٕط١ٙس

x
G

  صِشز.-G FCِٕط١ٙس ٚ ذحٌطحٌٟ  

 

. 4.2.1، .3.2.1، .2.2.1جٌٕظش٠حش  ِٓ .4.2.1ملاحظة 

٠FIZىْٛ ٌذ٠ٕح:  FA FC  . 

 

 [14]. 5.2.1نظرية 

رج ٚ ئصِشز -G FCفحْ  Gػحتٍس ٌِٛذز ٌضِشز  Sرج وحٔص ئ

sفحْ  s  ِٓSرج وحْ ِٓ أؾً وً ػٕظش ئفمؾ 
G
طٍٟ أرٚ   

 ِٕطٗ.

 

  [14] .6.2.1نظرية 

 T = Tor(G) ٌّؿّٛػسج، فاْ  صِشز-G FCئرج وحٔص 

رجش جٌشضد جٌّٕط١ٙس )أٚ ػٕحطش جلٌطٛجء(  Gٌٍؼٕحطش ِٓ 

ضغّٝ  'Gضشًّ جٌضِشز جٌّشطمس  ٟ٘ صِشز ؾضت١س ١ِّضز

 ٚ جٌذٚس٠سأجٌضِشز جٌؿضت١س ٌلاٌطٛجء 

(torsion or periodic subgroup) ٚ ْٛصِشز جٌمغّس ضى 

G/T صِشز آذ١ٍس ذذْٚ جٌطٛجء(Abelian torsion-free). 

 

 صِشز-G AF ئرج وحٔص .صِشز-G FC ٌطىٓ. 7.2.1نظرية 

 .FC ∩ AF  FIZ :ٌذ٠ٕح ْأٞ أصِشز.-G  ٟ٘FIZفحْ 

صِشز فحٔٗ ضٛؾذ صِشز ٔحظ١ّس ٚ -G AFْ أ٠ّح  البرهبن.

ٚ رجش د١ًٌ ِٕطٗ ف١ٙح. ١ٌىٓ  Gِٓ جٌضِشز  Aآذ١ٍس  

|G/A| n   ٌٟٚ1 ذحٌطح 2/ { , , , }nG A g A g A g A ًأؾً و ِٓ .x  ِٓ

G لً ٠ٛؾذ ػٍٝ جلأgi  G  ٚai  A  ذك١عx  giai ْٛ٠ى ٚ .

Gٌذ٠ٕح:   S  g1 ,g2 ,,gn ,a1 ,a2 , ٚ:ذك١ع 
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1 1

1

( ) ( )

( )

( )

({ } ) ({ } )

({ } ) ( )

G

G

G

G i i n G i i

G i i n G

Z G C G

C S

C S

C g C a

C g C A

  

 



  







   

صِشز -G FCِؿّٛػس ِٕط١ٙس ٚ  gi1inْ جٌّؿّٛػس أذّح 

رجش  Aْ أٚ ذّح  Gرجش د١ًٌ ِٕطٗ فٟ  CGgi1inفحْ 

ٚ ذحٌطحٌٟ  Gرجش د١ًٌ ِٕطٗ فٟ  CGAٕطٗ فحْ ِد١ًٌ 

ZG جٌّغح٠ٚس ٌـ CGgi1inCGA  ًوزٌه رجش د١ٌ ٟ٘

 G. ِٕطٗ فٟ 

 

 جٌٕطحتؽ جٌطح١ٌس ٟ٘ ِخشؾحش ٌٍٕظش٠حش جٌغحذمس.

 

 Gصِشز ذذْٚ جٌطٛجء فحْ -G FCئرج وحٔص  .1.2.1نتيجة 

 .آذ١ٍسصِشز 

صِشز ذذْٚ جٌطٛجء فحٔٗ قغد  Gْ أذّح  البرهبن.

 T  ِٓGجٌضِشز جٌؿضت١س ٌلاٌطٛجء فحْ  6.2.1جٌٕظش٠س 

  G/Tٚ وْٛ G/T  G  ذحٌطحٌٟ ٚ T=1ٞ أضىْٛ ضحفٙس 

  .آذ١ٍس G فحْ  آذ١ٍس

 

صِشز ٌِٛذز ذؼٕحطش رجش -G FCئرج وحٔص  .2.2.1نتيجة 

 G(فحْ  periodic elementsٚ ػٕحطش دٚس٠س أسضد ِٕط١ٙس)

 صِشز دٚس٠س.

Gٌطىٓ  البرهبن.  S   ق١عS  ٟ٘ ػٕحطش رجش سضد

Sرْ ئِٕط١ٙس,   T  ق١عT ٛ٘ جٌذٚس٠سجٌضِشز جٌؿضت١س 

Gٚ ذحٌطحٌٟ  Gٌٍضِشز  S T   ؾٙس ِٓ ٚT G ٠إدٞ ِح 

  صِشز دٚس٠س. G=T أْ
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ٔطكظً ػٍٝ ٚ ذحعطؼّحي ػىظ جٌٕم١غ  7.2.1ِٓ جٌٕظش٠س 

 جٌٕط١ؿس جٌطح١ٌس: 

 

 ١ٌغص  Gصِشز ذك١ع -G FCئرج وحٔص  .3.2.1نتيجة 

FIZ- ًصِشز ؾضت١س صِشز فحْ وH  ِٓG  ٟرجش د١ًٌ ِٕطٗ ف

G  ١ٍس.آذ١ٌغص 

 

فاْ صِشز  صِشز,-G FCئرج وحٔص  [5].8.2.1نظرية 

 دٚس٠س. صِشز-FC ضىْٛ G/Z(G)جٌمغّس 

   

 جٌّٕطٟٙصِش رجش جٌٕٛع -FC ـجٌفمشز جٌطح١ٌس ضطؼٍك ذحٌ

 ٚ خظحتظٙح.

 

 .المنتيي وعزمر ذات الن-FCال     1.1.1
أٚ رجش  جٌّٕطٌٟٙفثس جٌضِش رجش جٌٕٛع  FGٔشِض ذـ 

ٚ ٟ٘ طفس (finitely generated)ػحتٍس ٌِٛذز ِٕط١ٙس

ٔٛجع جٌضِش جٌطٟ ٠طُ جٌطـشق ٌٙح فٟ أعحع١س فٟ وً أ

 جٌفظ١ٍٓ جٌمحد١ِٓ.

١ٌغطح  4.2.1ٚ  3.2.1ْ جٌمؼح٠ح جٌؼىغ١س ٌٍٕظش٠ط١ٓ ئ

 رج وحٔص جٌضِشز جٌّؼ١ٕس رجش ٔٛع ِٕطٗ ئل ئطك١كط١ٓ 

 ٚ ٌذ٠ٕح جٌٕطحتؽ جٌطح١ٌس: 

 

 [24] . 9.2.1 نظرية

1. G FC- رج وحٔصئرج ٚ فمؾ ئ ٔٛع ِٕطٗرجش صِشزG  

FIZ- ٞصِشز. أFC ∩ FG = FIZ ∩ FG. 

2. G FC- رج وحٔصئرج ٚ فمؾ ئ رجش ٔٛع ِٕطٗصِشزG  

FA- ٞصِشز. أFC ∩ FG = FA ∩ FG. 

3. G FIZ- رج وحٔصئرج ٚ فمؾ ئ رجش ٔٛع ِٕطٗصِشزG  

FA- ٞصِشز. أFIZ ∩ FG = FA ∩ FG. 
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ِشطشوس ِغ جٌخحط١س فٟ جٌٕظش٠س جٌطح١ٌس ٟ٘ خحط١س 

 ١ٍس.ذجٌضِش ج٢

 

 [24].2.1..1نظرية 

رجش ٔٛع ِٕطٗ ٟ٘ صِشز صِشز -FCوً صِشز ؾضت١س ِٓ 

 ؾضت١س رجش ٔٛع ِٕطٗ.

 

ِٓ جٌٕظش٠س جٌّزوٛسز أػلاٖ ٔغطٕطؽ أْ  .5.2.1ملاحظة 

FC- صِشزG  ضكمك جٌششؽ جلأػظّٟ ػٍٝ جٌضِش جٌؿضت١س ئرج

 ٚفمؾ ئرج وحٔص رجش ٔٛع ِٕطٗ.

 

رجش ٔٛع  صِشز-G FCئرج وحٔص . [24]. 11.2.1 نظرية

 .ِٕط١ٙس Tفحْ صِشضٙح جٌؿضت١س ٌلاٌطٛجء  ِٕطٗ 

 

 Gئرج وحٔص فأٗ  11.2.1ٚ جٌٕظش٠س 8.2.1ِٓ جٌٕظش٠س

FC-وْٛ  رجش ٔٛع ِٕطٗ صِشز ٚG' T  ْفاG FA-.صِشز 

   

دٚس٠س رجش ٔٛع ِٕطٗ ٟ٘ صِشز  صِشز-FCوً  .4.2.1نتيجة 

 ِٕط١ٙس.

 

رجش ٔٛع ِٕطٗ  صِشز-G FCئرج وحٔص  .[24].13.2.1نظرية 

ضٍّه صِشز ؾضت١س ػذ٠ّس جلٌطٛجء ٚ رجش د١ًٌ  Gفحْ 

 .ZGٚ ِكطٛجز فٟ جٌّشوض Gِٕطٗ فٟ 

 زمر و الزمر المنتيية محليا.-FC  ال  1.1.1
 ِك١ٍحٔٙح ِٕط١ٙس أ Gٔمٛي ػٓ صِشز . 8.2.1تعريف 

ِٕط١ٙس جخطظحسج )أٚ  (locally normal finite)ٔحظ١ّح 

ِٓ  Fرج ِٓ أؾً وً ؾضء ِٕطٗ ئ(locally finite)ِك١ٍح(

G  ِٕط١ٙس صِشز ؾضت١س ٔحظ١ّسضٛؾذ N  ِٓG  ًّضشF. 
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ْ وً صِشز أجٌطؼش٠ف جٌغحذك ٠ىحفة جٌمٛي .6.2.1 ملاحظة

 .ِٕط١ٙس Gِٓ رجش ٔٛع ِٕطٗ   Hؾضت١س

 

 ضر١ٓ جٌٕظش٠س جٌطح١ٌس جٌطٟ ضؼٛد ٌٍؼحٌُ جٌش٠حػٟ

B .H Neumann ٟصِشز أٔٗ فٟ [24] ف G  ًوFC- ػٕظش

٠ٕطّٟ ٌضِشز ؾضت١س   (periodic FC-element)دٚسٞ

فٟ جٌطؼش٠ف  F={x}. ٠ىفٟ أخز Gٔحظ١ّس ِٕط١ٙس ِٓ 

 ٚ ٌذ٠ٕح جٌٕظش٠س أدٔحٖ. .8.2.1

 

  فحْ: Gػٕظش ِٓ صِشز  xئرج وحْ . 13.2.1نظرية

صِشز ؾضت١س ج ٚؾذش رئرج ٚفمؾ ئػٕظش دٚسٞ -٠x FCىْٛ 

 .xضشًّ  Gٔحظ١ّس ِٕط١ٙس ِٓ 

 

. وً ػٕظش ِٓ Gؾضء ِٕطٗ ِٓ صِشز  ١ٌFىٓ  .4.2.1نتيجة

F  ٛ٘FC- ٞصِشز ؾضت١س ج ٚؾذش رئرج ٚفمؾ ئػٕظش دٚس

 .F ضشًّ Gٔحظ١ّس ِٕط١ٙس ِٓ 

 

 . 5.2.1نتيجة

ضىْٛ صِشز  صِشز-FCضِشز جٌؿضت١س ٌلاٌطٛجء ٌـ . ج1ٌ

 ِٕط١ٙس ِك١ٍح.

ج ئررج ٚفمؾ ئصِشز دٚس٠س -G FCضىْٛ  صِشز. G. ٌطىٓ 2

 صِشز ِٕط١ٙس ِك١ٍح. Gوحٔص 

 

ـٍك ٕٔٔح اف .5.2.1ٔط١ؿس ( 2ِٓ) قغد. 7.2.1ملاحظة 

صِش جٌذٚس٠س ذحٌضِش جٌّٕط١ٙس -FC ـق١حٔح ػٍٝ جٌأ

 ٚ جٌؼىظ. ِك١ٍح
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 زمرة.-FCتمييز   1.1.1
 

 .[Cernikov,35].14.2.1نظرية 

 صِشز. Gٌطىٓ 

1. G FC- وحٔصرج ئرج ٚ فمؾ ئصِشزG   ِطشحوٍس ِغ صِشز

ِٕط١ٙس ِك١ٍح ٚ صِشز ؾضت١س ِٓ جٌؿذجء جٌّرحشش ٌضِشز 

 ٌطٛجء.١ٍس ػذ٠ّس جلإآذ

2. G  FC- رج وحٔصئرج ٚ فمؾ ئ رجش ٔٛع ِٕطٗصِشزG  

ِطشحوٍس ِغ صِشز ؾضت١س ِٓ جٌؿذجء جٌّرحشش ٌضِشز 

 ٌطٛجء رجش ٔٛع ِٕطٗ.١ٍس ػذ٠ّس جلإآذِٕط١ٙس ٚ صِشز 

 

 ٕحشفػ ٔٗ ئرجأمٛي جٌشز ضغّف ٌٕح خ١جلأ س٘زٖ جٌٕظش٠ ئْ

١ٍس ػذ٠ّس ذجٌضِش ج٢ وً جٌضِش جٌّٕط١ٙس ِك١ٍح ٚ وً

جٌضِش  وً جٌضِش جٌّٕط١ٙس ٚ وًجلٌطٛجء)ػٍٟ جٌطٛجٌٟ 

١ٍس ػذ٠ّس جلٌطٛجء رجش ٔٛع ِٕطٗ( ، فحٔٗ ٠ّىٕٕح ذج٢

رجش ٔٛع  صِش-FC ػٍٟ جٌطٛجٌٟ) صِش-FC ـٔشحء وحفس جٌئ

 (.جٌّٕطٟٙ

 

 ؤًٕٖٛ ٕ٘ح جٔٗ ِٓ جٌظؼد ٌٍغح٠س ضكذ٠ذ  .8.2.1ملاحظة 

ٌضِشض١ٓ ، ِّح ٠ذي  ضِش جٌؿضت١س ِٓ جٌؿذجء جٌّرحششجٌ

خ١شز ل ضغّف ٌٕح ذاػـحء ضظ١ٕف ْ ٘زٖ جٌٕظش٠س جلأأػٍٟ 

 ٝ)ػٍصِش-FCٍـ ٌ (complete classification)وحًِ

 (.جٌّٕطٗرجش ٔٛع صِش -FCٍـ ٌجٌطٛجٌٟ 

 

١ٍس آذصِشز  Aصِشز ِٕط١ٙس ٚ  Fئرج وحٔص  .9.2.1ملاحظة 

، ٌٚىٓ جٌؼىظ غ١ش  صِشز-FCفحْ جٌؿذجء جٌّرحشش ٌّٙح 

١ٌغص ػِّٛح ؾذجء ِرحشش  صِشز-FCْ أطك١ف دجتّح ، أٞ 

 فٟ  ١ٍP. Erdösس. وّح ذ١ٕٗ آذٌضِشز ِٕط١ٙس ٚ صِشز 

 [ فٟ جٌّػحي جٌطحٌٟ:[14
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  G جٌّٕطٟٙ ١ًّػٔؼطرش صِشز جٌط .2.2.1مثبل 

(Finitely presented group):جٌّؼشفس ذـ 

 G=<a,b/aba
1
b
1
=c/c²=1,ac=ca,bc=cb>  صِشز غ١ش ٟ٘ ٚ

 جٌّشطمس ِٕط١ٙس لْ: حآذ١ٍس. ٌٚىٓ صِشضٙ

 G`= <[a,b] a, bG> =<c/c²=1> صِشز دٚجسز ٟ٘ 

 (cyclic group)  ئرْ قغد جٌٕظش٠س 2رجش جٌشضرس ,

 ,a²b=ba²  صِشز. ٌذ٠ٕح-G  ٟ٘FCفحْ أػلاٖ  4.2.1

b²a=ab², ac=ca  ٚbc=cb.  ْ٘زج ٠إرٞ ئٌٝ أ a², b² ٚc 

 .<Z(G)=<c,a²,b²ٚ ذحٌطحٌٟ Gٌـ  Z(G)ضٕطّٟ ئٌٝ جٌّشوض

 ِطشحوٍس ِغ  <=2  ٚ<cِطشحوٍس ِغ  <a², b² >ٌىٓ 

   ٌٟذحٌطح ٚZ(G)     ٌٟج٢ذ١ٍس ٚ ٌذ٠ٕح ذحٌطح 

G/Z(G)     ٗٔصِشز آذ١ٍس ِٕط١ٙس. ئرج فشػٕح ج ٟ٘ٚ

ئٌٝ ؾذجء ِرحشش ٌضِشز ِٕط١ٙس ٚ صِشز  ٠Gّىٕٕح ضفى١ه 

ِطشحوٍس ِغ ؾذجء ٌضِشض١ٓ ذحٌطحٌٟ  Gىْٛ ضآذ١ٍس 

   ٚ٘زج ضٕحلغ., آذ١ٍس  Gآذ١ٍط١ٓ ٚ ٘زج ِح ٠ؼٕٟ أْ

 

1.1  FC-زمر، PE-و مسألة بول إيردوس. زمر 

 .مقدمة 1.1.1
صِش ذفثس جٌـ -FCٔغطؼشع فٟ ٘زج جٌفظً ػلالس فثس جٌـ 

PE- صِش ٚ ػلالس ٘زٖ جلأخ١شز ذفثس جٌـFIZ-ذّغأٌس  ٚ صِش

ػحَ جٌطٟ ؿشقٙح ٘زج جٌلأخ١ش  (Paul Erdös)ذٛي ئ٠شدٚط 

 ذ١حٔٙح صِشز G: ئرج وحٔص جٌطٟ ضٕض ػٍٝ ِح ٠ٍٟ 1976

(graph) ضحِس ل ٠كطٛٞ ػٍٝ أٞ ذ١حٔحش ؾضت١س 

(complete subgraphs)  ،ضٛؾذ ل١ّس فغ١ش  ِٕط١ٙس ًٙ

لحَ فٟ جٌؼحَ ٔفغٗ ٘زٖ جٌر١حٔحش؟  لأطٍٟقذ٠س ِٕط١ٙس 
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B.H Neumann [ 25فٟ جٌّشؾغ] جٌغإجي  جذحلإؾحذس ػٍٝ ٘ز

 Lennox   ٚWiegoldـٌٚ قً ٘زٖ جٌّغأٌس جلأِش جٌزٞ عّف 

طؼ١ُّ ٘زٖ ذخش٠ٓ آ[ ٚ ػٍّحء س٠حػ١حش 20فٟ جٌّشؾغ ]

 ٌٙح. ئٌٝ ذؼغ جٌطّذ٠ذجشجٌّغأٌس ٚ جٌٛطٛي 

(extensions of problem of P. Erdös)  

 .Paul Erdös  يردوسمسألة بول إ 1.1.1
وّح أششٔح فٟ جٌّمذِس فمذ لحَ ذٛي ئ٠شدٚط فٟ ػحَ 

جٌّغأٌس جٌطٟ ع١ّص ذحعّٗ ٚ جٌطٟ ٔظٙح ِح ذـشـ  1976

: ٍٟ٠ 

 ١سغ١ش ِٕطٙ صِشز Gئرج وحٔص   بول إيردوس. نص مسألة

جٌطحِس ِٕط١ٙس ، فًٙ ضٛؾذ ل١ّس  ؿضت١سجٌ ٙححضذ١حٔوً 

 طٍٟ ٘زٖ جٌر١حٔحش.لأقذ٠س  ِٕط١ٙس 

فٟ ٌغس ٔظش٠س جٌضِش ػٍٝ جٌٕكٛ ٘زٖ جٌّغأٌس طشؾُ ضُ 

ق١ع وً ؾضء غ١ش  ١سغ١ش ِٕطٙصِشز  Gجٌطحٌٟ: ئرج وحٔص 

وً  أ٠ٞكطٛٞ ػٍٝ ػٕظش٠ٓ ِخطٍف١ٓ ِطرحدلْ،ِٕٙح ِٕطٗ 

ِػٕٝ  ٙح ِػٕٕٝس ذ١ّطرحدٌِٓ جٌؼٕحطش غ١ش جٌؾضء 

 ؾضجء؟طٍٟ ٘زٖ جلأفًٙ ضٛؾذ ل١ّس قذ٠س ِٕط١ٙس لأ ،ِٕط١ٙح

 .زمرة-PE و التام الجزئي البيان    0.1.2.0

 . صِشزG  ٌطىٓ. 1.3.1 تعريف

 جٌر١حْ .1  G ٌٍضِشز جٌّشفك G ٛ٘ ْجٌزٞ جٌر١ح 

 g, h ْجػٕظش ى٠ْٛ ذك١ع ,جٌضِشز ٘زٖ ػٕحطش ٟ٘ سؤٚعٗ

ِٓ G جِْطؿحٚس(adjacent)١ِٓطرحدٌ غ١ش ئرج وحٔح. 

 جٔٗ H ػٓ ٔمٛي, G ِٓ ت١سؾض ِؿّٛػس H وحٔص ئرج .2

 .(1) ششٚؽ قمك ئرج H ـٌ ِشفك(subgraph) ؾضتٟ ذ١حْ

     Complete)ضحَ ؾضتٟ ذ١حْ جٔٗ H ػٓ ٔمٛي .3

subgraph)  ذؿ١ّغ ِطظلا سؤٚعٗ ِٓ سأط وً وحْ ئرج 

 .ِطرحدٌس غ١ش H ػٕحطش وً أٞ. ذأػلاع جلأخشٜ ٌشؤٚطج
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٘زج أدٜ ذرٛي ئ٠شدٚط ئٌٝ ئػـحء ضؼش٠ف صِشز ع١ّص 

 ذحعّٗ )ذحٌؼرؾ جٌكشف١ٓ جلأ١ٌٚٓ لعّٗ(. 

 ذ١حْ رجش G صِشز ٌطىٓ. 2.3.1 تعريف  G. 

      ٌُ ئرج ٚفمؾ ئرج (PE-group)صِشز-PE أٔٙح G ػٓ ٔمٛي

 ِٕطٗ، غ١ش ضحَ ؾضتٟ ذ١حْ أٞ ٝػٍ ٠كطٛٞ ذ١حٔٙح ٠ىٓ

 .ِٕط١ٙس  فٟ جٌطحِس جٌؿضت١س جٌر١حٔحش ؾ١ّغ أٞ

جٌطٟ عطغطؼًّ فٟ جٌطٛؿثس (Ramsey)ٞ ضٔزوش ذٕظش٠س سجِ

 جٌطح١ٌس:

 

 . ِؿّٛػس غ١ش ِٕط١ٙس Xٌطىٓ (Ramsey) .1.3.1نظرية 

ٔؼغ 
(2) {{ , }/ , }X x y x y X  ًأؾ ِٓ 

(2) (2)

1 2{ , }X X  ضؿضتس ِٕط١ٙس

ٌـ 
(2)X  فأٗ ضٛؾذ ِؿّٛػس غ١ش ِٕط١ٙسY X  ْٛذك١ع ٠ى

(2) (2)

1Y X  ٚأ
(2) (2)

2Y X. 

 

 .صِشز-G FC فحْ صِشز-G PE وحٔص ئرج .1.3.1توطئة

 .طك١كس غ١ش ٌؼىغ١سج جٌمؼ١س

 

1.1.2.0 FIZ  -و زمرة PE-زمرة. 

 ٚ صِشز-FIZ ١ٌغص ٚ صِشز-G FC ٌطىٓ[25] .2.3.1توطئة

x ػٕظشج n رجش عٍغٍط١ٓ ضشًّ i1in ٚ yi1in ٚ ٟجٌط 

 :جٌطح١ٌس جٌخٛجص ضكمك

1 وً أؾً ِٓ .1  i,j  n ق١ع i  j ْفح x iyj  yjx i. 

1 وً أؾً ِٓ .2  i,j  n ق١ع i  j ْفح x ix j  x jx i. 

1 وً أؾً ِٓ .3 in ْفح x iyi  yix i. 

1 وً أؾً ِٓ .4  i,j  n ْفح yiyj  yjyi. 

x ػٕظش٠ٓ ٠ٛؾذ فحٔٗ n1 , ٚ 1ny  ِٓ G جٌغٍغٍط١ٓ ذك١ع 

x i1in1 ٚ yi1in1 أػلاٖ. 4 جٌٝ. 1 ِٓ جٌخٛجص ضكمك. 
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       فحْ صِشز-FIZ ١ٌغص صِشز-G FC وحٔص ئرج .1.3.1نتيجة

     G ١ٌغص PE-صِشز. 

ٗ قغد فحٔصِشز -FIZ ١ٌغصٚ  صِشز-G FC ذّح.البرهبن

 ضٍّه G أْ ٠ؼٕٟ ٘زج آذ١ٍس ١ٌغص G أػلاٖ 3.2.1ٔط١ؿس

x ػٕظش٠ٓ 1 ,y1 ٠ٛؾذ 3.2.1 جٌطٛؿثس قغد. ِطرحدلْ غ١ش 

xػٕظشجْ 2 ,y2 ِٓG ذك١ع x 1 ,x 2 ٚ y1 ,y2 ٘زٖ خٛجص ضكمك 

x ذحٌطحٌٟ ٚ جٌطٛؿثس 1 ,x  جٌطٛؿثس ٔفظ قغد ٚ ٠طرحدلْ ل 2

٠xٛؾذ فحٔٗ 3 ,y3 ْػٕظشج ِٓ G ذك١عx 1 ,x 2 ,x 3 ٚ y1 ,y2 ,y3 

x أٞ (4) ئٌٝ(1)ِٓ جٌخٛجص ضكمك 1x3  1 ٚ x 2 x3  1ٚ 

X ِططح١ٌس ػٍٝ ٔطكظً دٚج١ٌه ٘ىزج  x1 ,x 2 ,x3 , غ١ش 

 ١ٌغص G أْ ػٍٝ ٠ذي ِّح, ِطرحدٌس غ١ش ٌؼٕحطش ِٕط١ٙس

PE-صِشز.                                         

 .Paul Erdösحل مسألة بول إردوس   1.1.1
 

 ضّىٓ 1.3.1ٚ جٌٕط١ؿس  2.3.1ذحلػطّحد ػٍٝ جٌطٛؿثس 

B.H Neumann  قً ِغأٌس ذٛي ئ٠شدٚط  [25]فٟ جٌّشؾغ ِٓ

  جٌٕظش٠س جٌطح١ٌس: ِٓ خلاي جغرحش 

 

رج وحٔص ئرج ٚ فمؾ ئصِشز  -G PEضىْٛ صِشز  .1.1.1نظرية

FIZ-.صِشز 

G/ZG||ْ أصِشز ٚ -G FIZْ أطشع فٔ البرهبن. n رْ ئ

G/ZG  x1ZG,x2ZG,,xnZG / x i  G  ضشىً ضؿضتس ٌـG .

رْ ػٕظشجْ ئ. ٠ٛؾذ  n+1طٍٟ أرٚ  Gأٞ ؾضء ِٓ  ١ٌXىٓ 

g,h  X  1ٚ ٠ٛؾذ  i  n  ذك١عg,h  x iZG  ِٕٗٚg  ah  ِغ

a  ZG  ٌٟذحٌطح ٚgh  ahh  hah  hg  .رْ وً ِؿّٛػس ئ

ضشًّ ػٕظش٠ٓ ِخطٍف١ٓ ػٕظش  n+1رجش  Gؾض٠س ِٓ 

 صِشز.-G   ٟ٘PEْأٓ ٚ ٘زج ٠ؼٕٟ ١ِطرحدٌ
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جٌغحذمس  1.3.1كغد جٌطٛؿثسفصِشز -G PEرج وحٔص ئػىغ١ح 

ٚ ذحعطؼّحي صِشز ٚ قغد جٌٕط١ؿس جٌغحذمس -G  ٟ٘FCفحْ 

                       .صِشز-G FIZفحْ ػىظ جٌٕم١غ 

 

١ٌٙح ئٛطً ضْ جٌٕط١ؿس جٌطٟ أعٕشٜ فٟ جٌفظً جٌطحٌٟ 

B.H Neumann   ١١ٓجٌش٠حػ١حض جٌرحقػ١ٓعّكص ٌرؼغ  ِٓ

ضٛع١ؼح ٌٝ جعطكذجظ ئٚ جٌٛطٛي  Paul Erdösضؼ١ُّ ِغأٌس 

خحط١س  ق١ع ) ,ِٓ جٌشىً  سجٌفثٌٙزٖ جٌّغأٌس ٚ ٘ٛ 

ٌٍضِش جٌطٟ وً ِؿّٛػس غ١ش ِٕط١ٙس ِٕٙح  (صِش ِؼـحز

ضُّ جٌطٛطً صِش ٚ ذؼذ٘ح -ضشًّ ػٕظش٠ٓ ِخطٍف١ٓ ٠ٌٛذجْ 

ٍفثس ٌ
*( , )   ٟ٘ ٚجٌفثس  أٚعغ ِٓ,  جٌطٟ ضّػً فثس ٚ

ٌضِش جٌطٟ وً ِؿّٛػس غ١ش ِٕط١ٙس ِٕٙح ضشًّ ػٕظش٠ٓ ج

x, x>ذك١ع جٌضِشز جٌؿضت١س  x, yطٍف١ٓخِ
y
ضٕطّٟ   <

 .ٌٍفثس 

٘حض١ٓ جٌفثط١ٓ )جٌطٛع١ؼ١ٓ ( ٠ّػلاْ طٍد ِٛػٛع جٌفظً 

 جٌطحٌٟ.
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)عناصر نظرية الزمر و الفئتان     الثاني الفصل 1 , )    و( , ) . 
 

 مقدمة. 1.1

أؾضجء، ٠شًّ جٌؿضء جلأٚي ذؼغ  غلاغس٘زج جٌفظً ِٓ  ٠طأٌف

ٌٕظش٠س جٌضِش جٌطٟ عطغطخذَ فٟ جٌفظً  جلأعحع١سجٌّفح١ُ٘ 

 حشجٌطحٌٟ.  ٔمَٛ أٚل ذحٌطزو١ش ذحٌّفح١ُ٘ جٌّطؼٍمس ذفث

، جٌخحط١حش جٌٕظش٠س ٌٍضِش (classes of groups)جٌضِش 

(theoretical properties of groups)   جلإغلاقٚػ١ٍّحش 

(closing operations) جٌّـرمس ػٍٟ فثس ِؼ١ٕٗ ِٓ فثحش

جٌضِش ٚخظحتظٙح. ع١طُ ذؼذ رٌه جلأخز ذّفِٟٙٛ جٌششؽ 

ٚجٌششؽ جلأطغشٞ ػٍٝ جٌضِش جٌؿضت١س ٌضِشز جٌٍزجْ  ػظّٟجلأ

ذؼغ فثحش ِٓ جٌضِش. ٔٙطُ ٠ٍؼرحْ دٚسج ٘حِح فٟ دسجعس 

ِػً  ،ذؼذ٘ح ذرؼغ جٌفثحش ِٓ جٌضِش جٌّؼشٚفس ٚخظحتظٙح

جٌـ  ،صِش-FNجٌـ ، صِش-Nجٌـ صِش، -Pـ جٌ ،صِش-Sـ فثس جٌ

NF-صِش  ٟٙ ٘زج جٌؿضء ذفثطٟ صِش ئٔؿ١ً ٕٚ، ٔصِشn-

جٌطٟ  Paul Erdösّغأٌس ذٔزوش فٟ جٌؿضء جٌػحٟٔ  ئٔؿ١ً.

خحط١س صِش  ق١ع  (,)ٟ٘ أطً ِغأٌس ضظ١ٕف فثس جٌضِش 

جٌذسجعحش جٌطٟ أؾش٠ص ٚجٌٕطحتؽ  ًٕٔح ٔؼـٟ ؾأِؼ١ٕس. وّح 

جٌطٟ ضُ جٌكظٛي ػ١ٍٙح ٌٙزج جٌٕٛع ِٓ جٌفثحش. ٠طُ ئٔٙحء 

جٌطٟ  ٚ) ,٘زج جٌفظً ذحٌؿضء جٌػحٌع جٌّخظض ٌٍفثس 

ذؼغ جٌٕطحتؽ جٌطٟ ٌّغأٌس ذٛي ئ٠شدٚط( ٚ  ٟ٘ ضٛع١غ جآخش

ضُ جٌكظٛي ػ١ٍٙح ذحٌٕغرس ٌٙزٖ جٌفثس. ٠ّٚىٓ جلؿلاع ػٍٟ 

ِٓ ٘زج جٌفظً فٟ ٌٍؿضء جلٚي جٌطؼحس٠ف ٚجٌٕظش٠حش 

ذحٌٕغرس ٌٍؿضء جٌػحٟٔ فٟ  ٚ [33، 30، 29] ِػلا جٌّشجؾغ

، 16]ٚ ٌٍؿضء جٌػحٌع فٟ  [19-37,36,23, 9,4-13, 3 ,2,1[

31 ،38].  
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 . عناصر نظرية الزمر  1.1

  .[ 34، 31، 92]س جػطّذٔح فٟ ٘زٖ جٌفمشز ػٍٝ جٌّشجؾغ جٌطح١ٌ

 فئات الزمر و عمليات الإغلاق.   1.1.1
  

ػٍٝ ِح (Contradictory of Russell) جعًضٕض ِطٕحلؼس س

ٌىً جٌّؿّٛػحش ِٛؾٛدز. ٌطىٓ  Eْ جٌّؿّٛػس أٔفشع   :٠ٍٟ

A  ِؿّٛػس جٌؼٕحطش جٌّؼشفس ذـA={uE/uu}. ـ شٌٕـ

Aرج فشػٕح ئ? َ لأٌٝ ٔفغٙح ئضٕطّٟ  Aجٌغإجي ً٘   A 

Aْ أٔؿذ  Aفحٔٗ ِٓ ضؼش٠ف   A  ٚأرج فشػٕح ئ ْA  A  ّٓف

Aْ أوزٌه ٔؿذ  Aضؼش٠ف   A ضغّٝ ٘زٖ جٌّطٕحلؼس .

ف١ٍغٛف ٚ ػحٌُ س٠حػٟ جٔؿ١ٍضٞ  ) (Russell)ذّطٕحلؼس سجعً 

١ٌغص ِؿّٛػس, ضغّٝ  E( ٚ ذحٌطحٌٟ 1970ٚ ضٛفٟ  1872ٌٚذ 

ِؿّٛػحش ٚ  ذذي ِؿّٛػس (Class of sets)ذفثس ِؿّٛػحش

 .(objects) وحتٕحشأش١حء أٚ  ٘حٔغّٟ ػٕحطش

 

ٟ٘ فثس ػٕحطش٘ح صِش ضكمك  Xفثس صِش . 1.2.2تعريف 

 جٌششٚؽ جٌطح١ٌس: 

1. X ضشًّ صِشز ضحفٙس(trivial group) 

   G  ضشحوً X  ٚHصِشز ِٓ جٌفثس  Gرج وحٔص ئ .2

(isomorphe to) ْفحH  صِشز ِٓ جٌفثسX. 

 

 G X ٔىطد Xصِشز ِٓ جٌفثس    Gئرج وحٔص .1.2.2ملاحظة 

 .(X-group)صِشز-G  ٟ٘Xأٚ 
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ِٓ جلأفؼً أق١حٔح ِؼحٌؿس فثحش جٌضِش ِٓ خلاي جٌخظحتض 

 ٠ٍٟ:جٌٕظش٠س ٌٙح ٚ جٌطٟ ٔؼشفٙح وّح 

 

 Xخحط١س جٌٕظش٠س ٌٍضِش جٌ. 2.2.2تعريف 

 (theorytical property of groups)  خحط١س ض١ّض صِش ٟ٘

 ِؼ١ٕس ذك١ع:

 .Xلً صِشز ضحفٙس ضمرً جٌخحط١س ٠ٛؾذ ػٍٝ جلأ .1

  فحْ وً صِشز ِشحوٍس  Xصِشز ضٍّه جٌخحط١س  Gرج وحٔص ئ .2

 ضٍّه ٘زٖ جٌخحط١س. Gٌـ    

 

 .2.2.2ملاحظة

 .ضشىً فثس صِش Xجٌضِش جٌطٟ ضٍّه خحط١س صِش ِؼ١ٕس  .1

 جلٔطّحء ٌفثس صِش ِؼ١ٕس ٘ٛ فٟ قذ رجضٗ خحط١س صِش. .2

ِش ٚ جٌخحط١حش ض٠ٛؾذ ضـر١ك ضمحذٍٟ ذ١ٓ فثحش جٌ .3

جٌٕظش٠س ٌٙزٖ جٌضِش. ٌٙزج جٌغرد، ٌٓ ١ّٔض ذ١ٓ خحط١س 

 صِش ٚفثس جٌضِش جٌطٟ ضٍّه ٘زٖ جٌخحط١س.

 

 ذؼغ فثحش جٌضِش ٚ سِض٘ح.ِػٍس ػٍٝ أ٘زٖ  .1.2.2 بلمث

 .Fوً جٌضِش جٌّٕط١ٙس ضشىً فثس صِش ٠شِض ٌٙح  .1

 .Aوً جٌضِش ج٢ذ١ٍس ضشىً فثس صِش ٠شِض ٌٙح  .2

 .FGضشىً فثس ٠شِض ٌٙح  ّٕطٟٙوً جٌضِش رجش جٌٕٛع جٌ .3

 .Cوً جٌضِش جٌذٚجسز ضشىً فثس صِش ٠شِض ٌٙح  .4

 .Pوً جٌضِش ِطؼذدز جٌذٚس٠س ضشىً فثس صِش ٠شِض ٌٙح  .5

 . T جٌضِش جٌذٚس٠س ضشىً فثس صِش ٠شِض ٌٙحوً  .6

وً جٌضِش رجش أطٕحف جٌطشجفك جٌّٕط١ٙس ضشىً فثس صِش  .7

 .٠FCشِض ٌٙح 
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 فثطٟ صِش. X1  ٚX2ٌطىٓ . 3.2.2تعريف 

ٍضِش جٌطٟ ضٍّه ٌ X1X2 ٘ٛ جٌفثس  X1  ٚX2جٌفثط١ٓ  ؾذجء .1

ٚ صِشز قحطً  NX1ذك١ع  Nٔحظ١ّس  صِشز ؾضت١س

   أX2ٚ -ذٛجعـس-X1ضغّٝ وزٌه ذفثس جٌضِش   G/NX2ٌمغّسج

X1X2- صِش(X1-by-X2 group or X1X2-group). 

 ٔىطد ٚ X2  ٔٙح فثس ؾضت١س ِٓ جٌفثسأ X1ٔمٛي ػٓ جٌفثس  .2

X1  X2 رج ئرج ٚ فمؾ ئ GX1  GX2. 

 

  .2.2.2ل بمث

 .١ٍسذِٓ فثس جٌضِش ج٢فثس ؾضت١س  فثس جٌضِش جٌذٚجسز .1

لأٔٙح ضمرً صِشز صِشز -A4  ٟ٘AFجٌضِشز جٌّطٕحٚذس  .2

B=Zٌضِشز ضشحوً جؾضت١س آذ١ٍس  / 2Z Z / 2Z  ًرجش د١ٌ ٚ

A/B||ِٕطٗ ٚ  3. 

 

 .1.2.2 خبصية

 ١ٍس ٚ ل ضؿ١ّؼ١س.آذػ١ٍّس ؾذجء جٌفثحش ١ٌغص ل  .1

  :ٌذ٠ٕح X1, X2, X3ِٓ أؾً وً فثحش جٌضِش  .2

X1(X2X3)  (X1X2)X3. 

 البرهبن. 

ٚ ٌٕؼغ  A4جٌضِشز جٌّطٕأٚذس ٔؼطرش  .1

H  1,1234,1324,1423   ٌذ٠ٕحH  A4  ٚH  /2 /2 

A4|صِشز ٚ ٌذ٠ٕح  -CCّػً ض  Hرْ ئ /H|  A4ٚ ذحٌطحٌٟ  3

 .C(CC)ٌىٕٙح ١ٌغص  .CCCصِشز ِٓ جٌفثس 
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  رْئ GX1(X2X3)ٌطىٓ  .2 N  G/ NX1, G/N X2X3   

ٚ  Nضشًّ  H  ِٓGٚ ذحٌطحٌٟ  ٠ٛؾذ صِشز ؾضت١س ٔحظ١ّس 

N ذك١ع H  ٌٚىٓ ٌذ٠ٕح: H/N X2  ٚG/N / H/N  X3 ٚ ق١ع 

NX1  ٌٟذحٌطحHX1X2 ٌذ٠ٕح ٚG/N / H/N  G/H X3  ِٕٗٚ

X3(G(X1X2. 

 . 3.2.2 تعريف

ػٍٝ فثس وً فثحش جٌضِش وً (operation)ٔغّٟ ػ١ٍّس  .1

 ذك١ع :  A Xجٌفثس  ٠Xشفك ذىً فثس  Aضـر١ك 

a. AT=T ق١عT  .فثس جٌضِش جٌطحفٙس 

b.  X  AX ًفثس ِٓ أؾً و X . 

c. رج وحْ: ئX1  X2 ْفحA X1  A X2 . 

 غلاقئٔٙح ػ١ٍّس أ Aٔمٛي ػٓ ػ١ٍّس  .2

(closing operation) رج وحْ ئA²=A    ٕٝآخشذّؼ AX= 

A(AX) أؾً وً فثس ِٓ X . 

 بعض عمليات الإغلاق المعروفة.  1.1.1
 فثس صِش ِؼـحز. Xٔؼطرش ف١ّح ٠ٍٟ 

 . Sالعملية  (1

SX  فثس جٌضِش جٌؿضت١س ِٓ جٌـ ٟ٘X- :صِش. ٚ ٌذ٠ٕح 

SX= X  ِٓ ئرج ٚ فمؾ ئرج وحْ وً صِشز ؾضت١سX- ٟ٘ صِشز 



 
) الفئتان و الزمر نظرية عناصر                  الفصل الثاني                       , )  و ( , )  

 

 21 الصفحة 
 

X- أصِشز. ٔمٛي أ٠ؼح ْX ئ)أٚ ِغٍمس( ذحلٔطمحي زِغطمش ٌٝ

 جٌضِش جٌؿضت١س.

 مثبل. 

1.  SF=F  أٞ وً صِشز ؾضت١س ِٓ صِشز ِٕط١ٙس ٟ٘ صِشز

 ِٕط١ٙس.

2.  SA=A  أٞ وً صِشز ؾضت١س ِٓ صِشز آذ١ٍس ٟ٘ صِشز

 آذ١ٍس.

3.  SC=C دٚجسز ٟ٘ صِشز   أٞ وً صِشز ؾضت١س ِٓ صِشز

 دٚجسز.

 

 . Snالعملية  (2

Sn X  فثس جٌضِش جٌؿضت١س جٌٕحظ١ّس ِٓ جٌـ ٟ٘X- .صِش 

SnX=X  ِٓ ئرج ٚ فمؾ ئرج وحْ وً صِشز ؾضت١س ٔحظ١ّس 

X- ٟ٘ صِشزX- أصِشز. ٔمٛي أ٠ؼح ْX  )ِغطمشز)أٚ ِغٍمس

 ذحلٔطمحي جٌٝ جٌضِش جٌؿضت١س جٌٕحظ١ّس.

 .SX   SnXخش آذّؼٕٝ  SnX=Xفحْ SX=X ئرج وحْ  ملاحظة.

 . Qو  Hالعمليتبن  (3

H X  ٌٟػٍٝ جٌطٛج(Q Xّفثس جٌظٛس جٌط ٟ٘)١ٍسغح 

(morphism images) ٌٟػٍٝ جٌطٛج(جٌمغّحش quotients ) 

 صِش. -Xٌٍـ 

H X = X  ٌٟػٍٝ جٌطٛج(Q X = X ًئرج ٚ فمؾ ئرج وحْ و)

صِشز ٟ٘ -Xغ١ٍس)ػٍٝ جٌطٛجٌٟ وً صِشز لغّس( ٌـ حطٛسز ضّ
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X- أصِشز. ٔمٛي أ٠ؼح ْX حٌظٛس ِغطمشز )أٚ ِغٍمس( ذ

 )ػٍٝ جٌطٛجٌٟ ذحٌمغّس(. جٌطّحغ١ٍس

 . QA = A  ٚQF = Fوزٌه  HA = A  ٚHF = Fمثبل.  

 فثس صِش ِؼـحز. X ٌطىٓ. Pالعملية  (4

PX  فثس جٌضِش جٌطٟ ضٍّه عٍغٍس ٔحظ١ّس ِٕط١ٙس رجش ٟ٘

 صِش.-X-. ضغّٝ ٘زٖ جٌفثس ذفثس ِطؼذدزXِؼحِلاش ِٓ جٌفثس 

(poly-X-group) .:ٌذ٠ٕح ٚ 

 PX=X   ئرج ٚ فمؾ ئرج وحْ وً ضٛع١غ ٌـX- ٟ٘ صِشزX-

X2 ٔىطد وزٌهصِشز. 
=X. 

 مثبل. 

1. PA-ًصِش ٟ٘ فثس جٌضِش جٌمحذٍس ٌٍك 

 (soluble groups).   

2. PC-جٌذٚس٠س-صِش ٟ٘ فثس جٌضِش ِطؼذدز 

(polycyclic groups or P-groups). 

 .PA  A   ٚPC  Cٚ ٌىٓ  PF=F. مثبل

 

 .Lالعملية  (5

LX  ِكطٜٛ فٟ  ٟٗ٘ فثس جٌضِش جٌطٟ ِٓ جؾٍٙح وً ؾضء ِٕط

X- صِشز. ضغّٝ وزٌه ذفثس جٌضِش جٌـX- ِك١ٍح(loally-X). 

 GLX ٗئرج ٚ فمؾ ئرج ِٓ جؾً وً ؾضء ِٕط F  ِٓG ضٛؾذ 

  H  G  ق١عH X  ٚ F  H. 

 ِك١ٍح.-ٟ٘ فثس جٌضِش جٌّٕط١ٙس LF مثبل.
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 .SLF =LFٚ ٌذ٠ٕح  

 . D ةالعملي (6

D  ٌٍـ  جٌّكذدزٟ٘ فثس جٌؿذجءجش جٌّرحششزX- .صِش 

 . DA= A  ٚDF = Fمثبل.  

 صغري على الزمر الجزئية.عظمي و الشرط الأالشرط الأ   1.1.1
 

 خحط١س صِش. Xصِشز ٚ  Gٌطىٓ . 2.4.4تعريف 

ذحٌخحط١س (Maximal)ػظ١ّسأٔٙح أ Hٔمٛي ػٓ صِشز ؾضت١س  .1

X  ئرج ٚ فمؾ ئرج وحٔصH X ضٛؾذ  ٚ لX- صِشز ؾضت١سK  ِٓ

G  ًّضشH ل ئH ٔفغٙح  ٚ G. 

 (Minimal)طغش٠سأٔٙح أ Hٔمٛي ػٓ صِشز ؾضت١س  .2

 صِشز-Xٚ ل ضٛؾذ  H Xئرج ٚ فمؾ ئرج وحٔص  Xذحٌخحط١س 

ٔفغٙح ٚ جٌضِشز  Hل ئ Hِكطٛجز فٟ  K  ِٓGؾضت١س 

 جٌطحفٙس.

 

 صِشز. Gٌطىٓ . 2.4.4تعريف 

ػٍٝ جٌضِش  ٟػظّٔٙح ضكمك جٌششؽ جلأأ Gٔمٛي ػٓ  .1

)ػٍٝ جٌطٛجٌٟ (Maximal condition on subgroups) سجٌؿضت١

 (on normal subgroups) جٌؿضت١س جٌٕحظ١ّس(ػٍٝ جٌضِش 

 ئرج ٚ فمؾ ئرج ٌُ ضٛؾذ عٍغٍس ِطظحػذز غ١ش ِٕط١ٙس

ِٓ جٌضِش جٌؿضت١س) ػٍٝ جٌطٛجٌٟ ِٓ جٌضِش            

خش وً عٍغٍس ِطظحػذز آ. ذّؼٕٝ Gجٌؿضت١س جٌٕحظ١ّس( ِٓ 

ِٓ جٌضِش جٌؿضت١س) ػٍٝ جٌطٛجٌٟ ِٓ جٌضِش            

جٌؿضت١س جٌٕحظ١ّس( ضىْٛ ِٕط١ٙس ٚ ذحٌطحٌٟ ٠ٛؾذ ػذد 

 .    ذك١ع  nؿر١ؼٟ غ١ش ِؼذَٚ 

 طغشٞ ٔٙح ضكمك جٌششؽ جلأأ Gٔمٛي ػٓ  .2
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 (Minimal condition)  ٌٟػٍٝ جٌضِش جٌؿضت١س) ػٍٝ جٌطٛج

ػٍٝ جٌضِش جٌؿضت١س جٌٕحظ١ّس( ئرج ٚ فمؾ ئرج ٌُ ضٛؾذ 

ِٓ جٌضِش            عٍغٍس ِطٕحصٌس غ١ش ِٕط١ٙس

جٌؿضت١س) ػٍٝ جٌطٛجٌٟ ِٓ جٌضِش جٌؿضت١س جٌٕحظ١ّس( ِٓ 

G ٕٝجٌضِش            خش وً عٍغٍس ِطٕحصٌس آ. ذّؼ ِٓ

جٌضِش جٌؿضت١س جٌٕحظ١ّس( ضىْٛ  )ػٍٝ جٌطٛجٌٟ ِٓ جٌؿضت١س

ذك١ع  nِٕط١ٙس ٚ ذحٌطحٌٟ ٠ٛؾذ ػذد ؿر١ؼٟ غ١ش ِؼذَٚ 

    . 

 . 2.4.4ترميز 

(ذذل  max-n)ػٍٝ جٌطٛجٌٟ  maxضكمك  Gمٛي جخطظحسج ٔ .1

 ِٓG ػظّٟ ػٍٝ جٌضِش جٌؿضت١س)ػٍٝ جٌطٛجٌٟ ضكمك جٌششؽ جلأ

 ػٍٝ جٌضِش جٌؿضت١س جٌٕحظ١ّس(. 

(ذذل  min-n)ػٍٝ جٌطٛجٌٟ  minضكمك  Gٔمٛي جخطظحسج  .2

 ِٓG  ٍٝضكمك جٌششؽ جلأطغشٞ ػٍٝ جٌضِش جٌؿضت١س) ػ

 جٌطٛجٌٟ ػٍٝ جٌضِش جٌؿضت١س جٌٕحظ١ّس(.

 .  [32.]4.4.4خبصية 

( ئرج ٚ فمؾ  max-n)ػٍٝ جٌطٛجٌٟ  maxضكمك  Gجٌضِشز  .1

وً ِؿّٛػس غ١ش خح١ٌس ِٓ جٌضِش جٌؿضت١س )ػٍٝ  صئرج وحٔ

ضٍّه ػٕظشج  Gجٌطٛجٌٟ ػٍٝ جٌضِش جٌؿضت١س جٌٕحظ١ّس(ِٓ 

 .(maximal element)ػظ١ّحأ

( ئرج ٚ فمؾ min-n)ػٍٝ جٌطٛجٌٟ  minضكمك  Gجٌضِشز  .2

ئرج وحْ وً ِؿّٛػس غ١ش خح١ٌس ِٓ جٌضِش جٌؿضت١س )ػٍٝ 

ضٍّه ػٕظشج  Gجٌطٛجٌٟ ػٍٝ جٌضِش جٌؿضت١س جٌٕحظ١ّس(ِٓ 

 .(minimal element) أطغش٠ح

 .2.4.4ملاحظة 

 .max-nفٟٙ ضكمك  maxضكمك  Gوً صِشز  .1

 .min-nفٟٙ ضكمك  minضكمك  Gوً صِشز  .2
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  maxصِشز آذ١ٍس فحْ جٌخحط١س G ئرج وحٔص  .3

 (.min-n)ػٍٝ جٌطٛجٌٟ max-n( ضٕـرك ِغ min)ػٍٝ جٌطٛجٌٟ 

 

 

 

 صِشز. Gٌطىٓ  .2.4.4نظرية 

G  ضكمكmax  ِٓ ئرج ٚ فمؾ ئرج وحٔص وً صِشز ؾضت١سG  رجش

 .ِٕطٟٙ ٔٛع 

 صِشز. Gٌطىٓ  .2.4.4مثبل 

 .maxضكمك  Gوً صِشز ِٕط١ٙس  .1

, maxضكمك  G  ℤ) (G ٚ غ١ش ِٕط١ٙس دٚجسزوً صِشز  .2

 .٠nمغُ  mئرج ٚ فمؾ ئرج وحْ  n ℤ  mℤ ذحٌفؼً لْ 

 ℤ > 4 ℤ >  …>2i ℤ>2i+1 2لْ جٌغٍغٍس   minٌىٕٙح ل ضكمك 

ℤ>… .عٍغٍس ِطٕحصٌس غ١ش ِٕط١ٙس ٟ٘ 

 

 . 2.4.4خبصية 

ٌٝ جٌضِش ئِغطمشضحْ ذحلٔطمحي  max  ٚminجٌخحط١ط١ٓ  .1

)ػٍٝ  maxصِشز ضكمك  Gخش ئرج وحٔص آجٌؿضت١س. ذّؼٕٝ 

)ػٍٝ  maxضكمك  G( فحْ وً صِشز ؾضت١س ِٓ minجٌطٛجٌٟ 

 (.minجٌطٛجٌٟ 

ِغطمشز ذحلٔطمحي جٌٝ  max ,max-n ,min ,min-nجٌخٛجص  .2

)ػٍٝ  maxصِشز ضكمك  Gخش ئرج وحٔص آجٌمغّس. ذّؼٕٝ 

فحْ  G ٔحظٍّس فٟ  max-n max ,min ,min-n ٚ )Nجٌطٛجٌٟ 

G/N  ضكمكmax  ٌٟػٍٝ جٌطٛج(max-n max ,min ,min-n  .) 

ِغطمشز ذحٌطٛع١غ.  max ,max-n ,min ,min-nجٌخٛجص  .3

 ٠maxكممحْ  G/N ٚN ذك١ع  N  Gخش ئرج وحٔص آذّؼٕٝ 

)ػٍٝ  maxضكمك  G( فحْ max-n ,min ,min-n)ػٍٝ جٌطٛجٌٟ 

 (. max-n max ,min ,min-nجٌطٛجٌٟ 
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كمك ض Gصِش ؾضت١س ٔحظ١ّس فٟ            صِشز ٚ  Gٌطىٓ  .4

max  ٌٟػٍٝ جٌطٛج(max-n ,min ,min-n فحْ ؾذجؤ٘ح )

 .( max-n ,min ,min-n)ػٍٝ جٌطٛجٌٟ  maxجٌّرحشش ٠كمك 

    

 بعض فئات الزمر المعروفة.  1.1.1
 

عٛف ٔمذَ فٟ ٘زٖ جٌفمشز ذؼغ جٌفثحش جٌٙحِس ِٓ جٌضِش، 

ٚخظحتظٙح جٌطٟ ٔغطخذِٙح خلاي جٌفظً جٌطحٌٟ. ٔرذأ 

ذحٌطزو١ش ذّخطٍف أٔٛجع جٌغلاعً وحٌغلاعً جٌٕحظ١ّس 

جٌطٟ ضذخً جٌّطضج٠ذز ٚ جٌّطٕحلظس ٚ جٌغلاعً جٌّشوض٠س 

 ػّٓ ضؼش٠ف ٘زٖ جٌفثحش ِٓ جٌضِش.

 [33، 30، 29جعطٕذٔح ف١ّح ٠ٍٟ ػٍٝ جٌّشجؾغ ]

 .المركزية السلاسل و الناظمية السلاسل السلاسل،  0.3.1.1

 (serie or chain)صِشز. ٔغّٟ عٍغٍس  Gٌطىٓ  .2.4.4 تعريف

 وً ِططح١ٌس ِٕط١ٙس أٚ غ١ش ِٕط١ٙس ِٓ جٌضِش جٌؿضت١س

(  )    ِٓG  ًّجٌطٟ ضشG { ٚ1ٚ/أ ٚ }ٌطٟ ضىطد: ج 

 ئرج وحٔص ِطضج٠ذز. .(1.1)                      

 . ئرج وحٔص ِطٕحلظس.(1.2)                      

ذكذٚد ٘زٖ جٌغٍغٍس ٚ صِش     (  )ضغّٝ جٌضِش جٌؿضت١س 

 (1.2)فٟ        /  أٚ  (1.1)فٟ      /    جٌمغّس 

ٔٙح ٔحظ١ّس ئرج وحْ أذّؼحِلاضٙح. ٚ ٔمٛي ػٓ ٘زٖ جٌغٍغٍس 

     ًجؾً و ِٓi ػٍٝ جٌطٛجٌٟ  (1.1)ٚ ٔمٛي ػٓ جٌغٍغٍس(

         ئرج وحْ(subnormal) ٔحظ١ّس ؾضت١سٔٙح أ((1.2)

ػٍٝ جٌطٛجٌٟ )  iِٓ جؾً وً (      )ػٍٝ جٌطٛجٌٟ 

i *
). 
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)ػٍٝ  (1.1)ٔمٛي ػٓ جٌغٍغٍسصِشز.  Gٌطىٓ  .2.4.4تعريف 

ذكع  nئرج ٚؾذ ػذد ؿر١ؼٟ ِٕط١ٙس  ٔٙحأ((1.2)جٌطٛجٌٟ 

 (.       )ػٍٝ جٌطٛجٌٟ       

 

 

 ٚ ٌذ٠ٕح:

                     (1.3).  

                      (1.4). 

لظش عٍغٍس ذـٛي ٘زٖ جٌّٛجفك لأ ٠nغّٝ جٌؼذد جٌـر١ؼٟ 

 ف١ٙح ٌطحِسجقطٛءجش ٚ ٘ٛ ٠ّػً ػذد جلإ (length)جٌغٍغٍس

strict inclusions).) 

 

ٔمٛي ػٓ عٍغٍس ٔحظ١ّس ِٓ صِشز.  Gٌطىٓ  .2.4.4تعريف 

 ِشوض٠س جٔٙح((1.2))ػٍٝ جٌطٛجٌٟ  (1.1) جٌٕٛع

(central series) قذ جٌششؿ١ٓ جٌّطىحفث١ٓ أئرج ضكمك

 جٌطح١١ٌٓ: 

1.    /    Z( /  )  ِٓؾً وً أi0  

 (.i1ِٓ جؾً وً  (    / ) Z      /  )ػٍٝ جٌطٛجٌٟ 

2.,       -      ِٓؾً وً أi0  ٌٟػٍٝ جٌطٛج(,      -       

 (.i1ؾً وً أِٓ 

   صِشز. Gٌطىٓ  .2.4.4تعريف 

: i0ؾً وً أٚ ِٓ  1 ,  (G)=1=(G)   ٔؼغ  .1

 (   ( )
⁄ صِشز  ( )   : i0ؾً وً أ. ِٓ ( )  /( )      =( 

ضشىً عٍغٍس ِشوض٠س   Gفٟ (caracteristic) ؾضت١س ١ِّضز

 ِطضج٠ذز:
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      1=  ( )     ( )    ( )  … (1.5)    ضغّٝ جٌغٍغٍس 

 .G (Ascending central series)ٌـ  ّطظحػذزجٌّشوض٠س جٌ

-    ,        ( )    ٚ ٌذ٠ٕح:        ( )  

 ٔؼغ  .2
 
(G)=[G G] ,

 
(G)=G  ِٓ ٚؾً وً أi1 :


   
( )= ,

 
i1 :ؾً وً أ. ِٓ -   ( )

 
صِشز ؾضت١س ١ِّضز  ( )

ضشىً عٍغٍس ِشوض٠س ِطٕحلظس  Gفٟ (fully invariant) و١ٍح

 .G ٌـ

      G=
 
( )   

 
( )  

 
( )  … (1.6)         ضغّٝ جٌغٍغٍس 

 .((G Descending central series ٌـ ّطٕحلظسجٌّشوض٠س جٌ

 . الآبلية الزمر 1.3.1.1

 .4.4..2تعريف 

  ٔٙح آذ١ٍس أٚ ضرذ١ٍ٠سأG ٔمٛي ػٓ صِشز  .1

(ablian group)   جؾً وً ئرج ِٓx ,y  ِٓG  :ْفحxy=yx. 

 قشز ٔٙحأآذ١ٍس G ٔمٛي ػٓ صِشز  .2

(free abelian group)  جٌشضرس ِٓ(rank)  ػذد ؿر١ؼٟ غ١ش

 .  ℤnحٔص ِطشحوٍس ِغ جٌضِشز وئرج  nِؼذَٚ 

 

 [p193,33].  2.4.4خـواص 

رجش ٔٛع ِٕطٗ ِطشحوٍس ِغ ؾذجء  ٚ آذ١ٍسG صِشز وً  .1

 صِشز آذ١ٍس قشز رجش ذؼذ ِٕطٗ ذضِشز آذ١ٍس ِٕط١ٙس.

 ِطشحوٍس ِغ ؾذجء صِش دٚجسز. Gوً صِشز آذ١ٍس ِٕط١ٙس  .2

آذ١ٍس رجش ٔٛع ِٕطٗ ِطشحوٍس ِغ جٌؿذجء ِٓ G وً صِشز  .3

ℤ ℤجٌشىً:    ℤ
⁄ ℤ   ℤ

⁄  ℤ   ℤ
 i  ِٓ1ق١ع ِٓ جؾً وً  ⁄

 .    ٠مغُ    فحْ:  sجٌٝ 

جٌخحط١س جٌطح١ٌس ضر١ٓ جعطمشجس فثس جٌضِش ج٢ذ١ٍس ذرؼغ 

 جٌؼ١ٍّحش جٌؿرش٠س.
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 [4.2.8 ,31].2.4.4خبصية 

ٟ٘ رجش G آذ١ٍس رجش ٔٛع ِٕطٗ صِشز ؾضت١س ِٓ صِشز وً  .1

 :ْأ ٔٛع ِٕطٗ. أٞ

 G صِشز آذ١ٍس ضكمكmax ئرج ٚ فمؾ ئرج وحٔص G  رجش ٔٛع

 ِٕطٗ.

ئٌٝ جٌضِش  فثس جٌضِش ج٢ذ١ٍس ِغطمشز ذحلٔطمحي .2

ٌٝ جٌمغّس ٚ ذحٌؿذجء جٌّرحشش جٌّكذد ئ جٌؿضت١س ٚجلإٔطمحي

 ٌىٕٙح ١ٌغص ِغطمشز ذحٌطٛع١غ.

ٚ  A3ضٍّه جٌضِشز جٌّطٕحٚذس  S3 جٌضِشز جٌطٕحظش٠س .مثبل

  ط١ٓ ٌىٕٙح غ١ش آذ١ٍس.آذ١ٍ ض١ٓوضِش S3/A3صِشز جٌمغّس 

 

 [4.2.9 ,34].2.4.4خبصية 

آذ١ٍس ٟ٘ ِٓ صِشز ِؿّٛػس جٌؼٕحطش رجش سضرس ِٕط١ٙس  .1

ٚ ذك١ع  Tor(G) ٠شِض ٌٙح  Gِٓ صِشز ؾضت١س ٔحظ١ّس 

G/Tor(G) .صِشز آذ١ٍس ذذْٚ جٌطٛجء 

دٚس٠س رجش ٔٛع ِٕطٗ ئرج ٚ فمؾ  Gآذ١ٍس. صِشز  Gٌطىٓ  .2

 ئرج وحٔص ِٕط١ٙس.

 

 . للحل الق ابلة الزمر  2.3.1.1

 .22.4.4تعريف 

 لحذٍس ٌٍكًٔٙح أG ٔمٛي ػٓ صِشز 

(soluble or poly-abelian group)  ٔىطد وزٌه ٚG      

S-١ٍس ِٕط١ٙس آذعٍغٍس ٔحظ١ّس  وحْ ٌذ٠ٙحئرج  .صِشز

(  )     ق١ع: 
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:        ِٓ جؾً وً   ق١ع                      

      صِش آذ١ٍس.       /  ٚ جٌّؼحِلاش     

 ْ ضىْٛ جٌغٍغٍس ِطظحػذز ِٓ جٌشىً:أ٠ّىٓ  .2.4.4ملاحظة 

  ق١ع                         آذ١ٍس   /    ٚ      

 ١ٍGس ٌضِشز لحذٍس ٌٍكً آذٔحظ١ّس لظش عٍغٍس أٔغّٟ ؿٛي 

 ٌٙزٖ جٌضِشز.  (Derived length)جٌـٛي جٌّشطك 

 .4.4.4مثبل 

1. G  صِشز لحذٍس ٌٍكً رجش ؿٛي ِشطك ِؼذَٚ ئرج ٚ فمؾ

 .  ضحفٙس ئرج وحٔص 

2.  G صِشز لحذٍس ٌٍكً رجش ؿٛي ِشطكn=1  ئرج ٚ فمؾ ئرج

 . آذ١ٍسG وحٔص 

خحسلس ذضِشز  n2لحذٍس ٌٍكً رجش ؿٛي  Gٔغّٝ صِشز  .3

 . وّػحي ٔؼطرش جٌضِشز(Metabelian group)ذ١ٍسج٢

 :جٌؼشذ١س

G = {(
   
   
   

)      }  ِشوض٘ح ِؼشف ذـ:أٔؿذ ْ 

Z(G) = {(
   
   
   

)     }    صِشز جٌمغّس ٚG/Z(G)  صِشز

 صِشز فٛق آذ١ٍس. Gْ أآذ١ٍس. ِح ٠إوذ 

 

 صِشز. Gٌطىٓ  .24.4.4تعريف 

. ِٓ  (( ) )= (   ) : i0ٚ ِٓ جؾً وً  G’ , ( )=G=( ) ٔؼغ 

 (fully invariant)و١ٍح طحِذزصِشز ؾضت١س  ( ) : i0ؾً وً أ

 .١ٍGس ِطٕحلظس فٟ آذٔحظ١ّس  عٍغٍس  (( ) )غٍغٍس جٌ ٚ Gفٟ 
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   ( )   ( )     (   ) . Gضغّٝ جٌغٍغٍس جٌّشطمس ٌـ     

( ) ذكع  nئرج ٚؾذ ػذد ؿر١ؼٟ  صِشز لحذٍس  Gفحْ    

 ٌٍكً.

 

 [5.1.8 ,30].4.4.4نظرية 

١ٍس آذعٍغٍس ٔحظ١ّس لحذٍس ٌٍكً ضمرً  صِشز Gئرج وحٔص 

ؾً وً   أِٓ        (   )  فحْ:                    

        ذحلخض . ( )   . 

 

 ٍكً فثس جٌضِش جٌمحذٍس ٌجس عطمشججٌٕظش٠س جٌطح١ٌس ضظٙش 

 .جٌؼ١ٍّحش جٌؿرش٠سعـس ذؼغ جٛذ

 

 [,1.1.1.1.1.221].2.4.4نظرية 

 .صِشز-G Sصِش ؾضت١س ِٓ صِشز فحْ وً -G Sئرج وحٔص  .1

 صِشز.-G/N Sفحْ  N Gٚ  صِشز-G Sئرج وحٔص  .2

  .صِشز-G Sٓ فحْ ١ضصِش-N  ٚG/N Sذك١ع N G  ئرج وحٔص .3

  فحْ  Gؾضت١س ٔحظ١ّس فٟ  صِش-S    ,         وحٔص  ئرج .4

∏ جٌّرحششء ؿذججٌ   
 
 .صِشز-S ٠شىً    

 

 [,5.4.1131]. 2.4.4نظرية 

 دٚس٠س ٚ رجش ٔٛع ِٕطٗ ٟ٘ صِشز ِٕط١ٙس. Gصِشز -Sوً 

 5.2.2ٕط١ؿس جٌ ػلاٖ ضؼ١ُّ ٌٕظ١شضٙحأ 4.2.2 جٌٕظش٠س

 فٟ جٌضِش ج٢ذ١ٍس. (2)ؾضء
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 .الدورية-متعددة الزمر  3.3.1.1

 صِشز. Gٌطىٓ  .22.4.4تعريف 

 (Polycyclic Group)جٌذٚس٠س-أٔٙح صِشز ِطؼذدز Gٔمٛي ػٓ 

 ِٕط١ٙسدٚجسز صِشز. ئرج لرٍص عٍغٍس ٔحظ١ّس -Pذحخطظحس  

(  )     :ؾً وً أ. ٚ ِٓ                      ق١ع

        :    صِش دٚجسز.    /    ٚ      

 

-ِطؼذدزفثس جٌضِش جس عطمشجحط١س جٌطح١ٌس ضظٙش خجٌ

 .عـس ذؼغ جٌؼ١ٍّحش جٌؿرش٠سجٛذ جٌذٚس٠س

 

  صِشز. Gٌطىٓ . 6.2.2خبصية 

 صِشز.-G Pصِش ؾضت١س ِٓ فحْ وً  صِشز-G Pئرج وحٔص  .1

 صِشز.-G/N Pفحْ  N Gصِشز ٚ -G Pئرج وحٔص  .2

  صِشز.-G Pفحْ  ض١ٓصِش-N  ٚG/N Pذك١ع N G ئرج وحٔص  .3

فحْ  Gؾضت١س ٔحظ١ّس فٟ  صِش-P    ,        ئرج وحٔص  .4

∏ؾذجؤ٘ح    
 
 .Gِٓ  صِشز-Pجٌّرحشش    

 صِشز.-Pوً صِشز آذ١ٍس رجش ٔٛع ِٕطٗ ٟ٘  .3.2.2مثبل 

 

[ ذرش٘حْ 5.4.12 ,34جٌخحط١س أدٔحٖ ِٛؾٛدز ذحٌّشؾغ ]

 ِخطظش ٚ لذ لّٕح ذطفظ١ٍٗ.

 

صِشز. جٌخحط١ط١ٓ جٌطح١ٌط١ٓ  Gٌطىٓ  .7.2.2خبصية 

  ِطىحفثط١ٓ:

1. G P-.صِشز 

2. G S-ضكمك  صِشز ٚmax. 

  البرهبن.

فأٙح ضٍّه عٍغٍس ٔحظ١ّس  صِشز-G Pئرج وحٔص  .1

 .صِشز-Sِؼحِلاضٙح دٚجسز ٚ ذحٌطحٌٟ آذ١ٍس ِح ٠ؼٕٟ أٔٙح 
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ٚ قغد   maxِلاش صِش دٚجسز فٟٙ ضكمكحذّح أْ جٌّؼ

 .ِغطمشز ذحٌطٛع١غ max( جٌخحط١س 3ؾضء ) 3.2.2جٌخحط١س

 .maxضكمك G ئرْ 

2. G -Sِٕط١ٙس ١ٍسآذعٍغٍس ٔحظ١ّس ضمرً  صِشز 

    /    . ذّح أْ جٌّؼحِلاش                     

 صِشز-P 3.2.2آذ١ٍس رجش ٔٛع ِٕطٗ فٟٙ قغد جٌّػحي  صِش

  .صِشز-G Pِغطمشز ذحٌطٛع١غ فاْ  P ٚ ذّح أْ جٌخحط١س  

 

 

 

 

 صِشز. Gٌطىٓ  .14.2.2تعريف 

 )جٌذٚس٠س غ١ش ِٕط١ٙس(-أٔٙح صِشز ِطؼذدز Gٔمٛي ػٓ 

 (Poly-(cyclic infinite) Group)  ذحخطظحسPI-ئرج  صِشز

ق١ع أٞ ِؼحًِ ف١ٙح ئِح  ِٕط١ٙسدٚجسز لرٍص عٍغٍس ٔحظ١ّس 

 صِشز دٚجسز غ١ش ِٕط١ٙس أٚ صِشز ضحفٙس.

 

 صِشز. Gٌطىٓ  [5.4.14 ,31].8.2.2خبصية 

 صِشز.-PIٟ٘ صِشز -PI صِش ؾضت١س ِٓوً  .1

 صِشز ٟ٘ صِشز ذذْٚ جٌطٛجء.-PIوً  .2

 صِشز دٚس٠س ٚ رجش ٔٛع ِٕطٗ ٟ٘ صِشز ِٕط١ٙس.-PIوً  .3

 . القوة عديمة الزمر  4.3.1.1

 صِشز. Gٌطىٓ  .15.2.2تعريف 

 (Nilpotent Group) .ٜأٔٙح صِشز ػذ٠ّس جٌمٛ Gٔمٛي ػٓ 

صِشز. ئرج لرٍص عٍغٍس ٔحظ١ّس ِشوض٠س ِٕط١ٙس -Nذحخطظحس 

(  )     :جؾً وً                      ق١ع ِٓ ٚ .

        :          ٚ    /    Z( /  ). 
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طٕف  Gصِشز N-ـ ٔحظ١ّس ٌلألظش عٍغٍس  nٔغّٟ جٌـٛي 

 ٌٙزٖ جٌضِشز.  (nilpotency class)جلٔؼذجَ

 ضٕطؽ ٌذ٠ٕح جٌخحط١س 15.2.2ٚ جٌطؼش٠ف  9.2.2ِٓ جٌطؼش٠ف 

 صِشز. Gٌطىٓ  .2.2..1خبصية 

1. G N- فمؾ ئرج ٚؾذ ئرجصِشز ٚ n    ذك١ع  ( )   . 

2. G N-فمؾ ئرج ٚؾذ صِشز ئرج ٚ n    ذك١ع
   

(G)=1.  

 .4.2.2مثبل 

1. G N-ف جلٔؼذجَ ِؼذَٚ ئرج ٚ فمؾ ئرج وحٔص ٕصِشز رجش ط

 .  ضحفٙس 

2. G N - َصِشز رجش طٕف جلٔؼذجn=1  ئرج ٚ فمؾ ئرج وحٔص 

G آذ١ٍس . 

 صِشز.-Nٟ٘ ػذد أٌٟٚ  pق١ع صِشز ِٕط١ٙس -pوً  .3

ٚ ٌطىٓ  صِشز- G Nٌطىٓ  [5.1.9 ,33].11.2.2خبصية 

 جٌغٍغٍس:

عٍغٍس ِشوض٠س ٌٙح. فّٓ جؾً                      

   ( )  ٚ   ٌذ٠ٕح:   0inوً
   

(G)      ذحلخض .، 

  ( )=G  ٚ
   

(G)=1. 

 

 . 1.2.2نتيجة 

1. G N- َصِشز رجش طٕف جلٔؼذجc     ( )      
   

(G)=1. 

 .Z(G) 1صِشز ٚ غ١ش ضحفٙس فحْ – G Nئرج وحٔص   .2

 

 N G ٚ H  Gصِشز.  Gٌطىٓ  [5.1.11 ,31].1.2.2توطئة 

 فحْ:

1. 
 
(H) 

 
(G)  ًجؾً و ِٓi0. 

2. 
 
(G/N) 

 
(G)N/N  ًجؾً و ِٓi0. 

3.    (    ( ))  .i,j 0ِٓ جؾً وً  (( )   ( )     

 



 
) الفئتان و الزمر نظرية عناصر                  الفصل الثاني                       , )  و ( , )  

 

 35 الصفحة 
 

 K G ٚ H  Gصِشز.  Gٌطىٓ  [21,1.2.1].12.2.2خبصية 

 فحْ:

1. G N-َصِشز رجش طٕف جلٔؼذجَ رجش طٕف جلٔؼذج  c  ْفحH 

N-رجش طٕف جلٔؼذجَ صِشز  c. 

2. G N-َصِشز رجش طٕف جلٔؼذج  c  ْفحG/K N- صِشز رجش

 .  cطٕف جلٔؼذجَ

3. G/
 
(G)  ًضّػN-َصِشز رجش طٕف جلٔؼذج  i-1 

 .i 1ِٓ جؾً وً 

 ( )    فحْ    cصِشز رجش طٕف جلٔؼذجَ-G Nئرج وحٔص   .4

 .i 0ِٓ جؾً وً    c-iرجش طٕف جلٔؼذجَ

ض١ٓ ؾضت١ط١ٓ ٔحظ١ّط١ٓ رٚجضح صِش-H، K Nئرج وحٔص  .5

 HKفحْ جٌؿذجء  Gػٍٝ جٌطشض١د ِٓ صِشز  c، dطٕف١ٓ 

 N- صِشز رجش جٌظٕف  c+d. 

 

 [1.2.13 ,21].5.2.2نظرية 

ِؿّٛػس جٌؼٕحطش رجش سضرس ِٕط١ٙس صِشز فحْ -G Nئرج وحٔص 

          و١ٍح طحِذزصِشز ؾضت١س ضشىً  Gِٓ جٌضِشز 

(Fully Invariant)  ٟفG  ٠شِض ٌٙح Tor(G) ذك١ع ٚ

G/Tor(G) ٟ٘ N- .صِشز ذذْٚ جٌطٛجء 

 

 ٟ٘ صِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ  Gصِشز دٚس٠س -N وً .3.2.2نتيجة 

 ِٕط١ٙس.

 

غ١ش  (nilpotency)ٜخحط١س ػذ١ّ٠س جٌمٛ .5.2.2ملاحظة 

 ِغطمشز ذحٌطٛع١غ.

١ٌغص ػذ٠ّس  n=3رجش جٌذ١ًٌ   S3جٌضِشز جٌطٕحظش٠س ببلفعل:

ذحٌشغُ أٔٙح ضٍّه صِشز ؾضت١س  Z(S3)=1جٌمٛز لْ ِشوض٘ح 

ٚ ذك١ع  3رجش جلأطٍٟ A3 ٔحظ١ّس ٟ٘ جٌضِشز جٌّطٕحٚذس 

S3/A3  ٍٟفّٙح ػذ٠ّطٟ جٌمٛز. 2صِشز رجش أط 
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  Baer[5.2.17 ,31] .6.2.2نظرية 

 . maxصِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ ٟ٘ صِشز ضكمك N-وً 

رجش صِشز -Nٔغطٕطؽ ِٓ ٘زٖ جٌٕظش٠س أْ وً صِشز ؾضت١س ِٓ 

 ِٕطٗ ٟ٘ صِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ. ٔٛع

 .22.4.4عريف ت

جٌؼٕظش  Gِٓ صِشز  x، yػٕظش٠ٓ  (commutator)ٔغّٟ ِرذي

x,y جٌّؼشف ذـ  [x  y]جٌزٞ ٠شِض ٌٗ   x1y1xy  :ٌذ٠ٕح ٚ

1[ , ] yx y x x  ق١ع
1y yx y x  ٠ّػً ِشجفكx  ذـy . 

x,y,zصِشز ٚ  Gٌطىٓ  [5.1.5 ,31] .22.4.4 خبصية  G  ٌذ٠ٕح

 جٌخٛجص جٌطح١ٌس:

1. [y  x]= [x  y]
-1

 

2. xy,z  x,zyy,z. 

3. x,yz  x,zx,yz
. 

4. x,y  x
1
2 y

1
2 x,yy

1

2 x
1

,ِغ  2  1,1. 

 

  [34,5.2.19].2.4.4نظرية 

ذذْٚ جلٌطٛجء فحْ وً  Z(G)صِشز رجش ِشوض  Gوحٔص  ئرج

)1جٌؼٛجًِ  ) / ( )i iZ G Z G  ٌْٚغٍغٍطٙح جٌّشوض٠س جٌّطظحػذز ذذ

 جٌطٛجء وزٌه.

ذذْٚ جلٌطٛجء  Z(G)صِشز رجش ِشوض  Gٌطىٓ  .2.4.4نتيجة 

 ٌذ٠ٕح:

1. ( )iZ G ًذذْٚ جلٌطٛجء ِٓ جؾً و i. 

 ذذْٚ جٌطٛجء. ٟٙ صِشزف صِشز-G Nئرج وحٔص   .2
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/فحْ  ،  cرجش طف جلٔؼذجَ صِشز-G Nئرج وحٔص  .3 ( )iG Z G 

,...,0ذذْٚ جٌطٛجء ِٓ جؾً وً صِشز  1i c . 

 .   زمر  NF- ال  و زمرFN-  ال   5.3.1.1

 صِشز. Gٌطىٓ  .18.2.2تعريف 

ئرج  ئرج ٚ فمؾ (FN-group)صِشز. FN-ٔٙح أ Gٔمٛي ػٓ  .1

صِشز  G/Fذك١ع  F  ِٓGٚؾذش صِشز ؾضت١س ٔحظ١ّس ِٕط١ٙس 

 ػذ٠ّس جٌمٛز.

ئرج  ئرج ٚ فمؾ (NF-group)صِشز. NF-ٔٙح أ Gٔمٛي ػٓ  .2

رجش د١ًٌ  F  ِٓGٚؾذش صِشز ؾضت١س ٔحظ١ّس ٚ ػذ٠ّس جٌمٛز 

 .Gِٕطٗ فٟ 

 

ذرؼغ   FNٚNF حط١طرٓ خٔؼشع ف١ّح ٠ٍٟ جعطمشجس جٌ

 جٌؼ١ٍّحش جٌؿرش٠س.

 

 فحْ: N G ٚ H  Gصِشز.  Gٌطىٓ  .1.2.2خواص 

صِشز( فحْ وً NF–)ػٍٝ جٌطشض١د  صِشزG -FNئرج وحٔص  .1

 صِشز(.NF–)ػٍٝ جٌطشض١د صِشزG  ٟ٘-FNصِش ؾضت١س ِٓ 

 G/Nفحْ صِشز( NF–)ػٍٝ جٌطشض١د صِشزG -FNئرج وحٔص  .2

FN-ػٍٝ جٌطشض١د صِشز(–FN.)صِشز 

صِشض١ٓ( NF–)ػٍٝ جٌطشض١د صِشض١ٓ-H، K FNوحٔص ئرج  .3

)ػٍٝ صِشز-HK  ٟ٘FNفحْ جٌؿذجء  Gؾضت١ط١ٓ ٔحظ١ّط١ٓ ِٓ 

 صِشز(.FN–جٌطشض١د 

 ٌذ٠ٕح جٌخحط١س 6.2.2س ٠ٕظشجٌٚ  1.2.2جٌّػحي ( ِٓ 1قغد 

 رجش ٔٛعصِشز( NF–ض١د ش)ػٍٝ جٌطصِشزFN-ً و .22.4.4خبصية 

 .maxِٕطٗ ضكمك 

 

ٌٍؼٕحطش  Tصِشز فحْ جٌّؿّٛػس G –FNئرج وحٔص  .2.4.4نظرية 

رجش جٌشضد جٌّٕط١ٙس ٟ٘ صِشز ؾضت١س ١ِّضز ٚ ذك١ع صِشز 
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 رجش ٔٛع ِٕطٗ فحْ  Gذذْٚ جٌطٛجء. ئرج وحٔص G/T  جٌمغّس

T .ضىْٛ ِٕط١ٙس 

 البرهبن. 

x, ١ٌىٓ yِٓT ، رْ ٠ٛؾذ ئr,s    ذك١عx r  1  ٚys  . ذّح  1

Hصِشز ؾضت١س ِٕط١ٙس ضٛؾذ فأٗ  صِشزG –FN أْ  G   ذك١ع

G/H  ػذ٠ّس جٌمٛزxH  ٚyH  ٟسضد ِٕط١ٙس ف ِٓG/H كغد ف

xHyH1ٔظش٠س عحذمس   xy1H  أِْٓ سضرس ِٕط١ٙس ٚذّح H 

xy1ِٕط١ٙس فحْ 
 صِشز ؾضت١س Tٚ ذحٌطحٌٟ  ِٓ سضرس ِٕط١ٙس 

 ِٓG ئرج وحٔص .G  ارجش ٔٛع ِٕطٗ ف ْG/H  ٚ ػذ٠ّس جٌمٛز

 G/Hز ؾضت١س ِٓ شوضِ max  ٚTH/Hرجش ٔٛع ِٕطٗ فٟٙ ضكمك 

T/Tِطشحوٍس ِغ   H   ٟٙرجش ٔٛع  ػذ٠ّس جٌمٛز دٚس٠س ٚف

Tْ إِٔط١ٙس ٚ ذّح  أػلاٖ 3.2.2قغد جٌٕط١ؿس  ِٕطٗ فٟٙ  H  

 ِٕط١ٙس. Tِٕط١ٙس  فحْ 

 

 صِشز. Gٌطىٓ  (Baer).4.4..2نظرية 

فحْ  ،١iس ِٓ جؾً ػذد ؿر١ؼٟ ِؼ١ٓ ِٕٙط G/ZiG صئرج وحٔ

i1G .ِٕط١ٙس وزٌه 

 

ٚ ذش٘ٓ  Baerذحٌمؼ١س جٌؼىغ١س ٌٕظش٠س  P. Hallٌمذ ج٘طُ 

 جٌٕظش٠س جٌطح١ٌس:

 صِشز. Gٌطىٓ  [17](Hall).22.4.4نظرية 

فحْ  ،iػذد ؿر١ؼٟ ِؼ١ٓ ِٓ جؾً  ِٕط١ٙس i1Gصئرج وحٔ .1

G/Z2iG .ِٕط١ٙس 

ػذد ِٓ جؾً  ِٕط١ٙس i1G ٚ ِٕطٗ عرجش ٔٛ G صئرج وحٔ .2

/فحْ  ،iؿر١ؼٟ ِؼ١ٓ  ( )iG Z G .ِٕط١ٙس 

 

 صِشز. جٌمؼح٠ح جٌطح١ٌس ِطىحفثس: Gٌطىٓ  .2.4.4نتيجة 
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 ِٕط١ٙس. i1Gذك١ع:  iػذد ؿر١ؼٟ ِؼ١ٓ ٠ٛؾذ  .1

/ذك١ع:  iػذد ؿر١ؼٟ ِؼ١ٓ ٠ٛؾذ  .2 ( )iG Z G .ِٕط١ٙس 

3. G  ٟ٘FN-.صِشز 

 

 البرهبن. 

ِٕط١ٙس فحٔٗ قغد  i1Gذك١ع  nج ٚؾذ ػذد ؿر١ؼٟ ئر .1

/ق١ع  j=2iفحٔٗ ٠ٛؾذ  Hallٔظش٠س  ( )jG Z G .ِٕط١ٙس 

jِٕط١ٙس ِٓ جؾً  G/ZjGئرج وحْ  .2    فحٔٗ قغد جٌٕظش٠س

ػذ٠ّس  G/j1Gٚ قغد جٌخحط١س فحْ  ،ِٕط١ٙس i1Gفحْ 

 صِشز.-G FNٚ ذحٌطحٌٟ  جٌمٛز

صِشز ؾضت١س ٔحظ١ّس ِٕط١ٙس رْ ضٛؾذ ئصِشز -١ٌG FNىٓ  .3

F  ِٓG  ذك١عG/F  صِشز ػذ٠ّس جٌمٛز ٚ ذحٌطحٌٟ ٠ٛؾذj   

i1G/Nذك١ع   N/N  ٌٓىi1G/N  i1GN/N  N/N  ِٕٗ ٚ

i1GN  N رْ ئi1G  N  أٚ ذّح ْN  ِْٕط١ٙس فحi1G 

 ِٕط١ٙس.

 

 .2.4.4نتيجة 

 صِشز.NF-صِشز ٟ٘ -FNوً  .1

 صِشز.Nk+1F-صِشز ٟ٘ -FNkوً  .2

  صِشز.N2kF–صِشز ٟ٘ -FNkوً  .3

 صِشز.NkF-صِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ ٟ٘ -FNkوً  .4

 البرهبن.

ذك١ع  F، ئرْ ضٛؾذ صِشز ؾضت١س ٔحظ١ّس صِشز-G FN ٔفشع .1

G/F N-ػذد ؿر١ؼٟ  ( فأٗ ٠ٛؾذ2) 5.2.2 سصِشز فكغد ٔط١ؿj 

  G صِشز فاْ-Zj(G) Nصِشز ِٕط١ٙس ٚ وْٛ  G/Zj(G)ذك١ع 

NF-.صِشز  
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فأٗ ضٛؾذ صِشز ؾضت١س فاْ  صِشز-G  FNk ئرج وحٔص .2

)1ٚ ذحٌطحٌٟ  صِشز-G/H Nkذك١ع  Hِٕط١ٙس  / ) /k G H H H    ٌٓى

1 1( / ) ( ) / /k kG H G H H H H     ِٕٗ ٚ1( )k G H H   1رْ ئ( )k G H   

)1ِٕط١ٙس فحْ Hْ أٚ ذّح  )k G  11.2.2ٌٕظش٠سجقغد  ِٕط١ٙس. 

  Gفاْ  صِشز-Z2k(G) N2kٚ وْٛ  ِٕط١ٙس G/Z2k(G)فاْ (1)

N2kF-صِشز. 

)1ٚ رجش ٔٛع ِٕطٗ فاْ  صِشز-G FNkئرج وحٔص  .3 )k G  

 .صِشز-G NkF(فاْ 2) 11.2.2ٚ ذحٌطحٌٟ قغد ٔظش٠س ِٕط١ٙس

 

 

 

 

  .انجالn– زمر زمر و انجال زمر  6.3.1.1

 صِشز.  Gٌطىٓ .42.4.4تعريف 

ِٓ  x، yجٌؼٕظش٠ٓ  (n-commutator)ِرذي n-ٔؼشف  .1

]جٌؼٕظش جٌزٞ ٠شِض ٌٗ  Gضِشز جٌ , ]nx y  ذحٌؼلالس جٌطشجؾؼ١س

]0 ٌطح١ٌس:ج , ]x y x  ٚ ( 1)[ , ] [[ , ], ]n nx y x y y   ق١ع
1 1[ , ]x y x y xy  . 

أٔٗ ػٕظش جٔؿحي ِٓ ج١ّ١ٌٓ  g  ِٓG شٔمٛي ػٓ ػٕظ  .2

 ضكمك: ئرج G)ػٍٝ جٌطشض١د ِٓ ج١ٌغحس(  ٌـ 

, , ( , ) / [ , ] 1.
n

x G n n g x g x     ػٍٝ جٌطشض١د([ , ] 1
n

x g .) 

جٔؿحي -٠nغّٝ  gفحْ  x٘ٛ ٔفغٗ ِٓ جؾً وً  nئرج وحْ  .3

 جٔؿحي ِٓ ج١ٌغحس(.-nِٓ ج١ّ١ٌٓ ) ػٍٝ جٌطشض١د 

̅̅( ) )ػٍٝ جٌطشض١د R(G)ٔشِض ذـ  ̅̅ جٔؿحي  ( ذّؿّٛػس جٌؼٕحطش̅̅

 ِٓ ج١ّ١ٌٓ. جٔؿحي(-nػٍٝ جٌطشض١د )

̅̅( ) )ػٍٝ جٌطشض١د L(G)ٔشِض ذـ  ̅̅ ̅̅  ( ذّؿّٛػس جٌؼٕحطش  

  ج١ٌغحس.ِٓ  جٔؿحي(-nػٍٝ جٌطشض١د جٔؿحي )
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ػٍٝ جٌطشض١د ) صِشز جٔؿحي أٔٙح Gٔمٛي ػٓ  .22.2.2 تعريف

n-)ضكمك: ئرج جٔؿحي x,yG,  n=n(x,y) : [x ,   ]=1 

 ( n,x,yG, : [x ,   ]=1 ػٍٝ جٌطشض١د)

̅̅( ) =Gػٍٝ جٌطشض١د )G=R(G)=L(G)ْ أ أٞ ̅̅ ̅̅ = ( )̅̅ ̅̅ ̅̅.) 

 

   .2.4.4مثبل 

1. G  ضحفٙس جٔؿحي ئرج ٚ فمؾ ئرج وحٔص -0صِشز  . 

2. G  جٔؿحي ئرج ٚ فمؾ ئرج وحٔص -1صِشز Gآذ١ٍس . 

 

 

 

 .2.1.1ملاحظة 

 صِشز ٟ٘ صِشز جٔؿحي.-LNوً   .1

 x, yفحْ  x, yGٚ صِشز -G LNئرج وحٔص  .ببلفعل

 N-رْ ٠ٛؾذ ئ ،صِشزc=c(x,y)  ذك١عc+1=1  ِٕٗ ٚ 

 . جٔؿحي-nٟ٘ صِشز   nصِشز رجش طف جلٔؼذجَ -Nوً   .2

         nصِشز رجش طف جلٔؼذجَ -G Nئرج وحٔص  .ببلفعل

ٚ   nصِشز رجش طف جلٔؼذجَ -Nٟ٘  فحْ   ٚ

 .ِح ٠ؼٕٟ أْ ذحٌطحٌٟ 

 

 صِشز. Gٌطىٓ  .2.4.4واص ـــخ

( جٔؿحي-nصِشز جٔؿحي)ػٍٝ جٌطشض١د صِشز  Gئرج وحٔص  .1

صِشز جٔؿحي)ػٍٝ جٌطشض١د ٟ٘ صِشز  Gصِش ؾضت١س ِٓ فحْ وً 

n-جٔؿحي.) 

 ( ٚجٔؿحي-nصِشز جٔؿحي)ػٍٝ جٌطشض١د صِشز  Gئرج وحٔص  .2

x, cy  1

x,y  G x,y 

n1x,y  1x, ny  1
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N G  ْفحG/N  ػٍٝ جٌطشض١د صِشز(صِشز جٔؿحيn-جٔؿحي.) 

 

 (Kappe).22.4.4نظرية 

 Gجٔؿحي ِٓ ج١ّ١ٌٓ ِٓ -2صِشز. ِؿّٛػس جٌؼٕحطش  Gٌطىٓ 

 .Gضشىً صِشز ؾضت١س ١ِّضز ِٓ  

 

 [30, Théoreme 7.36]  (Gruenberg).22.4.4نظرية 

ٚ ذذْٚ  dجٔؿحي لحذٍس ٌٍكً رجش ؿٛي ِشطك -kوً صِشز  .1

 kصِشز رجش طف جلٔؼذجَ -Nجٌطٛجء ٟ٘ 
d-1

. 

صِشز -Nجٔؿحي ٚ ذذْٚ جٌطٛجء ٟ٘ -kوً صِش فٛق آذ١ٍس   .2

 . kرجش طف جلٔؼذجَ 

 .  (, ) فئات الزمر من النوع  1.1

 مقدمة. 1.1.1
جٌّغأٌس جٌطح١ٌس: ئرج وحٔص  P. Erdösؿشـ  1976فٟ ػحَ  

G  صِشز ق١ع ذ١حٔٙح( )G  ل ٠شًّ أٞ ذ١حْ ؾضتٟ ضحَ غ١ش

فًٙ ٠ٛؾذ ِٕطٗ )أٞ وً ذ١حٔحضٗ جٌؿضت١س جٌطحِس ِٕط١ٙس(, 

ٌطؼر١ش . ٠طُ ج؟طٍٟ ٘زٖ جٌر١حٔحش جٌؿضت١سقذج ِٕط١ٙح لأ

فٟ ٌغس ٔظش٠س جٌضِش ػٍٝ جٌٕكٛ جٌطحٌٟ:  جٌّغأٌس ٖػٓ ٘ز

صِشز ق١ع وً ؾضء غ١ش ِٕطٗ ِٕٙح ٠كطٛٞ ػٍٝ  Gئرج وحٔص 

خش وً ؾضء ِٓ جٌؼٕحطش آذطؼر١ش )ػٕظش٠ٓ ِخطٍف١ٓ ِطرحدلْ 

. فًٙ ضّطٍه قذج ِٕط١ٙح (غ١ش جٌّطرحدٌس ف١ٙح ِٕط١ٙح

 طٍٟ ٘زٖ جلأؾضجء جٌّٕط١ٙس؟لأ

أؾحخ ػٍٝ ٘زج  B.H Neumannأْ  جلأٚيٌمذ سأ٠ٕح فٟ جٌفظً 

٠ىْٛ وً ؾضء  Gأْ صِشز  1.3.1جٌغإجي ٚأظٙش فٟ جٌٕظش٠س 

   غ١ش ِٕطٗ ِٕٙح ٠كطٛٞ ػٍٝ ػٕظش٠ٓ ِخطٍف١ٓ ِطرحدلْ ئرج

رٚ د١ًٌ ِٕطٗ، ٚجٌكذ جٌّـٍٛخ  Z(G)ٚ فمؾ ئرج وحْ ِشوض٘ح

 .[G:Z(G)]فٟ ٘زٖ جٌكحٌس ٘ٛ 

R2G  x  G|y  G : x, 2y  1
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عّكص  B.H Neumannْ ٔط١ؿس أوّح عٕشٜ فٟ ٘زج جٌفظً، 

 P. Erdösٌٍؼذ٠ذ ِٓ ػٍّحء جٌش٠حػ١حش ذطؼ١ُّ ِغأٌس 

)ٚجٌٛطٛي ئٌٝ فثس جٌضِش  ,).  ذؼذ٘ح ضّىٓ ػٍّحء 

)س٠حػ١حش آخش٠ٓ ضؼش٠ف فثس أٚعغ ِٓ جٌفثس  ,)  ٟ٘ ٚ

) جٌفثس ,)
*

خحط١س صِش ِؼـحز ٚ جٌٍطحْ ٠طُ  ق١ع  

 ضؼش٠فّٙح لقمح.

 وّح ٠ٍٟ: B.H Neumannِغ ٘زج جٌطش١ِض ضظرف ٔط١ؿس 

 .1.3.2 نظرية

  Gئرج ٚ فمؾ ئرج وحٔص   (A,)صِشز ِٓ جٌفثس  Gضىْٛ 

FIZ- صِشز. ق١عA .فثس جٌضِش ج٢ذ١ٍس ٟ٘ 

) للفئات من النوع  الأولى النتائج 1.1.1 , ) . 
 

 . 1.3.2تعريف 

 .خحط١س صِش ِؼـحز صِشز ٚ   Gٌطىٓ

)صِشز ِٓ جٌفثس   Gضىْٛ , )   ئرج ٚ فمؾ ئرج وحْ وً ؾضء

ذك١ع ضىْٛ   ٠x, yشًّ ػٕظش٠ٓ ِخطٍف١ٓ  X  ِٓGغ١ش ِٕطٗ 

<x, y> - .صِشز 

 

ٌٝ ئِغطمشز ذحلٔطمحي  ئرج وحٔص جٌخحط١س  .1.3.2خبصية 

) جٌضِش جٌؿضت١س فحْ , )  . 

 

أٚي ػٍّحء جٌش٠حػ١حش جٌز٠ٓ دسعٛج ٘زج جٌٕٛع ِٓ جٌفثحش 

فٟ  1981فٟ ػحَ  J.C. Lennox  ٚJ. Wiegold حّ٘

 جٌطح١ٌس: جلأٌٚٝ ٌٝ جٌٕطحتؽئ. ٚ لذ ضٛطٍٛج [20]حمحٌِّٙ

 








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صِشز لحذٍس ٌٍكً رجش ٔٛع ِٕطٗ.   Gٌطىٓ  .2.3.2نظرية 

 صِشز.-G FN وحٔص ئرج ٚ فمؾ ئرج    G(N,)فحْ:

 

صِشز لحذٍس ٌٍكً رجش ٔٛع ِٕطٗ.   Gٌطىٓ  .3.3.2نظرية 

ٟ٘ فثس  Pصِشز ق١ع -G Pئرج ٚ فمؾ ئرج G(P,)فحْ: 

 جٌضِش ِطؼذدز جٌذٚس٠س.

 

 1973فٟ  J.C.Lennoxٟ٘ ضؼ١ُّ ٌٕظش٠س جلأخ١شزْ جٌٕظش٠س ئ

صِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ ق١ع -S وً ْأ[ جٌطٟ ضٕض ػٍٝ 20فٟ ]

 ِطؼذدز جٌذٚس٠س ٟ٘وً صِشز ؾضت١س غٕحت١س جٌط١ٌٛذ 

 P-.صِشز 

 

 

 

 صِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ. فحْ:-G  Sٌطىٓ  .4.3.2نظرية 

G(C0,) وحٔص ئرج ٚ فمؾ ئرج G  صِشز ِٓ جٌفثسC0  ق١عC0 

 .(coherant)جٌّطّحعىس  ٟ٘ فثس جٌضِش

وً صِشز ؾضت١س ئرج وحٔص  C0صِشز ِٓ جٌفثس  Gٔزوش أْ 

 ّٕطٗجٌ جٌطّػ١ًف١ٙح رجش ٔٛع ِٕطٗ ٟ٘ صِشز رجش 

(finite presentation group). 

 

[ فشػ١س 15فٟ ] J.R.J.Grovesذش٘ٓ   1983فٟ ػحَ  

J.C.Lennox  ٚJ.Wiegold  :جٌطح١ٌس 

 

 صِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ. فحْ:-G  Sٌطىٓ  .5.3.2نظرية 

G(U,)   ئرج ٚ فمؾ ئرجG  صِشز ِٓ جٌفثسFU. 

 ( (supersoluble لحذٍس ٌٍكً ذحِط١حصفثس جٌضِش  Uق١ع 

                                                                                                             .ٟ٘ جٌضِش جٌطٟ ضمرً عٍغٍس ٔحظ١ّس دٚجسز
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)فئات زمر أخرى من النوع    1.1.1 , ) . 
 

) .الفئة  0.2.2.1 , )
k

N  

فٟ    C. Delizia(ذش1996ٓ٘جٌطشض١د )ػٍٝ  1994فٟ ػحَ 

 جٌطح١ٌس:  جٌٕظش٠س[ 9،10]

 

 صِشز(-RF)ػٍٝ جٌطشض١د صِشز-G S. ئرج وحٔص 6.3.2نظرية 

 رجش ٔٛع ِٕطٗ. فحْ:

G( N2,)  ئرج ٚ فمؾ ئرج وحٔصG/Z2(G) .ِٕط١ٙس 

  جٌغحذك جٌرحقعٔفظ لحَ  ( 2000 )ػٍٝ جٌطشض١د1998فٟ ػحَ 

 ذش٘ٓ ٚ أػلاٖجٌٕط١ؿس  ذطؼ١ُّ ([12] )ػٍٝ جٌطشض١د[11فٟ ]

 :جٌطح١ٌس جٌٕظش٠س

  رجش ٔٛع ِٕطٗ صِشز-G S. ئرج وحٔص 7.3.2نظرية 

ئرج ٚ فمؾ ئرج ٚؾذ  G(Nk,)فحْ  dٚ رجش ؿٛي ِشطك 

c=c(k,d)  ػٍٝ جٌطشض١د(c=c(k) ( ذك١عG/Zc(G) .ِٕط١ٙس 

 

   A. Abdellahi   ٚB. Taheriلحَ وً ِٓ   1999فٟ ػحَ  

خ١شز ٚ ذشٕ٘ح جٌٕط١ؿس ٘زٖ جٌٕط١ؿس جلأ[ ذطكغ١ٓ 4فٟ ]

 جٌطح١ٌس:

 فحْ: رجش ٔٛع ِٕطٗ صِشز-G Sٌطىٓ  .8.3.2نظرية 

G( Nk,)  ئرج ٚ فمؾ ئرج وحٔصG س صِشز ِٓ جٌفث   
( )

. 

 

 ْ:أ[ 12فٟ ] C. Delizia ذش٘ٓ  2000فٟ ػحَ 

 

 (locally graded) صِشز ِذسؾس ِك١ٍح Gٌطىٓ .9.3.2نظرية 

 .رجش ٔٛع ِٕطٗ
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G( Nk,)  ئرج ٚ فمؾ ئرج ٚؾذc=c(k)  ذك١عG/Zc(G) 

 ِٕط١ٙس.

 8.3.2ششٚؽ جٌٕظش٠س  Gئرج قممص صِشز  .1.3.2 ملاحظة

   جٌغحذمس فٟٙ 
( )

جٌضِشز  Tوحٔص  ئرجصِشز ٚ ذحٌطحٌٟ -

     G/Tفحْ  Gجٌذٚس٠س ٌـ 
( )

صِشز ذذْٚ جٌطٛجء فكغد -

G 1dkفحْ  [Theorem 7.36 ,29] فٟ ظش٠سٔ
FN - .صِشز 

 .(,  ) و  ()  ,()   الزمر فئات   1.2.2.1

غ١ش ِٕطٗ ِٕٙح  ءق١ع وً ؾض Gفثس جٌضِش   () ٔشِض ذـ 

ٚ ذك١ع ٠ٛؾذ ػذد ؿر١ؼٟ  x, y شًّ ػٕظش٠ٓ ِخطٍف٠ٓ١

n=n(x,y)  ق١ع [x ,  k>0 ِٓ جؾً  ()   ٔشِض ذـ.  1=[  

شًّ غ١ش ِٕطٗ ِٕٙح ٠ء ق١ع وً ؾض Gفثس جٌضِش ٌ، ِػرص

, x]ذك١ع  x, y ػٕظش٠ٓ ِخطٍف١ٓ  فثس جٌضِش    ٚ 1=[  

k-.أٔؿحي 

فٟ  P. Longobardi   ٚM. Majذش٘ٓ وً ِٓ  1993فٟ ػحَ 

 [ جٌٕظش٠س جٌطح١ٌس: 22]

صِشز لحذٍس ٌٍكً رجش ٔٛع ِٕطٗ.   Gٌطىٓ  .3.2..1 نظرية

 .FNصِشز ِٓ جٌفثس  Gئرج ٚ فمؾ ئرج    G   () :فحْ

 

[ فٟ جٌٕظش٠ط١ٓ 2] , A. Abdollahiلحَ   2000فٟ ػحَ 

 : k=2  ٚk=3ِٓ جؾً  ()  جٌطح١ٌط١ٓ ذط١١ّض جٌفثس 

 

صِشز لحذٍس ٌٍكً رجش ٔٛع ِٕطٗ.   Gٌطىٓ  .11.3.2 نظرية

/2ئرج ٚ فمؾ ئرج وحٔص   G    ()فحْ ( )G Z G  .ِٕط١ٙس 
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صِشز لحذٍس ٌٍكً رجش ٔٛع ِٕطٗ.   Gٌطىٓ  .12.3.2 نظرية

    Gئرج ٚ فمؾ ئرج وحٔص  G    () فحْ
( )

 صِشز.-

 

[ جٌٕظش٠س 23فٟ ]  P. Longobardiقغٓ  2001فٟ ػحَ 

 جٌغحذمس ذحٌٕظش٠س جٌطح١ٌس: 

 

صِشز لحذٍس ٌٍكً رجش ٔٛع ِٕطٗ.   Gٌطىٓ  .13.3.2 نظرية

 صِشز.-     Gئرج ٚ فمؾ ئرج وحٔص    G  (   , )فحْ

  .(NkF, )و (NF, ).(FNk, ).(FN, )فئات الزمر  3.3.3.3

[ جٌٕطحتؽ 38فٟ ]  N. Trabelsi ذش٘ٓ 2002فٟ ػحَ 

 جٌطح١ٌس: 

صِشز لحذٍس ٌٍكً رجش ٔٛع ِٕطٗ.   Gٌطىٓ .14.3.2 نظرية

 :حْف

1. G(FN, )  ئرج ٚ فمؾ ئرج وحٔصG FN-.صِشز 

2. G(FNk,  G ق١ع c=c(k)ٚؾذ ئرج ٚ فمؾ ئرج (
c

FN-.صِشز 

3. G  ئرج ٚ فمؾ ئرج وحٔصG NF-.صِشز 

4. ( , )kG N F  ٚؾذ ئرج ٚ فمؾ ئرجc=c(k)  ق١عG 
c

N F-.صِشز 

 ذّؼ١س  A. Abdellahi قغّٓفٟ ٔفظ جٌغٕس وزٌه 

N. Trabelsi  [ ٟ1ف ]ذش٘ٓ ( أػلا2ٖ) 14.3.2 جٌٕظش٠س ٚ: 

صِشز لحذٍس ٌٍكً رجش ٔٛع ِٕطٗ.   Gٌطىٓ  .15.3.2 نظرية

,G(FNk:فحْ     G  وحٔص  ئرج ٚ فمؾ ئرج (
( )

 صِشز.-

) [ جٌفثس 38فٟ ]  N. Trabelsiدسط  2005فٟ ػحَ  , )N   ٚ

 جٌٕط١ؿس جٌطح١ٌس:ذش٘ٓ 





NF, 


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صِشز لحذٍس ٌٍكً رجش ٔٛع ِٕطٗ.   Gٌطىٓ  .16.3.2 نظرية

) :فحْ , )N  G  وحٔص   ئرج ٚ فمؾ ئرجG N-.صِشز 

) [ جٌفثس 28فٟ ] L. Nouiدسط  2006فٟ ػحَ  , )CN   ٓ٘ذش ٚ

 جٌٕط١ؿس جٌطح١ٌس:

صِشز لحذٍس ٌٍكً رجش ٔٛع ِٕطٗ.   Gٌطىٓ  .16.3.2 نظرية

) :فحْ , )CN  G  وحٔص   ئرج ٚ فمؾ ئرجG FN-.صِشز 

(, ) فئات الزمر من النوع  1.1
  . 

 مقدمة.  1.1.1
)ِٓ جٌفثس  Gْ أٔزوش   , )   ق١ع  ِٓ خحط١س صِش ِح ئرج

 ق١ع ٠x, yشًّ ػٕظش٠ٓ  X ِٓ Gجؾً وً ؾضء غ١ش ِٕطٗ 

 <x, y> ٟ٘ - صِشز. ذحعطرذجي<x, y>  ذـ<x, x
y
فٟ   <

x٘زج جٌطؼش٠ف ق١ع 
y 

ذحقػْٛ , ضّىٓ yذـ  ٠xّػً ِشجفك 

ِٓ جعطٕطحؼ فثس ؾذ٠ذز  2005فٟ عٕس   N.Trabelsiجِػحي 

) شِض ٌٙح٠ , )  عٕؼـٟ فٟ ٘زٖ جٌفمشز ِخطٍف جٌٕطحتؽ .

 ػ١ٍٙح ٌٙزج جٌٕٛع ِٓ جٌفثحش.جٌطٟ ضُ جٌكظٛي 

 

 خحط١س صِش ِح.   صِشز ٚ  Gٌطىٓ . 1.4.2 تعريف

) ِٓ جٌفثس أٔٙح Gٔمٛي ػٓ  , )   ٗئرج وحْ وً ؾضء غ١ش ِٕط

X  ِٕٓٙح ٠شًّ ػٕظش٠x, y  ق١ع<x, x
y
>  ٟ٘-.صِشز 

 

ٌٝ ئِغطمشز ذحلٔطمحي  ئرج وحٔص جٌخحط١س  .1.4.2 خبصية

 . جٌضِش جٌؿضت١س فحْ

 .(, )النتائج من النوع  بعض  1.1.1
ٚ  [ جٌفثس 38فٟ ]  N. Trabelsiدسط  2005فٟ ػحَ 

 جٌٕط١ؿس جٌطح١ٌس:ذش٘ٓ 

  ,  ,

CN, 
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صِشز لحذٍس ٌٍكً رجش ٔٛع ِٕطٗ.   Gٌطىٓ  .1.4.2 نظرية

) فحْ: , )CN  G وحٔص   ئرج ٚ فمؾ ئرجG FN-.صِشز 

 

فٟ   T. Rouabhiضٛطً جٌش٠حػٟ جٌغحذك ذّؼ١س  2007فٟ ػحَ 

 غرحش جٌٕط١ؿس جٌطح١ٌس:ئ ٌٝئ[ 31]

 

 صِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ. فحْ:G  -SFٌطىٓ  .2.4.2 نظرية

 ( , )N  G  ٚ وحٔص   فمؾ ئرجئرجG N-.صِشز 

 

 .2.4.2 تعريف

 (finite depth)ٔٙح رجش ػّك ِٕطٗأ Gٔمٛي ػٓ صِشز  .1

ئرج وحٔص عٍغٍطٙح جٌّشوض٠س جٌّطٕحصٌس ِغطمشز ذؼذ ػذد 

ذك١ع  nِٕطٗ ِٓ جٌخـٛجش. ذّؼٕٝ آخش ئرج ٚؾذ ػذد ؿر١ؼٟ 

٠كمك ٘زٖ جٌخحط١س ٠غّٝ  nأطغش ػذد ؿر١ؼٟ  .

 .G جٌضِشز (depth)ػّك 

)ػٍٝ جٌطٛجٌٟ  ػذد ؿر١ؼٟ ِػرص, ٔشِض ذـ  k0>ِٓ أؾً  .2

kٙػٍٝ جٌطٛجٌٟ رجش ٟ(ػحتٍس جٌضِش رجش جٌؼّك جٌّٕط(

 (.kوػش جٌؼّك ػٍٝ جلأ

ئرج ٍِىص (Hyper(AF))(AFٔٙح فٛق)أ Gٔمٛي ػٓ صِشز  .3

 :عٍغٍس ٔحظ١ّس ِطظحػذز

ذك١ع ِٓ جؾً أٞ                            

قذ ضشض١رٟ  ٚ ئرج وحْ   AF        :   (ordinal)ضشض١رٟ 

(ordinal limit)  ,    ⋃      . 

 

فٟ   F. Guerbi  ٚ T. Rouabhiجغرص وً ِٓ  2007ٟ ػحَ ف

 [ جٌٕط١ؿس جٌطح١ٌس:16]

 

 ( رجش ٔٛع ِٕطٗ. فحْ:AFصِشز فٛق)  Gٌطىٓ  .3.4.2 نظرية

nG  n1G
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G  ( , )  وحٔص   ئرج ٚ فمؾ ئرجG FN-.صِشز 

 

 ٌذ٠ٕح جٌٕطحتؽ جٌطح١ٌس: k>0ِٓ جؾً 

 

 ( رجش ٔٛع ِٕطٗ.AFصِشز فٛق)  Gٌطىٓ  . 1.4.2 نتيجة

)Gئرج وحٔص  .1 , )
k

   ٟفحٔٗ ٠ٛؾذ ػذد ؿر١ؼ c=c(k) 

/ذك١ع  ( )cG Z G .ِٕط١ٙس 

Gئرج وحٔص  .2
2

( , )  ْ2فح/ ( )G Z G .ِٕط١ٙس 

Gئرج وحٔص  .3
3

( , )   ْفحG 
(2)

3FN-.صِشز 

 

  



 
 الفصل  

 ثلثاال
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ت  فئا زمر في بعض  -FNkزمر و ال  -FCحول ال   الفصل الثالث.  1
 .يلزمر ذات النوع المنتيا

 . مقدمة 1.1

 جٌٕطحتؽ جٌطٟ ضٛطٍٕح ئ١ٌٙح  ػٍٝ٘زج جٌفظً  ٠كطٛٞ

 جعطمشجس ٔذسط جلأٚي جٌؿضء فٟ. أؾضجء ٚ ضطّػً فٟ غلاغس

. ئر ٔػرص ٞٚ جٌٍّطٛ ٟذحٌطٛع١ؼ١ٓ جٌّٕطٙ FC جٌخحط١س

رجش  (صِش– N)ػٍٝ جٌطشض١د صِش-FNأٔٗ فٟ فثس جٌـ 

)ػٍٝ جٌطشض١د  ٟجٌّٕطٙ جٌطٛع١غ فاْ ٟجٌٕٛع جٌّٕطٙ

)ػٍٝ جٌطشض١د  صِشز-FA٘ٛ   صِشز-FC لـجٌٍّطٛٞ(  جٌطٛع١غ

A –وّح ٔر١ٓ ِٓ خلاي أِػٍس ِؼحدز أْ جٌششؿحْ  (.صِش

ِٕطٗ" ػشٚس٠حْ ٌظكس ٘حض١ٓ  ٔٛع "ػذ٠ّس جٌمٛز" ٚ "ِٓ

 جٌٕط١ؿط١ٓ. 

وً ْ ٔػرص فٟ جٌؿضء جٌػحٟٔ أ  ,kFN F -ػٍٝ صِشز(

جٌطشض١د   ,kN  -فٟ فثس  (زصِشFN -ػٍٝ جٌطشض١د  صِش(

N -)ٟرجش جٌٕٛع جٌّٕطٙ صِش ٟ٘
(2)

kFN ػٍٝ  صِشز(

جٌطشض١د 
(2)

kNغُ ٚ جػطّحدج ػٍٝ جٌٕطحتؽ  (.زصِش

وً ْ ٔغطٕطؽ أ NFذحٌفثس  FNجٌغحذمس ٚ ذحعطرذجي جٌفثس 

  ,kFN F - فٟ فثس صِشزNF -ٟرجش جٌٕٛع جٌّٕطٙ صِش ٟ٘

(2)

kN F صِشز. 

 

 ف١ٗ أٔٗ ِٓ أؾً وً  ١ّٓ ٕرأِح جٌؿضء جلأخ١ش ف

FN -ػٍٝ جٌطشض١د زصِش(N -زصِش) ٙفٟ  ٟرجش جٌٕٛع جٌّٕط

جٌفثس   
*

,kFN F  ػٍٝ جٌطشض١د(  
*

,kN   ) فأٗ ٠ٛؾذ

)ػذد ؿر١ؼٟ  )c c k ِطؼٍك فمؾ ذـ k  ق١عcFNG  



 زمر في بعض فئات الزمر ذات النوع المنتو.-FNkزمر و  -FCال   حولالفصل الثالث                   
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cNG )ػٍٝ جٌطشض١د ئرج وحٔص  (. ذحٌخظٛص  
*

,G FC F  

2Gفحْ  FN  ئرج وحٔص ٚ  
*

2 ,G FN F   ْفح
(2)

3G FN
. 

 .  الجبرية العمليات ببعض FC الخاصية استقرار 1.1

ٔمذَ فٟ ٘زٖ جٌفمشز جٌٕطحتؽ جٌطٟ ضر١ٓ جعطمشجس  

جٌؿرش٠س جٌّؼشٚفس  جٌؼ١ٍّحشذٛجعـس ذؼغ  FCجٌخحط١س 

ٌٝ جٌضِش جٌؿضت١س,  جٌظٛسز جٌطّحغ١ٍس, ئوحلٔطمحي 

 ذحٌمغّس ٚ ذحٌؿذجء جٌّرحشش.

  

 . 1.2.3 خبصية

 Hفحْ  Gصِشز ؾضت١س ِٓ  Hصِشز ٚ -G  FCئرج وحٔص .1

 FC- .صِشز 

 Kٔكٛ صِشز  Gصِشز -FCضّحغً صِش ِٓ  fئرج وحْ   .2

 .Kصِشز ِٓ -f(G) FCفحْ 

صِش ؾضت١س ٔحظ١ّس ِٓ -H1, H2 ,…, Hn FCئرج وحٔص  .3

  فحْ جٌؿذجء جٌّرحشش( صِش-FC)ػٍٝ جٌطشض١د  Gصِشز 

∏   
 
   

 Gؾضت١س ِٓ  صِشز-FC٘ٛ (H1H2…Hn)ػٍٝ جٌطشض١د  

 .(صِشز-FC)ػٍٝ جٌطشض١د 

 البررهبن.

 ذذ٠ٟٙ. .1

ِٕطٗ.  Gفٟ  xطٕف ضشجفك  xGٔفشع جٔٗ ِٓ جؾً وً   .2

وضِشز  f(G)فٟ  f(x). طٕف ضشجفك طٛسضcard(xG)<ٗأٞ 

 ٟ٘:  Kؾضت١س ِٓ 

f(x)f(G) ={k.f(x).k-1 / kf(G)}  

       ={f(g).f(x).f(g)-1 / gG}         
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              ={f(g.x.g-1)/ gG} 

        = {f(x
g
) / gG}=f(xG)       

f(x) أْ٘زج ِح ٠ػرص 
f(G)

 طٕف ضشجفك ِٕطٗ. 

∏١ٌىٓ   .3   
 
    (             )  رْ طٕف ضشجفك ئ

∏فٟ   (          )   
 
     :ٟ٘ 

(          )
∏   
 
     

       ={(          )(          )(          )
  / kiHi} 

={(      
         

           
  ) / kiHi} 

        ={(  
     

       
  ) / kiHi} 

        =∏   
   

   .  

  طٕحف جٌّطشجفمس جلأ iْ ِٓ جؾً وً أذّح 
ِٕط١ٙس فحْ    

(             )
∏   
 
 .ِٕطٗ    

                                                  

فٟ صِشز  Gضّحغً غحِش ِٓ صِشز  f ١ٌىٓ. 1.2.3 نتيجة

K.  ئرج وحٔصG FC- ْصِشز فحK FC-  .صِشز وزٌه 

 ػلاٖ جٌؿضء جٌػحٌع. أ٘زج ٠ٕطؽ ِٓ جٌخحط١س  البرهبن.

 صِشز.-f(G)=K FCفحْ غحِش  fٚ صِشز -G FC ذّح أْ

صِشز  Nِٓ خلاي ٘زٖ جٌٕط١ؿس ٚ ئرج وحٔص  .1.2.3 ملاحظة

جٌطـر١ك جٌغحِش  G  ٚS صِشز-FCؾضت١س ٔحظ١ّس ِٓ 

      S(G)=G/Nفحْ , G/Nٔكٛ  Gجٌمحٟٔٛٔ جٌّؼشف ِٓ 

FC-.ِح ٠ػرص جعطمشجس جٌخحط١س  صِشزFC .ذحٌمغّس 

( فٟ جٌخحط١س 1ْ ػىظ ٔم١غ جلعطٍضجَ )ئ .2.2.3 ملاحظة

ْ صِشز ِح ل ضكمك أغرحش ئْ ٠غطؼًّ فٟ أجٌغحذمس ٠ّىٓ 

دٔحٖ ٟ٘ أ. فٟ ٘زج جٌغ١حق فحْ جٌٕظش٠س FCجٌخحط١س 

 .[8] فٟ ِٛػٛع ٌّـرٛػس ٔششضٙح
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 لرً ئػـحء جغرحش ٘زٖ جٌٕظش٠س ٌذ٠ٕح جٌطؼش٠ف جٌطحٌٟ: 

 . nرٚ ذؼذ ِٕطٗ Kفؼحء شؼحػ١ح ػٍٝ قمً ضرذ٠ٍٟ  E ١ٌىٓ

ٌٍفؼحء جٌشؼحػٟ ٌػلاغ١حش جلأشؼس     ٔشِض ذـ 

(trivectors)  ٍٝػE  ٟجٌّطشحوً ِغ جٌفؼحء جٌشؼحػ ٚ

 . Eٌلأشىحي جٌػلاغ١س جٌخـ١س جٌّطٕحٚذس ػٍٝ 

فؼحء شؼحػ١ح ػٍٝ قمً ضرذ٠ٍٟ  Eئرج وحْ . 1.2.3 تعريف

K:ْفح , 

 ذـ: ِٓ جؾً    ضأغش ػٍٝ  GL(E)جٌضِشز جٌخـ١س .1

 fGL(E)  ٚ    :  f()   f. =ًق١ع: ِٓ جؾً و 

 x,y,zE  :Λ
3
f(ω)(x,y,z))= ω(f(x),f(y),f(z)). 

  ωجٌطشحولاش جٌزجض١س ٌـ صِشز  .2

(group of Automorphisms) جٌطٟ ٠شِض ٌٙح Aut() ٟ٘

 .أٞGL(E)جٌخـ١سجٌضِشز  فٟ ω  (stabilizer)ِػرص

Aut(ω)={fGL(E)/ f.ω = ω } 

 

قمً ضرذ٠ٍٟ غ١ش ِٕطٗ, فحٔٗ  Kئرج وحْ  .1.2.3 نظرية

ػٍٝ  شؼحع -ٚ غلاغٟ E رٚ ذؼذ ِٕطٗ فؼحء شؼحػ١ح-٠Kٛؾذ 

E (trivector     ذك١ع صِشز جٌطشحولاش )

 صِشز.-١ٌFCغص  جٌّشجفمس ٌـ  Aut()جٌزجض١س

 البرهبن.   

 ٟفؼحء شؼحػ١ح ػٍٝ جٌكمً جٌطرذ٠ٍٟ غ١ش جٌّٕطٙ ١ٌEىٓ 

K جٌرؼذ ر ٚn=6 عحط ٚ رٚ جلأ   *                 +           

رٚ     ِٓ                      جٌشؼحع -ٔؼطرش غلاغٟ ٚ

شؼس رجش جلأ-فٟ ضظ١ٕف غلاغ١حش n=6ػظ١ّس جٌشضرس جلأ

 [. 32فٟ ] P. Revoyٌـ  n=6ػظ١ّس جٌشضرس جلأ
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صِشز جٌطشحولاش جٌزجض١س جٌّشجفمس ٌـ  A6 = Aut()ٌٕؼطرش

 قغد .L. Noui  ٚPh. Revoy [ ٟفحْ 27ف ]A6  جٌؿذجء ٛ٘

ℤذحٌضِشز ( )    ( )   ٔظف جٌّرحشش ٌٍضِشز 
 ℤ⁄ ق١ع   

 3رجش جٌذ١ًٌ  جٌخحطسٟ٘ جٌضِشز جٌخـ١س  ( )   

(special linear group). 

 1.2.3ِٓ جٌخحط١س (1)صِشز, فكغد -A6  ٟ٘FCْ أٔفشع ؾذل 

 صِشز-A6 ٟ٘ FCوضِشز ؾضت١س ِٓ  ( )    ( )  فحْ 

ضّػً  ( )    ( )   وضِشز ؾضت١س ِٓ  ( )   ٚ ذحٌّػً فحْ 

FC-[ 34صِشز. ٌىٓ قغد, Theorem 4, §23 ًو ]FC- صِشز

 (( )   )Z/( )   شز جٌمغّس صِشز أٞ صِ-FIZخـ١س ٟ٘ 

  /   Z(   ( ))={a ِشوض٘ح ْأٚ ذّح  ِٕط١ٙس. 
ق١ع ) {   

ٟ٘ صِشز دٚجسز  (3جٌك١حد٠س رجش جٌرؼذ  ٟ٘ جٌّظفٛفس   

ِٕط١ٙس ٚ ٘زج  ( )   ْ أٌٝ ئِٕط١ٙس فحْ ٘زج ٠إدٞ 

                                                             .غ١ش ِٕطٗ ٠Kطٕحلغ ِغ وْٛ جٌكمً 

 .FC للخاصية المنتيي   و الملتوي التوسيع  1.1

 غ١ش ِغطمشز ذحٌطٛع١غ.  FCجٌخحط١س  أْ ٔؼٍُ

ِٕطٗ )ػٍٝ  ضٛع١غ أْجٌطحٌٟ ٠ر١ٓ  1.3.3 ٌّػحيج

صِشز )ػٍٝ جٌطٛجٌٟ -FCصِشز ١ٌظ -FCٌـ  (ٞجٌطٛجٌٟ ٍِطٛ

A-.)صِشز 

 .[7]جٌزٞ ٔششضٗ فٟ  ِٛؾٛدز ذحٌّمحي ٔطحتؽ ٘زٖ جٌفمشز

 صِشز غ١ش ِٕط١ٙس رجش ٔٛع ِٕطٗ.  Gٌطىٓ. 1.3.3 ملاحظة

ذحٌخظٛص ضحفٙح( فحْ ٘زٖ  أٚ)ِٕط١ٙح Gوحْ ِشوض  ئرج

 صِشز. -١ٌFCغص  G  جٌضِشز
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صِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ ئرج ٚ فمؾ -G FCأْ  ٔؼٍُ: ببلفعل

 رجش د١ًٌ ِٕطٗ. ٚ ٘زج ٠ىحفة جٌمٛي أْ: Z(G) وحٔصئرج 

G  ١ٌغصFC- صِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ ئرج ٚ فمؾ ئرج وحٔص

Z(G)  رجش د١ًٌ غ١ش ِٕطٗ ِح ٠ىحفةZ(G)    .ِٕط١ٙس 

 

D=<a, b / a²=1, aba=bٌطىٓ  .1.3.3مثبل
-1
صِشز  <

ٟ٘  ٚ(infinite Diedral group)د١ٙ٠ذسجي غ١ش جٌّٕط١ٙس

 ٚ ضمرً  a, b ذـ صِشز لحذٍس ٌٍكً رجش ٔٛع ِٕطٗ ٌِٛذز

k=<b>  وضِشز ؾضت١س دٚجسز غ١ش ِٕط١ٙس ِشحوٍس ٌـℤ  

ٟ٘ جٌضِشز  G/Kٚ ذك١ع صِشز قحطً جٌمغّس  صِشز-FCفٟٙ 

  جٌّشحوٍس ٌـ 2جٌشضرس  جشر <H=<aجٌذٚجسز جٌّٕط١ٙس 

/2 ٚ  جٌطٟ ذذٚس٘حFC- .جٌضِشز ئرْصِشزG   ضٛع١غ ٟ٘

د١ٙ٠ذسجي  جٌضِشزِشوض  أْصِشز, ٚ ٌىٓ ذّح -FCِٕطٗ ٌـ 

D  ٟ٘ ١ٌغص  فأٙح جٌطحفٙس جٌضِشزFC-.صِشز 

 

غ١ش  FCجٌخحط١س  أ٠ْر١ٓ وزٌه  أػلاٖ٘زج جٌّػحي  ْئ

فٟ فثس جٌضِش جٌمحذٍس ٌٍكً  جٌّٕطٟٙ ِغطمشز ذحٌطٛع١غ 

صِش -FN. ٌزٌه ٔؼطرش فثس جٌـ جٌّٕطٟٙ ٚ رجش جٌٕٛع 

صِشز -FCٚؾذش  ئرجٚ ٔػرص جٔٗ  جٌّٕطٟٙ  جٌٕٛعرجش 

ِٓ ٘زٖ جٌفثس فحْ  Gد١ًٌ ِٕطٗ ِٓ صِشز  رجش H ؾضت١س

 ٔكطحؼ جٌٕط١ؿس ٘زٖ لإغرحشصِشز. -FC٘زٖ جٌضِشز ٟ٘ 

 :جٌطح١ٌس ٍطٛؿثحشٌ

 

 [EX5.1.6 ,33].1.3.3 توطئة

 d  ٚgصِشز ػذ٠ّس جٌمٛز رجش طٕف جلٔؼذجَ  Gوحٔص  ئرج

ٟ٘ صِشز  <G’, g>فحْ جٌضِشز جٌؿضت١س  Gػٕظشج ِٓ 

 .  dػذ٠ّس جٌمٛز رجش طٕف جلٔؼذجَ 
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 .2.3.3 توطئة

 m ,nصِشز ػذ٠ّس جٌمٛز ٚ ذذْٚ جٌطٛجء ٚ  Gوحٔص  ئرج

 فحْ: G y ,xػذد٠ٓ ؿر١ؼ١١ٓ غ١ش ِؼذ١ِٚٓ ٚ

 .   فحْ     =  وحْ  ئرج .1

-   ,فحْ  Gفٟ  1= -      ]وحْ  ئرج .2  .G فٟ   

-   ,فحْ  Gفٟ  1= -        ]وحْ  ئرج .3  .G فٟ   

 .البرهبن

 .dٔرش٘ٓ ذحٌطشجؾغ ػٍٝ  .dرجش طٕف جلٔؼذجَ  Gٔفشع  .1

٠ىحفة    =  ضرذ١ٍ٠س ٚ ذحٌطحٌٟ  Gفحْ  d=1وحْ  ئرج

    1=     أْذذْٚ جٌطٛجء ٠ٕطؽ  Gٚ ذّح جْ     (    )

 ِٕٗ ٚx=y  ْأ. ٔفشع ج٢ ْG  ػذ٠ّس جٌمٛز ٚ غ١ش آذ١ٍس 

 <H=<G’,x. ٔؼطرش جٌضِشز جٌؿضت١س d ٔؼذجَٚ رجش طٕف جلإ

 ِٓ, x  ِٓGٚ جٌؼٕظش  ’Gجٌٌّٛذز ذحٌضِشز جٌّشطمس 

.  d ٠ىْٛ  Hٌـ جلٔؼذجَ طٕف فحْ ػلاٖأ 1.3.3 جٌطٛؿثس

 .Hػٍٝ  ِكممس جٌطٛؿثس فحْ جٌطشجؾغ فشػ١س ِٓ ئرْ

ٚ ِٕٗ  .     ٚ  xH ٚ       = x[x  y]Hفشػح  ٌذ٠ٕح 

  جٌخحط١س فكغد Hفٟ       =      =        (     ) 

        ٠ىْٛ ٌذ٠ٕح  H٘زٖ جٌطٛؿثس ِـرمس ػٍٝ  1ِٓ) )

 : ذحٌطحٌٟٚ  ٠طرحدلْ x  ٚ yِح ٠إدٞ جٌٝ جْ 

                   (    )  = 1   x=y.   

 :ٌذ٠ٕح  .2

                           (      )  =  .   

  (1) فكغد

 (      )  =            = x 

                   =     
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                      =    

               (     ) =      

 .xy=yxٚ ِٕٗ         وزٌه ٠ٕطؽ ٌذ٠ٕح:  (1) فكغد

 :  وزٌه ٌذ٠ٕح   .3

[        - =1                       

                            

                             

              [       - =1 

  xy = yx أ٠ْٕطؽ  (2) فكغد

                                                                                                                      

ِغطمشز  FCأعفٍٗ أْ جٌخحط١سجلأعحع١س ٔػرص فٟ جٌٕظش٠س 

 صِشز رجش جٌٕٛع -FNفٟ فثس جٌـ جٌّٕطٟٙ ذحٌطٛع١غ 

 .جٌّٕطٟٙ

 

 .1.3.3 نظرية

 صِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ.-G  FNٌطىٓ 

G (FC)F-صِشز ئرج ٚ فمؾ ئرج وحٔص G FC-.صِشز 

 البرهبن.

 ئرج وحٔص G ( )FC- ْصِشز فا( )FC F G-.صِشز 

  ْٔفشع ج٢ْ أ( )FC F G-صِشز فٟ فثس جٌـFN- صِش رجش

 H  ِٓGٔٛع ِٕطٗ، ئرْ ضٛؾذ صِشز ؾضت١س ٔحظ١ّس ِٕط١ٙس 

ػذ٠ّس جٌمٛز. ذّح أٔٗ قغد  G/Hذك١ع صِشز جٌمغّس 

)ْ وً أ[ 26فٟ ] Nishigoriٔط١ؿس ٌـ  )F FC- ٟ٘ صِشز    

FC- ٟأغرحش ئصِشز، ف١ىف ْG/H  ٟ٘FC-صِشز فٟ فثس جٌـ

N- جٌخحط١س  أذّح  .جٌّٕطٟٙ ٕٛع جٌصِش رجش ْ( )FC F 
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   ٞأْ أغرحش ئٌٝ جٌمغّس ف١ىفٟ ئذحلٔطمحي  زِغطمش

( )FC F-صِشز فٟ فثس جٌـN-ٟ٘ ٗصِش رجش ٔٛع ِٕط     

FC-.أذّح  صِشز ْ( )FC F G  صِشز فحٔٗ ضٛؾذFC- صِشز

  ِٕط١ٙسG (G/N  .)رجش د١ًٌ ِٕطٗ فٟ  Nؾضت١س ٔحظ١ّس

 6.2.2كغد ٔظش٠سػذ٠ّس جٌمٛز ٚرجش ٔٛع ِٕطٗ ف G وْٛ ٚ

ضكمك جٌششؽ جلأػظّٟ ػٍٝ جٌضِش جٌؿضت١س فٟٙ   Baerٌـ

(max)  ْٞأٌٝ ئِح ٠إدN FC- ٗصِشز ؾضت١س رجش ٔٛع ِٕط

صِشز -N  ٟ٘FIZ[ فحْ Theorem 2.6 ,5] ٚ جعطٕحدج ٌـ

)ْ ِشوض٘ح أأٞ  )Z N  ٟرجش د١ًٌ ِٕطٗ فN ِْح ٠ؼٕٟ أ 

Z/Z(N) ٌٙىٓ  .١سِٕطG/N
  

 صِشز ِٕط١ٙس ٚ ذحٌطحٌٟ 

G/Z(N) .رْ ِٓ جؾً وً ئ ِٕط١ٙس,x y  ِٓG  فحٔٗ ٠ٛؾذ

n,ػذد٠ٓ ؿر١ؼ١١ٓ  m  غ١ش ِؼذ١ِٚٓ ذك١ع,n mx y  ْ٠ٕط١ّح

)ٌٝئ )Z N  ٞئٚ٘زج ٠إد ٌٝ, 1n mx y     ٟفG . ٓ١ٌى

( )T Tor G جٌٍّط٠ٛس ٌـ جٌؿضت١سجٌضِشزG أ. ذّح ْG 

صِشز ػذ٠ّس G/T فحْ  6.2.1قغد ٔظش٠س  ػذ٠ّس جٌمٛز فحْ

ػلاٖ أ (2) 2.3.3 جٌطٛؿثس فرطـر١كجٌمٛز ذذْٚ جلٌطٛجء 

فحْ  ,xT yT T ٟجٌضِشز ف G/T ٚ  ٌٟذحٌطحG/T  صِشز

صِشز دٚجسز ٚ ػذ٠ّس  ٠max ٚTكمك  Gآذ١ٍس. وزٌه وْٛ 

 Tْاف 12.2.1ٔظش٠س غد قجٌمٛز ٚ رجش ٔٛع ِٕطٗ فحٔٗ 

FAِٕط١ٙس ِٕٚٗ  G- فٟٙ 4.2.1ٚ قغد جٌٕظش٠سصِشز    

FC-صِشز                 .                                     

                                                                                                                                                  

 .2.3.3 ملاحظة

 ١ٌغص جٌغحذمس 1.3.3جٌٕظش٠س ْأ ٠ر١ٓ أعفٍٗ جٌّػحي

 "جٌّٕطٟٙ  جٌٕٛع"رجش  جٌششؽ ئصجٌس قحٌس فٟ طك١كس
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 .2.3.3 مثبل

ٔؼطرش 2A F X  ٌٟٚ2ؾرش وػ١شجش جٌكذٚد ػٍٝ جٌكمً جلأF 

جٌطشحوً     ٚ
     

:

, , ,

A A A A

P Q P Q P Q Q





  

 
  

H ٔؼغ A A  ٚ K  ق١ع 
2

A AId  جٌّـحذك  جٌطـر١ك

Aػٍٝ  A . 

 دٚجسز صِشز Kصِشز ٚ- FCآذ١ٍس فٟٙ  صِشز H: ٌذ٠ٕح

ٔظف  جٌؿذجء G=H K ٌٕؼطرش صِشز.-FCفٟٙ 2 جٌشضرس رجش

 ذحٌشغُ أْ .Kذـ Hٌـ (semi direct product)جٌّرحشش 

G ٍـٌ ِٕطٗ ضٛع١غ FC- صِشزH  س جٌّٕط١ٙ ذحٌضِشزK 

             .                          صِشز-١ٌFCغص  ئل أٔٙح

ضىْٛ ٌذ٠ٕح  ذحٌخحط١س  Fجعطرذٌٕح جٌخحط١س  ئرج

 س جٌطح١ٌس:ٕط١ؿجٌ

 .1.3.3 ةجيتن

 صِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ -G N ٌطىٓ

G  ئرج وحٔص FC -فاْ صِشز G A-صِشز. 

 . البرهبن

 أْ ٔفشع G FC  ٟجٌفثس فN.ْ٠ٛؾذ صِشز ؾضت١س  ئر

أْ  ػذ٠ّس جٌمٛز. ذّح G/F ذك١ع F  ِٓGٔحظ١ّس دٚس٠س 

جٌخحط١س  FC   ٟوً صِشز أ شحرغئِغطمشز ذحٌمغّس ف١ىف ْ

ػذ٠ّس جٌمٛز رجش ٔٛع ِٕطٗ فٟ جٌفثس FC   ٟ٘A-صِشز. 

 ٌذ٠ٕح G FC  رْ ضٛؾذ ئFC- صِشز ؾضت١س H ق١ع G/H 

     G/Hصِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ فحْ -G Nْ أدٚس٠س. ذّح 

N- 3.2.2فكغد جٌٕط١ؿس  رجش ٔٛع ِٕطٗٚ  دٚس٠سصِشز 
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G ٚ ضظرف  ِٕط١ٙس G/Hفحْ  FC F-فٟ فثس جٌـ  صِشزN- صِش

  Gفاْ  1.3.3فكغد جٌٕظش٠س  جٌّٕطٟٙ رجش جٌٕٛع 

FA- رْ ئصِشزG/F A- ٚ صِشزF  فحْ دٚس٠سG A.    

                                              

1.1    FNkو Nk-  المنتييةالشرط على المجموعات غير    معزمر  

  ( Nk,)و   ( FNk,)  تانالفئا 1.1.1
 جٌطح١ٌط١ٓ جٌخحط١ط١ٓ خلاي ِٓ ذاغرحش جٌفمشز ٘زٖ ٔرطذب

 صِش(-Sـ )ػٍٝ جٌطٛجٌٟ فثس جٌصِش-FSـ جٌ فثس فٟ جٔٗ

وً  جٌّٕطٟٙ  جٌٕٛع رجش ,kFN - ٌٟصِشز )ػٍٝ جٌطٛج

 ,kN - ٟ٘ )صِشز   
( )

  )ػٍٝ جٌطٛجٌٟ  
( )

 صِشز(-

  [7] جٌزٞ ٔششضٗ فٟ ِٛؾٛدز ذحٌّمحي ٔطحتؽ ٘زٖ جٌفمشز

 .1.4.3 خبصية

جٌفثس  ِٓصِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ -G FSوحٔص  جئر ,kFN  

   جٌفثس ِٓفأٙح صِشز 
( )

. 

 البرهبن

رْ ضٛؾذ صِشز ؾضت١س ٔحظ١ّس ِٕط١ٙس ئصِشز، -G FS ٔفشع

F  ذك١عG/F   جٌفثس ألحذٍس ٌٍكً. ذّح ْ ,kFN  

صِشز لحذٍس ٌٍكً ٚ  G/Fِغطمشز ذحٌمغّس فحْ جٌضِشز 

فٟ جٌفثس  ِٕطٗرجش ٔٛع  ,kFN   فكغد

(Corollary1.8[،1)]  ْفحG/F  ٟ٘   
( )

صِشز ٚ ذحٌطحٌٟ -

G F(   
( )
   فٟٙ صِشز-(

( )
                                         .صِشز-
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 1.4.3 ملاحظة

1kؾً أ ِٓ  ٟوً أػلاٖ ٔغطٕطؽ أجٌٕظش٠س  ف ْFS- صِشز

 صِشز.-FC ٟ٘(FC, )رجش ٔٛع ِٕطٗ فٟ جٌفثس 

 

 .2.4.3 خبصية

صِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ فٟ جٌفثس -G Sوحٔص  رجئ ,kN  

  G فحْ 
( )

 صِشز-

 البرهبن

دٚس٠س ٔحظ١ّس ؾضت١س صِشز ضٛؾذ رْئصِشز، -G S ٔفشع

N ذك١ع G/N  جٌخحط١سألحذٍس ٌٍكً. ذّح ْ ,kN  

 ٔٛع رجش ٚ ٌٍكً لحذٍسG/N ِغطمشز ذحٌمغّس فحْ جٌضِشز 

جٌفثس فٟ ِٕطٗ ,kN  جٌّكطٛجز فٟ جٌفثس ,N   فكغد

جٌضِشز  فحْ [6]ٚ قغد  Nفٟ جٌفثس  G/N فحْ[38]

صِشز   G/Tذك١ع صِشز جٌمغّس  G/N  ٟ٘T/Nجٌذٚس٠س ٌـ 

ذذْٚ جٌطٛجء فٟ جٌفثس ,kN  ْئر .G/T لحذٍس  صِشز

ٌٍكً رجش ٔٛع ِٕطٗ فٟ جٌفثس  ,kN   فكغدف١ٕطؽ قغد  

([4] , Theorem ) ْأG/T ٟ٘   
( )

  Gٚ ذحٌطحٌٟ  صِشز-

(   
( )
  Gِح ٠إدٞ أْ  صِشز-(

( )
.                                                   
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 .( ,  (Nk))و   ( F, (FNk)) الفئتان 1.1.1
 أػلاٖ( 2.4.3)ػٍٝ جٌطٛجٌٟ  1.4.3 ٌٍخحط١س ذحٌشؾٛع   

 ِٕطٗ ٔٛع رجش (صِشز-S)ػٍٝ جٌطٛجٌٟ صِشز-FSأْ سأ٠ٕح

جٌفثس فٟ ,kFN   ٌٟػٍٝ جٌطٛج( ,kN )ٟ٘   
( )

 صِشز-

)ػٍٝ جٌطٛجٌٟ    
( )

. Nذـ S، فارج جعطرذٌٕح  (صِشز-

ٌـ  ضٛع١ؼح ٍِط٠ٛح( kFN جٌطٛجٌٟ )ػٍٝ Nkذذي  ٚأخزٔح

Nk  ٌٟػٍٝ جٌطٛج(ِ ٌـ ١حٕطٙضٛع١ؼح kFN)  ضىْٛ ٌذ٠ٕح

 :[7جٌّٕشٛسض١ٓ ذحٌّمحي ] ط١ٓجٌطح١ٌ ظش٠طٓجٌٕ

 

 1.4.3 نظرية

 صِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ. -G N ٌطىٓ

ئرج وحٔص   ,kG N    ْفح
(2)

kG N. 

 البرهبن

صِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ. ئرْ ضٛؾذ صِشز ؾضت١س -G N ٔفشع

رجش  ػذ٠ّس جٌمٛز  G/Hجٌضِشز  ذك١ع H دٚس٠س ٚ ٔحظ١ّس

صِشز ٔٛع ِٕطٗ. ذّح أٔٙح رجش ٔٛع ِٕطٗ فٟٙ ضمرً 

صِشز  Hأْ  ذّحرجش سضرس ِٕط١ٙس ٚ   T/Hؾضت١س دٚس٠س

ػذ٠ّس  G/T جٌضِشزدٚس٠س وزٌه ذك١ع  ضىْٛ T دٚس٠س فاْ 

جٌمٛز ذذْٚ جٌطٛجء فٟ جٌفثس   ,kN   ِ أْ  ئ٠ٌٝإدٞ ح

G/T  فٟ جٌفثس ,kN   ٚ جعطٕحدج ٌٍٕط١ؿس([29], Lemma 6.33) 

ٟ٘ صِشز ِٓ جٌفثس  G/Tٔغطٕطؽ أْ   ,kN   ْٛو ٚG/T  

فٟٙ  ( Theorem , [4])، فكغد لحذٍس ٌٍكً ٚ رجش ٔٛع ِٕطٗ

   ضٕطّٟ ٌٍفثس 
( )

ٌٝ ئدٚس٠س فحْ ٘زج ٠إدٞ  T أْٚ ذّح  

  ضٕطّٟ ٌٍفثس G أْ
( )
 .     
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 .2.4.3 نظرية

 صِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ. G FNٌطىٓ

وحٔص ئرج .1  ,kFN F   Gْفح 
 2
kG FN 

2.  ( ) ,G FC F  ْئرج ٚ فمؾ ئرج وحG FC  . 

 البرهبن.

جٌفثس  ِٓ صِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ-G FN أْ ٔفشع .1

  ,kFN F  . ِٕٗٔط١ٙس ضٛؾذ صِشز ٔحظ١ّس فح H ذك١ع 

رجش ٔٛع ِٕطٗ ٚ ذحٌطحٌٟ  ػذ٠ّس جٌمٛز G/H صِشز جٌمغّس

ِٕط١ٙس  H أْٚ ذّح  .ِٕط١ٙس T/Hفٟٙ ضمرً صِشز دٚس٠س 

جٌخحط١س  أْ وِْٕٛط١ٙس.   Tفحْ  ,kN    ِغطمشز

 أٌٍْمغّس ٚ  ذحلٔطمحي     , ,k kFN F N    ْفح

  ,/ kNG T     ػلاٖ فحْ أٚ ذحٌطحٌٟ قغد جٌٕظش٠سG/T 

جٌفثس  ِٓذذْٚ جٌطٛجء صِشز 
(2)

kN  ٍٟٙفثسٌ ضٕطّٟف
(2)

kN 

ٚ ذحٌطحٌٟ 
(2)

kG FN . 

Gٔفطشع .2 FC جٌخحط١س أْ ذّح  FCِغطمشز
 

ذحلٔطمحي 

 فحْجٌؿضت١س  ٌٝ جٌضِشئ    ,FC FC F FC F   ٚ ٌٟذحٌطح 

  ,G FC F  . 

ِٓ  جٌّٕطٟٙ صِشز رجش جٌٕٛع -G FN أْٔفشع ػىغ١ح، 

جٌفثس   ,FC F   ٟٙجٌششؽ ألأػظّٟ ػٍٝ جٌضِش ضكمك ف

ٌذ٠ٕحٚ  (Max) جٌؿضت١س
 

        1, , ,G FC F G FA F G FN F        

حْ جٌٕظش٠س ف ٘زٖ ِٓ (1)ٍؿضءطٕحدج ٌعحف 
 2
1G FN FA  

Gأٞ FC                                        .                
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  .2.4.3 ملاحظة

 جٌمٛز" ػذ٠ّس٠ر١ٓ أْ ششؽ " جٌغحذك 2.3.3جٌّػحي ئْ .1

(Nilpotent)ط١ٓجٌغحذم ط١ٓششؽ ػشٚسٞ قطٝ ضىْٛ جٌٕظش٠ 

  طك١كط١ٓ.

2. 
 جٌخحط١س أْ ذّح kFN F  جٌضِش ئِغطمشز ذحلٔطمحي ٌٝ

فحْ جٌؿضت١س
 
    ,k kFN F FN F  ًٔغطٕطؽ أْ و ِٕٗ ٚ

 

FN-جٌفثسرجش ٔٛع ِٕطٗ ِٓ  صِشز  kFN F ف ٟٙ
 2
kFNصِشز.   

 أػلاٖ ٠ّىٓ ئغرحضٙح وزٌه ذحعطؼّحي 1.3.3جٌٕظش٠س ئْ .3

 ٚ جعطؼّحي وْٛجٌغحذمس جٌٕظش٠س ِٓ  (2)جٌؿضء

        ,FC F FC F  

ِٓ جٌٕظش٠س جٌغحذمس ٌذ٠ٕح جٌٕط١ؿس جٌطح١ٌس جٌّٛؾٛدز 

 [7ذحٌّمحي ]

 

. 1.4.3 نتيجة
 

     . رجش ٔٛع ِٕطٗ صِشز-G FN ٌطىٓ

 ئرج وحٔص  ,kG FN F  :ْفح 

1dk ذك١ع k ِطؼٍك ذـ ٠d=d(k)ٛؾذ ػذد ؿر١ؼٟ  .1
G FN  

 ذك١ع d  ٚkِطؼٍك ذـ  c=c(d,k) ٠ٛؾذ ػذد ؿر١ؼٟ .2

G/Zc(G) .صِشز ِٕط١ٙس 

 .البرهبن

 وْٛ .1  ,kG FN F  2.4.3 جٌٕظش٠سِٓ (1) جٌؿضء قغد  

 فاْ جٌغحذمس
(2)

kG FN . ئرْ ضٛؾذ صِشز ؾضت١س ٔحظ١ّس

ذك١ع  Nِٕط١ٙس 
(2)/ kG N N ْؾضء  6.2.2قغد جٌّلاقظس ذّح أ

وً صِشز ػذ٠ّس جٌمٛز رجش طٕف جلٔؼذجَ ػٍٝ جلأوػش  (2)

k  صِشز ٟ٘-kفحْ  أٔؿحي/G N  صِشز ٟ٘-kذذْٚ  أٔؿحي

لحذٍس ٌٍكً رجش ؿٛي فٟٙ   ػذ٠ّس جٌمٛزٚ وٛٔٙح جٌطٛجء 

                                    .dِشطك ػذد ؿر١ؼٟ 
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ضٕطّٟ ئٌٝ   G/Nفاْ جٌضِشز  (Theorem 7.36 (i) ,[29]) فكغد

1dkجٌفثس
FN ِٕٗ ٚ1 1( )d dk k

G F FN FN  . 

1dkٌذ٠ٕح  ٟ ٘زٖ جٌٕط١ؿسف (1)جٌؿضءِٓ  .2
G FN   قغد

(P.Hall ,[17])  فأٗ ٠ٛؾذ ,c c k d  ل ٠طؼٍك ئل ذـk  

ٚd  ق١ع / cG Z G  ِٕط١ٙس.صِشز                                                    

  2.4.3جٌٕظش٠سفٟ  NFذحٌششؽ  FNج جعطرذٌٕح جٌششؽ رئ

 :[7جٌّٕشٛسز ذـ ]س جٌطح١ٌس ؿ١طجٌٕ جٌغحذمس ٔكظً ػٍٝ

 

 2.4.3 ةجيتن

 جش ٔٛع ِٕطٗ.رصِشز G NFٌطىٓ 

 ج وحٔصرئ .1 ( ) ,kG FN F   ْفا
(2)

kG N F. 

G ذشىً خحص : .2 AFج وحٔص رج ٚفمؾ ئرئ  ,G FC F . 

 .البرهبن

صِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ فٟ جٌفثس -NFفشع أْ ٔ .1  ,kFN F  

ٚرجش H  ضٍّه صِشز ؾضت١س ٔحظ١ّس ٚػذ٠ّس جٌمٛز  G ئرْ

G/ )أٞ Gفٟ  د١ًٌ ِٕطٗ H صِشز -NFٚذّح أْ  ِٕط١ٙس(. 

ِٕطٗ ضكمك جٌششؽ جلأػظّٟ ػٍٝ جٌضِش جٌؿضت١س رجش ٔٛع 

ذ٠ّس جٌمٛز رجش ٔٛع ِٕطٗ ٚد١ًٌ ِٕطٗ فٟٙ صِشز ػ H فاْ

     فأٗ ضٛؾذ ( Theorem 5.4.15 , [30])ٚقغد طؼذدز جٌذٚس٠س ِ

PI-صِشز ؾضت١سM ِٓ H  ٗػذ٠ّس جلٌطٛجء ٚرجش د١ًٌ ِٕط

GK ؼطرشٔ. H  فٟ M ٔٛجز Mٟف G. وزٌه ْئر K ز صِش

ػذ٠ّس جٌمٛز ،ػذ٠ّس جلٌطٛجء ٚرجش د١ًٌ ِٕطٗ ٔحظ١ّس 

،ذّح أْ جٌخحط١س G فٟ
 

  ,kFN F   ٌِٝغطمشز ذحلٔطمحي ئ

جٌضِش جٌؿضت١س فا
ْ

  ,kK FN F   (1)فكغد جٌٕط١ؿس ِٓ

K جٌغحذمس ٔغطٕطؽ أْ 2.4.3 جٌٕظش٠س
 

(2)

kFN ْٚصِشز ذذ

K جٌطٛجء ِح ٠إدٞ ئٌٝ أْ
 

(2)

kNْٛصِشز ٚو /G K   ِٕط١ٙس

     ضّػً G  ْفا
(2)

kN Fصِشز. 

Gج وحٔص ئر .2 AF ْفا G FC F  ذّح أْ جٌفثس ٚ(FC)F 

ْ ِغطمشز ذحلإٔطمحي ٌٍضِش جٌؿضت١س فا  ,G FC F  . 
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أْٔفشع ػىغ١ح   ,G FC F   ْفا     1, ,G FA F FN F     

فاْ  ظش٠سجٌٕ( ِٓ ٘زٖ 1ؾضء)فكغد 
(2)

1G N F ٞأG AF.   

 

( F, (FNk)) الفئتان 1.1
 و  ((Nk) ,  )

 

ذّؼ١س   T.Rouabhiش جٌٕط١ؿس جٌطٟ ضٛطً ئ١ٌٙح ٔزوّ 

N.Trabelsi ((i)،Corollary[،30] ٗٔجٌطٟ ضٕض ػٍٝ أ )

صِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ فٟ جٌفثس -G SFج وحٔص رئ 
*

,kN   
فأٗ ٠ٛؾذ ػذد ؿر١ؼٟ  c c k  ـِطؼٍك ذk   فمؾ ذك١ع

CG N.  جٌٕط١ؿس ٚوْٛ جٌفثس زػطّحدج ػٍٝ ٘حف ٖ 
*

,kN    

رجش  FS ِغطمشز ذحٌمغّس فإٔح ٔغطٕطؽ أٔٗ فٟ جٌفثس

وً صِشز ِٓ جٌفثس  جٌّٕطٟٙ جٌٕٛع  
*

,kN      ٟ٘CN صِشز

ِٓ أؾً  c c k  ػذد ؿر١ؼٟ ِطؼٍك فمؾ ذـ k. 

ج جعطرذٌٕح جٌخحط١س رئ  ,kN    ذحٌخحط١س  
*

,kN   

 جٌطح١ٌس أػلاٖ ٔطكظً ػٍٝ جٌٕط١ؿس 1.4.3فٟ جٌٕظش٠س

 :    [7ٙح جٌّمحي]ٔجٌطٟ ٔشش

 
 

 .1.5.3 نظرية

صِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ فٟ جٌفثس -G Nئرج وحٔص 

  
*

,kN    ٟفأٗ ٠ٛؾذ ػذد ؿر١ؼ( )c c k ِطؼٍك فمؾ ذـ k 

cGق١ع  N  

 

 .البرهبن

صِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ فٟ جٌفثس -G Nٔفشع   
*

,kN     

)ٚ ٌطىٓ  )T Tor G جٌضِشز جٌؿضت١س جٌذٚس٠س ٌـG  فكغد

G/فاْ  (1)ؾضء 1.3.3 جٌطٛؿثس T  ْٚػذ٠ّس جٌمٛز ذذ

ٌطٛجء ٚ وْٛ جٌفثس ج  
*

,kN    ِْغطمشز ذحٌمغّس فا

  
*

/ ,kG T N    ٌٟذحٌطح ٚ / ,kG T N 


  ذطـر١ك .

ٔغطٕطؽ أْ  (Lemma 6.33 ,[29])جٌٕط١ؿس  / ,kG T N


  ٌٓى .
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جٌفثس  ,kN


 ٟ٘  فثس ؾضت١س ِٓ جٌفثس 1k    ٟجٌط ٟ٘

٠شًّ  ٠Xىْٛ ف١ٙح وً ؾضء غ١ش ِٕطٗ جٌطٟ جٌضِش فثس 

x,ػٕظش٠ٓ ِخطٍف١ٓ  y  ْٛذك١ع ٠ى 1, 1kx y .  ْئر/G T 

ضٕطّٟ ٌٍفثس  1k    وٛٔٙح ػذ٠ّس جٌمٛز فٟٙ لحذٍس ٚ

)فأٗ ٠ٛؾذ ( Theorem 3 , [2])ٌٍكً. فكغد  )c c k  ِطؼٍك فمؾ

ق١ع  k ذـ
 

/
/c

G T
Z G T

 , [17])ِٕط١ٙس ٚجعطٕحدج ٌٍٕط١ؿس 

Theorem 1 )  ْفا   1 1/ /c cY G T Y G T T   ِٟٕٙط١ٙس ٚ ذحٌطحٌٟ ف

فاْ  ) فٟٙ دٚس٠س(ِٕط١ٙس Tأْ وْٛ دٚس٠س.  1cY G 

/G( ٌذ٠ٕح 3ؾضء ) 12.2.2 . ٚقغد ٔظش٠سدٚس٠س  1cY G ٟ٘ 

Nc- ٚ ذحٌطحٌٟصِشز cG N.               

 

 .2.5.3 ةظرين

 صِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ-G FNىٓ طٌ

ئرج وحٔص  .1  
*

,kG FN F   ٟفأٗ ٠ٛؾذ ػذد ؿر١ؼ( )c c k 

cGق١ع  k ِطؼٍك فمؾ ذـ FN. 

ئرج وحٔص  .2  
*

,G FC F   ْ2فا/ ( )G Z G  ٚ 2ِٕط١ٙسG FN 

ئرج وحٔص  .3
  

*

2 ,G FN F 
فاْ:  

(2)

3G FN. 

 .البرهبن

جٌضِشز  Tصِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ. ٚ ٌطىٓ -G FNٔفشع  .1

صِشز  Tفاْ 9.2.2سٕظش٠جٌ. فكغد Gجٌؿضت١س جٌذٚس٠س ٌـ 

ِٕط١ٙس،ٚ وّح ؾحء فٟ جٌٕظش٠س جٌغحذمس ٚجعطٕحدج 

G/ٔغطٕطؽ أْ  (Lemma 6.33 ,[29])ٌٍٕط١ؿس فٟ  T  ٌٝضٕطّٟ ئ

جٌفثس  ,kN


  جٌطٟ ٟ٘ فثس ؾضت١س ِٓ جٌفثس ٚ 1K   

 ِٕٗٚ 1/ kG T    فكغد .([2] , Theorem 3 )  ٍٝفأٗ ٠ٛؾذ ػ

)جلألً ٠ٛؾذ )c c k ِطؼٍك فمؾ ذـ k  ق١ع
 

/
/c

G T
Z G T

 

فاْ  ( Theorem 1 , [17])ِٕط١ٙس ٚجعطٕحدج ٌٍٕط١ؿس 1 /cY G T 

جٌطحٌٟ  ِٕط١ٙس ٚ خ 1 /cY G T T ْأ ِٕط١ٙس. ٚ ذّحT  صِشز

ِٕط١ٙس فاْ  1cY G  ٌِٟٕط١ٙس ٚ ذحٌطحcG FN. 
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))ذفشع  .2 ) , )G FC F   أْ ٚ ذّح G   ْرجش ٔٛع ِٕطٗ فا

)جٌخحط١س  )FC F 1ضطـحذك ِغ جٌخحط١س( ) ( )FA F FN F   ٔطرغ

ئٌٝ أْ ٔظً ئٌٝ أْ  (1)ٔفظ جٌخـٛجش فٟ  2/G T     ُغ

جٌطٟ ضإدٞ ئٌٝ أْ (  Theorem , [9])ٔغطٕذ ػٍٝ جٌٕط١ؿس فٟ 

2

/
( / )

G T
Z G T  ِْٕٛط١ٙس ٚوT  ْصِشز ِٕط١ٙس فا 2/G Z G 

)3ْ إِٔط١ٙس ٚ٘زج ذذٚسٖ ٠ىحفة  )Y G  َِٕط١ٙس ِح ٠غطٍض

/G( فاْ 3ؾضء )  11.2.2قغد جٌٕظش٠س  3Y G N2- صِشز     

2G ذحٌطحٌٟٚ  FN. 

2kِٓ أؾً  .3   ٟٔظً ئٌٝ أْ  (1)ٔطرغ جٌخـٛجش ف

 2/ ,G T N


   ق١ع ٚ   2 3,N  


    أٔؿذ ْ 3/G T    

G/فاْ  ( Theorem 1 , [2])فكغد  T 
(2)

3FN-أْ جٌضِشز  صِشز ٚذّح

ِٕط١ٙس فاْ  Tجٌذٚس٠س  (2)

3G F FN  ِْح ٠إدٞ ئٌٝ أ

(2)

3G FN.                                         

 

 .1.5.3 ةجيتن

 صِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ.-G NFٌطىٓ  

ئرج وحٔص  .1  
*

,kG FN F   ٟفأٗ ٠ٛؾذ ػذد ؿر١ؼ( )c c k 

cGق١ع  N F. 

ئرج وحٔص  .2  *( , )G FC F   ْ2فاG N F. 

ئرج وحٔص  .3  *

2( , )G FN F   :ْفا
(2)

3G N F. 

 البرهبن.

ضٍٍّه صِشز  Gصِشز رجش ٔٛع ِٕطٗ. ئرْ -G NFٔفشع  .1

ذك١ع صِشز قحطً جٌمغّس  Hؾضت١س ٔحظ١ّس ػذ٠ّس جٌمٛز

G/H أْ جٌضِشز جٌؿضت١س ِٕط١ٙس. ذّح H  ػذ٠ّس جٌمٛز رجش

صِشز فٟٙ ضكمك -G NFد١ًٌ ِٕطٗ ٚ رجش ٔٛع ِٕطٗ وْٛ 

س فٟٙ ِطؼذدز جٌذٚس٠س ١جٌششؽ جلأػظّٟ ػٍٝ جٌضِش جٌؿضت

  ( Theorem 5.4.15 , [21])ٚ ذحٌطحٌٟ جعطٕحدج ٌـ 

 ٌطٛجءجذذْٚ  M  ِٓHصِشز ؾضت١س ٔحظ١ّس-PIفأٗ ضٛؾذ 

GKٌطىٓ  .H ٚ ذذ١ًٌ ِٕطٗ فٟ M   ٔٛجز جٌضِشز جٌؿضت١س

M ْفا ،K  ٌْٚطٛجء رجش د١ًٌ جٔحظ١ّس ػذ٠ّس جٌمٛز ذذ
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أْ جٌفثس . ذّحGِٕطٗ فٟ   
*

,kFN F  ٔطمحي ِغطمشز ذحل

ضٕطّٟ وزٌه ٌٙزٖ جٌفثس.  Kئٌٝ جٌضِش جٌؿضت١س فاْ 

جٌغحذمس ٔغطٕطؽ أٔٗ ٠ٛؾذ  2.5.3 ٕظش٠سِٓ جٌ  (1)فكغد

( )c c k  ِطؼٍك فمؾ ذـk  ْٛذك١ع ضىK cFN-صِشز، ذّح 

 Kٌطٛجء فاْ جذذْٚ  Kأْ 
cN- ٌٟصِشز ٚ ذحٌطحcG N F. 

ذفشع  .2  
*

,G FC F  أْ  ٚ ذّحG  ْرجش ٔٛع ِٕطٗ فا

ٚ ذحٌطحٌٟ  FAضٕـرك ػٍٝ  FCجٌخحط١س 

     1, ,G FA F FN F
 

     فٟ ٘زٖ جٌكحٌس ٔطرغ ٔفظ

جٌخـٛجش فٟ  1   ٌٕظً ئٌٝ أْ جٌضِشز جٌؿضت١سK  صِشز

ؾضت١س ػذ٠ّس جٌمٛز رجش ٔٛع ِٕطٗ ِٓ جٌفثس    1 ,FN F


 

2Kجٌغحذمس فاْ  جٌٕظش٠سِٓ   (2)فكغد FN أْ  ٚ ذّحK 

2Kٌطٛجء فاْ جذذْٚ  N  ْ2ٚ رجش د١ًٌ ِٕطٗ فاG N F.  

2kػٍٝ ٚؾٗ جٌخظٛص ِٓ أؾً  .3   فاْ جٌضِشز جٌؿضت١س

K فٟ جٌكحٌس 1 ػذ٠ّس جٌمٛز رجش ٔٛع ِٕطٗ ٚ ػذ٠ّس

جٌمٛز ِٓ جٌفثس   2 ,FN F


 (3) ٚجعطٕحدج ٌـ  ِٓ

س جٌغحذمس فاْ ٕظش٠جٌ
(2)

3K FN ٚ ذذْٚ ئٌطٛجء فٟٙ وٛٔٙح

ضٕطّٟ ٌٍفثس 
(2)

3N  ٌٟٚذحٌطح
(2)

3G N F.                            
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خاتمةال 4  
 

 غلاغس ٔمحؽ أعحع١س.  جلأؿشٚقسٔغطخٍض ِٓ ٘زٖ 

فاْ  FN  FGأغرطٕح جٔٗ فٟ جٌفثس  لأٌٚٝ فٟ ج .1

، ٌىٕٙح فٟ جٌّٕطٟٙ ِغطمشز ذحٌطٛع١غ  FCجٌفثس 

 ِغطمشز ذحٌطٛع١غ جٌٍّطٛٞ. فٟٙ غ١ش N  FGجٌفثس 

 فٟ جٌٕمـس جٌػح١ٔس أغرطٕح أٔٗ :  .2

 FNk (F,(FNk))فاْ :  FN  FGفٟ جٌفثس   -
(2) 

 

 Nk (F,(Nk))فاْ :  N  FGفٟ جٌفثس  -
(2) 

 

 أِح جٌٕمـس جلأخ١شز فمذ ذ١ّّٕح ف١ٙح أٔٗ:  .3

(F,(FNk))فاْ :  FN  FGفٟ جٌفثس    -

  FNc

  
 ق١ع 

 cِطؼٍك فمؾ ذـk . 

(,(Nk))فاْ :  N  FGفٟ جٌفثس   -

  Nc

  
  ق١ع 

cِطؼٍك فمؾ ذـk . 

(F,(FC))فاْ:  FN  FGفٟ جٌفثس   -


ضطـحذك ِغ  

GFN2 ٚFN3
(2)

 ((FN2)F,)

. 

 جلطشجـ دسجعس:٠ّىٕٕح  .4

 .FN  FGصِشز فٟ فثس جٌـ -FCصِشز ذـ -FCضٛع١غ   •

 .FN  FGصِشز فٟ فثس جٌـ -FCجٌطٛع١غ ج٢ذٍٟ ٌـ    •

(F,(FNk))ٚ  (F,(FNk))دسجعس جٌفثط١ٓ   •
 

ٚفٟ ذؼغ 

  .SF  FGأٚ S  FG جٌفثحش وـ 
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 الأطروحة: ملخص
 .ملخص

 
 

 ثلاثة محاور أساسية.   الى الأطروحةجاء في ىذه    ما تلخيص يمكن  

 

 عرضتسفنالثاني    جزءال  أما .   زمر  -FC بال المتعلقة  الأساسية   الخصائص و  المف اىيم  يضم  ولالأ. جزئين المحور الأوليتضمن  

 B.H وضعو الذيالمسألة    يذهل حل تقديم. كما نقوم بP. Erdös بمسألة وزمر  -PE ال  فئةب  الفئةعلاقة ىذه    فيو

Neumann تينالفئ  استحداثو    يابتوسيعالذي سمح    و [25] في , و ( , )    من أجل  خاصية زمر معينة.  

  ماأ. خصائصيا و المعروفة الزمر فئات بعضفي العناصر الأساسية في نظرية الزمر و    يتمثل. الأول  جزئين الثاني المحور يضم

)و   ,لفئتين  ل تيمفي دراسالباحثون   ليياإالتي توصل    النتائجالثاني فييتم بعرض    جزءال , )    من أجل بعض

 .خاصيات الزمر المعروفة ل   

 و التي تتمثل في:   ليياإلنتائج التي توصلنا  ل الأخير  المحور في نتطرق

 .المنتييفي بعض فئات الزمر ذات النوع    الملتويو   المنتيي بالتوسيعين FCدراسة استقرار الخاصية    -

)و   , لفئتينو المنتمية ل  المنتييالزمر ذات النوع  فئات   بعضدراسة   - , )  :في الحالات التالية 

               , , , , , , , , , , ,k k k k k kN FN N FN F N FN F    
 

      

 .k=2و   k=1اعتبار الحالات الخاصة من أجل    مع

 

 

 

 

 

 



 

Abstract 

 

 The contents of this thesis can be summarized into three main axes.  

 

The first axis consists of two parts, the first containing the definitions and characteristics of FC-

groups. The second part showing the relationship between this class,  the class of PE-groups and 

the problem of P. Erdös. We also giving a solution to this problem developed by B. Neumann in 

[25], which allowed the extension of this problem and the introductions of the two classes 

,  and ( , )  for certain classes of  -groups. 

 

The second axis includes two parts. The first is the basic elements in the theory of groups and 

some known classes of groups and their properties. The second part presents the findings of the 

researchers in their study 

of the two categories , and ( , )  , for certain classes of -groups. 

 

In the last axis we review the results that we have reached, which are : 

- The study of the stability of the property FC by finite and torsion extensions. 

- The study of some finitely generated groups belonging to the two classes ,and ( , )   in 

those cases: 

               , , , , , , , , , , ,k k k k k kN FN N FN F N FN F    
 

        

with special cases considered for k = 1 and k = 2. 

 
 

 

 

 

 

 



 

Résumé  

 

 Le contenu de cette thèse peut être résumé en trois axes principaux. 

 

Le premier axe est constitué de deux parties. La première contenant les notions de bases et les 

propriétés  des FC-groupes. La seconde partie montre la relation entre cette classe et celle des 

PE-groupes et le problème de P. Erdös. Nous donnons également une solution à ce problème 

développé par B. Neumann dans [25], ce qui a  permis à l'extension de ce problème et à 

l'introduction des deux classes de groupes ,et ( , )   pour certaines propriétés de groupes 

connues . 

 

Le deuxième axe comporte deux parties. La première partie comprend quelques notions  

fondamentales de la théorie des groupes et certaines classes de groupes connus et leurs 

propriétés. 

La deuxième partie présente les résultats des chercheurs dans leur travaux dans les classes ,  
et ( , )   pour certaines propriétés de groupes connues . 

 

Dans le dernier axe, nous présentons les résultats que nous avons obtenus comme suit: 

- L'étude de la stabilité de la propriété FC par une extension finie et celle de torsion. 

- L'étude de certaines classes de groupes de type fini appartenant aux deux classes  ,et 
( , )   dans les cas suivants: 

               , , , , , , , , , , ,k k k k k kN FN N FN F N FN F    
 

        

Avec des cas particuliers considérés pour k = 1 et k = 2.  
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