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RESUME : Malgré I’appar ence simple des opér ateur s différentiels
d’ordre deux, ceux-ci présentent une structure spectrale extrémement
intéressante,qui continue toujours a gagner [I’attention dans ce
domaine.Bien que les techniques utilisées pour résoudre les problemes aux
limites définissants ces opérateurs n’aient pas changées, il reste cependant
beaucoup de travail a faire . Pour lecas non linéaire , aussi les problemes
aux limites ont gagné I’attention de beaucoup de chercheurs ces dernieres
annees,surtout concer nant I’existence des solutions positives des équations
différentielles d’ordre deux ,mais pour les équations d’ordre élevé il reste
du travail a accomplir . Dans cette these on montre d’une part I’existence
d’une solution positive et symétriqgue d’un probléeme aux limites a
multipoint d’une équation différentielle d’ordre deux par application du
théoreme du point fixe de Schauder , de I’autre part et par utilisation de
la théorie des opérateurs on donne une formule asymptotique raffinée du
déterminant caractéristique d’un opérateur différentiel d’ordre deux défini
par des condition aux limites a trois points sur une région appropriée du
plan complexe.

M ots clés : multipoint, solution positive symétrique, théoréme du point
fixe, formule asymptotique du déter minant caractéristique.




ABSTRACT: Despite the appearance of second order differential
operator s, this exhibit an exceedingly inter esting spectral
structure, which always continue to gain attention in this domain.
Though, the techniques used for resolve these boundary problems
are not changed, however there’s still alot to do, in thisdomain.
For the nonlinear cases, also the boundary-value problemsare
gained attention of many authorsin the recent years, especially
the existence of positive solutions of second order differential
equations, but for the higher order boundary-value problems
there’s still alot to do. In thisthesswe study on the one hand the
existence of symmetric positive solution of multi-point boundary
eigenvalue problems for second order differential equation by
using the Schauder fixed point theorem, on the other hand by the
use of the operator theory to smplify the development, we obtain
the refined asymptotic formula for the characteristic deter minant
of second order three-point differential operatorsin the
appropriate region of complex plane.

Keywords: Multi-point, symmetric positive solution, fixed point
theorem, asymptotic for mula of the characteristic deter minant.
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Introduction

Parmi les différents domaines des mathématiques, certains problémes sont re-
gardés cowmune faisant partie du champ des problémes aux limites des équations
différentielles ordinaires. Ce champ a commencé a intéresser les mathématiciens
depuis 1900, ces problémes sont rassemblés en un vigourcux champ de problémes
aux limites généraux consistants premiérement & 1’étude des systémes d’équa-
tions différentielles avec des conditions aux limites générales, puis & I’étude des
opérateurs différentiels avec des conditions aux limites.

En 1962 Feller, [5] en examinant le processus de diffusion, a rencontré une
généralisation intéressante du probléme de Folkker-Planck sur I'intervalle |ry, ro],
ol r; est une limite naturelle, et ro est une limite de sortie, il considére 1'équation
u = a () Uz +b () u,, représentant une certaine transition de probabilité comme
fonction de position initiale. Alors I’équation de Folnker-Planck représentant les
densités de probabilités est donnée par

v = [(a(z)v), = b(z)v], — (7P (2) /p2) lim [(a(z)v)z —b(x)v],

T—T2

ot le dernier terme représente la masse répartie sur la frontiére. Si v = w (t) y (),
I’équation en y résultant de la séparation des variables est une équation différen-

ticlle aux limites

[(a(x)y) —b(x)y]" — (75 () /p2) [(a(ra) y (r2)) — b (ra)y (r2)] = Ay

Dans la construction d’un réacteur nucléaire le passage des particules ato-
miques a travers les boucliers laminés méne & des opérateurs différentiels ordi-
naires dont le domaine est déterminé par les conditions aux limites de la forme
y(a™) =y (a) ouy (at) =9 (a), alinterface. En physique mathématiques beau-

coup de sujets menent & des problémes de détermination des valeurs propres et des
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fonctions propres des opérateurs différenticls, ainsi qu’a des problémes d’expan-
sions des fonctions arbitraires sous forme de séries (ou d’intégrales) de fonctions
propres. Des problémes de ce genre sont rencontrés aussi, lors de 'utilisation des
méthodes de Fourier pour trouver la solution d’une équation aux dérivées par-
tielles sous certaines conditions initiales et aux conditions aux limites, et 'intérét
pour dc tels problémes a ¢té particulicrement encouragé par le développement de
la mécanique quantique ot la théorie spectrale de ces opérateurs apparait comme
la méthode mathématique de base en particulier pour 1’étude détaillée des opé-
rateurs différentiels singuliers, parmis les opérateurs, par exemple ceux qui sont
définis sur des intervalles non bornés. Les opérateurs différentiels font I'objet de
plusicurs recherches courantes ct la plus grande partic des travaux traite la théo-
rie spectrale de ces opérateurs, c’est-d-dire ’étude de leurs spectres, l’expansion
des fonctions données en termes de fonctions propres de ces opérateurs, le cal-
cul de la résolvante et de la fonction de Green. L’étude de tous ces éléments est
importante, et de tels opérateurs peuvent avoir un spectre continu, comme ils
peuvent avoir un spectre discret, et alors une expansion en termes de fonctions
propres prend la forme d’une intégrale de Stieltjes.

L’histoire récente des problémes aux limites généraux a commencé par la

contribution de Picone [19], avec le probléme

n n b
ymM ="y Y / ay, () y*=D () dt =0, i=1,..,n.
i=1 k=174

Picone obtient la fonction de Green, pour le cas p; = 0,4 = 1,...,n. En mettant
I’équation différentielle sous la forme d’une équation intégrale puis discuta le cas
général, ensuite le travail a été développé par Betcller [1], et entamné par Krall
[11] en 1963. A partir de cette date commenga 'apparition des problémes aux
limites & multi-points dans les articles de Cole [3,4]. Par la suite Krall considéra

l'opérateur différentiel L suivant dans L? [0, +o0], tel que

ly=—y" +q(x)y,

+o0 . e . .
avec [, ¢ (x)| dz < +00.Avec certaines conditions sur f sur un domaine Dy, il
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définit le domaine D comme ¢tant 1'ensemble des fonctions f € Dy telles que

/Omk(x)f(x) de — B (0) + af' (0) =,

ott k € L?|0, +0o0| ; o, 3 sont des constantes. En définissant 'opérateur L tel que
Lf =1f, et f € D, Krall avait montré que pour |a| + || # 0, le domaine D
cst dense dans L2 [0, +oc], trouva la fonction de Green ainsi que 'opérateur ad-
joint. Par la suite J.D Tamarkin [21], avait discuté une certaine équation intégro-

différentielle

k m_ b
v+ 3 )y @) = @)+ 3 [ (€ Ra .0
j=1 o=177
en imposant certaines conditions aux limites, la solution de ce probléme est exhibé
en terme de fonction de Green, des formules asymptotiques ont été obtenues, ainsi
que des expansions cn termes de fonctions propres.

Dans les deux derniéres décennies la majeure partie des recherches a été accor-
dée aux opérateurs différentiels d’ordre deux, avec 'introduction des conditions
aux limites non déparées,des conditiions aux limites intégrales, des conditions
aux limites & multi-points, mixtes,des conditions aux limites contenants un para-
métres, et d’autres. Dans la majcure partic de ces travaux un intérét particulicr
a été accordé a la théorie spectrale des ces opérateurs, c¢’est -a dire au calcul du
déterminant caractéristique, au calcul des valeurs propres soient explicitement
ou asymptotiquement, au calcul de la fonction de Green et de la résolvante, &
Pestimation de ces fonctions sur des régions appropriées du plan complexe, ainsi
que l'introduction de la notion de semi-groupe d’opératcurs dans ce genre de pro-
blémes. Tous ces travaux cités pour les opérateurs différentiels ont été développés
par P. Lang, J. Locker et J.M. Gallardo. D’autres part il sera aussi abordé les
cas des équations différentielles non linéaires ol dans cette partie extrémement
importante l'existence et 'unicité des solutions positives multiples fera 1’objet
d’études de beaucoup d’auteurs, I’approche principale est de reformuler le pro-
bléme aux limites donné aune équation opératorielle de la forme z = Tz, ou
T est un certain opérateur approprié, et alors I'existence des solutions positives
est assurée par application des théorémes du point fixe bien connus de M.A.

Krasnoselskii, de Leggett-Williams, de Schauder, de Leray Schauder. Citons les
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résultats récents dans ce genre de problémes qui sont diis surtout a G.L. Karako-
stas et P.Ch. Tsamatos [24] les auteurs ont étudiés le probléme aux limites avec
des conditions aux limites non locales avec réponse croissante pour une équation

différentielle ordinaire du second ordre non linéaire

(@) @) +q@) f ) =0,  pp. tel0]] (1)
z(0) =0, (2)

2 (1) = / 2 (s)dg (s). (3)

ou f: R — R est une fonction croissante, et les fonctions a valeurs réelles sont
définies sur [0, 1] et n € (0,1), et ou 'intégrale dans (3) est au sens de Riemann-
Stieltjes. L’équation (1) est une équation du type de Sturm-Liouville. Les auteurs
par application du théoréme de Krasnoselskii, montrent ’existence des solutions
positives du probléme (1) —(3) en imposant une condition de monotonicité sur f
. Aussi les mémes auteurs [25] considérent le probléme (1) — (3) avec la condition
que f soit unc fonction discréte en zéro, ct par application du théoréme du point
fixe de Krasnoselskii, I'existence des solutions positives a été montré, ainsi que
des résultats d’existences pour un ensemble de solutions positives sont données.
Aprés les mémes auteurs dans [23| considérent le probléme aux valeurs propres

pour une équation différentielle non linéaire retardée

k

(2" (1) + 2D a0 f; (), 2 (h; (1), pp. tE€[0.1] (4)

=0

z(0) = 0. (5)

(1) = / 2 (s) dg (s) (6)

ils ont étudiés les valeurs du paramétre A pour lesquelles le probléme (4) — (6)
admet une solution, prévoient des informations sur les estimations en normes et

sur I'unicité et la continuité des solutions. L’existence des solutions positives est
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assur¢e par le théoréme du point fixe de krasnosclskii. J. Henderson [19] étudia

le probléme aux limites & trois points suivant

" (t)+ f(t,x(t) =0, 0<t<1, (7)

z (0) =0, z(n) —z(1)=0, (8)

oun € (0,1), et f: R — RT, est continue. Par application du théoréme du
double point fixe d’Avery-Henderson, I’existence d’auplus de deux solutions non
négatives du probléeme (7) — (8) est montrée. Dans la méme année Z. Bai, Y.

Wang, et W. Ge [4] considérent le probléme aux limites suivant

2" () +pt) f(t,z(t),2' (1) =0, 0<t<l, (9)
z(0)=0==z(1), (10)
z(0)=0=212'(0), (11)

ou f:€ C([0,1] x RT x R,RT),p(t) est une fonction non négative mesurable
sur (0,1) ,et p (t) n’est identiquement nulle sur aucun sous-intervalle de (0, 1) .Des
conditions suflisantes pour 'existence d’auplus trois solutions positives du pro-
bléeme (9) — (11) ont été obtenues par application du théoréme du point fixe
introduit par Avery et Henderson.

Aprés viennent J. Chu, Z. Zhou [8] o ces derniers considérent le problémes

aux valeurs propres avec des conditions aux limites non locales suivant

2+ pt)f(tx(t),) =0, p.p. tel0,1], (12)
2(0) =0, (13)

(1) = / 2 (s)dg (s). (14)

oun € (0,1),\ > 0. Cette classe de problémes aux limites non locales com-
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prend, comme cas special les problémes aux limites & multi-points considérés par
plusieurs auteurs. En effet la condition (13) — (14) est la version continue de la

condition multi-points

m

w(0)=0, o' (1)=> aa' (ny),

Jj=1
rsque une fonction constan r morceaux, décroissante met un
lorsque ¢ est une fonction constante par morceaux, décroissante et admet
nombre fini de sauts, ot a;, 7 = 1, ...,m sont des réels de méme signe, et 0 < <
N < ... < ny.Les auteurs ont ¢tablis 'intervalle des valeurs propres en fonction de

fo= lim f(x)/x, et foo= lim f(x)/x,

z—0t &r—40

par application du théoréme du point fixe de Krasnoselskii, ’existence de deux so-
lutions positives du probléme (12) — (14) pour des intervalles de A bien appropriés
est prouvée.

Trés récemment Y. Chen, B. Yan, et L. Zhang [7] considérent le probléme aux

limites & trois points singuliers suivant

SO +p@) f(Lal) . )=0, 0<t<l, (15)

z' (0) =0, z(1)=ax(n), (16)

et par le théoréme du point fixe de Krasnoselskii, ils montrent que le probléme
aux limites (15) — (16) admet au moins une solution positive et que I’ensemble
des solutions positives de (15) est compact. En méme temps John R. Graef, J.
Henderson, B. Yang [17] ont étudiés les conditions suffisantes pour 'existence et
la non existence des solutions des solutions positives d’'un probléme aux limites

a trois-points non linéaire d’ordre élevé, ils considérent le probléme suivant

d () =g)f(tz (), 0<t<1 (17)

2D (0) =0, 1<i<n-—2 (18)
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(2 (p) =0, 2D (1) =0, (19)

oupé€ (1/2,1),n >4 cst un entier fixe, et f : RT — RT, g : [0,1] — R* sont
continues et g (t) # 0 sur [0, 1] . Le probléme aux limites a trois points considéré ici
est utilisé par plusieurs auteurs dans ’étude de I'existence des solutions positives
des problémes d’ordre deux, en counsidérant la fonction suivante Gs : [0,1] x
0,1] — [0, +00) définie par

t(2s—1)/2, L <s<p,
G (.5) s2/2, s<t,ets<p,
« 78 =
’ t(2p—1t)/2, t <s,ets>p,

t2p—1t) /24 (t—s)*/2, t>s>Dp.

Pour n > 4,est définie la fonction
t
Gut:s) = [ Gor(v)dv, (19) € 0.1]x 1],
0
Alors Gy, (1, s) dénote la fonction de Green de I'equation
™ (t) =0,

soumisce aux conditions (18) — (19), dc plus résoudre le probléme (17) — (19)

revie[|nt & trouver la solution de I’équation intégrale

:U(t)—/01Gn(t,s)g(s)f(s,x(s))ds, 0<t<1,

avec Gy, (t,s) > O.pour t,s € (0,1) et n > 3.Les auteurs par application du
théoréme du point fixe de Guo-Krasnoselskii ont montré 'existence est la non
existence des solutions positives du probléme (17) — (19) .

Dans cette thése sera donné au chapitre 1 le rappel de quelques notions de
bases concernants les opérateurs différentiels ainsi que I’énoncé de certains théo-
rémes essentiels sur le point fixe, au chapitre 2 sera donné ’étude de V'existence
des solutions symetriques et positives correspondantes a des valeurs propres A
appartenants & des intervalles propres bien appropriés. Le but de cette étude

est de déterminer comment & partir du travail accompli dans [7] qui porte sur
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I'existence des solutions positives d’une équation différenticlle du second ordre
non linéaire avec des conditions aux limites & multi-points, on peut obtenir ’exis-
tence d’une solution symetrique et positive d’une équation du second ordre non
linéaire avec des conditions aux limites & multi-points.pour terminer au chapitre
3 il sera établi une formule asymptotique du déterminant caractéristique dun
opérateur différenticl d’ordre deux, défini par des conditions aux limites a trois
points en utilisant la théorie des opérateurs pour simplifier les développements
et par la suite obtenir une formule plus raffinée valable seulement sur la bande
horizontale —§ < I'mp < 6, du plan complexe des p, avec § > 0.Daus cette étude
on a élargi le travail obtenu dans [36], qui porte sur l'expansion asymptotique
du déterminant caractéristique d'un opérateur différenticl d’ordre deux a deux
points sur le demi-plan Imp > —J, & une expansion du déterminant caractéris-
tique du méme opérateur avec des conditions aux limites & trois points sur la

bande horizontale [Imp| < 0.



Chapitre 1
Notions préliminaires

Pour un opérateur différentiel, des formules asymptotiques pour les valeurs
propres et les fonctions propres peuvent-étres données pour les grandes valeurs
de |A|. De telles formules ne sont pas seulement intéressantes en elles mémes,
mais elles trouvent aussi leurs applications en des étapes décisives dans les dé-
monstrations de certains théorémes de la théorie des opérateurs différenticls, plus

particuliérement dans les théorémes d’expansions.

1.1 Les domaines S et T

Le plan complexe des p est partagé en 2n secteurs Sp.k = 0,1,...,2n — 1,
définis par
M argp< FFDT
n n
Pour chacun des secteurs Si.les nombres wy,ws, ..., w, peuvent-&tre ordonnés de
telle fagon que pour chaque p € Sy, les inégalités
Re (pw1) < Re(pws) < ... < Re (pwy,) .

Des domaines plus généraux peuvent-étre obtenus & partir des secteurs Sy
par la translation : p — p — ¢, ol ¢ est un nombre complexe fixe. Les nouveaux
secteurs obtenues seront notés T,k = 0,1,...,2n — 1. En tenant compte de la

maniére dont les T sont obtenus des Sk, nous avons aussi pour tous p € T} les
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in¢galités suivantes

Re(p+c)wi < Re(p+c)wy <..< Re(p+c)w.

1.2 Estimation asymptotique des solutions de 1’équa-
tion I (y) +p" =0

Enongons le théoréme important suivant
Théoréme 1.1 Supposons que les coeflicients ps, ps, ..., p, sont continues sur

0, 1], alors I'équation

(n—2)

Y™ 4+ (2)y "D+ A D (2) Y+ pa (2) Y+ p"y =0,

admet dans chaque région 7' du plan complexe des p, n solutions lincairements
indépendantes v, ..., y,, qui sont réguliéres pour |p| suffisamment grand ces solu-

tions et leurs dérivées peuvent-étres exprimées par les formules suivantes

ykzewkpw ]—+O<% )
% = perer |l wyp + O [l) } , (1.1)
i e [+ 0(2)].

Donc pour |p| assez grand, seulement le premier et le dernier terme dans ’équation
y™ 4y (2)y" D Lt pa () y "y =0

jouent un role essentiel.

1.2.1 Rafinement des formules asymptotiques :

Si les coefficients py (), p3 (), ..., pr (x) de 'expression différentielle sont conti-
nus, ainsi que leurs dérivées d’un certain ordre m, alors les formules asymptotiques
(1.1) peuvent-étres données d’une fagon plus précises.

Supposons par exemple que p, € C1 0, 1], nous obtenons que

g = € {1 LSO (%)] , (1.2)

p p
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ou
wz,—l @
o () =2 [y (1.3)
nJo
De la méme maniére en utilisant les relations (1.2) et (1.3), nous aurons que
dl/yk P Yo (.CC) 1
= plwpetr 11+ =——=4+0 | = ||. 1.4
G = ke 1+ B 0 ()] (14)

v=0,1,...,n—1

La répétition de cette procédure méne au corollaire suivant

Corollaire 1.2 Si les coeflicients pq, ps, ..., p, admettent des dérivées jus-
qu’a Uordre m, (m — 1), (m — 2), ...;respectivement dans [0, 1], alors les formules
asymptotiques suivantes sont valables pour les solutions ¥y, ..., ¥, construites dans

le théoréme 1.1

i = €T [1 i Yror () i Yroz () i Yrom () +0 ( 1 )] 7 (1.5

p p? P

dyyk' vV w xr yk‘lll (x) kaQ (:U) ykljm (:C> ]-
T = Pwee wP {1 + ; + 2 + e +0 ot )| (1.6)

ol Y1 (%), Yrw2 (T) , -y Ykwm () sont des fonctions continues sur [0, 1] .

Remarque 1.3 le terme O (ﬁ) dans les relations ci-dessus n’est autre

qu’une expression de la forme

1 T 1
P [ / e TR (2,8 p) b (F p) dt — / e DI (2,5 p) B (1, p) (h‘],
0 x

ou h(z,t) désigne une certaine fonction bornée, pour K (z,t; p), Ko (x,1; p) voir
41, p.48 — 51.

1.3 Fonction de Green de 'opérateur L — I :

Soit L un opérateur engendré par expression différentielle [ (y) et par les
formes U, (y) = 0,v = 1,,...,n. Soit y, (x,\) = y,,v = 1,,...,n.un systéme dc

solutions de I’équation I (y) = \y.
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On définit le déterminant caractéristique de 'opérateur L par

=
—~
<
=
~—
=
—~~
<
o

N I A s

Un(yl) Un(QQ) Un(yn)

et le Wronskien du systéme de solutions y1, 4o, ..., ¥, par

n—1 n—1 n—1
o
,,m=2)  (n—2) ,,(n—=2)
M/: yl yl e Yn
Y Y2 Yn

La fonction de green G (z,t;\) de Popérateur L — \I est donnée par

Gz, 1)) = (_1)nH(x,t; A,

A(N)
1 Y2 Yn g (Ia t)
Uy (@/1) Uy (yg) Uy (Z/n) Uy (g
H(z,t;)) = | U, (yl) Us (y2) o Uy (yn) Us (9) )
Un(y1) Un(y2) - Un(yn) Un(g)
et
(311 (;r) (yz (-)"ﬁ) (yn (-)"ﬁ)
g(z,t) = :I:QVT% 0 ne T w () Yn | (t) 7
y1 (t) ) oy ()

qui prend un signe positive si x > ¢, et un signe négative si < .

Soient les théorémes importants suivants

Théoréme 1.4 (Schauder). Soit F un espace de Banach et K C F une partie
convexe fermée bornée de I et soit T un opérateur qui applique K dans elle-méme
TK c K.Si T est compact sur K, alors 7" admet un point fixe dans K.

Théoréme 1.5(Leray-Schauder) .Soit £ un espace de Banach et 7': £ — E
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un opérateur compact. Supposons quc toute solution ¢ventuelle de I'équation
y=AT(y),

dans laquelle le paramétre A € [0, 1], vérifie a priori la condition suivante : il
existe une constante M > 0 telle que pour tout A € [0,1] et tout y veérifiant
I’équation ci-dessus on a

Yyl < M.

Alors I'équation y = T' (y) admet une solution.

Théoréme 1.6 (Krasnoselskii). Soit £/ un espace de Banach et soit K un
cone dans E.Supposons que €21, €25 sont deux sous-cnscmbles ouverts de E, avee
0€Q CQ C O, et soit

T:KN(Q\Q) — K
un opérateur compact tel que 'on ait
1Tyl <llyll, ye KN, |Tyll>[yll, ye€ KNI
ou bien
1Tyl = llyll, ye Kno, Tyl <llyll, ye K nNy.

Alors opérateur T" admet un point fixe dans K N (Qg\ﬁl) .



Chapitre 2

Solution positive symétrique et
valeurs propres d’un probléme aux

Imites & multi-points

2.1 Introduction :

Récemment, 'existence des solutions pour les équations différentielles ordi-
naires non linéaires avait été étudiée extensivement par plusieurs auteurs utili-
sant le théoréme du point fixe de Leray-Schauder. Dans cet Article nous prouvons
lexistence d’une solution positive et symétrique du probléme aux limites & multi-

points

oll A est un parawmétre réel assez petit, par I’application du théoréme du point
fixe de schauder, nous caractérisons ensuite les valeurs de A\ pour lesquelles le
probléme donné admet au moins unc solution positive ¢t symétrique.

Nous commencons par étudier I’existence d’une solution positive et symétrique

du probléme aux limites & multi-points du second ordre suivant

0+ f (b a") =0, 0t 21)
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m—2

r(0)=z(1)=>_ az(n). (2.2)
i=1

Nous considérons les hypothéses suivantes :

les coefficients a; sont tels que a; > 0 pour i = 1,2,...,m — 2 et les nombres
7; sont tels que 0 <y < mp < oo < Mo < 1 ct 2222 a; < 1: la fonction f
définie par f: [0,1] x Rt x R x R~ — R* est continue telle que f (¢,0,0,0) #£ 0
pour 0 <t <1, (u,v,w) € RT x R xR ,dans I'expression de f la dérivée seconde
de w peut se manifester d’une facon non linéaire. Par la suite nous établirons un

résultat pour ’équation
2 () + N (t,x, 2, 2") =0, 0<t<1,

avee les conditions (2.2) .

Le but du présent travail et de reformuler le probléeme (2.1) —(2.2) a une équa-
tion opératorielle de la forme & = Tz, ot T est un certain opérateur approprié et
alors nous établirons un critére simnple pour ’existence d’une solution symétrique
et positive du probléme aux limites a multi-points (2.1) — (2.2) par application
du théoréme du point fixe de Schauder.

Nous procédons comme suit dans ce travail. Dans la section 2 nous donnons
quelques résultats utilles qui peuvent-étres utilisés plus tard pour prouver nos
résultats essentiels, dans la section 3 nous discutons l’existence de la solution
positive et symétrique du probléme aux limites (2.1) — (2.2), et par la suite I'exis-

tence des valeurs propres de ce probléme aux limites.

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.1. Soient les nombres réels positifs a; > 0 pour i = 1,2,...,m — 2,

avec ZZZQ a; # 1.Alors si la fonction g € C'[0, 1], le probléme aux limites

2 () +g(t)=0, 0<t<1. (2.3)

r0)= (1) = Y0 (). (2.4
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admet unc solution unique donnée par

m 2
) ds
/Gts ds+ fo nZ?2 (5) )
1= a

ot la fonction G est telle que

G(t,s)_{a(l_ﬁ)ﬂ 0<a<p<l,
f(l-a), O<f<ac<l

Preuve. Par intégration de 1’équation (2.3) de 0 a ¢ nous obtenons que
t
2 (1) _—/ g(s)ds + Ch.
0
une seconde intégration de &’ (¢) de 0 & t donne

t r
:L'/(t)——/ (/ g(s)ds) dr + Cit + Cs,
o \Jo

si on fait une intégration par parties en posant
il vient quec

nous obtenons que

z(t) = —{t/otg(s)ds—/otrg(r)dr}+C’1t+02,

t t
= —t/g(s)ds+/'rg('r)d7‘+o1t+02
0 0
"
= —/ {tg (s) —sg(s)}ds+ Cit + Cq
0

¢
= /(ts)g(s)derC’ltJng,
0

17

(2.6)
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ainsi on a

a:(t):—/Ot(t—s)g(s)ds—kClt—kCg.

Par utilisation des conditions aux limites (2.4), il suit que
&£r (O) = CQ,

i
a;x (n;) = —a,-/ (m: — 8) g (s)ds + Cima; + Caay,
0

aussi
m—2 m—2 i m—2 m—2
al—x(m):Zai/ (771-fs)g(s)derC’lZmaﬁngZai,
i=1 i=1 0 i=1 i=1

d’autre part nous avons que

1
rr,(l)——/ (1—5)g(s)ds+Cy+ Cs.
0

D’apres les conditions (2.4) on a que

cr= [ 1-996)as

et
Cy — Zt_l az’/lfo (1—15)g(s)ds _ ZL 1 “lfo (1 — ) g (s)ds
liz7lal 17271a2

18

Donc finalement le probléme aux limites & multi-points (2.3) — (2.4) admet une

solution unique donnée par

0 = - [a-99 <>ds+t/1<1—s> (5)ds

N S am fy (L=s)g(s)ds S ai [y (0= ) g (s) ds

1-3"%a 1-Y"

)
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qui peut s’¢erire

o) = —/0 (t—s)g(s)ds—kt/o (1—s)g(s)ds+t/t (1—8) g (s)ds
Z:nl ;T mz(1*8)g(5)d8+2712”ﬂ7¢f (1—5)g(s)ds
1—22’;2% 1= a

a3 (= ) g (s) ds
1_2 =1 a,
= /Os(l—s)g(s)ds—&—t/f (1—s)g(s)ds

_Qalif,i.m(l—S)g(S)dS+Z§ZQG/ s (1 —m)g(s)ds
1-3"%a 11— ’

_|_

qui peut s’écrire
t 1

x(t) = / s(ls)g(s)ds+t/ (1-s)g(s)ds
0 ¢

+% {Aims(l —m)g(S)der/mlm(l —5)g(s) dS}-

Si nous posons

G( ) 772‘(178)7 OST]lSSS]W
iy S) =
77 s(1—m), 0<s<mpy <1

il suit que

/ G (t,5) g (s) ds 1 2=t Ju G m; 5) 9 (s) ds
1= a

Donc le lemme est démontré.

Faisons les remarques suivantes concernants quelques propriétés vérifiées par
la fonction G.

Remarque 2.2 . La fonction G vérifie les propriétés suivantes

(i) G (o, B) > 0, pour tous «, # dans [0, 1]

(i1) G (0, 8) = G (1 —a, 1 = ),

(119) G (o, 8) < G (o, @) .

Ces propriétés sont utiles dans la suite pour montrer certains résultats.
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Lemme 2.3 . Supposons que a; > 0, pouri = 1,2, ..., m—2, ct que S0 2 a; <

1.5i la fonction g (t) > 0, alors le probléme aux limites (2.3) — (2.4) admet une

solution unique x (¢) vérifiant
x(t) >0, vVt e [0,1].

Preuve . Puisque 2" (t) + ¢g(t) = 0 donne que 2" (t) = —g(t) < 0, et on
sait que le graphe de la fonction x (¢) est concave sur [0, 1] .Utilisons les relations
(2.3) — (2.4), on aura quc

it L i, fo S ds > 12 @i fo m —5)g(s)ds
1- Z;n; a; I 22212 a;
S am [, (1-5)g @M§+Eﬁf%mkwl—$gﬁﬂs
1—§j”fai 1=y a,
1 az fo 1 — 5 )d
11— Z?ilz a; )

z(0) = :c(l)z

ou encore

S P am; [, (1= s)g(s)ds
1_2171 a;
Z =1 alfol i 1_3) (Ui—S)]Q(S)dS
]-_ZleCLi
27120%] (1_3) ()d3+Z?;Qa,-(l—n,-)fo"sg(s)ds20
1_2 =1 a, 1_2222@1 .

Nous concluons que z (t) > 0, pour tous t € [0, 1], et si g (¢) > 0, alors = (¢) > 0,

z(0) = =(1)=

+

pour tout t € [0, 1],cc qui achéve la preuve.

Lemme 2.5. Supposons que a; > 0, pouri = 1,2, ....m—2, et que Z:’;Q a; >
1.Sige C[0,1] et sig(t) > 0, alors le probléme aux limites (2.3) — (2.4) n’admet
pas de solution positive.

Preuve . Supposons le contraire, c’est-a-dire que le probléme aux limites

(2.3) — (2.4) admet unc solution positive x, alors nous avons que  (7;) > 0, pour
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tous i = 1,2,...,m — 2, d’aprés (2.5) nous avons quc

! a; 7727 )ds
:U(TI?) = /0 G(nhs)g(s) dS+ 1 1‘5) Zm 2(1.
=1 "

1
i iy S d
’ Z'Ll a/l_].

c’est-a-dire que

m—2

(mz_:al )/1G(1h~, db—Zal/ G (ni,s) g (s)ds >0,
0

donc

m—2 m—2
<Zal—1>/ G (n;, 8) ds>Zal/ G (n;,8) g (s)ds.

Il suit que

/ana d8>0

/ G77“ d3<0

donc on a une contradiction et ’assertion est prouvée.

autrement dit

Donc si Z"ilQ a; > 1, il est clair que pour t = 0, ct t = 1 le terme z (0) = x (1)

n’est pas positive puisque

-t ) (1= 9)9 () ds S0 (1= ) fisg (5) ds _
22112 a; —1 Zm12 a; —1 a

e

x(0)=xz(1) =

Lemme 2.6. Supposons que » .* a; < 1 et que 7; sont des réels tels que
0<m <My < .. <o < 1.8Si la fonction g (t) est symétrique sur [0, 1], alors
la solution unique z (t) du probléme aux limites (2.3) — (2.4) cst symétrique sur
0,1].

Preuve . D’aprés (2.5) nous avons que

7772
i d
/Gts ds+ fo (i (s) s’
1_Ella7
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il suit que

v(1-t) = /OG(lt,S)g(s)ds 1%Zmn7;a~ e

_ /G(l—z‘,l—s)g(l—s)d(l—s) = 1%2773@- 3)ds

m— Q; i ds
_ /Gts $)ds + 2= Jh G (. 5) g (3)
1=320

Donc z (t) est symétrique sur [0, 1] .Considérons l'espace de Banach B =

C?10, 1] ,muni de la norme.

]l g = max{|a:|o ) |35/|0 ) |x"|0} ;

ol

[#lo = mmax |z ()]

Définissons 'opérateur intégral T : B — B tel que

/0 GLs) [ (s.2(s) .2 (s).2" (5)) ds 2.7)

S as fy G nis) [ (s, (s), @ (s) 2" () ds.

+
1- Y7 a

Alors la fonction z = z (t) € C? est une solution du probléme aux limites (2.1) —
(2.2) si et seulewnent si « est un point fixe de 'opérateur 7. Appliquons le théoréme
du point fixe de Schauder..

Théoréme 2.7. Soit B uncspace dc Banach et T : B — B, un opératcur
qui applique une partie convexe, fermée et bornée K de I3 dans elle méme. Si T

est complétement continu(compact) sur A, alors T admet un point fixe dans K.

2.3 Preuve du résultat essentiel

Dans cette section, nous étudions 'existence d’abord d’une solution positive

du probléme aux limites (2.1) — (2.2), puis l'existence d'une valeur propre pour
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Nous avons les résultats suivants.

Théoréme 2.8. Soit a; > 0, pour 4 = 1.2, ..., m — 2, suppsons que Z:’;Q a; <
Letn :0<my <n <. <nhpo<l

Soit

Fil01] xR xRxR — R,

une fonction continue, telle que f (., u,v,w) est symétrique sur [0, 1] pour tous
(u,v,w) € RT x R x R~ avee f(¢,0,0,0) > 0, pour tout ¢ € [0, 1].

Supposons qu’il existe une constante M > 0 telle que

LS et 300 am (L,
max < 1, E":l a+2ﬂi12a77( ) C <2M,
=" a

ol
C=max{f (t,u,v,w):0<t<1,0<u< M, |v| <M, —2M <w<0}.

Alors le probléme aux limites & multi-points du second ordre (2.1) — (2.2) admet
au moins une solution positive et symétrique.

Preuve. Nous allons définir tout d’abord le sous-ensemble convexe, fermée
ct borné K de I'espace de Banach B = C? 0, 1] .Soit

K = {u(t) € B:ux(t) est symétrique sur [0,1],0 < (t) < M,
|2' (1) < M, —2M < z"(t) <0} .

nous montrons que

T(K)C K.

Utilisons les relations (2.5), (2.6) et la remarque 2.2, il suit que pour tout = € K
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nous avons quc

Tu(t) — /0 Gts) f (5,0 (s) 2 (), 0" () ds
+E?§12 a; [, G (ni.s) f (5,7 (s), 7' (s). 2" () ds

m—2
- Zz 1 a;

1
T v TN
0 _Zz 1 al
1 7
< /G(t,t>ds+ Ly G (.5
1_27, 1 a;
a2 G (1;,8)ds
7 1 f _ 277 ) C
1=
! 2 ‘ 1_ 7
< /t(lt)ds Sy s m2 )
0 1—21-:1 a;
;!L12(] f 77; s H
m—2 C
1= a
S t(l_t) + ZZ 1 alnlw(L . 77@) C
2 2(]‘_Zi:1 ai)
m=2 o
S 1_ZL 1 (‘L74+ZL 12(‘Li’/74 (]‘ ’Il) C
2(1_2?7:1 ai)
< M,

donc
0<Tzx(t) <M, Vi e [0,1].

24
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Aussi nous avons que

(Tx) (t) = /0%?S)f(s,w(s),w/(S)aLU”(S))ds

YOG (1, s) / }
- /on@aﬂs),x(s),x (s)) ds

YOG (t,s) , "
+/t Tf (s, (s),2' (s),2" (s))ds

- - / sf (5,2 (s),a' (), 2" (s)) ds

0

[ 09 (9.0 ) () s

IA

[ 7020 27 (s
V[ e ) ) s

IN

/0 (1—3s)f(s,2z(s),2"(s),z" (s))ds
C
2

IN

<M

)

d’autres part on a

T @) = = [ s (i)' (). (51 s
> —/0 sf(s,z(s),2' (s),2"(s))ds
> —Q > —M.
2

Donc les deux relations de (17'z)" (t) nous donnent que
(Tz) ()] <M,  Vte[o,1]. (2.9)
Pour finir, comme

(T)" (t) = —f (t, (t) , 2 (1), 2" (1)) <0,
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ct
—2M < —C < (Tz)" (t) <0,

on conclut que
—2M < (Tx)" (t) <0, VYte|0,1]. (2.10)

D’apres le lemme 2.1, et (2.8) — (2.10) nous avons que
Tee KetT(K)C K.

Nous montrons la compacité de 'opérateur T

Alors pour tous z,y € C?[0,1] il suit que

T}QCM .TG i, 8) ds
@) (6~ (o) ()] < (kw 2 1_%;;1277@7., : )

<f ()2 (2" ()= F )y Gy O

ol

1
ko = max/ G (t,s)ds,
0

0<t<1

et ou N .
Dicy @i fm G (i, 8) ds
1- 3" a

un nombre fini et positif, donc c¢’est une certaine constante finie. Ainsi 1" est un

opérateur continu.Aussi nous avons que d’apres les résultats obtenus juste ci-haut
que Tz (t) < M pour tout x € K, et ¢t € [0,1].

Soit z € K, alors pour tous ¢, t3 € [0, 1], nous avons que

(T) (1) = (Tz) (2)| < /OIG(thS)—G(tQ:S)IIf(ﬂf(-)w’(-),x”(-))lds
C HG(tla ) - G(t27 ')HC(O,l) ’

IN

ol
C=max{f (t,u,v,w):0<t<1,0<u<M,v|<M,-2M <w<0}.

D’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzela 'opérateur 1" applique des ensembles bornés

dans des ensembles compacts, donc il suit que 'opérateur 1" est compact. D’aprés



Solution positive symétrique et valeurs propres d’un probléme aux
Imites & multi-points 27
le théoréme du point fixe de Schauder, I'opératcur T admet un point fixe x* €
K c'est-a-dire que Tx* = z*.Du fait que f(¢,0,0,0) # 0,V¢ € [0,1],2* est une
solution symétrique et positive du probléme aux limites (2.1) — (2.2).

Comme application du théoréme 2.1, nous considérons le problémes aux va-
leurs propres

2" () + Nf (t,x, 2" 2") =0, 0<t<1 (2.11)

m—2
z(0)==z(1) = Z a;x (n;), (2.12)

i—1
Théoréme 2.9. Supposons que 211—12 a; < letg : 0 <y <M < ... <
Dm—2 < 1, et X\ un parametre positif, et soit f: [0,1] x RT x Rx R~ — R, une
fonction continue, avee f(¢,0,0,0) # 0,Vt € [0,1] et f (;,u,v,w) cst symétrique
sur [0, 1] pour tous (u,v,w) € R™ x R x R™. Alors le probléme de valeurs propres
(2.11) — (2.12) admet au moins une solution positive , symétrique pour chaque A

choisie telle que

2M

e Pam | |
max{l, =t 11275*;5 ——C
=

Ae |0,

ol
C=max{f(t,u,0,w):0<t<1,0<u<Mv <M -2M<w<0},et M > 0.

La valeur propre du parameétre A choisie dans l'intervalle ci-dessus est appelée
valeur propre ct la solution positive ct symétrique du probléme (2.11) — (2.12)

est appelée fonction propre associée a la valeur propre \.



Chapitre 3

Opérateur différentiel du second
ordre a trois-points, formule
asymptotique du déterminant

caractéristique

3.1 Introduction :

Soit L un opérateur différenticl dans un espace d’Hilbert L2 [0, 1] défini par
D(L)={ye H*[0,1]: W;(y) =0,i=1,2}, ly=Ly

ou [ est 'expression différentielle formelle sur [0, 1] définie par

d2
l:—@ﬂ)(f), peC|o,1],

/

et soit H?0, 1] Pespace de Sobolev de toutes les fonctions y € L?[0,1] avec y

absolument continue sur [0, 1] et ¢” € L*? [0, 1], muni de la norme

19l sz = 119lloo + 19 loo + 1151 22
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ct les conditions aux limites définissants 'opératcur L sont données par
3 1
Wily) =Y Wiw), Wily)=> aby®(a), i=12  (31)
j=1 =0

ol a; sont définis tels que 0 = ay <ay =n <az =1, et

Wi (y) = ady (0) + a1,y (0) + adyy (n) + oy (n) + afyy (1) + oz 9/ (1),
Wa (y) = a2y (0) + a1y (0) + adyy (1) + adey/ () + ayy (1) + adyy/ (1)

Soit I'équation différentielle du second ordre suivante
— +py+ Ay =0, (3.2)

oll A est un paramétre complexe tel que A = p? # 0.
Pour les solutions w (.;p) ct v (.; p) de 'équation différenticlle (3.2) vérifiants

les conditions initiales suivantes

u(0;p) =1, W' (0;p) =ip, v(0;p)=1, o' (0;p)=—ip, (3.3)

et pour les conditions initiales suivantes

u(lip), ' (L;p), w(pp), o (mp), (3.4)
o(Lip). WV (Lip), w(mp), v (np),

nous allons établir des formules asymptotiques pour les solutions u (.; p) et v (.; p)
sur la bande horizontale —§ < I'mp < §, ainsi qu'une formule formule asympto-
tique du détermminant caractéristique A (p) de opérateur L sur la bande —§ <
Imp < d.Les formules asymptotiques que nous allons établir sont similaires dans
leurs formes a celles développées par Naimark [42], sculement ici nous utilisons
la théorie des opérateurs pour simplifier les développements et obtenir une for-
mule asymptotique pour le déterminant caractéristique sur —¢ < I'mp < ¢. Des
formules asymptotiques pour les solutions u et v.ainsi que pour le déterminant ca-
ractéristique A (p) ont été obtenues sur les demi-plans I'mp > 6, Imp < —6,0 > 0

mais avec des conditions autres que celles considérées dans ce travail (voir [36]) .
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3.2 Formule asymptotique pour « (.;p) :

Soit L; un opérateur différentiel dans un espace d’Hilbert L? [0, 1] défini par
D (L) ={e H*[0,1]:u(0) =4 (0) =0}, Liu=—u",

par des calculs on trouve que 1'équation ci-dessus Lyu = —u” = p*u, ne posséde
que la solution triviale u = 0, donc on conclut que le spectre o (L;) = &, par la
suite I’ensemble résolvant p (L;) = C.

Pour A = p? # 0 dans p (L;) Vopérateur résolvant Ry (Ly) = (A — Ly)™" est
un opérateur de Hilbert-Schmidt sur L?[0,1] donné par

Ry (Ly)u(x) = /o G (x, t.N) u(t)dt,

et ot G (.,.; A) désigne la fonction de Green de 'opérateur (A] — L) . Les calculs

montrent que Ry (L) est donnée par

1 [t _
Ry (Lh)u(z) = %/O (e”’(“#) — 677”’(“7"’)) u(t)dt, (3.5)
Vz e [0,1] et u e L?[0,1] .
Soit A = p? # 0. X € C, posons que

(@) = u(a:p) — €, (3.6)

avec x € [0, 1], on voit clairement que f € H?[0,1] . Comme (p?I — L) f (.;p) =

p*u + u" = pu,et comme (p?I — L) est inversible nous obtenons que
w(op) = 7 [1 e 9 (L) (5 )} (3.7)

pour tout p € C.
Maintenant on introduit les opérateurs de multiplication I',, p € C et @ sur
L*1]0,1] tels que

_ ipw
Ipu = e u,

et
Qu=pu, p#0,
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alors pour chaque p € C posons
h(ip)=e "u(.p) =T, u(.p),
on a que h € H?[0,1], et que
w(.p) =e"h(;p)=T,h(;p),
donc (3.7) peut s’écrire
h(5p) =1+T R (L) QT h(;p). (3.8)

Posons

Ap =L, Rpe (L1) QT

pour tous les p € C, p # 0, nous obtenons que
1
hip) =1+ ;Aph(.;p) :

ott A, est 'opérateur intégral linéaire défini sur L? [0, 1] par

1

Au(x)zQ—i

/ C—e W) put)d, vel01],  (3.9)

-1
Alors pour tout p € C, |p| > €® ||p||,. , 'opérateur ( - %AP> peut-étre déve-

loppé en une série de Newmann et d’aprés la formule (3.9) ci-dessus la série

no=(1-24) =3 Ly

P n=0

est convergente dans H?[0,1], et en ne tenant compte que des deux premiers

termes dans le développement de cette série, alors on a que
1 1
h(sp)=1+ ;A,] (1] + ;Ap (Aph (5p0)),

pour tous les p € C, p # 0.
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Aussi nous avons quc
Ih (o)l <2, 140G Pl < 268 Ipl| < 26 |Ipl|.

et
1A 2o < €™ Pl < € [Pl -

Par la suite de (3.9) il suit que

@

h(z:p) = 1+ % ), (1- 6722"’(3”4)) p(t)dt (3.10)
1 v —2ip(x—
+Tp?/o (1= 2P D) p (1) Aph (t; p) dt,

la différentiation de (3.10) par rapport a x € [0, 1] nous permet d’obtenir

1o, 1,
W (@)= 5 / G’QIP(m’t)p(t)dH; / eIy (8) Agh (85 p) dt,  (3.11)
0 0

et comme on a

u (x5 p) = €*"h (z;p), (3.12)
alors nous obtcnons que
_ 1 A
u(x;p) = er* [1 + %/ (1—e 2P0y p(t)dt +ry (25p) ] (3.13)
0
ou . .
ri(wp) =g [ (L= e 20) p(t) Ah(t: p) dt,
= Jo
avec

2 - 9 2 9
71 G o) |l < W€4“ HpllZ, < WGM Pl -

D’aprés (3.12) nous avons que
' (5 p) = ipe h (s p) + 7R (w3 p) |

et la substitution de A (z; p) et de b’ (z; p) par leurs expressions donne que

1

u' (x5 p) = ipe'” [1 +a5- / (14 e72E=0) p(t) dt + 7y (w5 p) | (3.14)
P Jo
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ou

1 ; —2ip(z—
7’2(55;,0):%/0 (14 e72==0) 5 (1) A h (¢ p) dt,

avcee 9 5
2
172 (5 P)ll o < e el ]2, < Wé“ 171l

pour tous p € C, p £ 0 et |[Imp| < §, avec [p| > 2¢% ||p| .
Pour finir posons z = 0, x = 7, et z = 1 respectivement dans (3.13), (3.14) ,alors

nous obtenons les formules asymptotiques pour les conditions initiales

(w(0;p)=1 W (0;p) =ip,
u(i; p) = " [1 + 555 Jo (L= e220m0) p(t) dt + 71 (3 p)} :
' (n; p) = ipe'” [1 +osi Jo (U e22t=0) p(t) dt + 7y (3 p)} . (3.15)
u(l;p) = e [1 + 5 fo ( e~ 2ir(1-1) ) (t)dt + rq (1'p)}
u' (1; p) = ipe’” {1 + Tp fo (L+ e 2P00) p () dt +ry (1; p)]

Les fonctions 1 (15 p) , 72 (n; p) et 71 (1; p) , 7o (1: p) sont de 'ordre de O (p%)
sur la bande horizontale —& < I'mp < &, pour tout p € C, p # 0.

3.3 Formule asymptotique pour v (.; p) :

Soit Lo un opérateur différenticl dans un espace d’Hilbert L2 [0, 1] défini par
D(Ly) = {v € H*[0,1] : v(0) = ¢/ (0) = 0}, Lyv=—0".

Comme pour le cas de u (z) nous avons que I'équation Lyv = —v” = p’v, ne
posséde que la solution triviale v = 0, donc on conclut que le spectre o (Ly) = &,
et par la suite Pensemble résolvant p(Ly) = C. Pour A = p* # 0,\ € p(Ly)
Popérateur résolvant Ry (L) = (M — Ly) ™" est un opérateur de Hilbert -Schmidt
sur L?[0,1] donné par

Ry (Ls) v (z) — /O G (2t N) v (F) dt,
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Les calculs montrent que la résolvante Ry (Ls) cst donnée par

1 r o )
Ry (Ly) v (x) = % / (e — ety 4y (1) dt, (3.16)
0

pour tout x € [0,1] et v € L?[0,1].S0it A = p? # 0, € C, posons que

g(ip)=v(;p) —e ", 0<xz<I,

on voit clairement que g € H*[0,1] et g € D (Lz), un raisonnement similaire

celui de u (.; p) montre que
v(ip) = [1+ € Ry (Ly) {pv (;p)}] (3.17)
alors pour chaque p € C posons
w(sp)=eu(ip) =T (;p),
nous avons que g € 2 [0,1], et donc (3.17) peut s’écrire ainsi
w(ip) =1+ TR0 (L) QU w (5 p). (3.18)

Posons
B,=pl',R 2 (L) QFP_I,

pour tout p € C, p # 0, nous obtenons que
1
w(ip) =1+ ;Bpw (p),

ot B, est un opérateur intégral linéaire défini sur L? [0, 1] par

By (x) = % /0 " (2D 1) p () v (1) dt, (3.19)

avec x € [0,1] et v € L2[0,1], et Vp € C,tel que —§ < I'mp < 4.
-1
Alors Vp € C,|p| > € |p||.., Vopérateur (I — %Bp) peut-étre développé
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cn une série de Newmann et d’apres la formule (3.19), la scérie

olin = (1- %B) 1] = fjpiB 1]

est convergente dans H?[0,1], en gardant seulement les deux premiers termes

dans le développement de cette série, on obtient
1 1
w(ip) =1+ ;Bp [1] + ?B/J (Bow (5i0))
Pour tout p € C, p # 0. d’autre part nous avons que
o (5 0)loe <20 11Bow (5 0) g < 2627 Il < 262 Ip]l

et
1Bl 2 < e pll o < € [Pl »

par la suite la formule (3.20) nous permet d’écrire que
1 i 2ip(x—t)
w(wp) = 14+=— [ ("0 —1)p(t)dt (3.20)
2ip Jo

_1 ’ 2ip(z—t
+2ip2/0 (€% = 1) p (1) Byw (t; p) dt.

La différentiation de (3.21) par rapport a x € [0, 1] nous donne que
/ L et L [" sipa—t)
Wizsp)=— [ ePpt)dt+— [ e p(t) Bw (t;p)dt, (3.21)
2ip Jo P Jo

et puisque on a

w(z;p) = €7 (z3p), v (7;p) = e w(7;p),
nous obtenons que

A 1 [ A
v(z;p) =e 7 [1 5 (- D) p(t) + 51 (x5 p) | (3.22)
o Jo

ou
1 ‘ ip(w—
s1(z;p) = %7 (€279 — 1) p(t) By (t; p) dt,
g 0
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avee 2 2
m 2 2
151 (50)] 00 < We“” w2, < WGM IPll% (3.23)

pour tout p € C,p £ 0, et [Imp| < 4, avec |p| > 2% ||p]| .

Aussi 'on a

o (15 p) = —ipe”Prw (w5 p) + ¢ PR (5 p)

et
. 1 T .
v (x;p) = —jpe i* [1 _ 2_/ (1 + esz(z—t))p(t) dt + so (t; P) , (3_24)
o Jo
ou .
so (t;p) = 5 (1+€*79) p (1) By (t; p) dt,
wp
avec

2 2 2 2
lls2 (5 0) |0 < Wezwmp' Ipll% < WGM Iplls

Si on pose x = 0,x = 1, et v = 1 respectivement dans (3.23) et (3.24) nous

obtenons les formules asymptotiques pour les conditions initiales

v(0;p) =1, V(0;p) = —ip,

v(n;p) =e " [1 — 5 IO" (1= €*9) p(t) + 51 (n; p)} :

v (1 0) = —ipe™?" [ — a5 Jo (L+e2#=0) p (1) di + 52 (n;p)} . (3.25)
v(L;p) = [1 — o fo (1= 200 p (1) + 5 (l;p)} ,

V' (1;p) = —ipe”i {1 — Tp fo (1 + e2P0=0) p(¢) dt + s (l;p)} .

Les fonctions sy (15 p) , s2 (n; p) et s1(1; p), s2 (1; p) sont des fonctions analytiques

de l'ordre O (p—lz) sur la bandc horizontale —d < Imp < 4§, pour tous les p €
C,p#0.

3.4 Expansion asymptotique pour A (p) :

Dans cette section nous allons donner une expansion asymptotique appropriée
du déterminant caractéristique A (p) de l'opérateur différentiel L = 7'+ @, dé-

terminé par ’expression différentielle [ = —% + p(t) dans la bande horizontale
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—0 < Imp < du plan complexe des p.

Les déterminants caractéristiques A et Ay des opérateurs différentiels respec-
tivement sont fermement liés 'un & Pautre, et les valeurs propres A = p? de L et
de T sont déterminées par les nombres p qui sont les zéros de A et A,y.

Des relations (3.1), soient Wi, Wy les formes linéairements indépendantes dé-

finissants l'opératcur différenticl L telles que

Wi (y) = oty (0) + alyy (0) + oSy (n) + ad/ (n) + oSy (1) + adyy/ (1),
W (1) = alyy (0) + oty (0) + ooy (n) + adyy/ (n) + ey (1) + adyy/ (1)

Introduisons la matrice des cocfficients 2 x 6 notée A associce aux formes Wy, Wy
telle que

0 | 0 1 0 1
Qpp Gy Qg Qg Ggzp Qgg

0 1 0 1 0 1
Qig Qrg Qg Qo9 (3o O3y

A:

Soient les déterminants obtenus des matrices carrées extraites de A en retenant
seulement la ¢—iéme et la j—iéme colonne pour 1 < i < j < 6. Il existe quinze
déterminants A;; qui sont donnés par les quantités suivantes
0] 0 1. 0 .0 0 ,.0. 0 1 0 1.
Ay = g g — afy0qy; Ay = af 105, — 09,05, Ay = a0y — ]y
00 0,0 . 01 0 1. 1.0 1,0 .
Az = afjagy — afy03;; Alg = a7 a3y — aGp03)0 Agz = QA — Qg1 Aoy
11 1.1 . _ 1.0 _ 1 .,.0. 1.1 1 1.
Agy = ayyQgy — QqpQ; Ay = QpQgy — a0zt A = QyQgy — QQgy;

_ 0.1 _ 1. 0. _ 0.0 _ ,0.,0. _ 0 .1 _ 0 1.
Azy = Qg Qg — Qg Qs Ags = Qg — Qppigy Az = Qg gy — iy

_ 1.0 0 1. 1 1 1 1. 0 1 0 1
Ays = Q3 — Q3195 Ayg = Qg Qg — Qie0zy Asg = Qgagy — 3o,

Nous définissons le déterminant caractéristique A (p) des conditions aux limites

(3.1) comme étant
sip=| 0 |
W (u) Wy (v)
ou bicn

A(p) = Wi (u) Wa (v) = Wy (u) Wi (v),

par utilisation des conditions(3.3), et aprés des calculs nous obtenons que



Opérateur différentiel du second ordre & trois- point, formule
asymptotique du déterminant caractéristique 38

Alp) = =2ipAia + Az (v(n) —u(n) + Au (v () —w (1))
A1 (v (1) —u (1)) + Ase (v' (1) — ' (1)) + ipAas (v (n) + u(n))
FipAas (v () + ' (1)) +ipAas (v (1) +u(l))
+ipAgs (V' (1) +u' (1)) + Asa (V' (1) u(n) — v (n)u' (n)) (3.26)
F Az (v (D u(n) —v(n)u(l) + Ase (V' (1) u(n) —v(n)d (1))
+Aus (v (D' (n) = v (n) u (1) + A (v (1) ' () — " () v (1))
+As56 (v (D) u (1) —v (1) (1)),

c’est le déterminant caractéristique de 'opérateur différentiel L = T + @, ou

T est Popérateur différentiel défini sur L2 [0, 1] par
D(T)={yeH*[0,1] : W;(y) =0,i=1,2}, Ty=—y"

Alors l'opérateur différentiel T tel que Ty = —y” = p*y, admet comme systéme

ipr

et v (z;p) = e 7,

fondamental de solutions les fonctions suivantes u (x; p) = €**

et ainsi on a

(1),
(1)
(1),
(1)

Wi (u) = afyu(0) + ajyu’ (0) + agu (n) + ayv’ () + afyu (1) + aju
Wi (v) = afyv (0) + ajyv’ (0) + afy v (1) + ag,v' () + agyv (1) + ag,
Wy (1) = af5u (0) + alyu! (0) + aSyu () + adyu
W (v) = a0 (0) + alv’ (0) + adyv (1) + adyr

v
(1) + agyu (1) + azu
(n) + agov (1) + agpv
Si on dé¢signe par Ay le déterminant caractéristique de 'opératcur T, alors cn

éffectuant les calculs il suit que

Ag(p) = —2ipAp + A (67':/"7 — 67:’”]) —ipAy (6*7"/”1 + 67?/’71)
+Ais (e—iﬂ — el‘p) —ipAsg (e—ip + eiﬂ) + ipAog (e—z‘pn + eipn)
0P Agy (071 = PT) 4 ipAgs (07 4 0'P) 4 p? Agg (¢ — )

—2ipAss + Ass (671‘/)(147) — eir(1=m) ) — ipAsg (6—1;)(1—77) + ez‘p(kn))
+ipAss (e*ip(lfn) + eip(lfn)) + p2A46 (efip(lfn) — eip(lfn)) — 2ipAsg.

Aprés avoir remplacé les quantités (3.15) et (3.25) par leurs expressions dans la
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relation (3.26) on aura que

Ay T j
Alp) = Dalp)+5 {/ (e = e p (1) dt
P 0
) . .
+/ (ezp(m?t) + efw(n*?f)) p(t)dt + ¢ (P)}
0
A n X .
Gt / (e—zpn — e“’") p(t)dt
0

. (eip(n_gt) B e_ip(n—‘zt)) p(t)dt + po (P)}

1
- / (e +e®)p(t)dt
0
1
. / (1720 =120 () dt + 3 (P)}
0

A [ epa
2 Jo !

B (eiﬂ(l_%) B e_ip(l—%)) p(t)dt + o7 (P)}

0

A A A
g [ s o

0
1

N / ((zip(172t) n (;ip(lfﬁ)) p(t)dt + ¢y (P)}

0

n ) .
A {/ (62“)(’7_” 4 e—2zﬂ(77—t))p(t) dt + pqg (,0)} )
0
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A. 5 K — —ip(1—
_ /77 (()/ip(1+77*2t) + (fif’(pr”*?t)) P (7‘) dt
0
1 ‘ .
- / (=i — (=Y p (1) dt
0
1
" / (eip(1+17—2t) + e—iﬂ(1+77—2t)) p (t) dt + 19 (P)}
0
44 n . .
0

7 ) .
B / (evrﬂ(lJr??*Qt) + e*”’(l*”*%)) p(t)dt
0

1
+/ (=) _ g=iell=m) p (1) gt
0

1
+/ (eip(1+n—2t) i e—ip(1+77_2t)) D (t) dt + p11 (p)}
0

A n i .
+5° {/ (7707 4 =) p (1) dt
2 0

N / K (eiwtbn=20) _ civ(Ln=20)) (1) gt
0
+/1 (eip(l—m _ e—iﬂ(l—’i))p(t) dt
0
n /1 (eip(1+n72t) _ efip(1+n*2t)) p(t)dt + p12 (P)}
0
_ipAi { / " (@0 4 =Y (1)
0

2

n . .
- / (eiotn=20) 4 o=in(LH=20)  (7) gy
0

1
_/ (1= 4 e=ie(=m) (1) dt
0

1
B / (67;,)(1+T,72t) + (,fv?p(lJrn*?t)) p(t)dt + 13 (/’)}
0

1
L As {/ (GQip(lft) + 6—2£/)(17t)) P (t) dt + ©14 (P)} )

0

40
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ou @; (p),i=1,2,...,14 sont des fonctions analytiques pour p # 0,telles que

M

autrement dit les fonctions p; (p) sont de 'ordre O (%) sur la bande horizontale
—§ < Imp <.

Notons que les fonctions ¢; (p) résultent des produits lors du développement
du déterminant caractéristique de 'opérateur différentiel L. Par exemple la fonc-

tion ¢; (p) est la fonction donnée par I'expression suivante

v1(p) = 2ip [ sy (m; p) + 1y (5 p)]

ot r1 (n: p) et s, (n: p) sont des fonctions analytiques d’ordre O (#) sur la bande

horizontale —§ < I'mp < 0, et elles sont données par les formules suivantes

1 N N
r1 (15 p) = 21 /0 (1- (572”’(’7%)) p () AL (L p) dt,
et
1 N S
s1(n;p) = TPQ (02“’(" b 1) p (t) Byw (t: p) dt,
0

aussi nous avons que ¢, (p) est donnée par 'expression

@ (p) = —2ip [e sy (1: p) + €7y (0; p)]

ou 7o (1; p) et sg(n; p) sont données par les formules suivantes

77 .
r2 (1 p) / (L4 e7200=0) p () Aph (t; p) d,
0

:%
et

n .
sz (1 p) / (1+ e p(t) Bow (t; p) dt,

- QTP 0
et ainsi on peut obtenir toutes les fonctions restantes on procédant de la méme
facon.

Notons aussi que si I'on considére 'opérateur différentiel L d’ordre deux a
deux points défini sur L2 [0, 1], alors pour les solutions u ct v de I'équation dif-

férentielle (3.2) vérifiant les conditions (3.3), des formules asymptotiques pour
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u(.;p) et v(.;p) sont obtenues, ainsi quunc formule asymptotique du détermi-
nant caractéristique de 'opérateur L sur la bande —¢ < I'mp < , et on a par la

suite

/1 (e +€”)p(t)dt

Ap) = & <p>+”§”{ 0

(
SR
(€00 = < H10) (1)t +-0 )}
{
(00 -0 (1) dt + 0y @)}

{
e

ip(1— 7‘)+ —ip(1— f)p(t)dt+(91(p)}

+
w‘:“cﬁ
\

—e ) p(t)dt

—

+

—e ) p(t)dt

c\

(e +e ") p(t)dt

\ w\%\ w‘>o
N

w(1-0) o omiel1-0) b (1) dt + (p)} .,

ou les fonctions #;,i = 1, ..., 4 sont des fonctions analytiques pour p # 0 sur la
bande —6 < Imp < 6,8 > 0, et tel que |6; (p)] < K |p|™, K > 0, et ot Ag (p) est

le déterminant caractéristique de Popérateur différenticl T, tel que T = —u”.
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