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INTRODUCTION

Le terme "probléme mal posé" est connu depuis le 20 iéme siecle. La phy-
sique mathématique a longtemps ignoré les problémes mal posés, les considé-
rant soit dénués de sens physique, soit reflétant une modélisation inadéquate,
mais actuellement c’est une autre chose, ils sont appliqués dans de nombreux
domaines.

La notion a été introduite par Hadamard qui a defini pour la premiere fois
la notion de probléme bien posé s’il satisfait les trois conditions suivantes :

-I’existence d’une solution

-I’unicité de la solution

-la stabilité de la solution ( la dépendance continue de la solution par
rapport aux données ).

Un probléme est dit mal posé si une ou plusieurs de ces conditions ne
sont pas satisfaites.

Ce travail est composé de trois chapitres et est initié d’une introduction
générale.

Le premier chapitre est composé de deux parties :

Dans la premiére partie nous considérons le probleme :

{ut—l-Au:O 0<t<T
[u(T) = fll <e

avec ||u(0)]] < E ou A est un opérateur linéaire, positif, non borné et
auto adjoint, £ > ¢ > 0.
Ce probléme est régularisé par :

{ut+Au:0 0<t<T
au (0) +u(T) = f

Dans la deuxiéme partie, on étudie la méthode de la valeur quasi limite ot
on montre que le probléme approché est bien posé et que sa solution converge
si le probléme original admet une solution classique.

Le deuxieme chapitre est consacré a la régularisation d’un probleme mal
posé pour une equation differentielle operationnelle du second ordre & coef-
ficient operatoriel A non borné, positif et auto adjoint. Plus exactement on
considére le probléme suivant :

u + Au=0 0<t<T
uw(0) = 0,u(T) = uyg
Au troisiéme chapitre on géneralise I’étude faite au chapitre précedent au
cas ou le coefficient opératoriel est a spectre continu.



Chapitre 1

Regularisation d’un probleme
parabolique retrograde de
premier ordre



1.1 La méthode de la valeur bornée non lo-
cale

1.1.1 Introduction

Soit H un espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.) et la norme
||l.]|. Soit A : D(A) C H — H un opérateur auto adjoint sur H tel que —A
est un générateur d’un semi groupe compact de contraction sur H.
Soit € < E des nombres positifs.Pour un nombre positif T, on considere
le probléme de trouver une fonction u : [0,7] — H telle que

up+ Au =10 t €0, 7]
{ |u(T) - fl| <e feH (1.1)

o w(0) < E (1.2)

On suppose que A admet une base propre orthonormale {®;}.. dans H,
associée avec les valeurs propres {\;},-,tel que :

0< A1 <A< ..et zhinoo/\l = +00
Le probléme (1.1) est mal posé, pour le régulariser il existe des méthodes :
la méthode de quasi-reversibilité, la méthode des equations de Sobolev, la
méthode de perturbation de I’equation, la régularisation de Tikhonov. La
méthode de la valeur bornée non locale out Clark et Oppenheimer [7] ont
régularisé le probléme (1.1)-(1.2) par la méthode de la valeur bornée non
locale :

us + Au =0 t€]0,T] (1.3)
au(0)+u(T)=f a >0 '
Denche et Bessila approchent le probléme par :
ug + Au =0 t€]0,T] (1.4)
—au, (0)+u(T)=f a>0 '
Notation 1
> NP (u(0),®,)" < B} BB >0 (1.5)
n>1
> e (u(0), ) < E3 Ey >0 (1.6)
n>1



Notation 2 On note la solution de (1.1)-(1.2) par u (t) et la solution de
(1.8)par v (t) .

Definition 1 Une fonction
v:[0,T] — H
est appelée une solution classique de (1.3) siv (t) € D (A) Vt €10,T]
etve CH(0,T),H)NC ((0,T), H), et satisfaite v; + Av =0 VYt € ]0,T|
etaw (0)+v(T)=f.

Théoréme 3

() — u(®)]| < Q (t,a) (aﬁg + ﬁE) V€ [0,T] (1.7)
si on choisit a = &, alors
lo(t) — u(®)| < 20 (t, %) eTEF, Vte|0,T] (1.8)
Q(t,a) =min{H (t,a),K(t)}, Vte[0,T]
ne—\(2) (--1) vETTeon wenn
1
H(0)=1H(T)= e

K(t) = (%) (1 _ %)1_% €(0,1)  Vtelo,T]

Pour démontrer le théoréme précédent on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 1 Siv(t) est une solution de (1.3) alors

IF17 = @ [[o(O)|* + (2 + 1) [|o(T)]?



Démonstration. on a
f=av(0)+v(T)

IFI7 = llaw(0) + o(T)]

= a®[[o(O)|* + o(T)|* + 2 (v(0), v(T)) (1.9)
soit
h(t) = (v(@),o(T'=1))  Vtel[0,T]
W (t) = (v'(1),0(T = 1)) + (v(t), =v'(T' = 1))
= (V'(t), o(T = 1)) = (v(t), —Av(T — 1))
= (=Av(t), o(T = 1)) + (v(t), Av(T — 1))
= — (v(t), Av(T = 1)) + (v(t), Av(T" — 1))
=0
donc

B (t) =0Vt €0, T]

on a |0, 7| un intervalle convexe dans R?, alors h(t) = ¢, Vt € [0,T] donc h
est constante.

alors

soit
g(t) = [lv@)|I* = ¢'(t) = 2(/ (1), v(t))
= —2(Av(t),v(t)) <0 Vte]0,T]

donc g est décroissante .
T T T T
5<T=yg(5) 29T s (v(3)0(5)) = (D)
2 2 2 2

selon (2.3) on obtient :

IF17 = @ [[o(O)I|* + [[o(T)I* + 20 [|o(T)]

> o? [[0(0)]* + (2a + 1) [o(T) |



Lemme 2 Siz >0,y >0,q¢>0
v+qy > (1+q)amayta
Lemme 3 Si v(t) une solution de (1.3) , alors
lo()l < H(t,@) ot |[f]| V¥t € [0,T]
Démonstration. Par les lemmes précédents et en posant :

= (2a+1) IIU(T)II2

1
IfI1> > 2+ qy > (1+ q) aTriyTh

on a i
1+qg=1+ A

T

7 :>1+q—t
T

1 t q T—1
T’

T—t

e %1%2tz§«%ﬁwww>uﬁ( /Q—%)Mwmw)

11> (e I o))

1 ¢ t _t
1= gy @I )

par la méthode de" log-convexity " on a :

[ [l > o)l vt e0,T]

on trouve : ]
> =% (¢
1912 graye T Il
alors t
lo)|l < H (t, ) am | f]] Yt €[0,T]
[]



Notation 4 soit w la solution de

{wt—l—Aw:O vVt €]0,T]
aw (0) +w (T) = u (T)

Lemme 4
o (t) —w ()| < H(t,a)aTt e Vte|0,T)
Démonstration. Soit
Q@) =v(t)—w(t) vt € [0,7]
Q2 (t) est la solution de probléme :

{Qt+AQ:0 vVt €10,7]
aQ0)+Q(T)=f—u(T)

selon le lemme précédent on a :

I =T = gy I o))

H (t,«a)

Q@) < H (t.a)aT™ || f —u(T)|
o (t) —w @) < H(t,a)aT || f —u(T)]
si|lf—u(T)| <edonc

v (t) —w (@) < H (t,a)aT e Vte[0,T)

|
Lemme 5
lw(t) —u(®)|| < H(ta)aTE  Yte[0,T)
Démonstration. Soit
z(t):=u(t)—w(t) Vtel0,T]
alors

az (0) + 2z (T) = au(0)

car

az(0)+2(T) =a(u(0) —w(0) +u(T) —w(T)

7



z (t) est la solution de probléme :

z+Az=10 vVt €]0,T]
az (0) + 2 (T) = au(0)
En utilisant le lemme (1.7) on obtient :
Iz ()] < H (t,a) " [lau (0)
<H(t,a)atE  Yte[0,T]

Remarque 5 Sachant que Vt € [0,T]

u(t) = " (u(T), ®,) @, (1.10)

e tAn
o(t) = 3 7 (£, %) @0 (1.11)
w(t) = Z% (w(T), ,) b, (1.12)

Lemme 6 Si v (t) est une solution de (1.3), alors
i
lo@®ll < K@) ar | fIl vte[0,T]
Démonstration. La représentation (1.11) implique que

1
I < 1171l

car

o) = || ———— (£, ®,)2,

T e~ T
n>1
1 1
n>1 n>1




alors

1
0| < —
lo(O)lF < —II£]
(D[] < |1 £l
car
=T
)| = ®,) P,
o0 = | (2
T
n>1 n>1
alors
(D[] < |1 £l
Maintenant pour ¢ € ]0,T[, on applique le deuxiéme lemme avec
ot
y = 1 i T 7 1le=AnT
T
- L T—1
on obtient t . L
at + a7t e > (g + 1) zTrayTa
1 1— L\T
_ . i T oAt
l—7 T
_ oAt
Sy
(1=7) " (7)
I S W
0N
o Ant o
donc )
lo@®l < K@) art|IfIl Vte[0,T]
[ ]
Lemme 7

lv(t) —w (@) < K (t)at'e  Vtel0,T]



Lemme 8 .
fu@) —w@)| <K@F)arE Vtel[0,T]

Démonstration. On a
“Ant

o = wilf =3 (00 - ) )@,

n>1

o3 (a +;}n ) e i, 0.

(K (ot )2 T (4 (1), D)2

M

n>1

(k) a%)2 ST (1), B,)°

n>1

< <K (tm%)Q u(0)])* < (K( ) o [[u(0 )H)

IN

donc
lu() —w@)| < K@t)aTE Vtel|0,T]

Remarque 6

L’erreur trouvée pour identifier u (t) sous les propositions (1.1)-(1.2) est don-
née par :
LA
w(t)=eTE T

1
Si on choisit o = 21;, Vt € |0,T[ Le théoréme (1) ne donne aucune
T

information sur la stabilité de la solution en t = 0 et la condition (1.2)
est faible. Pour bien comprendre cela on suppose (1.5) ou (1.6).On va voir
que par ces conditions, ’estimation de la stabilité de type logarithmique et
Hélder en t = 0 sont respectivement garanties.

10



Démonstration. On suppose que A admet une base propre orthonormale
{®;},5,dans H, associés avec les valeurs propres {A;},-, telles que :

D<A <A <..etlim) =40

i——400
aveC o = (g (=

£
E

t_q t
tcm)(ag 6—%@{E>

B K (t)
alors

lo () —u(®)| <erB T
|

Théoréme 7 On suppose que (1.5) est vérifiée, alors ¥t € [0,T].

11



St

t
€ . T 1-%
lu@®-v(®)] <Qta)at e +a ()\?(t)c(t)) B,
st
T\ B(t)
2 (53)
ot 5T
et

1 si0<B(t)<1
0= ()=

si on choisit o= g :=5— ot 0<d <1. AlorsVt € [0,T) : si 0 < g <

Ey
(&) B(t)
B(1)

[u(t) —v ()] <
B
i ¢ T ¢
FET SR a0)e D 0 70 Ok
()" B/
" (1.13)
- )
st Qg > <W)
[u(t) = v ()] <
AT =7
to1_%F ¢ st e t 4
e BT L Qt, ) T) 4 g0 <m> ET (1.14)

Démonstration. Selon les représentations (1.10) et (1.12) on a

2
—Ant

_ (&
lut) = w(®)]* = ||D_ (e — o o) (W), @)y
n=>1
2
(T—t)An “AnTHT—)An _ —Ant
oe +e e
=12 ——7 )(u(T), ®,)®,
n>1

12



aeT = 4 g=Ant _ g=Ant

>

n=1

o+ e T

T
Zm (u(0), ©r) s,

n>1

(T—t)An

-> (25 SNCURSE

2t 2t< a T)2<1%>|(u(0),<1>n)|2

o1 (a4 e AT T

<a¥y” (ﬁ)() ((0), @)l

n>1

SR

l
Q

2t (6% 2<1_T>
=at < BT BT ) )‘1216 |(u(0), q)n)|2 (1.15)
n>1 \« e~ AT

B(t)

BO N, + A S On
t t
>2<a 5 1€ >

N B(t)
t - n
= 2175( ) < )\ + )\16 Bt >

si0< B (t)
t - t
Aﬁ(t) + )\g(t)e*)\nT _ (0“*(1”)\71)6( ) n ()\16 BA(?)T>6()
- t
> MO 4 N0 = (o, + Ale%ff( )
1 si0<B(t) <
C(t) =
( ) {21_6(0 Si /B(t) — 5T Z 1
on obtient

2T\ B(t)
i ) (1.16)

MO L ABO T > o (p) (aﬁm Ay + Ape 0

13



soit
1 —AnT -1
g(A) = <ozﬁ<f>)\ + Are 70 )

1 2T\ /
— (aﬁ(t))\ + Aie B® )

g\ = 1 TN 2
(amA + AleW)

1 T AT
—qB®) + _ﬁ(t) )\1@ B(t)

1 —AnT 0 2
<a/5(t))\ + Ae B® )

g\ =0s —afn + ;Et)AleE?g =0
— a% = ngt) )\16%
afOf(t) _ o
Th
AT (L)) AT
- ( Py >_6(t)
_ 8@, (o795 0)
— \ = T In ( Th )
B m( T
T afO B (t)

X\

() e

14

B(t)
ria](53)"e
+ \e )




1

7Tln{(&)ﬁ(t)/a

[y 7 \P®) A
ar® | 7 1n (Wﬁ) Jer| | + e rom

1 B(t) B(t) )
ot (3| (5) " e ) o | (29)™ s

et

15

(1.17)



d’apres (1.15), (1.17) et (1.18) on obtient :

B(t)(l—f)
- t C (t)%_l Ey
<1n(<2?%f>5‘ 'ja) )

X )W (1.19)
B(t)

-7 B(t)
eT™ : T
o (Af(”c(t)) Eysia> (ﬁ)

par un lemme précédent et 'equation (1.19) et l'inégalité triangulaire on
obtient :

Nl

o

s (1) — w (1) < §0<as

\

[ (8) = v ()] = [lu(t) —w () +w () v (@)
< lu @) = w @) + [lw () = v (@]

B1(1-7)
+ T + L
s af ¢ Ct)T " E, + H(t,a)aT "¢
ln((M)ﬁ() a)
A1)
T T(1-4%
B(t)—TB—_t ﬂ(t)(l_%)zﬁT(_tT)zﬁ
§ B(t)
T\
I<ax< (5(25))
;
u(®) = v (O] <t - C)" " By +Q(t,a)aT e

et

Sl

T 1= .
lu(t) —v ()| < aa (m) B, +Q(t,a)aTt e

[l

. s . P N
et si v = ap = =5~ on obtient le théoréme. m

16



Remarque 8

Eq
lim ln(s) _ !

e—0t B(t) - 1—-9
()" =)

d’aprés (1.13)-(1.14) avec o = avg, e > 0,3C constant positif tel que :

. -8
() — v ()] < Crelt=W/T 1= (% In (5)) vie [0,T]

et pour (1.13)-(1.14) ent =0, on a :
lu (0) = v (O)]] <

B

B
5 T | ™
Brye <1n((T/\le)B(t)E1/51—5)> ¢(0) st 0 <0< < B >

7
B
eM T _ .
Ey {55 + el (—,\f(;(o)) E; 1} si o > (%)

B
soit C = (1—35)60(0)_1 E, et on suppose que (T216> Ei > 1, alors

B B
In ((T216> E1/€1_5> =In ((T216> E1> +1n$

1 1

_ B
BieC (nd) " si0<ag< (2

B
5 1-§ _eT™ : TN
Eie% ¢ NI szaoz( 3 >

[ (0) = (O)]} <

si =1, on a l’estimation de l’erreur en t = 0 comme montré dans Denche
et Bessila [9)].

Remarque 9 si[3 est donnée, on suppose que o« = E% (% In %)ﬁ, alors pour
e > 0,1l existe Cy > 0 tel que :

L B\ BT-o/T
1) Vi € [0, 7]

t 1-L
lv(t) —u(t)|| < CieTE] T (?ln?

17



Remarque 10 Pour identifier u (t) sous la proposition (1.1)-(1.5) Uerreur

. 1t _3(T—
va étre d’ordre ETEll T (Lnfn) pr=n/r (14+0(1)). Si on suppose le para-

meétre de la régularisation o = E% (% In %)m& pour 0 > 0, alors
1. B\
|u(0) —v (0)| < E4 ?ln? (14+0(1)) (1.20)
st = %Eil (#In %)_B, alors
Lo (1. B —B(T—t)/T
lo(t) —u(@)|| <eTE, T (?ln ?) (I1+0(1)) (1.21)

Démonstration. si 0 < 5 < 1 en utilisant le théoréme (2), on a

T B
3
0)—v(0)) < — — | FE 1.22
Ju (0) “””—a*(m(g)) ! (1.22)
~C¢_ T)\leB : hoisi __ € 11 E15+6 1
ou _<T> ,sionc 0181t0z—E—1(T n?) , alors
9 1 El p 1 El - 1 El -8
Z_FE (== —ln — =F(=In— 1
1(Tn€) (Tng) 1| pln— o(l) £—0
(1.23)
tant que
1. B\
lim (—ln—l) =0
e—07t €
8 B
T T
€—>O, c E1: (319) E1
In (%) In (C£ (410 £)~+)
o (1, B In & ’
= — 1n —
\T I 4 1nC—(B+6)n(Lin)
1. B\
:El(fln?l) (1+0(1)) (1.24)
on a
In £v
lim - =1

e—0rIn & +InC — (84 0)In (5 In £1)

18



selon (1.22)-(1.23) et (1.24) on obtient

-
0@ - o) < £ (7)o
sifg>1
i (0) - u (0)]* < (iggga (a:>) SN (u(0), B,)?
< (iligga (fﬂ)) E}
galr)=— 2 o>

oxP + /\f e—aT
—a?BaP 1+ aT N e T

Jo () = 2
(ozxﬁ + /\fe—zT)

g (2) = 0= —a?B2° +aTNe T =0

o afBz?1
TN

si f > 1, il existe une solution unique x, de (1.26)

= e

B
o' 1
SUPGa (L) = o (Zy) = < | —
x>og (%) = g () azh + )\fe—xaT (fl'a>
£ > 0, on utilise (1.26) , on trouve que si @ — 0,alors x, — +00
In (T
im 2E/0)

a—0t 1,1

selon le lemme 7 et I'inégalité triangulaire ,(1.25) et(1.27) :

19
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(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)



llnﬁ)ﬁw,g—>0

1. E{\
= B <T In f) o(1) (1.30)
sion a: s
lim (l In &) =0
e—0T £
on trouve :

() = (*55) -

. (11 El)ﬁ In £ B(ln(T/a))B
= — 1n —
\T e I T — (B+0)In (Ln L) vaT

1. B\ "
=F (?ln?l) (1+0(1)) (1.31)
si
ln%

li =
si%lJrln% +InT — (8+0)In(3In2)

et par (1.28)
lim In(T/a) _ im In(T/a) _
e—0t  x, T a—0t  x T
selon (1.29) et (1.30) on obtient(1.20). Maintenant, on va démontrer (1.21)

lu () — w ()] < K (£) ot (mil) Eil+40(1) (1.32)

a

par le lemme 7, 'inégalité triangulaire et (1.32) on obtient :

B
Ju(t) —v ()] < K (t)aT e+ K (t) aT (%) 1+o0(1).

1-t/T (%m %)B, on obtient 1.21. m

.. e
En choisissant a = BT

Théoréme 11 On suppose (1.6), alors Vt € [0,T7.

Q (t,a)at e + otHA/T R, si0<fB<T—1t

Q(t,a)at e + ok, siB>T —t
(1.33)

() — 0 ()] < {

20



sia=qy = E;_6 0,7

er BT <Q(t’al) 8(1-4) 4 (B(-0)=30)/T 7~ 1)
si0< f<T—t
o-vor<{ . N
ey (QU, )81 4 08007 )
siB>T —t
Démonstration. On a
2(1-4)
2% - 2 _
a’Ty (m) (u(0),®,)" =
n>1
2(1-%)
_ 2k -~ 0) . P. )2
" n>1 (a—i—@—T)‘") (t(0), %)
ott p,(t) = PT/T=1) i € [0, T
1/si p>T—t alors
A A (L
pa(t)e T = "r= > 1
A — w? < o o 2(1-%) 26X, 0), 2
[u(t) = w®]* < a nZ(—apn(t> TP (u(0), 0,)
2t 9(1 )Z 2BA,L )2
aTa T
n>1
< o’ E;
donc
Ju(t) — w(t)|| < aE,
2/s10< B <T—t on applique le lemme 2 avec = = ap,(t),q = T_f_ﬂ

—AnT( (T*;*B))

et y = pu(t)e , on obtient

v+qy > (1+q)amiytha

B
> T—t T—t_/B Tt aT;t—IB
—T—-t-p 15}

T—t

1-£ It B/T
« T g (T—t=B\T 54 )
<apn(t)+pn(t)e—w) sa T( Tt ) <T—t—6
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It B/T 8/T
o (L=t=B\" (_T-t B
= T—t T—t—p T—t

Tt —B/T T
cqpr (Tt=B\ T (T—t=p\""( 8\
= T—t T—t T—t

= B/T
< oHT (T;_t—tﬁ) ! (L) < ofIT
lu(t) - @) < aTa*/" B3
S OéQ(t;ﬂ) E22
lu(t) = w(®)] < @ B, (1.35)
selon les lemmes 4 et 7 avec (1.34) et (1.35) on obtient

[u(t) = o) < llu(t) = w@ + [wt) = o)

gaE2+Q(t,a)a%’15 sip>T—t
[u(t) — ()| < Q(t,a) aT ‘e + o T Ey Si0<B<T—t
alors
Ju(t) —v ()] < {Q (t,0) at 1 + otHD/TE, si0<f<T—t
u — v t
- Q(t,a)at e + ak, sifB>T —t

1.2 Meéthode des valeurs quasi-limites

On va présenter quelques méthodes de régularisation des problémes mal
posés.
Le probléme de la valeur finale défini par :

{ u' () + Au(t) =0, vVt € 10,7 (PVF)

u(T)=f

ou A est un opérateur positif, auto-adjoint et non borné sur un espace de
Hilbert H, le probléme (PVF) est mal posé.

Plusieurs auteurs utilisent différentes approximations pour le régulariser,
par exemple :
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1) Lattes et Lions (1960)[15] ont utilisé la méthode de quasi-réversibilité
et ont remplacé le (PVF) par un probléme approximatif et ont utilisé les so-
lutions de ce nouveau probléme pour construire les solutions approximatives
de (PVF).

Dans la méthode originale de quasi-réversibilité, Lattes et Lions[15] ont
approché le (PVF) par :

{ vl (t) + Avg (1) — aA?v, (1) =0Vt €]0,T]
va (T) = f

ou A est perturbé par A—«aA?, ensuite ils ont utilisé la valeur initiale v, (0) =
up dans le probléme :

{ ul, () + Au, (t) = 0, vVt € 10,7
U (0) = v, (0)

Enfin, ils ont démontré que u, (T") converge vers f si a — 0, la méthode
ne considére pas u (t) pour t < T et l'opérateur transportant f a v, (0) a
une grande norme pour un petit a (d’ordre de e ).

2) Showalter[20] a approximé le (PVF) par :

{ vl (t) + aAv), () + Av, (t) =0,  Vte]0,T]
va (T) = f

Et comme ci dessus, pour chaque « > 0, il utilise la valeur initiale v, (0) = ug
dans : )
{ua(t)—l-Aua(t):O Vt €10, T
Uq (0) = v4 (0)

Les solutions u,, calculées pour approximer la solution u (t) de (PVF) au sens
ol u, (T') converge vers f quand « tend vers zéro. Ainsi que u,, (t) converge
vers la solution u (t) de (PVF) si et seulement si cette solution existe, et
lopérateur transportant f a v, (0) a aussi une grande norme pour un petit
a .

3) Miller [18]aborde le probléme de la grande norme par perturbation
optimale de 'opérateur A, il indique qu’il est possible de rendre la norme de
lordre £ plutot que e« et tire les conditions sur la perturbation f (A) pour
obtenir les meilleurs résultats possibles.Comme dans les méthodes ci-dessus,
il approche le (PVF) par :

{q/ )+ f(A)v(t) =0, Vtelo,T|
v(T)=f
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Enfin, Showalter [20]par une autre méthode approche le probléme :
{u’ (t) + Au(t) — Bu(t) = Vit € 10,7
()Zf

par : {u, (t) + Au (t) — Bu(t) = 0 vt €10, 7

uw(0)+au(T)=f
C’est la méthode de la valeur quasi-limite, et il suggeére que cette dérniére

donne une meilleure approximation que les autres types de régularisation.
Dans ce travail, on va utiliser cette méthode pour régulariser (PVF).

1.2.1 Perturbation des conditions finales.

Definition 2 On approche le (PVF) par le probléme de la valeur quasi-limite
(PVQB) :
u(t)+Au(t) =0 Vte]0,T]
{ au(0) +u(T) = f
ot A est un opérateur positif, auto-adjoint et non borné sur un espace
de Hilbert H séparable tel que —A générateur d’un semi groupe compact de
contraction S ().

On suppose que 0 est dans I’ensemble résolvant de A.

Puisque A= est compact il existe donc une base orthonormale des vecteurs
propres ¢,,, n > 1 dans H associés aux valeurs propres A\, et )\;1 de A~ let
e~ de S (t).

Soit u= > a;p,

1>1

T)u= Ze*T)‘iaqu

i>1

— S e e >0

i>1

et

on obtient donc :

(@l +S(T)" I~ a>0

QIH

Le lemme suivant est utile pour montrer [’existence de la solution de

(PVF).
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Lemme 9 Si f = ) bo

i>1

alors le (PVF) a une solution si et seulement si

S b2e?TAi converge
i1
Démonstration. Si Y b2e*™ < +oo, alors Fu (t) = Y e =Db;¢, une
i>1 i>1
solution de (PVF).
Soit u une solution de (PVF),et w(0) € H

u=>Y ad, (1.36)

1>1
On a
S(Tyu:=) e ™ =f=> b,
i>1 i>1

donc e Tiag;=b;, Vi>1=a;=0b;e™  Vi>1.

Comme u (0) € H=>| u ||*?= Y_a? < +oo d’aprés (1.36) alors
i>1

SR < oo

i>1

Definition 3 On définit uq (t) := S (t) (ol +S(T))" f ,Vf € H Yo >0
et Vt € [0,17].

Théoréme 12 La fonction u, (t) est la solution unique de (PVQB), et dé-
pend continiment de f.

Démonstration. Si (al 4+ S (7)) f € D (A) alors ug est une solution
classique de I’equation differentielle donnée, et

AU, (0) + Uq (T) =f
g (0) + o (T) = (al +S(T)) ' f+S(T) (al +S(T))" f
—(al+S(M)(al+S(T) " ' f=f

On va démontrer la stabilité de la solution :
1S (t) (al +S(T)™ fr =S (t) (al +S5(T)~" fa|=
= S (al+ST) " (h—rf)l
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< NSOl +5@)7" (= f) |
< SO U@l +S@) I (= fo) |

< (fi = 1) | Vi, fo € H Vo> 0

L unicité découle du fait que toute solution v satisfait v (0) = (al + S (7))~ f
et de I'unicité de la solution du probléme direct.
On fait deux observations qui seront utiles plus tard :

1l ua () < 5 I f ]| car
lua (&) II=I1 S (2) (@l +S(T) 7" f |
< ISl +S@)~ Il £

1
<=7l
0%

2/ Siu=> a;p,, alors

i>1

(@l +S(T)u=> (a+e ™),

i>1
et
(@l +S(T)  u=> (a+e ™) ag,
1>1
| |

Théoréme 13 Pour tout fe€ H ett € [0,T],a>0 ona:

e (8) < a™ | f]

Démonstration. Si f =) b;¢,0n a
i>1

| e (8) IP=11 5 (¢) (@ +5 (7)) £ |
= Y e o+ e ) Mg, |

i>1
_ Ze—%\i(& + e Th) 22
i>1

t ¢t 2
<Y e [(a + e AT (o + e’TAi)l’T]
i>1
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. _o(1_t
< }:e_%\lb?ew‘la 2(1 T)

i>1

< Z b?a_2(l_%)

i>1

< a_2(1_%)26?

i>1
< 2 p 2

< () 1P

donc
2 =12 2
e (0) 12 (7)1 £
Alors -
e () 1< (7)1 £ 11,¥f € Hoa >0
|

Théoréme 14 Pour tout f dans H, || us (T') — f || tend vers zéro quand o
tend vers zéro, c’est-a-dire u,, (T') converge vers f dans H.

Démonstration. Si f = > b;¢,, alors
i>1

| e (T) = f IP=]) i (T) = 1o (0) = e (T) [P=]] vt 0) P
= a? | uy (0) |
= a? | (ol +S(T) 7 f I
= | Yo (a+e ™) o, |

i>1
= aZZ(a +e )2

i>1

+o00
Soit ¢ > 0, et on choisit N tel que > b7 < 5
=N

7

o (T) = £ 7= [[@®> (o +e ™) 72
i>1
N—-1 400
= 042Z(oz + e_T’\i)_2bi2 + 0422(04 + e_T’\i)_2bl2
i=1 i=N

27



Soit a > 0 tel que

=1
donc
- N—-1 -1 N4 -
| e (7) f||_2[“e | X e+
-2 2
Alors
| e (T) = f P< e = (T) =
]

Théoréme 15 Vf € H, le (PVF) a une solution si et seulement si la suite
(uq (0)) converge dans H,ainsi que (u, (t)) converge uniformement vers u (t)
st — 0.

Démonstration. Est ce qu'il existe une solution de (PVF) ? On consideére
que Zirr(z) Uq (0) = ug
oa—

Soit u (t) = S (t) up, on a d’apreés le théoréme précédent :

lim || ug (t) —u(t) ||= éi_% | S(t) uop—uq (1) ||

a—0

=1lim || S(t) uo— S (t) (el +S(T))"" f |

a—0

=lim || S(t) (uo— (al+S(T)™"[) |

< lz'r% | uo— (ol +S(T)""f |

= lin% | wo—ua (0) ||=0 car u, (0) — up.
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Donc lin(z) Ug (1) = u(t) et u(t) = S (t) up est une solution de (PVF). Alors

il existe une solution de notre probléme (PVF). On considére que u (t) est
la solution de(PVF). Soit ¢ > 0 et f = > b;¢,. Selon le lemme 1 on a ||

i>1
u (0) [|2= Y_b2e?T?1.0n choisit N tel que :

i>1

+oo £
E 2 _2T\;
bi e < 5

=N

Soient a > 0,y > 0,et
It (0) =y (0) |P=[| (@I +S(T))"" f = (3] +S(T) " [

=) (a4 e ™) hig, — Y (v + e ) gy |

i>1 i>1

=Y+ e ™ = (e T g, P

i>1
= ((a+e ™) — (v +e ™))%
i>1

=2 e '
= vt (a+y)eThi 47

= (v — 04)2 (047 + (a+y)e ™ 4 62T’\i)_2 b?
i>1
Soit »
(v =) (ay+ (a+7y)e ™+ = (€)

| o (0) = uy (0) IP= D (07 + D (O]

i=1 i=N+1
N 400
< Z( —a)? (e’QTAi)f2 b2 + Z (v — a)? ((a+ )e’T)‘i)f2 b2
> gl i g v i
i=1 i=N+1
o0 2
< )2 T2 T« 2T 2
S Z (v —a) e™ b + Z T ra) ¢
i=1 =1 N
N +o00
< Z (v — a)2 e4T’\ib? + Z ezTAib?
i=1 i=N+1
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N
) 9
< Z (v — o) ™07 + B
=1
N

-1
On choisit § > 1tel que > aet 6> <e <2Ze4ﬂib?> = y—a<det
i=1

N
L (0) — 0) II12< 52eATAip2 E.
| ua (0) uv()\!_;e it 3

N -1y -
<e (ZQGMA%?) Z€4T/\ibzz + 5

=1 =1

<

~—~

Alors || uq (0) — u, (0) [|< € = (un (0)) est de Cauchy dans Hun espace
complet = (u, (0)) est convergente dans H. Selon la premiére partie ol
on a trouvé que :

lim || uq (t) —u (t) |= lim || uo — ua (0) |

et (uq (0)) est convergente donc li??% Uq (0) = ug et liTr(L) uq (0) = u(t). La

convergence simple de (u, (t)) sur la partie [0, 7] qui est une partie compacte
donc (u, (t)) converge uniformement sur [0,77]. m

Théoréme 16 Si f = > bip;, est dans H et s’il existe ¢ > 0 tel que
i>1

> bfea’\iTest convergente, alors || uq (T) — f ||— 9 avec un ordre afe 2.
i>1 a—

Démonstration. Soit € € |0,2[ tel que > b?es’\iTconverge, et soient k €

i>1
10,2[ et n un nombre naturel fixe.On définit
k
o

n\&) = —(— 35

gn () (a 4 e=2nt)?

On a

_ e (k —2) a+ ke Mt
(a4 et

g, () =0= S ((k: —2)a+ k:e_’\"t) =0
— (k—2)a+ke ™ =0

30



ke=Ant
—a=——,, kel0,2
O= 5= Felo
On ag,(a)>0,Va>0et lim g,(a)=0,g,(0)=0.Soit le point critique
eomnT a——00
Y = 5%

( k:k)k —kT A,
9n (a) < gn (040) <~ Gn (a) < ﬁ

d’aprés un théoréme précédent :

o (T) = f [P= Y 0?2 (a+ e ™T) 7

n>1

_ Za2 kb2

n>1

2 kzbngn

n>1

k
e <_2 LY e o iy

n>1

2 k
aQ_kZbi (—2 — k) e~ TkAn (ozg + 20406_’\”T + e‘”‘"T)

n>1

EO\" 1
a5 ThAn
<a®y 82 (m) e e=2T (20T 4 200enT + ehhnT)

n>1

2k 2 EO\ Tk et
- b Tk,
« Z n (2 — k:) € (e2MT 4 20i9ernT + 4T

n>1
k; k
2k (2—k)TAn 1.2
< E <—2 — k) e b,

n>1

k
< a2k (2 k k) ZG(Z—k)T)\nbi

n>1

Si on choisit k=2 — ¢ on obtient

(2-¢)
—(2—¢ 2—c¢ €
o (1)~ £ P a0 (205 ) S

n>1
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ot ¢ = 223" e M2 - done
n>1

| ua (T) = f *< afee™

Si on considére que Y eEFDT P2 < oo on obtient

n>1
|t (0) = (0) [ = 0> S W2, (@) 2T
n>1
k k
| o (0) = (0) [P< @®*> 02 (ﬂ) o=k T\
n>1

sik=2—¢ on obtient || uy (T) — f ||?’< a®ce™. m

Corollaire 1 Si f = b, € H et I > 0 tel que Y eP+NT < o0,

i>1 n>1
alors || uq (t) —u(t) || converge uniformement vers zéro avec un ordre
afe?

Démonstration. Selon les théorémes 4 et 5, . on a > bZesMT < S"12e
i>1 i>1

on a Y b2eTNT < oo alors la série > b2eT < +oo.
i>1 i>1
(uq (t)) converge uniformement vers u (¢) sur [0, 7] et || uq (£) —u (t) |><
afce 2. (Uq) - converge uniformement en ¢ vers u. m
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Chapitre 2

Régularisation d’un probléme
pour une equation differentielle
operationnelle du second ordre
a coeflicient opératoriel a
spectre discret
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2.1 Stabilisation et la régularisation :

Le probléme est de trouver u : [0,7] — D(A) C H, H un espace de
Hilbert tel que :

%—FAu:O
{ u(0) =0, u(T)=up (BV)

ou A: D(A) C H— H, A est un opérateur linéaire, positif non nul et auto-
adjoint avec un inverse compact et A~! admet une suite des vecteurs propres
{zn},~,orthonormale et complete tel que : Az, = \,z,.

2.1.1 L’existence et ’unicité de la solution

Théoréme 17 Si A satisfait les hypothéses précédentes, ug € H, et

k272

Ao ¢ {W,keNi} (2.1)

Z)\i | (ug, ) |2 [sin <\/)\_nT>}2 < 400 (2.2)

n>1

Alors (BV) posséde une solution unique donnée par la formule :

sin (v At
u(t) = ;<U0,$n>m((Tj?)$n

Démonstration. - L’unicité est une conséquence de I’hypothése (2.1).
- L’existence :
D’aprés le théoréme de Hilbert- Schmidt on a w(t) = > (u(t), z,)x,, et

n>1

%—i—Au:O
u(0)=0, u(T)=wuw€H

5_; <Z(u(t),xn>xn) + Z An(u(t), xp)x, =0

n>1
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:Zdﬁ )+ A\u(t), zp)x, = 0,2, € H
n>1

d2

dt2

2

d
= >1
:>dt2()+)\u() 0,n>

u(t) + M\u(t) € H- = {0}

avec
uw(0)=0, u(l)=u €H

la solution u(t) est donnée par :

u(t) = acos <\/)\_nt> + [sin (\/)\_nt>
« et [ sont constants.
u (0) = 0 <= acos (\/)\_nO) + [sin <\/)\_n()> =

= a=0

u(T) = up <= acos <\/)\_nT> + [Bsin (\//\_nT) =
:>Bsin<\/)\_nT) =ug car a =0

i sin (\/())\_T)
ﬂsm<\/_t> = u(t Sm(\/_n )sm<\/_t)
B sin (\/)\_nt)

— u(t) = muo
sin (v At
— u(t) = ; (WUO,LJ Ty,

sin (v At
u(t) = Z:l (g, ) ﬁxn

La solution de notre probléme existe et est sous la forme :

sin (v At
u(t) = Z:l (g, Tn) Wﬁn
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u(t) € D (A) car on a 'hypothése (2.2). En effet,

ot SRS o ()
2 ol S Ty < 2 M ()

On a la somme partielle

< +00.

et a les propriétés suivantes :
a) uy € C* ((0,7),H)
b) ux . dans L2((0,T),H)
— 400

c) {uy}et {u” y}sont des suites de Cauchy dans L? ((0,7), H).
Tant que (\x) )>1 une suite croissante, on a pour M > N.

ety — g2 + ey — |2 = / ledy (&) — ey (&) e+
+/0 [y () =y (||, dt
, d N (ug, )
uy (t) = pr (Zsm VT sin (\/_t> )

= iLT Ccos (\/A_nt> (ug, Tn) T

[ e @) -y = [

2

i L cOoS (\//\_nt> (uo, Tp) Ty,

dt
v Sin (\/)\_nT)

2

§/0 EN:Hsm (\/_T) cos <\/_t> |(uo, xn)|7|| dt
/ sin? nT) o, )|

n=N-+1

An 2, T
= Z <in (\/_T) | (uo, zn) | [

n=N-+1
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<TZ Gin? ) (u07xn)|2

n=N+1

et on a

uy (t) = % <Zsm (\{/A__T) coS <\/_t) Ug, Tn) n)

Zsm \/_T sin <\/_t> U, Tp,)

— A, sin \/_t)
Z sin \/—T)

(Uo, xn) Tp

/0 ety (8) =y (), dt = /0 S _2;52%? (g, ) | dt

n=N+1

M 2
A
/ 2 |<u0,xn>|2dt
sm

—N+1
/ Z |(ug, 2| dt
NHsm \/ T)
M 2
A
<T - , T
n_%,_l Sln2( /_)\nT) |(U0 T )|
2 M A2
|y — U?\JH; + HUN - uMHLz <T Z m |(uo, zn)|” +
n=N+1 n
M
+T Y — A |(uo, )|
N Sin (\//\nT)

M /\n >\ )

1
M )\2 )
<T S | T
- ZN (Al sin (\/)\_HT) (o, @)l” + sin? (\/ET



A2 |( uo x ( 1 )
Nﬂsm ) A

1 A2 |(ug, 7))
<(=+1)7T
_()\1 ) nZN:Hsm (\/ T)

alors {u/y} et {uy } sont de Cauchy dans L? (complet) donc elles sont conver-
gentes. u € L*((0,T),H) et v € L*((0,T),H) = u € W2((0,T), H),
u(T) = ug et Auy — Au dans L*((0,T),H). uy — w et {uy} et {uy}
convergent dans L? donc u,, — u  alors u est la solution de (BV). m

2.1.2 La stabilité :

En général on n’a pas la stabilité.En effet si {),, } est une sous suite de
{An} et {my} est une sous suite des entiers positifs non nuls tel que :

) w’m3
A Yo = T | 70
On considére la donnée finale :
ulg = )sin < )\nkT> : T,
et les solutions correspondantes :
1
sin (v/ M\, T)|?
ub (t) = | : ( 7| sin ( )\nkt) T, (2.3)
sin ( /\nkT)
Lorsque k — +o0 on a
1
k]l = Jsin (VAT)|" —0 (2.4)

o = ([l Ol )

7| s 3
— / }sm ( )\nkT) ‘ sin < )\nkt> T, || dt
0

sin (\/)\_nkT)

[\
N




1
1 T o 2
= i ( )\nkT)’% </0 sin < )\nkt) dt)
T >
— 1 . {/ (l—lcos<2 )\nkt>>dt}
‘sin(\/)\nkT)P 0 2 2
1
T 1
_ L lT_l/ cos(2 Ankt)dt 2
[sin (A, )| L2 20

0 (9 ; 3
(o)
ng

_ 1 (T ~sin (2y/A,7)
V2 ‘Sin( )\nkT)P 2/ Ay

On peut utiliser le probléme par une condition H ‘fi—lg (0) H < F; FE estune
borne a-priori. Par exemple pour {u" (t)} précédente on a :

B 1
|sin( )\nkT)‘%

1
3
) — +oo si k — +o0

2

du® 2 ‘sin( )\nkT){%
— (¢ = A\ A, t) T
dt(>H Sin( )\nkT) kCOS( k>xk
H
1
=) 2 (At
SiIl( /—)\nkT) n; COS ( - )
duf |17 An,

(0)

dt " B sin( )\nkT)

on ne peut pas le borner par E 2 lorsque k — +oo0.

Théoréme 18 Siu est la solution de (BV) satisfaite || % (0)|| < E et s7il
exviste ¢ , B > 0 tel que :

sin? (\//\_nT) > !

2\?
alors X ,
max, lu @l < (cllu(T)|)™F E 5

t €0, T
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Démonstration. on a

et

donc ) (\/}\_)
2 sin t
o ()l = 2 o o) P e s

n>1

VA cos (VL) (uo, z,)
Z sin? (\/)\_nT) T

B | (g, 2,)|* An cOS 2 (V)
Z sin? \/_T)

n>1

|l (#)|[5 =

n>1

RO ij'(z@ﬁ‘y) < B

Soit 3> 0,® (x) = 217 | & est une fonction continue et convexe et ® (0) = 0
1/ D (®) = [0, 400
2/ @ est croissante car &' (z) = (1+ 3) 2" >0
3/ @ est convexe car ®” (x) = B (1+ 3)z°1 >0
par I'inégalité de Jensen : si ® est convexe et croissante et ® (0) = 0 alors

n=1 n=1
et 0< 3 <10naxn:—et<1>( Y=ot >0
B, = Jjnl(uo’x”)ﬁsmﬂ VMT)

5 h 5l ()

on a

2 évj (g, )| sin? (VAnt) sin™? (VA T)

H _ n=l1

| w (O)Hz % A |(u0’xn)|25in*2 (\/)\_nT)

n=1
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<

1

L
TLAn

) gj | (w0, ) |* sin? (v/Ant) sin™2 (VA T) A
— lim & | =

35 P (V)

1

Y A (uo, ) Psin ™ (VALT) 1
= WD L
"3 Mo (o, ) sin~? (VAT

N 1
< i P —
< tm S (5

- fj Ao |(ug, 20)[*sin™ (VAT) )q) (L)

lim &

N——+o00

S A (g, ) P sin 2 (VAT

n=1

An | (ug, 27) |2 sin 2 (\/)\_,J’)

n

I
g

M=M=

[y

N——+o00

Ao (g, 2,) 7 sin™2 (VA,T) ? (A_n)

) A (o, )| sin2 (VALT)
A (0, ) 2 sin 2 (VA,T)

1

Eo:ol (g, )| ¢ sin? (VAT) sin™? (VAT)

M5
KA
—
el

IN
i

+
8

3
Il

400
S A | (ug, )] sin ™2 (VA.T)
n=1

5% (un,zn)
o )1

“ o HHZ' 0, Tn)
‘D(”lf(””ﬂ < o
) = T O
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- [q)(uua)n%)] _ @l Sq)_l[ ¢ | 0”]
[ O)IF ) | Il O o (017

donc
[l () [[7 < [lu” (0)[[7 @~ [H W (0 >||2 o ]
lu @)l g < llv" (0) [l [ (II O [[wol| )]
u E ot a g 5
lu (@)l < (II O [[wol| )]
donc A
o S lull” |
max ||u E|®
te[OT]” Ol < (II (0 )”H>]

B (2) = ™ = 57 (1) = 7
o1 ( c? ||uO||z> :< 2 ||uo||” )w
v OIF )~ \Tw O
(el N7
-~ (Feoi;)
ma o @)l < B (H8) ™ = el (1 0017

t €[0,1] | (0)]] ;1

Jmax [|u(t)] 5 < E (e luoll) 7+ (v’ (0)l] ) 7

2.1.3 La régularisation

Est ce que nous pouvons trouver une solution de (1.1)-(1.2) telle que

Ju(t) —vl <e (2.5)
) 20| < s
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¢ et E sont des constantes ?
Le probléme est de trouver une fonction u (T') = ur € H telle que

et )
)\n |(UT> xn)|

n>1 sin? <\/XT>

Definition 4 Soit I’ une fonctionnelle telle que

< E?

F:D(F)C H — [0, +00]

e = Anl(w, )"
w F(w ;\w (v, z,)|° + Zsm = (/) (2.7)

et soit G un opérateur :

G:D(G) CH—H

2\,
w— Guw = Z (1 + 2 52 (\/)\_nT)> (w, ) Ty

n>1

On va démontrer que G est un opérateur régularisant de F.

Remarque 19 Soit w* la solution de Gw = v donc

2)\n .
Gw*:ueH:Z <1+E281n€2 (\/)\_nT)> (w ,xn)anZ(v,xn)xn

n>1 n>1

(v, )
e2 )\,
1+ E? sinz(mT>

(w*, z,) =w) =

Lemme 10 Yv € H, E et € positifs

> [ (t) = v, @,)[* < €2
{”>1 (2.8)

>\n (UT xn)| E
Z sin ( )

28 & F(uf) < &
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Démonstration. Supposant que (2.8) est vérifiée, on a

e’ Au ]’
Z\u an’+ ZS.m (\/_T)

<3| )P = F(0) <

donc F (u}) < €2 On va démontrer (2.8) :

2
Flup) <e e - (o)t 3 —anlal

= E’2 “sin (\/_T)

52 )\ |un| 2

n— (v,
— E2 /sin (\/_T)

et
;2 81nA(|\2/L_|T €—Z|u (v, 2x)
alors 2 A \ ’u 2
E2 /sin (\/n_T :Zsm =k
:>Z)\ I( uT,xn SEQ
sin® (VA7)
[
Lemme 11
A | (v, 2, 2
Fu) <& n22182)\ —i—E|§ sin )(|\/)\_nT) =1

Démonstration. On a

F(u)=F <E2 (v, x,) sin’ (\/)\_nT) )

" 2\, + E2sin® (VA7)

N

E? (v, z,) sin® (VAT)
£2)\,, + E2? sin? (\/)\_nT)

— (v, )| +

-2
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2

€ An
+= ,
E? nZlem2 (\/ )\nT)
&2\, (v, 1)

F () = Z g2\, + E2?sin® (\/)\_nT)

ME? (v, 2,)[ sin? (VA T)
; |2\, + E?sin’ (\/_T){

E? (v, x,) sin® (VAT ’
€2\, + F2sin? (\/)\_nT)

2

+

Z|£ Ao (U, ) |° + €2\, B sin? (VAT) | (v, )|

o1 (e, + E?sin (\/_nT))
Z 2\, |(v, 2, (E2 sin? (\//\_nT) + 52)\n)
B w1 (e, + E?sin (\/)\_nT))2

_ Z A (v IN)|2
2, ¢ B (VAT)

An (0, 2,)|
—° 282/\ + E?sin? (\/)\—T)

si

An | v $N)|2 2
< <— <
F (u, e’ c 252)\ + E2gin? (\/)\ T) =€
alors
Fu) <e? = Z A (0,0 <1
62)\ + E2sin? (\/)\ T) -
]

Théoréme 20 Siv € H, E et € positifs tel que

Z An |(U>xn)|2 <1
et €2\, + F2sin? (\/)\_HT) -

alors
(v, 2,)sin (\/_T) sin (\/_t)
u(t) = ; g2\, + E?sin (\/—T) o

vérifie '(2.5)-(2.6) etw € D (A),Vt € 10,T[ etw € W2 ((0,T),H)
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Démonstration.

o (8) - olf? = || 52 :ilgfi%;fﬂ ~ (v,0)
T (v, z,) sin® (VA T) ’
(1) = ol = |32 & )

2

ZE2 (v, x,) sin’ (\/)\_nT) — E?sin? (\//\_nT) (v, 2,) — 2 X (v, 2)
€2\, + E2sin? (\/)\_nT)

n>1
2

Z 2\, (v, 2,)
n21€2)‘” + E2?sin? (\/)\_nT)
N2 |(v, ) [*

=1 (e2X\, + E?sin® (\/)\_nT))2

|2

zz N, (v, zn)
“c2\, + E?sin (\/)\_nT) 2\, + E?sin® (VA1)

| 2

9 (v, x,)
=€ 252)\ + E2 sin? (\/)\_nT)

car

2)\2
2\, + E?sin (\/_T)

d’autre part on a :

du t) 2 ld E? (v, z,,) sin (v/A,T) sin (vV/At)
di Qo= a4 B2 (VAT)
2
du

2 > VAE? (v, 0) sin (VALT) 08 v/ (0)
- 2N, + E?sin® (VA,T) !

n>1

S VALE 0,70) i (VAT

£2)\,, + E2? sin? (\/)\_nT) o
M E4| (v, x,)|? sin? (VAT)
=1 (e2A\, + E?sin (\/)\_nT))2

n>1
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< An (v, mn)’2
- 51 (e2h, + E?sin® (JT,LT))2
E2
<1
e2\, + E?sin”® (VAT) ~

du
T (0)

car

<E2:>‘

w(t) € D(A). onave H et

2

1Au]® =

2:)\7LE2 (v, x,) sin (\/ET) sin (\/xt)
e2)\, + E?sin® (\/)\_HT) o

n>1

_ZA2E4 v, x,)|? sin > (VAT) sin (\//\_J)
w1 (£, + E?sin (\/_nT))

]
<
- ;52/\71 + E2sin? (\/)\_nT)

car
E4

<1
£2)\, + E? sin® (\/)\_HT) -

2| (v, 2,)|
Jauf? < 3 e gl

n>1

alors

?
donc u (t) € D (A). w € W2((0,T), H) : 1l suffit de montrer :
a/ uy — u dans L? ((0,T), H)
b/ un N e U dans L2 ((0,T), H)
¢/ {u/y}et {u” x} sont des suites de Cauchy dans L? ((0,7), H). on va
démontrer que :

uy > ue Jun — w32 — 0
N—+o0

T
luy — ul%s = / lun () —w B dt

(St = (50 -Bain=(59)-]

n=1

:/OT
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car

et

donc

alors

—+00

5 e (v 4

n=N+1

/ Z smum% oy o (Vi) d

N glsguwn_);)/ sind (V)
E:KWNT) [ (G (emavm) ) a

ZOO sjrfu%’\:/]cn_)'T) /T% <1 — cos 2\//\—nt> dt

= [(ug, wa)|” 1 sin (2vAnt) 7
T;VHsm (\/_T)§ = 2V, ’O]
1 - \(uo,xn)|2 sin (2v/A,T)
2 %_: sin (\/_T) (T 2V, )

T & |(uo, )
SEnz]\;ﬂsm (\/_T)

sm (2\/_T)
2N,

k22
An gé{ e ,keN*}

—+00

r [(uo, ) [*
lun — w72 < 3 > -

48



maintenant on va démontrer :
A’U,N l> Au
T 2
JAus = Aulls = [ Aun () = Au Ol

sm \/_t Z)\ sin (\/)\—nt)
1n \/_T o, Tn) 1n(\/)\_nT)In o

T & 2 sin (\/)\_nt)
_/ n%l/\ |U0,In (\/)\_nT)

- 5 Sl [ertis

dt

l’n

T 2\ |(ug, 20))?
< — — 0
a 2n—;&-1S1n (\/_T)

alors
Auy — Au
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Chapitre 3

Régularisation d’un probléme
pour une équation différentielle
opérationnelle du second ordre
a coeflicient opératoriel a
spectre continu
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3.1 Approximation spectrale :

3.1.1 Introduction

Soit le probleme mal posé d'une équation des ondes dans un espace de
Hilbert :

) 1+ Au(t) = tel]o,T |
{ u (O) uw(T)=wuy € H (P)

ou A est un opérateur linéaire, et auto adjoint.
A:D(A)— H

On va étudier 'existence, I'unicité et la dépendance continue des données.

3.1.2 Existence,unicité et stabilité :

Supposant que A est positif, A test compact.

Théoréme 21 On suppose que A est positif, et auto adjoint avec A~ lest
compact .Soit ug € H et

k2 2
O'p(A)ﬂ{T2,]€€N+} @

et

An (o, @) [”
Zsm 2 (T) < 400 (3.1)

alors la solution de probléeme est unique et donnée par :

u(t) =Y (ug, @) %@n (3.2)

Démonstration. voir le cas 0, (A) =0 (A). =

Definition 5 Supposons que A est positif, et auto adjoint et posséde un in-
verse A~ non compact. Par la décomposition spéctrale :

+o0
A= / AdE)
0

ol



avec Yoo
D(A) = {v € H;/ Nd (Byv,v ) < —l—oo}
0

st A € [0, 400 ,généralement A = fa(A) ME) , pour chaque opérateur A il
existe une famille continue & droite des opérateurs orthoprojecteurs

{E/\}Ae[o,+oo[ : [0, +00[ — B (H)

pour un opérateur A auto adjoint il existe une relation entre les fonctions
spectrales généralisées @ et la famille des projections E\.Habituellement on
trouve ®y puis E.

a/ sio.(A) # 0, on fait la décomposition suivante :

E)\ZTA—FS)\

T\ = Z (E/\j - S)\j)

Aj<A

ol \; sont des valeurs propres de A, elles coincident avec les sauts discontinus
de F)\.T\ est comme une projection de H sur un sous espace engendrée par
les vecteurs propres associés desvaleurs propres \; tel que A\; < A.

b/ si 0,(A) =0 donc T\ =0 = E, = S,.

c/ si 0.(A)=0donc Sy, =0= E, =Th.

Pour la construction de S\, nous supposons qu’il existe ¢, (z,A) des
plusieurs solutions telles qu’elles ne sont pas des vecteurs propres de Au =
Au, VYA € [0, 400[ avec ||| = 4+00,1 > 1 et elles forment un systéme fanda-
mental, alors on peut construire les fonctions spectrales

Definition 6 Soit \
B @) = [ orow)dhi (@) 33)
0

tel que A; (w) sont des fonctions continues pour avoir ®% (z) € D (A),
®! () = 0,1 > 1. Les fonctions A; (w) sont choisies par une méthode que
®! soit continue en A ot A > 0 et

A
vl > 1, Ad! :/ Ay, (z,w) dA; (w)

Ao

— /A wey (2, w) dA; (w)

Ao
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A
= / wd L (3.4)
Ao

Les fonctions propres ®', sont des fonctions spectrales

AUO :/ )\dEAUO :/ )\dT)\UQ +/ )\dS,\uo
a(4) ap(A4) oc(A)

+oo

= X (up, @) B, +/ AdSyug (3.5)

j=1 oc(A)

ol Syug est une projection sur un sous espace engendré par les fonctions
spectrales ®,,1 > 1 données par la construction (2.4) avec <I>l)\0 =0, et

P (A) == (Exug, ug) = | Exuol|”, VA € [0, +00]. [y, €st une fonction borné,
continue & droite et croissante pour ug fixe dans H.

i () = 0 e i () = [
A—0t A—4o00

oy (A) = <E)\U0, ’U,()> = <(T)\ + S)\) Uo, U0>
= (Thuo + Sxug, uo)
= (Thuo, uo) + (Sauo, o) = Tug (A) + 1y, (A)
ou
Tuo (A) 1= (Thuo, uo) et 1, (A) := (Sxug, uo)
N (A) est continue et monotone (croissante). Soit A un opérateur positif et
auto adjoint et A~'est non compact et si :

k272

a(A)m{W,keI\h}:@ (3.6)

alors il existe une solution unique pour (P). on définit

B sin (\/Xt)
S(t) = /U(A) md}ﬂ,\ (3.7)

alors
u(t) =5 (t)ug
est une solution unique pour (P), Yuy € H.

Démonstration. L’equation (3.6) est suffisante pour l'existence de (3.7)
On a
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ou

uy vérifie (P) car

et

En effet,

N —
= o <\/)\XT> sin (\/Xt> dE\ug

o4



on a

alors Py (1)
unN t
T+AUN(t):O VtG]O,T[
Un (0) = SN (0) Ug = 0
N sin (\/XT
UN (T) :SN (T) Ug = UN (T) :/ —dE,\UO
0 sin (\/XT )
N
= / dE)\UO = ENUO
0
I’equation

Ni sin (\/le)
Sy (t) ug :/0 dewo
est traitée comme suit : soit AY une partition de [0, N| tel que :
O0=X <N <..<Ayv=N,
}Af\v‘ = max [\ — A\g—1]
=N

alors pour tout t € [0,7 ] et up € H , on a

A sin (\/Xt) Az sin (\/le)
Sy (t)ug = //\0:0 mdl’fwo +//\ .—dE,\u()—i—

An=N; sin <\/Xt)
. —|—/ ———2dF\uy
AN—1 sin (\/XT)

95

(3.9)



—= 1 _—

e = Ai-ali— sin (1 /ukT)

N sin (\/;Tkt)

lim Sy —YEL B wg — By, ug

~ |ay oy sin (iRT)

ou p, un point dans lintervalle [Ay_1, \¢] ,VE =1, N. m

N .
sin (\//Tkt) (E/\k B EAk,l) “

Théoréme 22 Soit u la solution de (P) vérifie

lW'(0)I] < E

(3.10)

ot E est une borne a-priori. Supposons qu’il existe a > 0 tel que (Av,v) >

allv]|*, Vv e H.

Soit ® une fonction convexe en A et croissante strictement et ® (0) = 0

sl existe un constant C, > 0 tel que :

O sin? (\FAT) > \b (;) YA€ o (A)

alors )
-1 2 ||UO||2 ’
max |u(t)| < E|®|C; 5
t €[0.7] [ (0)]
Démonstration.
A€o (A) = Fu+#0/Au = \u
— (Au,u) = (\u,u) > a ||u||2
= Au,u) = Aul’ > alju)®,u#0
== A>a
= ) € [a,+00]
alors

o(A) C la,+o0]
On note FE) =0 si A < a.Selon I'equation (3.7) on obtient :

w(t) =5 () uo = u@®)|® = IS (&) uol®
ay (V)
o(4) sin (\/XT)
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sin? <\/XT)
alors
.2
_ / sin (V1) Ay, (M) (3.13)
o(4) sin? (\/XT)
et on a
du

I
=
S~
~
L.
=
—
S
~
~
Q
5
[
o

sin <\/XT>
= L cos u
B /0 A) sin <\/XT) (\/Xt> e

'(0) = —\/X u 7O = A
w(0) = /a(A) sin <\/XT) ABxto = O] /cr(A) sin? <\/XT> Yo ¥

et on a ||v/(0)]] < E, alors

I (O] = / o A )duuo () < B2 (3.14)

lu@®))® 1 sin? <\/Xt)
WOF ™ 0T Lo (var)

lu)] o (1)
cI’(nu(m) / o O] smz(m)d S

et selon les equations (3.11) et (3.12) :

Jut) | C2sin® (VA7)
19 = e (IIu( 0)° ) / ) [l (0) sin? (VAT ) Wt )

o7



lu )] c?
D —a d A
(nu()n) / T o 4o )
02
Yo dpty oy (A
= O oy 0

2
2 [[uoll

Ca
< Za
(0]
31 : 0, oo — |0, +o0]
{ A= 1)) /

1 Ju ()] e
v H”u ()P )] =% {n o wl’|

alors
I ()] < ot (0))2 @~ {H S)H? || OM
o @11 < 1 )] |2 (H o ol 3k
;. 3
(0] gE[q) (H prord K )}
Alors A
max  |u -1 2 ”UO”2 ’
R <0“||u'<o>||2>]
[ |

Example 1 Soit ® (z) = 21*# 3> 0
a/ ® est strictement croissante sur Dg? on a

Dg =10, +00[ = @ (x) > 0,Vx € Dg

b/ ® est convexe ?
P@)=1+p)2" =0 () =1+ >0 carB>0etx>0

¢/ ®(0) =

d/ Uinverse de ® est donné par




sous les conditions précédentes et selon le théoréme on a l’estimation sui-

vante
FIQV?W””)F hwﬁwumﬂﬁw
Kwﬁw“ﬂ)jw
hinﬂW@#
G L
done

1

EFIQV?WHﬂ)T—Emwwwﬁaﬁéﬁg

Corollaire 2 Si on remplace la condition u (0) = 0 par v’ (0) = 0 dans (P)
on obtient méme résultats, mais la condition ||u/'(0)|| < E sera automatique-
ment. Le probléeme

dt?

d?u(t) + Au (t) =0 Vt € ]07T [
W (0) =0,u(T) =uo € H

est un probléme mal posé.
2 .2 1
C? cos (\/XT) > AP (X) VA€o (A)

(Au(0),u (0)) < E?

J(A)ﬂ{%,kel\h} =

pour obtenir lestimation (3.12).

et on a besoin au
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3.1.3 Régularisation

On pose u (T') = ug. Est ce que nous pouvons trouver une solution de (P)
tel que

Ju(t) —vl| <e (3.16)
et
‘ 2—7: (O)H <FE (3.17)

¢ et E sont des données. Le probléme est de trouver une fonction u (1) =
ur € H tel que

ur € D (A) <= / N W(Zﬂw (A) < +o0 (3.18)

et
Ju (T) — o]]? = / R (3.19)
‘ ) - / ﬁ% ) < B (3.20)

Definition 7 Soit F' une fonctionnelle telle que

F:D(F)C H— [0, +00]
g2 A
w— F(w) = /U(A) dpie,—p) (A) + ﬁ/ mdﬂw () (3:21)

et soit G un opérateur :

G:D(G)CH—H

2
wr— Gu = / 1+ e
o(4) E? sin? <\/XT)

G dépend de e.

dEy\w (3.22)

On va démontrer que G est un opérateur régularisant et F' est la fonc-
tionnelle de stabilité.
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Théoréme 23 Supposant pour chaque r < 0, l’ensemble

Y =< z€H; / o (i/_T> dp, (A\) <r (3.23)

est relativement compact dans H. Siv € H,e, E > 0 sont des données telles

que equation opératorielle Gw = v posséde une solution w* € D (A) et pour
cette solution

F(w*) <ée?

alors

o),
u(t) = /(A) mdfb\w (3.24)

Démonstration. u (t) vérifie (P) et u(t) € D(A) pour t € ]0,T [ et
u(.) e W*2((0,T),H).

Si Gw = v posséde une solution donc

)\2
w* € D(A) / ————dp (A) < 400 (3.25)
A) sin? (\/XT)
on a o i
— llvll* = p IGw*||?
2

dE)\w*

)5 2\
== 1+
et || Jo(ay E2 sin? <\/XT)

2

2% 2)
== / 1+ = dpiye (V)
et Joa) E? sin? (ﬁT)
2
o 2)
> 2 / : ity (V)
g 2 i
o(A) \ E?sin (\/XT)
E* e4)\?

= et o(4) B4 sin® <\/_T> e )

)2
- / ) sin (\/_T> st () e
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Notre but est de trouver uy tel que (1.20) et (1.21) sont vérifiées.Pour cela on
va démontrer que F' posséde une fonction minimisante appartenant a D (A).
On a F' est une fonctionnelle continue de Y dans R et (1.20) et (1.21) sont
automatiquement vérifiées si et seulement si :

F(w*) <&
On va démontrer que

(3.20) et (3.21) sont vérifices & F(w*) <é?

fur = ol = [ due g ) <&
o(A)
et )
)d“(o) :/ A . (V) < B2 uwt € D(A)
dt (4) sin® (\/XT )
[ <A>+5—2/ A (V) = F (w)
o(A (wr =) 2 ) sin <\/_T> "
2
< g2 + ﬁEQ = g2
donc
F(w*) < &
£)

g2 A

F)= [ a0 [ e O << (3.20)

g2 A
Qi (V) <2 — = / S VY
/a<A> (wr =) E? Jo(a) sin? (\/XT)

/ dlu(w*fv) ()‘) S 52
o(4)

selon l'equation (3.26) :
g2 A

—duw* ()‘) < 52 - / d:u w*—v ()‘) < 52
E? ) sin <\/_T) ( )

o(A)
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donc

/ ) sin® (i/_T) tr ) < B

alors (3.20) et (3.21) sont vérifiées si et seulement si F (w*) < g?ou w*
est la fonction minimisante de F' , la condition pour avoir un minimum est
F'(w*) =0 ou L F (w+ Th) |r=0, Yh € H.On utilise I'equation suivante :

1d

o(A)

Vg définie sur o (A) et qu'elle n’a pas les méme points de discontinuité que
poet f,qeH

2

Lo (w) = w—uv c S S \W
§F (w) = /a(A)d ad )+ k2 /(A) sin? <\/XT>d e 1)

%F’ (w) = </U(A) d (Eyw) —v,h> <;22/ — (A\/_T>dEAw,h>
= </U(A) d (EAw)_H;_Z/a(A)md EAw7h>

2
:</ 4+ dEAw—v,h>,VheH.
a(4) B2 gin? <\/XT>

donc

g2 A L
1—|——— d Exw—v e H~={0}
o(4) sin <\/_T>

52 A

/ 1+ —— | dE\2w=v=Guw=v
o(A) ? sin? (\/_ T)

alors la solution minimisante w satisfait Gw = v. F atteint leur minimum

dans Y 7 On sait que la mesure p,, est positive et croissante Vw € H, et on
aF(w)>0,VweY car

2

F(w) = /U(A) Aptg—y (A) + %/ ﬁdﬂw (A)>0
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alors infF (w) = F' (wp) existeet 3 lim F (w,) = F (wp). On suppose que :

weyY n—-s+00
Vn > 1; F (w,) < F(w) < +o00

={we H, F(w) < F(w)}
on va démontrer que

?

A
w,, € H,/ — -y, (A <r
o(A) sin? (\/XT)

g2 A
umeﬂ/‘dmwwMH— / iy, (V) < F () < oo
o(A) ( ) E? ) sin <\/_T)

g2 / A
[, W S F ) = [ g, )
E? Jo(a) sin? <\/XT> oy Y

g2 A
ﬁ/ m dpty,, () < F (wy)

alors

A E?
/(A) mduwn (V) < —F (wn)

on note que :
r=—F(w)>0
g2

alors

A
/ ———dp,, N <r=w, €Y = {w,} CY
(4) sin <\/_T)

L’ensemble Y est compact dans H, alors {w,} a une sous-suite convergente

{wy, } tel que :

Wy, — W' €Y

F' est continu donc
F(w,,) — F(uw)

nk—>+oo
on a
inf F' = F(w* inf F = lim F(w,
wlenY (U)) (w ) ’ wlenY (U)) n—l>n—&oo (w )
L F () = F ) = I (w) =l F ()
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alors la fonction qui minimise F' est la fonction régularisante de ’equation

Gw=w.
Y.=Y n{we D(A);||Gw—v|* <2}

ou {e,} est une suite des nombres positifs

en, — O

n—-+00
Vn > 0,g, > 0 l’ensemble Y, est bien définie.

Chaque Y, posseéde un élément w; qui minimise la fonctionnelle F' sur cet
ensemble.Correspondant la suite {e,,} il existe une suite des fonctions {w} C
Y un ensemble compact dans H.Alors{w} posséde une sous suite {w;k}
convergente tel que :

lim w;, =w"
ng——-+00

2
* * 2
w, € Y, = HGwnk — vnk” < e,

2
ng

— 0< lim HGw;‘;k—vnng lim ¢

njp—-+00 np——-+00

=0

. 2
= lim HGwz — Uy, H
k k
ng——-+00

= ||Gw* —v|| =0

= Guw" =v
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Sur un probleme mal posé pour une
equation d’évolution

Résume
Si le probléme a une solution unique mais n’est pas continue par rapport aux
faibles variations des données ce probleme est mal posé. Les méthodes utilisées

pour stabiliser les problémes mal posés sont connues par la régularisation.

Le but de ce papier est de présenter quel ques méthodes de la régularisation
appliquées pour résoudre un probleme mal pose associé a un opérateur non

borné linéaire dans un espace de Hilbert.
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On an ill-posed problem for an equation of evolution

Abstract.

If a problem has a unique solution, but this solution is not continuous with
respect to small variations of datathis problemisill posed. The methods used to
stabilize ill-posed problems are known to stabilize.

The purpose of this paper isto present some methods of regularization applied
to solve an ill-posed problem associated with alinear unbounded operator in a

Hilbert space.



