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Introduction
Notre mémoire a pour objet la simulation du temps local d'un mouvement brow-
nien. Et pour le faire on a utilisé la simulation de la loi de Bernoulli en se basant
sur le théoréme démontré par Mr. A. Bencherif [3] qui a donné une discrétisation en
temps donnant lieu & une somme de v.a. de Bernoulli.
Le temps local L (t,2) d’'un mouvement brownien B & l'instant ¢ au niveau x
mesure le temps que passe B dans x. C’est un modeéle probabliste qui nous permet

de reconstituer les résolvantes des processus de base par la formule

40 +o00 400
mf) = [ Cerpmyas = [Cevas ([ i),

Il nous a semblé bon de définir les processus de Markov et plus spécialement les
processus de Lévy a-stables car le théoréme de Mr. A. Bencherif passe par une loi
forte entropique concernant I'image d’un subordinateur a-stable de Lévy. Cequi nous
permer non seulement d’établir un temps local pour le mouvement brownien, mais
aussi pour tous les processus semi-stable de Lamperti-Stone.

Ce mémoire est présenté comme suit :

Dans le chapitre 1, nous introduisons divers notions de la théorie des probabilités
dont nous aurons besoin dans le développement des idées du mémoire. Dans le chapitre
2, nous parlons de la théorie de la simulation ol nous faisons une bréve présentation de
la simulation d’une loi uniforme sur laquelle est basée la simulation de toute autre v.a.
et nous donnons la simulation de quelques lois discrétes comme la loi de Bernoulli

et également des lois continues comme la loi normale. Le chapitre 3, porte sur les



processus stochastiques, notamment le processus de Markov, le processus de Lévy
et le mouvement brownien. Dans le chapitre 4, nous introduisons les lois stables,
les propriétés des lois stables, les représentations intégrales de Nolan-Zolotarev et
finalement la simulation des lois stables. En fin dans le chapitre 5, nous présentons une
simulation du temps local d’un mouvement brownien auquel nous avons rajouté un
annexe dans lequel nous donnons des simulations de quelques processus stochastiques
tels que le mouvement brownien.

Pour des raisons de commodité, le lecteur est tenu de consulter le glossaire ainssi

les préliminaires concernant les notations et leur signification.



Chapitre 1

Préliminaire

1.1 Généralités

Le principe de probabilité pour la construction d’une modélisation stochastique
d’une variable z a valeurs dans R" conduit :

(1) & introduire un ensemble 2 dont chaque élément w € ) appelé événement
élémentaire représente une combinaison des causes dont dépend 1’état de z,

(2) & munir Q d’une tribu F dont les éléments sont appelés événements,

(3) & munir I'espace probabilisable (€2, F) d’une mesure de probablités, i.e. une
mesure de masse totale 1, P (Q) = 1.

Le triplet (£2, F, P) est appelé espace de probabilités ou espace probabilisé.

Soit (£2, F, P) un espace probabilisé. Il existe une application X de Q2 dans R" qui

associe, a chaque combinaison w des causes, une combinaison X (w) des conséquenses.



Ce qui conduit :

(1) a équiper R™ d’une tribu B (R") t.q. X soit une application mesurable,

(2) a équiper l'espace probabilisable (R™, B (R")) avec la mesure de probabilité
Py = X (P) t.q.

VBeR" Px(B)=P(X€B).

L’application X est appelée v.a. définie sur 1’espace de probabilités (€2, F, P), a
valeurs dans (R™, B (R™)), et la mesure de probabilité Px sur (R", B (R™)) est appelée
la loi de probabilités de la v.a. X. La v.a. X est une modélisation stochastique de la
variable x.

Si X est une v.a. sur (2, F, P) a valeurs dans (R™, B (R™)) positive ou intégrable

sur €2, alors espérance de X notée F (X) est la quantité (finie ou non) :

B(X) = /Q X (w) P(dw) = / Py (dr)

Proposition 1.1 Caractérisation d’une loi

Soit 11 une probabilité sur (R",B(R")) et X une v.a. : (Q,F, P) —(R", B(R")),
alors

p=Px (ie. VBeF, u(B)=Px(B)) &

Vh: (R", B(R")) — (R, B (R)) mesurable positive,

E(h(X)) = /E h (z) u(de),

donc la donnée de E (h (X)) détermine la loi de X.



Une v.a. X a valeurs dans R” est discréte ssi. il existe une partie D C R™ au plus
dénombrable t.q. P(X € D) = 1.

Dans ce cas la loi de la v.a. X est :

Py =Y P(X =1)d,

zeD

On dit aussi que la loi de X est portée par D pour exprimer P (X € D) = 1.
La f.r. de X est définie par :
VteR: Fx (t) = P (X <t)= Px(]—o0,t]).

Si X est discréte, alors

Fx (x) = P(X =) = > B

kzreX(Q)zp <z kxreX(Q),m<z

Rappellons que
1. La f.r est croissante, continue & droite, admet une limite & gauche (Fx (t_) =

P(X <1t)), tEHlooFX (t) =1, tEEnOOFX (t) = 0.

2. La f.r. caractérise la loi, i.e. F'y = Fy ssi. Py = Py.

3. La f.r. admet au plus un nombre dénombrable de points de discontinuité.

4. si Px < Mg (Ar mesure de Lebesgue), Px = fAg, alors Vx € R, Fx (z) =
/fﬂ f(z)dx et Fx est continue sur R.

Moments d’une v.a.

1. (a) Si X € LP(Q, F,P), p € N*, on appelle moment d’ordre p de X, resp.

moment centré d’ordre p de X, le nombre réel :

m, = E(X?), resp. m;, = E (X —my)".



mb s’appelle la variance de X et \/mgy = ox s’appelle Uécart type de X

(b) Si X et Y € L*(Q, F, P), on appelle covariance de X et Y le réel :
Cov(X,Y) = E(X — EX)(Y — E(Y))

1l mesure le degré de dépendance entre X et Y. Par exemple, si les v.a. sont
normales, Cov (X,Y) =0 ssi. les v.a. X et Y sont indépendantes.
2. (a) Si X est une v.a. a valeurs R" de composantes X1, Xs, ..., X, intégrables

sur £ on appelle espérance de X, le vecteur de R"

my E(X3)

(b) Si X1, ..., X, sont de carré intégrable, on appelle matrice de covariance de X

la matrice carré d’ordre n

ol O = E [(Xz - mZ) (Xj - m])]

En notation vectorielle,
m=E(X), T=E[(X—m) X —m)]

La matrice de covariance I' est symétrique, de type positive, i.e. pour tout u =

(ug,...,up) € R" w'Tu > 0.



Produit de lois et produit de convolution
Soit X : (2, F,P) — (R, B(R™)) un veceur aléatoire, X = (Xi,...,X,). Rap-
pellons que
PX<t)=P(X1<t,..., X, <t)
Py, (A))=PRx...xA; x...xR) (laloi marginale de X;).
Px, ® ... ® Px, (probabilité-produit) est 'unique probabilité sur R” t.q. :
VB;,i=1,...n, Px,®...® Px, (By X -+-x By) = Px, (B1) X -+ x Px,(By).
Le produit de convolution de Py, ..., Px, est la mesure image de Py, ® ... ® Py,
par 'application :
(1, .oy Tp) = 21+ -+ 2, de (R, B(R")) dans (R, B (R)), on note cette mesure
Px, *---x Py,
VB € BR), Px,*---%Px, ([X1+ -+ X,€B]) =
/nlB (r1+ -+, (Px, ®...0 Px,)(dxy...dx,).
% est associatif, commutatif, admet 6o pour élément neutre et il est distributif par
rapport a la somme des mesures.
Indépendance

Deuz v.a. X,Y sont dites indépendantes si pour A, B € B(R), les événements

{X € A}, {Y € B} sont indépendantes :
P(XeA YeB)=P(Xe€A xPY €B).

Les m v.a. Xy,...,X,, sont dites indépendantes si pour toute A;,

Aip € B (R)

-----

avec 1 <13 <--- <1, <m, ona
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P(Xiy € iy, Xy €A,) = P(Xiy € 4) x - x P (X, € 4,).

ip)

Une suite (X;)..n de v.a. est dite indépendante si pour toute sous-suite finie de

ieN
(Xi);en la propriété précédente est vraie.

Proposition 1.2 X = (X1, Xs,...,X,,) est a composantes indépendantes ssi.
l'une des assertions suivantes est vérifiée :

1. Px =Px, ®...® Px,.

2.Vt ooty P(Xy <ty,..., X <t,) =P (X; <t1) x -+ X P(X, <t,).

3. F <ﬁ fi (XJ) = ﬁ E(f; (X)), Vfi borélienne bornée (ou positive).
i=1 i=1

Remarque 1 57 X1, X, ..., X, sont des v.a. indépendantes, alors
Pxyyoix, = Px, - % Px,

Car, Px,4.qx,(A)=P(Xi+ -+ X, € A)=E(1a(X1+--+X,)) =

/nlA (1 + -+ 2n) dPix, o, x) (X1, @) =

/nlA (x14+ -+ x,) Px, (dr1) ® -+ ® Px, (dr,) = Px, % -+ * Px, (A).
Fonction caractéristique

On a déja vu que la f.r. d’'une v.a. X caractérise sa loi. Autrement dit, sur R par

exemple, la donnée de

Fx (t) = E(l]_oo7t] (X)), teR

détermine la loi de X. Mais comme les indicatrices sont des fonctions boréliennes
bornées, la donnée de E (P (X)) pour toute fonction borélienne bornée ® caractérise

la loi Py. En fait on peut se restreindre aux fonctions C> bornées, i.e. la donnée
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de E (® (X)) pour toute fonction C> bornée caractérise Px. Dans ce paragraphe on

prendra la famille des fonctions sinus et cosinus.

Soit X un vecteur aléatoire sur (0, F, P) a valeurs dans R™, on appelle fonction

caractéristique (f.c.) de X ou transformée de Fourier de sa loi, et on note ®x la

fonction a valeurs dans C :

R" 3> u — Oy (u) = Be!X) = / ¢ Py (dx) = E (cos (u, ) + i.E(sin (u, z) ).

de

ou

R”
Propriétés
1. ®x est continue, ¢ (0) =1, [Py (u)| < 1.

2. La f.c. caractérise la loi, i.e. ®x = &y ssi. Px = Py. Autrement dit la donnée

EewX) e R"

détermine la loi de X.

3. @uxyp (u) = OOy (au), a €R, bER™; & _x (u) = Oy (u)
Si P_x = Px, ®x est réel.
4. 8 &x € L'(Agn), pyx = hA avec h(z) = (2m) " /e““"”(l)X (u) du.
5. 81 E(X?) < oo, alors ® est p fois dérivable (de classe CP)
et @g?) (u) = P E(XPe!™X)). En particulier,
i’E (X?) = %(0).
6. X1, Xo,..., X, v.a. indépendantes < Py, 1..yx, (u) = Px, (u) X -+ X Dy, (u).

ou (théoréme de Kac) & O(x, X, X0) (Ugy . .oyuy) = Pxy () X - X Bxp(u),
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n
P (x, Xo,x0) (U1, - Uy) = Eexp (l (uj, xy}) )
j=1
Convergences
Soit (X;,),cn- Une suite de v.a. a valeurs dans R” et X une v.a. & valeurs dans R"

(1) X,, = X P-ps.si P {w, X, (w) = X (w)} = 1.

(2) X, — X en probabilité (noté X,, = X) siVe > 0, P{|X, — X| > ¢} 0.
(3) X, — X en loi (noté X, = X) siVf € C(RY), Ef (X,) — Ef(X).

Le résultat suivant, di & Lévy, est fondamental

Théoréme de continuité La suite de v.a.(X,),cy. converge en loi vers la v.a.

X ssi. Vu € R”,

Px, (u) — Px(u),

n—oo

ot Ox, estla f.c. de X,, et Ox celle de X.
Loi forte des grands nombres de Kolmogorov

St (Xn),en+ €5t une suite de v.a. intégrables, i.i.d. alors
1 n
— E X; — E(Xy) P-p.s.
n
i=1

Ce résultat fondamental justifie ’axiomatique des probabilités puisqu’il établit le
lien avec 'intuition fréquentiste.
Théoréme Central Limite

St (Xn),en+ €5t une suite de v.a. de carrés intégrables, i.i.d. alors la suite

ou 02 = Var(Xy), converge en loi vers une loi normale centrée réduite.
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Chapitre 2

Eléments de la théorie de la

simulation

2.1 Simulation et suites de nombres au hasard

Expérimentalement, simuler une v.a. X de loi donnée consistera a faire des tirages

Zo, X1, ..., T, indépendantes de telle sorte que

1 n
Ezl{xiEB} = P(X S B)
=1

Considérons une suite de nombres xg, x1, ..., z, obtenue par simulation de la loi
uniforme sur [0,1] (resp. d’entiers entre 0 et 9) peut-on dire qu’elle est constituée
de nombres au hasard, c’est a dire plus précisément que ce sont des réalisations
Xi (w),... X, (w) indépendantes d’une loi uniforme sur [0, 1] (resp. sur {0,...,9})?

Et bien dans tout les cas bien sir. Pour certains, une suite qui peut étre générée par



14

un algorithme n’est pas aléatoire. De ce point de vue, une suite finie n’est jamais
aléatoire! voir N. Bouleau [7], page 73.

De point de vue théorique, on peut dire que cette suite est constituée de nombres
au hasard si elle vérifie certains des comportements théoriques des suites de nombres

aléatoires, par exemple la loi forte des grands nombres de Kolmogorov :

1 n
n n—00

i=1

Propriété que 'on ne peut pas vérifier en pratique. La seule conduite pratique que l'on
peut résonnablement tenir, est de vérifier que rien d’invraisemblable ne se produit.
La démarche est ici trés empirique, I'intuition nous indique que ce sont les propriétés
«statistiques» des suites qui sont importantes, et pas celles d’une suite donnée.

De point de vue informatique, simuler une v.a. X de loi ;# donnée consistera a écrire
un algorithme (programme informatique) pouvant générer des suites finies dont on
considérera que ce sont des réalisations indépendantes de la loi p. Bien entendu comme
nous ferons appel le plus souvent a des algorithmes déterministes, les suites générées
ne sont pas du tout aléatoires. On parlera de suite pseudo-aléatoires. Cependant, elles
se montreront suffisantes dans la pratique et 'on vérifiera expérimentalement plus loin
quelles ont de «bonnes» propriétés en utilisant des tests statistiques.

La loi uniforme est la premiére loi que I'on simule. Diverses méthodes permettent
ensuite de simuler & partir de la loi uniforme, un grand nombre de lois. Dans la
pratique, on met en ceuvre des algorithmes rapides de génération de suites pseudo-

aléatoires.
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2.2 Simulation d’une loi uniforme

2.2.1 Générateur pseudo-aléatoire

Pour effectuer des simulations probabilistes sur ordinateur on utilise un générateur
de nombres pseudo-aléatoires. Un tel générateur retourne, dans le jargon des simu-
lateurs, une suite (z,,) de nombres réels compris entre 0 et 1; ces réels sont calculés
par un algorithme déterministe, mais imitent une réalisation d’une suite de v.a. i.i.d.
suivant la loi U [0, 1].

Tous les langages (ou presque) disposent d’un générateur pseudo-aléatoire. Les
syntaxes varient, ran, grand, rand, Random ...

Par exemple, Matlab dispose de deux générateurs pseudo-aléatoires :

- rand pour la loi uniforme sur [0, 1],

- randn pour la loi normale N/ (0, 1).

2.2.2 Générateurs pseudo-aléatoire congruentiels linéaires

La précision des ordinateurs étant finie, les suites les plus courantes retournées
par les générateurs sont calculées a partir d’'un nombre fini d’entiers {0, ..., M — 1}.
En divisant par M, on obtient ainsi une suite sur [0, 1]. Elle sont construites sur la

base de récurrences de la forme
un+1 == g<un)7 n c N7

ol g est une fonction de {0,..., M — 1} dans lui-méme et ug, appelé graine, est
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a initialiser dans {0, ..., M — 1}. On pose alors
u
n — —= € 0, 1 5 € N.
L’exemple le plus simple est celui de la congruence linéaire ou mixte :
g (u) = (Au+ C)mod M,

i.e. g (u) et (Au+ C) ont méme reste dans la division par M, ou A et C' sont des
réels positifs & choisir. Dans le cas C' = 0, on parle de congruence linéaire multipli-
cative. Les générateurs congruentiels multiplicatifs (GCM) sont les plus utilisés en
pratique.

Rappelons que la période p est le nombre de valeurs possibles de la suite (u,) et
est définie par :

p=min{k € N, Ing > 0, Vi > ng, ujrr = u;}

Propriétés

(a) u; < M.

(b) Le nombre maximal de valeurs possibles de la suite est M.

(c¢) Dés qu'un nombre est répété, toute la suite recommence.

(d) Sip= M, le générateur est dit de période maximale.

Théoréme 2.1 Un générateur est de période maximale p = M ssi. les trois
conditions suivantes sont vérifiées :

i) M et C' sont relativement premiers (i.e. C' et M n’ont pas de facteurs com-

muns) ;
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i1) Tout nombre premier qui divise M divise aussi A — 1;

i1i) Si 4 divise M, alors 4 divise A — 1.

Dans le cas d’un générateur multiplicatif on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.2 Un générateur multiplicatif (C' = 0) est de période maximale p =
M —1 ssi.

i) M est premier et

ii) M — 1 est le plus petit entier k t.q. A¥ = 1mod M.

Remarque 1 (i) Un bon générateur

< Un bon comportement de la suite (u;) (i.e. les u; sont proches des réalisations
d’une suite i.i.d. ~ U [0,1])

& Un bon choix de A, M et C.

(17) Prendre un générateur de période mazimale n'assure pas d’avoir un “bon”
générateur. On peut montrer que la corrélation entre deux nombres consécutifs d’une

suite appartient a l'intervalle :

oo e (G- (a) 0-3)

Pour minimiser cette corrélation, on aura donc intérét a prendre une valeur maximale
pour m et petite pour c. On montre aussi que choisir une valeur de a proche de la
racine de m est appropriée.

En pratique

. On prendra un M le plus grand possible proche du nombre binaire maximale

que l'ordinateur est capable de traiter (précision machine). Exemple M = 231
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. Si M = 2% on prendra une valeur de C' impaire et petite et A =2" + 1 ou r est
proche de g.

. Si ¢ = 0, heureux hasard : 23! — 1 = 2147483647 est premier!, on prend M =
231 — 1 pour un calculateur de 32 bits.

. Il est nécessaire d’initialiser la graine uy. Pour obtenir des “tirages” différents,
il faut bien évidement partir d’'une graine différente. On peut par exemple initialiser
la graine en utilisant 1’horloge de I'ordinateur. Ceci doit se faire en tout début de
programme.

Exemples.

. Le langage Matlab utilise GCM avec A = 7° = 16807, M = 23! — 1

. Le langage SIMULA utilise GCM avec A = 8192 = 213 M = 67099547

. La bibliotheque FORTRAN NAG utilise (fonction g05caf) GCM avec A = 23,
M = 259

. La bibliotheque FORTRAN IMSL utilise (routine GGUBT) GCM avec A =
397204094, M = 231 — 1

.Le GCM A =75, M = 23! — 1 remplace I’ancienne procédure RANDU d’IBM.

Remarque 2 L’utilisation de tout générateur pseudo-aléatoire doit étre validée

par la mise en ceuvre de tests statistiques dont [’hypothése nulle est
Ho : Ul; . .,Un iid. NZ/{( [0, 1] )

On peut pour cela considérer des tests classiques d’adéquation a une loi donnée

(test de Khi-deuz, test de Kolmogorov-Smirnov, etc) et tests d’indépendance.
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2.2.3 Tests d’adéquation a une loi donnée

Etant donnée une fonction de répartition F, on souhaite savoir si 1’échantillon
x1, ..., T, produit par un générateur pseudo-aléatoire peut étre considéré comme issu
de cette loi. Si I'on note F' la distribution associée au générateur, le test a mener
considére Hy : F' = F contre Hy : F # F.

1. Test de Kolmogorov-Smirnov

Ce test est fondé sur I'utilisation de la f.r. empirique F;, de I’échantillon x4, ..., x, :

1 n
Fn (ZE) = E Z l{Xin},
i=1

et sur l'utilisation de la distance dg (F,,, F') = sup|F, (x) — F (x)|.

La statistique de test est : K,, = /ndg(Fy,, F).

Avant d’énoncer le théoréeme de Kolmogorov-Smirnov énoncons le théoréme im-
portant suivant :

Théoréme 2.3 Glivenko-Cantelli

Soit (X)), ey une suite de v.a.r. i.i.d de f.r. F. On a p.s.

lim sup |F), (x) — F (x)| = 0,

n—00zeR
ou F, est la f.r. empirique de I’échantillon X.,...,X,.
Théoréme 2.4 Kolmogorov-Smirnov

Si F' est continue alors sous Hy la loi de K, est indépendante de F' et

—+00

lim P (K, <z)=H(z) = Z (—1) 2" 2 > 0.
j=—o00
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La série converge trés rapidement. En pratique, pour x > 0, 56, la somme des trois
premiers termes donne déja une approximation avec une erreur inférieure a 1074,

Il découle du théoreme de Glivenko-Cantelli que sous H; la statistique de test K,
diverge p.s.

La région critique de niveau a du test est {K, > ¢} ou a=1— H(c).

Les valeurs de H sont tabluées d’oul I'on tire ¢ = H~!(1 —«) a un o donné a
I’avance, si K, < c on accepte Hy et on la rejette dans le cas contraire.

On peut aussi utiliser la p-valeur de ce test qui est p=1— H (K,,)

Ona Rejetde H, & p<a

Dans la pratique dg (F,, F) peut se calculer de la fagon suivante :
di (F,, F) = max {d" (F,,F),d” (F,,F)}
ou

d* (F,, F) = max {{ — F (z¢;)) } et d” (F,, F) = max{F (z(;) — =},

1<i<n 1<i<n

T(1),.-.,T(n) représentant la statistique d’ordre associée a x1, ..., z,.

2. Test du Khi-deux

Le test du Khi-deux concerne uniquement les lois discrétes, mais on peut 'utiliser
aussi pour des échantillons continus regroupés en classes.

Les observations x1, . . ., z,, sont réparties en k classes disjointes [a;_1, a;]. L'effectif
empirique de chacune des classes est noté n;. Chacun de ces effectifs est comparé a

Ieffectif théorique
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np; =nP (X € [a;_1, a;])
= n(F (a;) — F (a-1)).

Sous Hy,

Sous H;, D?* — 400 p.s.
n—oo

On rejettera Hy lorsque la distance entre les fréquences observées et théoriques sera
grande, ce qui conduit & la région critique de niveau o : {D? > ¢} ot = P(D? > ¢).

3. Test des corrélations

Ce test a la particularité de ne pas nécessiter la connaissance de Fx. On calcul
simplement les corrélations empiriques de la suite X; produite. Ce test peut s’appuyer
sur le théoréme suivant

Théoréme 2.5 Sous Hy si la suite X; est de variance finie, alors pour tout

k > 0, la corrélation empirique 7,, entre deux échantillons a distance k, basée sur n

échantillons, satisfait

Vnr, — N(0,1).

Il s’ensuit que le test qui décide la dépendance si \/n|7,| > x a un niveau égale a

2(1—®(z)) ou ® est la f.r de N (0,1) (probabilité de confiance 2® (z) — 1).

2.2.4 Postulats

On suppose que 'on dispose d’'un bon générateur de nombres pseudo-aléatoires

que 'on conviendera de noter Random et nous postulerons qu’une succession d’appels
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du générateur Random peut étre modélisée par une suite de v.a. i.i.d ~ U[0,1]. En
d’autres termes :

1. Ya,b,0<a<b<1 P[Random € ]a,b]] =b— a.

2. les appels successifs de Random sont des v.a. indépendantes.

Les exemples suivant sont écrits en termes de langage LDFA (Langage de Des-
cription Formelle d’Algorithme), cette méthode de structuration des algorithmes est
facile & transposer en programmation (pas de déclarations, la grammaire mathéma-
tique est celle du Francgais, < désignera 'affectation, ses opérations sont celles des
langages habituels), c’est celui que nous allons appliquer a nos simulations.

1. X « [Random x 3] * [Random x 2]

La variable X prend les valeurs 0,1 ou 2.

P[X=2=P([R %3] =2,[Ryx2] =1)

=P (R, € [2/3,1[etRy € [1/2,1])
1 1
(=5 (-2) 5

On montre de méme que P (X =1)=1/6et P(X =0) =4/6.

Contrairement aux apparences, ’algorithme ci-dessus ne retourne pas de valeurs
entre 3 et 6. En théorie, la probabilité que Random retourne la valeur 1 est nulle. En
pratique, les générateurs sont le plus souvent codés de maniére a ne retourner ni 0 ni
1.

2. a) Lancer de dé.

D «+ [Randomx6] + 1
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Pour k € {1,...,6},
P[D = k] = P (|Randomx*6] = k — 1)
= P ([Randomx6] € [k — 1, k])

= P (Randome [k — 1/6, k/6])

ko k=1 1

6 6 6
b) Notons Random({x1,...,z;}) la fonction qui retourne une valeur au “hasard”
sur Pensemble fini {x1,...,2x}. Ses appels successifs sont des v.a. indépendantes et

le postulat 1 est remplacé par :

P (Random ({z1,...,21}) = z;) = %, Vi=1,... k.

Les générateurs permettent de simuler des suites d’expériences aléatoires indépen-
dantes, et donc de calculer de facon approchée des probabilités par application de la
loi des grands nombres.

ng<— 0

Répéter n fois

expérience
Si A est réalisé alors ny < ny +1
finSi

finRépéter

fa —na/n.

La variable f4 est la fréquence expérimentale de ’événement A au cours des n

expériences.
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Exemple. Lancer d'un dé, A :“D > 47
nyg <0
Répéter n fois
D «—Random({1,...,6})
SiD>4alorsnyg < ny+1
finSi
finRépéter
fa—mna/n.
En sortie de cette algorithme, f4 contient un nombre d’autant plus proche de 0.5
que n est grand. Plus le nombre (fini!) d’expériences est grand, plus précis est le
résultat. Il est donc essenciel qu'une boucle de simulation soit la plus rapide possible.

Il faut en éliminer toutes les opérations cotiteuses ou inutiles.

2.3 Simulation de variables aléatoires

La simulation des v.a. revient souvent a la simulation de la loi uniforme. Le théo-
réeme suivant nous assure la possibilité, théorique, de simuler n’importe quelle loi de
probabilité sur R™ & partir de la loi uniforme :

Théoréme 2.6 Théoréme fondamental de la simulation

Soit m > 1 un entier et Uy, ..., Uy, des v.a. i.i.d. de loi uniforme sur [0,1]. Pour
toute loi de probabilité p sur R™, il existe une fonction borélienne f : R™ — R"™ dont

l’ensemble des points de discontinuité est Lebesgue négligeable t.q. :
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Y = f(Uy,...,Upy) suit la loi p.

1l est possible de réaliser ceci en imposant m = 1 ou m = n ou encore m > 1
donné.

Ce théoreme donne un résultat théorique intéressant, bien que ’on ne s’en serve
pas dans la pratique. On en trouvera une preuve dans N. Bouleau [7], page 267. En

lisant la preuve, on s’apercoit que la fonction f peut étre explicitée.

2.3.1 Inversion de la fonction de répartition

La méthode d’inversion est la plus simple des méthodes générales de simulation.
Elle consiste a composer un appel de Random avec l'inverse de la f.r. de la loi &
simuler. Soit F' cette f.r. Comme F' n’est en général pas une bijection nous convenons
de définir son inverse généralisée de la facon suivante.

Vy € [0,1], F1(y) =inf {z e R; F(x) > y}.

Cette fonction coicide avec F'~lorsque F est bijective. La méthode de simulation,
dite d’inversion (sous entendu de la f.r.) s’appuie sur le résultat suivant.

Théoréme 2.7 Soit F' une f.r. sur R et U une v.a. ~ U([0,1]).

La v.a. X = F~1(U) a pour f.r. F.

Preuve.Vz € R, P[X <z|=Plinf{y; F(y) > u} <z

= P[U < F (z)]
= F(2)

Alors, si U ~ U([0,1]), F' (U) a méme loi que X. m
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Ainsi, si ’on tire n nombres aux hasard uniformément répartis entre 0 et 1

(uy ug, ..., uy), la suite (r1 2, ..., x,) de loi celle de X sera déterminée par z; =
Fit(uy).

Lorsque F' a une expression analytique simple, ’algorithme de simulation par
inversion prend la forme suivante

U < Random

X — F1(U)

Simulation de la loi exponentielle de paramétre \, £ (1))

F(z)=(1-e) 1g+(2).
!

Vuelo 1], Flz)=uer=—5

log(1 — u).

D’ou I’algorithme de simulation :

X < —log(Random)/A,

il est unutil de calculer —log(1-Random)/A car Random et 1-Random suivent la
méme loi.

Remarquons que le théoréme 2.7 admet une réciproque, mais sous des hypothéses
plus fortes, qui jouera un role essentiel dans la preuve du théoréme de Kolmogorov-

SMirnov.

Proposition 2.1 Si la f.r. F' d’une v.a.r. X est continue, alors F (X) ~ U(]0, 1]).
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2.3.2 Simulation de lois discrétes

La méthode d’inversion permet aussi de simuler les lois discrétes. Commencons
par des mesures sur un ensemble fini {z1,...,2,}. t.q. 1 < -+ <z,

Théoréme 2.8 Soit (1 = p10,,++ - -+ ppd,, une loi de probabilité sur {x1,... .},

U~U/([0,1]). Alors la v.a. suivante a pour loi p :

xll{U<p1} + x21{p1§U<p1+p2} +eet wnl{p1+-~~+pnf1§U<1}-

La f.r. correspondante est définie par :

;

0 six < a2

F(@)=9 pi4+-+p=F sie;<z<z,

1 siz >z,
\

L’algorithme de simulation par inversion est donc l’algorithme suivant
14— 1
11
U «— Random

U «— Random
TantQue (U > F;) faire

ou Répéter
1+—1+1
1—1+1
FinTantQue
Jusqu'a (F; > U)
X «— Z;

En sortie de cet algorithme, nous avons bien

Vi=1,....n, P(X =uay) = P(F(v5-1) U< F (21)) = F () F (x_1) = px

Remarque 3 Le test d’arrét dans la boucle “Répéter. .. Jusqu’a” est p;+- - -+p; >
U. Cela peut s’avérer cotiteux en temps de calcul lorsque la série de terme général p;

converge lentement vers 1.
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Simulation de la loi de Bernoulli B(p), p € [0, 1]

SiU ~U([0,1]) alors

X =Ly ~ B(p). (2.1)

En effet X prend les valeurs 0 ou 1 et
P(X=1)=PU<p)— /Oll{ng}du —p

D’ou l'algorithme de simulation d’une variable X ~ B(p) :

U <—Random

Si U < p, alors retourner 1, Sinon retourner 0.

Simulation de la loi binomiale B (n,p), n € N* et p € [0, 1]
P(X =k)=Ckpt(1—p)"",

Si Uy,...,U, sont n v.a. iid. ~U ([0, 1]) alors,

X =l + -+ Loz = D Lwi<py ~ B(n,p). (2.2)

i=1
D’aprés ce qui préceéde les variables 1yy,<;,n, 1 < @ < n sont des variables de
Bernoulli de parameétre p indépendantes, donc la v.a. X somme de ces n variables
~ B(n,p).
Pour simuler une v.a. chargeant un ensemble dénombrable, on peut utiliser le
théoréeme 2.8. Cependant, pour certaines lois classiques, comme la loi géométrique ou

la loi de Poisson, il existe des astuces plus efficaces.
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Simulation de la loi de Poisson P (\), A >0

L

P(X=n)=e ok

Pour simuler P(A), A > 0, on peut recourir a ’approche suivant qui repose sur les
liens entre variables de Poisson et variables exponentielles de méme paramétre A,
Soit (X;);>, une suite de v.a. ~ £(A), A > 0 indépendantes. Pour n € N* calculons :
P(Xi4+ - +X, <1< X+ +X,.1). (1)
D’aprés l'indépendance des X; la suite (X, ..., X,,411) a pour densité :
Ae™M1 x x Ae Mt sur (R,)"H done

(1

~—

= B (L 44 X0 1 <X1 404 Xoy1}) = /1{X1+---+an 1 <Xyt Xy }AP
Q
—A -

= / 11{1‘1+'~-+an 1 <z1++Tni1} X Ae ™ML x ..o X Ae xn+1d$1 e d$n+1

= / Ae M x o Ne Mt dry L dg g
R {1tz < 1 <zi+otanq1}

N / |:f1*($1+'-'+$n) Ae_MHldI"H] AeTAT X X AeT Ay L day,
R {z1++zn <1}

— / e—)\(l—xl—m—l’n))\” e—)\(x1+~"+l’n)d:€1 o dl‘n+1
" {1+, <1}

)\TL

= e)‘.)\"/ dry...dr, 1 = e”‘—‘.

R” N{a1++zn <1} n:

On en déduit donc que si nous posons :
X =1lx<r<xitx) H 2. 1x4x0< 1 <xi<xi+ X0+ X5

+---+ n-]-{X1+“-+Xn§ 1 <Xi++Xpt1}

alors X () = N et X suit une loi de Poisson P(\).
D’autre part si (U;),, est une suite de v.a. i.i.d. ~U([0, 1]),
soitN:inf{neN:Ul X oo X Upys §€_>‘}

Ulx...XUn+1SG_A@lOg(U1X"'XUn+1)S_)\



1 1 1
<:>—XlogU1—XlogU2—~~—XlogUn+121
Xi+-+ X 21, X~ E(N)
IN=k}={Xi+- -+ X, <1 <X < X1+ -+ X1}
)\n
donc P(N:k):e_*j,NNP(/\).
n!

D’ou l’algorithme de simulation d’une variable X ~ P () :

U <—Random
TantQue (U > a) faire
U «— UxRandom
n=n+1
finTantQue
X=n
Simulation de la loi géométrique G (p)
Plx=n)=p(l-p)" ', n>1pel01]

Si (U;) une suite de v.a. i.i.d. ~ U ([0, 1]) alors
N=inf{i >1:U; <p} ~G(p).

{N:n}:{UnSp}ﬂ{Ul >p,...,Un_1 >]9}
P(N=n)=P(U,<p)x P(Uy>p)x---xPU,-1>p)

=px(L—p)x--x(1-p)=pL-p"".

30

(2.3)
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D’ou lalgorithme de simulation d’une variable X ~ G (p) :

n <« 0

Répéter

U «— Random

n<«<—mn+1

Jusqu'a U <p

finRépéter

X =n.

Outre cette méthode il existe une autre méthode beaucoup plus rapide en terme de
temps de calcul qui permet de simuler une variable G (p) a l'aide d’une seule variable
U (]0,1]) et qui repose sur U'interprétation de la loi G (p) comme version discréte de
la loi £(N).

Soit X une variable £ (A\), A > 0. Calculons la loi de N =1+ [X]

On sait que —% logU ~ E(A), puis pour p € |0, 1[ on déduit un A t.q. :

1+ [—ilogU] ~ G (p)

Posons Y =[X], on a :

n+1

P{Y=n}=P{n<X<n+1}= / e Mdy = e A — g7 AnHD)

P{l+[X]=n}=P{X]=n—1} =) — = (]oj de N)

Soit p € ]0,1]

e—A(n—l) _ 6—/\n _ e—)\(n—l) (1 _ e—)\)

Sie*=1-—pe A= —log(l—p)alors e A"V (1—e*)=p(1- p)"
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iee A=—log(l—p) =1+ {—ilogU] ~ G(p).

La méthode d’inversion n’est exacte qu’a condition de connaitre 1’expression ex-
plicite de F~!, comme pour la loi exponentielle. C’est rarement le cas. Si on veut
appliquer la méthode a la loi normale par exemple, il faudra se donner une table de
valeurs de F' et procéder par interpolation linéaire. On simulera alors une loi dont
la f.r., linéaire par morceaux, n’est qu’une approximation de la vraie f.r. En plus de
I'imprécision, cette méthode présente deux autres inconvénients. L’un est 1’encom-
brement de la place mémoire, 'autre est la lenteur due au nombre élevé de tests,
Méme quand on connait explicitement F'~!, la méthode d’inversion est rarement la

plus efficace pour les variables & densité.

2.3.3 Changement de variables

Cette méthode consiste a écrire une v.a. ¥ comme une fonction g d’une autre
v.a. X facilement simulable. Elle repose sur la formule de changement de variables
suivante :

Théoréme 2.9 Soit X un vecteur aléatoire de densité f sur R™. On suppose que
X € D ps. ou D est un ouvert de R". Soit W un difféomorphisme de D sur un

ouwvert A. Alors Y =V (X) a pour densité
FOE @) e W)l 1a ()

ot Jy (u) = dét ([g—‘i’:])

1<i<n
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Exemples.

SiU~U([0,1]) alors X =a+ (b—a)U ~U ([a,b]).

Si U~N(0,1) alors X =oU + pu ~ N (u,0?%).

2.3.4 Simulation des lois normales

Proposition 2.2 Méthode polaire pour N (0, 1)
Soient R~ & (3) et © ~ U ([0, 2n]) indépendantes alors
X =VRcos© et Y =Rsin® ~ N (0,1) et elles sont indépendantes.

Preuve. On applique la méthode de la fonction muette. Soit f : R? — R bornée,

on a

E(f(X,Y)):E(f (\/ﬁcos@,\/f_%sin@))
L[ 27rf(\/7_“(:089,\/?sin9) e~"2drdf.

Tty Jo
Le changement de variable (z,y) = ¢ (r,60) = (y/7 cos 0, \/r sin #) est une bijection

C? ainsi que ¢! de |0, +-00[ x ]0, 27[ sur R? \ {(z,0), z > 0}. Sa matrice Jacobienne

est
Dy [ PALDN oo 2yn) —vrsing
D(r,0) | 9py(r,0) 0Op,(r,0) .
or 90 sinf/ (2y/r) /rcosf

1
= dxdy = —drdf. On conclut par la formule du changement de variables que

1 22 442
B(HXY) =5 [ fag)e F dudy

T JR2
D’aprés ce qui précede si (U V) est un couple de v.a. ~ U ([0, 1]) indépendantes :
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(—2log U, 27V) Q(R, ©), ce qui entraine que :

(\/—2 log U cos 21V, /—2log U sin 27rv) D (X,Y).

On conclut donc
Proposition 2.3 Algorithme de Box-Muller

Si U,V sont deuz v.a.r. i.i.d. de loi U ([0,1]) alors X et Y définies par

X = /—2logU cos 27V
Y = +/—2log Usin2nV
sont indépendantes de méme loi N(0,1).
D’ou l'algorithme de Box-Muller :
R —Sqrt(—2 x log (Random))
O « 2PixRandom
X < R' % cos©

Y «— R %sin®

2.3.5 Simulation des vecteurs aléatoires gaussiens

2 3 /! . . .
Un vecteur (colonne) aléatoire X = (Xi,...,X,) est dit gaussien si toute com-
binaison linéaire de ses coordonées est une v.a. (réelle) gaussienne. Donc si X est
un vecteur gaussien, alors toutes ses composantes sont des v.a.r. gaussienne. La ré-

ciproque est vraie si Xi,...,X, sont indépendantes. La loi d’un vecteur gaussien
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est caractérisé par son (vecteur-) espérance p = (E (X1,...,X,)) et sa matrice de
covariance I dont les coefficients sont définis par

[ij = Cov (X;, X;) = E(XiX;) — E(X;) E (X)) = (E(XX') — '), -

On sait que I' est définie positive.

On note N,, (i, I') 1a loi de X.

Nous avons déja vu (exemple 11) que de la simulation de la loi N (0,1) on déduit
celle de la loi N (p,02) par une transformation affine. La situation est analogue en
dimension n quelconque, Tout d’abord si X7, ..., X, sont indépendantes et de méme
loi AV (0,1) alors le vecteur (X7,...,X,) est gaussien d’espérance nul et de matrice
de covariance unité : A,,(0,7). On en déduit la simulation d’un vecteur gaussien par
la proposition suivante.

Proposition 2.4 Soit 1 un vecteur de R™ et T une matrice de M,, (R) , symétrique
positive. Soit (X;) un vecteur aléatoire de loi N, (0,1) dans R"™. Soit A une matrice
carrée d’ordre n t.q. AA" =T. Alors le vecteur Y = AX + u est un vecteur gaussien
de moyenne p et de matrice de covartance I'.

En pratique pour déterminer A, on utilise la décomposition de Cholesky : toute
matrice symétrique positive I" peut s’écrire sous la forme I' = AA” avec A triangulaire

inférieure.
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2.3.6 Meéthodes de rejet

De nombreux algorithmes de simulation peuvent étre obtenus en imposant & une
v.a. X de loi donnée Px de satisfaire une condition FE. L’algorithme en question
prendra la forme suivante

Répéter

Simuler X selon la loi Py

Jusqu'a (E réalisé)

Y — X

La v.a. obtenue en sortie de cet algorithme admettra pour loi la mesure de pro-

babilité P£ définie de la maniére suivante
VteR, P(X <t)=Pg(-o0,t])=P(X<t|E).

Le cotit d’une telle méthode est lui-méme aléatoire, car il dépend du nombre de
passages dans la boucle “Répéter...Jusqu’a”. Ce nombre suit la loi géométrique de
parameétre P(E). Son espérance vaut donc 1/P(E).

%} en tirant un nombre

Exemple. Soit & simuler la loi uniforme sur l'intervalle [0,
au hasard sur [0, 1] et en rejetant ce nombre lorsque sa valeur est superieure a (%)

Répéter

U «—Random

Jusqu'a (U < 0.5)

X «—U
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En sortie d'un tel algorithme, la f.r. de X est
VieR,P(X<t)=P(U<tlUL05)=PU<tNU<05)/0.5

= 2P (U <tNU < 0.5)

Donc Vt € R, )
0 sit<O0
F(t)=q 2t sio<t<!
1 sinon

\

Il s’agit bien de la f.r. de la loi ¢([0, ]).

Pour tirer au hasard (loi uniforme) dans un ensemble D on peut tirer au hasard
dans un ensemble D’ qui le contient et rejeter tout les tirages qui ne tombent pas
dans D. Voici un énoncé plus précis pour les domaines de R™.

Proposition 2.5 Simulation de lois uniformes

Soit N\, la mesure de Lebesque sur R™, D et D' deux boréliens de R™ t.q.

DcD et 0<A, (D) <\ (D)< +oc.

Soit X un point aléatoire de loi uniforme sur D’. Alors la loi conditionnelle de
X sachant que X € D est la loi uniforme sur D.

La traduction algorithmique est la suivante.

Répéter

tirer un point au hasard dans D’

Jusqu'a (X € D)

An(D)

Le nombre de passages dans la boucle suit la loi géométrique g(m) et le nombre
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moyen vaut é\*;((g)). On a donc intérét a choisir D’ le plus proche possible de D, mais

suffisament simple pour ne pas ralentir la simulation.
Exemple. Loi uniforme sur le disque unité
Répéter
X « 2xRandom—1
Y « 2xRandom—1
S—XxX+YxY
Jusqu'a (S < 1)
D ={(z,y) ; 2*+y*> <1} X (D)=,
D' =[-1,1] Ao (D) = 4,
Le nombre moyen de passages dans la boucle est

Ao (D)

A2 (D)

SHIFS

~ 1.27.

Proposition 2.6 Soit f une densité de probabilité par rapport o la mesure de

Lebesgue sur R™, continue par morceauz, et
Dy ={(z,u) eR"xR*;0<u< f(x)}

Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans R™ et U une v.a.r. Le couple (X,U) ~
U (Dy) ssi.
1. X a pour densité f ,

2. La loi conditionnelle de U sachant “X = x” est U([0, f (z)]).
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Preuve. La densité de U (Dy) est :

f(X,U) (z,u) = ﬁDf)lDf(Lu).

Cette densité est bien le produit des deux densités :

focw () = f () (ﬁl[o,f@] ().

En d’autres termes, une v.a. de densité f est I’abscisse d’un point au hasard sous le
graphe de f. =

Proposition 2.7 lois quelconques

Soit X la mesure de Lebesque sur R", f et g deux densité de probabilités sur

(R™, \) telles qu’il existe une constante ¢ vérifiant :
Ve e R", cg(x) > f(z).

Soit X une v.a. de densité g par rapport & X et U une v.a. ~ U([0, 1]), indépen-
dante de X. Alors la loi conditionnelle de X sachant l’événement E  “cUg(z) <
f(z)” a pour densité f par rapport a .

Cette proposition permet de partir d’'une densité g facile & simuler pour simuler
une loi de densité f quelconque. L’algorithme est le suivant.

Répéter

Simuler X de densité g
U «—Random

Jusqu'a (cUg (x) < f(x))
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1
Le nombre de passages dans la boucle suit la loi G(—) d’espérance ¢. On aura donc
c
intérét a choisir ¢ assez proche de f de sorte que la constante ¢ = max {f (x) /g (x)}
soit la plus faible possible.

Exemple. Soit & simuler la loi de densité :
2
f (I) = %\/ 1-— [L‘Q]_[_Ll] (ZL’)

(loi de I’abscisse d’'un point au hasard dans le disque unité¢). Partons de la loi

uniforme sur [—1,1] :
1

g(z)= 51[—1,1](17)~

Prenons ¢ =

SEFS

(n’importe quelle constante supérieure & — conviendrait mais il
™

faut choisir ¢ minimale). Voici 'algorithme

Répéter Répéter
X «— 2+ Random — 1 X «— 2% Random — 1
On l’écrira :
U < Random U < Random
Jusqu'a (U3 < 21— X?) Jusqu'a (UxU <1—X xX)

Cet algorithme revient a tirer X comme ’abscisse d’un point au hasard sur le
demi disque supérieur

{(z,u); 2 +y*> <1, u>0}.

Ceci n’est pas surprenant au vu de la proposition 2.8.
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Chapitre 3

Processus de Markov et processus

de Lévy

3.1 Généralités

3.1.1 Processus stochastiques

Soit 7" un ensemble et (E,E) en espace mesurable. Un processus stochastique
indixé par T a valeurs (E,€) est une famille de v.a. définies sur le méme espace de
probabilités (2, F, P) a valeurs dans (E, &).

(E, &) est appelé 'espace d’état du processus.

Pour tout w € Q, Uapplication t — X, (w) s’appelle la trajectoire associé a w.

. En général on prend T'=R*, (E,&) =(R", B(R"™)).

. On peut toujours supposer (2, F, P) complet.
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Un processus X est a trajectoires continues (resp. a trajectoires p.s. continues) si
pour tout w € § (resp. pour tout w hors d’un ensemble négligeable) t — X; (w) est
continue.

Un processus X est p.s. croissant s’il est p.s. cad, Xy = 0 et pour tout w hors d’'un
ensemble négligeable t — X; (w) est croissant.

Soit X et Y deux processus définis sur le méme espace de probabilités (2, F, P) .

X est une modification de Y si, pour tout t > 0 les v.a. X; et Y; sont égales P-p.s. :
Vi>0,P(X;=Y,) =1

X et Y sont indistinguables si, P-p.s., les trajectoires de X et de Y sont les méme
cest adire P(X;=Y;, t >0) = 1.

. La notion d’indistinguabilité est plus forte que la notion de modification.

. Si X est une modification de Y et si X et Y sont a trajectoires p.s. continues a
droite (ou a gauche) alors X et Y sont indistinguables.

Nous travaillons avec une filtration (F¢),.,, i.e. une famille croissante de sous
tribus de F, i.e. pour s <t, F, C F; C F. On définit alors F, = o (LtJ]-"t> ainsi que
pour tout ¢, Fy = Egoft+g.

On dit qu’une filtration (ft>t20 est continue & droite si F; = F;, pour tout t.

On dit qu’elle vérifie les conditions habituelles si elle est cad et si Fy contient tout
les ensembles P-négligeables de F noté N.

On introduit la filtration naturelle de X, G, = 0{Xj; s < t}. Mais Gy ne contient

pas N. C’est pour cela que I'on introduit souvent la filtration naturelle de X augmen-



43

tée définie par F;¥ = o{N U G,}, appelée aussi filtration naturelle de X, par abus de
langage.

Un processus X est adapté a la filtration (]:t)tzo si, pour tout ¢, X; est F;-
mesurable.

. Un processus X est toujours adapté & sa filtration naturelle.

.SiN C Fyetsi X est adapté a (Ft),>0 alors toute modification de X est encore

adaptée.

3.1.2 Loi d’un processus et processus canonique

Soit X = (X¢),cp+ un processus stochastique. X peut étre vu comme une appli-
cation :
X : Q — E®+ ={fonctions de R, dans F'}
w— Xi(w),
si les trajectoires sont assez réguliéres

Considérons la famille des sous ensembles A C E®+ dits ensembles cylindriques
A={feE* : f(t1) € Er,...,[(t,) € E,}

outy,...,t, e Roet Fy,...,E, €€&.

On note E8+ la o-algébre (produit) sur E®+ engendrée par cette famille.

Le processus (Xt)teR+ est mesurable en tant qu’application :

X 1 (Q,F) —(E®+, ER+), car ses composantes X; sont (F/E)-mesurables, voir L.

C. G. Rogers and D. Williams [21], page 122.
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La loi image i1 de P par cette application, définie par
i(A) = P(X7'(A4)), Ae €

s’appelle la loi du processus (X;) teR, -
Si pour ¢ > 0, on note 7; I'application qui & w € E®+ associe w(t), le processus

stochastique (Wt)t€R+ défini sur I'espace de probabilités (ER+,8R+, u) s’appelle le
processus canonique associé & X. C’est un processus de loi .

Nous avons vu qu’un processus stochastique définissait une mesure de probabilité
sur 'espace (E®+, E®+). Nous allons tout d’abord voir que cette mesure est entiére-
ment déterminée par ce que ’on appelle les lois fini-dimensionnelles du processus.

Définition 3.1 Soit ty,...,t, € R,. Onnote y,, , laloidelav.a. (Xy,...,Xy,).

C’est donc une mesure de probabilité portée par R™. Cette probabilité s’appelle une
loi fini-dimensionnelle (L.f.d.) du processus X.

Proposition 3.1 Soient (X¢),cp, el (Yi),cp, deux processus stochastiques éven-

tuellement définis sur des espaces de probabilités différents. Si ces deux processus

I

ont les mémes lois fini-dimensionnelles, alors ils ont les mémes lois, i.e. (Xt)teR+

(E)tER_,. *
Preuve. (X;),cp, et (Y:),cp, ont les mémes Lfd. < (X;),p, et (V3),cp, coin-

cident sur les cylindres :

{feE* . f(t) € Ey,...,f(t,) € E,}.

Comme ces cylindres engendrent la o-algébre £8+, nous en déduisons que X et Y ont
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la méme loi. m

L’ensemble des l.f.d. d’un processus vérifient les deux conditions dite de compati-
bilité :

Soient ¢y, ...,t, € R, et 7 une permutation de {1,...,n}, on a

(1) pyy, o (AL X X Ay) = #tT(l),...,tT(n)(Ar(l) X oo X Arny), Ai €E.

(2) By (Ar X X Ay X R) =gy (A X X Apg), A €E.

Le théoréme de Kolmogorov affirme que réciproquement, sous certaines conditions
de régularité, étant donnée une famille compatible de probabilités définis sur les cy-
lindres de £%+, il est toujours possible de construire un processus dans les 1.f.d. sont
données par ces probabilités.

Théoréme 3.1 Kolmogorov 1933

Supposons que E est un espace Polonais (métrique, séparable, complet) et & sa
o-algébre borélienne.

Pour tout t,...,t, € Ry soit y,, , wune probabilité sur (E",E™). Supposons que
cette famille vérifie les deux conditions de compatibilité, alors il existe une unique

probabilité p sur (ER+,ER+) t.q. pour tout ty,...,t, e Ry, Ay,..., A, € E:
p(mey € Ary ooy me, € Ap) = gy g (AL X X Ay).

La démonstration de ce théoréme s’appuit sur le théoréme classique de Carathéo-
dory.
Corollaire 3.1 Sous les hypothéses du théoréme, on peut trouver un espace de

probabilités (U, F,P) ainsi qu’un processus (X),~, défini sur cet espace dont les
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L.f.d. sont les i, 4 -

Preuve. Comme espace de probabilités on prend (Q,F, P) =(E®+ E%+ 1), ou
1 est la probabilité donnée par le théoréeme de Kolmogorov. On considére alors le
processus (1), défini sur E*+ par 7, (w) = w(t). Par construction méme ce processus
est de loi p. m

Convergences du processus

Une suite (X™) de processus converge vers le processus X dans L? (€, [0,7]) ssi
X et (X™) sont dans L*(©,[0,T)), i.e. E/T |X7*ds < oo et E/T | X,|* ds < oo, et

0 0

vérifient

T
E/ |X™ — X,|* ds converge vers 0.
0

Accroissements du processus

Les v.a. X; — X, t > s > 0 sont appelées des accroissements du processus (X;).

Un processus X est dit :

1. a accroissements indépendants si [’accroissement X; — X, est indépendant de
la tribu FX = o(X,,0 <r <s), Vt > s> 0.

2. a accroissements stationnaires si @ X; — X, 2 Xis— Xo, Vt>s>0.

Pour de tels processus, donner la loi de X; — Xy, V& > 0, ainsi que celle de X

suffit a caractériser entierement le processus.
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3.2 Processus de Markov

3.2.1 Espérance conditionnelle

Soient (€2, F, P) un espace de probabilités, G une sous-o-algébre de F et X une
v.a. S E(X) < oo, soit £ (X |G) lespérance conditionnelle de X. C’est une v.a.
G-mesurable.

L’espérance conditionnelle a les propriétés suivante :

1. BE(E(X]|G)) =E(X)

2. |[E(X|9) < E(X]]9)

3. S1Y est une v.a. G-mesurable alors

E(XY|9)=YE(XG) ps.

4. Si 'H est une sous-c-algébre de G alors

E(E(X|G)H)=FE(X|H) p.s.

5. Si X est indépendante de G alors E (X |G) = E(X) p.s.

6. L’application : Fg : L? (Q, F, P) — L*(Q, G, P) définie par: Eg (X) = E (X |G)
est une projection orthogonale.

La propriété suivante nous servira aux structures Markovienne, voir D. Applebaum
2].

Proposition 3.2 Soit G une sous-o-algébre de F, si X et Y sont des v.a. a

valeurs R™ t.q. X est G-mesurable et Y indépendante de G alors

E(f(X,Y)]G) =Gy (X) ps.
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pour tout f € By, (R*"), ot Gy (x) = E(f (x,Y)), pour tout x € R".

3.2.2 Noyau de transition et fonction de transition

Définition 3.2 Soit (E, &) un espace mesurable. Un noyau de transition N sur
E est une application de E x € dans [0,400] t.q.

1) x — N (z,A) est E-mesurable, pour tout A € £,

2) A — N (x,A) est une mesure sur (E,&), pour tout x € E.

Si de plus N (x, A) = 1, pour tout x, on dit que N est une probabilité de transition.
On écrit aussi N ainsi N(x,dy).

On peut montrer (c’est le théoréme de Jirina) que, dés que F Polonais, alors il
existe une probabilité de transition N sur F, voir M. Métivier [17], page 142 ou J.
Jacod [11].

Sifeé&  ie f:(FE) — (Ry,B) mesurable, alors on définit la fonction N f sur
E par

N (@) = [ NGy o)

La fonction N f appartient encore & £,. De plus si M, N sont deux noyaux alors
M N défini par la composition

MN (z,A) = /N(a:,dy)N(y,A).

E
est encore un noyau.
La probabilité de transition 7 induit un mouvement aléatoire dans E qui est décrit

de la fagon suivante. La particule est en x, la position z; au temps 1 sera choisie
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selon la mesure de probabilité 7(z,-), la position s au temps 2 selon la mesure de
probabilité 7(x1,-), etc. Le processus ainsi obtenu est appelé chaine de Markov (le
temps est discret) homogene (la transition ne dépend pas du temps). Un processus
de Markov général est I’analogue en temps continu.

Supposons que le processus X soit t.q. pour tous s < t, il existe une probabilité
de transition F;; t.q.

P (X, € A|FX) =P, (X,,A) p.s.,

alors, pour tout f € £,, F (f (Xy) ‘.7—"5() = Py, f (X;,) (argument d’approximation
standard).

Soient s < t < v, alors

Poy (X5, A) = P (X, € A|FY) = E(E (Lix,eny |[FY) |FY)

B (P, (X, A) |FX) = /E Py (Xa, dy) Po(y, A).
Ceci nous amene a la définition suivante de la fonction de transition.
Définition 3.3 Une fonction de transition sur (E,E) est une famille (Ps;)

0<s<t

de transition de probabilité sur (E,E) t.q. pour tous s <t < v, on ait

/EPs,t (I, dy) Pt,v (y’ A) = Ps,v(xv A)7 (31)

pour tous x € F et A€ €.
La relation 3.1 est appelée équation de Chapman-Kolmogorov. La f.t. est dite

homogene si Ps; ne dépend de s et ¢ que par la différence ¢ — s. Dans ce cas, on note
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P, pour Fy, et I’équation de Chapman-Kolmogorov s’écrit

Pro. (2, A) = / P, (v, dy) Pi(y, A),

pour tous s, > 0. On dit que (F;),, est un semi-groupe.

3.2.3 Processus de Markov

Définition 3.4 Soit (2, F, (F;), P) un espace de probabilités filtré. Un processus
adapté X est un processus de Markov pour la filtration (F;), de fonction de transition

P, si, pour toute fonction f € 4 (ou bE) et s < t,
E(f (Xt) |fs) = Ps,tf (Xs) P'p~5-

Le processus X est dit homogéne si la f.t. est homogéne et la formule précédente

s’éerit alors
E(f(Xy)|Fs) = Pof (Xs) P-ps.

La loi de X, est appelée la loi initiale de X.

La donnée d’une transition P et d’une loi initiale v déterminent la loi d’un pro-
cessus de Markov sur (2, F, P), a valeurs dans E. Les lois cylindriques (1.f.d.) sont
entiérement déterminées par la propriété de conditionnements successifs.

Proposition 3.3 Un processus X est un processus de Markov par rapport a sa

filtration (]ftx) de f.t. Py, et de lot initiale v ssi. pour tous 0 =ty <tq <--- <ty et
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fO?"'7fk€5+7

E(IA00) = [l o) [ R Gode) fite)  (32)

E

- '/"Ptklytk ('Tk—h dxk) fk('rk)
E

La relation 3.2 donne

P (Xy, € dxvo, Xy, € dy, ..., Xy, € dxy) = v (dxo) Poyy (o, dxy) ... Py 4 (Tp—1, dxy).

C’est la loi du k-uple (Xq,..., X}).
Réciproquement, soit (Ps;) une f.t. définie sur (£,£) et soit v une mesure de

probabilité sur (£, £). On définit sur (E™*, £"M1) une famille de mesures y,, _, par
(

Htg,... tn (AO X X An) = V]‘AOPt07t11A1 T PtnflytnlA O=tp<--- <ty

n )

g et

| At (A5 X AR = gy (A X X An) s Er) S 0o S agy.
Alors le théoréeme de Kolmogorov assure qu’il existe un processus de Markov dont
les 1.f.d. sont données par ces probabilités.

Théoréme 3.2 Soit (E,E) un espace Polonais muni de sa tribu borélienne, soit
(Psyt) une fit. sur (E,&) et soit v une mesure de probabilité sur (E,E). Alors il
existe une unique mesure de probabilité P, sur (ER+,5R+) t.q. sous P, le processus
canonique X soit de Markov par rapport o (F;), de f.t. (Ps;) et de loi initiale v.
Dans toute la suite, on se restreint aux processus homogenes en temps.
Remarquons que 1’on a alors

PV(XO EAo,th EAl,...,th EAk> =



52

/ V(d:cg)/ P, (:cg,dxl)/ P, 4 (:z:l,dxg).../ Py, . (xp_1,dzy).
Ao Ay As Ag

En particulier, pour x € F soit Ps, pour v = J, que nous noterons F,, alors on a
P, (Xo=1z) =1, P, est la loi du processus X issu de z.

Soit Z une v.a. F--mesurable positive ou bornée, nous noterons son espérance
par rapport & P, (resp. P,) E, (Z) (resp. E, (Z)). En particulier, si Z = 1;x,ca;, on
obtient

E.(Z) = P, (X, € A) = /E 5. (dy) P, (y, A) = Py(x, A).

Ceci prouve que la fonction x — P, (X; € A) est mesurable.

Cela peut s’interpréter intuitivement de la facon suivante : on imagine qu’une
particule “se promeéne” dans E. Cette particule se trouve en X, au temps ¢t = 0 (on
dit qu’elle visite I'état Xy € E), P, (X; € A) est la probabilité que la particule partant
de x sera trouvé en A & I'instant ¢.

11 est possible d’exprimer F, (Z) en fonction de x — E,(Z), I'espérance de Z sous
la loi initiale v est la moyenne, pondérée par v, des espérances de Z sous la loi de
mesure initiale ¢,,.

Proposition 3.4 Si Z est FX -mesurable positive (ou bornée) alors lapplication :

x — E. (Z) est E-mesurable et

E,(7) = [E v (dz) E(2).

Preuve. Argument de classes monotones. ®

Donnons maintenant la définition de processus de Markov la plus générale.
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Soit (F;¥) et soit (6;) 1>0 une famille d’applications (opérateurs de translation) de
E®" dans lui méme tq. 1 0g=1, 051y =0500;, Xepp= X500, Vs, t>0.
On se donne une famille (P,), ., de probabilités sur (2, F) t.q. # — P, (A) soit

E-mesurable pour tout A € F, et vérifiant P, (Xo = x) = 1. On définit

Pa(A) = [ Pr(A) ().

Définition 3.5 Le terme (Q, FL, (FX), (6:), (X:), (Ps)) est un processus de
Markov de fonction de transition (P;) si, pour tout x € E, tous s,t > 0 et toute
feé&s (ou€bf),

B, (f (Xis0) |FX) = PA(X.) Prpes.

Remarquons que P, vérifie : Pif (x) = E, (f (Xy) | Xo =) = E.f(X;) Pup.s.

Proposition 3.5 St X est un processus de Markov, pour toute probabilité v sur
(E,€) laloi de Xy sous P, (loi initiale) est v. De plus, pour tout t > 0 et toute v.a.r.

Y sur (Q,FX), positive ou bornée, la v.a. Y o 0; est F-X-mesurable et on a :
E, (Y o0,|F')=Ex,Y P,rps.

ot Ex,Y désigne x — E.Y évaluée au point X, donc mesurable d’aprés la pro-
position 3.4.

La démonstration est Détaillée dans H. V. Zanten [26].
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3.3 Processus de Lévy

3.3.1 Processus de Lévy

Définition 3.6 Un processus de Lévy (X;) par rapport a (F;) est un processus a
valeurs R™, adapté avec Xog = 0 p.s. et vérifiant :

(1) Les accroissements de X sont indépendants du passé, i.e.

Pour tous 0 < s < t, la v.a. X; — X, est indépendante de Fi.

(17) X est a accroissements stationnaires :

Pour tous 0 < s < t, X; — X, a méme loi que X;_,.

(1ii) X est continu en probabilité : liir;Xt L X, (& Ve >0, lglrglP(|Xt| > €)= 0).

Exemple. Un processus X continu en probabilité, issu de 0 et a accroissements
indépendants et stationnaires est un processus de Lévy par rapport a (]_-tX ).

Théoréme 3.3 Soit X un processus de Lévy. Il existe une unique modification Y
de X qui est cadlag; de plus Y est un processus de Lévy.

La démonstration est détaillée dans A. Janicki and A. Weron [12], pages 76-78.

Donc on peut toujours supposer qu'un processus de Lévy est cadlag.

Théoréme 3.4 Soit X un (F;)-processus de Lévy et y, la loi deX.

1. La famille (;z,t)t20 est un semi-groupe de convolution ce qui signifie que pour
tous s,t >0, iy, = [y * [

2. Le processus X satisfait la propriété de Markov relativement o (F;) et avec le



95
semi-groupe de transition (P;) défini par :

P (x, A) = / 14 (2 + 1) p(dy). (3.3)

Preuve. Comme X, = X;+ (X;1s — X;) et comme les v.a. X; et X; s — X, sont
indépendantes et de lois respectives p, et u,, (1) est évident.

On définit P, par 3.3 Il est évident que chaque P, est une probabilité de transition
sur R"™. De plus :

Pres (0. ) = [LaGo s e, (@) = [ [Latos ot o)y (o), (@)

= //Lt (du) </1A (x+u+v)p, (dv)) = /ut (du) Py (x + v, A) = PPy(x, A),

donc (P;) est un semi-groupe. En fin on a

E(f (Xegs) [Fe) = E(f (Xe + (Xeps — X4)) | F2)

= [ () £ (X ) = PFCX,

ou la seconde égalité provient des points (i) et (ii) dans la définition. m

Soit X un processus de Lévy. Alors X a les propriétés suivantes :

1. Soit P, la loi sous laquelle X est de Markov de f.t. (P,) et de loi initiale ¢,.

Ona P, (X, € A)=P(z+ X, € A) (X est de Lévy sous P)

=P (X;€eA)=P(X,cA)=Pax+X,€A)=FRx+ X, € A).

Donc sous Fy, X est de Lévy. Et comme :

E,f (Xi) = P f (x) = Eof (z + Xy),
la loi de X sous P, égale a la loi de = + X, sous Fj.
2. Soit f(t) = E (e™**), alors d’apres (i) et (i)

f(s+1) = Bet((Xurs=X)4X0) — peiuXs PeuXe — f(s).f(t).
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D’aprés (iii) f est continue, alors la f.c. de X; a la forme
EeXt = f (1) = W), (3.4)

d’apres I’équation fonctionnelle de Cauchy puis qu’on a des solutions réguliéres,

ol ¢ : R — C continue, ¢ (0) =0,

La fonction ¢ est unique et est dite ’exposant caractéristique du processus de
Lévy.

3. Si X, est intégrable alors ¢ est dérivable et EX; = ity'(0).

Si E(X,)? < ocoonaVarX; =%, 0> > 0.

3.3.2 Lois infiniment divisibles

Définition 3.7 Une mesure de probabilité p sur R" est dite infiniment divisible

st pour tout entier n > 1 il existe une mesure de probabilité ji, sur R™ t.q.

[ = f,

ou P = p, * -+, (n-fois).
On note p, = /™.

De maniére équivalente, la mesure o est infiniment divisible si pour tout n > 1,
sa fonction caractéristique peut s’écrire : 1 = ([1,,)", pour tout n > 1.

En terme de variable aléatoire :

La loi Px d’une v.a. X a valeurs R™ est infiniment divisible si pour tout n € N,
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il existe des v.a. & valeurs R™ i.i.d. XM™, ., XM ~Y tq. -

D

X2 x4 xam,

On note Y par X*'/™ on a :

B () = (Bx ()"

Ceci nous ameéne au théoréme équivalent suivant, voir K. I. Sato [23] :

Théoréme 3.5 X est infiniment divisible ssi. pour tout t > 0, il existe une v.a.
X* tq. Py = Dl

X* est alors infiniment divisible.

Exemples. Beaucoup de lois connues sont infiniment divisibles.

X ~ N (p,0%)
Oy (u) = exp {@',uu - “22"2} = {exp {Z%u - uz%z H ' = (@X(l/n) (u)>n,

2

ot X/ ~ N (& ),

X ~ C(a) (la loi de Cauchy)

Dy (u) = exp (—aul) = [exp (=2 ful)]" = (@, (w)) ", on XU ~c(2)

X ~T(r,\) (loi Gamma)
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Dy () = -y = ((1_1;)'"/") = (B, ()", X0 (),

Il en va de méme pour la loi exponentielle I' (1, A) et la loi x2, ['((%Z,3))-

X ~ P (X) (Poisson)

Dx () = exp[A (e = 1)] = [exp [2 (e = D]]" = (@, (),

X0~ P(2).

contre exemples :

Une loi a support borné (hormis la Dirac en un point) n’est pas infiniment divisible,

Un mélange fini de lois normales n’est pas infiniment divisible.

Regardons de plus prés la formule (3.4) et donnons maintenant un théoréme essen-
tiel qui caractérise les lois infiniment divisibles dit (Formule de Lévy-Khinchine), dans
cette formule apparait une mesure dite mesure de Lévy de la loi v. Avant d’énoncer
le théoréme, donnons la définition d’une mesure de Lévy.

Définition 3.8 Une mesure de Lévy est une mesure v sur (R", B (R")) t.q.

v ({0}) =0 et t.q. / (|x|2 A1) v(dz) < +oo, ie. j’intégre la parabole au voisi-

nage de zéro.

Une mesure de Lévy est o-finie.

La condition/ (|:1:]2 A1) v (dz) < 400 peut étre remplacée par/ =, (dz) <

2
o 117

n

+00.
Enoncons maitenant la formule de Lévy-Khinchine.
Théoréme 3.6 formule de Lévy-Khinchine

Une loi o sur R™ est une loi infiniment divisible ssi. sa transformée de Fourier
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s’écrit sous la forme i = e¥ ou Vu € R™,

U (u) = i(b,u) — %(u, Au) +/ (") =1 —i{u, 2)1{pi<1y) v (dx)

n

avec b € R", A une matrice symétrique positive et v mesure de Lévy.

b et A dépendent de 1i,<1y mais v n’en dépend pas.

v est appelée mesure de Lévy de la loi p, le terme (b, A,v) est appelé le triplet
caractéristique.

Considérons maintenant un processus de Lévy a valeurs R" (bien qu’il est clair du
Théoreme 3.4 (1) que pour tout ¢, la loi de X; est infiniment divisible), voyons cela
en utilisant les v.a.:

Pour tousn e Net ¢t >0

X = Xy + (X2t/n - Xt/n) + o (X = Xne1)i/n)s

par la stationnarité et 'indépendance des accroissements on peut conclure que,
V¢ > 0, X, est infiniment divisible avec X;/" ~ X, /n- En particulier, pour ¢ = 1 dans

3.4 on obtient :

EetX1 = ¥ ‘
@ unique
=

p=WU.

Eeiqu — e\I/

Donc on a pour tout processus de Lévy

. 1 ‘
FeiuXe — exp t(i(b, u) _ §(u, Au) _|_/ (ez<u,w) —1-— i<U, $>1{|z\<1})l/ (dm))

n

Réciproquement : par le théoréme de Kolmogorov sur ’espace des trajectoires on
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Proposition 3.6 Soit 1 une loi infiniment divisible d’exposant caractéristique V.

Il existe un unique (en loi) processus de Lévy t.q. L (X1) = u. De plus

Vi > 0,Yu € R, E (eXX0) = ¢!,

3.4 Mouvement brownien

Soit (€2, F, P) un espace de probabilités.

Définition 3.9 Un mouvement brownien standard (m.b.s.) est un processus sto-
chastique (Bi),s @ valeurs réels t.q.

i) Bp =0 p.s.

it) t — By est p.s. continue.

i) Vt,h >0, By — By est indépendantes de FP = o (B,,u <t) et ~ N(0,h),
Vh.

Si (By) est un m.b. alors (v + Bt)», * € R est un m.b. issu de x.

De cette définition il suit que pour ¢t > s > 0,

By — By~ By_ ~ N(0,t — s), i.e. (Bt)tZO est a accroissements stationnaires.

E(B,—By,)=0¢et E(B,— B, =t—s.

Définition 3.10 (F;)-m.b.

On dit que B est un (ft)tzo—m.b. si B est un processus continu, adapté a la

filtration (Ft),s, vérifiant :

VueR, V0<s<t, FE (eiu(Bz*Bs) F) = o U (t=5)/2.
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Le deuxiéme point de cette définition prouve que o (X,,u <t) C F;. De plus il

est facile de vérifier qu'un F;-m.b. est un m.b. par rapport a sa filtration naturelle.

3.5 Propriétés

Soit (B;) un (F;)-m.b. alors
1. (By) est un processus gaussien (i.e. tout ses l.f.d. sont gaussiennes) d’espérance

0 et de fonction d’autocovariance
p(s,t) = Cov(Bs, B;) = s At.

2. (By) est un processus de Markov relativement o (FP).
Soit s,t > 0 et f mesurable positive. Remarquons que :
E (Biys |FP) = E((Biys — By) + B | FP) = E(Bys — B,) + B, = B,.
Car By, — B, est indépendante de FZ et B, est FP-mesurable.
E((Biys = B)|FP) = E(Bys — By) = [t +5—s| = 1.
Donc sachant ]—"SB, la v.a. By est N (B, t), il vient donc
B 1 _l (Bs_y)2
B(F (B 72) = [ Fmes T 1) dy = P,

ou P, est définie sur R par : P;f (x) = /f (y) pe (z,9) dy,
R

1
pi(2,y) = e 2

3. Si (By) est un (F;)-m.b.s. alors (B;) est un processus de Lévy.



62

Chapitre 4

Lois stables

4.1 Lois stables, v.a.r. stables

On va considérer une classe particuliére de lois infiniment divisibles.
Définition 4.1 Une mesure de probabilité sur R™ est dite stable si pour tout réel
a > 0, il existe des réels b >0 et c € R", t.q.
i (w)® = i (bu) .€e™ | pour tout u € R™.
Cette loi est dite strictement stable si pour tout a > 0, il existe b > 0, t.q.

f(bu), pour tout u € R™.

i (u)*
En fait, pour tout a, le réel b correspondant dans la définition est une puissance
de a, b = a*/*, a €(0,2], voir L. Chaumont [9].
En termes de v.a.r. ceci est équivalente a

Définition 4.2 Une v.a. X suit une loi stable sur R si pour tous A > 0 et B > 0,
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il existe C' >0 et D eR t.gq.

AX,+BX, 2CX + D, (4.1)

ot X1 et Xy sont deux copies de X indépendantes.

Théoréme 4.1 Pour toute v.a.r. stable, il existe un « € (0,2] t.q. le réel C dans
4.1 satisfait : C* = A + B, le réel a est dit l'indice de stabilité. Une v.a. stable
d’indice o est dite a-stable.

La démonstration est détaillée dans G. Samorodnitsky and M.S. Taqqu [22].

Définition 4.3 (équivalente a Déf 4.2)

Une v.a.r. suit une loi stable si, il existe o € (0,2] t.q. pour tout n > 1, on peut

trouver d, € R vérifiant :
D 1/a
X1+ X0+ X, =n'*X +d,, (4.2)

ou X;, 1 =1,...,n, sont des copies de X indépendantes.

Si D=0 (d,=0), alors X est dite strictement stable.

i x 2 —X, alors X est dite symétrique stable.

Notons qu'une v.a.r. symétrique a-stable est toujours strictement a-stable.

Exemples.

Toute v.a. X dégénérée, i.e. X = C' p.s. est a-stable. Nous supposerons toujours
que X est non dégénérée.

Toute v.a. gaussienne est 2-stable (i.e. a« = 2)

En effet, si X; et Xy ~ N (i, 0?), indépendantes, alors
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AX, + BXy ~ N((A+ B) i, (A? + B?) 0?),
ona(C = (A2+BQ)1/2 = a=2.
D=(A+B-C)p.
Le théoreme suivant est a ’origine de la notion de loi stable
Théoréme 4.2 T.C.L Généralisé et domaine d’attraction
Une v.a. suit une loi stable ssi. X posséde un domaine d’attraction D(X), i.e. il

eziste des suites (an), (b,) avec a, > 0, b, € R et une suite (Y,,) de v.a.r. i.i.d. t.q.

YVi+Yy+---+Y,
1+ Yo+ + +b, £ X
Qp, n—-4oo
On dit aussi que Y1,Ys, ... appartiennent au domaine d’attraction d’une v.a. X

a-stable, o € (0,2] .

La suite (ay) est a variation réguliére d’indice 1/a (i.e. a, = n**h(n), ot h =

h(x), z > 0 est a variation lente, i.e. pour tout a > 0 xh_}rgo};f&x)) =1). Si a, = n'/?,
alors on dit que (Y;) appartiennent au domaine d’attraction normal de X.

Le théoréme peut se voir dans A. Janicki and A. Weron [12], page 23.

Remarquons que si Var (Y;) < oo, alors X est gaussienne on reconnait donc le
T.C.L.

Il découle de la formule 4.2 :

[®x (u)]" = e™bndy (n'/u).

Toute v.a. stable est infiniment divisible avec X*/"* ~ n=1/*X — d;" et son triplet

caractéristique de Lévy-Khinchine est donné par le résultat suivant :

Théoréme 4.3 Une v.a.r. X est stable ssi. il existe 0 >0, =1 < <1et peR
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t.q. pour tout u € R,

(

\

exp {ipu — s0%u?} si =2
exp {ipu — o [u]” (1 —iftan (Z2) sign (u)) } si a #1,2 (4.3)

exp {ipu — o |u| (1 +if2sign (u)logul) } si a=1

Son triplet caractéristique est alors, b = u, A = 0 et la mesure de Lévy est abso-

lument continue par rapport a la mesure de Lebesque sur R et a pour densité

ol c1 et ¢y sont des constantes positives vérifiant : [ =

C1 Co
14 (dl‘) == ml]o}_i_oo[ (:U) dLE _'_ Wl]_mp[ (:U) dx,

C1 —C2

01+CQ

En fait ce théoréme découle des théorémes : théoreme (3.6) et un théoréme concer-

nant la mesure spectrale que nous allons voir avec les lois stables multi-dimensionnelles.

« : indice de stabilité, o €(0,2]. Il caractérise les queues de distribution. Plus «

diminue, plus les queues sont lourdes. C’est pourquoi on dit lois a-stable;

- parameétre de position. Il caractérise la moyenne de la loi (lorsque a > 1) ;

o : parameétre d’echelle o > 0;

[ : parametre de symétrie, —1 < < 1. Il caractérise le degré d’assymétrie de v.

On note X ~ S, (0,8, 1). Si X ~ S, (1,5,0) X est dit standard.

On peut réécrire 4.3 a 'aide du paramétre v défini par

Z s51ia=2

o sl a#2
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exp {ipu — v |u|® (1 — iBtan (%) sign (u))}  sia#1
Ox (u) =
exp {ipu — 7 |u| (1 +iB2sign (u)log |ul) } sia=1

ou encore

P (u) = exp {ipu — v [ul* [1 + jBsign (v) w (u, )]}

ou

tan T* si o #1
w(u, o) =

2loglul si =1

~ : mesure la dispersion de la distribution autour du paramétre de position u et
est dit paramétre de dispersion. Notons que 7 est la moitié de la variance dans le cas
ou a = 2.

On écrit X ~ S, (7, 5, ).

Si X est symétrique, i.e. X 2 —X, on a ®_y (u) = Px (u) = Px(u),
alors ®x (u) = exp(—p®|u|”), pour tout 0 < a < 2, oup =0 (0<a<2)et
p:\% si &« = 2. On note X ~ SasS.

4.2 Diverses propriétés

Densité de probabilité : Pour les lois stables il n’existe pas une expression

explicite de la densité de probabilité dans le cas général. Cependant on peut obtenir
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une expression sous forme d’une intégral de la f.d. a I'aide de Fourier inverse de la f.c.

1 [t~
f(z)= ) e " (u) du
1

+oo
= —/ exp (—u®) cos [zu + fuw (u, )] du.
TJo

Quand la distribution représentée par cette densité est symétrique (S = 0) autour
de zéro (u = 0), la f.c. est une fonction réelle et paire, ce qui permet de simplifier
I’expression de la densité de probabilité

1 [t
f(x)= —/ exp (—v |ul®) cos (uz) du.
TJo

La densité de probabilité d’une loi a-stable est bornée et de classe C*°.
(

(11, +00) a<letf=1

Support : Supp fs(z|o, B,0,1) = (=00, 1] a<letf=-1

(—o00,+00)  sinon
\
La forme explicite de la densité des lois a-stables n’existe que dans les trois cas

importants suivants :

1. La loi de Gauss Sy (7,0, ) :

_ 1 (z—p)’
e i )

2. La loi de Cauchy S; (7,0, i) :

3. La loi de Lévy Si (v, 1, ) :

flz)= \/727 @ —1u)3/2 xp {_2(af’y—iu)} '
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qui est concentrée sur [u,00) et qui caractérise les processus de Lévy croissants
appelés subordinateurs.

Reflection : Soit X; ~ S,(1,53,0), Xy ~ S,(1,—f,0), alors X5 2 —X1, et donc
fa(x) = fi(—x) et Fo(z) = 1 — Fi(—x). On en déduit que si f = 0 alors S est
symétrique.

Queues lourdes : Formellement une v.a.r. a une queue lourde si elle a une queue

algébrique : il existent ¢, > 0 t.q. P (|X| > z) ~ cx™®, quand z — 0.

Soit X une v.a.r. S, (0,5, 1) avec 0 < a < 2, on a les deux résultats suivants

1
lim z*P (X > x) = vCaﬂ,
Tr—-+00 2
1—
lin'Ln 2*P (X < —x) = ’yCaTﬁ,

ou,
-1

+o0 92
Co = (/ x~%sin :vd:v) = —I'(a)sin e,
0 s 2

L’égalité précédente nous fait penser a la caractérisation des lois de Pareto.

Une v.a.r. suit une loi de type Pareto si : P (X > z) =2 *h(z), ot h () est une
fonction a variation lente.

Moments : Soit X ~ S, (o, 3, 1), alors

Sia=2, Vp, E|X|’ < +cc.

Sia<2, FIXP<+4+c0o&e0<p<a.

Dés que « est strictement inférieur a 2, la variance d’une loi a-stable est infinie.
Dés que « est strictement inférieur a 1 c’est la moyenne qui devient infinie.

Si a > 1, la moyenne d’une loi a-stable est .
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Standardisation : Soit Z ~ S, (1, 3,0) alors

oZ + 1 si a#1
X = NSQ(U,B,M>.

oZ + (u—l—ﬂ%aloga) si a=1

Pour a # 1, nous avons 1’équivalence suivant

X —p

XNSa(7767p“) & 7= 71/04

~ S, (1,5,0).

Combinaison linéaire

Proposition 4.1 (i) Si X ~ S,(0,, 1), alors pour tous a # 0,b € R

S. (|a| o, sign (a) B, au + b) si a#1
aX +b~

Si (la| o, sign (a) B,ap + b — 2Boaloglal) si a=1

(i) Si X1~ Su (01,81, 111) et Xo ~ S, (02, By, ftg) sont indépendantes, alors

Xl + XQ ~ Soz(o-yﬁnu)a

ol + B850
—Bll 6i2;0“:05‘+03€t =+
o] + 05

ou [ =

Par induction, soit X; ~ S,(c;,3;,1;), j = 1,...,n, indépendantes

et aj,...,a, € R alors a1 X7+ asXo+ -+ + a, X, ~ Su(o, 5, 1), t.q.

n

n gﬁjsign (a;) lajo,|®

0" =) lajoy*, B=7
=1

O-Oé

>l a#1
p=9 ’ )

>oaip; — — 3. Bja505loglal =1

J

Notons que si 3;,Vj, alors 8 =0 et u =) a;u;.
J
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Enoncons le cas important suivant dit propriété d’echelle pour les v.a. stables :
Si X iid. ~ S,(0,8,p), alors X; + -+ + X,, ~ S,(n/%a, B, np).

Nous reconnaissons donc la définition (4.3) de la loi stable.

Proposition 4.2 Caractérisation des lois strictement stables

Soit X ~ S,(0, 5, 1),

(i) Si o # 1, alors X est strictement stable ssi. = 0.

(i1) Si o =1, alors X est strictement stable ssi. 5 = 0.

4.3 Représentation intégrale de Nolan-Zolotarev

Comme nous avons déja vu la densité fy d’une loi stable ne peut étre écrite qu’a
I’aide de la transformée inverse de la f.c.

1 [t

fx (2) e P (u) du.

:%700

Zolotarev (1986) a obtenu des représentations intégrales pour des fonctions de
densités et répartitions de variables aléatoires stables, mais son implémentation n’est
pas efficace a cause de problémes numeériques. Nolan (1997) obtient des formule si-
milaires qui permettent de calculer de facon précise les f.d., et f.r. dans tout I’espace
paramétrique.

Pour écrire la représentation intégrale des fonctions de densité et répartition on
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définit :
—ftan T pour a #1
(= <<Oé, 5) =
0 pour o = 1
iarctan (ﬁ tan %) pour o # 1
0o = 0o (o, B) =
z pour a =1
.
1(2-6,) pour a<1
a(aB)=19 0 pour a =1
1 pour «a > 1
\
(COS aeo)ﬁ ( cos @ )“al cos[afp+(a—1)d] pour « 7& 1
V(6:0.8) = e !
2 (zjfj) exp (% (= + B6) tane) pour a =1, 0

La représentation intégrale de Nolan Zolotarev s’obtient & partir du résultat sui-

vant :

Théoréme 4.4 Si X ~ S, (1,3,0) alors les fonctions de densité et répartition de

X sont données par :

(a) Quand o # 1 et x> (,

f (w50, 8) = M/gv (00, ) exp (= (x = Q)T V (6;.0,9) ) df

| —1|

et

Psan8) = esfon8) + 0D [ gy (Lo (00,

T 0o
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(b) Quand o # 1 et x = (,

I'(141)cosby
(14

f(Ga,p)=
et

F(Ga,B)=

| =

(5-#)
(¢) Quand av # 1 et x < (,
f (w0, B) = [ (=x;0,=P)
et
F(a:;a,ﬁ) = 1—F(—ZE,O./,—6)

(d) Quand a =1,

s

QLﬁl/_iV(@;a,ﬁ) exp <€_72%V(9; a,ﬁ)) df pour [ #0

f(z;0,8) =
—n(1ix2) pour 3 =0
et

( jus
%/ exp (e_%‘/(e;a,ﬁ)> df pour (>0

3

F(x;a,p8) = _

( B) % + %arctanx pour =0
1—F(z;0,—P) pour <0

\
La démonstration du théoréme peut se voir dans J. P. Nolan [20]

4.4 Simulation des lois stables

Une premiére solution au probleme de génération de variables aléatoires stables

a été trouvée par Kanter, il a développé une méthode directe pour la génération de
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variables de loi S, (1,1,0) pour o < 1. Puis cette méthode a été étendue au cas
général. Chambers et al. [8] ont été les premier a obtenir cette formule en se basant
sur la représentation de la densité.

Théoréme 4.5 Soient V ~ U ([—g, g]) et W ~ & (1) indépendantes, alors

1) Pour o # 1,

X = S@éﬁ X

sin (o (V + Bag)) (Cos (V—a(V+ Ba,ﬁ))) (/e N

(cos (V)))M/* w

o
arctan (6 tan E) 1/(20)
5 9, o T o
Ba - ) a,f — [1 t _]
B o Se 7 tan”
2) Pour a =1,
9 |, x gW cos V'
X =— (—+5V> tan V' — Slog (71'—) ~ Si(1,5,0).

L’algorithme de simulation D’une v.a. X ~ S, (0,3, 1) est le suivant :
Générer une v.a. V ~U ([—%, g}) et une v.a. W ~ & (1) indépendantes par
V=nlU—3), W=—logU, Uy et Uy ~U([0,1]) indépendantes

Pour o # 1, calculer, B, g, Sap et X dans 1

Pour a =1, calculer, X dans 2

oX + 1 si a#1
Y =

oX + (u—l—ﬁ%aloga) si a=1

Notons que dans le cas d’une loi SasS (i.e. § = 0), nous avons

-«

sin oV y (cos (1—a) V) o
(cos V) W '
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Plus particulierement, dans le cas ou a = 2, nous avons

1

sin2V fcosV'\ 2

X = =2vVWsinV.
\/COSV( w )

Nous reconnaissons la représentation de Box-Miiller.

Enfin, dans le cas ou a = 1 et S = 0, nous avons
X =tanV,

formule connue, qui permet de simuler une loi de Cauchy.

4.5 Vecteurs aléatoires stables

Nous avons déja donné la définition des lois stables sur R"™. Nous donnons main-
tenant des définitions équivalentes en terme de vecteurs aléatoires.

Définition 4.4 Un vecteur aléatoire X = (Xi,...,X,) est dit stable sur R", si
pour tous A >0, B > 0, il existe C' > 0 et un vecteur D € R", t.q.

AX® +px® 20X 4 D,

ot XU et X sont deux copies de X indépendantes.

On dit aussi que, X suit une lot stable sur R™, ou une loi stabe multivariée.

Définition 4.5 (équivalente a Déf 4.4)

X € R"™ suit une loi stable si, il existe a € (0,2] t.q. pour tout n > 1, on peut
trouver D™ € R™ vérifiant : XU + ... + XM B pl/ax 4 po)

o XM ... X" sont des copies de X indépendantes.
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Si D=0 (D™ =0), alors X est dit strictement stable.

S$ix2 —X, alors X est dit symétrique stable.

Comme dans R, un vecteur symétrique a-stable est strictement a-stable.

Remarquons que I’égalité en distribution des vecteurs précédents entraine 1’égalité
en distribution de chaque composante, c’est & dire

XV X = ptex; 4+ DY,

i.e. si X est un vecteur a-stable, alors ses composantes sont a-stable.

Proposition 4.3 Pour X un vecteur a-stable, toute combinaison linéaire des

composantes de X est une v.a.r. a-stable.

Preuve. Soit Y = ) [;X;. Prenons alors k copies Y7 = ) le](l), LY, =
=1 j=1

J

Zn:l ;X J(k) de Y et calculons la distribution de la somme des Y; :
j=
Vit +Y,2 fjljx<1>+...+illjxjgk>
j=
23 (X0 4 x )
2 an L (nl/ *X; + D](.k)> d’apres la remarque précédente

2 nl/a Z

7=1
Yi+ -+ Y, 2oy 44,

[ X+ > ;D
j=1

D’apres la définition (4.3), la v.a.r. Y est bien a-stable. m
Théoréme 4.6 Soit X un vecteur a-stable, on a les résultats suivants.
1. Si toute combinaison linéaire des composantes de X a une distribution stricte-

ment stable, alors X est un vecteur strictement stable.
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2. Si toute combinaison linéaire des composantes de X a une distribution Sas,
alors X est un vecteur Sas.

3. Si toute combinaison linéaire des composantes de X a une distribution a-stable,
ot > 1, alors X est un vecteur a-stable.

La démonstration est détaillée dans Samorodnitsky et Taqqu [22], pages 59-62.

Proposition 4.4 Soit 0 < a < 2, X est un vecteur «-stable si sa fonction
caractéristique s’écrit pour tout u € R,

x (u) =
exp / 1 — 1 sign{u, ) tan %) dppgn-1 (x) + 1 (u, u°)

,a# 1
Sn—1

{ }
exp{ /S ) (1 + Z%Slgn(u ) log (1, x>|) I M0>} =1

10 est un vecteur de R",

Ou N et pm-1 est une mesure finie sur l'ensemble des boréliens de la sphére unité.

Cette mesure est aussi appelée «mesure spectrale»
\

La paire (g n-1, °) est unique.
La démonstration est détaillée dans Kuelbs [13].

Remarques.

1. Pour a = 2, on obtient le méme résultat a savoir que la fonction caractéristique
s’écrit pour tout u € R",

0 () = B (e09) exp{ = [ (Q0.a) dies (0) 4 il ) .

La seule différence avec le résultat précédent réside dans le fait que pour o = 2, 1l

n’y a pas forcément unicité de la mesure spectrale.
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2. Lorsque n = 1, on retrouve la forme de la f.c. du cas univarié avec :
_ pgo (1) — prgo (1)

fgo (1) + pgo (—1)
Proposition 4.5 Soit 0 < a < 2. Les v.a.r. Xq,...,X,, ot pourtout j =1,...,n

a=qa, v=pg(1)+pgp(=1), p=pni,

X a pour loi Sa(7;, 8, 1), sont n v.a.r. indépendantes ssi. le vecteur (X, ..., X,)
est a-stable et sa mesure spectrale est discréte et concentrée sur les points d’intersec-
tion des axes avec la spheére unité.

Lemme 4.1 Considérons la mesure spectrale suivante (discréte et concentrée sur

les points d’intersection des azes avec la sphére unité) :

fn1t = _a56(0,...,0,1,0...,0)+> b;6(0,...,0,~1,0...,0) ot ay > 0 et b; > 0.
k=1 T j=1 T

kéme place jéme place

On a l’égalité swivante :
exp < — |{(u, )| (1 — i sign{u, x) tan 7) dptgn— () + 10 (u, p”)
Sn—1
LIS , . Ta] N,
=exp{ — 21 ;] [(aj +b;) —i(a; — b;) sign (u;) tan 7} +1i Zluj,uj :
= =

Preuve du Lemme 4.1. D’aprés la forme de la mesure spectrale, ona :

exp {— /S ) (1 i sign{u, =) tan %) g s () + 1 (u, pﬁ>}

=<exp— Y. ag |ug|” (1 — 7 sign (uy) tan %)
k=1

— > b |—uy|” (1 — i sign (—u;) tan E) +i s up
i=1 2 i=1
j=1

n a . . uge o
= exp {— 2 |ug] [(@j +0;) —i(a; = bj) sign (u;) tan 7] +1 21“]“9} - .
=

Preuve de la proposition 4.5. Condition nécessaire : Si les v.a.r. X; sont

indépendantes et de loi S,(v;, 8, 1;), la f.c. du vecteur s’écrit donc :
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D (u) = [] D, () = ﬁ exp iy = ugl” [1 = i6sign (u) tan <] |

J=1 Jj=1
L o am
= exp { 21 (zlujuj) v; |u;]® [ —if3;sign (u;) tan 7} }
]:
= @ . . T L
Py (u) =expl — 231 | [fyj — i, 8;8ign (u;) tan 7} +1 Zlujuj :
= =

Posons ai, = 7, (%) b =1, (1;ﬁj> et ,u? = p;. Remarquons que ay, et b; sont

positifs ou nuls et que :

CLj—Fbj:’)/

Le Lemme 4.1 nous donne alors 1’égalité suivante :

By (1) = exp {—/S )| (1= sign ({u, ) tan =) dpgos () + ifu, u0>} |

qui est bien la f.c. d’'un vecteur a-stable dont la mesure spectrale est discréte et
concentrée sur les points d’intersection des axes avec la sphére unité.

Condition suffisante : Si (X3,...,X,) est un vecteur a-stable dont la mesure
spectrale est discréte et concentrée sur les points d’intersection des axes avec la sphére

unité, le lemme 4.1 dit que la f.c. de X s’écrit

n

Oy (u) = exp {—Z |u;|® [(aj +b;) —i(a; — b;) sign (u;) tan } +zZu]uj}

J=1

Posons alors v, = a; +bj, 5; = ijrz; et p; = H?- L’équation précédente s’écrit
alors :
Dy (u) :exp{—2|u]| [ —1v;8; szgn(uj)taHT} +Zz,uju]}
j=1

= exp {i <iﬂjuj — Y |Uj|a [1 - Zﬂjsign (Uj)} tan %) }
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E , a a am z
= H1 exp {zujuj — 7 |y [1 —if3;sign (u;) tan 7} } = 'H1 Dx; (uj) .
= i=

Les v.a.r. sont donc bien indépendantes et I’'on reconnait pour chaque X;, la f.c.

d’une loi Su(v;, B, 1) =

Théoréme 4.7 Soit 0 < a < 2. Le vecteur X est symétrique a-stable (SasS) ssi.

sa f.c. s’écrit

ox ) =ep{= [ Jwal i 0}, (44

Remarquons que la mesure spectrale d’un tel vecteur est forcément symétrique.

Preuve. Nous savons que :

O (u) = exp {— /S )l (1 — i sign{u, =) tan ?) ditgns () + 1 (u, uO)}

e {= [l dues (o)

X exp {z (/ sign{u, r) tan %duan (x) + (u,pf’)) :
Sn—1

By (u) = exp {— [l du (sc)} exp{iA (u, 1%, )},

Sn—1

On voit que A (—u, u°,a) = —A(u, u°, ). On en déduit alors que la f.c. du vecteur

—X s’écrit :

0o ) =exp{= [ 1o s (o) pexp{-id (wsa),

Pour que le vecteur X soit Sas§ il faut et il suffit que la loi de X soit la méme loi

que la loi de — X, ce qui revient a avoir I’égalité des f.c. On a alors :

Dx (u) = _x (u) & exp {id (u, %, @)} = exp {—iA (u, i, )}
& Au,u’, o) =0.
On retrouve alors la forme de I’équation 4.4.

Montrons maintenant que cette mesure est forcément symétrique. Si 'on pose,
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pour tout A € B(S™), fign1 = 3(pgn1 (A) + pignr (—A)), il est clair que cette
mesure est symétrique et nous avons :

e {= [ o)l di )}

e {= [l i @)= [ )l s (<)

e {= [l e @) - [ 1wl b 0]

e {= [ lwall dues @)

Par unicité de la mesure spectrale, on obtient jign-1 = fign-1. ®

Proposition 4.6 Soit M une matrice M,x, (R) et X un vecteur SaS de di-
mension n, alors Y = M X est un vecteur SaS de dimension m.

De plus, si les (X;) sont n v.a.r. indépendantes deur & deux de loi Su(v;, B, 1),
alors la mesure spectrale de Y est discréte.

La démonstration est détaillée dans Samorodnitsky et Taqqu [22], page 69.

Remarque. Pour les vecteurs SaS, nous retrouvons toutes les propriétés des
vecteurs gaussiens hormis celles concernant la matrice de variances-covariances (qui
définit les vecteurs gaussiens). En effet nous avons déja vu que dés que o est stricte-
ment inférieur a 2, les moments d’ordre 2 sont infinis pour les lois stables et donc la

matrice de variances-covariances n’existe pas.

4.6 Processus stochastiques a-stable

Soit <Xt)te]R+ un processus stochastique. Rappelons que les lois fini dimensionnelle

(1.f.d.) du processus X sont les lois des vecteurs (Xy,,..., X3, ), t1,...,t, € R,
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Définition 4.6 Le processus stochastique X est stable si toutes ses (l.f.d.) sont
stables, il est strictement stable (resp. symétrique stable) si toutes ses (l.f.d.) sont
strictement stables (resp. symétrique stables).

Si les (1.f.d.) sont stables, alors par le théoréme de Kolmogorov, elles doivent avoir
toutes le méme indice de stabilité o, voir Samorodnitsky et Taqqu [22].

Le théoréme suivant est une conséquence du théoreme (4.6).

Théoréme 4.8 Soit (X¢),cp, un processus stochastique

1. (Xy) est strictement stable ssi. toute combinaison linéaire :

> bXyon =1ttty €RLbyL L b €R (4.5)
k=1

est strictement stable.

2. (Xy) est symétrique stable ssi. toute combinaison linéaire 4.5 est symétrique
stable.

3. Si o > 1, alors (Xy) est a-stable ssi. toute combinaison linéaire 4.5 est a-stable.

Le processus a-stable le plus connu est le processus de Lévy a-stable (dit a-stable
Lévy motion en Anglais).

Définition 4.7 Un processus stochastique (X;),~, est dit processus de Lévy a-

stable standard si
1) Xo=0 p.s.;
2) X est a accroissements indépendants ;

3) Xy — Xy~ So((t — s)l/a,ﬁ,O), pour tous 0 < s < t < oo.
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Remarquons que X est a accroissements stationnaires. X est un m.b. lorsque
a = 2. X est Sas$ lorsque f = 0. X est 1/a auto-similaire (hormis o = 1, 8 = 0),

i.e. pour tout ¢ > 0, (Xct)tz() 2 (Cl/aXt)tzo'
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Chapitre 5

Simulation du temps local d’un

mouvement brownien

Avant d’entamer cette simulation donnons d’abord quelques propriétés concer-

nants les trajectoires browniennes.

5.1 Propriétés des trajectoires browniennes

1. P {tlim sup B; = 400, tlim inf B, = —oo} =1, i.e. P-p.s. By passe une infinité
de fois par tout point. C’est la récurrence du m.b. en dimension 1.
2. Le m.b. est localement Héldérien d’indice o, Yo, 0 < oo < 1, i.e.

29

VT >0,3K =K (T) :|B; — Bs| < K |t — s|" pour tout 0< s <t <T, p.s.
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3. Pour presque tout w, t — By (w) est nulle part différentiable, i.e.
P{w : 3ty, t — By (w) différentiable en to} = 0.
4. Pour presque tout w, t — By (w) n’a pas de points de croissance, i.e.
P{w:t— By (w) est monotone sur un intervalle} = 0.

B
5. Loi des grands nombres, tlim Tt =0 p.s.
B,
———=1 p.s.
Vv2tloglogt

7. Ensemble des zéros : Pour tout w, on définit [’ensemble L,, par

6. Loi du logarithme itéré, tlim sup

£,(0)={teR., B,(w)=0}.

Théoréme 5.1 L’ensemble L, P-p.s.
1. est de mesure de Lebesgue \ nulle.
2. est fermé et non borné.

3. a un point d’accumulation en t = 0.

4. n'a pas de point isolé, i.e. un ensemble parfait.

5.2 Simulation du temps local
On sait par le théoréeme précédent que la mesure de Lebesgue de ’ensemble
L,(z)={0<t <00, By (w) =2z}

est nulle (P-p.s.). Il faut trouver un autre outil pour mesurer le temps passé en z.
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Idée de Lévy : On introduit le temps local en x comme mesure du voisinage

1
L(t,z) = lgig]li)\{() <s<t, |Bs—z| <e},

qui peut s’écrire
1 t
L(t,z) =lim— 1(|B,—a|<e)ds.

elo 2¢ J,

Cette limite existe, est finie et non nulle p.s. Le processus L (¢, z) peut étre choisi
continu en (¢,x), et, & x fixé, croissant en ¢ et constant sur chaque intervalle du
complémentaire de L, (), sur ces intervalles le m.b. ne coupe pas l'axe des temps :
c’est ce qu’on appelle une excursion. La dérivée en temps de L; (x) existe donc p.p.
par rapport a la mesure de Lebesgue et est nulle pour presque tout ¢ (par rapport a la
mesure de Lebesgue). C’est donc une fonction singuliére du type escalier de Cantor.

Le temps local d'un processus n’existe pas toujours son existence dépend du choix
du processus. Par exemple, si X est de Lévy et W son exposant caractéristique alors

pour = € R,

1
L(t,x) existe <:>/Re
R 1-

wde < o0,

voir L. C. G. Rogers and D. Williams [21], page 83.
Le temps local nous permet de reconstituer les résolvantes des processus de base

par la formule

e | f(Byds = EF / s / :Of () L (5,9) dy

et donc

40 ~+o00 +o00
mf@ =g [ Cerpmyas—p [ Cevas ([ i),
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Il existe de nombreuses constructions du temps local. Celle de Mr. A. Bencherif
[3] nous permettera de simuler efficacement le temps local d’'un m.b. en 0. Exposons
cette méthode d’abord en donnant des exemples, voir les figures.

Pour simplifier la simulation, nous prendrons ¢ = 1.

Soit N (n, 1) le nombre de boites I,, , = [k27", (k + 1) 27| qui contiennent un zéro
de notre m.b., i.e. 3t € I,,;, t.q. B (t) = 0.

Alors Mr. A. Bencherif [3] a démontré que, Vo € R

PY {limM

lim =2 = cL(l,x)} = 1.

Ici, nous prenons x = 0 pour simplifier. Notons alors que le premier intervalle est
toujours compris dans la statistique N (n, 1) puisque B (0) =0 € [0,27"].

La preuve de ce théoréeme passe par une loi forte entropique pour l'inverse de
L (t,0) puisqu’on a une liberté de se mouvoir dans le temps et I’édification d’une loi
forte est beaucoup plus facile. L'inverse de L(t,0), noté S (t) est un processus a-stable

de Lévy d’indice o = %, de plus S (t) est croissant.
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Nous avons
on_1
]-) - § dk,
k=0
ou

qk = Lztepa—n, (k+1)2-7], B(t)=0}-

Les v.a. g sont des v.a. de Bernoulli de parameétre
pr=P{3te k27" (k+1)27"[, B(t)=0}.

Nous avons : voir P. Lévy [15], Théoréme 44.1, page 200,

arccos \ [T e arccos A /
k: +1)2—™m k+1

Puisque & la fin du compte nous allons aboutir a la génération de nombres aléatoire
qui sont de toute facon obtenus d’'une maniére indépendante, nous prendrons les Uy,
indépendantes, d’ou la formule de simulation de L(1), en vertu de simulation de la
loi de Bernoulli 2.1, on a donc le résultat suivant :

Théoréme 5.2 Avec les notations ci-dessus

2" —1
Z l{UkSPk}

L(1,0) = =2
( Y ) C\/Z_n
Il serait intéressant de vérifier par simulation que le théoréme suivant est vrai

Théoréme 5.3 Avec les notations plus haut, il existe une constante absolue ¢ > 0

t.q.
N#(n,T)

P°!{Vz eR, VT >0, lim
{ BREIINGT

:cL(T,x)} ~1.
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La difficulté semble ici de passer outre le fait que le théoréme est déja vrai pour = €
Q par le théoréeme de Mr. A. Bencherif [3]. Plus précisément il faut concilier la théorie
des ensembles non-dénombrables avec la pratique courante au plus dénombrable qu’on
utilise en simulation pour la génération de nombres aléatoires.

Signalons que la simulation donnée ici est une simulation d’une v.a L(1,0), puis la
simulation de toute la trajectoire du processus L (¢, x) s’en déduit. L’annexe suivant
nous donne des méthodes de simulation de processus plus généraux que L (¢, z), par

soucis de complétude.

5.3 Annexe

Les méthodes décrites dans le Chapitre 2 permettent de simuler une v.a., en par-
ticulier la valeur d’un processus stochastique & un instant donné. On a parfois besoin
de savoir simuler toute la trajectoire d’un processus. Ce paragraphe propose quelques
procédés élémentaires permettant de simuler des trajectoires de processus.

Insistons sur le fait que chaque “trajectoire simulée” obtenue par ces procédés
correspond plutdt a une réalisation (X, (w), ..., Xy, (w)), pour un w donné, de la loi
fini-dimensionnelle du processus (Xt)te]R+ aux instants ¢y, ...,t,. Simuler la véritable
loi du processus n’a pas beaucoup de sens car il s’agirait alors d’obtenir une courbe
teRy — Xi(w).

Or R est infini donc inaccessible dans sa totalité sur un ordinateur. La loi d’un

processus est entiérement caractérisée par ses marginales de rang fini. On simule
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donc des lois marginales f.d. de la v.a. & valeurs fonctionnelles (w € Q@ —(t € Ry —
X; (w))). Elle sont a percevoir comme des discrétisations de trajectoires probables du
processus.

Nous Donnerons ici quelques méthodes de simulation du m.b. et qui peuvent
s’appliquer aux processus plus généraux.

Sauf dans la méthode de Karhunen-Loéve, les trajectoires ne sont calculées qu’en
un nombre fini de points. Le reste des valeurs s’en déduit si besoin est par interpolation
linéaire.

1. Méthode de Cholesky

Rappelons que pour simuler un couple de v.a. ~ N (0, 1) indépendantes (resp. une
v.a. ~ N (0,1)) on utilise la formule (resp. 'une des formule) : X; = /—21log U cos 21V
et Xy = /—2log Usin 27V ou U; et U, sont deux v.a. indépendantes de loi uniforme
sur [0,1] et que si X ~ N(0,1I,), alors on simule une réalisation de Y ~ N (u,T',),
en posant Y = AX + p, ou A est d'ordre n , AA" =T. Soit (Bt)teR+ un m.b. on sait
que (Bt)teR+ est un processus gaussien. Les marginales d’un processus gaussien sont
caractérisées par le vecteur moyen p et la matrice de covariance I'. Pour (Bt>t€]R+ on
ap=0et'; =1; Nt

Pour simuler une trajectoire d’un mouvement brownien, on simule donc une réa-
lisation de (By,,...,By,) en posant B = AX, AA" =(T'; ;). Cette méthode peut étre
utilisée pour simuler la loi d’'un processus gaussien quelconque (Xt)telR+ a partir de

sa fonction de covariace (t,s) € R — Cov(Xy, X).
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2. Méthode des incréments

Le m.b. étant & accroissements indépendants, il satisfait, comme nous avons déja
vu, la propriété de Markov. En d’autres termes, le futur du processus est indépendant
du passé lorsque ’on connait le présent. Il a donc une mémoire courte en quelque sorte.
Ainsi, pour prolonger une trajectoire simulée, on peut utiliser la méme méthode &
partir du dernier point de cette trajectoire, ce qui n’est pas possible avec des processus

a mémoire longue. Ainsi on a pour un m.b. standard (B;)

VT
Bti+1 = Bt' +

VL

out;=1T/L,i=1,...,Let Yy, ..., Y est une suite de v.a.r. i.i.d. ~ N(0,1).

teRy -

Y;

Ceci est bien conforme a l'intuition que I'on peut avoir du m.b. : une succession
de petits sauts gaussiens indépendants. Cette méthode est beaucoup plus efficace que
la précédente mais repose de facon cruciale sur I'indépendance des accroissements du
m.b., propriété que n’a pas forcément un processus gaussien quelconque.

Cette méthode s’applique & n’importe quel processus a accroissements indépen-
dants.

3. Méthode de Karhunen-Loéve

Soit (Zy),», une suite de v.a. i.i.d. de loi N'(0,1). Soit

22T . [((2n+1)mt
¢”(t)_(2n+1)7rsm( oT >

On peut montrer que dans L*(Q2 x [0,7]), on a

By =Y Zub,(t).
n=0
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Il existe donc une sous-suite de la suite des sommes partielles de la série de droite
qui converge p.s. vers B. On en déduit une méthode d’approximation par troncature
de la série.

T

on peut en théorie appliquer cette méthode & tout processus t.q. F [ /0 des]
soit fini. En pratique, il faut pouvoir caractériser la loi des Z,,, en particulier ce n’est
applicable pratiquement que si ces variables sont indépendantes.

4. Méthode du point médian

On prend pour N une puissance de 2. On part de By = 0 et By = Zy, ol
Zo ~ N(0,7T).

En suite, on prend  Bp/y = (By + Br + Z1) /2

ou Z; ~ N (0,T) indépendantes de Zj.

Pour tous les points de rang i c’est & dire de la forme t = k27T avec k impair

dans {1,...,2'}, on pose

Bio-ir = (B(k—l)zfi:r + B(rt1)2-iT + Zi,k) /2,

ou les Z; , sont des v.a. gaussiennes centrées indépendantes de variance 721
et indépendantes des Z;; pour j < 1.
Avec quelques modifications, cette méthode s’applique & n’importe quel processus

markovien.



Glossaire

(Q,F, P) : espace probabilisé.

(Ft) >0
B (R")
Gy (R)

alb

: filtration.

: tribu borélinne sur R".

: ensemble des fonctions réelles continues et bornées sur R.
: le minimum de a et b.

: tribu engendrée par (X,,u <t).

: le produit scalaire usuel dans R".

: ensemble des matrices carrées a coeflicients réels.

. indicatrice de A.

: mesure de Dirac en x.

: partie entiére de x.

: fonction caractéristique de la loi p.

: mesure de Lévy.
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Notation

1.e.
Ssi.

cad

i.i.d.

X, 5 X

X, 5 x

f.c.

fr.

f.d.

f.t.

1.f.d.

m.b.

x 2y
aléatoire Y.

X~Y

: c’est a dire.
: si et seulement si.
: continu & droite.
: continu a gauche.
: continu a droite pourvu de limite a gauche.
: variable aléatoire.
: variable aléatoire réelle.
: presque strement.
: indépendantes identiquement distribuées.
: X,, converge en loi vers X.
: X,, converge en probabilité vers X.
: fonction caractéristique.
: fonction de répartition.
: fonction de densité.
: fonction de transition.
: loi fini dimentionnelle.
: mouvement brownien.

: la variable aléatoire X admet la méme distribution que la variable

: la variable aléatoire X suit la loi de la variable aléatoire Y.



p< v

JTES”

: i est absolument continue par rapport a v.

: produit de convolution des mesures u et v.
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Résumé :

Le temps local d’'un mouvement brownien & l'instant ¢ au
niveau » mesure le temps que passe le mouvement brownien
dans z. C’est un modele probabiliste qui nous permet de re-
constituer les résolvantes des processus de base.

Dans ce travail, nous donnons une simulation du temps local
d’un mouvement brownien. Pour cela on a utilisé la simulation
de la loi de Bernoulli en se basant sur le théoréeme démontré
par Mr. A. Bencherif qui a donné une discrétisation en temps

donnant lieu a une somme de v.a. de Bernoulli.
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Summary :

A local time of Brownian motion at an instant : and at a
level z is the amount of time that Brownian motion spends at
z, up to time ¢ It is a probabilistic model which can be used
to recover the resolvents of basic processes.

In this work, we give a simulation of local time of Brownian
motion. To achieve this we have used the simulation of Ber-
noulli distribution, following a the theorem proved by Mr. A.
Bencherif which uses a time discretization by means of Ber-

noulli random variables.



