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Introduction

L’estimation non paramétrique connait un grand essor chez de nombreux
auteurs et dans différents domaines. Celle ci ne fait pas d’hypotheése sur la
forme de la loi de probabilité qui régit le phénoméne sous étude lorsque nos
connaissances sur le modéle ne sont pas précises, ce qui est souvent le cas
dans la pratique. Dans cette situation il est procédé & I'estimation d’une des
fonctions décrivant le modéle ou le lien entre des variables aléatoires comme
la fonction de répartition, la densité, la densité conditionnelle ou le mode
conditionnel.

Dans ce travail, nous considérons d’abord l'estimation non parameétrique de
la fonction de la densité conditionnelle.

[’importance d’une telle étude est mise en évidence par I'application de tels
estimateurs a des données réelles, par exemple, dans Hyndman et al. (1996)
et récemment dans Arora et Taylor (2016); Wen and Wu (2017).

En dimension finie, en ce qui concerne l'estimateur & noyau de la fonction
densité conditionnelle, Roussas (1968) fut le premier & établir des propriétés
asymptotiques pour des données markoviennes, ainsi que sa convergence en
probabilité.

Des propriétés de convergence sur des estimateurs de la densité conditionnelle
ont été obtenues entre autres par Bosq (1971), Bosq (1973), Delecroix (1975)
et Chahboun (1984). Pour des reférences plus récentes sur le sujet, Youndje

(1993) s’est intéressée a 'étude de la densité conditionnelle pour des données



complétes indépendantes, Laksaci et Yousfate (2002) ont établi, pour un
processus markovien stationnaire, la convergence en norme L” pour I'estima-
teur & noyau de la densité conditionnelle. Hyndman et al. (1996) ont étudié
les propriétés quadratiques de 'estimateur & noyau. Dans Hyndman et Yao,
(2002) sont considérés les méthodes basées sur le modéle loglinéaire local et
les polyndmes locaux sous contraintes, un test de symétrie pour la densité
conditionnelle y est proposé et étudié. Hall et al. (2004) ont montré que la
densité conditionnelle joue un roéle clef en statistique appliquée et particu-
lierement en économie. Pour Fan et Yim (2004), une densité conditionnelle
offre le résumé le plus informatif de la relation entre variable dépendante
et indépendante, enfin Efromovich (2007), expose la théorie minimax d’une
densité conditionnelle, il montre en outre que ’estimateur des séries ortho-
gonales atteint la vitesse minimax et que ce résultat reste vrai méme si X et

Y sont indépendantes.

Par ailleurs, la densité conditionnelle va permettre de prévoir la variable
aléatoire Y a I’aide du mode conditionnel. Le mode conditionnel, de par son
importance dans le domaine de prévision non paramétrique, était la moti-
vation de beaucoup d’auteurs, les propriétés de convergence et de normalité
asymptotiques ont été établies par Samanta et Thavasncswaran (1990) dans
le cadre de données indépendantes et identiquement distribuées, alors que
des conditions de convergence dans le cas de données ¢p-mélangeantes ont été
¢tablies par Collomb et al. (1987), dans le cas de données a-mélangeantes
par Ould Said (1993) et dans le cas de données ergodiques par Rosa (1993);
Ould Said (1997). De leur coté Quintela-Del-Rio et Vieu (1997) ont estimé
le mode conditionnel comme étant le point annulant la dérivée d’ordre un
de 'estimateur de la densité conditionnelle et établi la convergence presque
compléte de cet estimateur. Berlinet et al. (1998) ont donné des théorémes

généraux de normalité asymptotique des estimateurs du mode conditionnel,



indépendamment de la structure de dépendance des données et ils 'ont appli-
qué au cas d'un processus stationnaire a-mélangeant du mode conditionnel.
Louani et Ould Said (1999) ont établi la normalité asymptotique dans le
cas de données fortement mélangeantes. Mehra et al. (2000) ont établi la loi
du logarithme itéré, la convergence uniforme presque siire sur un ensemble
compact, et la normalité asymptotique de 'estimateur du voisinage le plus
proche lissé de la fonction du mode conditionnel, Rossi (2004) a utilisé¢ le
mode conditionnel, dans le domaine des hautes technologies, pour décrire un
procédé de dépollution biologique. Enfin, citons aussi les travaux de Einbeck
et Tutz (2006) et Matzner (1996) pour avoir plus d’informations sur ’esti-

mateur du mode conditionnel comme étant un type de prévision.

En dimension infinie, le mode conditionnel connait, depuis peu, un intérét
croissant, malgré le peu de résultats existants. Dans ce contexte des données
fonctionnelles, les premiers travaux ont été réalisés par Ferraty et al. (2006).
Ils ont montré, sous des conditions de régularité de la densité conditionnelle,
la convergence presque compléte de ’estimateur a noyau qu’ils ont introduit
pour la densité conditionnelle, ainsi que celle du mode conditionnel, et éta-
bli la vitesse de convergence. Une application de leurs résultats aux données
issues de l'industrie agro-alimentaire est présentée.

Depuis cet article, une littérature abondante s’est développée sur I'estima-
tion de la densité conditionnelle et ses dérivées, notamment afin de I'utiliser
pour estimer le mode conditionnel. En effet, en considérant des observations
a-mélangeantes, Ferraty et al. (2005) ont établi la convergence presque com-
pléte d’un estimateur a noyau du mode conditionnel défini par la variable
aléatoire maximisant la densité conditionnelle. Alternativement, Ezzahrioui
et Ould Said (2005, 2006) ont estimé le mode conditionnel par le point qui
annule la dérivée de estimateur a noyau de la densité conditionnelle. Ces

derniers se sont concentrés sur la normalité asymptotique de I'estimateur



proposé dans les deux cas (i.i.d. et mélangeantes). La précision des termes
dominants de I’erreur quadratique de I’estimateur a noyau de la densité condi-

tionnelle a été obtenue par Laksaci (2007).

Mais, il est bien connu que dans plusieurs situations on ne peut pas ob-
server la variable d’intérét. C’est le cas lorsque Y est censurée & droite, ce
qui signifie que l'observation ne correspond pas & la vraie réalisation de Y

mais qu’elle lui est inférieure.

Ce type de censure est souvent rencontré dans la pratique comme dans le
suivi médical ou dans les tests de vie d’ingénierie. Parmi les travaux sur la
densité conditionnelle et le mode conditionnel en présence de données cen-
surées, nous citons dans le cas des données indépendantes et identiquement
distribuées, Ould Said et Cai (2005) qui ont défini un nouveau estimateur
de la densité conditionelle et ont établi la convergence presque siire uniforme
avec taux de l'estimateur proposé dans un modéle de censure a droite.
Salha et El Shekh Ahmed (2009) ont proposé un estimateur modifié du
mode conditionnel, ils ont établi la normalité et la consistance asymptotique
de I'estimateur proposé dont ils ont testé l'efficacité par une étude de simu-
lation et une application a des données réelles.

Dans ce contexte de censure, Khardani et al. (2010) ont défini un nouveau
estimateur du mode conditionnel et ils ont établi sa convergence presque siire
et sa normalité asymptotique.

Khardani et Semmar (2014) ont employé une version récursive de 'estima-
teur de la densité conditionnelle pour laquelle ils ont étudié la consistance

uniforme et la normalité asymptotique.

Malheureusement, le mécanisme de censure complique le calcul de la va-

riance asymptotique et nous ne connaissons aucun travail donnant l'erreur



moyenne quadratique asymptotique de I'estimateur de la densité condition-
nelle & noyau dans un modéle de censure a droite.

Cependant, ce résultat peut facilement étre déduit du théoréme 2 établi au
chapitre 2. Ce dernier théoréme est obtenu sous le modéle plus général de
censure mixte. Ce qui signifie que I’observation correspond non pas & une réa-
lisation de la variable d’intérét Y mais qu’il existe deux variables aléatoires R
et L telles que la donnée correspond a l'observation de max(min(Y, R), L) et
d’un indicateur de censure exprimant laquelle des trois variables latentes pré-
cédentes est réellement observée. Des exemples de I'application de ce modéle
peuvent étre trouvés dans Patilea et Rolin (2006) et Morales et al. (1991).
Sous ce modéle de censure, Messaci (2010); Kebabi et al. (2011); Kebabi
et Messaci (2012) ont étudié des estimateurs non paramétriques de la ré-
gression, tandis que Boukeloua (2015) a établi la convergence en moyenne
quadratique, avec taux, pour 'estimateur a noyau de la densité (incondition-

nelle) dont nous nous sommes inspirées pour montrer le théoréme 2.

Dans cette thése, notre contribution consiste & introduire et étudier des
propriétés asymptotiques d’estimateurs non paramétriques de la densité et
du mode conditionnels dans le cas d’une variable réponse soumise a la cen-
sure mixte. La méthode d’estimation choisie est celle bien connue et usuelle

du noyau. Ce travail est mené comme suit.

Organisation de la thése

Chapitre 1 : Nous y rappelons les differents modéles de censure ainsi
que les estimateurs a noyau de la densité et du mode conditionnels
pour une variable réponse totalement observée. Puis nous présentons

des estimateurs non paramétriques de la fonction de survie pour le



modéle d’une censure unique (a gauche ou a droite) et pour celui de
la censure mixte tout en rappelant quelques uns de leurs résultats de

convergence que nous utilisons dans les chapitres ultérieurs.

Chapitre 2 : Nous y montrons la convergence en moyenne quadratique,
avec taux, de l’estimateur a noyau de la densité conditionnelle que

nous construisons dans le cas de la censure mixte.

Chapitre 3 : Nous y traitons la convergence presque compléte, avec
taux, de l'estimateur de la densité conditionnelle, introduit au cha-
pitre précédent, ainsi que celle de I'estimateur du mode conditionnel

que nous en déduisons.

Chapitre 4 : Nous y présentons une étude de simulation afin d’illustrer
les performances, a taille finie, des estimateurs introduits et étudiés

théoriquement aux chapitres antérieurs.

Annexe : Nous y présentons quelques définitions et résultats utiles dans

la thése.



Chapitre 1

L’estimation a noyau des
fonctions de densité et du mode

conditionnels

1.1 Cas des données complétes

1.1.1 Estimateur & noyau de la densité

L’estimateur a noyau de la densité a été introduit par Rosenblatt (1956),
il s’écrit comme un produit de convolution entre un noyau K convenablement
rééchelonné et la fonction de répartition empirique. Il a été introduit comme
suit.
Soit I’échantillon de n variables aléatoires réelles (v.a.r.) indépendantes et
identiquement distribuées ( i.i.d.) Xi,..., X,, de méme loi que X. Un esti-
mateur naturel de la fonction de répartition F', de la variable aléatoire X est

la fonction de répartition empirique, définie pour tout z € R par :
1 n
F(x) = - z; Lixi<at-
1=

10



Bien que la fonction de répartition détermine entiérement la loi d’une variable
aléatoire, elle ne donne pas d’information visuelle concernant la symétrie, la
multimodalité ou ’aplatissement de la loi. C’est la fonction de densité fy,
quand elle existe, qui permet de mieux le faire. Une solution intuitive pour
estimer cette derniére a été proposée par Rosenblatt (1956).

Pour h > 0 assez petit on a :

o) o TEHR T )

en remplagant F' par son estimateur F},, nous obtenons 'estimateur suivant
de fX .

F.(x +h)— F,(x —h)
2h

fn(x) =

1 n
= — Z Liz—h<X;<w+h}
2nh —

=—S'K
nh; 0( h )

ol Ko(u) = %1{‘u|§1}.

Ceci méne a généraliser cet estimateur comme suit

fule) = %ZK (=), (1)

ot K est une fonction intégrable de R — R, telle que [ K(u)du = 1, c’est

I'estimateur a noyau de fy.
La fonction K est le noyau et le paramétre h est la fenétre.

Voici quelques exemples de noyaux usuels :

. o si{lul <1},
e Noyau rectangulaire : K(u) =
0, sinon.

11



(1 —lul), si{ful <1},

Noyau triangulaire : K(u) =
0, si non.

(1—u?), si{ul <1},

Noyau d’Epanechnikov ou parabolique : K (u) =

O alw

, si non.

g —wu?)? i {jul <1},

e Noyau quadratique : K (u) =
0, si non.
e Noyau gaussien :
K(u) = ¢127 exp(—u2/2)
e Noyau de Silverman
K (u) = — Il el

En général, la fenétre h est prise comme une suite (h,),>1 qui tend vers

zéro lorsque n tend vers I'infini.

L’estimateur f,, de la fonction densité a été largement étudi¢ dans la
littérature. Rosenblatt (1956) donna dans son article Perreur quadratique
moyenne relative a I'estimation de la densité dans le cas d’observations uni-
variées indépendantes et identiquement distribuées et ot le noyau uniforme
K = 11/_1 1) est utilis¢ (1 désigne la fonction indicatrice). Parzen (1962) gé-
néralisa ce résultat en considérant une classe trés vaste de noyaux et établit
aussi la normalité asymptotique, puis le cas multivarié fut traité par Cacoul-
los (1966).

Rosenblatt (1971) a donné des conditions de convergence en moyenne qua-
dratique de Pestimateur de la densité. Deheuvels (1974) a, en outre, étudié

les convergences ponctuelle et uniforme presque stire.

12



Sa convergence uniforme faible et forte a été considérée aussi par plusieurs
auteurs comme Schuster (1969), Van Ryzin (1969), Rosenblatt (1971) et Sil-
verman (1978). La loi du logarithme itéré a été établie par Deheuvels (1991).

Rappelons que cette méthode d’estimation (a noyau) se généralise au cas

de RP. Ainsi, si Xi,...X,, sont n vecteurs aléatoires i.i.d. de RP, de méme

densité inconnue, alors on peut 'estimer par f, () = # YK (X;'L_m> ,
r € RP.

Nous pouvons maintenant introduire ’estimateur de la densité condition-
nelle a partir de I'estimation précédente et en déduire un estimateur du mode

conditionnel.

1.1.2 Estimation de la densité et du mode conditionnels

Soit (X,Y’) un couple aléatoire a valeurs dans R?, admettant une densité

f. La densité marginale fx de X est obtenue par la formule

fxla) = [ )y
La densité conditionnelle de Y sachant X = z est définie par

I

Soit (X1,Y1),...,(Xn,Y,) un n échantillon de v.a. i.i.d. de méme loi que

(X,Y). L’estimateur a noyau de f est défini par

n

N Gt (12

nhg — g

ot K’ est un noyau de R?>—R, h et g sont les fenétres ou les paramétres

de lissage.

13



Cette écriture peut étre simplifiée en supposant qu’il existe deux noyaux
K:R = Ret Ky : R — R tels que K'(z,y) = K(x).Ky(y) pour tout
(z,y) € R%

Pour h = g, on obtient alors 'estimateur suivant de f* :

e i K (5) Ko (57)
o i BC(5)

= ;Wn,z’(%)gf(o( . ),

foly) =

ou

Wn,i (l’) =

est le poids de Nadaraya-Watson.
On suppose que le mode conditionnel est unique sur un compact S. On note
0(z) ce mode, il est donné par

f7(0(x)) = sup f*(y).

yeS
Un estimateur naturel du mode conditionnel 6(x) est alors défini comme la
v.a. 0, (r) maximisant I'estimateur de la densité conditionnele, autrement dit
c’est la variable aléatoire 6, (z) solution du probléme suivant :

fi(6n()) = sup fi(y).

yeS

1.2 Cas des données censurées

Le probléme des données incomplétes est trés vaste et a suscité beaucoup
d’intérét parmi les statisticiens ces derniéres années. Dans le domaine des du-
rées de survie, les données sont souvent incomplétes & cause de phénomeéne
de la censure.

Par définition, le temps de survie d’un individu est dit censuré, lorsque sa

14



valeur exacte n’est pas observée, seules des bornes supérieures et (ou) infé-
rieures pour cette valeur sont disponibles.

La censure peut se manifester pour différentes raisons : I’événement d’intérét
n’est pas survenu au moment de ’analyse, un sujet peut étre perdu de vue
avant d’avoir expérimenté I'événement d’intérét, un événement concurrent
peut étre survenu avant I’événement d’intérét, un sujet peut étre exclu de
I’étude sans avoir expérimenté ’événement d’intérét, etc.

Il existe plusieurs types de censure dont la censure & droite, la censure a
gauche et la censure par intervalle. La censure a droite est la forme de cen-
sure la plus commune dans les études médicales.

Un ouvrage qui fait autorité sur le sujet est le livre de Andersen et al. (1992).

On peut citer aussi Survival Analysis écrit par Klein et Goel (1991).

1.2.1 Exemples de censure

Censure a droite Une durée de vie aléatoire X est dite censurée par une
variable aléatoire de censure C' si on observe parfois C au lieu de X. L’infor-
mation donnée par C sur X est X > C.

Un exemple classique de censure droite est celui ou I’étude porte sur la durée
de survie X de patients atteints d’une certaine maladie. Pour les patients
perdus de vue au bout du temps C' alors qu’ils étaient encore vivants, C

censure X a droite puisque, pour eux, X est inconnue mais supérieur a C' :

X >C.

Ezemple 1. Un exemple typique est celui o I’événement d’intérét est le déces
d’un patient malade et la durée d’observation est une durée totale d’hospi-
talisation (on n’a plus de nouvelles aprés 'hospitalisation) .

On peut aussi observer ce genre de phénoméne dans des études de fiabilité

quand la panne d’'un appareil ne permet pas de poursuivre ’observation du

15



composant objet de notre étude. Pour ce type de censure, tout ce que I'on

sait est que la vraie durée est supérieure a la durée observée.

Censure a gauche Il y a censure a gauche lorsque la durée de survie est

inférieure & la durée observée.

Eremple 2. En fiabilité, I’exemple d’une telle situation est celui d’un compo-
sant électronique monté en paralléle avec un ou plusieurs autres composants.
Une panne de ce composant n’entraine pas nécessairement l'arrét du sys-
téme : le systéme peut continuer a fonctionner (bien que pouvant présenter
certaines anomalies) jusqu'a ce que cette panne soit détectée (par exemple
lors d’un controle ou en cas de arrét du systéme). La durée observée pour

ce composant est alors censurée a gauche.

Censure double Il y a des situations ot les données d’'un méme échan-

tillon peuvent étre censurées soit a droite, soit & gauche.

Ezemple 3. Leiderman et al. (1973) ont étudié 1’age auquel les enfants d’une
communauté africaine apprennent a accomplir certaines taches. Au début de
I’étude, certains enfants savaient déja effectuer les taches étudiées, on sait
seulement alors que I’adge ou ils ont appris est inférieur a leur age a la date
du début de 'étude (censure a gauche). A la fin de 1'étude, certains enfants
ne savaient pas encore accomplir ces taches et on sait alors seulement que
I'age auquel ils ont appris est supérieur a leur age a la fin de I'étude (censure
a droite).

Dans cet exemple, on trouve dans un méme échantillon des données censurées

a gauche aussi bien que des données censurées a droite.
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Selon le processus qui génére la censure, on est en présence de censure
double Turnbull (1974) ou mixte Patilea et Rolin (2006).

Censure mixte Nous disons qu’il y a censure mixte lorsque deux phé-
noménes de censure (I'un & gauche et 'autre a droite) peuvent empécher
I’observation du phénoméne d’interét sans qu’on puisse nécessairement dé-
terminer un intervalle auquel il appartient. Dans le modéle I de Patilea et
Rolin (2006), au lieu d’observer un échantillon de Y on observe un échantillon
du couple (Z, A) ou Z = max(min(Y, R), L) et

0, siL<Y <R,
A=41 siL<R<Y,
2, si min(Y,R) < L.

ou L et R sont des variables de censure et A est 'indicateur de censure.

Ezemple 4. Un exemple d’application de ce modéle donné par Patilea et
Rolin (2006) consiste a considérer un systéme de trois composants C1, C2 et
C3, avec C1 et C2 en série et C3 en paralléle avec le systéme composé de C1
et C2. Les variables Y, R et L représentent les temps de survie de C1, C2
et C3 respectivement, et nous pouvons déterminer quel composant tombe en
panne en méme temps que le systéme. Donc au lieu d’observer Y, on peut

seulement observer le couple (Z, A).

Remarque 1. Le modéle de Patilea et Rolin (2006) et celui de Turnbull (1974),
bien que similaires, ne sont pas identiques. Dans le modéle de Turnbull (1974),
on suppose que Y est indépendante du couple (R, L) et que P(L < R) =1
alors que dans le modéle de Patilea, Y, R et L sont indépendantes, si on
appelle Y la variable d’intérét, L la variable de censure & gauche et R la

variable de censure & droite. La similarité vient du fait qu’on observe Z =
max (min(Y, R), L).
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Censure par intervalle Dans le cas de la censure par intervalle, on observe
a la fois une borne inférieure et une borne supérieure de la durée d’intérét,
autrement dit; au lieu d’observer Y, on observe C < Cs tels que C; <Y <
Cs. En particulier, la censure gauche peut étre considérée comme une censure
par un intervalle tel que C; = —o0, et la censure a droite comme une censure
par intervalle tel que Cy = +o0.

Ceci arrive dans des études de suivi médical ot les patients sont controlés
périodiquement, si un patient ne se présente pas & un ou plusieurs controles
et se présente ensuite aprés que ’événement d’intérét se soit produit. On a
aussi pour ce genre d’expériences des données qui sont censurées a droite
ou, plus rarement, a gauche. Un avantage de ce type est qu’il permet de re-
présenter les données censurées a droite ou a gauche par des intervalles du
type [a,4+00] et [0, a] respectivement, ce qui permet de considérer ce modéle
comme étant plus générique. Turnbull (1976) présente ce genre de censure

avec plus de détails.

Ezxemple 5. Pour détecter les composants défectueux d’un processus de pro-
duction industriel, on effectue des controles selon des dates aléatoires. Lors-
qu’on constate qu’un composant est a changer, on sait seulement qu’il est

tombé en panne entre les dates de deux controles successifs.

Un probléme important en statistique est celui de I'estimation de la fonc-
tion de répartition qui décrit complétement la loi de probabilité des observa-
tions. Ce qui revient a estimer la fonction de survie qui est le complément &
1 de la fonction de répartition. L’étude d’un tel estimateur est aussi justifiée
par le fait qu’il intervient explicitement dans I'expression de I'estimateur de
la densité conditionnelle que nous nous proposons d’étudier avec I'estimateur

du mode conditionnel.
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1.2.2 Cas de la censure & droite
Estimateur de Kaplan-Meier

Dans la pratique, un échantillon est souvent censuré. Dans le cas de la cen-

sure & droite, Kaplan et Meier (1958) ont proposé un estimateur de la fonction
de survie (1 — F'(x)), qui se réduit au complément a 1 de la fonction de ré-
partition empirique lorsque les observations sont complétes. Soit Xq,..., X,
un échantillon représentant les durées d’intérét (ces variables sont donc sup-
posées positives), de fonction de répartition F, et Ry, ..., R, un échantillon
représentant les temps de censure, que I'on suppose indépendants des durées
d’intérét, de fonction de répartition Fp.
Dans le modéle de censure aléatoire a droite, on observe non pas la durée d’in-
térét X; mais plutot la plus petite des deux valeurs Z; = min(X;, R;), ainsi
que l'indicateur de censure §; qui vaut 1 si la durée d’intérét est observée, et
0 si elle est censurée, i.e. §; = lix,<p,)-

Pour ce genre de données la fonction de répartition F' est estimée par
I'estimateur introduit par Kaplan et Meier (1958), donné pour z < Z, ol
Zny = max{Z,...,Z,} par

Fo(z)=1— H (%)a

i:Zi<Z
avec

=1

Pour z > Z,, il y a plusieurs conventions pour définir F,(z) :
Soit on le définit par F;,(Z(y)), ce qui fait que F,, peut ne pas étre une fonction
de répartition si Z,) est une donnée censurée, soit on le définit par 0, soit
on le laisse non défini.

Cet estimateur coincide avec la fonction de répartition empirique quand

il n’y a pas de données censurées. Il est donc naturel que les statisticiens se
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soient intéressés a étendre les résultats connus pour la fonction de répartition
empirique au cas de 'estimateur de Kaplan-Meier.

La convergence presque sure uniforme et la loi du logarithme itéré ont été
montrées respectivement par Winter et al. (1978) et Foldes et Rejts (1981a).
Ensuite, Stute et Wang (1993) ont montré la loi forte des grands nombres
dans le cas de la censure a droite. Quant & la convergence presque compléte,
elle a été montrée par Foldes et al. (1980), avec un taux de convergence de
l’ordre de \/W.

Puis en imposant la continuité de F' et de Fg, Foldes et Rejt6 (1981b) ont
amélioré le taux de convergence qui est passé a 'ordre de \/W- Ensuite,
Kitouni et al. (2015) ont signalé qu’on peut se passer de cette hypothése de

continuité en utilisant la borne exponentielle suivante.

Théoreme 1. Il existe une constante absolue D telle que, pour tout réel positif
u7

P (\/ﬁsup Sr(z)|F,(z) — F(z)| > u) < 2.5exp(—2u* + Du).

rER
Démonstration.
Voir Bitouzé et al. (1999). O

1.2.3 Cas de la censure mixte

Le but de cette thése est justement d’introduire et d’étudier des estima-
teurs de la densité conditionnelle et du mode conditionnel quand la variable
réponse est soumise a une censure mixte.

Ces estimateurs faisant intervenir ’estimateur de Patilea et Rolin, nous com-
mencons par introduire et rappeler quelques une de ses propriétés, notam-
ment celles qui nous seront nécessaires dans la suite.

Considérons trois variables aléatoires positives indépendantes Y, L et R de
fonctions de répartition respectives Iy, Fj, et Fpg, et de fonctions de survie

respectives Sy, Sp et Sg, ou Y représente la durée d’intérét et L et R sont
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les durées de censure a gauche et a droite respectivement.
De plus, pour toute variable aléatoire réelle U, Fy, Sy = 1 — Fy, Ty =
sup{t : Fy(t) < 1} et Iy := inf{t : Fy(t) > 0}, représente la fonction de
distribution de U, la fonction de survie de U, le point terminal et le point
initial du support de U respectivement.
Dans le modéle I de Patilea et Rolin (2006), au lieu d’observer un échantillon
de Y on observe un échantillon du couple (Z, A) ot Z = max(min(Y, R), L)
et
0, siL<Y <R,
A=41 siL<R<Y,
2, si min(Y,R) < L.
Ce modéle considére la censure a droite et la censure a gauche comme
deux phénomeénes qui agissent indépendamment 1'un de 'autre mais que I'un

peut censurer 'autre.

Estimation de la fonction de survie

Patilea et Rolin (2006) ont proposé d’estimer Sy, fonction de survie de
la variable d’intérét Y comme suit :

Considérons H la fonction de répartition de Z, elle peut s’écrire comme
2 .
> k=0 Hi(t) ou

Hyp(t)=P(Z <t,A=k), pourk=0,1,2.

En notant pour toute application R de R =R, R(t_) la limite de R a gauche
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de t, lorsque cette limite existe, ces fonctions s’écrivent
t
Ho(t) = / Fu(u_)Sn(u) dFy(u).
0
t
Hl(t) = / FL(U_)Sy(U) dFR(U),
0

Hy(t) = / {1 — Sy (u)Sp(u)} dFy (u),

et c’est a partir de ces équations que l’estimateur est obtenu.

L’idée est de considérer dans un premier temps X’ = min(Y, R) et L dans
un modeéle de censure a gauche (c’est-a-dire que 1'on considére une donnée
compléte si A = 0 ou A = 1 et censurée a gauche si A = 2), et d’estimer
la fonction de répartition de X', puis 'utiliser pour estimer la fonction de
répartition de la variable d’intérét Y en considérant un modéle de censure a
droite.

L’estimateur de la fonction de survie Sy ainsi obtenu, en remplacant a
la fin les fonctions Hy, H; et Hy par leurs estimateurs empiriques, obtenus &

partir d'un échantillon (Z;, A;)1<i<n, est donné par :

Sot)= ][ {1 — ﬁ}

{5:2;<t} /

ol (Z%)1<i<nr, sont les valeurs distinctes de (Z;)1<;<,, considérées dans 'ordre
/175 0M> 1S

croissant, et
.
Dij= > Yz—z, 4=k},

1<i<n

pour 0 <[ <2et1<j5< M.

Remarque 2. Si L = 0 (pas de censure a gauche), S, se réduit a Pestimateur
de Kaplan-Meier qui lui méme se réduit au complément a 1 de la fonction de

répartition empirique si R = oo.
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En adaptant le Théoréme 1 au cas de la censure a gauche et en notant par

FL(") I'estimateur de F', , nous obtenons pour tout ¢ > 0 et 7 > min(/ly, Ig)

i <SUP (1= Sy (SR (FL (1) = Fu(t))] > w)

t>T 2n

)

1)1
< 2.5exp{—(c+ 1)logn + k w}

ou k est une constante.

pour n assez grand, nous obtenons

En remarquant que

P (sup (1= Sy (SR (F (1) — Fu(t)] > w) — O(n)

t>r 2n
et puisque
up | (1=Sy (1)Sa(1)) (1" (1) Fu ()] > (1=Sy(7) S(r)) sup |1 (1)~ Fu (1)

il s’ensuit que

P (Stgg FPO - RO gV ;f,fog"> — 0(n™),

qui correspond & la formule (3) dans Boukeloua (2015).

Par ailleurs, en vertu du Lemme 1 dans Boukeloua (2015), nous avouns :

si max(Ip,Igr) < Iy, alors pour tout ¢ > 0, 0 < min(Tx,Tg), il existe

a > 0 tel que
|
P (sup 1S, (t) — Sy (£)] > a/ Og”> = O(n~°). (1.4)
<0 n
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Chapitre 2

Convergence en moyenne
quadratique de 'estimateur a
noyau de la densité conditionnelle

dans un modéle de censure mixte

Dans ce chapitre, notre but principal est d’étudier 1’erreur quadratique
moyenne de Iestimateur a noyau de la densité conditionnelle dans un mo-
déle de censure mixte et de précisier sa vitesse de convergence. Les résultats
de ce chapitre ont fait I’objet d’une publication dans la revue Statistics &

Probability Letters, voir Aouicha et Messaci (2019).

2.1 Estimation de la densité conditionelle

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles. Tout au long de cette thése,
nous supposons 'existence de la densité de probabilité conjointe (par rapport
a la mesure de Lebesgue) f du couple (X,Y'), nous notons fx la densité de

X et par f* la densité de Y sachant X = xz.
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Nous observons un échantillon de variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées (i.i.d.) (X;, Z; = max(min(Y;, R;), L;), A;)1<i<n de méme
loi que (X,Z = max(min(Y, R), L), A) ou R et L sont respectivement une
variable de censure & droite et & gauche et sont telles que R, L et Y sont

positives et indépendantes et

A= 1pcr<yy + 2 X Liminyv,r)<1}

est 'indicateur de censure.
Dans ce contexte de censure, rapellons que Patilea et Rolin (2006) ont proposé

un estimateur de la fonction de survie Sk (voir Section 1.2.3) donné par
Dy
Sn(t) = 1l— 20
" H { Uj-1— le}
{5:2}<t}

ot (Z})1<j<m, sont les valeurs distinctes de (Z;)1<i<, considérées dans I'ordre
croissant, VO < k£ < 2,

Dy = Z Lizi=zt 4=k,

1<i<n
N; = Z Lz,<zy,
1<i<n
et D
Uj_lan {1—%}
, , I
J<I<SM

Kebabi et Messaci (2012) ont étudié I'estimateur a noyau de la régression de
Y sachant X.
Dans ce travail, nous proposons d’introduire et d’étudier un estimateur a
noyau de la densité conditionnelle f7.
D’une part, si Y n’est pas censurée, I’estimateur a noyau de la densité condi-
tionnelle est défini comme

n

Fr) = 3 W) — (L=
py In Gn

)
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ou ( X)
K (2%

WTM('I') = n hnx— ;

S K(55)

est le poids de Nadaraya-Watson. K et K, sont des noyaux réels, (hy,)nen et

(gn)nen sont deux séquences de nombres réels strictement positifs convergent
vers zéro (voir Collomb et al. (1987)).
D’autre part, Soit A’ une fonction de R x R —R, suivant Messaci (2010), un

estimateur sans biais de Fh/(X,Y’) dans notre contexte de modéle de censure

est
n( X,,Z
_Z VAT () )
En effet
Lo (X, 2)\ Lo (X,Y)
E( Se(2)F1(2) ) - (E( Se(2)F1(2) )/ (X’Y>)
=F (h’(X, Y))

selon I’hypothése Hg 4, donnA@e a la section 2.2, on a
E (lpacoy /X,Y) = Sp(Y)FL(Y). (2.1)

Car pour tout B dans o(X,Y") (tribu engendrée par le couple (X,Y)) il existe
un borélien C tel que B = (X,Y)1(C).
[’indépendance de (X,Y) et (L, R) permet d’écrire

/(1A:0>dP:/ (1L<Y<R>dp
B B
:/ (Licy<r) dP(x y,L,R)
CxR3

= / . (Licy<r) dPx vy @ AP ).
C'xR
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Maintenant par le théoréme de Fubini et I'indépendance de R et L, nous

obtenons

/ (Lazo) dP = / ( / (Licy<r) AP (L,R)> dPx,y)
B C \ /R
:/ (/ (Licy) dPr X/ (Ly<r) dPR) dP(x,y)
o \Jr+ R+

_ /C (F(y)Sr(y)) dPxy)
_ / FL(Y)Sg(Y)dP,

car F est continue.
De plus, F1(Y)Sgr(Y) étant clairement mesurable par rapport 4 o(X,Y), le
résultat en découle.

Donc, aprés avoir estimé Si et Fp, nous proposons comme estimateur de

()

fr) = 3 Waso Tl 2.2
n\Y) = - n,i\L {AZZO}Sn(ZZ)Fn(Zz) + Una .

ou I, est lestimateur de Kaplan-Meier de la fonction de distribution F7p,

(pour les données censurées a gauche) et est donné par

Lia;=2)
F.(t) = {1 - L=,
11 j
{]~Z]'>t}
Malgré que S, F, ne s’annule pas lorsque A; = 0, voir derniére ligne de la
page 1509 Messaci (2010), nous avons introduit le terme U,, = % pour obtenir

une borne inférieure non aléatoire pour le dénominateur de fr.

Remarquez que toute suite (U,), telle qu’il existe 5 > 0 satisfaisant

logn
n )

Ulnf=2 5 coet U, < peut étre choisie. En effet, dans ce cas I'étape

iii) de la démonstration du Lemme 1 et (2.16) restent toutes les deux valides.
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De plus, notez que le mécanisme de censure intervient a travers le déno-
minateur de f?, qui n’est autre en vue de (2.1), qu'un estimateur consistant

du taux de non censure conditionnellement a (X,Y).

2.2 Hypothéses

Soit S C|max([y,Ir), min(Ty,Tr)| un compact sur R. Nous pouvons
déterminer le taux de I'erreur quadratique moyenne de ﬁf sur S grace aux
hypothéses suivantes.

H; : max(Iy,Iy) < Ig.
Hs 1 : fx est 2-fois contintiment différentiable autour de x.

H272 : fx(flf) > 0.
H2,3 : hmn—>oo hn =0, hmn—>oo gn = 0, hmn—>oo nhngn = 100, hmn—}oo

0 et h, = O(—=—).

gn logn

logn
nhny

H, 4 : La densité conjointe f(.,.) du couple (X,Y) est deux fois conti-
niment différentiable.

H, 5 : K est une densité bornée a support compact et [ tK(¢)dt = 0.

Ha6 : Ko est une densité bornée a support compact et [ ¢Ko(t)dt = 0.

Hs3; : (R, L) et (X,Y) sont indépendants et F, est continue sur |0, ool.
Remarque 3. Hy et Hg 3 sont couramment utilisés dans le modéle de censure
mixte. Hy assure 'identifiabilité du modéle étudié comme dans Boukeloua
(2015).
La condition Hg; joue un role crucial pour obtenir (2.1) ci-dessus et a déja
été utilisé, par exemple, dans Messaci (2010); Kebabi et Messaci (2012).
Les hypothéses Hy 1 et Hp 4 — Hy g sont généralement utilisés dans le cadre
de 'estimation a noyau pour obtenir les taux de convergence des estimateurs.
De plus, on peut facilement vérifier que les deux exemples suivants

hpy=n"%¢g,=n"" avec s>0,t>0 et s+t<1
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et
1

hn = )
logn

go=n"" avec 0 <s<1
satisfont la condition Hy 3.

Remarque 4. Comme K a un support compact, y € S et lim,, , . g, = 0,

on a:
Ing e N,IT € R et T € R tel que [I,T] Clmax(ly, I), min(Ty,Tr)|
et nous pouvons supposer dans (2.2) et (2.4) que
Vn >mng,Vie{l---n}, I <Z; <T. (2.3)

Soulignons le fait que Sg(T") > 0 et F(I) > 0.

2.3 Résultats et preuve

Maintenant, nous pouvons énoncer notre résultat principal.

Théoreme 2. Sous les conditions Hy, Ha1y — Hag et Hg 1, on a

sup E(f (y) = f*(4))* = O(hy, + h gy + ) + O (nhlg ) '

yes

Remarque 5. Posons L = 0, nous déduisons le cas commun des données
censurées a droite qui, & notre connaissance, est obtenu pour la premiére

fois.

Remarque 6. Notez que sous un renforcement standard des hypothéses Hy 4,
H; > et Hy 5, nous obtenons 'uniformité du résultat précédent a la fois sur
y € S et x appartenant a un ensemble compact. Il suffit de suivre des étapes

similaires a celles suivies dans la preuve du Théoréme 2.
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Démonstration. du Théoréme 2

Dans toute cette preuve, C désigne une constante générique. On a
A:E fN,N(CB7 y)

fa()
1 K KoM m)
g Zz 1 L{a=0 S5 (Z:)Fn (Z; )JiUn

a2y K (55

n

rz—X,

ou

est l'estimateur & noyau de fx(x).

Cela suggére d’introduire la quantité suivante

fn,N(:E7 y)

faly) = .0

ol

KxX)KO(

7L

Z)FL(Z)

) (2.4)

an<.’L' y

Nous devons d’abord traiter les pomts suivants et prouver le Lemme.
e L’indépendance et I'équidistribution de (X;,Y;)1<;<, combiné avec la

relation (2.3) et la bornitude de K et K\ permettent d’écrire

sup Var(fn,N(xa y)) <

yes n2h29n yes 4 r(Zi)FL(Z)
C 1 r—X
sup E K K,
nhgnS7(T)F7(I) ves {hngn ( h, Vol

De plus

sup,es B [ K (55 Ko(50)| < supye [ [ K (5)Ko(v) f(w—shn, y—

Vg, )dsdv.
Grace a I'hypothése Hj 4, on peut utiliser le développement de Tay-

lor autour de (x,y). Ceci, associé avec les hypothéses Ha 5 et Hag,
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permet de conclure qu’il existe une constante C' telle que

1 xr—X y—Y }
sup F K K < C. 2.5
Nous obtenons alors
~ 1
sup Var( f, n(z, =0 : 2.6
sup V(v )) = O ) (26)

e L’indépendance et I'équidistribution de (X;)i<;<, avec I’hypothése

H; 5, conduit a

Var(f,(x) = ﬁZv (k(55)

1 z—X
< E | K?

C 1 z—X
< — .
~ nh, (hnEK( hy, )>

De plus, sous les hypothéses Hy 1, Hy 3 et Hy 5, le théoréme de Boch-

ner (voir Théoréme 1A dans Parzen (1962) ) est applicable et assure

que
lim - E (K("”” - X)) — lim B(f,(«))
= fx(v), (2.7)
donc

1
) =0 (1) 28)
Le Lemme suivant, a une grande importance dans le déroulement de la

démonstration du Théoréme 2.

Lemme 1. Sous Hy,Hg1,Ha 3 et Hy 5, on a pour tout 8 > 0, il existe b > 0

tel que
1 1 1 logn _
P — > b =0(n™ ).
revtr | Fa(@) <sn<t>Fn<t> +Un SR<t>FL<t>) ‘ n ")

31



Démonstration. i) Nous commencgons par démontrer qu’il existe ¢y > 0

tel que pour tous 8 > 0,
P(fu(x) <€) = O(n™"). (2.9)

Pour cela, nous avons

e D’une part, sous Hy; et Hy 5,
Efu(z) = fx(x) = O(h}), (2.10)

(voir par exemple la preuve du Lemme 4 dans le chapitre suivant),

donc nous pouvons écrire

Plf(a) < X0 < Pl (o) — fetw)) > 21
< Pllf(e) - B > 0 @)
pour n suffisamment grand.
e D’autre part, remarquons que
1) = Bfu) = = "%
i=1

ot 1 X X

T — Ay T — Ay

Zi= 1K (=) — BE ()

avec

en vue de I’hypothése Hy 5.
Sous Hz1,Hz 3 et Hy 5, nous pouvons appliquer le théoréme de

Bochner pour obtenir qu’il existe C; > 0 tel que,

o?=E7 < %

n
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Maintenant en appliquant le corollaire A.9 dans Ferraty et Vieu

(2006), voir corollaire 1 dans ’annexe, on obtient pour 0 < € < "—]\;,

ne2hn

P (|fu(@) = Efu(z)] > €) < 265",

40181 :
Posons € = w/%:g”, nous pouvons voir que sous Ha 3,

lime=0
n—oo

et la derniére inégalité devient

V3> 0,P (rfn@) _Ef(a) > W) —0(n?).

Cette relation avec (2.11) donne (2.9).
ii) Nous devons également prouver qu’il existe e; > 0 tel que pour tous
8 >0,
P (F,(t)S,(t) < &) = O(n™"). (2.12)
A cette fin, pour 0 < €; < Sg(T)FL(I), posons € = Sg(T)Fr(I) — €.
Alors
P(S,(T)F,(I)<e)<P ( sup |Sr(t)Fr(t) — S,(t)F,.(t)| > e)

I1<t<T

< (s [5,(0) - Sult) > §)

I<t<T 2
+P ( sup |F,(t) — Fr(t)| > E) . (2.13)
I<t<T 2

De plus, Sous Hy, en appliquant le Lemme 1 dans Boukeloua (2015) ou
voir Section 1.2.3, nous avons pour tout S > 0, tout § < min(Tg, Ty),

il existe a; > 0 tel que

P (Sup 15, (t) — Sr(t)] > a1 10g”> = O(n?). (2.14)

<6 n
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Nous dérivons également de la relation (3) dans le méme document
ou voir Section 1.2.3, pour tout S > 0, tout # > min(Iy, ), il existe
as > 0 tel que

P (sup IF,(t) — Fp(t)] > as 10g”> = O(n?). (2.15)

t>60 n

Donc, il est clair que ii) découle de (2.13)-(2.15).

iii) Nous sommes maintenant en mesure de d’obtenir le résultat du Lemme 1.

Comme
1 1
it fn()( St >Fn<t>+Un Sr(t)F. <>>'
o1 surcuer [Su(u) = Sr(w)| + supreyer |Fu(u) = Fr(w)] + U,
= ful2) (Su(T)Fo(1) + Uy) Sr(T)Fr(I) '

et en posant b = %, nous déduisons de (2.9), (2.12), (2.14),

(2.15) et le fait que U,, = 1/n le résultat que nous cherchons.
[l

Maintenant, nous devons utiliser la décomposition suivante
E(fi(y) = f*())* <2B(fi(y) = Fi(y))* +4Var [ (y) + 4(Ef; (y) — f7(9))*.
e Traitement du terme sup,.g E(f*(y) — f=(y))2.

Nous pouvons écrire

ilelgE(fif( ) — F2())? = Tua(z,y) + Toa(z,y),

ol

T, ) = sup i)~ Faw)] ap

/ logn
yeS J{sup;<i<r ‘ @ Sn(t)Fn(t)+Un —5E® FL(t> ‘<b\/ Togny
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et

T |
ves {Supl<t<T‘fn(r)(sn(f)pn(f)-‘rUn SROFL) ’>bv o

Nous avons sous Hy 4-Hz 6

S |
yeS {Sup1<t<T‘fn(m)(sn(f)Fn(t)J,-Un SR(f)FL(t) ’<b - }

i) - Fo)] ap

i) -~ Fo)] ap

< s ZK ISP ;RYZJ

< e (R T

+ %%IS)K;@ {E {K(I ;nXﬂ')K@(y ;HYJ )} E {K(x ;nXi
i#£]

< %fgi sup £ {hnlgnf((x ;nXl)Ko(y ;nyl )]

+ Cn _ni) logn ?}elg) {E [hnlgnK(I ;LnXl )Ko(y ;nY1 )} }2

1
=0 (nhn9n> ’

en raison de (2.5) et en vertu de I'hypothése Hy 5.

Maintenant, nous examinons le terme 7;, 5.

35

Kl



Nous avons sous Ha g et selon I'expression de f,(x)

Top(,y) = sup / 1
ogn
yes {Sup1<t<T‘fn @ G OF 0T, ~ SROFL®) ‘>b\/ =

1
= sup/ B —
2 2
[Togmy n°h
yes {SUpI<t<T|fn<z (Sn(t)Fn(t)+Un SR<t)FL(t |>b ogn} ngnf ( )

K55 Ko(Y2) K (524 Ko(57) 2
X [Zl{A 0}( Z)Fn(Zz)+Un_ SR(Zz‘)FL(Zi) ) o

1 1 1
< sup/ - (_ R —
yes {Sup1<t<T | fn(ﬂc) (Sn(t)Fn(t)+Un SR(t)FL(t) )|>bA /logn} g Un SR(T)FL

y Zi
1 1 1 logn
=P >(Sn<t>Fn<t>+Un‘SR@)FL(t))‘ “NW ]

X%(*ﬁf

En utilisant le Lemme 1, en choisissant > 4 et en appliquant ’hy-

pothése Hj 3, nous obtenons

Tn,g(:g,y):o( ! ) (2.16)

nhy,gn

e Traitement du terme sup,cq(Ef2(y) — f*(y))>.

En utilisant 'identité usuelle suivante

1_1 U-C, (U-0p

v c 2 ez (C#OUZ£D),
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avec U = f,(x) et C = Ef,(z), nous obtenons
i Py E | fan(@,y)(fa(x) = Efa(z))
Bl - FP = { ) - | e |
EMKXEU—EEWW}_ﬂ%wF
[Ef(x)]? fx (@)

{h@WﬂM%w—Ehwﬂmw_mew@wMM@
*(@)Ef(@) (B (@)

_ {Efn,zv(:v,y) —f(@y) ) [Efax) = fx(@)]
Efu(z) Efo(x)

B |2W)(ful@) = Bf@)]  Cov [ fun(a.y), fula)] 2
(B o)) - BRE 2

Efon(y)— fan) [ @) Efu@) — fx @)
§4{ E1,(2) } e A

E B (fale) — BL@)] 2 Cov [ Funle.w), fule)]
4 | EIAGE }}+4{ HE%@W ]}‘

En appliquant (2.7) et 'hypothése Hy 2, nous trouvons que

2

su]g[Efﬁf(y) - fx(?/)]Q < C(L1,n + Lo, + Lz, + L4,n)7
ye

ol

~ 2
Ll,n ‘= sup (Efn,N(xay) - f(xvy)> )

yeSs

Ly = sup [f*(y) (B fu(z) = fx(2))]"

yeS

L3, = 31615 {E [ﬁf(y)(fn(ﬂ?) - Efn@)ﬂ }

2
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et
Ly, :=sup |:COV (fn,N(a:,y),fn(x)HZ.

yes
— En utilisant la formule (2.4) et le fait que (X;, Z;, 4;) sont i.i.d.,

nous obtenons

; (252 Ko (=X
Eme(fL’,y) - f(x7y) =F <ﬁ1{AO}S;fLTFi(Y;) - f(x7y)

De plus, la relation (2.1) méne a

1 X
K
N Gn,

Efn,N(:E7y)_f(x’y):E |: hn 9n

>Ko<y‘y>} ).

En procédant comme pour prouver (2.5), nous obtenons

sup Efan(z,y) — f(z, y)) = O(h;, + ),
ye

qui donne

~ 2
Lin = sup (Efan(.y) = f(z.9)

yeSs

= O<hn4 + gn4 + higi)-

— Sous les conditions Hy 5 et Ha 4, sup,cg | f7(y)| est borné, donc en

utilisant (3.8), nous obtenons

Ly = sup [f*(y) (Efu() — fx(2))]

yeSs

= O(h,").

— Comme

1 y—Z;
Ko(*,7)

~ - 9n 0
faly) = ; R ERVAYAV

et en utilisant le fait que >  |W, ;(z)| = 1, nous obtenons sous
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les conditions Ha 5, Ha ¢ et la relation (2.3) avec la formule (2.8),

Lawi=sup {E [Fo)fule) — Efu()?]}

yes

< [Sva (fn(l’))r

n

1
=0 (nhngn> '

— L’inégalité de Cauchy-Schwarz, combinée avec (2.6) et (2.8), nous

donne

Ly, :=sup [Cov (fn,N(%y)a fn(@)r

yeSs

< sup [Var (fon(a,y) ) Var (f(2))|

yeS

1
— 2.1
0 (n%gn) | (2.17)

qui, sous I’hypothése Hs 3, donne

1
nhngn

L4,n = O( )

e Traitement du terme sup,.sVar(f;(y)).
Nous pouvons calculer la variance de fﬂf en utilisant I'identité suivante
(voir la formule (8.12) dans Scott (1992)).

Var (fn,N(x,y)>
(Efn(x))?
(l;f;JV(I7y)>2
(B fu(z))*

Le fait que E'f,, converge et sous '’hypothése Hj 2, nous avons

Cov (fn,N(%y)» fn(x))
(Efa(2))?

Var(f2(y)) = —2Ef, n(2,y)

+ Var(fu(z))

sup Var(f; (y)) < O(Ly, + Ly, + L),

yeSs
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ol
L’Ln := sup Var (fn,N<x7 1/)) 5

yes
L, :=sup EfnvN(x, y)Cov (fn7N(x, ), fn(a:))}
yeSs
et

_ 2
L = Var (fu(w)) sup (Efun(@,9))
yeS
Il reste a étudier chaque terme L, (1 < j < 3).

]7”’

— La relation (2.6) conduit a

Lln:::sup\kn'<ﬁ%N(x,y)>

yes

1
=0 (nhngn) '

— En utilisant les relations (2.3), (2.4) et (2.5), nous constatons que

SUD,cg Efn’N(x,y) est borné. Donc, en procédant comme pour
prouver (2.17) avec l'utilisation de I'hypothése Hj 3, nous obte-

nons

L, = sup | Efun(w,y)Cov (fun(w.y). fula) ) |

yes

1
=0 (nhngn) '

— En utilisant a nouveau le fait que sup,cg Eme(x,y) est Borné

avec (2.8) et 'hypothése Ha 3, nous obtenons

Lé,n := Var (f,(z)) sup (Efn,N(x, y))2

yeSs

1
=0 (nhngn) )
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La preuve est alors terminée.
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Chapitre 3

Estimation du mode conditionnel

dans un modéle de censure mixte

L’objectif de ce chapitre est de proposer un estimateur non paramétrique
du mode conditionnel lorsque la variable réponse est soumise & une censure
mixte et d’établir son taux de convergence presque compléte.

A cette fin, nous avons d’abord besoin d’étudier la convergence presque com-
pléte uniforme sur un compact S de ’estimateur a noyau de la densité condi-
tionnelle, que nous avons déja introduit au chapitre précédent et de donner

sa vitesse de convergence.

3.1 Convergence presque compléte de I’estima-

teur 4 noyau de la densité conditionnelle

Remarquons que sous ’hypothése Hy, nous pouvons appliquer la relation

(1.4), pour obtenir pour tout § < min(Tx,Ty)

sup |Sn(t) — Sr(t)] = Opeo ( 10g”> . (3.1)

t<0 n
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Nous utilisons également la relation (1.3), nous obtenons alors pour tout

0> min([y, [R>

sup | Fo(t) — F1(t)] = Opeo ( bg”) . (3.2)

>0 n

Pour obtenir le taux de convergence presque compléte de 'estimateur de
la densité conditionnelle, nous avons besoin d’introduire les conditions sui-
vantes.

nhngn
logn

H/2,3 :limy, o0 hn = 07 hmn—)oo gn = 0, hmn—)oo = +00.

Hj ¢ : Hag est satisfaite de plus Ky est holdérienne, ce qui s’écrit :

38 > 0,3C > 0 tels que Va,y € R, |Ky(z) — Ko(y)| < Clx — y|°.

Proposition 1. Sous les hypotheses suivantes Hy, Hay — Ha2, Hy 5, Ha g — Ha s,

Hy6 et Hsq, on a

A logn
“(y) — ()| = O (ha® + 902) + Opeo | 1| —— | -
sup faly) = f (y)‘ ( 3°) + 0y, nhgn

Pour L = 0, notre modéle se raméne au modéle classique de censure a
droite et nous retrouvons le méme taux de convergence que celui donné par
Khardani et al. (2010).

Démonstration. La preuve de cette proposition est basée sur la décomposi-

tion suivante

- fn,N(Ji,y) - fn,N(x,y)

rx sz _ fn,N(x7y)_f($>y) fX(*r)_fTL(x) T
Fr)-1() | Ialn) e D2 S ) (B L) ),
ou (rappelons le)

rx - fn,N(xv y)



avec

K(®

) Ko(4,2)
) n(Zi) +Un’

Fan(2,9)

et

fn($): %ZK(I‘_

est l'estimateur & noyau de fx(z). Rappelons aussi que

rx fn,N(w7 y)
faly) = TR
ol
F e K (525 Ko (%)
mVE Sr(Z)FL(Z)
Il suffit donc de démontrer les lemmes suivants . O

L. , ,
Lemme 2. Sous les conditions Hy, Hy;, Hyy —Has et Hyg, on a

yes nhngn

sup f'n,N(x,y) — fn,N(w,y)’ = Opeo ( logn > |

Démonstration. Selon les définitions de fnyN, fn,N et grace a la relation (2.3),

nous pouvons écrire

sup | fun(2,y) = fun(a, y))

yes nhngn yes hn gn

SUpP;>r |Fu(t) — Fiu(t)| + SUPi< [Sn(t) — Sr()| + Un
(Sn(T)Fn(]) + Un) (SR(T)FL(I))
)

SUP¢>g |Fu(t) — Fir(t)| + SUPi<t |Sn(t) — Sr(t)| + Un 1
< ( Su (D) Fu(1)Su(T)V (D) ) (ﬁ Z¢>

1 r— X; y—Y; )
;= sup | K K, .
w hngn yeSp ( ( hfn ) 0( gn )

sup [ZK(“XUKO&"”)

ou
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e Sous Hj, les relations (3.1) et (3.2) impliquent que

p.co

Sp(T) —

p.co

Sr(T) # 0, Fy(1) 2% Fy(I) # 0 (3.3)

et

sup |F, () — Fr(t)| + sup |Sn(t) — Sr(t)| = Op.co ( 10gn> 7

t>1 t<T n

logn

o) »

. 1 n N
e Maintenant, montrons que - Zi:l 1; converge presque complétement.

On a
1 & 1 &
Eizll/fi: (ﬁzlez) + Ev,

ou U; = ¢ — E.
Nous appliquons 'inégalité de Bernstein (voir Corollaire 1.i dans 1’an-
nexe).

Pour cela, en utilisant les hypothéses Ha 5 et Hj g, nous obtenons

Ui] < hC =M

’ng’n

Bornons maintenant o2 = VarU,.

o? =VarU; = E(U;)* < E(1;)*.

Comme les noyaux K et K| sont positifs et bornés, nous avons

1 r—X - Y
g SK( 1)supK0(y !

Ev,* < CE . P p
n ye n

)

Ceci combiné avec la relation (2.5) conduit &
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C
honGn

02§

2
Alors pour € < g7, nous obtenons

1 [w— ne? neXhn gy,
P |- Uil > €| <2exp{————~} < 2exp{— .
(3.5)
Posons € = €y, / ani;n, nous avons
1 [ logn ne <”
P|— U;| > <2exp{———+—} < 2n ac,
n ; 0 nhngn] < Zexp 202(1—{—60—]\/2[)} -

Pour ¢y assez grand, le dernier terme de cette inégalité est le terme

d’une série convergente et en vue de I'hypothése Hj 3,
1 - p.co
~> i B By
i=1

Ceci avec (3.3) et (3.4) donne par application de la Proposition 3, voir dans

I’annexe,
. ~ logn
sup fn,N(xjy)—me(%y)‘ = Op.co ( ) )
yes n
qui est égal, grace a 'hypothése Hy 3, & O 0o < 732§;n> ) O]

Lemme 3. En vertu des hypotheses Ha 4, Ha s, Hy ¢ et Ha 1, nous obtenons

sup |Efon(z,y) — f(=, y)‘ = O(h2 +g2).

yes

Démonstration. Comme (X, Z;, A;) sont i.i.d., nous avons

. K (=X Ko (B0
Efn,N<x7y) - f(:c,y) S E (Ll{Al_O} ‘(S'R}L&/SFLE}/TS )> - f(ﬂ?,]/)

N Gn,
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D’autre part, la relation (2.1) conduit a

1 l'—Xl

y—Y;
K K

hy, In

Efun(e,y) - flay) SE( >) = flay). (3.6)

D’aprés I'hypothése Hy 4 et en utilisant le changement de variable,

r—Uu

et le développement de Taylor au voisinage de (x,y), nous trouvons

1 .I'—Xl ?/—Yl
K _
R ) >) Fa,y)

1 T i U Yy —v
< [ [ KR s o)duds = (2.
< //K(T)Ko(s)f(yc — Thy, y — Sgn)drds — f(z,y)

< / / K () Ko(8) [f (& — rhasy — sg0) — f(z,y)] drds.

Efu(a,y) — f(e,y) < E ( ) Ko

P ar I'utilisation des hypothéses Hy 4, Hy 5 et H g, nous obtenons

sup Efn,N($ay) - f($7y) = O(hi + 9721)

yes

Lemme 4. Hy 3, Ha g — Ha 5 et Hy g, nous avons

. - logn
sup |Efon(x,y) — fun(a, ‘ = Oy.co .
sup fan(@,y) = fan(z,y) b (\/ nthn)

Démonstration. En utilisant la compacité de S, nous pouvons écrire

S\ Jltj = lnsty + 1,
j=1
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avec
l,=Cr, tetr, = Cntts. (3.7)
Posons
ly = arg mlnte{tl trn } ly —t[.

.....

Nous allons utiliser I'inégalité suivante

Sulé? fan(z,y) — E]?nN(xay)‘ < A+ Ay + As,
ye
ol
Al = Sup fn,N(Ivy) - me(I,ty) ’
yes
AZ = sup fn,N(xaty) - Efn,N(waty)
yeS
et

Ay = sup [Bfunle,ty) = Efa(e,y)].

yes
e Traitement du terme A;.

Sous les hypothéses Hz 5, H g et la relation (2.3), nous avons

1 u r—X; 1 z—X; 1{AZ_O}KO( )
A = su K K(
! yeg nhngn ; ( hn ) SR( Z n SR( z) (Zz)

<

— nhpgn 5+1SR

cl,?
< _Zm
- hngn6+1’

A =0 ( 1@12%”) a cause de la relation (3.7) et I'hypothése HY, 5.
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e Traitement du terme As.

Pour € > 0,
P(A;>¢) < P (maszl ..... ro | Fuv (@, ) = Efon(2,t;)| > 6)
S Tnmaszl ..... TnP ( fn,N(xatj) - Efn,N(xat]) > 6)
1]
< TpMaXj=1, .., TnP E Z;FZ >€],
ol
1 K(x;Xi>K0<tj—Zi)
Dy = Vi — BV avee Vi = —— 14 _gy—to 2
avee hn.gn {4:=0} SR(ZZ)FL<ZZ)

En vue de la relation (2.3)

i

= s

En procédant de la méme maniére que pour prouver la relation (3.5),

nous déduis ons que

2
ne“h,gn
P(Ay > €) < 21exp{— .
(A > 0) < 2rexp{~ "ty
Posons € = ¢ Jﬁf;’ en appliquant la relation (3.7) et avec un choix

adéquat de ¢y, nous obtenons

logn
Ay = Opp ( nhgg ) .

e Traitement du terme As.

Il est suffisant de remarquer que |A3| < EA;.

Lemme 5. Sous les conditions Ha 1, Ha 2, H, 5 et Ha 5 nous obtenons
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Efu(z) = fx(z) = O(h2), (3.8)
En@wwuw:am< b@ﬁ (3.9)

nh,
et -
dn >0, ZP(fn(x) <n) < oo. (3.10)
n=1
Démonstration. e Comme (X;);<, sont i.i.d, la condition Hy 5 nous per-

met d’écrire
Ef(r) - fx(z) = E-K(C2) - fe)
hy, hy,
=-i/K< ") F(w)du — fx(z)

— /K (x — zhy,) — fx(x)]dz

ou z = .
Les hypotheéses Hy 1, Hy 5 avec le développement de Taylor au voisi-

nage de x permettent d’arriver

B fa(x) = fx(2)] = O(h7).

e Maintenant, nous appliquons I'inégalité de Bernstein (cf Corollairel).

Pour cela, posons

1
Uy = —K

I (
I, = U — EU,.

Il est clair que )
fal@) = Efa(x) = >

En vertu de ’hypothése Hy 5, nous avons

n
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Nous devons maintenant borner A2 = Varl;, pour cela calculons
EU}.
En raison de I’hypothése Hy 5,

A? <

EES

2
Alors pour € < Aﬁ, nous avons

R ne’h
P |- r;l > <2 — =1
- ZZI e] < 2exp{ 1 }
Mettons € = ¢ 12}%:7 nous obtenons
1 [ logn <”
P |- F,L > <92 *w7
n ; 0 nh, ] =n

pour ¢y assez grand, la quantité dans le membre e droit de la derniére

inégalité est le terme d’une série convergente, d’otu ,

£10) - lo) Ore /22

e Les résultats (3.8) et (3.9) entrainent la convergence presque compléte

de f,(x) vers fx(z). Ainsi pour tout € > 0 on a
> Pllfalx) = fx(2)] > €] < .
neN

En remarquant que

P (1@< 22 <P (116 - o) > 292

Grace a la condition Hy 5, il suffit de poser n = € = Ix(@) pour obtenir

2
la relation (3.10).
[
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3.2 Taux de convergence presque compléte de

I’estimateur du mode conditionnel

Un estimateur naturel du mode conditionnel

0(x) = argsupf*(y)
yes

sur un compact S est donné par

0, (z) = argsupf2(y).
yeSs

En utilisant la Proposition 1 ci dessus, avec les hypothéses supplémen-
taires suivantes, nous pouvons obtenir le taux de convergence presque com-

plete de Pestimateur introduit 6, (z).

Har i 36> 0, 2 7 sur [0(z) — £,0(x) et f* N\, sur (0(x), 0(z) + €.

Cela montre que 6(z) est le mode conditionnel unique sur [#(z) —

£ 0(x) +¢].

En outre 6(z) doit vérifier
Ho g : f” est 2-fois continiment différentiable autour de 0(x), de dérivée

seconde f*()(.) satisfaisant =) ((x)) < 0.

Théoreme 3. Sous les conditions imposées dans la Proposition 1 et si les

hypothéses Hy 7 et Ha g sont également satisfaites, nous avons

. 2 logn
o)~ 0| = 00 )+ 0 ([ 52

Remarque 7. Posons L = 0, notre modéle de censure se réduit au modeéle clas-

sique de censure a droite. Dans ce cas, si nous posons h,, = g,, nous obtenons
le méme taux de convergence que celui de 'estimateur du mode condition-

nel étudié par Khardani et al. (2010), sauf que notre mode de convergence
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(presque compléte) est plus fort que celui étudié dans article précité (conver-
gence presque sire). Nous avons donc généralisé le mode de censure tout en

améliorant le mode de convergence.

Démonstration. Avant d’établir le taux de convergence, nous avons d’abord
besoin de montrer la convergence presque compléte de 0, () vers 0(z), ce qui
s’écrit

0,(z) 2% 0(x). (3.11)
La continuité et la monotonie stricte de f*(.) sur (6(z) — &,0(x)) et sur

(0(z),0(x) + ) montre que la fonction (f*)~! existe donc et est continue au
point f*(6(x)), ce qui implique que
Ve >0, 36(e) > 0,y € (0(2) =&, 0(x)+8), [/ (y)=7(0(x))] < d(e) = ly—0(x))] < e

Comme 0,(z) € [0(x)) — £,0(x) + €) par définition,
Ve >0, 36(e) > 0, |f*(Bu(x)) — F*(0(x))] < 6(€) = | Ou(x) — O(x))| < e
Nous obtenons donc
Ve >0, 30(e) > 0, Pllfn(x) = 0(z)| > ¢] < P[|f*( Ou(x)) = [7(0(x))] > 8(e)].
D’autre, part il vient directement des définitions de 6, () et 6(z) que

(0@)) = f*(Bu(2))] = f7(B(x)) ~ "”( n(7))
= [*(0(x) = Fi(0(@) + [(0(x)) = f*(bu(x))
< [f7(0@@) = fi0@)] + [ff( On () = *(u())]

<2 sup 1F=(y) — f2(y)]-
YElO(x)—€,0(x)+e]

Il reste a appliquer la convergence uniforme presque compléte de 'estimateur
£ sur le compact [0(x) — €, 0(2) +£], montrée a la proposition 1, pour arriver
a

pr ()| > €] < o0,
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qui est le résultat visé.
Etablissons maintenant le taux de cette convergence.
L’hypothése Hy g combinée avec le développement de de Taylor d’ordre deux

autour de 6(z), nous méne a
7 (0n() = f(6(x)) + %f"’(z)w*)(én(x) —0(x))*,

pour une variable aléatoire 6* comprise entre 6(z) et 6, (x).

Mais puisque nous avons montré un peu plus haut que

FoOu(@) = f1O@)| <2 sup

ye(0(x)—¢,0(x)+C)

IHOEFROIR
nous en déduisons que

(Bu(a) —6(@)* <4 sup
y€(0(z)—(,0(x)+C)

£0(0")

fily) - f””(y)‘ . (312)
La relation (3.11) avec I'hypothése Hy g implique que

F5207) 22 1= (9(x)) # 0.

Il reste a appliquer la Proposition 1 avec (3.12) et la Proposition 3.ii de

I’annexe, pour obtenir

R 2 logn
O,(z) —0(x)] = O(h% + g2) + Opeo (, /%) .
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Chapitre 4

Simulation

4.1 Estimateur de la densité conditionnelle

Dans cette section, nous voulons vérifier la performance de I'estimateur
étudié f;f lequel, rappelons le, est défini en (2.2)

par,
Kol 52)

fa — an lea— In In
fi(y) ; () 1a,=0) S (Z)F,(Z) + U,

pour des tailles finies de I’échantillon. De plus, nous évaluons 'effet du taux
de censure (CR) et de la taille de ’échantillon (n) sur la qualité de cet esti-
mateur pour un point fixé x.

A cette fin, nous considérons les modéles connus suivants .

Ml: Y =X+0.2e

M2: Y =cos(1.5X) + 0.2,

M3: Y =exp(X —0.2) + 0.2,

ou X et e sont des variables aléatoires indépendantes suivant respectivement
la distribution exponentielle £(1/3) et la distribution normale A/(0, 1). Nous
prenons x = 3 pour le modéle M1 et x = 0.5 pour les modeles M2 et M3.

Nous modifions le paramétre CR en considérant différentes variables de cen-
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sure. C’est a-dire que la variable de censure a gauche L est générée par une
distribution exponentielle pour laquelle nous faisons varier le paramétre, alors
que la variable de censure a droite R est générée par une distribution expo-
nentielle & laquelle nous ajoutons la constante 0.01 pour assurer la validité
de I’hypothése Hj.
Nous choisissons le noyau Epanechnikov pour K et K; et nous prenons
h, = g,. Nous utilisons une fenétre optimale obtenue en minimisant la norme
supremum entre les valeurs estimées et les vraies valeurs de la densité condi-
tionnelle, sur un ensemble de valeurs de fenétre dans [0, 1]. Le supremum sur
y est pris sur 'intervalle [0, 4].
La mesure de la distance entre les valeurs théoriques et les valeurs estimées
est calculée en fonction de CR et n.
Pour chaque valeur de CR et n, nous répétons 200 fois la simulation et pre-
nons la médiane sur y € [0, 4] de I'erreur moyenne quadratique.
Plus précisément, le tableau ci-dessous fournit les valeurs

200

[f2(y) — £ ()

med —
yel0,4] 200 =

n=100 n—200 n—500

CR(% )| M1 | M2 | M3 | M1 | M2 | M3 | M1 | M2 | M3
0% | 0.029 | 0.024 | 0.013 | 0.019 | 0.012 | 0.009 | 0.013 | 0.010 | 0.0087
30% | 0.054 | 0.043 | 0.027 | 0.025 | 0.024 | 0.017 | 0.023 | 0.020 | 0.012
60% | 0.102 | 0.091 | 0.050 | 0.073 | 0.043 | 0.035 | 0.040 | 0.023 | 0.030

Il résulte de ce tableau que la qualité de I'estimation s’améliore lorsque
la taille de ’échantillon augmente ou lorsque le taux de censure diminue, ce
qui est tout & fait prévisible.

Nous illustrons ces résultats par les figures suivantes qui montrent également
que tous les graphes de l'estimateur présentent une forme acceptable par

rapport aux véritables courbes.
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FIGURE 4.1 — Modéle M1, de gauche a droite n = 100,200 et 500 et CR a
peu prés 30%.
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FIGURE 4.2 — Modéle M2, de gauche a droite n = 100,200 et 500 et CR a
peu prés 30%.
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FIGURE 4.3 — Modéle M3, de gauche a droite n = 100, 200 et 500 et CR &
peu prés 30%.
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FIGURE 4.4 — Modéle M1, de gauche a droite CR a peu prés 00%, 30% et
60% et n = 200.
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FIGURE 4.5 — Modéle M2, de gauche a droite CR a peu prés 00%, 30% et
60% et n = 200.
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FIGURE 4.6 — Modéle M3, de gauche a droite CR a peu prés 00%, 30% et
60% et n = 200.
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4.2 Estimateur du mode conditionnel

Dans cette section, nous considérons deux modéles parmi ceux étudiés a
la section précédente tout en conservant les mémes parameétres afin de tester

la performance de I'estimateur du mode conditionnel, donné par

O () = argsup f2(y).

yes
Nous présentons l'effet de la taille de I’échantillon ainsi que celui du taux de
censure pour les deux modéles suivants.
Ml: Y =X+40.2¢
et
M3: Y =exp(X —0.2)+0.2€.
Nous évaluons 'erreur quadratique moyenne de 'estimateur du mode condi-
tionnel étudié.
Pour chaque valeur de CR et n, nous répétons 200 fois la simulation et pre-
nons la médiane sur = € [0,4] pour le modéle M1 et sur = € [0,1.5] pour le
modele M3, de 'erreur moyenne quadratique.

Plus précisément, le tableau ci-dessous fournit les valeurs
200
1

d—= [0i(z) — 0(z)]

et
1 200

d —
xg[%)%.ﬁ.] 200 —

[Ori(a) — B(2)]?

pour les modeles M1 et M3 respectivement.

n=200 n—300 n—>500
M1 M2 M1 M2 M1 M2
00% 0.023 | 0.016 | 0.013 | 0.014 | 0.012 | 0.010
30% 0.025 | 0.022 | 0.017 | 0.019 | 0.014 | 0.011
60% 0.070 | 0.027 | 0.040 | 0.025 | 0.016 | 0.015

CR(% )
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FIGURE 4.7 — Modéle M1, de gauche a droite n = 200,500 et 800 et CR &

peu prés 30%.

Les figures 4.7, 4.8, 4.9 et 4.10 présentent une bonne qualité d’ajustement
au fur et a mesure que les taux de censure diminuent et que les tailles des

échantillons augmentent, ce qui est prévisible et est en conformité avec les

résultats obtenus au tableau précédent.
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FIGURE 4.9 — Modéle M1, de gauche a droite CR a peu prés 00%, 30% et

60% et n = 500.
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FIGURE 4.10 — Modéle M3, de gauche a droite CR a peu prés 00%, 30% et
60% et n = 500.
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Annexe

Nous rappelons dans cette partie quelques outils et résultats utilisés dans

cette thése.

Théoréeme 4. Sotent g et K deux fonctions intégrables, avec K bornée et

|z| K(2) — 0, posons :

|z| =00

i) = - / K(5 (e - 2)dz

ot (hy)nen est une suite de nombres réels strictement positifs qui converge
vers 0.
Si g est continue au point x € R, alors g,(x) —— g(x) [ K(2)dz.

n—o0

St g est uniformément continue, alors la convergence de g, est uniforme.

Démonstration. . Soit € > 0, on a :

gu(z) — 9(2) / k(2)dz

_ ‘hin/k(hin)g(z ~ D)de— /Rg(a:)k(z)dz

/Rk(y)g(x — hay)dy — /Rg(af)k(y)dy'-

Comme g est continue, 30 > 0/|z — z| < § implique que |g(z) — g(z)| < e

64



Donc

/R [(g(x = hny) — g(x)) K (y)| dy < / l9(x — hny) — g(x)] K(y)dy + / l9(x — hpy) — g()]

lyl<32 lyl> 52

< / K(y)dy + / 9 — )| K (y)dy
lyl<7- ly|> 32

hn

Par I’absolue continuité de I'intégrale et le fait que h,, —— 0 :3ng € N/Vn >
n—oo

no’fly\zhi K(y)dy < e.
De plus, sur {|y| > %} on a |y|% >1, dou

[l — K@y < [ lm2lgte— b Ky
|y\ZE n
sup [yl (w) [ gz)dz — 0.

[]

Soit (£2, A, P) un espace de probabilité, (Xn),cy une suite de variables
aléatoires réelles et X une variable aléatoire réelle définie sur 2. Nous rap-

pelons ci dessous les modes de convergence utilisés dans ce travail .

Convergence en moyenne quadratique

Si X, € L? et X € L?, on dit que X,, converge en moyenne quadratique
vers X si
E|lX,-X*=[|X,— X[*dP — 0.

n—oo

On note X,, —=%3 X.
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Convergence presque compléte

La suite de v.a.r. (Xn),en converge presque complétement vers la v.a.r.
X si

Ve>0, Y P[IX,—X|>¢ <o
neN

p.co.

On note X,, — X.

Soulignons le fait que la convergence presque compléte n’implique pas
la convergence en moyenne quadratique qui, a son tour, n’entraine pas la
convergence presque compléte, comme le montre 'exemple suivant
Ezemple 6. Soit Pespace de probabilité ([0, 1], B([0,1]), A), on B([0,1]) dé-
signe la tribu borélienne sur [0,1] et A est la restriction de la mesure de

Lebesgue a cet ensemble, considérons les suites (f,,)nen = nlyp 1y, (gn)nen =

1[07%}.

On a
Suen A fal> @) = Sen A (Inlg > )
= nen A | 1[0,7%2} |> %)
< VnenA (To.2)
< Ynen 7z < F00
donc (fu)nen converge p.co vers 0,
mais

= limy, e 2 = 1 # 0,

n2
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donc

On a

donc

mais

donc

Rappelons maintenant quelques propriétés de la convergence presque com-

pléte.

Convergence presque compléte et inégalités de

Bernstein

Le concept de convergence presque compléte a été introduit par Hsu et
Robbins (1947). Elle implique la convergence presque stre et se préte bien
aux calculs faisant intervenir des sommes de variables aléatoires. Malgré cela,

elle ne commence a devenir populaire dans la communauté statistique que

(fu)nen ne converge pas en m.q vers 0.

Yonen A gn > €) =3 en A Lo, 1 > €
=2 nen A 1[0,%] > €

= ZnEN % = +OO’

(8n)nen e converge pas p.co vers 0,

iMoo Bgr = limy o0 [ Ljo,11(z) dA(z)
= limy,o0 A ([0, 1))

=0,

(8n)nen converge en m.q vers 0.
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dans les années 1980 apreés les travaux de Collomb. Elle est utilisée surtout
en statistique non-paramétrique.
On dit que la suite de variables aléatoires réelles (X,,),en converge presque

complétement vers une variable aléatoire X lorsque n — oo si

Ve >0, ZP[|Xn—X| > €] < 0.
neN
On dit que la vitesse de convergence presque compléte de la suite de variables

aléatoires réelles (X, )nen vers X est d’ordre (u,,) si

Jeo > 0, ZPHXn — X| > euy] < o0.
neN
Cette définition du taux a été introduite par Ferraty et Vieu (2006). Elle a
I’avantage théorique d’impliquer les deux vitesses de convergence classiques
en probabilité et presque sire.

Dans les derniéres décennies, ce mode de convergence a été trés utilisé
dans des travaux concernant la statistique non-paramétrique des données
fonctionnelles.

Dans la partie qui suit, nous rappelons quelques propriétés relatives a la
convergence presque compléte et nous introduisons quelques inégalité expo-
nentielles pour des sommes de variables aléatoires, utiles a la démonstration

des propriétés de convergence presque compléte.

Cette convergence et son taux possédent les propriétés suivantes.

Proposition 2. (cf Ferraty et Vieu (2006), Proposition A.5.)
Soit (uy,) une suite de nombres réels tels que lim,,_ ., u,, = 0, et soit [, et l,

deux nombres réels telles que lim,, ., X,, =[x p.co. et lim,, . Y,, = ly p.co..
i) On a

(a) lim, (X, +Y,) =lx +ly, p.co.,
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(b) lim, (X, Y,) = Ixly, p.co.,
(¢) lim, o Xin = i p.co. lorsque lx # 0.
i) Si Xy, — Ix = Ogco(tn) €t Yy, — ly = Oy co(uy), alors
(@) (Xo+Y2) = (Ix +1y) = Opeo (1),
(b) (X,Y,) — (Ixly) = Op.co.(“”)?
(c) XL L = 0,0 (uy,) lorsque Ix # 0.

no Ix
Démonstration.  i.a) La preuve découle immeédiatement de I'inégalité sui-

vante

€

P((Xa+Ya) = (L +1y)| > €) £ P(Xa=Ix| > 5)+P(Ya=ly| > 3).

ii.a) Il suffit d’appliquer ce résultat a € = egU,,.

i.b) Sans perte de généralité, on pose [x = 0. La décomposition suivante
XnYn = Yn(Xn - lX) + Yan7
nous donne

PG| > ) < P (Y= 41X > 5 ) + P (I Xl > 5)

€ € €
P (]Yn Cly| > \@) +P (any > \/;) 4P (\any| > 5)

<P (|Yn Cly| > %) e (\Xn| > g) P <|anyy > g) .

IN

L’inégalité précédente et la convergence presque compléte de X, et Y,

permettent d’écrire

D P(IX,Y,] > €) < o

neN

ii.b) 1l suffit d’appliquer le résultat précédent a € = €yU,,.
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i.c) La convergence presque compléte de Y, vers ly implique Pexistence
de 6 >0 (6 = %)) tel que :

> P(|Y,] <6) < o0, (4.1)

neN

de plus nous avons

1 1
P{l———>c¢ :P(’Yn—ly‘ >€‘lyYn’)
Y, Iy
< P(Ys —ly| > ey Y|, [Yal > 6) + P(|Y, < 8])

< P(|Y, — ly| > ed|ly|) + P(|Ya]| <6).

En utilisant la relation (4.1) et la définition de la convergence presque

compléte de Y, vers ly, il vient

> < 0.
}/n lY - €> >

ii.c) On procéde de la méme maniére pour € = eyU,.

Proposition 3. (cf Ferraty et Vieu (2006), Proposition A.6.)
On suppose que lim,, o u, =0, Si X, = Opco (uy) et lim, o Y, = ly p.co.,

alors
7’) XnYn = Op.co. (un);
ii) );—: = Op.co.(Un), lorsque ly # 0.

Démonstration. i) La définition de la convergence presque compléte de

Y, vers ly implique I'existence de § > 0 tel que

> P[Y,] > 6] < oc.

neN
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La décomposition suivante

P(|Y, X,| > €U,) = P(|YnXn| > €Uy, |Ya| <6) + P(|X,Y5| > €Uy, |Ya| > 0)

< P(|X,| > e7'U,) + P(|Y,] > 6),

associée a l'inégalité précédente et & I'hypothése X, = Ogy.0(Uy),
conduisent a XY, = Oy.00(U,).

ii) La preuve est un résultat direct de i) de cette proposition et de la

partie i.c) de la proposition 2. ]

Inégalités de type Bernstein

Soit {X,,,n > 1} une suite de variables aléatoires indépendan tes, iden-
tiquement distribuées et centrées. Pour démontrer la convergence presque
compléte, nous avons besoin de trouver des bornes supérieures pour certaines

probabilités concernant des sommes de variables aléatoires de la forme

(540

> 2
=1
Dans ce contexte, il existe de puissants outils probabilistes appelés inégalités

ou éventuellement e décroit avec n.

exponentielles.
On en trouve différentes versions dans la littérature. Les inégalités différent
selon les hypothéses imposés aux variables aléatoires Z;. Nous en présentons
ici celles qu’on appelle inégalités de type Bernstein dont la forme convient le
plus & notre travail.

Supposons que {X,,n > 1} est une suite de variables aléatoires réelles,

indépendantes et centrées.
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Proposition 4. (cf Ferraty et Vieu (2006), Proposition A.7. )
Si

alors
n

v 2, B < () (@)
2.

< 2exp e (o
i=1 2<1 + A_n)

ot (a;)1<i<n Sont des réels positifs, b € RT et A2 =a? +ad+a3+ ... +ad2.

Ve > 0, P X, |> €A,

Démonstration. cf. Bernstein (1946); Yurinskii (1976) O

Corollaire 1. (cf Ferraty et Vieu (2006), Corollaire A.9. )

1. S’il existe une constante positive M < oo, telle que |X1| < M, alors

- <9 —e’n
en eXpl ———— ¢,
=2 202(1 + 25)

2. Supposons que les (X;)1<i<n dépendent de n et que o2 = EX?, s’il
eriste M = M, < oo tel que |X;| < M, siUM2 < C < o et si

on a

>

=1

VeZO,P(

ot 02 = EX?.

Uy, = n_lag logn, vérifie lim,, . u, = 0, alors nous avons
1 n
E E Xz = Oa.co(\/ un)
i=1

Démonstration. 1. En appliquant la proposition 4 & a? = 02, A2 = no?

et b = M nous aboutissons a 1).

2. Comme ]\ﬁg]" tend vers zéro, il suffit de rependre le résultat 1) pour

€ = €9y/Un,, on arrive donc a l'existence d’une constante C’ telle que

N —e31
P= 3 X > el | <2exp ‘08T
) ot 2 <1+€0 A{E")
< 2n_cle(2).
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Pour ¢y bien choisi le terme de droite est le terme général d'une série

convergente. Ainsi s’achéve la preuve de ce corollaire. O
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Perspectives

Nous terminons par quelques perspectives de recherche qui peuvent faire
I'objet de futurs travaux.
e Montrer des résultats de convergence en moyenne quadratique similaires a
ceux du chapitre 2 dans le cas de la censure double.
e Etablir la normalité asymptotique d’estimateurs de la densité et du mode
conditionnels dans un modéle de censure mixte et double.
e On peut aussi étudier le prolongement de nos résultats au cas de données

fonctionnelles (lorsque la covariable est dans un espace de dimension infinie).
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Abstract

In this thesis, we are interested in the nonparametric estimation of the condi-
tional density and the conditional mode, in a twice censorship model. This
means that the response variable Y is right censored by a variable R and
that min(Y, R) is left censored.

On the one hand, we build estimators, by the kernel method, for the condi-
tional density and the conditional mode and establish a rate of the almost
complete convergence for them.

On the other hand, we give the rate of the mean square convergence of the
conditional density estimator.

Finally, a simulation study is conducted in order to illustrate, for a finite size,

the performance of the proposed estimators.

Keywords : Censored data, Conditional density, Conditional mode, Mean
square error, Almost complete convergence, Nonparametric estimation, Conver-

gence rate, Simulation.



Résumé

Dans cette thése, nous nous intéressons a ’estimation non paramétrique de
la densité conditionnelle et du mode conditionnel dans un modéle de censure
mixte. Ce qui veut dire que la variable réponse Y est censurée a droite par
une variable R et que min(Y, R) est censuré a gauche.

Nous construisons des estimateurs, par la méthode du noyau, pour la densité
et le mode conditionnels, pour lesquels nous établissons la vitesse de conver-
gence presque compléte.

Par ailleurs, nous étudions la convergence en moyenne quadratique, avec
taux, de I’estimateur de la densité conditionnelle introduit.

Finalement, une étude sur des données simulées permet d’illustrer la perfor-

mance, & taille finie, des estimateurs proposeés.

Mots clefs : Données censurées, Densité conditionnelle, Mode conditionnel,
Erreur quadratique moyenne, convergence presque compeéte, Estimation non

paramétrique, Taux de convergence, Simulation.



