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Introduction.

Une ¢équation différentielle stochastique peut étre interprétée comme une équation
ordinaire perturbée par un bruit blanc (son intensité b(¢, X;) dépend du temps ¢ et de la

position X;) et donc prend la forme suivante :

ou b et o sont des fonctions données, et W, est un processus de Wiener qui est le modele
mathématique du mouvement brownien.

Par solution d’une équation différentielle stochastique, on entend un processus sto-
chastique continu X tel que pour tout ¢t > 0,

t t
X, —X0+/b(s,Xs)ds+ /U(S,Xs)dw/7s, P.s. (1.2)
) .

Il y a deux facons de poser le probléme, 1’une dite forte et I’autre faible en fonction de ce
qui est donné a priori et des propriétés que doit posséder la solution.

Dans le cas d’une solution forte, on donne a priori I’espace de probabilité filtré
(Q, F, (]'—t)tzo , P), un processus de Wiener W; et une variable aléatoire initiale & et on
cherche un processus stochastique continu X, satisfaisant I’équation (1.2) avec Xy = &.
On suppose généralement que la filtration (F3) +>0 st la plus petite pour laquelle le proces-
sus de Wiener W est adapté et £ est Fy-mesurable.

La condition exigeant que la solution .X; soit adaptée implique alors qu’elle puisse

étre exprimée en fonction de £ et de W, : X = F(&,W,) pour une fonction mesurable
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appropriée F'. Pour précidser la notion de solution forte des équations différentielles sto-

chastiques nécessite de rajouter certaines conditions sur F'.

Dans le cas d’une solution faible de 1’équation différentielle stochastique, on cherche
a déterminer un espace de probabilité filtré, un processus de Wiener, une variable aléatoire
initiale et un processus continu et adapté X, satisfaisant I’équation (1.2). La loi de la vari-
able initiale X est généralement donnée. La filtration satisfait les conditions habituelles
seulement de sorte qu'une solution faible X n’est pas nécessairement une fonction du cou-
ple (Xo, W). 1l est clair que I’existence une solution forte implique toujours I’existence
d’une solution faible, mais 1’inverse est faux.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a 1’équation différentielle stochastique de la

forme :
dX, = b(t, X,)dt + dBH (1.3)

ou b est une fonction donnée et B est un mouvement brownien fractionnaire caractérisé
t

par B = /KH(t,r)dWT.
0
Dans le cas ou le paramétre de Hurst H est égale a %, B! est un mouvement brown-
ienct si H # %, le processus B n’est pas une semi-martingale et nous ne pouvons pas
appliquer le calcul stochastique de Ito par rapport a 3. Nous présentons le calcul sto-
chastique par rapport au brownien fractionnaire B¥ et nous donnons quelques théorémes
d’existence et d’unicité de 1’équation (1.3) inspirés des travaux de Y. Ouknine et de ses

collaborateurs.

Le mémoire est organisé comme suit :
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Le chapitre 1 constitue un préliminaire sur les processus stochastiques a temps con-
tinu. Dans la section 1.1, on définit les martingales, le processus du mouvement brownien,
les processus de Markov et les processus de diffusion. Dans la section 1.2, on s’intéresse a
I'intégration stochastique et a la formule de It6 ainsi qu’au probléme de changement de la
mesure et au théoréme de Girsanov [08], [09],[10], [11], [12], [18], [19], [20], [21], [22],
[23].

Dans le chapitre 2, on définit les différents types de solutions (fortes et faibles) et
les différents types d’unicité (en loi et des trajectoires) pour les équations différentielles
stochastiques dans le cas classique c’est & dire gouvernés par un processus de Wiener. On
expose aussi quelques théorémes d’existence et d’unicité et principalement le théoréme
de base de 1td pour les solutions fortes et le théoréme de Yamada et Watanabe pour les
solutions faibles. On s’intéresse aussi a I’équivalence de la notion de solution faible et du
probléme de martingale de Stroock et Varadan. On termine ce chapitre par un théoréme
sur la propriété de Markov forte pour les solutions des EDS, 1’expression explicite des
solutions des équations différentielles stochastiques linéaires, la formule de Feynman-Kac
et quelques exemples [05], [08], [09],[10], [11], [12], [18], [19], [20], [21], [22],[23].

Le chapitre trois est consacré aux ¢équations différentielles stochastiques gouvernées
par le mouvement brownien fractionnaire (MBF).

La premicre section porte sur le calcul fractionnaire, le mouvement brownien frac-
tionnaire, le calcul de Malliavin, 1’intégrale stochastique par rapport au MBF et la version

de la formule de It6 [01], [02], [04], [06], [07], [14], [17].
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Dans la deuxiéme section, on s’intéresse a la transformation de Girsanov qui est un
outil essentiel dans la preuve de 1’existence des solutions faibles [03], [13], [15],]16].
Dans la derniére section, on montre 1’existence et 1’unicité des solutions des équations

différentielles stochastiques gouvernées par le MBF [03], [13], [15], [16].



Chapter 1
PRELIMINAIRES.

1.1 Processus stochastiques.

1.1.1 Définitions.

Dans cette section, nous présentons quelques concepts fondamentaux concernant les proces-
sus stochastiques a temps continu qui sont nécessaires pour notre travail.

Fixons un espace de probabilité (2, F, P) et rappelons qu’une fonction X : @ — R
est une variable aléatoire si X est une fonction mesurable de (2, F) dans (R, B(R)) ou
B(R) est la o-algebre de Borel de R.

Définition 1.1

La famille des variables aléatoires X = (X;);-q avec X; : 2 — R s’appelle proces-
sus stochastique avec I’ensemble d’indices I = [0, oo].

Dans toute cette section, nous considérons seulement des processus a valeurs dans R
et I’intervalle de temps [0, oo].

La définition d’un processus stochastique peut étre donnée d’une fagon plus générale.
Il y a deux types de définitions d’un processus stochastique X :

(a) la famille X = (X;);>o décrit des fonctions aléatoires par :

w— flw) = (Xt(w))tzm

la fonction f(w) : t — X;(w) s’appelle réalisation ou trajectoire du processus X .
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(b) la famille X = (X);>q décrit un processus, par rapport a la variable de temps ¢ ;
la famille des variables aléatoires t — X;.

Les deux approches différent par les roles de w et ¢.

Définition 1.2

Soient X = (X;);»0 et Y = (X;)¢>0 deux processus stochastiques sur le méme
espace de probabilité (2, F, P) .

(i) les processus X et Y sont dits indistinguibles, si I’ensemble {w € Q : X, (w) =
Y, (w),t > 0} contient un ensemble de probabilité 1.

(i) les processus X et Y sont des modifications ’'un de 'autre, si P (X, =Y;) =1
pour tout ¢ > 0.

Définition 1.3

Soient X = (X;);>0 et Y = (X});>0 deux processus stochastiques sur (2, F, P) et
(Q, F, ]5>, respectivement, alors X et Y ont les mémes distributions finidimensionnelles
siP((Xy,...,X;,) €B)=P((Xy,...,Xt,) € B)pourtout 0 < ¢; < ... <, < o0
et B € B(R").

Proposition 1.1

(i) si X et Y sont indistinguibles, alors il sont des modifications [’un de I’autre, mais
I’implication inverse n’est pas vraie en général.

(ii) si X et Y sont des modifications 1’un de ’autre, alors ils ont les mémes distribu-

tions finidimensionnelles.
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(iii) supposons que X et Y soient des modifications 1'un de 1’autre et que toutes
les trajectoires de X et de Y soient continues a gauche (ou continues a droite), alors les
processus X et Y sont indistinguibles .

Remarquons qu’on peut construire des exemples de processus stochastiques définis
sur le méme espace de probabilité ayant les mémes distributions finidimensionnelles mais
qui ne sont pas des modifications de 1’un de 1’autre.

e Nous avons besoin aussi de différents types de mesurabilité pour les processus
stochastiques. Rappelons tout d’abord la notion de filtration.

Définition 1.4

Soit (2, F, P) un espace de probabilité. Une famille de o-algébres

<~7:t)t20 s’appelle filtration, si F; C F; C F pour tous 0 < s < ¢ < oo.

(i)siF- =0 (U .’FS) =0 (Frec,e>0)=F,
s<t
on dit que la filtration (F;),est continue a gauche.

(i) si Fpe = [ Frae = Fo.

on dit que la i?l‘?ration (Ft),=qest continue a droite.

(Par convention Fy = Fo-).

Définition 1.5

L’espace de probabilité (2, F, P, (F;),-,) satisfait les conditions habituelles si on a:
(i) (Q, F, P) est complet,

i)Vt >0: Ae FysiAe Ftelque P(A) =0,

(iiii) la filtration (F3),-, est continue a droite.

Définition 1.6
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Soient X = (X;);>0 un processus stochastique.
(i) le processus X est continu si ¢t — X;(w) est continu pour presque tout w € Q.
Définition 1.7
Soient X = (X;)i0, X: : @ — R? un processus stochastique sur (€, F, P) et
(Ft);>¢ une filtration.
(i) le processus X est dit mesurable si pour tout A € B (R?) , I'ensemble {(¢,w) , X; (w) € A}

appartient & la o-algébre produit B (|0, oo[) ® F. En d’autres termes, la fonction :
(t,w) — X (w) 1 ([0, 00[x€2, B([0,00]) @ F) — (R%, B (RY))

est mesurable.

(ii) le processus X est dit adapté par rapport a la filtration (F) +>0 » Sipour tout ¢ > 0,
X, est F;-mesurable.

(i) le processus X est dit progressivement mesurable par rapport a la filtration
(Ft)yq» si pour tout 7' > 0, la fonction (t,w) — X;(w) est mesurable de ([0, 7] x
Q,B([0,T]) ® F) dans (R%, B (RY)).

Remarque.

On a : (iv)=-(iii)=-(i)+(ii)

Proposition 1.2

(i) Un processus qui est progressivement mesurable est mesurable et adapté.

(ii) Un processus adapté tel que toutes ses trajectoires soient continues a gauche (ou
continues a droite) est progressivement mesurable.

Le temps d’arrét est un temps aléatoire qui est un outil important dans la théorie des

processus stochastiques.
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Définition 1.8 (Temps d’arrét)
Soit (€2, F) un espace mesurable avec la filtration (F;);>.

Une fonction 7 : @ — [0,00] s’appelle temps d’arrét par rapport a la filtration

(ﬂ)tzm si

{r <t} € Fipourtoutt > 0.

Exemple.

Soient X = (X;);>0 un processus continu et adapté et I un sous-ensemble non vide
de R. Définissons le temps d’entrée 7 par : 7p(.) = inf {# > 0, X;(.) € '}, alors si " est

un fermé, 71 est un temps d’arrét.

Intéressons nous maintenant a la notion de martingale.
Martingales.

Définition 1.9

Soient X = (X;)¢>0 un processus F;-adapté tel que F|X;| < oo, pour tout ¢ > 0.

(i) X s’appelle une martingale, si pourtous 0 < s <t < 00 :
E(Xy|Fs) = Xspes.

(ii) X s’appelle une surmartingale, sipourtous 0 < s <{¢ < 00:
E(Xy|Fs) < Xsp-s.

(iii) X s’appelle une sous-martingale, si pourtous 0 < s <{ < 00

B(X,JF) = X, ps.
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Mouvement brownien.

Le mouvement brownien bidimensionnel a été observé en 1828 par Robert Brown
comme diffusion de grains de pollen dans 1’eau. Le mouvement brownien unidimensionnel
a été utilisé par la suite par Louis Bachelier en 1900 pour modéliser les marchés financiers
et par Albert Einstein en 1905. La premiére preuve rigoureuse de son existence (mathéma-
tique) a été donnée par Norbert Saucisse en 1921.

Dans cette section, nous exposons les deux différentes définitions du mouvement
brownien.

Définition 1.10

Soient (2, F, P) un espace de probabilités. On appelle mouvement brownien stan-
dard, un processus stochastique B = (B;);> tel que :

(i) By = 0,

(ii) pour tous s < t € [0, 00[, la variable aléatoire B, — B, est indépendante de
(Bu)ueo,s)» 1-€.

pourtous 0 < 81 <...<s,<setA, 4,..., 4, €B(R),ona:
P(Bs, € Ay,...,Bs, € A,. By — Bs; € A) =

P(Bg, € Ay,...,Bs, € A,) P(B, — B € A),

(iii) pour tous 0 < s <t < oo etpourtout A € B(R),ona:

T‘Z
P(BtiBs S A) = —ﬁfAe_mdl‘

(iv) presque toutes les trajectoires ¢ — B;(w) sont continues.

Proposition 1.3
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Soient X = (X});>0 un processus stochastique tel que presque toutes les trajectoires
soient continues et tel que X, = 0, alors les hypothéses suivantes sont équivalentes :

(i) le processus X est un mouvement brownien standard.

(ii) le processus X est un processus gaussien de moyenne m; = 0 et de covariance
I'(t,s) = min {s,t} .

Définition 1.11

Soient (Q,]—', P, (jrt)tgo) un espace de probabilité et B = (B;);>0, By : € — Run
processus stochastique adapté. Le processus B s’appelle F;-mouvement brownien stan-
dard, siona:

(i) By = 0,

(ii) pour tous 0 < s < t < 00, la variable aléatoire B, — B, est indépendante de F;,
ie.

pourtous C € Fret A€ B(R),ona:

P(CN(B,—B,) € A) = P(C)P((B,— B,) € A),

(iii) pour tous 0 < s <t < oo,ona:

By — B~ N (0,t — s)

(iv) pour presque tout w € €, les trajectoires ¢ — B;(w) sont continues.

Proposition 1.4

Soient B = (B);>0 un mouvement brownien standard dans le sens de la premiére
définition (‘EB)tEO sa filtration naturelle, c.a.d. FP = (B, : s € [0,1]), alors B est un

FPB-mouvement Brownien.



1.1 Processus stochastiques. 12

Soient maintenant (§2, F, P, (F;),-,) un espace de probabilité filtré et X = {Xt, (F) QO}
un processus stochastique de distribution initiale j, oo FX = o (X,,0 < s < t).

Dans I’espace (Q, FX, P*) ou P* (X, € A) = n(A), A € B(R) notons pour tout
t>0,

N = {F C Q3G e FX/F C G, P*(G) =0}

et V¥ est la collection des ensembles P¥-nulle notée simplement A/¥.
Définition 1.12

Pour tout + > 0, définissons, la complétion F* = & (FX UN}') et 'augmentation
Fl =ocFXUN"

de o-algébre F;* par P

Remarque.

Sit = oc les deux concepts coincident.
Théoréme 1.1

Soit B = {Bt, (.EB ) } un mouvement brownien de d-dimensionnel de distribu-

>0
tion initiale o dans (2, F2, P*) , est un mouvement Brownien relativement 2 la filtration

(F1') 0> €t méme pour (ﬁj‘)

>0
Processus de Markov et de diffusion.

Définition 1.13 (Processus de Markov)
Soit 4, une mesure de probabilité dans (R, 5 (R)) et X = (X;);>0 un processus défini
sur I’espace de probabilité (2, F, P*), a valeurs dans R. On dit que X est un processus de

Markov avec la distribution initiale y, si :
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(i) P (Xoe A)=u(A),VAe B(R).

(i) pour tout s,t > 0 et A € B(R),

PH[X s € AJFs] = P [ X5 € A/ X, pes.

Définition 1.14

Une famille de Markov est un processus X = (X;);>o adapté sur I’espace (€2, F) et
une famille des probabilités { P*} _ tels que:

(a) pour tout A € F, la fonction z — P* (A) est mesurable.

(b) P*(Xg=2)=1,Vo € R.

(¢c)pourtousx € R, s,t>0et A e B(R),

P[Xiy o€ AJF] = P [ Xy s € A/X ], P-ps.

(d) pourtous x € R, s, > 0et A e B(R),

Pe[Xy s € A/X =PV [X; € A, PrX tps.

Définition 1.15 (Processus de diffusion)

Soit X = { Xy, (Ft)y0 }+{Pr}ycpa - une famille de Markov sur (€2, F) avec des tra-
jectoires presque stirement continues. On dit que X est un processus de diffusion, s’il
vérifie les conditions suivantes :

) lim L BX, - X./X, = a] = b(s,2)

(i) lim 2, (X, — X.)? /X = 2] = 0% (s,2),Vz €R.

ou o,b : R — R, sont des fonctions mesurables. On appelle b (s, z) le drift et

o2 (s,x) le coefficient de diffusion.
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En d’autres termes b (s, x) est une vitesse du mouvement aléatoire modélisé par X et
o (s, ) est une approximation de la moyenne du changement dans la covariance X; — x,
pour les petites valeurs de ¢ > 0.

Exemple.

Le mouvement Brownien standard est un processus de diffusion avec le drift b (s, z) =
0 et le coefficient de diffusion o (s, z) = 1.

Il y a plusieurs définitions de ce type du processus (probabilité de transition, généra-
teur infinitésimal,...) et plusieurs approches telles que les approches analytiques et les ap-
proches probabilistes par les équations différentielles stochastiques qui sont 1’objet de notre

travail.

1.1.2 Intégrale et calcul stochastiques.

Intégrale stochastique.

Définition 1.16
Soit V' I’ensemble des processus stochastiques a valeurs réelles (Y:t)tzo adaptées,

mesurables et satisfaisant :

o0 2
1Y, = /E (Y] dt ] < oo
0

Un processus Y € V s’appelle processus en escalier s’il est de la forme :

Y(ta Q.)) = Z 7}i(w)1[fi;ti+1[(w)7

=0

ou (¢;);>oest une suite croissante et les variables aléatoires 1), sont F;,-mesurables.
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Pour tout processus Y € V, on pose :

/ VidW, = ", (W, — Wi,) (1.4)
0 =0

Proposition 1.5

Le terme de droite de (1.4) converge dans L2 (P) et par conséquent 1’intégrale

/ Y (t) dWV; est une variable aléatoire bien définie P-p.s. De plus, ’isométrie suiv-

0
ante est vraie :

00 2

iz = || [y wam,
0

On peut prolonger I'intégrale d’1t6 dans V' car I’ensemble des processus en escalier est
dense dans V' relativement a la semi norme |||, et utiliser I’isométrie pour définir I’intégrale.

Proposition 1.6

Pour tout processus Y € V, il existe une suite de processus en escalier

(Y.)n>0 dans V tel que nlgrolo Y —Y,|l, =0

Définition 1.17

Pourtout Y € V, on choisit la suite(Y"),,~o dans I’ensemble des processus en escalier
tel que lim [y — Y, |ly: = 0 et on définit I'intégrale d’1td par :

/Y}dﬂf = lim /Y;"th

0

dans L% (P).

ePour0<a<betY € V,ona:

b

/ YidW, =

a

Yol iy ()W,

0\8

Propriétés.
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Nous rappelons les propriétés principales de I’intégrale d’[t0 sans preuves.
Théoréme 1.2

Soit X et Y deux processus dans V/ alors :
2

(@ F /XtdI/Vt = || X||,,. ("isométrie).
L \0

o0

B 0 0

0
c

c b
(C) /deIVf = /de“yf + /de“yf p.S pour tous 0 <a< b <e.
a a b

(d)/(cXt +Y;)dW, = C/Xt(th +/Ytth
0 0 0

o

(e) E / }(th =0.

0

t
® /Xdes est F;-mesurable pour tout £ > 0.
0
t
(2 /Xdes; t > 0. » est une F;-martingale.
0

t
(2) / X, dWs;t > 0. » posséde une version continue.
0

Extension de I’intégrale de It6.

On prolonge I’intégrale stochastique de 1t6 a la classe de processus V* plus générale
que V.

Définition 1.18



1.1 Processus stochastiques. 17

Soit VV* 1a classe des processus stochastiques a valeurs réelles (Y}), , adaptées, mesurables

o0

ettelsque: P /det <oo| =1

Théoréme 1.03

Pour Y € V* etn € N, considérons le temps d’arrét a valeurs dans R" U {+oc0}
défini par :

n—oQ0

T
Tp =inf ¢ T > O//Y (t,w)*dt >n p  alors lim 7, = co. p.s. et:
0

/ Y dW, = lim,, / Y,dW, en probabilité.
0 0

o0 Tn

oo
Onaprécisément/ S dWo —/ . dW, dans w//Y (z‘,,w)2 dt <n
. 0. O 0 . .

Gréce a la localisation par les temps d’arrét (7,,), on peut obtenir les propriétés de
I’intégrale prolongée.

Théoréme 1.4

L’intégrale stochastique dans V* posséde les mémes propriétés que 1’intégrale sto-
chastique dans V' : linéarité et mesurabilité, mais c’est seulement une F;, -martingale locale

de variation quadratique comme dans (h). De plus, si Y € V*est continue & gauche et II

est une subdivision de [0, ¢], alors :
t

/ YidWy = limm—o Z Y;, (Wi, — We,) en probabilité.

t; €11

0
Colloraire.
t

Pour tout processus X € V, il existe une version de / X,dW s continue en ¢ ,i.e. un
0

t
processus continu (Jt)t20 telque P | J; = /XSdWs =1, pour tout ¢t > 0.
0
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Intégrale de Stratonovich.

Pour Y € V', on définit I’intégrale de Stratonovich par :

fY;oth— lim 3 1 (Vi,, + Vi) (Wi, — W) dans L2 ().

1 —=0 ;€11

Théoréme 1.5
PourtoutY € V, ona:

(l)hm Y iV, +Y) Wy, — W) = deVVt—i— (Y, W),

|11 |ﬁ0f eIl

(ii) f Y, 0 dW, = f Y, dWy + 3 f O gy,
0
Remarque.
L’intégrale de Stratonovich est linéaire et admet une version continue mais n’est pas

une martingale.

Formule de Ito.

La formule de It est le théoréme fondamental dans le calcul stochastique.

Théoréme 1.6
T

Pour un processus i € V* et un processus adapté (gt)tzo ,avec / lge| dt < oo p.s.

0
pour tout le 7" > 0, on pose :

t t

X = /g5d5+/h,SdWS,t > 0.
0 0

Alors le processus Y; = F' (s, X,),t > 0, tel que la fonction F' € C? (R x R, R)

satisfait :

t

yt—Yﬁ/( (5,X,) + 2 (5, X,) g + S5 (5, X,) 12 ds
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t
+/ 9 (5, Xs) hsdWe, t >0
0
Exemple.

(i) Pourg=0;h =1;F (z) = 2", 0ona:

t

0

i
We=[(An(n—1)Wr2)ds+ [ nWr1dW,
0

(ii) Casn = 2: W2 = W2+ [Tdu+ ['2W,dW,, alors :

[fw,aw, = BEWE s

2

2
(iii) Pour g = 0; h = 1; F (t,7) = exp ()\x %) : X, =W, alors :

exp (M, = 2) = 14 ] (—_ exp (AW, —2) + 2 ox
0

+ f Aexp (/\WS - %) dW.
0
Théoréme 1.7

Supposons que :
t

¢
Xt(l) = /ggl)der/hgl)dWs
0

0
et

t t

X —/gS)dH/h?)dWs;ostéT:

0 0
T

ou B0 € V* et / g

0

()\W - )) dt

xMx? - xPx / xMaxP ¢ / xPaxV ¢ / Mg ds .

Remarque.

Le dernier terme est appelé le terme de correction d’Ito.

19
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Changement de la mesure.

Définition 1.19

Soient (€2, F) un espace de probabilité et v et ;1 deux mesures dans cet espace.

Si Z est une fonction mesurable non négative dans 2, alors

v(A) = [ Zdu(A) est une mesure sur F absolument continue par rapport a s

F

généralement notée Z = dv /djs.

Proposition 1.6

Soient P et () deux mesures de probabilité sur (§2, F) telles que Q@ < P avec Z =
d@Q/dP et soient S est une sous o-algébre de F et X une variable aléatoire, alors ¢ | X| <
oo si et seulement si Ep | X| Z < 0.

De plus,ona:

Eq[X/S) = —Egjéz/gf]

p.s. par rapport a Q.
Changement de 1a mesure dans I’espace filtré.

Soient (€2, F) un espace de probabilité, (F;),>o une filtration satisfaisant les condi-
tions habituelles et P et () deux mesures de probabilité sur (€2, F). Les restrictions de P
et () sur F; sont notées respectivement P; et ;.

(i) si Q < P, on a nécessairement toute restriction (); de @@ sur F; est absolument
continue par rapport a la restriction P, de P sur J; et la famille des densités (dérivées de
Radon-Nikodym) 7 est défini par 7, = dQ,/dP,.

(ii) le processus (Z;) +>0 €st appelé le processus de densité de () par rapport a P.
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Proposition 1.7

Si () < P (dans F) alors le processus de densité Z est une martingale non négative
uniformément intégrable par rapporta P et Zg = 1.

Proposition 1.8

Soient €2 un espace de fonctions réelles continues sur [0, oo[ et X un processus de co-
ordonnées (X; (w) = w (t)) dans cet espace. Soient F = F, P une mesure de probabilité
donnée sur F2X et Z une martingale non négative avec Ep [Z;] = 1, alors il existe une
seule mesure de probabilité () sur (Q, FX ) telle que les restrictions (), de () sur F; soient
absolument continues par rapport aux restrictions P, de P sur F; et dQ,/dP, = Z;.

Le théoréme suivant est un des outils principaux de 1’analyse stochastique.

Théoréme de Girsanov.

Soient B un processus d’It6 réel de la forme :

dB;, = X,dt + dW,,0 <t < T,Y, = 0,

ou 1" < oo est une constante donnée, ¥ un mouvement brownien et X; 1<y € V¥,

posons :
t 1 t
M; = E(X) =exp | — / Xod W, = 5 / X%ds |, 0<t<T (1.5)
0 0

et supposons que X satisfait la condition de Novikov :
T
1 2
E |exp 5 X:ds < 00
0

ou F est I’espérance par rapport a P.
Définissons la mesure @ dans (2, F}") par dQ (w) = My (w)dP, alors B est un

mouvement brownien par rapport a ¢ pour tout t < 7.
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Lemme.

Soient M/ = £(X), M est une martingale, si X satisfait I'une des conditions suiv-
antes :

(a) X est uniformément borné.

(b) condition de Novikov :
E |exp | 2 / X2ds < 00
(¢) condition de Kamazaki :

FE |exp %/deT/VS < 00



Chapter 2
EDS gouvernées par le mouvement brownien.

Dans ce chapitre, nous considérons les équations différentielles stochastiques de la

forme :
dX, = b(t, X;)dt + o(t, X,)dW,. (2.6)

ou b et o sont des fonctions données et I est un mouvement brownien. Ces équations sont
obtenues a partir des équations différenticlles ordinaires d.X; = b(t, X;)dt perturbée par un
bruit blanc.

Par solution de I’équation différentielle stochastique, on entend un processus stochas-

tique continu X tel que pour tout > 0 :

t t

X, = XoJr/b(s,Xs)ds+/U(5,Xs)dI/Vs, p.s. 2.7
0 0

Le cas quand b et o sont dépendants de X seulement est un cas spécial qui correspond a

I’équation différentielle stochastique :
dXt = [)(Xt)dt + U(th)dw/t (28)

dite équation autonome.

2.1 Solutions fortes.

Soient (€2, F; P) un espace probabilis¢, W = {Wt, FVot> O} un mouvement brownien

et  une variable aléatoire a valeurs dans R, indépendante de F! de distribution p (I') =

23
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P (¢ eT),T € B(R). Définissons la filtration 5; par :
Bi=c(&)VF = (6, W, 0<s<t),t>0
et ’augmentation F; de B, par :
Fi=0(BUN),t>0, Foo=0(UseF), (2.9)

ou N ={N C Q/3G € o(U>oB;), avec N C G et P(G) = 0}

Remarque.

W = {W;, Fi,t > 0} est aussi un mouvement brownien.

Définition 2.1

Soient (£2,F; P) un espace probabilisé¢, W = {I/Vt,]-"g’v,t > O} un mouvement
brownien et £ une variable aléatoire a valeurs dans R,indépendante de W. Un processus
X est dit solution forte de 1’équation (2.6) avec la condition initiale £ si P (Xg = ¢§) = 1 et
X vérifie les conditions suivantes :

(i) X posséde des trajectoires continues p.s,

(ii) X est F;-adapté, (ou F; est définie par (2.9)),

(iii) X satisfait :

P f (1b(s, X3)| + o (s, X)) ds < 00| =1,
0
(iv) X satisfait :
X=Xy + ftb(s,Xs)ds + ft(r(s,XS)dWS,z‘ > 0.
0 0
e On peut interpréter X comme la sortie d’un systéeme dynamique défini par la paire

des coefficients (b, o) , ou les entrées sont W et &.

Définition 2.2
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Soient (€2, F; P) un espace probabilisé, W = {W;, 7V, t > 0} un mouvement
brownien, £ une variable aléatoire a valeurs dans R,indépendante de W et (]—})QO défini
par (2.9) et soit X et X sont deux solutions de (2.6) relativement a TV avec la condition
initiale £. On dit que "unicité forte est satisfaite pour la paire (b,0),siona:

P(Xt:Xt,tZO) = 1.

Théoréme 2.1 (Ito)
Supposons que les coefficients b et o sont lipschitziens par rapport a la deuxiéme
variable, i.e il existe une constante ' > 0, telle que :

bt x) —b(ty)+]o(t2) — oty < K|z —y|, Yo,y e Rt >0,

et satisfait la condition de la restriction sur la croissance linéaire :

bt )+ ot 2))? <K 1+ |2)*) Yo € Rt > 0.

Alors pour toute condition ¢ initiale avec E¢? < oo, I’équation (2.6) admet une
solution forte unique et sgg) E (|Xt|2) < 0.
t>
Remarques.
(i) la condition E¢? < oo est supposée pour simplifier la démonstration. Le théoréme
reste vrai si elle est omise.
(ii) la condition de restriction sur la croissance linéaire garantit la non explosion de

la solution, elle peut étre omise si on résoud 1’équation sur I’intervalle [0, af, ot :

¢
a=inf < t, / (1b(s, X)| + |o(s, X,)|?) ds = 00| ¢,

0

« est appelé temps d’explosition de la solution. Dans ce cas, sur cet intervalle, la condition

de Lipschitz est sufisante pour I’existence et ['unicité de la solution forte.
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(iii) On peut poser la condition de restriction sur la croissance linéaire sur xb (x) au

lieude b (x),ie:
lwb (¢, @) < K (1+ |2 ), Vo € Rt > 0.

(iv) On peut remplacer la condition de Lipschitz globale par la condition de Lipschitz
locale i.e :

Vn e NJJK, > 0, tel que Vit > 0 et Va,y € Ravee |z|, ly| <n:

b(t2) = bt y)| + o () — 0 (£,)] < Kol — .

Le lemme suivant est utilisé dans la preuve du théoréme.

Lemme de Gronwall.

Soit T > 0,¢ > Oetu,v : [0,7] — R" sont des fonctions mesurables. Si u est
bornée et v est intégrable, alors :

u(t)<c+ [u(s)v(s)ds, Vtel0,T]

o o

Ce qui implique :
t
u(t) < cexp <fz(s) ds> :
0
Preuve du lemme :

t
Supposons ¢ > 0 et posons z (t) = ¢+ [u(s)v(s)ds,t € [0,T], alors u(t) <
0

2 (t), z (t) est différentiable et V¢ € [0, T :

alors :

Donc :
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t

u(t) <z (t) < cexp (fv (s) ds) ,t€0,77.

0
Pour ¢ = 0, on applique ’inégalité pour ¢, > 0 avec lim ¢, = 0 et on passe a la limite.

Preuve du théoréme :
1. 'unicité :

Soit X et Y deux solutions fortes de (2.6):
i

X, =Y, = [(b(s,X,) —b(s,Ys))ds + f (0 (5, Xs) — o (s,Yy))dWs, Vt€[0,T].

Ona:

(a+0)* <2 (a*+1?) (2.10)

donc :
2

B(X, -V <2E f(b (s, X,) —b(s,Y:)) ds

2

+2F vt € (0,7

b)

Ofw (5, X,) — o (5,12)) dWW,

En utilisant I’'négalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

[

et grace a la propriété de I’intégrale stochastique et la condition de Lipschitz, on a :

B (%= ¥iP) <278 (106060 — (s, Vo) ds)

¢ 2

[ fds

0

< tf |f12ds, f:[0,4] — R)
0

+2F <Of (0 (5, X,) — o (s, Y)) ds) Nt € [0,T]

t

§2TK2<OfE(

i
X, - Yi[%) ds) + 2K? (f E (X, - Y ds> Ve [0,
0

=C (f"E (IX, - Y. ") ds) :

0

ouC =2K2(T+1).
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Appliquons le lemme de Gronwall pour u (t) = E (|X; — Vi|*) et ¢ = 0, on obtient
E (|Xf - Y}|2) = 0 donc X; =Y, p.s et puisque X et Y sont continues et 7" est arbitraire,
alors P (X; = Y;, ¥t > 0) = 0 et "unicité forte est satisfaite pour I’équation (2.6).
2. I’existence :
On utilise la méthode des approximations successives définie par :
X0 = X,

t t
XU = Xo 4 (b (s, Xs(")) ds+ [ o (s,Xﬁ.“)> AW, .t > 0,Yn > 0
0 0

et établirons la converge de la solution de 1’équation (2.6).
Vt>0,¥Yn >0, Xf") est continu et F; -adapté .

(i) Posons :

Dt(n) —F <‘Xt(71+1) . Xt(n)

2
>Vn > 0,Vt € [0, T]

et montrons que :

(]\/[t)7l+1

D(n)<—
LT (n+ 1)

(2.11)
tel que M soit dépendant de K, T" et X,.

e Pourn =0,

Dt(O) —E (‘Xt(l) _ Xt(o)

t
fb (S,Xo) ds+ o (S,Xo) dWs
0

2)
! 2 ! 2
< AE | [ K*(1+ X )ds> +2E(IK2(1+|X0 )ds>
0 0
<tM,ou M =2K?(1+E \X0|2) (t + 1) (on a utilisé Iinégalité (2.10), la propriété de
I’intégrale stochastique, la condition de restriction sur la croissance linéaire et I’inégalité

de Cauchy-Schwarz.). Alors I’inégalité (2.11) est satisfaite pour n = 0.

Supposons que 1’inégalité (2.11) soit satisfait pour n — 1. Alors :
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)
L 1 1
[ ( ( X ) b (S,Xé(”* ))) ds + <0 (s,X§”>> —0 <3,X§”* )))
0
¢ n—1)|2 p 12
<OTK? [E <‘X§“) - x| ) ds 1 2K [ E (‘Xﬁ") - x| > ds
0

(M) t!

t
]\/‘IL'S'V‘L
<2K*(T Of ds < 25

Din) -5 <‘Xt(n+1) . Xt(n)

N
N———

&

(ii) en utilisant I’inégalité (2.10), la condition de Lipschitz, I’inégalité¢ de Cauchy-

Schwarz, lapropriété de 1’intégrale stochastique et I’inégalité de martingale, on a :

o 2
) <2ffo(sxt) o sxt)
0
+2 sup

T 2
[ (a (s, Xs('”)) s (s, XS(’H))) AW,
o<t<T |0

T 2 T
S 2T]<2 f ‘X;n) _ X’§7l_1)‘ ds + 8K2 f ‘X§7l) _ X§7L—1)‘ ds
0

ds

sup F (‘Xt(nﬂ) — Xt("')

0<t<T

" s < cumy

T
X(n Xs()nfl)
<]

ouC =2K2(T +4).
(iii) Grace a I’inégalit¢ de Chebyshev, on obtient :

P < Sup HXt(nJrl) . Xt(n) 1+1> < 22(n+1)E < sup HXt(nJrl) . Xt@)

0<t<T 0<t<T

)

< 22(77+1)C’(1\E[’1)")" .

Comme Y 22(”+1)C‘(]\$?n < 00, alors :
n=1

P ( sup HXt("H) — Xt(n)

0<t<T

=0,Vn > N (w)

> 2n+1

HX}"'H) — Xt(”) < 5=, p.s. La suite

et grace au lemme de Borel-Cantelli sup sup
m>00<t<T

{Xt(”) (wW),0<t < T}Oo est donc de Cauchy dans 1’espace C'([0,7],R) avec la

n=1

norme de la convergence uniforme et converge vers une limite {X; (w),0 <t < T’} con-

tinue et adaptée.
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(iv) On montre que X satisfait I’équation (2.6).

t

I (b <3,X§”)) (s, XS)) ds

< KT sup ‘Xf") _ X,

0<t<T

1D (bf <cr (S,XS(”)> -0 (s,XS)) CZWS>2 = Ej (cr (s,Xﬁ”) -0 (S,XS)>2d8

t 2
<K [B (X - X,) ds
0

2
) -0

2
< ds

T
SKI‘XS(’H)_
0

— 0p.s

< K°TE ( sup || XM - X,

0<t<T

(v) On montre que F | X,|* < co.
2 t 2
E (’Xf"’“) > <BE(1Xo) =3B [ |[ b (5, x07) ds
0
t
+3E ( [o (S,X§")> AW, )
0
t i
< 3FE (|X0|2) +3TE (f ‘b (s,X(&n)) ‘2d5> +3F (f ‘0 (SaXES")) ‘2 d5>
0 0
2
)*)
)

i
<3E(|Xof*) +3(7 +1)K?E (f (1 + ‘XS”
0

t
< 3E (|Xo*) +3(T +1) K2T + 3(T + 1) K2E <f <‘X§")
0

2
ds
tn+1

[C+CQ+ O H),} (14 E (1X0]%))
<C(1+E (X ))expCt, VO<t<T

<C(1+E (1Xo| ))+Cf< ‘Xﬁ””)

En faisant tendre n vers oo, on obtient :
EIX)P<C1+E (X)) expCt <00, Y0<t <TH
e On peut affaiblir la condition de Lipschitz dans le théoreme (2.1) de la maniére
suivante:

Théoréme 2.2 (Yamada, Tanaka)
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Supposons que 1’équation différentielle stochastique unidimensionnelle :

vérifie les conditions suivantes :

(i
b(t,z) =b(t,y)| < plz—1y),
(iii)

lo(t,z) — o (t,y)| < k(|lz—y|),Vt >0,Vz,y € R,
ou p, k : [0, 00[— [0, co| sont des fonctions strictement croissantes et p concave telle que :

€

p(0) = k(0)et [ p”(iz) = kgéfu) = 00, alors I’unicité des trajectoires et 1’unicité
0 0

forte sont satisfaites.
Preuve :

Soient 1 > a; > ... > a, > ... > 0 tels que :

tions continues a support contenu dans |a,, a,_;[ telle que 0 < ¥, (u) < 2k 2(u) /n
an—1
et [ W, (u)du=1.

Posons :
|| Y
P, (v) = / dy/\IJn (u) du, z € R.
0

0
1l est clair que ®,, € C%(R),|P ()] < 1etd, (x) — |z| sin — oo et &, (r) est non

décroissante.
Supposons que X' et X? soient deux solutions de 1’équation (2.12) sur le méme

espace de probabilité avec la méme condition initiale et la méme filtration, alors :



2.1 Solutions fortes. 32

X} XF = [ 005, X2) =05, X2 ds 4 [ (0 (5.2) = 0 (5, X2)) W,

0

En appliquant la formule d’Itd pour ®,,, on obtient :
@, (X; f<1> (X} = XP) (b (s, X3) — b(s,X7)) ds

0
i
—|—f<I);1 (th - XtQ) (U <S>Xj) - U(SvXE))dWS:

0

L’espérance de la troisieme intégrale dans le terme droit est nulle, alors :
E[®, (X} — X2)] {f(l)’ (X! - X2 (b(s,Xsl)—b(s,XSQ))ds}
S4B [ [0 (X = X2 (0 5 X0) — o (5.2 ]

=L +1
|| <fE]b (s, X1 —b(s,

t

< JE(p(lz—yl))ds

0

t
< [p(Elz—yl)d
0
(on a utilisé¢ |®/ | < 1 et la condition (i)).
D’autre part, on a Ef<1>” (X}~ XH k2 (X} — X?)ds < 2t/n,alors I, < t/n — 0
sin — ooet:

E[®, (X} — X2)] > E (IX] — X?|)

donc :
t
(X - < [p(Elz—y|)d
0
La condition (ii) implique que F (| X} — X?|) = 0 dou X! = X? p.s. Vi > 0.
Puisque X' et X? sont continues, alors I’unicité des trajectoires est satisfaite ainsi que

I'unicité forte (car la démonstration est indépendante de la filtration). ll

Remarque.
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Si o satisfait la condition de Holder d’ordre o :

lo(t,x) —o(s,y)| < Cle—y|*,t>0,2,y €R

ou C' < oo, > 0, alors pour v > %, la condition (i) est satisfaite.
Proposition 2.1 (Zvonkin)

Soit I’EDS unidimensionnelle :
dXt =b (t, Xt) dt+ o (t, Xt) dIVt XO = T

ou le coeflicient b est mesurable et borné, le coefficient o est continu et borné et il existe

des constantes C' > 0, ¢ > 0 telles que :

lo(t,x) —olt,y)| < Cy/Jx —y|,t > 0,2,y € R
lo(t,z)| >e,t >0,z € R.

Alors I’existence forte et 1’unicité des trajectoires sont satisfaites.

Théoréme 2.3

Supposons que b et o vérifient les conditions de théoréme (2.1), alors la solution forte
X de (2.6) est représentée par X = F (&, W) ou [ satisfait la propriété de mesurabilité
vt > 0,F, ' (H,) C Fetpourtout f € C(RyxR), lafonction z — F(z,f) est
continue. De plus pour tout espace de probabilité, tout mouvement brownien 1™ et toute
variable aléatoire &, la solution forte X est obtenue par X = F (£, W) avec la méme

fonction I

2.2 Solutions faibles.



2.2 Solutions faibles. 34

2.2.1 D¢éfinitions et théorémes.

Définition 2.3
La solution faible de 1’équation différentielle stochastique (2.12) est la construction
de I’espace (2, F; P), et la filtration ()., qui satisfait les conditions habituelles et
la paire du processus (X, W) sur cet espace adaptés et continus, tel que W soit un F;-
mouvement Brownien et :
i) P ft (10 (s, X,)| + 02 (5,X;))ds < 00| =1,Vt >0,
0

t
(i) X, = Xy + f b(s,Xs)ds+ [o(s,Xs)dWs,t >0, p.s.
0 0

e On note la solution faible par (2, F; P), (F4) =g, (X, W).

2.2.2 Deux concepts d’unicité.

Il y a deux types d’unicité associés a la notion de solution faible : 1’unicité des trajectoires
qui est la généralisation de I'unicité forte et I’'unicité en loi qui est importante dans le cadre
des solutions faibles.

Définition 2.4

Supposons que (2, F; P), (F),5q , (X, W) et (2, F; P), (j}t>t20 , (f(, W) sont deux
solutions faibles de 1’équation différentielle stochastique (2.6) avec le méme mouvement
brownien W, le méme espace de probabilité (2, F; P) et la méme condition initiale i.c.

P (Xo = )~(0> = 1. On dit que I'unicité des trajectoires est satisfaite pour I’équation
(2.6)siona:

P (X =Xt >0) =1

Définition 2.5
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On dit que 'unicité en loi est satisfaite pour 1’équation (2.6), si pour tout couple
de solutions faibles (9, F; P), (Fi),5q . (X, W) et (2, F; P), {J:"t} , (X, W) avec la
= >0

méme distribution initiale i.e.
P(Xo € A) = 15()20 = A) VA€ B(R),

les deux processus X, X possédent la méme loi.

Proposition 2.2

L’unicité des trajectoires implique 'unicité en loi.

Preuve :

Soit (', F'; P*), {F},20» (X5, W) i = 1,2 deux solutions faibles. On pose S =
R x C(]0,00[xR) x C ([0, 00[xR). Soit S la o-algebre borélienne de S et considérons
la mesure image Q° (A) = P'[(Xi, W' X') € A],A € S,i = 1,2. On a X est F}-
mesurable et X/ est P'-indépendant de W*. Si y1 est la P?-loi de X}, alors la mesure produit
p @ PV est la Pi-loi des deux premicres coordonnés (Xg, 117%) (ou P est la mesure
de Wiener). OnaVk > 1,C ([O, OO[XRk) est un espace polonais, alors la distribution
conditionnelle réguliere K de X* sachant (X¢, W?) existe sous P’ et on peut écrire pour

tout borélien ' € R x C ([0, 00[xR), G € C ([0, o0[xR) :

Q' (FxG)= / K (z,w,G) p(dx) PV (dw).

F

Soient 7' = S x C' ([0, 00[xR) et 7 sa o-algébre borélienne. Définissons sur cet espace la

mesure de probabilité :
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Q(d(x,w,y1,12)) = K (2w, dyr) K2 (z,w, dys) p (dz) PV (dw) ,

ctposons 7, = o (x,w(s),y1(s),ys2(s),s < t)etsoit 7; la version de 7, qui satisfait
les conditions habituelles, alors la projection de la premiére coordonnée est la loi sous )
de la distribution initiale de X? et la deuxiéme coordonnée est un 7;-mouvement brownien
(relativement a Q). De plus la distribution de la projection (w, y;) (sous () ) est la méme que
celle de (W*, X?) (relativement & P*). En construisant deux solutions faibles sur le méme
espace de probabilité avec la méme condition initiale et le méme mouvement brownien,

alors I"unicité des trajectoires implique que @ ((z, w, y1,92) € T/ y1 = y2) = letona:
P ((WhXY) e A) =Q((w,y1) € A) =Q ((w,y2) € A) = P> ((W? X?) € A).

Ainsi I’unicité en loi est satisfaite. W

Théoréme 2.4 (Unicité des trajectoires)

Supposons que b et o vérifient la condition de Lipschitz locale, alors 1’unicité des
trajectoires est satisfaite pour 1’équation (2.6).

Preuve :

Dans le preuve du théoréme (2.1), nous n’utilisons pas la filtration, alors la preuve de
cet théoréme est la méme.l

Théoréme 2.5 (Nakao, Le Gall)

Considérons I’EDS unidimensionnelle autonome :
dX; = b(Xy)dt + o(X,)dW, (2.13)

et supposons que b et o sont des fonctions mesurables et bornées et qu’il existe une fonction

croissante et bornée f : R — R telle que :
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(i) o (z) > € pour tout x € R.

(i) (0 (¥) — o (y))* < |f (x) — f ()| pour tout z,y € R.
Alors I"unicité des trajectoires est satisfaite.

Remarque.

1

Si o et o7 sont bornées et o est a variations bornées sur tout compact alors les

conditions (i) et (i1) sont satisfaites.

Théoréme 2.6 (Sonoc)

Supposons qu’ il existe une fonction continue u(t) sur [0, 7] avec u(t) > 0 pour
t > 0, de dérivée u/(t) € L*[0,T], v/ (t) > 0 pourt > 0 et tli%1+ u'(t) = oo telle que pour

0<t<Tetw,yecR:

’

i) |£(t, ) + lg(t, 2)P < L+ M |z

Si ¢ € L* est indépendante de W, pour tout t > 0 et b et o sont continus, alors
I'unicité des trajectoires est satisfaite pour 1’équation (2.6).

Théoréme 2.7 (Yamada et Watanabe)

Supposons que I’existence de la solution faible et I’unicité des trajectoires soient
satisfaites pour 1I’équation (2.6) pour une distribution initiale fixée /4, alors 1’unicité en loi
et I’existence forte sont satisfaite pour 1’équation (2.6) avec la méme distribution initiale.
De plus, il existe une fonction mesurable F, : R x C' (R, x R) — C (R, x R) telle que
toute solution avec la distribution initiale p s’écrit X = F), (Xo, W), p.s.

Théoréme 2.8 (Ikeda et Watanabe)
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Supposons que 1’existence de la solution faible et 1’unicité des trajectoires soient
satisfaites pour 1’équation (2.6) pour toute mesure de probabilité pu,telle que la loi de X
coincide avec i, alors I'unicité en loi et I’existence forte sont satisfaites pour 1’équation
(2.6).De plus, il existe une fonction mesurable F' : R x C' (R, x R) — C' (R, x R) telle
que toute solution s’écrit X = F'(X,, W), p.s.

Théoréme 2.9 (Kallenberg)

Supposons que I’existence de la solution faible et 1’unicité des trajectoires sont satis-
faites pour 1’équation 2.12 débutant en des points arbitraires fixes, alors 1’unicité en loi et
I’existence forte sont satisfaites pour 1’équation 2.12. De plus, il existe une fonction uni-
verselle prévisible F' : R x C'(R; x R) — C' (R, x R) telle que toute solution s’écrit
X =F (X, W), p.s.

Théoréme 2.10 (Existence faible) (Skorokhod)

Sib,o : R — IR sont des fonctions bornées et continues et v est une mesure de
probabilité dans R, alors il existe un espace de probabilité filtré (Q, F, (ft)tzo , P) , un
mouvement brownien W et un processus continu et adapté X satisfait I’équation autonome
(2.8) tels que v soit la loi de X .

Les conditions du théoréme (2.10) ne garantissent ni 1’existence forte ni I’unicité en

loi.

Probléme de martingale.

Soit (22, F; P), (Ft)4=0» (X, W) une solution faible de I’¢quation (2.6). Grace a la

formule d’It6 :
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ft, X)) — f{t, Xo) = /‘O' (s, Xq) f' (s, Xs) dW, + / (102 f" + bf] (s, X) ds.
0 0

Posons :

(Af) (t,2) = 202 (¢, 2) % +b(t,x) L.

On peut écrire la formule précédente sous la forme :

t t

T X)) = F (1, Xo) = / o (5, X,) f (5, X,) dW, + / (Af) (5. X,) ds.

Si on pose :
t

MY = (6, X))~ f (6, Xo) — / (Af) (s X,) ds.

alors :
M= {Mtf,]:t,t > 0} e Mele Y f € 02 ([0, 00[xR) (2.14)

(resp. € M5 si f € C12 ([0, 00[xR) et b, o sont bornées sur le support de f.)

e On dit que P est la solution du probléme de martingale locale (resp. probléme de
martingale.) pour (b, o).

Proposition 2.3

L’existence de la solution faible de 1’équation (2.6) est équivalente a 1’existence la
solution P du probléme de martingale locale (2.14) et P = PX ™!, ou PX ! est la loi de
X sur (C ([0, 00[xR), B(C ([0,00[xR))) .

Proposition 2.4

L’existence de la solution faible unique en loi de I’équation (2.6) est équivalente a ce
que le probléme de martingale locale correspondant ait une solution unique P, pour une

condition initiale donnée.
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Proposition 2.5 (Stroock, Varadhan)
Supposons que le coefficient b est mesurable et borné, le coefficient o est continu et
borné et pour tout t > 0, & € R, il existe une constante (¢, x) > 0 tels que |o (¢, z)\| >

e (t,x) |\, alors ’EDS (2.6) admet une solution faible et unique en loi.

2.3 Solutions via le théoréme de Girsanov.

Proposition 2.5

Soit 1’équation différentielle stochastique :
dX; =b(t, X)) dt +dW,0<t<T (2.15)

ou7" > 0, W est un mouvement brownien et b (¢, ) est une fonction mesurable sur [0, 7" x

R a valeurs dans R telle que :

b(t,z)] < KA +|z]),0<t < T,z € R, K > 0.

Alors pour toute mesure p dans (R, B(R)), I’équation (2.15) admet une solution
faible avec la distribution initiale /.
Preuve :
OnaX = {X, (]:t)ogth} AQ,F) {P7},cp est une famille de brownien, alors
M, = exp {jb (s, Xs)dXs — % ft b (s,XS)|2 ds} , est une P¥-martingale, Vo € R. Alors
0 0

le théoréme de Girsanov implique que le processus :

t
Wt:XtXO/b(s,Xs)ds,Ogth (2.16)
0

est un Q®-mouvement Brownien avec Q% [Wy = 0] = 1, Vo € R?, tel que Q” soit donnée

par Zgl = M. On écrit (2.16) plus simplement sous la forme :
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t
X =Xo+ [b(s. Xs)ds + W, 0<t<T,
0
alors (Q, F; Q"), {Fi},50 » (X, W) est une solution faible de Iéquation (2.6) ou :

Q" (A) = [3a Q" (A) p(da).

Proposition 2.6
Supposons que X = {Xt, (]:t)tzo} soit une solution forte sur (2, F, P) de I’équation

différentielle stochastique dX; = b (t, X;) dt + o (t, X;) dW,; ,0 < t < T, pour tout 7" > 0

et supposons que u(z,t) := —c(x,t)/o(x,t), avec ¢ mesurable et :
t t
M = <{ M, = exp —/u(s,XS)dWS — %/uQ(s,Xs)ds S F,0<t < T
0 0

est une martingale. Alors I’équation différentielle stochastique :
dX; = (b(s, Xs) +c(s,Xq))dt + 0 (s, Xs)dW;, 0 <t < T, Yy = Xy

admet une solution faible (X, W), (2, F. Q). (Ft)y0- OU W est un Q-mouvement
t

brownien défini par W, = W, + / u (s, Xs) ds,t > 0 et la probabilité () est donnée par :

Q(dw) = My P(dw).

Proposition 2.7

Soient (X W), WW) (W), FO) Py (FU)) _ " j = 1,2 deux solutions faibles de

I’équation (2.15) avec la méme distribution initiale i.e.
P (Xo € B)=P,(Xo € B),B e B(R)

oub: Ry xR — Rest P, P,-mesurable. Si
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T A\ |2
Py {f ‘l) (s,X,SJ))‘ ds < oo] ,Jg=1,2
0
alors (X1, W) et (X?, W?) possédent la méme loi relativement aux mesures de
probabilité respectives .

En particulier, si b est uniformément bornée, alors 1’'unicité en loi est satisfaite.

2.4 Formule de Feynman-Kac.

Théoréme 2.11

Supposons que b (t, ) = b(x) eto (t,z) = o (x) satisfont les conditions de théoréme
(2.1) et soient f et K des fonctions continues telles que & > O et f(x) = o(|x|) si

|x| — oo,alors la fonction w (¢, z) définie par :

u(t,x) = E” exp —/K(XS) ds | f(Xy) (2.17)

satisfait I’équation de diffusion :

ou

EZAtu—Ku (2.18)
avec la condition initiale :

u(0,z) = f(x)

2.5 Exemples.

Exemple 2.1 (prix de I’option d’achat)
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On note F; le prix de I’option au temps ¢. On peut modéliser I’évolution de P; dans

le temps ¢ par I’EDS :

dPp,
Ff = pdt + odW, (2.19)

t

ou %”' est le taux de croissance moyen instantané, p > 0 est le drift de I’option et o est la
volatilité du prix, alors I’équation (2.19) équivaut a :

dP, = pP,dt + o P,dW,.
En utilisant la formule de 1t6, on obtient :
d(n(R)) = 4 — 178t — (= %) di + odW.
Donc :
P, = Pyexp (UW} + (u — %2) t)
Le prix devant toujours étre positif, on prend F; positif. D’autre part, on a :
t i
P, = [ pPds + [ o Py,
0 0
et donc :
t
E(P) =P+ [pE(P,)ds
0
car :
t
E <f chSdI/If's> =0
0
Finalement £ (P;) = Pyexp (ut);t > 0. Par conséquent I’espérance de la valeur du
prix coincide avec la solution de 1’équation (2.19) avec o = 0 (cas déterministe).

Le processus P est appelé mouvement brownien géométrique.

Exemple 2.2
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Soient W, = (W}, ... , W) ;>0 un mouvement brownien dans R?, alors la solution
de I’équation dX; = dW,; - AX,dt, ou A > 0 est une matrice d X d (matrice de drift)
est X; = (exp—At) Xy + / (exp—(t —s) A)dW,,t > 0. Le processus X est appelé
processus de Ornstein—Uhlenlgeck.

Exemple 2.3

Considérons I’EDS :
dX; = —sgn (X;) dt, Xo=0. (2.20)

on n’a pas de solution forte. 11 existe une solution faible et I'unicité en loi est satisfaite mais
pas I'unicité des trajectoires.
Preuve :

Soient B un mouvement Brownien sur (2, F, P). Posons :

¢
X, =B, W, = /sgn (Bs)dBg,t >0 (2.21)

0

et prenons F; = F2. Evidemment (X, 1) est une solution de 3.64 sur
(Q, F, (Fi)ys0, P)- Si (X, W) est une solution de 3.64 sur I’espace de probabilité
filré (Q, F, (F),~0 > P), alors X est une martingale. Ceci implique I'unicité en loi. Si

(X, W) est une solution de 3.64, alors :

t
W, = f sgnXdX,,t >0,
0

ce qui implique que F}" = ]—"t‘)q. Par conséquent, il n’existe aucune solution forte.
Tout processus adapté satisfaisant (??) est une martingale locale continue de variation

quadratique (X;) = t. En utilisant le théoréme de caractérisation de P. Lévy, on montre
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que X est un mouvement brownien et 1’unicité en loi est satisfaite. si X est une solution,

alors (— X, W) est aussi une solution et donc il n’y a pas d’unicité des trajectoires.

Exemple 2.4
Considérons I’EDS :
dX, = o (t, Xy) dW;, Xo =0, (2.22)
ou
7o) = {Is(qan;f(zi) sgn (az)Sisitt<>11' (2.23)

Alors on a ’existence faible seulement.
Preuve :

Si B est un mouvement brownien, alors la paire :
i
Xy =By, W, = /sgn (Bs)dBg,t >0 (2.24)
0

est une solution de I’équation 2.22. Soit (X, 1) la solution donnée par 2.24 et posons
T =inf{t > 1,X;, =1}, X, = X5, alors (X, W) est une autre solution. Ainsi il n’y a
pas d’unicité en loi ni d’unicité des trajectoires.

Si (X, ) est une solution de 2.24, alors :

t
Xy = [sgn(X;)dW,,t <1
0

utilisé dans I’exemple (2.3) prouve que (X, W) n’est pas une solution forte.
Exemple 2.5

Considérons I’équation différentielle stochastique :

dX, = 3X} dt + 33X, dW, (2.25)



2.5 Exemples. 46

avec la condition initiale Xy = 0. Il est clair que le processus X; = 0 est une solution forte,
mais X; = W2 est aussi une solution. Le probléme dans cet exemple est que le coefficient

o(t;x) = 35 satisfait le théoréme (2.2) mais b(t; x) = 323 non.



Chapter 3
EDS gouvernées par le mouvement brownien
fractionnaire.

Introduction.
Le mouvement brownien fractionnaire (MBF) de paramétre H € |0, 1] est un proces-

sus gaussien centré BY = { B[ |+ > 0} de fonction de covariance :

Ry(t,s) = (sQH SR S\QH) (3.26)

N —

avec les propriétés suivantes :

(i) B posséde des trajectoires a-Holder continues pour tout v < H. En effet d’aprés
(3.26) E | BIf — BA|” = |t — .

(ii) les %-Variations dans [0, ¢] sont finies et les variations quadratiques sont nulles si
H > L etinfinies si H < 1.

(iii) il existe un mouvement brownien {W;, s € [0, 7]} tel que :

t
Bl = /I(H(t,r)dWT
‘0
ou Ky (t,r) sera défini ultérieurement.
(iv) la covariance du MBF est positive si H > 1 et négative si H < 1.
SiH =1 onaRi(t,s) =1Aset BY estun processus de Wiener et si H # 1,
2
le processus B n’est ni un processus de Markov ni une semi-martingale et on ne peut

pas appliquer le calcul stochastique développé par Itd en vue de définir I’intégrale stochas-

tique relativement a B, Différentes approches sont résumées dans cette section. Dans la

47
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deuxiéme section, on expose le théoréme de Girsanov pour le MBF qui a un réle fonda-
mental dans les preuves des théorémes d’existence et d’unicité des solutions abordés dans

la troisiéme section.

3.1 Intégration par rapport au mouvement brownien
fractionnaire.

Différentes méthodes ont été utilisées pour construire le calcul stochastique par rapport a
un MBF B* . Citons les contributions suivantes :

e Lin, Dai et Heide ont défini I’intégrale stochastique par rapport a un MBF BY de
parametre H > % en utilisant la méthode des trajectoires de Riemann-Stieltjes. Dans ce
cas, la fonction & intégrer doit étre de p-variation finie, ou 11) + H > 1.

e En utilisant les notions d’intégration et de dérivation fractionnaires, Zdhle a défini
I’intégrale stochastique trajectoriclle par rapport & un MBF B de paramétre H € 10, 1].
Si la fonction a intégrer posséde des trajectoires A-Holder continues avec A > 1 — H, alors
cette intégrale peut étre interprétée comme une intégrale de Riemann-Stieltjes.

¢ Decreusefond, Ustiinel, Carmona, Coutin, Alos, Mazet, Nualart, Duncan, Pasik, Hu
et Oksendal ont développé le calcul des variations stochastique par rapport a un processus
gaussien B. Ce calcul est un outil puissant qui peut étre utilisé pour définir I’intégrale sto-
chastique. Plus précisément, comme dans le cas du processus de Wiener, 1’opérateur de di-
vergence par rapport a B peut étre interprété comme une intégrale stochastique. L’intégrale
construite par cette méthode possede une moyenne nulle et peut étre obtenue comme la lim-

ite de sommes de Riemann.
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3.1.1 Calcul fractionnaire.

Nous rappelons ici les définitions et les propriétés de base du calcul fractionnaire.
Soient a,b € Reta < b. Pour f € L'([a,b]) et a > 0, les intégrales fractionnaires

gauche et droite de Riemann-Liouville de f d’ordre « sur (a, b) sont données pour presque

tout x par :
2 @) = i [ =0 F )y
et:
1 b
1@ = [ =0 Ty (3.27)

@

ou I' est la fonction d’Euler. Cette intégrale prolonge les intégrales itérées d’ordre n
habituelles de f pour « =n € N,

Nous avons la premiére formule de composition :
: +
§+ (If+f> - ]s+ ﬂf-

La dérivée fractionnaire peut étre définiec comme 1’opération inverse. Supposons que
0<a<letp>1,etsoient [ (L) (resp. I;* (L?)) I'image de L”([a, b]) par I’opérateur
I?, (resp. I;L).

Si f e I% (L) (resp. f € I (LP)), alors la fonction ¢ telle que f = I ¢ (resp.
| = I} ¢) estunique dans L” et coincide avec la dérivée gauche (resp. droite) de Riemann-

Liouville de f d’ordre v définie par :

VR f@) | [f@-fw)
Da+f( ) T (1 — (]4) (’17 — (L)a + a/ (ZE . y)a+1 Zy (328)
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et:

1
Dg:f(m):F(l—oz) b—L /j x QH

ol la convergence des intégrales pour la singularité =z = y est satisfaite au sens de LP.
Quand ap > 1 toute fonction dans /& (L”) est Holder continue d’ordre (a - %})
D’un autre c6té, toute fonction continue de Holder d’ordre 5 > « admet une dérivée
fractionnaire d’ordre o, ¢’est-a-dire C” ([a, b)) C I, (LP) pour tout p > 1.
Pour f € I% (L?), ona I% (D% f) = fetpour f € L'([a,b]), ona D%, (1% f) =
f. On a des formules d’inversion analogues pour les opérateurs I;* et D;" .

Sif e Is‘fﬁ(Ll), a>0,8>0,a+p <1, onaladeuxiéme formule de composition
o (DL f) = Ditts

On a la formule de I’intégration par parties :

b

/b (s)ds = [ £5) (D5 9) (5) s, (3.29)

a

pourtout f € I% (LP), g€ I (L9), = 1.

Q=

Ly
p
SiW = {W,,t € [0,T]} est un processus de Wiener unidimensionnel pour 0 < o <

1 .
z.ona:

t
_ W, Wy — W,
/(t—s) adWS——wa/st—ru—a) DS W, (3.30)
0 0

i.e le processus / (t — s) ™ dW, coincide avec la dérivée fractionnaire gauche du proces-

0
sus de Wiener avec le facteur de temps I' (1 — «v) .
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3.1.2 Représentation du mouvement brownien fractionnaire.

Soit B = {B/!,t € [0, T]} un mouvement brownien fractionnaire de paramétre de Hurst
H € )0, 1] défini sur I’espace de probabilité (€2, F, P). Pour tout ¢ € [0, 7], notons par
]—"tB“ la o-algebre générée par les variables aléatoires {Bf ,s €10, t}} et les ensembles de
probabilité nulle.

Notons par £ I’ensemble des fonctions étagées sur [0, 7] et soit H 1’espace de Hilbert

défini comme la fermeture de £ relativement au produit scalaire définie initialement par :

(Lo o))y, = R (t5) -

Lapplication 1j9 — B! peut étre prolongée a une isométrie entre H et ’espace
Gaussien H,(B™) notée B. Pour ¢ € H, on peut interpréter B () comme I’intégrale
de Wiener de ¢ par rapport a BY et écrire BH () = f(deH.

0

(i) Cas H > 1.

Le noyau de covariance Ry (t, s) peut &tre écrit sous la forme :

t s
Ry (t,s) = aH// lr — u*" 2 dudr, (3.31)
00

ouay = H(2H — 1) et la formule (3.31) implique que pour tout @, 1) € & :

T T
WP = o / / = a7 o) dudr.
0 0

Considérons le noyau de carré intégrable donné par :
t
Ky (t,s) = cpsrH / (u— s)Hﬁ% w3 du, (3.32)

1

2
. H(2H-1) i
oucy = {—S(QQH;H;)} ett > s.
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Ce noyau vérifie 1’égalité suivante :

tAs

/ Ky (t,u) Ky (s,u)du = Ry (t, s)

52

(3.33)

qui implique que le noyau Ry est défini non négatif et fournit une représentation explicite

pour sa racine carrée en tant qu’opérateur.

A partir de (3.32), on obtient :

Wity ) - (E)H (£ -5,

S

lw

Considérons I’opérateur linéaire K73, défini de € dans L?([0, 7)) par :

(K3o)( / 50 2N 1 ),

Notons que :

(Kflpy) (8) = Kg (t,8) Loy (s).-

(3.34)

(3.35)

(3.36)

L’opérateur K}, est une isométrie entre £ et L?([0, T']) et peut donc étre prolongé a I’espace

de Hilbert H.

En effet, a partir de (3.31) et (3.33), on a pour tout s,¢ € [0, 7] :

(KoL Kirlos)) ooy = (Lol Lol g

En utilisant (3.34),(3.35) et (3.27), on peut représenter I’opérateur K;; a l’aide de I’intégrale

fractionnaire par :

1

(K30) (9 = eur (1= 3 ) 77 (20 ) 0.
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Pour tout ¢ € (0,77, la fonction indicatrice 1o appartient a I’image de K7; et en appli-
quant les régles du calcul fractionnaire, on obtient :

(K™ (Loa) (s) = ﬁé‘;[{ (Df;%UH*%) (s) Ljo,e)(s)-

Considérons maintenant le processus W = {W,, ¢ € [0, T|} défini par :
W, = B* (K3) ™" (104)) (3.37)

alors W est un processus de Wiener et le processus BY admet une représentation intégrale

et unique de la forme :
t

B = /KH (t,s) dW,. (3.38)

0
En effet, pour tout s,¢ € [0,7],ona:

E(WW,) = E (B (K3) ™ (104)) BE (K5) " (1p.0)))
= (K1) ™ (Lpa) » (57" (o) sy
= (Lo L) 2oy =t A S

De plus, pour tout ¢ € H,ona:

BY (¢) = [ (K30) () dWWs.

On peut montrer que les deux processus générent la méme filtration et en déduire que
le processus de Wiener garantissant la représentation (3.38) est unique.

Les ¢léments de ‘H peuvent ne pas étre des fonctions mais des distributions d’ordre
négatif. En fait, H coincide avec I’espace des distributions f tel que s3=H I(i_% ( f(u)uf -3
est une fonction de carrée intégrable.

Nous pouvons trouver un sous-espace vectoriel de fonctions de H de la maniére
suivante.

Soit |H| le sous-espace des fonctions mesurables sur [0, T, tels que :
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T

T
9 ,
l[ll2 _/ /|99r| dgr”(’r', s)dr | ds
‘0 s

T T
an [ [l loullr == drdu < o
0 0

Ona <\H| , H'”m\) est un espace de Banach et £ est dense dans |H|.
D’autre part, || muni du produit scalaire (¢, 1),, n’est pas complet et il est isométrique

a un sous-espace de H et on a I’estimation :
Illng < b 1l g .z (3:39)

pour une certaine constante by > 0.
Cette estimation implique que L2 ([0, 7)) € L ([0,7]) C |H| C H.
T
Ceci signifie que I'intégrale du type Wiener [ ¢ (t) dB (qui égal & B (y), par
0

définition) peut étre défini pour les fonctions ¢ € |H| et :

o (045 = [ (55 (O s

oy

(ii) Cas H < 1.

Dans ce cas, le noyau Ky défini par :

t
Ki(t,s) =y [(L)Hi (t— )T — (I — 1) s3~H [t=3 (u— )" % du

S
S

=

! ! 2H . I
oucy = [(IQH)/?O?H,H%)} , t > s, satisfait :
tAs
Ry (t,s) = /KH (t,u) Ky (s, u) du. (3.40)

0

En utilisant (3.40), on montre que :

p H-1 5
dg%(t, s) =y (H - %) <3> (t—s)"2, (3.41)

S

Le noyau Ky peut étre exprimé par I’intermédiaire de la dérivée fractionnaire par :
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1
Ko (1,9) = ey (1 + 3) 55 (D" (s)

Considérons I’opérateur linéaire K3, de £ a L2([0, T]) définie par :

(110) (5) = Kin (T.9)95) + [ (6 (1) = 6 (9) 252 (1)
Ona:
(K]*}l[07t]) (8) = Ku (t,5) i (s) (3.42)
A partir de (3.40) et (3.42), on déduit, comme dans le cas H > %, que I’opérateur K7, est
une isométrie entre € et L? ([0,77]) et peut étre prolongé a ’espace de Hilbert H.

L’opérateur K}, peut étre exprimé par I’intermédiaire de la dérivée fractionnaire :
1 1
(K50) (s) =yl (H + §> g1 (D%_ Hquécp (u)) (s) (3.43)

1
H coincide avec I’espace 1.2_ " (L?)etona C7([0,1]) C Hsiy > 1 — H.

Comme dans le cas H > %, nous pouvons montrer que le processus W défini par :
Wy = B" (K5)™" (1)) (3.44)

est un processus de Wiener et le processus B admet la représentation intégrale :
t
B = [ Ky (t,s)dW,
0

T
Par conséquent, I’intégrale du type Wiener [ (t)dB[ peut étre définie pour les
0

1
fonctions ¢ € 17 (L?)etona:
T

o (1) dBH = [ (K56) () dW,.

oy

Définition 3.1 (MBF)
Soit est une famille de tribus croissante et continues a gauche sur (9, F, P) tel

que Fy contient les ensembles de probabilité zéro. Le mouvement brownien fraction-
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naire {BH = B t €0, T]} est dit F;-mouvement brownien fractionnaire si le processus

(3.37), H > 1 et (3.44), H < 3 est F;-processus de Wiener.

3.1.3 Calcul de Malliavin (ou calcul stochastique des variations par
rapport au MBF).

Le processus B = {Bfl > O} est gaussien et on peut donc développer un calcul sto-
chastique des variations (ou calcul de Malliavin).
Rappelons les notions de base de ce calcul.

Soit § I’ensemble de variables aléatoires réguliéres et cylindriques de la forme :

F = [(B"(¢y): - BY(0,)) (3.45)

oun > 1, f € Cp°(R™) (f et toutes ses dérivées partielles sont bornées) et ¢, € H.
L’opérateur de dérivation D d’une variable aléatoire réguliére et cylindrique F' de la forme

(3.45) est définie comme la variable aléatoire a valeurs dans H :

n

DF=%" %(BH(%), ..... BT (0,)) e

=1

L’opérateur de dérivation D est un opérateur fermé de LP(Q) dans LP(£2,H) pour tout
p > 1. Pour tout nombre entier k& > 1, notons D* ’itération de 1’opérateur de dérivation
et pour tout p > 1, définissons I’espace de Sobolev I) ¥7 comme la fermeture de S par
rapport a la norme :

k

[Pl = EAFP) 4D (1P F )

i=1
De la méme maniére, pour un espace de Hilbert V, notons D**(V') ’espace de Sobolev
correspondant des variables aléatoires a valeurs dans V.

L’opérateur de la divergence ¢ est I’adjoint de I’opérateur D.
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On dit que la variable aléatoire u dans L%(2; H) appartient au domaine de § (noté par

Dom d), s’il existe une constante ¢ vérifiant :
T
(DRl = |B [ DFudt] < c[[Fl
0

pour tout /' € S.

Dans ce cas ¢ (u) est défini par la relation de dualité :
T
E(Fo(u)) = E((DF,u),,) = E/DtFutdt,
0

pour tout £ ¢ D2,
On a les deux propriétés de base de 1’opérateur de divergence :
i) D2 (H) C Dom ¢ et pour tout u € D2 (H) :

E(8(u)?) = E (lull5) + £ (D, (D) )y09) -

ou (Du)" est I’adjoint de (Du) dans I’espace de Hilbert H ® H.
ii) Pour tout F' dans "2 et tout uw € Dom 6 tels que Fu et Fé(u) + (DF, u),, sont

de carré intégrable, on a :
Fu e Domd et (Fu) = Fé(u) — (DF,u)y,

(i) Pour tout ' € D};? = D2, ona K% DF = Dy F,

ou Dy désigne I’opérateur dérivée par rapport a TV et }D)‘l/f est I’espace de Sobolev
correspondant.

(ii) Dom & = (K3;) '(Dom dy) et pour toute variable aléatoire u de Dom § a
valeurs dans H, on a d(u) = Sy (Kj;u), ot dy est I’opérateur de divergence par rapport au

processus .
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3.1.4 Intégrale stochastique par rapport au MBF.

L’intégrale de Skorohod est une extension de I'intégrale de It6 au sens que I’ensemble des
processus adaptés de carré intégrable L2 ([0, 7] x ©) est inclus dans Dom ¢ et la restriction
de opérateur § & L2 ([0, T] x ) coincide avec I’intégrale stochastique de Itd.

La définition suivante de I’intégrale stochastique symétrique a été introduite par
Russo et Vallois. On suppose que tout les processus et les fonctions sont nuls a 1’extérieur
de l’intervalle [0, 7).

Définition 3.2

Soit u = {u,t € [0, 7]} un processus stochastique avec des trajectoires intégrables.
L’intégrale symétrique de u par rapport au MBF B! est définie comme la limite en prob-

abilité lorsque ¢ tend vers zéro de :

us (B, — BH ) ds

1
2¢e

si cette limite existe et on la note par futdBtH .
0

(i) Cas H > 1.

La proposition suivante donne les conditions suffisantes pour I’existence de 1’intégrale
symétrique et fournit une représentation de 1’opérateur de divergence comme intégrale sto-
chastique.

Proposition 3.1

Soit u = {uy,t € [0, 7]} un processus stochastique dans I’espace D2 (|H

), et sup-

posons aussi que :

T T
//|Dsut| It — s 2 dsdt < o ps., (3.46)
0 0
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alors I’intégrale symétrique existe eton a :

T T T
/utdBtH =0(u)+ag // Dy |t — s|* 2 dsdt.
0 00

Remarque 1.
T
Sous les hypothéses de la proposition, I'intégrale [ w,dBf" coincide aussi avec les
0
intégrales forward et backward.

Remarque 2.

Une condition suffisante pour que (3.46) soit vérifiée est :

T T v
/ /|Dsut|p dt | ds < oo
AN

1

pour un certain p > 57— -

Proposition 3.2
Soit u = {uy,t € [0,T]} un processus stochastique dans 1’espace DV2(|H|) tel que la
condition (3.46) soit satisfaite, alors pour tout t € [0, 7], le processus ulyp, € D"*(|H|)

vérifie aussi la condition (3.46) eton a :

t t

T
/usdBf =4 (11,1[07751) + aypy //Drus s — 7’|2H*2 drds.
0 00

Formule de 1t6.

Si F' est une fonction de la classe C?, alors I'intégrale trajectorielle de Riemann-
t

Stieljes / F'(BH)dBY existe pour tout t € [0,7] (grace au théoréme de Young). De

0
plus,on a la formule de changement du variables suivante :

i
F(BM = F(0) +/F’(Bf)dBf. (3.47)
0
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Soit F" une fonction de la classe C?*(R) telle que :

2

max {|F (z)|, [F" ()], |[F" ()|} < ™, (3.48)

ou c et A sont des constantes positives telles que A < ﬁ, alors le processus F'(Bf) €

DY2(|H|) vérifie la condition (3.46) eton a :

t t

/F/(Bf)dBf = /F'(Bf)5Bf+H(2H—1)//F~ (B) (s — )21 aai9)
0 )

0

t
_ / F(BY)SBY + I / B (BY) 11 ds,
0 0

En utilisant (3.58) et (3.49), on déduit la formule de It0 suivante pour le processus de

divergence :
t t
F(BM) = F(0) + / F'(BMéB? + H / F" (BY) s*H-1ds (3.50)
0 0

On donne maintenant la version générale de la formule de It6.
Théoréme 3.1

Soit F' une fonction de classe C?(IR). On suppose que u = {u; € [0,T]} est un
t

loc

processus dans I (|H|) tel que I’intégrale indéfinie X, = / u,0 BY soit continue p.s. et

0
que ||u||, € H. Alors pour tout ¢ € [0, 7], on a la formule suivante :
t.
F(X,) = F(0)+ / F/(X,)u,0BY (3.51)

0
t

T s
+ay / F" (X,) u, / |s — P12 / Dougd B | do | ds
0 0 0

t

+ay / F" (X)) us /ug (s —0)*"72do | ds.

0 0

(i) Cas H < 1 :
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L’extension des résultats précédents n’est pas trvial dans le cas H < % On remar-
que par exemple que I’intégrale forward thH dB!! au sens de Russo et Vallois (avec la
0
convergence dans L?) n’existe pas.
Rappelons que pour H < % I’opérateur Kj; donné par (3.43) est une isométrie entre

I’espace de Hilbert H et L* (|0, 1) et on a I’estimation :

Wi

‘%( (t,s)| < ¢y G — H) (t—s)"~

Considérons la semi-norme définie sur £ par :

T

ol = / 2 (5) K (T, 5)? ds
0
2

T
[ [lem-e@ne—n"ta) as
0

S

On note par Hy le complété de £ par rapport a cette semi-norme. L’espace Hy est
continliment inclus dans 7.

Proposition 3.4

Soit u = {us,t € [0,T]} un processus stochastique dans 1’espace DV2(H ). Sup-

posons que la trace définie comme la limite en probabilité :

T

1
TrDu := Ei% % / <Du5, 1[5—5:S+5]>H ds

existe et que :
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alors I’intégrale stochastique symétrique de u par rapport au MBF existe et :
T

/11,tng{ = 0(u) + TrDu.
0
Transformation de Girsanov.

Soient B un mouvement Brownien fractionnaire avec le paramétre de Hurst 0 <
H<1let {EBH, te|o, T]} sa filtration naturelle.
Etant donné un processus adapté avec des trajectoires intégrables u = {u,;,t € [0,7]} .

Considérons la transformation :
t

B = BE + / Ugds (3.52)
0
Nous pouvons écrire :

~ l4 t t t 5
Bff = B + [ugds = [ Ky (t,8)dWs + [usds = [ Ky (t,s) dW;
0 0 0 0

t .

W, =W, + / Kt / ugds | (r) | dr (3.53)

0 0

Notons que K ;' < J usds) € L*([0,T]) p.s. si et seulement si :
0

/usds € I:F% (L*([0,T))) .

On a la version suivante du théoréme de Girsanov pour le mouvement brownien fraction-

naire :

Théoréme 3.2
Considérons le processus de décalage (3.52) défini par un processus
u = {uy, t € [0,T]} avec des trajectoires intégrables et supposons que :

H+3

i) [ueds € 17 (L2([0, 7)) ImKy ), pes.
0
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T

. T . 2
i) E(¢7) = 1,00 & = exp <f <K;11 fusds> dWs+ [ <K;11 fusds> ds> ,
0 s 0 0 s

0
, ~ H . . .
alors le processus de décalage B est un 7" -mouvement Brownien fractionnaire

avec le paramétre de Hurst H relativement a la nouvelle probabilité P définie par j—lfj =&

- On peut remplacer la condition ii) par la condition de Novikov :
T . 2

ii’) Eexp <% f (KHl / urdr) (s) ds) < 00.
0 0

e On peut montrer que I’opérateur inverse K, est donné par :

1 1

(Ky'h) (s) = s~ 2D} 2 (r%*Hh’ (7‘)) (), si H > 5 (3.54)
1 _1 1 1

(K 'h) (s) = s2 HDY 2" 3 D2 (s) ) si H < 5 (3.55)

1
pour tout /1 € Ié?i (L2([0,T7)).

Si h est différentiable (ou absolument continue) K ;" est donné grace a (3.55) par :

1
Kgth = s 2p2 " sa iy (3.56)

3.2 EDS gouvernées par le mouvement brownien fractionnaire.

3.2.1 Existence de la solution faible.

Soient B = {BfH ,t €0, T]} un mouvement brownien fractionnaire avec le parametre

de Hurst H € |0, 1[; considérons 1’équation stochastique suivante :
t
X, =20+ B + /b(s,Xs)ds (3.57)
0
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oub: [0,7] X R est une fonction mesurable.

Définition 3.3

Une solution faible de I’équation (3.57) est un couple de processus continus et adaptés
(X, BM) sur un espace de probabilité filtré (Q2, F, P, {F;,t € [0,1]}), tel que

i) B est un F;-mouvement Brownien fractionnaire dans le sens de la définition (3.1).

ii) X et B satisfont (3.57).

Théoréme 3.3

Supposons que b(t, x) satisfait la condition sur la croissance linéaire (Hy) :

b(ta)| < C(L+1al).

si H < % (cas singulier) ou la condition de Hélder de continuité (H,), d’ordre 1 >
a>1—-enzetdordrey>H —Llent:

b(t.2) = b(s.9)] < C (Ja —yl* + |t — 5I"),

si H > % (cas régulier),
alors 1’équation (3.57) admet une solution faible.
Preuve :
Posons BJ! = BIf — ft b(s, B + z)ds et supposons que le processus
0
u, = —b(s, BY + x) satisfait les conditions i) et ii) du théoréme (3.2),alors BY
est un ]:tBH -mouvement Brownien fractionnaire relativement a la mesure de probabil-
ité P et <BH ,BH ) est une solution faible de (3.57) sur 1’espace de probabilité filtrée
(Q,]—“, P, {EBH,t e [o,T]}).
Posons v, = —K;* <f b(r, B! + xg)dr> (s).
0

On montre que le processus v satisfait les conditions i) et ii) du théoréme (3.2).
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Cas H < 1:

En utilisant (3.56) et la propriété de croissance linéaire de b, on obtient :

1
0| = ’sH—%I§+ H 3=Hy(s, BY 4+ x)’
S
= cus™ 3| [ (s =)™ Eri (e, B + a)dr
0

<epC (1+ |z + || B ) s 2. (3.58)

L’opérateur (K H)*1 préserve la propriété d’adaptation et par conséquent, le processus v est
adapté. Ainsi la condition ii) peut étre démontrée en utilisant le critére de Novikov. il suffit

de prouver qu’ il existe une constante A > 0 telle que :

sup E (exp (x\U?)) < 00. (3.59)

0<s<T

Cas [{ > 1:

En utilisant la relation (3.54), on montre que le processus v est adapté et on obtient :

H-lps—H 1 g H

ve=—s""2D2, " s2"b(s, B +x) = —cu (a(s)+ [ (s)),

ol « et 3 s’expriment en fonction de b et de B

En faisant des estimations des fonctions « et 3, on montre que la condition ii) du
théoréme (3.2) est satisfaite en utilisant le critere de Novikov.ll

Considérons maintenant 1’équation différenticlle stochastique suivante :

t
Xo= w0+ B+ [[(nls X0 + bals X,))ds, (3.60)
0

ou by, by : [0, 7] xR — R sont des fonctions mesurables, H > L et BY = {B/1.t € (0,71}
un mouvement brownien fractionnaire de paramétre de Hurst H € ] %., 1 [ .

Théoréme 3.4



3.2 EDS gouvernées par le mouvement brownien fractionnaire. 66

Soit H > % et supposons que by et by sont des fonctions mesurables sur [0, 7] x R

satisfaisant les conditions (C;), (C2) et (C3) ou bien (C;), (C}) et (C}) suivantes:

(C1) by est Holder continue d’ordre 1 > o > ——enxzetd’ordrey > H — L ent:
It ) — bals, )] < C (17— 91" + [t~ 5I). (.61

(Cy) sup sup|ba(s,z)| < M < oo.
s€[0,T] zeR

(C3) Vs € [0,T7],ba(s, -) est non décroissante et continue a gauche (ou a droite).

(Cy) sup sup|bo(s, )| < M (14 |z)).
s€[0,T] zeR
(C%) Pour tout s € [0, 1], ba(s, -) est une fonction non décroissante et continue.

Alors 1’équation (3.60) admet une solution faible.

Preuve :

La preuve est analogue a celle du théoréme précédent. Pour plus de détails voir
[03].1

Considérons 1’équation :
t
Xy =z0+ B + /b(Xs)ds,O <t<T, (3.62)
0

ou H € ]%, 1[ et la fonction b(z) est Holder continue d’ordre o € ]1 -, 1[ dans un
nombre fini d’intervalles |—o0, ai[, |ai, as|, ....., Jax_1, an], Jay, oo| avec un saut de dis-
continuité dans chacun des points a;,7 = 1,....., N: b(a; ) # b(a]) = b(a;). La fonction
b(x) n’est pas continue et on ne peut pas appliquer le théoréme (3.3).

On a le théoréme suivant :

Théoréme 3.5

Soient B = (BH),-, un mouvement brownien fractionnaire de paramétre de Hurst

H e ]%, Hy [, ou Hy = 1+4‘@, alors 1’équation (3.62) admet une solution faible.

Preuve :
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Pour prouver le théoréme, on a besoin du lemme et de la proposition suivants [13] :

Lemme.
Supposons que b;(t,x),i = 1,....., N sont des fonctions mesurables t.q :
T - 2
FEexp )\/ K‘l/bi(r, r+BHYdr | (s)ds | < oo (3.63)
0 0

N
pour tout A > Oeti = 1,....., N, alors la fonction b(¢,z) = >_ b;(t, x) satisfait aussi la
i=1

condition (3.63) pour tout A > 0 et I’équation (3.57) admet une solution faible.

Proposition 3.5

Soit B# = (B}");>0 un mouvement brownien fractionnaire de parameétre de Hurst

H € |3, Hy[, ou Hy = 1+4\/5, alors pour tout ¢ € R, la fonction b(x) = sgn(x — a)
satisfait la condition (3.63) pour tout A > 0.
Preuve du théoréme :

On peut décomposer la fonction b(x) comme suit :

b(z) =d(x)+ Z cisgn (z — a;)

ou la fonction d est Hélder continue d’ordre o € ]1 — %, 1 [ et ¢; € R. Alors, en utilisant
le théoréme (3.3) et la proposition (3.5), on montre que les fonctions d(z) et sgn(x — a;)
satisfont la condition (3.63) pour tout A > 0. Ainsi, nous pouvons appliquer le lemme a
ces fonctions. M

Proposition 3.6

Considérons une suite de fonctions mesurables b, (¢; X') uniformément bornées par

C, telles que :

lim b, (t;2) = b(t; x)

n—oo
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pour presque tous (¢, x) € [0,T] x R et supposons aussi que les solutions correspondantes
X™ des équations :

t

0
convergent p.s. a un certain processus X; pour tout ¢ € [0, 7; alors le processus X, est une

solution de 1’équation (3.57).

3.2.2 Unicité en loi et unicité des trajectoires.

Théoréme 3.5

Supposons que b(t, z) satisfait les conditions sur la croissance linéaire (H;) et la
condition de Holder continu (Hs); alors I'unicité en loi et I'unicité des trajectoires sont
satisfaites pour 1’équation (3.57).

Preuve :

Unicité en loi :

Soient (X ,BH ) une solution faible de 1’équation stochastique (3.57) définie dans
I’espace de probabilité filtré (Q2, F, P, {F;,t € [0,T]}). On définit un processus u, et une

mesure de probabilité P par :

Us = (KH)71 / b(r, X, )dr | (s)

T T

dP 1

— = exp —/udes - §/u§ds (3.64)
0 0
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Le processus u, satisfait les conditions i) et ii) du théoréme (3.2). En effet, il est adapté et

puisque X; possede les mémes propriétés de régularité que le MBF, on déduit que fugds <
0

o0 P.S.

P

Finalement, on peut appliquer le critére de Novikov pour montrer que £ (%) =1,

car le lemme de Gronwall nous permet d’écrire :
X < (z+||BY|| +CT) e

et:
X — X, < |Bf' = BI |+ C |t — s |X]|, -

Le théoréme de Girsanov permet d’affirmer que le processus

t
W, =W, + / uds

0

est un F;-mouvement brownien relativement a la probabilité P.

On a la représentation :
t
X, =x+ /KH(t, s)cm/S
0

et par conséquent, X — z est un F;-mouvement brownien fractionnaire, relativement a la
probabilité P, de paramétre de Hurst H. En conséquence, les processus X — z et l?tH ont
la méme distribution relativement a la probabilité P.

En effet, on peut facilement montrer que si ¥ est une fonctionnelle mesurable bornée

sur C'([0, 1), alors :
Ep (¥ (X —2)) = Ep <\I/ (BH))

Unicité des trajectoires :
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Soient X et X, deux solutions faibles définies sur le méme espace de probabilité
filtré (Q, F, P,{F;,t € [0,T]}) par rapport au méme mouvement brownien fractionnaire,
alors sup(X1, X») et inf(X7, X5) sont ainsi des solutions. Elles possédent donc les mémes
lois et donc X; = X,.1

Théoréme 3.6

Soient by et by des fonctions mesurables sur [0, 7] x R satisfaisant les conditions (C;)
(Cs) et (Cy) (resp. (Cy), (C)) et (CY)) du théoréme d’existence, alors ’unicité en loi et
I’unicité des trajectoires sont satisfaites pour I’¢équation (3.60).

Preuve :

La preuve est analogue a celle du théoréme précédent. Pour plus de détails voir [3].1H

3.2.3 Existence de la solution forte.

Définition 3.4

Soient (€, F, P) un espace de probabilité, B un mouvement brownien fraction-
naire. Un processus X est une solution forte de 1’équation (3.57) si :

i) X est continu et F H—adapté.

ii) X et B satisfont (3.57).

- Soient p, 5 > 1, on dit que la fonction mesurable I : [0, T] x R — R appartient & L,, 4,
si:

3

A 3
IF|l,5 = /(/ |F(t,x)|pdm>pdt < 0.
R
0

Théoréme 3.7
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Supposons que b(¢, x) satisfait la condition de croissance linéaire (H;) du théoréme
(33).SiH < %, alors 1’équation (3.57) admet une solution forte unique.

Preuve :

Pour tout R > 0, posons br(t,x) = b(t, (x AR)V (—R)). La condition de croissance
linéaire implique que by est une fonction mesurable bornée. Soit p une fonction réguliére
non négative de support compact dans R telle que

Jop(z)dz=1.

Pour j € N, posons bg;(t,2) = j [ br(t,2)p (j (x — 2)) dz.

- k - 00

Soient pour k < n, brnk = N brjetbrn, = N brj.

j=n j=n

Il est clair que b R,k €St lipschitzienne relativement a la variable x uniformément en
t, ER,M l E)R,n, sik — oo et BR,,,, T br, sin — 00, pour presque tout = et pour tout ¢.

L’équation obtenue en remplagant b(¢, z) par (53771719) dans I’équation (3.57) admet
une solution unique X k- En utilisant le critére de comparaison pour les équations dif-
férentielles ordinaires, on montre que la suite X r.n,k décroit avec k, par conséquent elle ad-
met une limite X rn. Qrace au théoreme de comparaison X Rk (€ par conséquent X’R,,,L)
est bornée supérieurement (resp. inférieurement) par la solution avec un coefficient con-
stant R (resp. — R) et de plus X R, ©st croissante et converge donc vers une limite X5, qui
est une solution de 1’équation obtenue en remplagant b(¢, ') par by dans I’équation (3.57).
En augmentant R,on obtient le résultat.

L’unicité est une conséquence du théoréme 5 de [16].1

Théoréme 3.8
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Supposons que b (¢, x) satisfait la condition de croissance :
b(t,2)> < K + F(t,2)

pour presque tous (¢, z) € [0,7] x R, ou ' > 0 est une constante et /' est une fonction
non négative dans Ly, pour toutp > 1, f > ~L et H < 1.

Alors 1’équation (3.57) admet une solution forte unique.

Preuve :

Pour tout n > 0, posons b,, (t, ) = (b(t,x) V (—n)) A n.

Il est clair que b, (t,x)2 <C+F(tx),onFel,sp>1letp> ﬁ'

De plus lim b, (t,z) =b(t,x)

n—o0

Notons que b, est une fonction mesurable bornée et donc 1’équation obtenue en rem-
plagant b(¢, x) par b, dans I’équation (3.57) admet une solution forte unique. Comme b,
est croissante et le théoréme de comparaison implique que Xt(n) est croissant p.s. et con-
verge donc vers un processus X; qui est une solution de 1’équation (3.57). L'unicité est une
conséquence du théoréme 5 de [16]. Pour plus de détails, voir [15].1

Théoréme 3.9

Supposons que b; = 0 et by satisfait les conditions (C3) et (Cs) (resp.(C)) et (CY)),

alors il existe une solution forte (resp. solution forte unique) pour I’équation :
t
Xy =xzo+ B+ /bz(s,XS)ds,O <t<T (3.65)
0

Preuve :
Supposons que b : [0,7'] x R — R est une fonction mesurable, bornée, non décrois-

x
sante et continue & gauche et posons pour tout n > 1: b, (s,z) = [ ba(s,y)dy. Les
1

r—
n
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fonctions b, (s, x) sont non décroissantes et bornées uniformément. En utilisant [16,propo-
sition.7], on montre que 1’équation :

t
X = 2o+ B + [bp(s, X{)ds,0<t < T
0

admet une solution forte notée X ™. Soient n > m, notons A, = X' — X/". En

utilisant la monotonie de b,,, on obtient :
t

A, > /(bm(S,X;L) — bm(st;n))ds
0

t
> / (b (5, X7) — b (5, X)) I{a, <0yl (3.66)
0

t t
> 2m1\1/ Adia,<oyds > —2mM / A, ds.
0 0
Et donc :
t
Ay <2mM / A, ds (3.67)
0

Grace au lemme de Gronwall, on obtient que pour presque tout w et pour tout ¢ € [0, 7], la
suite (X7*(w)) est une fonction non décroissante de n, bornée (puisque b,, est borné). Par

conséquent, elle admet une limite quand n — oo et on pose :

lim X{'(w) = Xi(w),

n—oo
ce qui nécessite en particulier que X soit F BH-adapté. En appliquant le résultat de conver-
gence de [16,proposition.7] et la bornétude des b,, ainsi que le théoréme de la convergence
dominé de Lebesgue, on obtient :

t
X, =x+4 B + [by(s, X;)ds.l
0
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