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                                 Résumé 
 
 
Plusieurs domaines d’application comme : l’astronomie, l’acoustique, le 
traitement des images et du signal, etc., ont eu recours à l’utilisation des 
statistiques d’ordre supérieur. Ils ont joué un rôle crucial dans 
l’identification de système linéaire à phase non minimal. Ainsi, l’objet de 
cette thèse est l’identification des paramètres d’un modèles 2D MA à 
phase non minimale à l’aide des cumulants d’ordre supérieur. 
Nous démontrons d’abord la convergence presque sûre des estimateurs 
empiriques des statistiques d’ordre supérieurs. Comme cadre pratique, 
nous abordons le problème de l'identification des modèles à moyennes 
mobiles 2D (MA) avec des erreurs non gaussiennes basées sur les 
cumulants seuls sous une hypothèse de phase non minimale en premier 
lieu et ensuite sur une approche GMM (méthode des moments 
généralisée). Une étude de simulation vérifie les performances des 
méthodes proposées. 
 
 

Mots clé 
Statistiques spatiales d'ordre supérieur, phase non minimale, 2D FIR, 

convergence presque sûre 



                              Abstract 
 
Several fields of application such as: astronomy, acoustics, image and 
signal processing, etc., have used of higher order statistics. They played 
a crucial role in the identification of a non-minimal phase linear system. 
Thus, the object of this thesis is the identification of the parameters of a 
non-minimal phase 2D MA models using higher order cumulants. 
First, the almost-sure convergence properties of sample estimates of 
higher order spatial statistics are derived. As a practical framework, we 
address the problem of identification of 2D moving average (MA) 
models with non-Gaussian errors based on cumulants alone under a 
nonminimum phase assumption first and on a generalized method of 
moments approach after. A simulation study verifies the performance of 
the proposed methods. 
 

Key words: 
Higher-order spatial statistics, No minimum phase, 2DFR, almost sure 
convergence. 



 ملخص 

العزوم  باستخدام   هو تحديد وسائط النموذج الهدف المرجو من بحتنا في هذه الأطروحة 

حاسما ( لعبت دورا ذات الدرجة العليا. إحصائيات الدرجة العليا )العزوم المكاني مكاني ال

  الإشاراتعلم الفلك، الصوتيات، معالجة الصور و  ،في العديد من المجلات التطبيقية 

. نبين في هذا العمل  الأدنى غير وبشكل اكتر تحديدا لتحديد النظام الخطي في مرحلة الحد

،  ي كإطار عمل. التجريبية للإحصائيات ذات الدرجة العليا للمقدرات التقارب المؤكد تقريبا

2DMA    المتحركد نماذج المتوسط نعالج مشكلة تحدي 

في   الأدنى غير مرحلة  الحدمع افتراض   عتمد على العزومالتي ت   مع أخطاء غيرغاوسية 

وأخيرا أكدت دراسة  .في المقام الثاني  طريقة اللحظات المعممة    وعلى نهج المقام الأول

       .قترحتينالم لطريقتينالمحاكاة التي قمنا بها بالنوعية الجيدة 

 كلمات البحت الرئيسي ة:

التقارب المؤكد  المرحلة غير الدنيا،  الدرجة العليا،ذات  المكانية  الإحصائيات

 تقريبا.  
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Introduction générale
Le traitement du signal est un domaine qui a vu l�émergence d�une nouvelle �matière pre-

mière�, qui est l�information. Cette nouvelle discipline se trouve à la jonction des mathématiques,

qui lui fournissent un cadre conceptuel, de l�électronique et de l�informatique, qui concourent aux

développements des techniques matérielles et logicielles et de la physique, qui décrit les vecteurs

de transmission de l�information.

Le traitement du signal a fondé sa problématique sur la théorie des probabilités, sur l�analyse

fonctionnelle et sur l�analyse numérique. Ces disciplines sont le cadre naturel de la modélisation

en traitement du signal. La théorie des probabilités a été particulièrement mise à contribution

pour construire les modèles utilisés en traitement du signal. Cette branche très riche des ma-

thématiques a été très développée depuis son origine dans la �théorie des jeux�pratiquée dès

le 17i�eme siècle par les précurseurs que furent Bernoulli, Fermat, Pascal et bien d�autres. Les

concepts de base de la théorie des probabilités sont les notions de variable aléatoire et de fonction

(signal) aléatoire. Ces grandeurs sont décrites complètement à travers des lois (ou densités) de

probabilité. On se limite bien souvent à une description donnée par les moments.

La plupart des résultats méthodologiques et des techniques de traitement du signal sont

fondés sur une description simpli�ée des signaux faisant appel aux moments d�ordre 1 et 2.

Les fonctions de corrélation et les densités spectrales de puissance (spectres) en sont les outils

de base. Ces grandeurs jouent un rôle essentiel dans la description de signaux dans tous les

domaines d�application et dans la dé�nition d�opérateurs fondamentaux : �ltre adapté, �ltre de

Wiener, �ltre de Kalman. Le statut particulier des signaux gaussiens, qui sont très répandus et

pour lesquels la description à l�ordre 2 est complète, a largement contribué à la di¤usion des

techniques de traitement limitées à l�ordre 2.

Le développement des moyens de traitement a permis dans un passé récent de prendre en

compte une description plus subtile des signaux en utilisant des statistiques d�ordre supérieur à

2. Le cadre conceptuel est déjà très riche. Les probabilistes ont depuis longtemps développé une

approche générale des variables et des fonctions aléatoires. On peut trouver le fondement de ces

modélisations dans ( [1], [9], [6], [7], [8], [19], [64]).
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Le fort courant de recherche sur ces nouvelles méthodologies qui se développe depuis une quin-

zaine d�années a suscité une série de colloques internationaux consacrés aux statistiques d�ordre

supérieur ([53], [54], [55], [56], [57]), et de nombreuses revues scienti�ques leur ont consacré des

numéros spéciaux ([51], [65], [66], [67], [68], [79], [70]). Ces études débouchent sur de nouveaux

algorithmes de traitement dans de nombreux domaines d�applications. Citons l�astronomie où

sont apparues les premières techniques d�ordre supérieur, la prospection sismique et les com-

munications qui ont été un puissant moteur de développement des techniques de déconvolution

aveugle, et plus généralement la géophysique, le contrôle non-destructif, les vibrations, la parole,

le radar, le sonar. . .

Avant d�aborder l�étude des nouvelles descriptions de la réalité expérimentale utilisant les

statistiques d�ordre supérieur, il est bon de s�interroger sur l�opportunité de ces développements.

La question est importante et la réponse ne peut être que conjecturale. A l�a¢ rmation indiscu-

table du caractère plus général de cette approche, on voit objecter à juste titre la complexité

accrue, et plus fondamentalement, l�applicabilité douteuse. Le mieux peut être l�ennemi du bien.

Nous proposerons de relever ce dé� en restant avertis des risques qu�il contient, mais qui sont

somme toute associés à toute innovation.

Parmi les raisons invoquées à l�appui de l�utilisation des SOS, outre leur plus grand degré de

généralité, nous pensons que l�argument le plus solide est la possibilité qu�elles o¤rent de résoudre

des problèmes non accessibles à l�ordre 2 : nous citerons la séparation de sources, sans modèle

a priori, la déconvolution aveugle ou encore le �ltrage non linéaire. Laissons aux applications et

à l�avenir le soin de trancher. Et consacrons nous à l�étude des SOS qui nous introduiront dans

un monde de nouvelles techniques de traitement, et nous apporteront de grandes satisfactions

intellectuelles à la mesure de leurs mystères.

Cependant, la plupart des signaux naturels (ou réels) sont des signaux pour lesquels les entrées

sont des données spatiales complexes qui présentent un comportement ou des caractéristiques non

gaussiens et / ou non linéaires. Ils ont besoin de méthodes de corrélation d�ordre supérieur pour

leur analyse. Les statistiques 2D d�ordre supérieur peuvent mesurer la périodicité entre plusieurs

points séparés par des distances données. Ils re�ètent mieux la géométrie que la fonction de

corrélation à deux points (c�est-à-dire les statistiques du second ordre) (voir par exemple ([10],

5



[18], [59], [30]).

De plus, l�extraction de nouvelles propriétés sur les données spatiales conduit à une amélio-

ration signi�cative des performances de la modélisation prédictive. Ainsi, dans plusieurs cas, il

est nécessaire d�utiliser des cumulants spatiaux d�ordre supérieur.

Cependant, pour tirer pleinement parti des nombreuses vertus des cumulants spatiaux expé-

rimentaux, nous devons être capables de confondre les cumulants théoriques et expérimentaux

(ou échantillon) lorsqu�il s�agit d�un ensemble de données spatiales �ni, et d�établir une forte

convergence entre eux. Pour cela, nous étudions dans cet ouvrage :

- la convergence presque sûre des cumulants spatiaux du troisième et du quatrième ordre

de l�échantillon. De plus, pour un processus linéaire spatial, nous discutons de la normalité

asymptotique des estimations de l�échantillon.

- comme cadre pratique des résultats théoriques proposés, certaines méthodes d�identi�cation

des systèmes de moyenne mobile unidimensionnels d�ordre �ni (systèmes MA RIF) sont étendues

au cas 2D, c�est-à-dire au système 2D MA RIF.

Nous nous concentrerons sur les méthodes basées sur des cumulants d�ordre supérieur sous

l�hypothèse de non inversibilité. En e¤et, des études récentes dans de nombreuses applications

scienti�ques et techniques ont montré que les valeurs des paramètres sont dans la plage de phase

non minimale. Une conclusion clé de ces études est que des cumulants d�ordre supérieur sont

nécessaires pour l�identi�cation des systèmes à phase non minimale, ce qui implique que l�hypo-

thèse d�erreurs gaussiennes doit être abandonnée. Dans le cas 1-D, la théorie et les techniques de

calcul de la prédiction linéaire ont reçu une grande attention dans la théorie des systèmes et le

traitement du signal. Cependant, malgré les e¤orts de nombreux chercheurs, la majeure partie

de cette théorie n�a pas été étendue au cas 2-D. La représentation 2D MA pour les champs aléa-

toires est pertinente en raison de la grande popularité de leur décomposition de type Wold dans

le cas homogène régulier. Les applications de la décomposition de type Wold et de la modélisa-

tion 2D MA incluent la modélisation des textures naturelles [24], la segmentation d�image et les

problèmes de restauration [39] , la modélisation et la récupération d�images [44] et les systèmes

radar de traitement adaptatif [24].
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Le problème d�identi�cation est souvent recomposé comme celui de trouver une solution

unique à un système d�équations non linéaires. Les cumulants d�ordre supérieur sont utiles pour

l�identi�cation de systèmes de phase éventuellement non minimaux, car la transformée de Fourier

des cumulants conjoints d�ordre k d�un champ aléatoire stationnaire d�ordre k X est le polyspectre

d�ordre k de X. En e¤et, à condition que le k -un cumulant d�ordre des erreurs existe et est non

nul pour k � 3, on peut récupérer la fonction de phase à partir de n�importe quel spectre

d�ordre k, voir [43] Lemme 1, [29], [27] pour le cas 1D et [71] et [72] pour le multidimensionnel.

Par conséquent, deux approches pour l�identi�cation des paramètres de processus 2D MA non

gaussiens sont proposées. La première approche est basée sur des cumulants expérimentaux seuls

et sans imposer de phase minimum. Alors qu�une méthode généralisée des moments (GMM) est

utilisée dans la seconde approche.

La thèse s�articule autour de cinq chapitres :

Dans le premier chapitre, nous donnons les dé�nitions des di¤érents termes liés à l�ensemble

de l�étude dans ce travail, et un aperçu sur les di¤érents modèles spatiaux considérés dans le

reste des chapitres.

Nous consacrons le chapitre 2 à la problématique des statistiques d�ordre supérieur à travers

l�examen de la théorie des moments et des cumulants. Dans ce but, nous décrivons ces outils

statistiques pour une variable aléatoire réelle scalaire ainsi que leur extension au cas multidimen-

sionnel, a�n de mieux comprendre les multicorrélation de variables aléatoires.

Dans le chapitre 3, nous traitons en détail les modèles 2D moyenne mobile (MA) à réponse

impulsionnelle �nie et nous mettons le point en particulier sur le cas où la phase est non minimale.

Aux chapitres 4 et 5, nous abordons les propriétés asymptotiques des estimateurs des cu-

mulants et nous présentons deux approches di¤érentes pour l�identi�cation des paramètres du

modèles 2D MA RIF, l�une basée sur les cumulants et l�autre sur les estimateurs GMM. Une

étude de simulation véri�e les performances des méthodes proposées.
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Chapitre 1

Généralités

La statistique spatiale concerne l�étude de phénomènes observés dans un domaine spatial S:

Les domaines d�application sont nombreux : sciences de l�environnement et de la terre, épidé-

miologie, agronomie, météorologie, économétrie, traitement d�images, etc. Cette diversité fait la

richesse de ce domaine. On distingue trois types de données dans la statistique spatiale suivant

la nature de S : Les données géostatistiques (S est un sous-espace continu de Rd, d < 2) , Les
données latticielles (S est discret et �xé), Les processus ponctuels S est un processus ponctuel

dans Rd. Ils di¤èrent d�abord par la nature de l�unité géographique attachée à chaque unité

statistique, soit un lieu précis soit une surface, mais aussi par la qualité aléatoire ou non des

positions spatiales.

Dans ce chapitre, nous voulons présenter les principaux concepts méthodologiques qui ont été

développés pour permettre l�étude des champs aléatoires, ce dernier étant l�outil de probabilité

de modélisation des données spatiales.

Le domaine de la statistique spatiale est trop vaste pour être couvert, même super�ciellement,

par une simple thèse. Nous avons choisi de restreindre notre étude principalement à l�analyse des

processus stochastiques spatiaux discrets. Ce chapitre est organisé en deux sections. Dans la

première section, nous donnons des dé�nitions, des notations et des outils qui seront utilisés tout

au long de la thèse. Dans la section 2, nous présentons des exemples de modèles spatiaux discrets

qui seront des modèles de référence pour les modèles que nous étudierons dans les chapitres

suivants.
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Chapitre 1. Généralités

1.1 Concepts et dé�nitions

Dans cette section, nous introduisons les dé�nitions et notations que nous utiliserons tout au

long de cette thèse.

1.1.1 Champs aléatoires

Dé�nition 1.1 D un domaine sur Rd, un champ aléatoire sur D est une famille de variable

aléatoire sur un espace de probabilité (
; A; p) ; tel que pour tout s de D est associe Xs ; le quel

est noté fXs; s 2 Dg :

Un champ aléatoire est totalement caractérisé par la distribution conjointe de n�importe quel

sous ensemble �ni (Xs1 ; Xs2 ; :::::; Xsn) de manière cohérente nécessitant

P (z(ti) 2 Ai; i = 1; :::::;m; z(s)) = P (z(ti) 2 Ai); i = 1; :::::;m):

Une telle spéci�cation est appelée la distribution du processus.

Un champ aléatoire discret X est un processus prenant des valeurs aléatoire sur le réseaux.

1.1.2 Stationnarité

En statistique classique, l�inférence des paramètres est rendue possible par la répétition indé-

pendante des données. En statistiques spatiales, on observe très souvent une réalisation unique

des données, par exemple un épisode de pollution à l�ozone, une région agricole particulière, une

épidémie végétale, etc... Pour pouvoir réaliser l�inférence statistique pour un évènement unique, il

faut donc en quelques sortes remplacer l�hypothèse sur les répétitions indépendantes par une hy-

pothèse sur le champ aléatoire qui considère d�une part que certaines de ses caractéristiques sont

identiques d�un point à l�autre de l�espace, et d�autre part que l�espérance de certaines grandeurs

sont accessibles par des intégrales sur l�espace. On pose donc des hypothèses de stationnarité

et d�ergodicité. Une propriété importante de la série chronologique est la stationnarité. Cette

propriété est nécessaire pour appliquer certain théorème sur la causalité.
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Stationnarité stricte

Dé�nition 1.2 Un champ aléatoire Xs est dit strictement stationaire si toutes les lois de �ni-

dimensionnelles sont invariantes pour tout translation c-à-d :

(Xs1 ; Xs2 ; ::::::; Xsn) et (Xs1+h
; Xs2+h; ::::::; Xsn+h) sont les mêmes pour tous n�uplet (S1; S2; :::::; Sn)

et tout h 2 D:

Cette hypothèse présente deux défauts majeurs, qui font qu�elle est rarement utilisée : d�une

part elle ne dit rien sur l�existence ou non des moments, alors que l�espérance et la variance sont

des grandeurs nécessaire pour l�analyse statistique de ces données ; et d�autre part il faut véri�er

n supérieur au nombre des données disponibles. Nous préférons l�autre hypothèse de stationnarité

du second ordre qui est plus faible.

stationnarité du 2ème ordre

Dé�nition 1.3 Un champ aléatoire intégrable carré, Xs est un champ stationnaire au second

ordre sur Rd Si Xs est de moyenne constante et de covariance invariante par translation

E(Xs) = m 8s 2 Rd;

cov(Xu; Xv) = 
(u; v) = cov(Xu+� ; Xv+� );

pour chaque u; v et � 2 Rd:

Comme 
(u; v) = 
(u�v; 0) pour tout u; v 2 Rd pour un champ aléatoire stationnaire faible,

il sera commode de redé�nir la fonction d�autocovariance en fonction

d�un argument comme suit,


(h) = 
(h; 0):

Si X est strictement stationnaire et si X 2 L2, alors X est stationnaire du second ordre. L�inverse

n�est pas vrai en général mais les deux concepts coïncident si X est gaussien.
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1.1.3 Champs aléatoires gaussiens

Dé�nition 1.4 Un champ aléatoire est dit gaussien si toutes ses lois de dimension �ni L(Xs1 ; Xs2 ; :::; Xsn)

sont gaussiennes. Autrement dit (Xs)s2S est gaussien si et seulement si toute combinaison li-

néaire a1Xs1 + a2Xs2 + ::: + anXsn suit une loi normale, pour tous n 2 N�; s1; :::; sn 2 S et

a1; :::; an 2 R: La loi d�un vecteur gaussien (Xs1 ; Xs2 ; :::; Xsn) est caractérisée par le vecteur

des moyennes (E[Xs1 ]; E[Xs2 ]; :::; E[Xsn ]) et la matrice de variance-covariance (Cov(Xsi ; Xsj);

1 6 i; j 6 N):

Exemple 1.1 -On appelle bruit blanc faible (bb faible) tout processus (�s)s2S tel que E(�s) = 0,

V ar(�s) = �2 � 1 décorrélées : 8u 6= v; Cov(�u; �v) = 0:

-On appelle bruit blanc fort (bb fort) tout bb faible tel que les variables (�s)s2S sont indépen-

dantes.

-On appelle bruit blanc gaussien (bb gaussien) tout bruit blanc fort tel que 8s; �s  N(0; �2).

Alors : Un bb fort et un bb gaussien sur S sont strictement stationnaire, un bb faible sur S

est stationnaire.

1.1.4 Opérateur de retard

Dé�nition 1.5 L�opérateur de retard B se dé�nit de la manière suivante

B(Xt) = Xt�1:

Remarque 1.1 Bn(Xt) = Xt�n; pour tout n 2 N:
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1.1.5 Ergodicité

L�ergodicité est une propriété qui renforce la notion de stationnarité et qui permet d�obtenir

la convergence presque sûre d�une moyenne empirique spatiale (d�une réalisation unique) lorsque

le domaine �tend vers l�in�ni�.

Dé�nition 1.6 Un champ aléatoire stationnaire Xs sur Rd est dit ergodique pour la moyenne

(ou ergodique au premier ordre) si la moyenne spatiale sur un domaine D de Xs converge vers

son espérance mathématique lorsque D ! Rd:c�est-à-dire,

XD =
1

jDj

Z
D

Xsds! E(X0) = �; lorsque D ! Rd:

où jDj désigne le d-volmue de D (sa mesure de Lebesgue) et où la convergence est la conver-

gence moyenne quadratique.

Exemple 1.2 X =
�
Xs; s 2 Zd

	
; Xs i.i.d est un exemple de processus ergodique.

Après avoir introduit les notions de champs aléatoires, de stationnarité et d�ergodicité dans le

cas le plus général (champs aléatoires indexés par Rd), revenons au contexte de ce travail doctoral

qui est l�étude des champs aléatoires indexés par Zd. Sur Zd, on dé�nit dans le paragraphe suivant,

l�ordre partiel habituel et l�ordre lexicographique. Ces notions d�ordre vont nous permettre, même

arti�ciellement, de structurer l�espace selon un certain ordre qui jouera le rôle du passé et du

présent ou plus précisément de précédance et de succession des observations.

1.1.6 Notions d�ordre dans Zd

Si les processus aléatoires sont indexés par Z, les notions de futur et de passé sont claires et

naturels, cependant lorsque le processus aléatoire est indexé par Zd(d > 2) plusieurs formulation
peuvent être dé�ni en fonction de l�ordre utilisé sur Zd. Nous donnons ici deux ordres que nous

utilisons.

-L�ordre partiel usuel sur Zd(d > 2) : est dé�ni pour deux points s = (s1; s2; :::::; sn) et

t = (t1; t2; ::::::; tn) de Zd par
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s 4 t (respectivement s � t),

si pour tout i = 1; :::; d

si 6 ti (respectivement si l ti).

Cet ordre est appelé l�ordre des quarts de plan.

-L�ordre lexicographe sur Zd : est dé�ni pour deux points s = (s1; s
0
) et t = (t1; t

0
) de

Zd tel que s1 et t1 appartiennent à Z par

s �� t

si et seulement si s1 � t1 et s
0 �� t

0
dans Zd�1:

Cet ordre est appelé l�ordre du demi-plan.

Remarque 1.2 1/ Soient i = (k; l); j = (m;n) deux points dans Z2. On note par i 6 j l�ordre

lexicographique dé�ni par (i 6 j )(); (k < m) ou (k = m; l 6 n):

Cet ordre est appelé aussi ordre demi-plan ou ordre total.

2/ Soient i = (k; l); j = (m;n) deux points dans Z2 : On appelle ordre quart i� j () (k 6
m) et (l 6 n). Ce qui est considéré comme un cas particulier de l�ordre total.

1.1.7 Indexation des sous-ensembles

Pour deux éléments a; b 2 Zd tels que a 6 b et a 6= b, on note

s[a; b] =
�
x 2 Zd : al xl b

	
;

s[a;1] =
�
x 2 Zd : al x

	
;

s[1; a] =
�
x 2 Zd : xl a

	
;

s ha; b] = s [a; b]� fag ;

s ha;1] = s [a;1]� fag :
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s[a; b] permet de dé�nir une notion de fenêtre spatiale qui étend la notion classique d�intervalle

de temps utilisée dans la période, s[a;1] généralise la notion de futur à un cadre spatial, en�n

s[1; a] permet de donner un équivalent à la notion de passé d�un temps d�observation lorsqu�il

s�agit d�un site observé a.

1.2 Modèles pour les données spatiales

Le but de cette section est de donner un aperçu des modèles ARMA, AR, MA, nous l�utilisons

comme point de départ.

1.2.1 Modèle ARMA spatiaux

Les modèles ARMA bidimensionnels ont été largement utilisés en spectroscopie d�absorption,

traitement des données astronomiques et dans diverses tâches de traitement d�images, mais les

techniques d�estimation des paramètres ont été largement limitées au cas de l�excitation gaus-

sienne [Jain 1989 ; Kashyap 1984], avec les restrictions qui en découlent telles que les modèles

symétriques non causaux.

Etant donné une série temporelle Xt, le modèle ARMA est un outil pour comprendre et

prédire, éventuellement les valeurs futures de cette série. Le modèle est composé de deux parties :

une partie autorégressive (AR) et une partie moyenne mobile (MA). Le modèle est généralement

noté par ARMA(p; q), ou p est l�ordre de partie AR et q l�ordre de la partie MA. Herman

Wold [78] a montré que les processus ARMA pouvaient être utilisés pour modéliser n�importe

quelle série stationnaire pour autant que les ordres p et q soient bien choisis. Box et Jenkins

[11] ont travaillé pour développer une méthodologie pour l�estimation du modèle d�une série

chronologique.

Dé�nition 1.7 Un champ de carré intégrable (Xs) est appelé modèle ARMA(p; q) spatial de

paramètre p; q 2 Nd; s�il satisfait l�équation

Xt �
X

j2s�0;p)

'jXt�j = "s +
X

k2s�0;q)

bk"t�k 8t 2 Zd; (1.1)
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(1�
X

j2s�0;p)

'jB
j)Xt = (1 +

X
k2s�0;q)

bkB
k)"t

Oû ('j)j2s�0;p) et (bk)k2s�0;q) désigne respectivement les paramètres de moyenne autorégressive

et mobile avec '0 = b0 = 1 et ("s)s2Zd est un champ de carré intégrable stationnaire, de variance

et véri�ant

E("s) = 0 et E("t"s) = 0 8s; t 2 Zd:

Si (q = 0) (resp p = 0); la somme sur S � 0; q] (resp sur S � 0; p] est supposée nulle et le

champ est appelé champ AR(p) (resp MA(q)):

Si S � 0; q] et S � 0; p]; sont dé�nis à partir de l�ordre lexicographique (également appelé

ordre de demi plan) le modèle ARMA es appelé demi plan unilatéral.

Dé�nition 1.8 Un champ ARMA(p; q) (Xt)t2Z est dit causal s�il admet une expression unila-

térale du type

Xt =
X

j2s[0;1]

 j"t�j  0 = 1 8t 2 Zd;

avec X
j2s[0;1]

�� j�� � 1:

Un champ ARMA causal est donc stationnaire.

Notation 1.1 -Polynôme autorégressif :

�(z) = 1�
X
j2s[0;p]

'jz
j z = z1; z2; :::; zd 2 Cd

-Polynôme moyenne mobile :

�(z) = 1 +
X

k2s[0;p]

bkz
k z = z1; z2; :::; zd 2 Cd:

1.2.2 Modèle AR spatial

Nous présentons la dé�nition de modèle AR(p) quadrantal de Tj�stheim ([73], [74]).
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Dé�nition 1.9 Un champ de carré intégrable (X)t2Zd est appelé modèle AR(p) spatial de para-

mètre p dans Nd s�il satisfait l�équation

Xt =
X

j2s�0;p)

'jXt�j + "t; (1.2)

où ("t)t2Zd est un champ de carré intégrable stationnaire au second ordre, de variance �2 �0

et véri�ant E("s) = 0 et E("t"s) = 0 8s; t 2 Zd.

Dé�nition 1.10 Un champ AR(p) (Xt)t2Z est dit causal s�il admet une expression unilatérale

du type

Xt =
X

j2s[0;1]

 j"t�j;

avec X
j2s[0;1]

�� j�� � 1:

Remarque 1.3 Un champ AR causal est donc stationnaire.

1.2.3 Modèle MA spatial

Dé�nition 1.11 Un champ de carré intégrable (X)t2Zd est appelé modèle MA(q) spatial de

paramètre q dans Nd s�il satisfait l�équation

Xt =
X

k2s�0;p)

bk"t�k + "t: (1.3)

Remarque 1.4 -La dé�nition d�un MA(q) est explicite et ne pose donc pas de problème : le

processus Xt est parfaitement dé�ni et est automatiquement stationnaire.

-La représentation est causale par dé�nition.

Dé�nition 1.12 Un champ MA(q) est dit inversible s�il admet une expression du type

"t =
X

j2s[0;1]

�jXt�j;
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avec X
j2s[0;1]

j�jj � 1:

Théorème 1.1 Un processus à moyenne mobile est inversible si et selement si son polynôme

�(z) est tel que �(z) 6= 0 avec z 2 C tel que jzj 6 1:

Modèles moyenne mobile sur Z2

Dé�nition 1.13 On dit que le processus Xi;j, (i; j) 2 Z2est un processus moyenne mobile sur

Z2; s�il satisfait à une équation de récurrence de la forme :

Xij =

mX
k=�m

nX
l=�n

bk;l"i�k;j�l + "ij; (1.4)

avec (k; l) 6= (0; 0); m; n 2 Z et "ij est une suite de variables aléatoires indépendantes et de

même loi.
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Statistiques d�Ordre Supérieur

2.1 Introduction aux Statistiques d�Ordre Supérieur

Les statistiques d�ordre supérieur à 2, autrement dit les moments et cumulant d�ordre supé-

rieur à 2, sont utilisées essentiellement en complément aux statistiques d�ordre 2. Elles donnent

une description plus complète des données et de leurs propriétés. Les statistique d�ordre supérieur

permettent la résolution de problèmes insolubles à l�ordre 2.

Ont joué un rôle croissant dans les application de traitement signal, elles sont utilisées pour

la modélisation des signaux et pour l�identi�cation des systémes à phase non-minimale et des

systémes non-causaux ([47], [26], [28]).

Ce chapitre a pour but de donner les dé�nitions et les propriétés nécessaires à l�introduction

des statistiques d�ordre supérieur. Nous proposons également quelques éléments de la théorie de

l�estimation des statistiques d�ordre supérieur.

Ce chapitre est organisé en trois sections, la section 1 : Nous dé�nissons les moments et les

cumulants d�une variable aléatoire scalaire réelle et les relations reliant ces deux grandeurs. Dans

la section 2 est présentée l�extension de ces outils au cas réel multidimensionnel, et dans la section

trois on dé�nie les multicorrélation qui sont issues des statistiques d�ordre supérieur de variables

aléatoires multidimensionnel.
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Soit fxg un processus aléatoire stationnaire, et x une variable aléatoire associée à ce processus.

Pour plus de clarté, nous considérons tout d�abord le cas d�une variable aléatoire à valeurs réelles.

Puis, on généralisera ce résultat au cas d�une variable aléatoire multidimensionnelle.

Les di¤érents outils statistiques présentés dans ce chapitre ont été étudiés en détail dans

divers ouvrages [[9], [36], [62], [13], [20], [52], [76]].

2.2 Variables aléatoires réelles scalaires

2.2.1 Fonctions caractéristiques d�une variable aléatoire réelle sca-

laire

Lorsque la v.a x admet une densité de probabilité fx(x), la première fonction caractéristique

Px(u) est dé�nie comme sa transformée de Fourier

Px(u) = E(ejux) =

Z +1

�1
fx(x)e

juxdx; (2.1)

où j désigne la racine carrée de �1.

La fonction caractéristique est continue en tout point et vaut 1 à l�origine. Elle est donc non

nulle dans un voisinage de l�origine, sur lequel on pourra

dé�nir son logarithme népérien

P
0

x(u) = logPx(u): (2.2)

Cette fonction est appelée seconde fonction caractéristique.
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2.2.2 Moments et cumulants d�une variable aléatoire réelle scalaire

Moments

Dé�nition 2.1 Les moments d�ordre k de la variable aléatoire x, s�ils existent [9], sont dé�nis

par

rx(k) = E(xk) =

Z +1

�1
fx(u)u

kdx: (2.3)

Ces moments sont appelés moments �par rapport à l�origine 0". La moyenne arithmétique

est le moment d�ordre 1, rx(1):

Dé�nition 2.2 Les moments d�ordre k par rapport à un point quelconque � 2 R sont dé�nis

par

rx(k) j� = E[(x� �)k] =

Z +1

�1
(u� �)kfx(u)du : (2.4)

Dé�nition 2.3 Les moments dé�nis par l�équation (2.4), calculés par rapport à la valeur moyenne,

donc pour � = rx(1); conduisent à ce qu�on appelle les � moments centr�es�

r
0

x(k) = E
�
(x� rx(1))

k
�
: (2.5)

Les relations entre les moments centrés d�ordre k et les moments d�ordre k par rapport à

l�origine sont :

r
0

x(k) =

kX
i=0

k!

i!(k � i)!
rx(k�i)(�rx(1))i;

rx(k) =

kX
i=0

k!

i!(k � i)!
r
0

x(k�i)(�r
0

x(1))
i:
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Par exemple, les premiers moments centrés en fonction des moments d�ordre inférieur ou égal

à k par rapport à l�origine sont :

r
0

x(1) = 0; (2.6)

r
0

x(2) = rx(2) � (rx(1))2;

r
0

x(3) = rx(3) � 3rx(2)rx(1) + 2(rx(1))3;

r
0

x(4) = rx(4) � 4rx(3)rx(1) + 6rx(2)(rx(1))2 � 3(rx(1))4:

Il existe une deuxiéme maniére de dé�nir les moments d�une variable aléatoire : à l�aide de la

premiére fonction caractéristique dé�nie en (2.1).

Théorème 2.1 Le moment d�ordre k par rapport à l�origine de la variable aléatoire x est la

dérivée d�ordre k de la premiére fonction caractéristique calculée en u = 0 [41] :

rx(k) = E(xk) = (�j)k
�
dkPx(u)

duk

�
u=0

: (2.7)

Dé�nition 2.4 Les moments d�ordre k par rapport à l�origine sont les coe¢ cients de (ju)k

k!
du

développement en série de Maclaurin (série de Taylor au voisinage de l�origine) de la premiére

fonction caractéristique :

Px(u) =
1X
k=1

(ju)k

k!
rx(k):

Ainsi, la premiére fonction caractéristique est appelée �fonction génératrice de moments�.

cumulants

Dé�nition 2.5 Formellement, les cumulants, notés �Cx(1), Cx(2); :::; Cx(k), de la variable aléatoire

x sont dé�nis par l�identité en u de l�équation [36],

exp

�
Cx(1)(ju) + Cx(2)

(ju)2

2!
+ :::::+ Cx(k)

(ju)k

k!
+ ::

�
= 1+rx(1)

(ju)

1!
+::::+rx(k)

(ju)k

k!
+::: = Px(u):

(2.8)
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Comme à la section antérieure, il existe une deuxiéme maniére de dé�nir les cumulants d�une

variable aléatoire.

Théorème 2.2 Le cumulant d�ordre k de la variable aléatoire x est la dérivée d�ordre k de la

seconde fonction caractéristique calculée en u = 0 [41] :

Cx(k) = (�j)k
�
dkP

0
x(u)

duk

�
u=0

: (2.9)

Théorème 2.3 Les cumulants d�ordre k sont les coe¢ cients de (ju)k

k!
du développement en série

de Maclaurin (série de Taylor en voisinage de l�origine) de la seconde fonction caractéristique :

P
0

x(u) =
1X
k=1

(ju)k

k!
Cx(k):

La seconde fonction caractéristique est donc une fonction génératrice des cumulants, d�où la

dénomination de fonction cumulative.

2.2.3 Relations entre moments et cumulants

Théorème 2.4 Les cumulants d�ordre k, Cx(k), sont liés aux moments par rapport à l�origine

d�ordre inférieur ou égal à k par la relation [36] :

Cx(k) = k!
kX

m=0

X (�1)(p�1)(p� 1)!
�1!::::�m!

(
rx(p1)
p1!

)�1 :::::(
rx(pm)
pm!

)�m ; (2.10)

où la deuxiéme somme est e¤ectuée pour toutes les valeurs non-négatives de �i et p pour les

quelles p1�1 + :::+ pm�m et �1 + �2 + :::+ �m = p:

-Les cumulants d�ordre k peuvent être calculés à partir des moments d�ordre inférieur ou égal
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à k. Pour les ordres 1 à 4, ces relations sont :

Cx(1) = rx(1); (2.11)

Cx(2) = rx(2) � (rx(1))2;

Cx(3) = rx(3) � 3rx(2)rx(1) + 2(rx(1))3;

Cx(4) = rx(4) � 4rx(3)rx(1) � 3(rx(2))2 + 12(rx(1))2rx(2) � 6(rx(1))4:

-Dans le cas de variables aléatoires centrées (rx(1) = 0) , les expressions des cumulants se

simpli�ent en

Cx(1) = 0; (2.12)

Cx(2) = rx(2);

Cx(3) = rx(3);

Cx(4) = rx(4) � 3(rx(2))2:

Lorsque la variable aléatoire x est gaussienne, sa seconde fonction caractéristique est un

polynôme d�ordre 2, ce qui implique la nullité de tous ses cumulants d�ordre supérieur ou égal à

3. Cette propriété caractérise la loi gaussienne. Les variables gaussiennes sont donc entièrement

décrites par leurs propriétés au second ordre. Ceci explique pourquoi les chercheurs en traitement

du signal se sont longtemps limités au second ordre.

Remarques.

1/ Les moments centrés et les cumulants sont identiques jusqu�à l�ordre 3 inclus (voir égale-

ment les équations (2.6) et (2.11)). A
0
l�exception de ce cas, le calcul des cumulants d�ordre k

nécessite le calcul des moments d�ordre inférieur ou égal à k:

2/. Le cumulant d�ordre un est la moyenne ; le cumulant d�ordre deux est la variance (moment

d�ordre deux après soustraction du carré de la moyenne).

3/ Le cumulant d�ordre trois (skewness en anglais, asymétrie en français) est nul lorsque la

variable aléatoire est centrée et sa densité de probabilité est symétrique.
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4/ Le cumulant d�ordre quatre appelé (kurtosis), la valeur du kurtosis caractérise le compor-

tement à l�in�ni des densité de probabilité.

2.2.4 Estimation des moments et des cumulants

Soit x une variable aléatoire réelle scalaire et N réalisations indépendantes de x notées

x1; :::; xN

Estimateurs des moments

Un estimateur des moments d�ordre k par rapport à l�origine de la variable x est :

r̂x(k) =
1

N

NX
n=1

xkn: (2.13)

Théorème 2.5 L�estimateur r̂x(k) a les propriétés suivantes [62] :

-r̂x(k) est non biaisé : E(r̂x(k)) = rx(k):

-La variance de l�estimateur est : var
�
rx(k)

�
= 1

N

�
rx(2k) �

�
rx(k)

�2�
:

-L�estimateur des moments est un estimateur consistant car limN!1 var
�
r̂x(k)

�
= 0; donc

l�estimateur r̂x(k) converge vers rx(k) avec une probabilié de 1 quand N !1.

- r̂x(k) est asymptotiquement normal.

Un estimateur des moments centrés d�ordre k de la variable aléatoire x est :

r̂
0

x(k) =
1

N

NX
n=1

(xn � r̂x(1))
k:

Il a été démontré que r̂
0

x(k) est un estimateur non biaisé de r
0

x(k) en négligeant les termes

d�ordre N� 1
2 [36].
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Estimateurs des cumulants

Un estimateur des cumulants d�ordre k est obtenu en remplaçant dans l�équation (2.10) les

moments par leurs estimateurs :

Cx(k) = k!
kX

m=0

X (�1)(p�1)(p� 1)!
�1!::::�m!

(
r̂x(p1)
p1!

)�1 :::::(
r̂x(pm)
pm!

)�m : (2.14)

Cependant, ces estimateurs sont généralement biaisés. comme le montre l�exemple ci-dessous.

Exemple 2.1 Soit x une variable aléatoire centrée (donc rx(1) = 0). A partir de la quatrième

équation donnée dans les relations (2.12), le cumulant d�ordre 4 de cette variable s�écrit :

Cx(4) = rx(4) ��3(rx(2))2:

A partir de l�équation (2.14), un estimateur de ce cumulant est donc

Ĉx(4) = r̂x(4) � 3(r̂x(2))2:

En utilisant les estimateurs donnés par l�équation (2.13) nous obtenons :

Ĉx(4) =
1

N

NX
n=1

x4n � 3(
1

N

NX
n=1

x2n)
2

Ĉx(4) =
1

N

NX
n=1

x4n � 3(
1

N2

NX
n;m=1

x2nx
2
m)

Ĉx(4) =
1

N

NX
n=1

x4n �
3

N2

NX
n=m=1

x2nx
2
m �

3

N2
(
NX
n=1

x2n

NX
m=1;n6=m

x2m:

Grâce aux propriétés développées dans le théorème (2.5), la moyenne de Ĉx(4) est donnée par :

E[Ĉx(4)] = (N
1

N
� 3N
N2
)rx(4) �N(N � 1) 3

N2
(rx(2))

2:
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En utilisant les équations (2.12) :

E[Ĉx(4)] = Cx(4) �
3

N
(Cx(4) + 2(rx(2))

2);

ce qui conduit à un estimateur biaisé du Cx(4).

Cependant, ces estimateurs sont asymptotiquement non biaisés, puisque le biais tend vers 0

lorsque N !1.

Dans les situations pratiques où le nombre de données est grand, Ĉx(4) est un estimateur

approximativement non biaisé. Toutefois, si l�échantillon est de taille petite taille, le biais peut

devenir gênant. Pour ces situations, il existe des estimateurs non biaisés des cumulants : les

k-statistiques.

-Estimateurs non biaisés des cumulants : les k-statistiques

Des estimateurs non biaisés des cumulants sont les k-statistiques [36], [20]. Les k-statistiques

sont des fonctions symétriques qui ont été introduites par Sir Ronald Fisher pour caractériser les

distributions.

Par exemple, en notant sr =
NX
n=1

xrn, les premières k-statistiques sont :

Ĉx(1) =
1
N
s1

Ĉx(2) =
1

N(N�1) [Ns2 � (s1)
2]

Ĉx(3) =
1

N(N�1)(N�2) [N
2s3 � 3Ns1s2 �+2(s1)2]

Ĉx(4) =
1

N(N�1)(N�2)(N�3) [(N
3+N2)s4�4(N2+N)s1s3�3(N2+N)(s2)

2+12Ns2(s1)
2�6(s1)4:

Théorème 2.6 Les k-statistiques Cx(k) ont les propriétés suivantes [21] :

-Cx(k) sont des estimateurs non biaisés des cumulants : E(Cx(k)) = rx(k):

-Les variances de Cx(k) jusqu�à l�ordre 4 sont :

var
�
Cx(2)

�
= 1

N
Cx(4) � 2

N�1
�
Cx(2)

�2
:

var
�
Cx(3)

�
= 1

N
Cx(6) +

9
N�1

�
Cx(4)kx(2) +

�
Cx(3)

�2�
+ 6N

(N�1)(N�2)
�
Cx(2)

�3
:

var
�
Cx(4)

�
= 1

N
Cx(8)+

1
N�1

�
16Cx(6)Cx(2) + 48Cx(5)Cx(3) + 34

�
Cx(4)

�2�
+ 8N
(N�1)(N�2)9Cx(4)

�
Cx(2)

�2
+

18(Cx(3))
2Cx(2)) +

24N(N+1)
(N�1)(N�2)(N�3)

�
Cx(2)

�4
:
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-Les k-statistiques sont des estimateurs consistants puisque limN!1 var
�
Cx(k)

�
= 0, donc

l�estimateur Cx(k) converge vers 0 avec une probabilité de 1 quand N !1.

-L�estimateur des moments est un estimateur consistant car limn!1 var
�
r̂x(k)

�
= 0; donc

l�estimateur r̂x(k) converge vers rx(k) avec une probabilié de 1 quand N !1.

-Cx(k) est asymptotiquement normal.

2.2.5 Exemples de variables aléatoires réelles

- Variable gaussienne

Soit x une variable gaussienne de moyenne � et variance �2, notée X ! N(�; �2):

La densité de probabilité fx(u) =
1

�
p
2�
exp�(u��

2�2
)2:

La fonction de répartition Fx(u) =
1
2

h
1 + h(u��)

�
p
2
)
i

où h(z) = 2
�

�Z
0

e�t
2
dt

La première fonction caractéristique Px(t) = ej�t�
�2t2

2 :

Figure 1 : Variable gaussienne.

Les moments, les moments centré et les cumulants jusqu�à l�ordre 4 d�une variable aléatoire

gaussienne sont donnés dans le tableau.

- Les moments centrés d�ordre impair sont nuls, rx(2k+1) = 0; et les moments centrés d�ordre

pair sont, rx(2k) = �2k (2k)!
k!2k

:

- Les cumulants d�ordre supérieur à 2 d�une variable gaussienne sont nuls.
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L�ordre k moment moment centré cumulant

1 � 0 �

2 �2 + �2 �2 �2

3 � (�2 + 3�2) 0 0

4 �4 + 6�2�2 + 3�4 3�4 0
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- Variable exponentielle

Soit x une variable aléatoire positive distribuée selon la loi exponentielle.

- La densité de probabilité fx(u) =

8<: �e�u� ; u > 0
0 ; u � 0

- La fonction de répartition Fx(u) =

8<: 1� e�u�; u > 0
0 ; u � 0

Figure 2 : Variable exponentielle.

-La première fonction caractéristique �x(t) =
j

j+�t
avec � = 1

�
:

Les moments et les cumulants jusqu�à l�ordre 4 d�une variable aléatoire exponentielle sont

données dans le tableau suivant :

L�ordre k moment moment centré cumulant

1 � 0 �

2 2�2 �2 �2

3 6�3 2�3 2�3

4 24�4 9�4 6�4

Les moments d�ordre k par rapport à l�origine véri�ent la relation rx(k) = k!�k; et les

cumulants d�ordre k véri�ent la relation Cx(k) = (k � 1)!�4:

Après avoir dé�ni les moments et les cumulants d�une variable aléatoire réelle scalaire, nous

étudierons à la section suivante l�extension de ces outils au cas réel multidimensionnel.
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2.3 Variables aléatoires réelles multidimensionnelles

2.3.1 Fonctions caractéristiques des variables aléatoires réelles mul-

tidimensionnelles

On peut représenter les variables aléatoires à plusieurs dimensions par le vecteur colonne

xT = (x1; :::; xN):

De la même façon que dans le cas scalaire, on dé�nit la fonction caractéristique conjointe de

N variables aléatoires xn par la relation

Px(u) = E(e
j

X
n

unxn

) = E(eju
T x); (2.15)

où uT = (u1; :::; uN). Si les composantes xn du vecteur aléatoire x admettent une densité

conjointe fx(v), alors la fonction caractéristique de x est donnée par la transformée de Fourier

de cette densité.

Px(u) =

Z +1

�1
fx(v)e

juT vdv: (2.16)

Comme précédemment, la seconde fonction caractéristique est P
0
x(u) = logPx(u). Les fonc-

tions caractéristiques peuvent servir à générer les moments et les cumulants.

2.3.2 Moments et cumulants de vecteurs aléatoires

Moments

Dé�nition 2.6 Les moments croisés d�ordre k du vecteur aléatoire x sont dé�nis de la même

maniére que dans le cas scalaire :

rx(i1;i2;:::;ik) = E(xi1xi2 :::xik) =

Z
Rn
fx(u)u11ui2 ::::uikdu: (2.17)
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Théorème 2.7 Le moment croisé d�ordre k du vecteur aléatoire x est la dérivée d�ordre k de la

premiére fonction caractéristique calculée en u = 0 :

rx(i1;i2;:::;ik) = (�j)k
�

dkPx(u)

dui1dui2 :::duik

�
u=0

: (2.18)

Dé�nition 2.7 Les moments croisés d�ordre k sont les coe¢ cients de (j)k ui1ui2 :::uir
k!

du d´ eveloppement

en série de Maclaurin de la premiére fonction caractéristique :

Px(u) =

1X
k=1

(j)kui1ui2 :::uik
k!

rx(i1;i2;:::;ik):

Aprés avoir donné les dé�nitions des moments de vecteur aléatoire réelle, nous nous intéressons

maintenant à celles de ses cumulants. Ces grandeurs statistiques, équivalentes aux moments, sont

préférées dans de nombreux traitements utilisant les statistiques d�ordre supérieur.

cumulants

Comme dans le cas scalaire, les cumulants sont dé�nis formellement par une identité. Pour les

vecteurs aléatoires, nous utiliserons une dé�nition équivalente à celle donnée pour les moments.

Dé�nition 2.8 Les cumulants croisés d�ordre k sont les coe¢ cients de (j)k ui1ui2 :::uik
k!

du déve-

loppement en série de Maclaurin de la seconde fonction caractéristique :

P
0

x(u) =

1X
k=1

(j)kuk11 u
k2
2 :::u

kn
k

k!
Cx(i1;i2;:::;iK);

avec k1; k2; :::; kn 2 N; tel que k = k1 + k2 + :::+ kn:

Théorème 2.8 Le cumulant croisé d�ordre k du vecteur aléatoire x est la dérivée d�ordre k de

la deuxiéme fonction caractéristique calculée en u = 0 :

Cx(i1;i2;:::;ik) = (�j)k
�

dkP
0
x(u)

dui1dui2 :::duik

�
u=0

(2.19)
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Notation 2.1 Les cumulant d�ordre k sont aussi notés

Cx(i1;i2;:::;ik) = cum[xi1 ; xi2 ; :::; xik ]

Dans cette thèse nous utilisons, en fonction du contexte, les deux notations.

Dé�nition 2.9 La matrice de covariance C 0xx d�un vecteur aléatoire n dimensionnel xT =

(x1; x2; :::; xn) est dé�nie par :

C 0xx = E[(x� E[x])(x� E[x])T ] = cum([xi;xj] = 1 6 i� 6 n; 1 6 j� 6 n):

2.3.3 Relations entre moments et cumulants

Théorème 2.9 Les cumulants croisés d�un vecteur aléatoire n dimensionnel, Cum[x1; x2; :::; xn];sont

liés aux moments croisés d�ordre inférieur ou égal à n par la relation

cum[x1; x2; :::; xn] =
X
(�1)q�1(q � 1)!E

"Y
i2�1

xi

#
E

"Y
j2�2

xj

#
:::E

24Y
k2�p

xk

35 : (2.20)

oû la sommation s�étend sur tous les ensembles f�1; �2; :::; �p : 1 6 p 6 ng formant une partition

de f1; 2; :::; ng : et q est le nombre d�éléments composant la partition.

Par exemple, les cumulants croisés s�expriment en fonction des moments croisés par :

cum [xi] = E[xi]; (2.21)

cum [xi; xj] = E[xixj]� E [xi]E [xj] ;

cum [xi; xj; xk] = E[xixjxk]� E [xi]E [xjxk]� E [xj]E [xixk]� E [xk]E [xixj] + 2E[xi]E[xj]E[xk];

cum [xi; xj; xk; xl] = E[xixjxkxl]� E [xi]E [xjxkxl]� E [xj]E [xixkxl]� E [xk]E [xixjxl]

�E [xl]E [xixjxk]� E[xixj]E[xkxl] + 2E[xixj]E[xk]E[xl]

2E[xixk]E[xj]E[xl] + 2E[xixl]E[xj]E[xk] + 2E[xjxk]E[xi]E[xl]

+2E[xjxl]E[xi]E[xk] + 2E[xkxl]E[xi]E[xj]� 6E[xi]E[xj]E[xk]E[xl]:
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Pour écrire l�ensemble de ces relations de façon plus compacte, il est utile d�introduire des

conventions d�écriture. On conviendra d�écrire une somme de k termes se déduisant les uns des

autres par permutation d�indices par une notation crochet [20]

[3] aijbkl = aijbkl + aikbjl + ailbjk:

La présence du crochet entraîne une sommation implicite. Les termes à k indices sont ici des

tenseurs d�ordre k complétement symétriques.

Dans le cas non centré, les cumulants d�ordre 1; 2; 3 et 4 sont alors donnés en fonction des

moments par les expressions compactes

cum [xi] = rx(i); (2.22)

cum [xi; xj] = rx(i;j) � rx(i)rx(j);

cum [xi; xj; xl] = rx(i;j;l) � [3] rx(i)rx(j;l);

cum [xi; xj; xl; xm] = rx(i;j;l;m) � [4] rx(i)rx(j;l;m) � [3] rx(i;j)rx(l;m) + 2 [6] rx(i)rx(j)rx(l;m) � 6rx(i)rx(j)rx(l)rx(m):

Dans le cas centré, ces expressions se simpli�ent en

cum [xi] = 0; (2.23)

cum [xi; xj] = rx(i;j);

cum [xi; xj; xl] = rx(i;j;l);

cum [xi; xj; xl; xm] = rx(i;j;l;m) � [3] rx(i;j)rx(l;m):

Il est intéressant de comparer ces expressions avec celles du cas scalaire : pour les retrouver,

il su¢ t de remplacer n[m] par nm. Dans le cas centré, aux ordres 5 et 6

cum [xi; xj; xl; xm; xn] = rx(i;j;l;m;n) � [10] rx(i;j)rx(l;m;n); (2.24)

cum [xi; xj; xl; xm; xn; xo] = rx(i;j;l;m;n;o) � [15] rx(i;j)rx(l;m;n;o) � [10] rx(i;j;l)rx(m;n;o) + 2 [15] rx(i;j)rx(l;m)rx(n;o):

Théorème 2.10 Les moments croisés d�un vecteur aléatoire n dimensionnel, E[x1x2:::xn], sont
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liés aux cumulants croisés d�ordre inférieur ou égal à n par la relation suivante

E[x1x2:::xn] =
X

cum
�
fxigi2�1

�
cum

h
fxjgj2�2

i
:::cum

h
fxlgi2�p

i
; (2.25)

où la sommation s�étend sur tous les ensemblesfv1; v2; :::; vp : 1 6 p 6 ng formant une partition

de f1; 2; :::; ng

A l�ordre 4, on a alors immédiatement

rx(i;j;l;m) = cum [xi; xj; xl; xm] + [4] cum [xi] cum [xj; xl; xm] +

[3] cum [xi; xj] cum [xl; xm] + [6] cum [xi] cum [xj] cum [xl; xm] +

cum [xi] cum [xj] cum [xl] cum [xm] :

2.3.4 Quelques propriétés des moments et des cumulants

FMultiplication des variables par des constantes :E (�1x1; �2x2;:::; �NxN;) =
NY
i=1

�iE(x1; x2; :::; xN);

(relation similaire pour les cumulants).

FAddition des variables : E(x1+y1; x2; :::; xN) = E(x1; x2; :::; xN)+E(y1; x2; :::; xN); (relation

similaire pour les cumulants).

F Invariance par translation d�une variable pour les cumulants d�ordre supérieur à un :

cumk(x1+c; x2; :::; xN) = cumk(x1; x2; :::; xN) (cette relation n�est pas véri�ée pour les moments).

<QF Sommes de variables indépendantes : si xi et yi sont deux variables aléatoires indépen-

dantes,

cumk(x1+y1; x2+y2; :::; xN +yN) = cumk(x1; x2; :::; xN)+ cumk(y1; y2; :::; yN); (cette relation

n�est pas véri�ée pour les moments).

F Indépendance des composantes : Si les premières composantes x1; : : : ; xp sont indépen-

dantes des dernières : cumk(x1; x2; :::; xN) = cumk(x1; x2; :::; xp) + cumk(xp+1; :::; xN):

(cette relation n�est pas véri�ée pour les moments).
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F Permutation des variables si on modi�e l�ordre des variables (x1; x2; :::; xN) les moments

et cumulants sont inchangés.

F Tous les cumulants d�ordre supérieur ou égal à trois d�une variable gaussienne sont tous

nuls.

2.3.5 Estimation des moments et des cumulants

Estimateurs des moments

Un estimateur non biaisé des moments croisés d�ordre k par rapport à l�origine du vecteur

aléatoire x est : brx(i1;i2;:::;ik) = 1

N

NX
k=1

xi1xi2 ::xik : (2.26)

Estimateurs des cumulants

Des estimateurs non biaisés des cumulants croisés sont donnés par les k-statistiques. Une

description plus détaillée sur les k-statistiques pour des variables multidimensionnelles est donnée

en [20] et [36].

Les premiéres k-statistiques pour un vecteur aléatoire n dimensionnel sont :

cum(xp; xq) =
1

N(N�1) [Nspq � spsq] ;

cum(xp; xq; xr) =
1

N(N�1)(N�2) [N
2spqr �Nspsqr �Nsqspr �Nsrspq + 2spsqsr] ;

cum(xp; xq; xr; xt) =
1

N(N�1)(N�2)(N�3) [N
2(N + 1)spqrt � N(N + 1)spsqrt � N(N + 1)sqsprt �

N(N +1)srspqt�N(N +1)stspqr�N(N +1)spqsrt�N(N +1)sprsqt�N(N +1)sptsqr +2spsqsrt
+2spsrsqt + 2spstsrqr + 2sqsrspt + 2sqstspr + 2srstspq � 6spsqsrst];

où sp =
NX
j=1

xpj , spq =
NX
j=1

xpjxqj , spqr =
NX
j=1

xpjxqjxrj , spqrt =
NX
j=1

xpjxqjxrjxtj: et les index

p; q; r; t 2 f1; :::; ng ne sont pas nécessairement distincts.

Exemple 2.2 Vecteur aléatoire gaussien n dimensionnel.

Soit x = (x1; x2; :::; xn)T un vecteur aléatoire gaussien de moyenne E[x] = � = (�1; �2; :::; �n)
T

et de matrice de covariance C 0xx = f�ijg
n
i;j=1 ; x 7! NR2(�;Cxx)
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La densité de probabilité est :

fx(u) =
1

(2�)
n
2 [detCxx]

exp

�
�1
2
(u� �)T C�1xx (u� �)

�
:

La premiére fonction caractéristique [40] s�exprime :

Px(t) = exp

�
jtT�� 1

2
tTCxxt

�
:

Les moments croisés centrés d�ordre impair sont nuls, rx(k1;k2;:::;kn) = 0; et les moments croisés

centrés d�ordre pair sont

rx(k1;k2;:::;kn) =
X
(�ij�lm:::�xz);

où k = k1 + k2 + ::: + kn = 2�; i; j; l;m; :::; xz 2 f1; 2; :::; ng et la somme
P
est e¤ectuée

sur toutes les permutations de f1; 2; :::; 2�g qui donnent (2�� 1)!=(2��1 (�� 1)!) termes dans la

somme [32].

Les cumulants croisés Cx(k1;k�e;:::;kn)d�ordre k = k1 + k2 + ::: + kn supérieur ou égal à 3 d�un

vecteur aléatoire n dimensionnel gaussien sont nuls.

2.4 Multicorrélations

Les propriétés d�ordre supérieur des processus aléatoires peuvent être décrites, comme le sont

les propriétés d�ordre 2, dans le domaine du temps ou dans le domaine des fréquences. L�étude

dans le domaine du temps conduit aux multicorrélations, l�étude dans le domaine des fréquences

aux multispectres.

Les multicorrélations sont dé�nies à partir des cumulants d�ordre supérieur à 2 comme la

corrélation est dé�nie à partir du cumulant d�ordre 2 [13], [9], [42], [45], [50], [49]].

Dé�nition 2.10 Soit un proseccus aléatoire x(t)à valeurs réelles, la multicorrélation d�ordre p

de x(t) est le cumulant d�ordre p des valeurs (variables aléatoires) du x(t) aux instants

t1; t2; :::; tp�1

Cx(p) = cum [x(t1); x(t2); :::; x(tp�1)] ; (2.27)
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où t = (t1; t2; :::; tp�1) :

Dans le cas général la multicorrélation d�ordre p est fonction d�un temps absolu t0 et des

p � 1 temps ti:Lorsque le processus x(t) est stationnaire au sens strict, ses statistiques sont

invariantes par changement de l�origine des temps. Un des temps peut être pris comme origine

(nous choisissons t = t0 ici). La multicorrélation n�est alors fonction que des p � 1´écarts de

temps � i = t� ti La multicorrélation d�ordre p est alors

Cx(p)(�) = cum [x(t); x(t+ � 1); :::; x(t+ �P�1)] ; (2.28)

où � = (� 1; � 2; :::; � p�1) On retrouve la corrélation classique (cumulant d�ordre 2)

Cx(2)(� 1) = cum [x(t); x(t+ � 1)] ;

la bicorrélation (cumulant d�ordre 3)

Cx(3)(� 1; � 2) = cum [x(t); x(t+ � 1); x(t+ � 2)] : (2.29)

Les multicorrélations, dé�nies à partir des cumulants, peuvent s�exprimer en fonction des

moments en utilisant les relations entre les cumulants et les moments données ci-dessus. Lorsque

dans le cas centrés, la corrélation et la bicorrélation s�expriment directement en fonction des

moments

Cx(2)(� 1) = E [x(t)x(t+ � 1)] ;

Cx(3)(� 1; � 2) = E [x(t)x(t+ � 1)x(t+ � 2)] :

2.4.1 Estimation des multicorrélations

Dé�nition de l�estimateur

Nous allons présenter les expressions pour le cas de la bicorrélation. Nous nous limitons aux

signaux à valeurs réelles. Pour un processus x(n), à valeurs réelles, centré connu à travers une
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réalisation de N; on estime la bicorrélation par:

[Cx(3)(� 1; � 2) =
1

N

NX
t=1

x(t)x(t+ � 1)x(t+ � 2): (2.30)

Où N est le nombre de points du processus observé.

Propriétés de l�estimateur

L�estimateur est asymptotiquement non biaisé si

NK(N)! 1 quand N !1:

Pour obtenir un estimateur non biaisé il faut prendre

K(N) =
1

N �max(� 1; � 2)
:

Asymptotiquement, la variance de l�estimateur [Cx(3)(� 1; � 2) peut s�écrire

var([Cx(3)(� 1; � 2)) =
1

N

X
�

[Cx(2)(� 1)]
3 +

1

N

X
k

Cx(6)(� ; � 1; � 2; � + � 1; � + � 2); (2.31)

où Cx(2)(� 1); Cx(6)(� ; � 1; � 2; � + � 1; � + � 2) sont les cumulants d�ordre 2 et 6 respectivement.

2.4.2 La motivation pour utiliser des cumulants

La motivation pour utiliser des cumulants plutôt que des moments découle des faits suivants :

A/ Les cumulants, mais pas les moments, des processus linéaires, peuvent être exprimés

comme corrélations.

B/ Tous les cumulants d�ordre supérieur ou égal à trois d�une variable gaussienne sont tous

nuls.

C/ Certaines considérations techniques concernant l�ergodicité et l�existence de polyspectres

sont plus facilement satisfaits par des cumulants plutôt que par des moments ([12] ;[14]).
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Cependant, les expressions pour les cumulants d�ordre supérieur sont plus complexes. Heu-

reusement, les cumulants de troisième et quatrième ordre su¢ sent pour la plupart des problèmes

intéressants.
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Chapitre 3

Les modèles moyenne mobile (MA)

bidimensionnelle à réponse

impulsionelle �nie

Alternativement aux processus autorégressifs spatiaux, les modèles de moyenne mobile sont

d�une grande importance théorique et pratique, et ont été étudiées dans di¤érents contextes. La

pertinence des modèles MA est principalement due à la grande popularité de la décomposition

de type Wold d�un champ aléatoire homogène régulier. Il est bien connu que les modèles de

représentation MA pour les champs aléatoires sont moins informatifs que les modèles AR ou

ARMA.

Cependant, du point de vue de l�estimation, il est très intéressant de connaître les perfor-

mances de nouvelles propositions pour l�estimation des paramètres d�un modèle.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la présentation du modèle 2D MA à l�aide de �ltre

de réponse impulsionnelle �nie.
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impulsionelle �nie

3.1 Filtres à réponse impulsionnelle �nie

3.1.1 Introduction

Les �ltres numériques ont une large gamme d�applications dans les domaines de commu-

nication, de traitement d�images, de reconnaissance de formes, Les �ltres sont un élément clé

dans la plupart des systèmes électroniques et plus généralement de tout dispositif de traitement

du signal. Un �ltre numérique fonctionne sur des signaux échantillonnés à temps discret, à la

di¤érence des �ltres analogiques qui opèrent sur des signaux analogiques en temps continu. La

plupart des systèmes électroniques contiennent un grand nombre de �ltres qui répondent aux

exigences variées. Le �ltrage est une forme de traitement du signal, obtenu par l�émission du

signal utile par l�intermédiaire d�un ensemble de circuits électroniques, ce qui modi�e de façon

adaptative son spectre de fréquence, de phase, et donc sa forme. Le �ltre est conçu pour extraire

certaines informations relatives à ce signal, généralement pour retourner, à partir d�un signal

incident, un signal qui est plus intelligible en termes de l�information qu�il contient et que l�on

veut sélectionner.

Les avantages des �ltres sont considérables : les modèles peuvent être personnalisés, précis et

adaptables ; au-delà de leur fonction utile, ils peuvent être facilement intégrés dans des ensembles

existants et peuvent générer des réductions de coûts dans la conception des composants.

Au cours des dernières années et avec l�amélioration rapide de la technologie informatique, le

traitement du signal numérique bidimensionnel (2D) est devenu plus important. En particulier,

la conception de �ltres numériques 2D a reçu beaucoup d�attention dans divers domaines.

Les �ltres numériques peuvent être classés en plusieurs groupes, selon les critères de classi�-

cation utilisés. Les deux principaux types de �ltres numériques, classés selon la longueur de la

réponse impulsionnelle, sont les �ltres numériques à réponse impulsionnelle �nie (�ltres RIF) en

anglais Finite Impulse Reponse �lter (FIR) est un �ltre dont la réponse impulsionnelle est de

durée �nie. et les �ltres numériques à réponse impulsionnelle in�nie (�ltres RII). Chaque type

de �ltres a des avantages et des inconvénients qui doivent être examinés avec soin lors de leur

conception.
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Les �ltres numériques à réponse impulsionnelle �nie sont également connus sous le nom de

�ltres numériques non récursifs car ils n�ont pas de réaction, bien que des algorithmes récursifs

peuvent être utilisés pour concevoir les �ltres RIF. Ces �ltres ont de nombreux avantages tels

que la stabilité, la possibilité d�obtenir une phase linéaire.

Nous présentons dans cette section les notions générales de �ltre à réponse impulsionnelle

�nie des signaux monodimensionnelles et bidimensionnelles.

3.1.2 Filtres RIF unidemensionnels (1D)

Présentation du �ltre RIF

De façon générale le �ltre a réponse impulsionnelle �nie est décrit par :

y[n] =
NX
k=0

hkx[n� k]; (3.1)

avec x[n] représente les valeurs du processus d�entrée et y[n] les valeurs du processus de sortie.

Où N : Nombre de coe¢ cients (ordre du �ltre), hk : Coe¢ cients de la fonction de transfert

du �ltre.

Fonction de transfert de �ltre RIF

Dé�nition 3.1 Considérons alors la transformée en Z du signal de sortie :

Y (Z) = H(Z)X(Z);

où H(Z) est la fonction de transfert en Z dé�nie par :

H(Z) =
NX
k=0

hkZ
�k:
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Réalisation de �ltre RIF

Les �ltres RIF peuvent être réalisés à l�aide de trois éléments ou opérations de base. Soit

l�élément gain, l�élément de sommation et le retard unitaire. Ces éléments sont su¢ sants pour

réaliser tous les �ltres. La réalisation présentée dans la �gure ci-contre est une réalisation du

�ltre RIF.

Figure 3 : Réalisation d�un �ltre RIF.

3.1.3 Filtre RIF bidimensionnels (2D)

Présentation du �ltre RIF

Dé�nition 3.2 Un �ltre RIF à deux dimensions est dé�ni par une relation entre la sortie

y(m;n)et l�entrée x(m;n) qui s�écrit :

y(m;n) =
N�1X
i=0

M�1X
j=0

hijx (m� i; n� j) ; (3.2)

où l�ensemble des coe¢ cients hij constitue une matrice de dimension N �M:
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Fonction de transfert de �ltre RIF

La fonction de transfert bidimensionnel en Z = (Z1; Z2) donne la relation entre l�entrée et la

sortie

H(Z1; Z2) =
Y (Z1; Z2)

X(Z1; Z2)

= :

N�1X
i=0

M�1X
j=0

hijZ
�iZ�j

1 +
N�1X
i=0

M�1X
j=0

aijZ�iZ�j

:

Dans le cas d�un �ltre RIF
N�1X
i=0

M�1X
j=0

aij = 0: La fonction de transfert des �ltres à réponse

impulsionnelle �nie (RIF) est de type polynomial, de ce fait, cette fonction de transfert n�a

pas de pôles à l�extérieur du cercle unité. Cette absence de pôles permet d�obtenir des �ltres

inconditionnellement stables.

Donc la fonction de transfert à deux variables correspondante, h(Z1; Z2) s�exprime en fonction

de cette matrice par [Francis Cottet] :

H(Z1;Z2) =
N�1X
i=0

M�1X
j=0

hijZ
�iZ�j: (3.3)

La réponse fréquentielle est donnée par :

H(!1; !2) =
N�1X
n1=0

M�1X
n2=0

h(n1; n2)e
�J(n1!1+n2!2)

= S(!1; !2)e
j�(!1;!2);

avec S(!1; !2) = jH(!1; !2)j et �(!1; !2) = arg (H(!1; !2)) ; et S(!1; !2); la réponse d�am-

plitude de (H(!1; !2)) ;est une fonction à valeurs réelles.
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Exemple 3.1 Tracé de la réponse en fréquence H(eju; ejv) = 1
4
(1+cos(u))(1+cos(v)) du �ltre

2D RIF, avec H(ej0; ej0) = 1

Figure 4 : Tracé 3D de H(eju; ejv):

Remarque 3.1 La plupart du temps, les expressions des transfomées en Z utilisées en traitement

du signal sont des fractions rationnelles de la variable Z: On appelle � pôles � les racines du

dénominateur de transformée et � z�eros� numérateur.

Propriétés

- Stabilité : le �ltre RIF ne pose jamais de problème de stabilité (est toujours stable) en

raison de l�absence de pôles.

- Approximation : Toute fonction de �ltrage numérique stable et causale peut être appro-

chée par la fonction de transfert d�un �ltre RIF.

- Phase linéaire : Les �ltres RIF peuvent générer des �ltres à phase linéaire

- Un �ltre RIF est moins sélectif qu�un �ltre RII du même ordre. C�est-à-dire que la transition

entre la bande passante et la bande rejetée est moins rapide que dans le cas du �ltre RII.
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3.2 La phase non minimale

3.2.1 Notions importantes

Stabilité

- La stabilité BIBO (bounded input-bounded output) exige qu�à toute entrée bornée le �ltre

associe une sortie bornée. Autrement dit, un �ltre est stable, si pour toute entrée x(n) véri�ant

jx(n)j � +1

la sortie y(n) véri�e

jy(n)j � +1

Il existe d�autres méthodes pour dé�nir la stabilité, données dans les dé�nitions suivantes :

Dé�nition 3.3 Un �ltre est stable, si tous les pôles de sa fonction de transfert en Z dans le plan

complexe se trouvent à l�interieur du cercle de rayan 1. Autrement dit, il faut que le cercle unité

appartienne à la région de convergence.

Dé�nition 3.4 Dans le cas continu, un �ltre est stable, si tous les pôles de sa fonction de

transfert se trouvent dans la moitié gauche de la representation du plan de Z.

Figure 5 : Stabilité.
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Causalité

Dé�nition 3.5 Un �ltre est causal s�il n�est pas nécessaire de connaitre les échantillons futurs

(x(t +m);m � 0) de l�entrée x(t) pour en calculer la sorie y(t) à l�instant t:L�e¤et ne peut pas

précéder la cause ceci se traduit par le fait que la réponse impultionnelle doit être nulle pour

t � 0:

- Un �ltre causal est un �ltre dont le single sortie ne dépend que des valeurs intérieurs (passés

+ présent).

Par exemple y(n) = x(n� 4) + 2x(n� 1) + x(n):

- Un �ltre anti causal est un �ltre dont le single sortie ne dépend que des valeurs futures ou

de présent.

Par exemple y(n) = x(n+ 4) + 2x(n) + 3x(n+ 2):

- Un �ltre non causal est un �ltre dont le single sortie ne dépend que des valeurs passées et

de présent ainsi que des valeurs futures ou de présent.

Par exemple y(n) = 2x(n+ 4) + 4x(n) + 3x(n� 2):

- La stabilité et la causalité peuvent s�exprimer dans les di¤érentes représentations des �ltres

linéaires et stationnaires.

Une condition nécessaire et su¢ sante de stabilité est que la réponse impulsionnelle soit som-

mable en module, c�est - à - dire :

+1X
n=�1

jh(n)j � +1;

et la condition de causalité est simplement

h(n) = 0 pour n � 0:
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L�inversibilité

Un �ltre est inversible si nous pouvons déterminer de manière unique son entrée à partir de

sa sortie, nous obtenons le système d�identité

HinvH = 1:

Figure 6 : Système inverse.

Pour un �ltre linéaire stationnaire discret ayant une fonction de transfert H (z) rationnelle;

la fonction de transfert du �ltre inverse est

Hinv(x) =
1

H(x)
:

Les pôles de H(z) sont les zéros de Hinv(z) et les zéros de H(z) sont les pôles de Hinv(z). Il

s�ensuit qu�un �ltre linéaire et stationnaire sera stable, causal

et causalement inversible si et seulement si :

1. le nombre de pôles est égal au nombre de zéros,

2. les pôles et les zéros sont dans le disque de rayon 1.

3.2.2 Le �ltre à phase minimale

Un système linéaire et stationnaire sera dit stable, causal et causalement inversible ou à phase

minimale si

1- Le �ltre linéaire et stationnaire est stable et causal ;

2- son inverse (permettant de retrouver l�entrée à partir de la sortie) est stable et causal.
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Dé�nition 3.6 Un �ltre est de phase minimale si tous les pôles et les zéros de sa fonction de

transfert sont dans la moitié gauche de représentation du plan Z (en temps discret, respective-

ment, à l�intérieur du cercle unitaire du plan (Z):

3.2.3 Le �ltre à phase non minimale

Dé�nition 3.7 Un �ltre à phase non minimun est un �ltre causal et stable d�ont l�inverse est

instable, non inversible.

Dé�nition 3.8 Dans le cas continu, un �ltre de phase non minimale a tous les zéros de sa

fonction de transfert dans la moitié droite de représentation du plan Z:

Un système à phase non minimale donné aura une contribution de phase plus élevée que le

système à phase minimale avec une réponse en amplitude équivalente.

3.2.4 Autres dénominations

Phase maximale

Dé�nition 3.9 Un �ltre à phase maximale est l�opposé d�un �ltre à phase minimale. Un �ltre

causal et stable est un système à phase maximale si son inverse est causal et instable. C�est, les

zéros du système à temps discret sont en dehors du cercle unitaire .

Phase linéaire

Dé�nition 3.10 Un �ltre à phase linéaire est un �ltre dont la réponse en phase est linéaire - le

temps de propagation de groupe est constant.
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3.3 Modèles moyenne mobile (MA) bidimensionnelle

3.3.1 Représentation du modèle MA spatial

Soit x = (x (i; j))(i;j)2Z2 un champ aléatoire à valeur réelle. Alors le modèle moyenne mobile

bidimensionnel peut être représenté par :

x(n;m) =

1X
k=0

1X
l=0

b(i; j)"(n� i;m� j); (3.4)

où la suite f"(n;m) : (n;m) 2 Z2g une famille de variables aléatoires centrées, indépendantes

et identiquement distribuées et de même variance �2 et avec b(i; j) désignant les paramètres

du modèle. Nous supposons que b(0; 0) = 1: En pratique, le processus aléatoire observé est de

dimension �nie. Pour le support

D = f(i; j) : 0 6 i 6 S � 1; 0 6 j 6 T � 1g ;

le processus observé est l�ensemble fx(n;m); (n;m) 2 Dg : En particulier, pour (i; j) 2 S(q1;q2) où

S(q1;q2) = f(n;m) : 0 6 n 6 q1; 0 6 m 6 q2g et q1; q2 sont des nombre naturels connus, le modèle

(3.4) peut être écrit sous la forme :

x(n;m) =

q1X
i=0

q2X
j=0

b(i; j)"(n� i;m� j): (3.5)

Le modèle obtenu par la relation dans (3.5) avec l�hypothèse de bruit blanc sur les erreurs

est appelé modèle MA spatial.

3.3.2 Représentation du modèle 2D RIF MA

On considère le processus représenté à l�aide de la �gure
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Figure 7 : Processus 2D RIF MA.

L�entrée w(n;m) est un processus indépendant identiquement distribuée (i.i.d) non gaussien,

h(z1; z2) la réponse impulsionelle du �ltre où z = (z1; z2), et x(n;m) la sortie:On trouve l�équation

suivante

x(n;m) =

q1X
i=0

q�eX
j=0

h(i; j)w(n� i;m� j): (3.6)

-Le modèle 2D MA RIF est donné par

x(n;m) =

q1X
i=0

q�eX
j=0

b(i; j)w(n� i;m� j); (3.7)

et h(i; j) = b(i; j); où b(i; j) sont les coe¢ cients MA. Le signal x(n;m) observé en bruit additif

noté y (n;m)

y(n;m) = x(m;n) + v(m;n)

où v(n;m) est un processus gaussien indépendant de w(n;m):

- L�inverse du modéle 2D RIF MA présenté par l�équation (3.7), et donné par

w(n;m) =

r2X
i=r1

r2X
j=r1

c(i; j)x(n� i;m� j)

avec r1 � 0 et r2 � 0. On normalise (c(i; j)) en posant (c(i; j) = 1); la partie à phase

minimale est représentée par la partie causale du �ltre (i > 0; j � 0) et la partie à

phase maximale par la partie anti-causale (i < 0; j � 0):

Remarque 3.2 - Si y(m;n) = x(m;n) + v(m;n); où x(m;n) est un processus non gaussien,
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et v(m;n) est un processus gaussien indépendant de x(m;n), alors le cumulant de y(m;n) est

identique au cumulant du signal x(m;n).

-Les cumulants du processus linéaire portent les informations d�amplitude et de phase du

système linéaire. Ainsi, dans le calcul des cumulants du processus bruyant observé y(m;n), nous

transformons les données observées asymptotiquement dans un domaine (rapport signal sur bruit)

élevé qui préserve tous les informations pertinentes sur le signal.
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Propriétés asymptotiques des

cumulants bidimensionnels

Dans ce chapitre, la convergence presque sûre des estimateurs des cumulants spatiaux empi-

riques d�ordre trois et quatre est discutée ainsi que la normalité asymptotique pour un processus

linéaire spatial.

4.1 Convergence presque sûre

Nous considérons le moment (cumulant) empirique d�ordre 3 r̂3 (�1; �2) de Xt; à savoir,

r̂3X
�
�1; �2

�
=

1

Nd

NX
ti=1

i=1;:::;d

XtXt+�1Xt+v2 : (4.1)

Notre principale hypothèse sur Xt est

(A) C4X (�1; �2; �3) 2 L1 (R3) et C6X (�1; �2; �3; v4; �5) 2 L1 (R5) :

Avant de présenter la convergence prèsque sûre de r̂3 (�1; �2) ; nous prouvons le lemme suivant
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Lemme 4.1 Si (Xt)t2Zd ; EXt = 0; est un processus stationnaire du 6-ième ordre, et r2X (�) ;

r3X (�
1; �2) ; C4X (�

1; �2; �3) et C6X (�1; �2; �3; �4; v5) 2 L1; alors pour

t = (t1; : : : ; td) ; �
1 = (�11; �

1
2; : : : ; �

1
d) et �

2 = (�21; �
2
2; : : : ; �

2
d)

Y
(�1;�2)
t = XtXt+�1Xt+v2 � r3X

�
�1; �2

�
est un processus stationnaire, et la fonction de densité spectrale f

Y (�
1;�2) (�) satisfait

sup
�2Zd

f
Y (�

1;�2) (�) <1:

Preuve Il est bien clair que Y (
�1;�2)

t est un processus stationnaire. Posons pour tout � 2 Zd;

R
Y (�

1;�2) (�) = EY
(�1;�2)
t Y

(�1;�2)
t+� = r6X (�

1; �2; � ; � + �1; � + v2)� [r3X (�1; �2)]2 :

Par l�usage de la relation de conversion entre les moments d�ordre supérieurs et les cumulants

nous obtenons (voir la preuve du Lemme1 de [33])

R
Y (�

1;�2) (�) = C6X
�
�1; �2; � ; � + �1; � + v2

�
+
�
r2X

�
�1
�
C4X

�
� � �2; � + �1 � �2; �2

�	
15

+
�
r2X

�
�1
�
r2X

�
� � �2

�
r2X

�
�2 � �1

�	
15
;

où la notation f:gj désigne la somme de tous les j di¤érents termes obtenus en interchangeant les

arguments des termes entre parenthèses, et par la propriété de sommabilité absolue de r2X (�) ;

r3X (�
1; �2) ; C4X (�

1; �2; �3) et C6X (�1; �2; �3; �4; v5) ; nous avons

X
�2Zd

��R
Y (�

1;�2) (�)
�� < +1:

Si f
Y (�

1;�2) (:) est la fonction de densité spectrale de Y
(�1;�2)
t ; par la théorie spectrale (voir [31]),

f
Y (�

1;�2) (�) a la représentation

f
Y (�

1;�2) (�) =
1

(2�)d

X
n2Zd

R
Y (�

1;�2) (n) e� i h�;ni ;
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où h�;ni =
dX
i=1

�ini , d�où

sup
�2Zd

f
Y (�

1;�2) (�) �
1

(2�)d

X
n2Zd

��R
Y (�

1;�2) (n)
�� < +1:

Le premier résultat important de cette section est la convergence prèsque sûre du moment

(cumulant) empirique d�ordre 3

Théorème 4.1 Si (Xt)t2Zd ; EXt = 0; est un processus stationnaire du 6-ième ordre, et r2X (�) ;

r3X (�
1; �2) ; C4X (�

1; �2; �3) et C6X (�1; �2; �3; �4; v5) 2 L1; alors pour t = (t1; : : : ; td) ; �
1 =

(�11; �
1
2; : : : ; �

1
d) et �

2 = (�21; �
2
2; : : : ; �

2
d)

(1)

E

8><>: 1

N2d

�������
NX
ti=1

i=1;:::;d

XtXt+�1Xt+v2 � r3
�
�1; �2

��������
29>=>;= O

�
1

Nd

�
(4.2)

(2) pour k > 3
4
;

1

Nd

�������
NX
ti=1

i=1;:::;d

XtXt+�1Xt+v2 � r3
�
�1; �2

�������� p:s= o

�
1

Nd(1�k)

�
(4.3)

où p.s représente la convergence prèsque sûrement.

Preuve Par la théorie spectrale (voir [31]), nous avons

R
Y (�

1;�2) (�) =

Z
[0;2�]d

eih�;�if
Y (�

1;�2) (�) d�;

De plus

E

(����PN
ti=1

i=1;:::;d
XtXt+�1Xt+v2 � r3 (�

1; �2)

����2
)
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= E

(����PN
ti=1

i=1;:::;d
Y
(�1;�2)
t

����2
)

= E

�PN
ti;si=1
i=1;:::;d

Y
(�1;�2)
t Y

(�1;�2)
s

�
=
PN

ti;si=1
i=1;:::;d

R
Y (�

1;�2) (t� s) ;

alors

E

(����PN
ti=1

i=1;:::;d
XtXt+�1Xt+v2 � r3 (�

1; �2)

����2
)

=
PN

ti;si=1
i=1;:::;d

Z
[0;2�]d

eih�;t�sif
Y (�

1;�2) (�) d�

� sup�2Zd fY (�1;�2) (�)
PN

ti;si=1
i=1;:::;d

Z
[0;2�]d

eih�;t�sid�

� C �Nd;

où C représente constante indépendante de N; alors

E

(
1
N2d

����PN
ti=1

i=1;:::;d
XtXt+�1Xt+v2 � r3 (�

1; �2)

����2
)

� C � Nd

N2d =
C
Nd ;

qui est (4.2).

Suivant [33], considérons (4.3) sur la base de (4.2) et soit

S (N) =
1

Nkd

�������
NX
ti=1

i=1;:::;d

Y
(�1;�2)
t

������� :
Pour k > 3

4
; il existe � qui satisfait � > 1 et,

k � 1
2
>
1

2�
>
1

4
:

Maintenant, considérons les deux cas où N =M� et pour N quelconque:
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(I) Quand N =M�; nous avons

E jS (N)j2 = E
1

N2kd

�������
NX
ti=1

i=1;:::;d

Y
(�1;�2)
t

�������
2

=
1

N2kd�2dE
1

N2d

�������
NX
ti=1

i=1;:::;d

Y
(�1;�2)
t

�������
2

� 1

N2kd�2d �
C

Nd
= CM�d(1�2k);

comme �d (1� 2k) < �d � �1; alors
+1X
M=1

M�d(1�2k) est une série de Riemman convergente, par

consequent
+1X
M=1

E
��S �M�

���2 < +1:

De l�inégalite de Chebychev et le lemme de Borel-Cantelli lemma, il s�ensuit

lim
M!1

S
�
M�

� p:s
= 0: (4.4)

(II) Pour le cas général (N quelconque); et NM � N � NM+1; où NM =M�; nous avons

��S (N)�N�kdMkd�S
�
M�

��� �M��kd

��������
NX

ti=M
�+1

i=1;:::;d

Y
(�1;�2)
t

�������� ;
et

E

(
sup

NM�N�NM+1

��S (N)�N�kdMkd�S
�
M�

���2)
�M�2�kd sup

NM�N�NM+1

E

����PN
ti=M

�+1
i=1;:::;d

Y
(�1;�2)
t

����
� CM�2�kd sup

NM�N�NM+1

�
N �M�

�d
� CM�2�kd

h
(M + 1)� �M�

id
;
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remarquant que (M + 1)� �M� � (2M)� ; nous déduisons que

E sup
NM�N�NM+1

��S (N)�N�kdMkd�S
�
M�

���2 � C1M
�d(1�2k);

où C1 représente une constante indépendante de M: Comme �d (1� 2k) < �d � �1; nous

obtenons
+1X
M=1

E sup
NM�N�NM+1

��S (N)�N�kdMkd�S
�
M�

���2 <1;

De l�inégalite de Chebychev et le lemme de Borel-Cantelli lemma, il s�ensuit

lim
M!1

sup
NM�N�NM+1

��S (N)�N�kdMkd�S
�
M�

���2 p:s= 0: (4.5)

De (4.4), (4.5) et

S (N) � sup
NM�N�NM+1

��S (N)�N�kdMkd�S
�
M�

���+N�kdMkd�S
�
M�

�
;

nous avons, pour k > 3
4
;

S (N) =
1

Nkd

�������
NX
ti=1

i=1;:::;d

Y
(�1;�2)
t

������� p:s! 0;

ce qui achève la preuve.

Remarque 4.1 Il n�est pas di¢ cile de généraliser le Théorème (4.1) aux estimateurs des mo-

ments et des cumulants d�ordre k, pourvu qu�on prenne Y
(�1;:::;�k�1)
t = XtXt+�1 : : : Xt+vk�1 �

rkX
�
�1; : : : ; �k�1

�
; et que les cumulants d�ordre 2k-soient absolument sommables.

A présent, nous établissons la normalité asymptotique de r̂3X (�1; �2) pour un processus li-

néaire spatial:
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4.2 Normalité asymptotique

Théorème 4.2 Soit

Xt =
X
j2Zd

 j"t�j;

où les "j sont indépendamment et identiquement distribuées avec E ("j) = 0; E
�
"2j
�
= 1; E

�
"3j
�
=


3; E
�
"6j
�
<1 et

P
j2Zd

�� j�� <1; alors

N
d
2

�
r̂3X

�
�1; �2

�
� r3X

�
�1; �2

��
! N

�
0; �2X

�
�1; �2

��
; (4.6)

où

�2X (�
1; �2) =

+1X
� i=�1
i=1;:::;d

fC6X (�1; �2; � ; � + �1; � + v2)

+ fr2X (�1)C4X (� � �2; � + �1 � �2; �2)g15
+ fr2X (�1) r2X (� � �2) r2X (�

2 � �1)g15g :

Preuve Pour k =(k; : : : ; k)2 Zd tel que k > 0; soit

Xt;k =
+kX

si=�k
i=1;:::;d

 s"t�s;

r̂3;kX
�
�1; �2

�
=

1

Nd

NX
ti=1

i=1;:::;d

Xt;kXt+�1;kXt+v2;k;

E (Xt;kXt+�1;kXt+v2;k) = r3;kX
�
�1; �2

�
:

De la symétrie de r3X (�1; �2) ; nous pouvons supposer 0 � �1i � �2i pour tout i = 1; : : : ; d; alors

E (Xt;kXt+�1;kXt+v2;k) =

8>>>>>>><>>>>>>>:


3

k��2iX
si=�k
i=1;:::;d

 s �1+s �2+s;

�2i � 2k pour au moins un i

0; si non

:
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Pour �2i � 2k et pour au moins un i = 1; : : : ; d; nous avons

r3;kX
�
�1; �2

�
= Er̂3;kX

�
�1; �2

�
:

Nous déduisons queXt;kXt+�1;kXt+v2;k est indépendante deXs;kXs+�1;kXs+v2;k pourvu que jsi � tij >

2k+�2i pour au moins un i = 1; : : : ; d par l�indépendance des "t: Donc, si nous posonsm =2k+�2;

Xt;kXt+�1;kXt+v2;k � r3;kX (�
1; �2) est un champ stationnaire m-dependant de moyenne, il s�en-

suit que

N� d
2

�PN
ti=1

i=1;:::;d
fXt;kXt+�1;kXt+v2;k � r3;kX (�

1; �2)g
�

! N
�
0; �2X;k (�

1; �2)
�
; (4.4)

où �2X;k (�
1; �2) = lim

N!1
Nd

�V ar

0BB@N�d
NX
ti=1

i=1;:::;d

fXt;kXt+�1;kXt+v2;k � r3;kX (�
1; �2)g

1CCA,
il n�est pas di¢ cile de montrer que

�2X;k (�
1; �2) =

+1X
� i=�1
i=1;:::;d

fC6;kX (�1; �2; � ; � + �1; � + v2)

+ fr2;kX (�1)C4;kX (� � �2; � + �1 � �2; �2)g15
+ fr2;kX (�1) r2;kX (� � �2) r2;kX (�

2 � �1)g15
	
:

Maintenant pour montrer (4.6) nous utilisons la Proposition 6.3.9 de [15]. Pour cela, remarquons

que ;

N
d
2 [r̂3X (�

1; �2)� r3X (�
1; �2)]

= N
d
2 fr̂3X (�1; �2)� r̂3;kX (�

1; �2)

� E [r̂3X (�
1; �2)� r̂3;kX (�

1; �2)]g

+N
d
2 [r̂3;kX (�

1; �2)� r3;kX (�
1; �2)]

= Tk;N + Zk;N ;

où Tk;N = N� d
2 fr̂3X (�1; �2)� r̂3;kX (�

1; �2)

� E [r̂3X (�
1; �2)� r̂3;kX (�

1; �2)]g et Zk;N = N� d
2 [r̂3;kX (�

1; �2)� r3;kX (�
1; �2)] : Mais selon la

Proposition 6.3.9 de [15], il nous reste à prouver que :

(i) Zk;N ) Zk quand N !1 pour chaque k = 1; 2; : : :
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(ii) Zk ) Z quand k !1; et

(iii) limk!1 limN!1 supP (jTk;N j > � ) = 0 pour tout � > 0;

après quoi nous pouvons immédiatement déduire (4.6).

D�abord, (4.4) établit (i). Maintenant prouvons (iii): Selon l�inégalité de Chebychev, pour prouver

(iii) il su¢ t de montrer que

lim
k!1

lim
N!1

supV ar (Tk;N) = 0: (4.7)

En e¤ectuant quelques calculs, nous obtenons

N
d
2 fr̂3X (�1; �2)� r̂3;kX (�

1; �2)g

= N� d
2

PN
ti=1

i=1;:::;d

8<:Xt;kXt+�1;kut+v2;k| {z }
S1

+Xt;kut+v1;kXt+�2;k| {z }
S2

+ ut;kXt+�1;kXt+�2;k| {z }
S3

9=; = S1 + S2 + S3;

où ut;k = Xt �Xt;k =
P

jsij>k
i=1;:::;d

 s"t�s: C�est assez facile de montrer que quand k !1;

V ar (S1 + S2 + S3) � 3 fV arS1 + V arS2 + V arS3g ! 0;

ce qui donne (4.7) et donc (iii). Il reste à montrer. De (4.4), Zk � N
�
0; �2X;k (�

1; �2)
�
. Remarquons

que si on pose �2X (�
1; �2) = limk!1 �

2
X;k (�

1; �2) ; ce n�est alors pas di¢ cile de montrer que

�2X (�
1; �2) =

+1X
� i=�1
i=1;:::;d

fC6X (�1; �2; � ; � + �1; � + v2)+

fr2X (�1) r2X (� � �2) r2X (�
2 � �1)g15g <1;

Alors, en utilisant le résultat du Problem 6.16 de [15] Zk ) Z; où Z � N (0; �2X (�
1; �2)) : De

(i), (ii) et (iii)

N
d
2

�
r̂3X

�
�1; �2

�
� r3X

�
�1; �2

��
! N

�
0; �2X

�
�1; �2

��
:
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Identi�cation des modèles 2D RIF MA

Dans la suite, nous proposons deux approches pour l�identi�cation des paramètres de pro-

cessus 2D MA non gaussiens. La première approche est basée sur des cumulants expérimentaux

seuls et sans imposer de phase minimum. Alors qu�une méthode généralisée des moments (GMM)

est utilisée dans la seconde approche.

5.1 Identi�cation des modèles 2D RIF MA par les cumu-

lants d�ordre trois seuls

Dans cette section, nous abordons le problème de l�identi�cation des modèles moyenne mo-

bile 2D (MA) avec erreurs non-Gaussiennes basée sur les cumulants expérimentaux seuls et sans

phase minimale. L�algorithme proposé est une extension, au cas 2D, de celui proposé dans [82]

pour le cas unidimensionnel.
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Considérons le processus 2D RIF MA donné par l�équation suivante :

x (n;m) =

q1X
i=0

q2X
j=0

b (i; j)w (n� i;m� j) ; (5.1)

où b (i; j) ; i = 1; : : : ; q1; j = 1; : : : ; q2 sont les coe¢ cients MA inconnus, et le signal est observé

en bruit additif :

y (n;m) = x (n;m) + v (n;m) : (5.2)

On admet les hypothèses suivantes :

i] La série de bruit génératrice w (n;m) ; inobservée, est un processus i.i.d. non-Gaussien de

moyenne nulle avec au moins un cumulant 0 <
��
m;w�� <1; m > 2:

ii] Le système est de phase non minimale (c.à.d. x (n;m) est non inversible):

iii] Le bruit additif v (n;m) est un modèle ARMA Gaussien avec spectre de puissance inconnu

et est indépendant de l�entrée w (n;m) et donc des sorties x (n;m) :

Pour obtenir les conditions de phase minimale pour le modèle (5.1), nous avons besoin de l�écrire

sous une forme polybomiale de la manière suivante : soit B = (B1; B2) l�opérateur retard, pour

n�importe quel i = (i1; i2) 2 Z2, z = (z1; z2) 2 C2, considérons BiX(t1; t2) = Bi1
1 B

i2
2 X (t1; t2) =

X (t1 � i1; t2 � i2) et zi = zi11 z
i2
2 .

Dé�nissons �(z) =
Pq1

i=0

Pq2
j=0 b (i; j) z

i
1z
j
2, alors le modèle (5:1) peut être écrit sous forme

condensée comme suit :

x (n;m) = � (B)w(n;m):

(5.1) est de phase minimale (ou inversible) si la condition suivante est satisfaite :

C0: aucunes des racines de�(z1; z2) ne se trouvent dans le polydisque unité fermé (jz1j � 1; jz2j � 1) :

Si nous considérons un support de prédiction semi-in�ni de (5.1) d�ordre connu (q1; q2), nous

pouvons déduire une relation entre les paramètres MA b (i; j) ; i = 0; : : : ; q1; j = 0; : : : ; q2;, en ar-

rangeant ses termes par l�ordre lexicographique, et certaines fonctions des statistiques. En e¤et,

il n�est pas di¢ cile de voir que sous la condition (iii),

Cky
�
�1; : : : ; �k�1

�
=Ckx

�
�1; : : : ; �k�1

�
; (5.3)
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et que les cumulants d�ordre k sont liés à la réponse impulsionnelle par

Cky
�
�1; : : : ; �k�1

�
= 
k;w

q1X
i=0

q2X
j=0

h (i; j)� h
�
(i; j) + �1

�
� : : :� h

�
(i; j) + �k�1

�
; (5.4)

avec �1 = (t1; t2) ; �2 = : : : = �k�1 = 0 (où 0 =(0; 0)) et k = 3 dans (5.4)), nous avons alors,

C3y ((t1; t2) ;0) = 
3;w

q1X
i=0

q2X
j=0

h2 (i; j)h (i+ t1; j + t2) (5.5)

Nous substituons h (i+ t1; j + t2) = b (i+ t1; j + t2) dans (5.5) pour obtenir une nouvelle

équation normale qui est,

C3y ((t1; t2) ;0) = 
3;w

q1X
i=0

q2X
j=0

b (i; j)� (5.6)

h2 (i� t1; j � t2) , pour tout (t1; t2)

où nous avons utilisé h (i; j) = b (i; j) = 0 pour i < 0 ou j < 0 ou i > q1 ou j > q2: Rappelons

[71] que

h (i; j) = b (i; j) =
C3y ((q1; q2) ; (i; j))

C3y ((q1; q2) ;0)
: (5.7)

Par substitution de (5.7) dans (5.6) il vient


3;w

q1X
i=0

q2X
j=0

b (i; j)C23y ((q1; q2) ; (i� t1; j � t2)) (5.8)

= C3y ((t1; t2) ;0)� C23y ((q1; q2) ;0) ; pour tout (t1; t2)

Nous nous référons à (5.8) comme l�équation normale basée sur les cumulants spatiaux pour un

modèle 2D MA pur. Pour retirer 
3;w de l�équation (5.8) nous utilisons encore (5.5) et (5.7) pour

obtenir


3;w =
C23y ((q1; q2) ;0)

C3y ((q1; q2) ; (q1; q2))
; (5.9)
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où nous avons utilisé b (0; 0) = 1 et C3y ((q1; q2) ; (t1; t2)) = 0 pour t1 < 0 ou t2 < 0 ou t1 > q1

ou t2 > q2; maintenant par la substitution de (3.9) dans (3.8), nous obtenons

q1X
i=0

q2X
j=0

b (i; j)C23y ((q1; q2) ; (i� t1; j � t2)) (5.10)

= C3y ((t1; t2) ;0)� C3y ((q1; q2) ; (q1; q2)) :

Si nous organisons les vecteurs et les matrices dans l�ordre lexicographique, concaténant l�équation

normale (5.10) pour �q1 � t1 � q1 et �q2 � t2 � q2 nous obtenons l�équation matricielle simple

suivante 24 C1

C2

35b =
24 c1
c2

35 ; (5.11)

voir l�annexe D pour les expressions de C1; C2; c1 et c2:

Le théorème suivant garantit l�identi�cation des paramètres 2D RIF MA (sans imposer de phase

minimum) en résolvant (5.11).

Théorème 5.1 Sous les conditions i) -iii), étant donné les vrais cumulants des sorties C3y (q; t)

et C3y (r;0) du modèle (5.1) et (5.2) pour les retards (0 � t1 � q1 et 0 � t2 � q2) et (�q1 � � 1 � q1 et � q2 � � 2 � q2)

respectivement, les (q1 + 1) (q2 + 1) inconnues b (i; j) ; i = 0; : : : ; q1; j = 0; : : : ; q2 peuvent être ré-

cupérées par la solution de (5.11) d�une manière unique

Preuve La preuve est très similaire à la preuve du Théoreme 1 de [82] dans le cas du modèle

1D RIF MA et donc omise.

En pratique, seuls les estimateurs empiriques de C3y ((q1; q2) ; (t1; t2)) et C3y ((� 1; � 2) ;0) sont

disponibles à partir l�echantillon �ni fy (n;m) ; 1 � n � N1; 1 � m � N2g : Cependant, il sera

possiblede replacer les cumulants théoriques par les cumulants expérimentaux lors de la résolution

de (5.11) pour b ce qui aiderait à l�identi�er. Ainsi, l�algorithme d�identi�cation des paramètres

2D MA est résumé dans l�algorithme I comme suit.
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Algorithme I.

Etape 1 : A partir des sorties y (n;m) ; 1 � n � N1; 1 � m � N2; former les estimateurs

Ĉ3y ((q1; q2) ; (t1; t2)) =
1

N1N2

N1�q1X
i=1

N2�q2X
j=1

y (i; j)�

y (i+ q1; j + q2) y (i+ t1; j + t2) ;

pour 0 � t1 � q1 et 0 � t2 � q2;

et

Ĉ3y ((� 1; � 2) ;0) =

1
N1N2

Pmin(N1;N1��1)
i=max(1;��1)

Pmin(N2;N2��2)
j=max(1;��2) y2 (i; j)�

y (i+ � 1; j + � 2) ;

pour �q1 � � 1 � q1 et �q2 � � 2 � q2:

Etape 2 : En utilisant les estimateurs Ĉ3y ((q1; q2) ; (t1; t2)) et Ĉ3y ((� 1; � 2) ;0) ; résoudre de

manière itérative le système (5.11) pour obtenir les estimateurs b̂ (i; j) de b (i; j) i = 0; : : : ; q1; j =

0; : : : ; q2:

Etape 3 : En�n pour satisfaire la condition normalisée b (0; 0) = 1; nous prenons b̂1 (i; j) =
b̂(i;j)

b̂(0;0)
comme estimateur �nal de b (i; j) 0 � i; j � 1; (i; j) 6= (0; 0) :

Remarque 5.1 Le Théorème (4.1) et le Théorème (4.2) ont établi la convergence presque sûre

et la normalité asymptotique des estimations Ĉ3y ((q1; q2) ; (t1; t2)) et Ĉ3y ((� 1; � 2) ;0). Cette forte

consistance garantit que l�estimation des paramètres b(i; j); (i = 0; : : : ; ; q1; j = 0; : : : ; q2) abou-

tit à des estimateurs consistants fortement à condition que le processus de sortie y(i; j) satis-

fasse les conditions de stationnarité du Théorème (4.1). En e¤et, les deux paramètres 2D MA

sont identi�és comme des fonctions mesurables de C3y ((q1; q2) ; (t1; t2)) et C3y ((� 1; � 2) ;0) ; et

Ĉ3y ((q1; q2) ; (t1; t2)) et Ĉ3y ((� 1; � 2) ;0) ; sont des estimateurs consistants de C3y ((q1; q2) ; (t1; t2))

et C3y ((� 1; � 2) ;0) respectivement. Par conséquent, les paramètres du modèle 2D MA seront eux-

mêmes consistants. De plus, la distribution asymptotique de nos estimateurs de paramètres sera

gaussienne.
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Remarque 5.2 Dans les applications pratiques, le vrai ordre (q1; q2) n�est pas connu apriori.

Dans la preuve du théorème (5.1), on montre que le rang de la matrice cumulante

24 C1

C2

35 est
R = (q1 + 1) (q2 + 1) : Alors, (q1; q2) peut être déterminé en utilisant la décomposition en valeurs

singulières (SVD) en testant

ĈR3y ((q1; q2) ;0) 6= 0; Ĉ{+13y ((k1; k2) ;0) � 0; (5.12)

où { = (k1 + 1) (k2 + 1) : Voir [81] pour plus de détails sur le SVD basé sur (5.12).

5.2 Identi�cation des modèles 2D RIF MA par l�estima-

teur GMM

Dans cette section, nous examinerons les méthodes généralisées d�estimation des moments

(GMM) qui fournissent des estimateurs pratiques et e¢ caces. Comme motivation alternative, les

estimateurs GMM sont souvent disponibles là où une analyse de vraisemblance est extrêmement

di¢ cile, voire impossible (par exemple, s�il y a beaucoup d�incertitude sur la forme distribu-

tionnelle). L�estimateur GMM est dérivé directement d�un ensemble d�hypothèses minimales, les

conditions dites de moment que le modèle devrait satisfaire. D�autre part, une di¢ culté pratique

avec la méthode habituelle de ML est son coût de calcul sur une taille d�échantillon moyenne

à grande. De plus, l�estimation GMM inclut certains estimateurs bien connus en tant que cas

spéciaux, de sorte qu�ils peuvent être analysés commodément à un niveau théorique. Dans un

cadre spatial, Kelejian et Prucha (1999) ont introduit un estimateur de moments généralisés

pour le paramètre autorégressif du processus de perturbation spatiale qui est simple à calculer et

reste réalisable sur le plan calcul même pour de grands échantillons. Récemment (2010), ils ont

introduit une nouvelle classe d�estimateurs GMM pour le paramètre autorégressif d�un processus

de perturbation spatialement autorégressive qui permet des innovations hétéroscédastiques. Ils

ont prouvé que leurs estimateurs GMM sont encore une fois simples en termes de calcul, même

dans de grands échantillons. Par conséquent, notre objectif est de proposer des estimateurs GMM

pour les paramètres d�un modèle 2D RIF MA qui sont simples à calculer et qui ont des propriétés
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d�échantillonnage souhaitables.

5.2.1 Aperçu sur la méthode GMM

Dans cette section, nous allons considérer une méthodologie GMM. Pour introduire la classe

des estimateurs GMM, introduisons le vecteur N1N2 � 1 de variables aléatoires w (i; j) observé

à la position (i; j) ; soit �2 
 un vecteur inconnu de coe¢ cients de dimension a � 1, et soit

h (�; w (i; j)) une fonction vectorielle de dimension r � 1. Dé�nissons pour

N = (N1; N2) ; gN (�) =
1

N1N2

N1X
i=1

N2X
j=1

h (�; w (i; j)) :

De plus supposons que �0 est la vraie valeur de � et que les conditions sur les moments peuvent

être formulé par

E�0 [h (�; w (i; j))] = 0:

L�estimateur GMM est dé�ni par la résolution du problème de minimisation

�̂N = argmin
�2


[gN (�)]
0WN [gN (�)] ;

où la matrice de poids WN est dé�nie positive.

Comme cadre convenable, les hypothèses suivantes ont été admises.

I.1 Le processus (w (i; j) ; (i; j) 2 Z2) st strictement stationnaire, ergodic et admet des mo-

ments d�ordre quatre.

I.2 L�espace des paramètres 
 est compact et �0 est dans son intérieur.

I.3 Pour tout � 2 
; h (�; :) est une fonction mesurable.

I.4 h (�; w (i; j)) est continue et continuement di¤érentiable en � sur un voisinage de �0:

I.5WN est une suite de matrices r�r positives qui convergent en probabilité vers une matrice

positive dé�nie déterministe W:

I.6 jhk (�; w (i; j))j � f (w (i; j)) pour tout � 2 
 et k = 1; : : : ; r où f (:) est une fonction

non négative tel que E�0 ff (w (i; j))g <1:
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I.7 �0 est l�unique solution de E�0 [h (�; w (i; j))] = 0 c-à-d, E�0 [h (�; w (i; j))] = 0 si et

seulement si � = �0:

I.8
p
N1N2gN (�0)

L N (0;S) :

I.9 Pour toute suite
�
��N; N 2 N2

�
tel que ��N

P! �0;
@gN (�)
@�0

���
��N

converge en probabilité vers

D0; où D0 = E @h(�;w(i;j))
@�0

���
�0

avec les colonne de D0 lineairement independants.

Soit DgN (�) une matrice de dimension r� a de dérivées avec les éléments typiques DgN (�)ij =
@gN(�)i
@�j

: Alors �̂N peut aussi être dé�ni en termes de la solution de la solution du premier ordre

du problème de minimisation

DgN

�
�̂N

�0
WN

h
gN

�
�̂N

�i
= 0:

Quand r = a; le modèle est exactement identi�able, la matrice de poids devient sans importance

et �̂N est dé�ni par l�équation gN
�
�̂N

�
= 0:

Etant données ces hypothèses, l�estimateur GMM est consistant et asymptotiquement normale-

ment distribué avec p
N1N2

�
�̂N � �0

�
L N (0;V) ; (5.13)

où V =
�
DS�1D0

��1
:

Avant d�applique ce résultat au modèle 2D RIF MA, il est utile de, d�abord, commenter le sens et

le rôle de ces conditions de régularité. L�hypothèse (I.1) est nécessaire pour véri�er le théorème

central limite donné dans (I.8) et appliquer le théorème ergodic plusieurs fois. L�hypothèse (I.2)

restreint les paramètres à un sous-ensemble fermé et borné de l�espace euclidien, ainsi, lorsqu�il

est véri�é, l�estimateur peut être caractérisé en fonction de sa condition de premier ordre Les

hypothèses (I.3) et (I.4) sont des conditions de régularité mathématique qui garantissent que

les fonctions de moment sont continues et ont des variances �nies, et que dans un voisinage de

�0 ils peuvent être diférentiés. L�hypothèse (I.7) est une condition d�identi�cation clé qui exclut

à la fois l�échec d�identi�cation locale. Les hypothèses (I.9) et (I.8) donnent (5.13).
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5.2.2 Application de la procédure GMM au modèle 2D RIF MA

Les résultats de la sous section 2.2 suggèrent une seconde estimation dans le cadre de la

méthode GMM. Dans le cas du modèle 2D RIF MA (1) donné par (5:1) et (5:2), nous pouvons

dériver des conditions d�orthogonalité pour estimer 
 =
�
b2(0;0)
b(1;1)

; b
2(0;1)
b(1;1)

; b
2(1;0)
b(1;1)

; b (1; 1)
�0
à partir

de (5:4) ; (5:7) et (5:9) : En e¤et, pour k = 3; �1 = (�t1;�t2) et �2 = 0 l�équation (5:4) donne,

C3y ((�t1;�t2) ;0) = 
3;w

1X
i=0

1X
j=0

h2 (i; j)h (i� t1; j � t2) ;

comme C3y ((�t1;�t2) ;0) = C3y ((t1; t2) ; (t1; t2)), et par l�usage de (5:7) et (5:9) nous obtenons,

C3y ((t1; t2) ; (t1; t2)) =
b2 (0; 0)

b (1; 1)
C3y ((q1; q2) ; (�t1;�t2))

+
b2 (0; 1)

b (1; 1)
C3y ((q1; q2) ; (�t1; 1� t2))

+
b2 (1; 0)

b (1; 1)
C3y ((q1; q2) ; (1� t1;�t2))

+b (1; 1)C3y ((q1; q2) ; (1� t1; 1� t2)) ;

pour 0 � t1 � 1 et 0 � t2 � 1: Ceci représente un système de quatre conditions d�orthogonalité

donné par, 8<: h (
; (i; j))=A (i; j)�
�H (i; j)

E (h (
; (i; j))) = 0

où

A (i; j) = y(i; j)y(i+ 1; j + 1)

�

0BBBBBB@
y(i; j) y(i; j + 1) y(i+ 1; j) y(i+ 1; j + 1)

y(i; j � 1) y(i; j) y(i+ 1; j � 1) y(i+ 1; j)

y(i� 1; j) y(i� 1; j + 1) y(i; j) y(i; j + 1)

y(i� 1; j � 1) y(i� 1; j) y(i; j � 1) y(i; j)

1CCCCCCA ;
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et

H (i; j) = y(i; j)�

0BBBBBB@
y2(i; j)

y2(i; j + 1)

y2(i+ 1; j)

y2(i+ 1; j + 1)

1CCCCCCA :

Etant donné les observations fy (n;m) ; 1 � n � N1; 1 � m � N2g ; dé�nissons gN (
; (i; j)) =
1

N1N2

N1P
i=1

N2P
i=1

h (
; (i; j)) ; où N =(N1; N2) ; et supposons que 
0, la vraie valeur de 
; est à l�inté-

rieur de l�espace des paramètres compact �: L�estimateur GMM de 
 est alors dé�ni en résolvant

le problème de minimisation,


̂GMM
N = argmin


2

[gN (
; (i; j))]

0WN [gN (
; (i; j))] ; (5.14)

où la matrice de poids WN est dé�nie positive.

Comme il y a quatre paramètres pour quatres conditions d�orthogonalité, le système est exacte-

ment identi�é et l�estimateur GMM 
GMM
N de 
 basé sur les N1N2 observations est dé�ni par

l�équation gN
�

GMM
N ; (i; j)

�
= 0:Ainsi, il su¢ t de résoudre le système 1

N1N2

N1P
i=1

N2P
i=1

h
�

GMM
N ; (i; j)

�
=

0; qui peut être réecrite sous la forme

�
N1P
i=1

N2P
i=1

A (i; j)

�
� 
GMM

N =
N1P
i=1

N2P
i=1

H (i; j) ;

par consequent


GMM
N =

�
N1P
i=1

N2P
i=1

A (i; j)

��1
�

N1P
i=1

N2P
i=1

H (i; j) : (5.15)

La consistance et la normalité asymptotique de 
GMM
N peuvent être obtenus après véri�cation

de quelques conditions de régularité. D�abord, une bonne manière de choisir la matrice de poids

WN qui résout le problème de minimisation (5:14) est en posant

WN � ~WN =

�
1

N1N2

N1P
i=1

N2P
i=1

h
�


(1)
N ; (i; j)

�
h0
�


(1)
N ; (i; j)

���1
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où 
(1)N =
�
b̂21(0;0)

b̂1(1;1)
;
b̂21(0;1)

b̂1(1;1)
;
b̂21(1;0)

b̂1(1;1)
; b̂1 (1; 1)

�0
avec b̂1 (0; 0) ; b̂1 (0; 1) ; b̂1 (1; 0) ; b̂1 (1; 1) étant les esti-

mateurs consistants de b (0; 0) ; b (0; 1) ; b (1; 0) ; b (1; 1) ; respectivement, calculés dans Algorithm

I. Comme h (
; (i; j)) est une fonction mesurable de X (i; j) ; 0 � i; j � 1 et 
 est supposé être

tel que les conditions du Theorem (5.1) sont véri�és, nous obtenons

~WN
P! ~W = [Eh (
0; (i; j))h

0 (
0; (i; j))]
�1
;

il est clair que ~WN et ~W sont dé�nis positives. Donc, la consistance et la normalité asymptotique

de 
GMM
N peuvent être établies dans le théorème suivant :

Théorème 5.2 Considérons un modèle 2D RIF MA(1) et supposons que les conditions du Theo-

rem (5.1) sont véri�ées. Alors,

p
N1N2

�

GMM
N � 
0

� L N (0;�) ;

où � = V �1
V �1 avec V = E (A (i; j)) et 
 = ~W�1:

Preuve A la lumière de (5:15) nous pouvons écrire,

�

GMM
N � 
0

�
=

�
1p
N1N2

N1P
i=1

N2P
i=1

A (i; j)

��1
� 1p

N1N2

N1P
i=1

N2P
i=1

h (
0; (i; j)) ; (5.16)

donc ce n�est pas di¢ cile de montrer que, sous les conditions du Théoreme (5.1), h (
0; (i; j)) est

une di¤érence de martingale bidimensionnelle avec une variance �nie 
 = ~W�1: Ainsi, d�après le

théorème central limite des di¤érences de martingale de Huang 1p
N1N2

N1P
i=1

N2P
i=1

h (
0; (i; j)) converge

vers une distribution normale multivariée de moyenne zero et de matrice de covariance 
: D�après

(5:16) et la procédure de Cramer-Wold device, le résultat s�en suit.

Maintenant pour dériver l�estimation du paramètre d�intérêt b à partir de 
GMM
N ; notons

d�abord que 
GMM
N (i) et 
GMM

N (4) i = 1; 2; 3 ont le même signe donc nous calculons simplement

directement b̂GMM (1; 1) = 

GMM
N (4) ;

���b̂GMM (0; 0)
��� = �
GMM

N (1)
GMM
N (4)

� 1
2 ;
���b̂GMM (0; 1)

��� =�

GMM
N (2)
GMM

N (4)
� 1
2 et

���b̂GMM (1; 0)
��� = �
GMM

N (3)
GMM
N (4)

� 1
2 en gardant les signes des esti-

mateurs de b (0; 0) ; b (0; 1) et b (1; 0) donnés dans l�Algorithm I:
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Finalement pour véri�er la condition de normalité b (0; 0) = 1 nous prenons b̂GMM (i;j)

b̂GMM (0;0)
comme

estimateur �nal de b (i; j) 0 � i; j � 1; (i; j) 6= (0; 0) :

5.3 Résultats de simulation

Dans cette section, nous évaluons la proximité des estimateurs des paramètres de b à leurs

valeurs attendues par une étude de Monte Carlo et comparons les performances des deux es-

timateurs proposés. Cette étude permet de véri�er et de corroborer, d�une part, l�e¢ cacité de

l�algorithme d�identi�cation précédent et d�autre part la validité des résultats théoriques proposés

présentés dans les sections précédentes.

Considérons le modèle 2D MA de premier ordre,

x (n;m) = b1w (n;m� 1) + b2w (n� 1;m) + (5.17)

b3w (n;m� 2) + w (n;m) ;

Le bruit additif v (n;m) est un processus ARMA Gaussien donné par

v (n;m) = 0:3v (n;m� 1)� 0:08v (n� 2;m� 1) +

0:54 + e (n;m)� 1:25e (n;m� 1) ;

le signal x (n;m) est observé en bruit additif :

y (n;m) = x (n;m) + v (n;m) ;

où e (n;m) � N (0; 0:5) et w (n;m) sont i.i.d (0; 1) et suit une distribution lambda généralisée

(GLD) avec une asymétrie �3 = 0 et un kurtosis �4 = 0; 85. Les vraies valeurs des paramètres et

(b1 = 1; b2 = 0; 25; b3 = �1; 65) (le cas de phase non minimale) et (b1 = 0; 25; b2 = 0; 35; b3 = 0; 15)

(le cas de phase minimale), Proposition 1 de [3] donne un ensemble convenable de conditions

sur les paramètres b1; b2 et b3 pour satisfaire C0). Notez que dans l�algorithme d�identi�cation

proposé, la phase minimale n�est pas imposée.
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De plus, les erreurs avec des caractéristiques non gaussiennes sont la clé de l�identi�cation.

C�est pourquoi nous choisissons une distribution GLD erreurs considérées dans [58] qui peut être

simulée de manière �exible et peut accepter une large gamme de valeurs pour les paramètres

d�asymétrie et d�aplatissement excessif (Kurtosis).

Les Tableaux 1 et 2 présentent les colonnes moyennes, des colonnes des erreurs quadratiques

moyennes, des colonnes d�aplatissement et des colonnes d�asymétrie des estimateurs b1; b2 et b3 sur

500 répétitions de Monte Carlo pour les tailles d�échantillon (100,100), (500,500) et (1000,1000)

dans la phase minimale et la phase non minamale respectivement. Les valeurs moyennes de

l�estimateur donné par l�algorithme I bi et l�estimateur GMM bGMM
i , (i = 1,2,3), dans les deux

cas, sur les 500 réplications étaient toujours proche des valeurs vraies pour toutes les tailles de

grille.

De plus et comme prévu, l�augmentation de la taille de l�échantillon améliore considéra-

blement les résultats en termes de réduction des biais. De plus, les moyennes des coe¢ cients

d�aplatissement et de asymétrie sur les 500 répétitions ont tendance à être plus proches des va-

leurs de référence 0 et 0,85 respectivement lorsque la taille de l�échantillon augmente pour les

deux estimateurs.

Les observations des tableaux 1 et 2 con�rment la cohérence et la normalité asymptotique des

estimateurs proposés comme indiqué dans la remarque (5.1) et le théorème (5 ;2). Elles suggèrent

également que l�estimateur GMM produit des estimations de b qui sont un peu plus précises

que celles données par l�algorithme I. Cependant, malgré la charge de calcul raisonnable de

l�estimateur GMM de b, un avantage majeur de l�estimateur donné par l�algorithme I est qu�il

ne nécessite pas d�estimateur cohérent préliminaire.
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Tableau1 : Echantillon de distribution des estimateurs bb1; bb2 et bb3 et bbgmm1 ; bbgmm2 et bbgmm3

dans le cas de phase minimale avec �3 = 0:85 et �4 = 3:

N = (100; 100)

true bi 0.25 0.35 0.15bb1 ( bbgmm1 ) bb2 ( bbgmm2 ) bb3 ( bbgmm3 )

mean 0:2501 (0:2498) 0:3502 (0:3501) 0.150 (0:153)

rmse 0:18� 10�4 (0:12� 10�4) 0.0029 (0:002) 0.0038 (0:0025)

kurt 2.5910 (3:2985) 3.1432 (3:176) 2.879 (2:764)

skew 0.0151 (0:0099) 0.0092 (0:0111) 0.0098 (0:0089)

N = (500; 500)

true bi 0.25 0.35 0.15bb1 ( bbgmm1 ) bb2 ( bbgmm2 ) bb3 ( bbgmm3 )

mean 0:25009 (0:2500) 0:3501 (0:3497) 0.15006 (0:1502)

rmse 0:119� 10�4 (0:099� 10�4) 0.0015 (0:0014) 0.0029 (0:0025)

kurt 2.7910 (3:321) 2.9143 (3:156) 3.1787 (2:8691)

skew 0.0105 (0:0098) 0.0100 (0:0113) 0.0091 (0:0079)

N = (1000; 1000)

true bi 0.25 0.35 0.15bb1 ( bbgmm1 ) bb2 ( bbgmm2 ) bb3 ( bbgmm3 )

mean 0:25001 (0:2489) 0:35005 (0:35005) 0.150 (0:1499)

rmse 0:119� 10�4 (0:074� 10�4) 0.0015 (0:0013) 0.0029 (0:0025)

kurt 2.7910 (3:146) 2.9143 (3:09) 3.1787 (3:234)

skew 0.0105 (0:0098) 0.0100 (0:0054) 0.0091 (0:0123)

75



Chapitre 5. Identi�cation des modèles 2D RIF MA

Tableau 2 : Echantillon de distribution des estimateurs bb1; bb2 et bb3 et bbgmm1 ; bbgmm2 et bbgmm3

dans le cas non minimum avec �3 = 0:85 et �4 = 3:

N = (100; 100)

true bi 1 0.25 �1:65bb1 ( bbgmm1 ) bb2 ( bbgmm2 ) bb3 ( bbgmm3 )

mean 1:0003 (1:0005) 0:2499 (0:2503) �1:6501 (�1:6498)

rmse 0:9229� 10�4 (0:9� 10�4) 0.00218 (0:002) 0.00079 (0:00062)

kurt 3.2110 (2:763) 2.8942 (3:245) 3.1787 (3:0985)

skew 0.0099 (0:0134) 0.0210 (0:0125) 0.0081 (0:0099)

N = (500; 500)

true bi 1 0.25 -1.65bb1 ( bbgmm1 ) bb2 ( bbgmm2 ) bb3 ( bbgmm3 )

mean 1 (0:999) 0:2499 (0:2508) -1.6502 (�1:65)

rmse 0:8589� 10�4 (0:812� 10�4) 0.00191 (0:0019) 0.00059 (0:0005)

kurt 2.9902 (3:146) 2.6942 (2:885) 3.0840 (3:1328)

skew 0.0089 (0:0121) 0.0110 (0:0085) 0.0071 (0:0099)

N = (1000; 1000)

true bi 1 0.25 -1.65bb1 ( bbgmm1 ) bb2 ( bbgmm2 ) bb3 ( bbgmm3 )

mean 1 (1) 0:25005 (0:2481) -1.65004 (�1:65)

rmse 0:8143� 10�4 (0:835� 10�4) 0.00132 (0:0011) 0.00055 (0:00043)

kurt 3.002 (3:0904) 2.9941 (3:281) 3.1840 (2:871)

skew 0.0009 (0:0012) 0.0120 (0:0088) 0.0069 (0:005)

76



Chapitre 5. Identi�cation des modèles 2D RIF MA

5.4 Conclusion

Ce chapitre présente de nouvelles approches pour prendre en compte des données complexes

de traitement de signaux non linéaires et / ou non gaussiens. L�originalité de ce travail a été l�in-

vestigation des propriétés asymptotiques de statistiques d�ordre élevé dans un contexte spatial.

Les propriétés de convergence des moments de troisième et quatrième ordre et les estimations

des cumulants ont été décrites et prouvées. L�étude a également présenté de nouvelles façons

d�identi�er un système à phase non minimale 2-D linéaire en utilisant des cumulants d�ordre

supérieur seuls et avec des estimateurs GMM. Une étude de Monte Carlo a conduit à un estima-

teur de b, un avantage majeur de l�estimateur donné par l�algorithme I est qu�il ne nécessite pas

d�estimateur cohérent préliminaire.

APPENDICE

Posons q = (q1; q2) et R = (q1 + 1) (q2 + 1) ; l�expression de C1; C2; c1 et c2 sont :

c1 =

0BBBBBB@
C3y ((�q1;�q2) ;0)�C3y (q;q)

C3y ((�q1;�q2 + 1) ;0)�C3y (q;q)
...

C3y ((0;�1) ;0)�C3y (q;q)

1CCCCCCA
(R�1)�1

c2 =

0BBBBBB@
C3y ((0; 0) ;0)�C3y (q;q)

C3y ((0; 1) ;0)�C3y (q;q)
...

C3y (q;0)�C3y (q;q)

1CCCCCCA
R�1

C1 =

0BBBBBB@
C23y (q;q) 0 : : : 0 0

... C23y (q;q)

...
. . .

C23y (q; (0; 1)) : : : : : : C23y (q;q) 0

1CCCCCCA
(R�1)�R
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C2 =

0BBBBBB@
C23y (q;0) C23y (q; (0; 1)) : : : C23y (q;q)

0 C23y (q;0)
...

...
. . .

...

0 : : : : : : C23y (q;0)

1CCCCCCA
R�R

:
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