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Plusieurs domaines d’application comme : I’astronomie, I’acoustique, le
traitement des images et du signal, etc., ont eu recours a I'utilisation des
statistiques d’ordre supérieur. Ils ont joué un role crucial dans
l'identification de systéme linéaire a phase non minimal. Ainsi, I'objet de
cette these est I'identification des parametres d’un modeles 2D MA a
phase non minimale a I'aide des cumulants d’ordre supérieur.

Nous démontrons d’abord la convergence presque siire des estimateurs
empiriques des statistiques d’ordre supérieurs. Comme cadre pratique,
nous abordons le probléme de l'identification des modeles a moyennes
mobiles 2D (MA) avec des erreurs non gaussiennes basées sur les
cumulants seuls sous une hypothése de phase non minimale en premier
lieu et ensuite sur une approche GMM (méthode des moments
généralisée). Une étude de simulation vérifie les performances des
méthodes proposées.

Mots clé
Statistiques spatiales d'ordre supérieur, phase non minimale, 2D FIR,
convergence presque sdre



ABSTRACT

Several fields of application such as: astronomy, acoustics, image and
signal processing, etc., have used of higher order statistics. They played
a crucial role in the identification of a non-minimal phase linear system.
Thus, the object of this thesis is the identification of the parameters of a
non-minimal phase 2D MA models using higher order cumulants.
First, the almost-sure convergence properties of sample estimates of
higher order spatial statistics are derived. As a practical framework, we
address the problem of identification of 2D moving average (MA)
models with non-Gaussian errors based on cumulants alone under a
nonminimum phase assumption first and on a generalized method of
moments approach after. A simulation study verifies the performance of
the proposed methods.

Key words:
Higher-order spatial statistics, No minimum phase, 2DFR, almost sure
convergence.



yaile

as ol aAlaiinly 23 saill Jailu g dand g da g5k oda 8 Liiag (e g yall Caagl)
Lausla 1y 59 Canmd (Sl a5 3ll) Llal) A all cililian) el s all iy IS4
WY 5 ) seall dadlee (il saall c@lldll ale dindaill COlaall e 22l b
Janl 138 & s AV pe aall Als je 8 add) sl ppasl lpass iS) IS
2DMA & il Jaw giall z Al 2aaT A b

& Y e 2l Us e al il e agyadl o daiad il dagle e eladl as
Al o i) yaldy | G Alal 8 daasall Gllaalll 46 5k g e 5 JsY) Aladll
O il i)yl sall Ao gilly Ley Ll ) 3lSlal)

: i ) Cia) Silals

Sl Cal (iall e Al (Glall da ol culd 3Kl ciliban)
L



Table des matiéres

1 Généralités 8
1.1 Concepts et définitions . . . . . . . . . ... 9
1.1.1 Champs aléatoires . . . . . . . . . . . . . . e 9

1.1.2  Stationnarité . . . . . . . .. L 9

1.1.3 Champs aléatoires gaussiens . . . . . . . .. . . . ... 11

1.1.4 Opérateur deretard . . . . . . . . ..o 11

1.1.5 Ergodicité . . . . . . .. 12

1.1.6 Notions d’ordre dans Z¢ . . . . . . . .. ... ... 12

1.1.7 Indexation des sous-ensembles . . . . . . . ... oL 13

1.2 Modeéles pour les données spatiales . . . . . . .. ... ... .. ... ... ... 14
1.2.1 Modele ARMA spatiaux . . . . . . . . . . .. e 14

1.2.2 Modele AR spatial . . . . . . . ... 16

1.2.3 Modele MA spatial . . . . . . . ... 17

2 Statistiques d’Ordre Supérieur 18
2.1 Introduction aux Statistiques d’Ordre Supérieur . . . . . . .. . .. .. ... ... 18
2.2 Variables aléatoires réelles scalaires . . . . . . . . . ... Lo 19
2.2.1 Fonctions caractéristiques d’une variable aléatoire réelle scalaire . . . . . . 19

2.2.2  Moments et cumulants d’une variable aléatoire réelle scalaire . . . . . . . . 20



Table des matiéres

2.3

24

2.2.3 Relations entre moments et cumulants . . . . . ... ... ... ... 22
2.2.4 FEstimation des moments et des cumulants . . . . .. . ... ... ... 24
2.2.5 Exemples de variables aléatoires réelles . . . . . . . . ... ... ... ... 27
Variables aléatoires réelles multidimensionnelles . . . . . .. .. .. ... .. ... 30

2.3.1 Fonctions caractéristiques des variables aléatoires réelles multidimension-

nelles . . . . . L 30
2.3.2 Moments et cumulants de vecteurs aléatoires . . . . . . . .. ... ... 30
2.3.3 Relations entre moments et cumulants . . . . . ... ..o 000 32
2.3.4 Quelques propriétés des moments et des cumulants . . . . . . ... .. .. 34
2.3.5 Estimation des moments et des cumulants . . . . ... ... ... ... 35
Multicorrélations . . . . . . .. Lo 36
2.4.1 Estimation des multicorrélations . . . . . . . .. ..o 37
2.4.2 La motivation pour utiliser des cumulants . . . . . . . ... ... ... .. 38

3 Les modéles moyenne mobile (MA) bidimensionnelle a réponse impulsionelle

finie

3.1

3.2

3.3

40
Filtres a réponse impulsionnelle finie . . . . . . . . . ... ... ... ....... 41
3.1.1 Imtroduction . . . . . . . .. 41
3.1.2  Filtres RIF unidemensionnels (1D) . . . . . ... ... ... ... ... .. 42
3.1.3  Filtre RIF bidimensionnels (2D) . . . ... ... ... ... .. ...... 43
La phase non minimale . . . . . . ... ... . L oo 46
3.2.1 Notions importantes . . . . . . . . . . L. Lo 46
3.2.2 Le filtre & phase minimale . . . . . . ... ... .. ... ... ... 48
3.2.3 Le filtre & phase non minimale . . . . . . ... ... ... .......... 49
3.2.4 Autres dénominations . . . . . ... ... 49
Modeles moyenne mobile (MA) bidimensionnelle . . . . ... ... ... .. ... 50
3.3.1 Représentation du modele MA spatial . . . . . . . . ... ... 50
3.3.2 Représentation du modele 2D RIF MA . . . .. ... ... ... ..... 50




Table des matiéres

4 Propriétés asymptotiques des cumulants bidimensionnels

4.1

4.2

Convergence presque SUIE . . . . . v v v v v v v e e e e e e e e e e

Normalité asymptotique . . . . . . . . . . . ...

5 Identification des modéles 2D RIF MA

5.1
5.2

5.3
5.4

Identification des modeles 2D RIF MA par les cumulants d’ordre trois seuls . . . .
Identification des modeles 2D RIF MA par lestimateur GMM . . . . . ... ...
5.2.1 Apercu sur la méthode GMM . . . . . ... .. ... ... ...
5.2.2 Application de la procédure GMM au modéle 2D RIF MA . . . . . .. ..
Résultats de simulation . . . . . . . .. ... L Lo

Conclusion . . . . . . . . s,

53
53

29




Introduction générale

Le traitement du signal est un domaine qui a vu I’émergence d’une nouvelle “matiére pre-
miere”, qui est I'information. Cette nouvelle discipline se trouve a la jonction des mathématiques,
qui lui fournissent un cadre conceptuel, de ’électronique et de I'informatique, qui concourent aux
développements des techniques matérielles et logicielles et de la physique, qui décrit les vecteurs
de transmission de I'information.

Le traitement du signal a fondé sa problématique sur la théorie des probabilités, sur ’analyse
fonctionnelle et sur I’analyse numérique. Ces disciplines sont le cadre naturel de la modélisation
en traitement du signal. La théorie des probabilités a été particulierement mise a contribution
pour construire les modeéles utilisés en traitement du signal. Cette branche trés riche des ma-
thématiques a été tres développée depuis son origine dans la “théorie des jeux” pratiquée des
le 17i‘eme siécle par les précurseurs que furent Bernoulli, Fermat, Pascal et bien d’autres. Les
concepts de base de la théorie des probabilités sont les notions de variable aléatoire et de fonction
(signal) aléatoire. Ces grandeurs sont décrites complétement & travers des lois (ou densités) de
probabilité. On se limite bien souvent & une description donnée par les moments.

La plupart des résultats méthodologiques et des techniques de traitement du signal sont
fondés sur une description simplifiée des signaux faisant appel aux moments d’ordre 1 et 2.
Les fonctions de corrélation et les densités spectrales de puissance (spectres) en sont les outils
de base. Ces grandeurs jouent un role essentiel dans la description de signaux dans tous les
domaines d’application et dans la définition d’opérateurs fondamentaux : filtre adapté, filtre de
Wiener, filtre de Kalman. Le statut particulier des signaux gaussiens, qui sont trés répandus et
pour lesquels la description & l'ordre 2 est compléte, a largement contribué a la diffusion des
techniques de traitement limitées a I'ordre 2.

Le développement des moyens de traitement a permis dans un passé récent de prendre en
compte une description plus subtile des signaux en utilisant des statistiques d’ordre supérieur a
2. Le cadre conceptuel est déja tres riche. Les probabilistes ont depuis longtemps développé une

approche générale des variables et des fonctions aléatoires. On peut trouver le fondement de ces

modélisations dans ( [1], [9], [6], [7], [8], [19], [64]).




Le fort courant de recherche sur ces nouvelles méthodologies qui se développe depuis une quin-
zaine d’années a suscité une série de colloques internationaux consacrés aux statistiques d’ordre
supérieur ([53], [54], [55], [56], [57]), et de nombreuses revues scientifiques leur ont consacré des
numéros spéciaux ([51], [65], [66], [67], [68], [79], [70]). Ces études débouchent sur de nouveaux
algorithmes de traitement dans de nombreux domaines d’applications. Citons 1’astronomie ot
sont apparues les premieres techniques d’ordre supérieur, la prospection sismique et les com-
munications qui ont été un puissant moteur de développement des techniques de déconvolution
aveugle, et plus généralement la géophysique, le contréle non-destructif, les vibrations, la parole,
le radar, le sonar. . .

Avant d’aborder I’étude des nouvelles descriptions de la réalité expérimentale utilisant les
statistiques d’ordre supérieur, il est bon de s’interroger sur 'opportunité de ces développements.
La question est importante et la réponse ne peut étre que conjecturale. A 'affirmation indiscu-
table du caractére plus général de cette approche, on voit objecter & juste titre la complexité
accrue, et plus fondamentalement, ’applicabilité douteuse. Le mieux peut étre I’ennemi du bien.
Nous proposerons de relever ce défi en restant avertis des risques qu’il contient, mais qui sont
somme toute associés a toute innovation.

Parmi les raisons invoquées a ’appui de 'utilisation des SOS, outre leur plus grand degré de
généralité, nous pensons que 'argument le plus solide est la possibilité qu’elles offrent de résoudre
des problémes non accessibles a 'ordre 2 : nous citerons la séparation de sources, sans modeéle
a priori, la déconvolution aveugle ou encore le filtrage non linéaire. Laissons aux applications et
a I’avenir le soin de trancher. Et consacrons nous a I’étude des SOS qui nous introduiront dans
un monde de nouvelles techniques de traitement, et nous apporteront de grandes satisfactions
intellectuelles a la mesure de leurs mysteres.

Cependant, la plupart des signaux naturels (ou réels) sont des signaux pour lesquels les entrées
sont des données spatiales complexes qui présentent un comportement ou des caractéristiques non
gaussiens et / ou non linéaires. Ils ont besoin de méthodes de corrélation d’ordre supérieur pour
leur analyse. Les statistiques 2D d’ordre supérieur peuvent mesurer la périodicité entre plusieurs
points séparés par des distances données. Ils refletent mieux la géométrie que la fonction de

corrélation a deux points (c’est-a-dire les statistiques du second ordre) (voir par exemple ([10],




[18], [59], [30]).

De plus, 'extraction de nouvelles propriétés sur les données spatiales conduit & une amélio-
ration significative des performances de la modélisation prédictive. Ainsi, dans plusieurs cas, il
est nécessaire d’utiliser des cumulants spatiaux d’ordre supérieur.

Cependant, pour tirer pleinement parti des nombreuses vertus des cumulants spatiaux expé-
rimentaux, nous devons étre capables de confondre les cumulants théoriques et expérimentaux
(ou échantillon) lorsqu’il s’agit d’un ensemble de données spatiales fini, et d’établir une forte
convergence entre eux. Pour cela, nous étudions dans cet ouvrage :

- la convergence presque siire des cumulants spatiaux du troisieme et du quatrieme ordre
de I’échantillon. De plus, pour un processus linéaire spatial, nous discutons de la normalité
asymptotique des estimations de 1’échantillon.

- comme cadre pratique des résultats théoriques proposés, certaines méthodes d’identification
des systémes de moyenne mobile unidimensionnels d’ordre fini (systémes MA RIF) sont étendues
au cas 2D, c’est-a-dire au systéme 2D MA RIF.

Nous nous concentrerons sur les méthodes basées sur des cumulants d’ordre supérieur sous
I’hypothése de non inversibilité. En effet, des études récentes dans de nombreuses applications
scientifiques et techniques ont montré que les valeurs des parameétres sont dans la plage de phase
non minimale. Une conclusion clé de ces études est que des cumulants d’ordre supérieur sont
nécessaires pour 'identification des systémes a phase non minimale, ce qui implique que ’hypo-
these d’erreurs gaussiennes doit étre abandonnée. Dans le cas 1-D, la théorie et les techniques de
calcul de la prédiction linéaire ont re¢u une grande attention dans la théorie des systémes et le
traitement du signal. Cependant, malgré les efforts de nombreux chercheurs, la majeure partie
de cette théorie n’a pas été étendue au cas 2-D. La représentation 2D MA pour les champs aléa-
toires est pertinente en raison de la grande popularité de leur décomposition de type Wold dans
le cas homogéne régulier. Les applications de la décomposition de type Wold et de la modélisa-
tion 2D MA incluent la modélisation des textures naturelles [24], la segmentation d’image et les
problémes de restauration [39] , la modélisation et la récupération d’images [44] et les systémes

radar de traitement adaptatif [24].




Le probléme d’identification est souvent recomposé comme celui de trouver une solution
unique a un systéme d’équations non linéaires. Les cumulants d’ordre supérieur sont utiles pour
’identification de systémes de phase éventuellement non minimaux, car la transformée de Fourier
des cumulants conjoints d’ordre k d’un champ aléatoire stationnaire d’ordre k X est le polyspectre
d’ordre k de X. En effet, & condition que le k -un cumulant d’ordre des erreurs existe et est non
nul pour k£ > 3, on peut récupérer la fonction de phase & partir de n’importe quel spectre
d’ordre k, voir [43] Lemme 1, [29], [27] pour le cas 1D et [71] et [72] pour le multidimensionnel.
Par conséquent, deux approches pour l'identification des paramétres de processus 2D MA non
gaussiens sont proposées. La premiere approche est basée sur des cumulants expérimentaux seuls
et sans imposer de phase minimum. Alors qu'une méthode généralisée des moments (GMM) est
utilisée dans la seconde approche.

La theése s’articule autour de cinq chapitres :

Dans le premier chapitre, nous donnons les définitions des différents termes liés a ’ensemble
de I'étude dans ce travail, et un apercu sur les différents modeles spatiaux considérés dans le
reste des chapitres.

Nous consacrons le chapitre 2 & la problématique des statistiques d’ordre supérieur a travers
I’examen de la théorie des moments et des cumulants. Dans ce but, nous décrivons ces outils
statistiques pour une variable aléatoire réelle scalaire ainsi que leur extension au cas multidimen-
sionnel, afin de mieux comprendre les multicorrélation de variables aléatoires.

Dans le chapitre 3, nous traitons en détail les modeles 2D moyenne mobile (MA) & réponse
impulsionnelle finie et nous mettons le point en particulier sur le cas ot la phase est non minimale.

Aux chapitres 4 et 5, nous abordons les propriétés asymptotiques des estimateurs des cu-
mulants et nous présentons deux approches différentes pour 'identification des parameétres du
modeles 2D MA RIF, 'une basée sur les cumulants et 'autre sur les estimateurs GMM. Une

étude de simulation vérifie les performances des méthodes proposées.




Chapitre 1
Généralités

La statistique spatiale concerne I’étude de phénomeénes observés dans un domaine spatial S.
Les domaines d’application sont nombreux : sciences de I'environnement et de la terre, épidé-
miologie, agronomie, météorologie, économétrie, traitement d’images, etc. Cette diversité fait la
richesse de ce domaine. On distingue trois types de données dans la statistique spatiale suivant
la nature de S : Les données géostatistiques (S est un sous-espace continu de R¢, d = 2) , Les
données latticielles (S est discret et fixé), Les processus ponctuels S est un processus ponctuel
dans RY. IIs difféerent d’abord par la nature de I'unité géographique attachée a chaque unité
statistique, soit un lieu précis soit une surface, mais aussi par la qualité aléatoire ou non des
positions spatiales.

Dans ce chapitre, nous voulons présenter les principaux concepts méthodologiques qui ont été
développés pour permettre I’étude des champs aléatoires, ce dernier étant 1’outil de probabilité
de modélisation des données spatiales.

Le domaine de la statistique spatiale est trop vaste pour étre couvert, méme superficiellement,
par une simple thése. Nous avons choisi de restreindre notre étude principalement a ’analyse des
processus stochastiques spatiaux discrets. Ce chapitre est organisé en deux sections. Dans la
premiére section, nous donnons des définitions, des notations et des outils qui seront utilisés tout
au long de la theése. Dans la section 2, nous présentons des exemples de modéles spatiaux discrets
qui seront des modeéles de référence pour les modéles que nous étudierons dans les chapitres

suivants.



Chapitre 1. Généralités

1.1 Concepts et définitions

Dans cette section, nous introduisons les définitions et notations que nous utiliserons tout au

long de cette thése.

1.1.1 Champs aléatoires

Définition 1.1 D un domaine sur RY, un champ aléatoire sur D est une famille de variable
aléatoire sur un espace de probabilité (2, A, p) ; tel que pour tout s de D est associe X ; le quel
est noté {Xs;s € D}.

Un champ aléatoire est totalement caractérisé par la distribution conjointe de n'importe quel

sous ensemble fini (X,,, Xs,, ....., X 8,) de maniére cohérente nécessitant

Une telle spécification est appelée la distribution du processus.

Un champ aléatoire discret X est un processus prenant des valeurs aléatoire sur le réseaux.

1.1.2 Stationnarité

En statistique classique, 'inférence des paramétres est rendue possible par la répétition indé-
pendante des données. En statistiques spatiales, on observe trés souvent une réalisation unique
des données, par exemple un épisode de pollution & ’ozone, une région agricole particuliére, une
épidémie végétale, etc... Pour pouvoir réaliser I'inférence statistique pour un événement unique, il
faut donc en quelques sortes remplacer ’hypothése sur les répétitions indépendantes par une hy-
pothése sur le champ aléatoire qui considére d’une part que certaines de ses caractéristiques sont
identiques d’un point & 'autre de I’espace, et d’autre part que ’espérance de certaines grandeurs
sont accessibles par des intégrales sur 1’espace. On pose donc des hypothéses de stationnarité
et d’ergodicité. Une propriété importante de la série chronologique est la stationnarité. Cette

propriété est nécessaire pour appliquer certain théoréme sur la causalité.




Chapitre 1. Généralités

Stationnarité stricte

Définition 1.2 Un champ aléatoire X est dit strictement stationaire si toutes les lois de fini-
dimensionnelles sont invariantes pour tout translation c-a-d :
(Xay, Xy ooy X)) €8 (X, yny Xoythy ooy X)) s0nt les mémes pour tous n—uplet (S1, Sy, ...

et tout h € D.

Cette hypothese présente deux défauts majeurs, qui font qu’elle est rarement utilisée : d’une
part elle ne dit rien sur I'existence ou non des moments, alors que I’espérance et la variance sont
des grandeurs nécessaire pour ’analyse statistique de ces données; et d’autre part il faut vérifier
n supérieur au nombre des données disponibles. Nous préférons ’autre hypothése de stationnarité

du second ordre qui est plus faible.

stationnarité du 2éme ordre

Définition 1.3 Un champ aléatoire intégrable carré, X est un champ stationnaire au second

ordre sur R Si X, est de moyenne constante et de covariance invariante par translation

E(X,) = m Vs € RY,

cov(Xy, Xy) = v(u,v) = cov(Xyir, Xoir),

pour chaque u,v et T € R,
Comme v(u,v) = vy(u—wv,0) pour tout u,v € R pour un champ aléatoire stationnaire faible,
il sera commode de redéfinir la fonction d’autocovariance en fonction

d’un argument comme suit,

v(h) = ~(h,0).

Si X est strictement stationnaire et si X € L?, alors X est stationnaire du second ordre. L’inverse

n’est pas vrai en général mais les deux concepts coincident si X est gaussien.
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Chapitre 1. Généralités

1.1.3 Champs aléatoires gaussiens

Définition 1.4 Un champ aléatoire est dit gaussien si toutes ses lois de dimension fini L(X,, Xs,, ..

sont gaussiennes. Autrement dit (Xs)ses est gaussien si et seulement si toute combinaison li-
néaire a1 Xs, + a2 Xs, + ... + a,Xs, suit une loi normale, pour tous n € N* s1,....s, € S et
ai,...,a, € R. La loi d’un vecteur gaussien (X, Xs,,...,Xs,) est caractérisée par le vecteur
des moyennes (E[X,, |, E[X,,], ..., E[X,,]) et la matrice de variance-covariance (Cov(Xs,, Xs,),
1< <N).

Exemple 1.1 -On appelle bruit blanc faible (bb faible) tout processus (€)ses tel que E(es) =0,
Var(es) = 0 < oo décorrélées : Yu # v, Cov(e,, €,) = 0.

-On appelle bruit blanc fort (bb fort) tout bb faible tel que les variables (€s)ses sont indépen-
dantes.

-On appelle bruit blanc gaussien (bb gaussien) tout bruit blanc fort tel que Vs, es ~ N(0,0?).

Alors : Un bb fort et un bb gaussien sur S sont strictement stationnaire, un bb faible sur S

est stationnaire.

1.1.4 Opérateur de retard

Définition 1.5 L’opérateur de retard B se définit de la maniére suivante
B(Xt) - Xt—l'

Remarque 1.1 B"(X;) = X;_,, pour tout n € N.

11
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Chapitre 1. Généralités

1.1.5 Ergodicité

L’ergodicité est une propriété qui renforce la notion de stationnarité et qui permet d’obtenir
la convergence presque siire d'une moyenne empirique spatiale (d’une réalisation unique) lorsque

le domaine “tend vers ’infini”.

Définition 1.6 Un champ aléatoire stationnaire X, sur R? est dit ergodique pour la moyenne
(ou ergodique au premier ordre) si la moyenne spatiale sur un domaine D de X converge vers

son espérance mathématique lorsque D — R .c’est-a-dire,

— 1
Xp = W/XSdS — E(Xo) = p, lorsque D — R?.
D

ot |D| désigne le d-volmue de D (sa mesure de Lebesque) et ou la convergence est la conver-

gence moyenne quadratique.
Exemple 1.2 X = {Xs, s € Zd} , X t.1.d est un exemple de processus ergodique.

Aprés avoir introduit les notions de champs aléatoires, de stationnarité et d’ergodicité dans le
cas le plus général (champs aléatoires indexés par R?), revenons au contexte de ce travail doctoral
qui est I’étude des champs aléatoires indexés par Z¢. Sur Z4, on définit dans le paragraphe suivant,
l’ordre partiel habituel et ’ordre lexicographique. Ces notions d’ordre vont nous permettre, méme
artificiellement, de structurer ’espace selon un certain ordre qui jouera le role du passé et du

présent ou plus précisément de précédance et de succession des observations.

1.1.6 Notions d’ordre dans Z%

Si les processus aléatoires sont indexés par Z, les notions de futur et de passé sont claires et
naturels, cependant lorsque le processus aléatoire est indexé par Z¢(d > 2) plusieurs formulation

peuvent étre défini en fonction de 1'ordre utilisé sur Z?. Nous donnons ici deux ordres que nous

utilisons.
-L’ordre partiel usuel sur Z4(d > 2) : est défini pour deux points s = (s1, S, ....., 5,,) et
t = (t1,1t,...... ,t,) de Z% par

12
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s Xt (respectivement s < t),
si pour tout ¢t =1, ....d
s; < t; (respectivement s; < t;).

Cet ordre est appelé I'ordre des quarts de plan.
-L’ordre lexicographe sur Z? : est défini pour deux points s = (sy,5) et t = (t;,t) de

7 tel que s; et t; appartiennent & Z par

s <<t

si et seulement si s; < ¢ et s <<t dans Z¢ 1.

Cet ordre est appelé I'ordre du demi-plan.

Remarque 1.2 1/ Soient i = (k;l),j = (m;n) deuz points dans Z*. On note par i < j [ordre
lexicographique défini par (i < j ) <=, (k <m) ou (k=m;l <n).

Cet ordre est appelé aussi ordre demi-plan ou ordre total.

2/ Soient i = (k;1),j = (m;n) deux points dans Z* : On appelle ordre quart i < j <= (k <

m) et (I <n). Ce qui est considéré comme un cas particulier de ’ordre total.

1.1.7 Indexation des sous-ensembles

Pour deux éléments a,b € Z% tels que a < b et a # b, on note

sla,b] = {2 €Za<a<b},
sla,00] = {z€Z':a<ua},
sloo,a] = {ze€Z':z<a},
s(a,b] = sla,0]\{a},
s(a,00] = sla,00] \ {a}.

13
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sla, b] permet de définir une notion de fenétre spatiale qui étend la notion classique d’intervalle
de temps utilisée dans la période, s[a, o] généralise la notion de futur a un cadre spatial, enfin
s[00, a] permet de donner un équivalent a la notion de passé d’un temps d’observation lorsqu’il

s’agit d’un site observé a.

1.2 Modéles pour les données spatiales

Le but de cette section est de donner un apergu des modeles ARMA, AR, MA, nous I'utilisons

comme point de départ.

1.2.1 Modéle ARMA spatiaux

Les modeles ARMA bidimensionnels ont été largement utilisés en spectroscopie d’absorption,
traitement des données astronomiques et dans diverses taches de traitement d’images, mais les
techniques d’estimation des paramétres ont été largement limitées au cas de ’excitation gaus-
sienne [Jain 1989 ; Kashyap 1984|, avec les restrictions qui en découlent telles que les modéles
symétriques non causaux.

Etant donné une série temporelle X;, le modele ARM A est un outil pour comprendre et
prédire, éventuellement les valeurs futures de cette série. Le modeéle est composé de deux parties :
une partie autorégressive (AR) et une partie moyenne mobile (M A). Le modeéle est généralement
noté par ARMA(p,q), ou p est 'ordre de partie AR et ¢ 'ordre de la partie M A. Herman
Wold [78] a montré que les processus ARM A pouvaient étre utilisés pour modéliser n’importe
quelle série stationnaire pour autant que les ordres p et ¢ soient bien choisis. Box et Jenkins
[11] ont travaillé pour développer une méthodologie pour l'estimation du modele d’une série

chronologique.

Définition 1.7 Un champ de carré intégrable (X;) est appelé modéle ARMA(p,q) spatial de

paramétre p,q € N9, s’il satisfait I’équation

Xi— Y oXi =t Y, ek vt € 7, (1.1)

j€s=<0,p) kes<0,q)

14
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1= > ¢B)X,=(1+ ) B

j€s=<0,p) kes<0,q)
Ot (p;)jes<op) €t (br)res<oq) désigne respectivement les parametres de moyenne autorégressive
et mobile avec py = by =1 et (g5),cpa est un champ de carré intégrable stationnaire, de variance
et vérifiant

E(es) =0 et E(ges) =0 Vs, t € 7.

Si (¢ =0) (resp p=0), la somme sur S < 0,q] (resp sur S < 0, p] est supposée nulle et le
champ est appelé champ AR(p) (resp M A(q)).

Si S <0,q etS < 0,p|], sont définis & partir de l'ordre lexicographique (également appelé
ordre de demi plan) le modele ARM A es appelé demi plan unilatéral.

Définition 1.8 Un champ ARM A(p,q) (Xi)iez est dit causal s’il admet une expression unila-
térale du type

Xi= Y e =1 vt € 74,

J€s[0,00]

avec

Z |¥;] < oo

Jj€s[0,00]

Un champ ARMA causal est donc stationnaire.

Notation 1.1 -Polynéme autorégressif :

¢(2):1— Z QOJZJ Z:ZLZQ,...,ZC[E(Cd

O(z) =1+ Z b2" 2=12,2%,..., 24 € C.

1.2.2 Modéle AR spatial

Nous présentons la définition de modele AR(p) quadrantal de Tjgstheim (73], [74]).
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Définition 1.9 Un champ de carré intégrable (X ),;cza est appelé modéle AR(p) spatial de para-

metre p dans N s%l satisfait [’équation

Xt = Z ©;Xi—j + et (1.2)

j€s=<0,p)

ot (¢)yeza est un champ de carré intégrable stationnaire au second ordre, de variance o* =0

et vérifiant E(e,) =0 et E(eie,) =0 Vs, t € Z%.

Définition 1.10 Un champ AR(p) (Xi)iez est dit causal s’il admet une expression unilatérale

du type

Xt = Z wjgtfjﬁ

Jj€s[0,00]

avec

Z 9] < oo

Jj€s[0,00]

Remarque 1.3 Un champ AR causal est donc stationnaire.

1.2.3 Modéle MA spatial
Définition 1.11 Un champ de carré intégrable (X),cza est appelé modéle M A(q) spatial de

parameétre q dans N? s’il satisfait ’équation

Xt = Z bk‘gt—k + &¢. (13)

kes=<0,p)

Remarque 1.4 -La définition d’un M A(q) est explicite et ne pose donc pas de probléme : le
processus X; est parfaitement défini et est automatiquement stationnaire.

-La représentation est causale par définition.

Définition 1.12 Un champ M A(q) est dit inversible s’il admet une expression du type

& = Z CI)th—ja

j€s[0,00]
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avec

Jj€s[0,00]

Théoréme 1.1 Un processus a moyenne mobile est inversible si et selement si son polyndome

0(z) est tel que 0(z) #0 avec z € C tel que |z| < 1.

Modéles moyenne mobile sur Z2

Définition 1.13 On dit que le processus X, ;, (i;7) € Z*est un processus moyenne mobile sur

72, s’il satisfait a une équation de récurrence de la forme :
m n
Xig= > D> b +ey, (1.4)
k=—ml=—n

avec (k,l) # (0,0), m,n € Z et g;; est une suite de variables aléatoires indépendantes et de

meéme loi.
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Chapitre 2

Statistiques d’Ordre Supérieur

2.1 Introduction aux Statistiques d’Ordre Supérieur

Les statistiques d’ordre supérieur a 2, autrement dit les moments et cumulant d’ordre supé-
rieur & 2, sont utilisées essentiellement en complément aux statistiques d’ordre 2. Elles donnent
une description plus compléte des données et de leurs propriétés. Les statistique d’ordre supérieur
permettent la résolution de problémes insolubles a ’ordre 2.

Ont joué un role croissant dans les application de traitement signal, elles sont utilisées pour
la modélisation des signaux et pour l'identification des systémes & phase non-minimale et des
systémes non-causaux ([47], [26], [28]).

Ce chapitre a pour but de donner les définitions et les propriétés nécessaires a I'introduction
des statistiques d’ordre supérieur. Nous proposons également quelques éléments de la théorie de
I’estimation des statistiques d’ordre supérieur.

Ce chapitre est organisé en trois sections, la section 1 : Nous définissons les moments et les
cumulants d’une variable aléatoire scalaire réelle et les relations reliant ces deux grandeurs. Dans
la section 2 est présentée 'extension de ces outils au cas réel multidimensionnel, et dans la section
trois on définie les multicorrélation qui sont issues des statistiques d’ordre supérieur de variables

aléatoires multidimensionnel.
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Soit {x} un processus aléatoire stationnaire, et x une variable aléatoire associée a ce processus.
Pour plus de clarté, nous considérons tout d’abord le cas d’une variable aléatoire a valeurs réelles.
Puis, on généralisera ce résultat au cas d’une variable aléatoire multidimensionnelle.

Les différents outils statistiques présentés dans ce chapitre ont été étudiés en détail dans

divers ouvrages [[9], [36], [62], [13], [20], [52], [76]].

2.2 Variables aléatoires réelles scalaires

2.2.1 Fonctions caractéristiques d’une variable aléatoire réelle sca-

laire

Lorsque la v.a x admet une densité de probabilité f,(z), la premiére fonction caractéristique

P, (u) est définie comme sa transformée de Fourier

+o00
Pw) = E@) = [ fu(a)ede, 2.1)

— 00

ol j désigne la racine carrée de —1.
La fonction caractéristique est continue en tout point et vaut 1 a l'origine. Elle est donc non
nulle dans un voisinage de 'origine, sur lequel on pourra

définir son logarithme népérien
P.(u) = log P,(u). (2.2)

Cette fonction est appelée seconde fonction caractéristique.
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2.2.2 Moments et cumulants d’une variable aléatoire réelle scalaire

Moments

Définition 2.1 Les moments d’ordre k de la variable aléatoire x, s’ils existent [9], sont définis
par
+00

ey = B(z%) = fo(w)uFdz. (2.3)

Ces moments sont appelés moments “par rapport a 'origine 0". La moyenne arithmétique
pPp p |YY g y q

est le moment d’ordre 1, r,().

Définition 2.2  Les moments d’ordre k par rapport a un point quelconque o € R sont définis
par

+o0
Tok) la = El(z — a)k] = / (u — a)* fo(u)du . (2.4)

o)

Définition 2.3 Les moments définis par l’équation (2.4), calculés par rapport & la valeur moyenne,

donc pour o = (1), conduisent a ce qu’on appelle les < moments centrés >>

!/

Tary = B [(7 = 1a)"] (2.5)

Les relations entre les moments centrés d’ordre k et les moments d’ordre k par rapport a

I’origine sont :

: K Z.
T:E(k‘) = Z mrm(k—z)<_rm(l)) )
0

!’ !

k
k! ;
To(k) = Zm%(k_i)(—%(1))-
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Par exemple, les premiers moments centrés en fonction des moments d’ordre inférieur ou égal

a k par rapport a l’origine sont :

7’;(1) = 0, (26)

TLU(Q) = Tz@) — (Tx(l))2a

!/

T3y = Tx(3) — 3ra(2)T (1) + 2(7”;5(1)>3;

!/

Ty = Ta(@) = Ara@)a() + 6ra0) (ren)? — 3(ram)*.

1l existe une deuxiéme maniére de définir les moments d’une variable aléatoire : & ’aide de la

premiére fonction caractéristique définie en (2.1).

Théoréme 2.1 Le moment d’ordre k par rapport a l'origine de la variable aléatoire x est la

dérivée d’ordre k de la premiére fonction caractéristique calculée en u =0 [{1] :

rohy = B(2*) = (=) {%} R (2.7)

Définition 2.4 Les moments d’ordre k par rapport a l'origine sont les coefficients de (jkL!)kdu

développement en série de Maclaurin (série de Taylor au voisinage de l'origine) de la premiére

fonction caractéristique :

” k
Px(u) = Z (]k') Te(k)-

k=1

o0
Ainsi, la premiére fonction caractéristique est appelée “fonction génératrice de moments”.

cumulants

Définition 2.5 Formellement, les cumulants, notés -Cy1y, Cy(2), --., Ca(k), de la variable aléatoire
x sont définis par lidentité en u de l’équation [36],
(Ju (Ju) (ju)*

)k
i + .. = 1—1—7“;5(1)T+....+7“x(k)

(ju)®
2l

exp {Cm(l)(ju) + Cw(g) + ... + Caz(k)
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Comme & la section antérieure, il existe une deuxiéme maniére de définir les cumulants d’une

variable aléatoire.

Théoréme 2.2 Le cumulant d’ordre k de la variable aléatoire x est la dérivée d’ordre k de la

seconde fonction caractéristique calculée en v =0 [41] :

Cu = i [ L] 29

Théoréme 2.3 Les cumulants d’ordre k sont les coefficients de (]kL,)k du développement en série

de Maclaurin (série de Taylor en voisinage de l'origine) de la seconde fonction caractéristique :

o0

Pl(u) =Y (j:!) Cathy-

k=1

La seconde fonction caractéristique est donc une fonction génératrice des cumulants, d’otu la

dénomination de fonction cumulative.

2.2.3 Relations entre moments et cumulants

Théoréme 2.4 Les cumulants d’ordre k, Cyy, sont liés aux moments par rapport a l'origine

d’ordre inférieur ou égal a k par la relation [36] :

k
—D)P D (p = D! Tapn) r Ta(om) o
Cx(k):mzz< ) (m! 1 @)1 ..... (rdy, (2.10)

m=0

ot la deuxiéme somme est effectuée pour toutes les valeurs non-négatives de m; et p pour les

quelles pymi + ... + P €t T + Mo + .. + T = P

-Les cumulants d’ordre k peuvent étre calculés a partir des moments d’ordre inférieur ou égal
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a k. Pour les ordres 1 a 4, ces relations sont :

Coqy = Ta(1), (2.11)
Coy = Turz) — (r2)’
Cozy = Ta() = 3re@T2) + 2(r20))°,

Coay = Tu(a) — 4ra@)Te) — 3(re@)? + 120721 * a2y — 6(re)™.

-Dans le cas de variables aléatoires centrées (r,(1) = 0) , les expressions des cumulants se

simplifient en

Cray = 0, (2.12)
01(2) = Tz(2),
Crz)y = Ta3),

Coay = Tuga) — 3(ra@)’

Lorsque la variable aléatoire x est gaussienne, sa seconde fonction caractéristique est un
polynoéme d’ordre 2, ce qui implique la nullité de tous ses cumulants d’ordre supérieur ou égal a
3. Cette propriété caractérise la loi gaussienne. Les variables gaussiennes sont donc entiérement
décrites par leurs propriétés au second ordre. Ceci explique pourquoi les chercheurs en traitement
du signal se sont longtemps limités au second ordre.

Remarques.

1/ Les moments centrés et les cumulants sont identiques jusqu’a l'ordre 3 inclus (voir égale-
ment les équations (2.6) et (2.11)). A'l’exception de ce cas, le calcul des cumulants d’ordre k&
nécessite le calcul des moments d’ordre inférieur ou égal a k.

2/. Le cumulant d’ordre un est la moyenne ; le camulant d’ordre deux est la variance (moment
d’ordre deux apres soustraction du carré de la moyenne).

3/ Le cumulant d’ordre trois (skewness en anglais, asymétrie en frangais) est nul lorsque la

variable aléatoire est centrée et sa densité de probabilité est symétrique.
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4/ Le cumulant d’ordre quatre appelé (kurtosis), la valeur du kurtosis caractérise le compor-

tement a l'infini des densité de probabilité.

2.2.4 Estimation des moments et des cumulants

Soit x une variable aléatoire réelle scalaire et N réalisations indépendantes de x notées

T1y.eeey TN

FEstimateurs des moments

Un estimateur des moments d’ordre k par rapport a l'origine de la variable x est :

Fath) = % > ak. (2.13)
n=1
Théoréme 2.5 L’estimateur 7y a les propriétés suivantes [62] :
“Tx(k) €St non biaisé :  E(Tyk)) = Tuk)-
-La varitance de lestimateur est : var [rx(k)} = % (T‘$(2k) — (rgﬁ(k))Q) .
-L’estimateur des moments est un estimateur consistant car limpy_,., var [fx(k)] = 0, donc
Pestimateur T,y converge vers ) avec une probabilié de 1 quand N — oo.

- Tok) €st asymptotiquement normal.

Un estimateur des moments centrés d’ordre k& de la variable aléatoire x est :

Il a été démontré que f;(k) est un estimateur non biaisé de r;(k) en négligeant les termes

d’ordre Nz [36].
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FEstimateurs des cumulants

Un estimateur des cumulants d’ordre k est obtenu en remplacant dans I’équation (2.10) les

moments par leurs estimateurs :

D)V (p— 1) Papr) o Poom)
(Jx(k):klzz< i ‘ (Lo ), (2.14)

Cependant, ces estimateurs sont généralement biaisés. comme le montre ’exemple ci-dessous.

Exemple 2.1 Soit x une variable aléatoire centrée (donc ryqy = 0). A partir de la quatriéme

équation donnée dans les relations (2.12), le cumulant d’ordre 4 de cette variable s’écrit :
Cuay = Tu(a) — —3(re@)”
A partir de léquation (2.14), un estimateur de ce cumulant est donc
Cota) = Ta(ay — 3(Fu2))*.

En utilisant les estimateurs donnés par l’équation (2.13) nous obtenons :

. 1 1 —
Cotty = NZ (5 2w
Y ":1N
éx(4) = Z T — Z Th )
n=1 n,mzl
) 1 N 3 N 3 N N
G DI D DR SO DR DR
=1 n=m=1 n=1 m=1n#m

Grace auzx propriétés développées dans le théoréme (2.5), la moyenne de (:}(4) est donnée par :

. 1 3N 3
ElCyw] = (N5 = 33)rat0 = N(N = 1) 15 (ra)”.
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En utilisant les équations (2.12) :

N 3
ElCyw)] = Curay — —(Cray + 2(ru2))?),
N

ce qui conduit a un estimateur biaisé du Cyy).
Cependant, ces estimateurs sont asymptotiquement non biaisés, puisque le biais tend vers 0

lorsque N — oc.

Dans les situations pratiques ot le nombre de données est grand, CA'x(4) est un estimateur
approximativement non biaisé. Toutefois, si I’échantillon est de taille petite taille, le biais peut
devenir génant. Pour ces situations, il existe des estimateurs non biaisés des cumulants : les

k-statistiques.

-Estimateurs non biaisés des cumulants : les k-statistiques

Des estimateurs non biaisés des cumulants sont les k-statistiques [36], [20]. Les k-statistiques
sont des fonctions symétriques qui ont été introduites par Sir Ronald Fisher pour caractériser les

distributions.
N

Par exemple, en notant s, = Z x;, les premiéres k-statistiques sont :
n=1

C:c(l) = %81

Cr2) = m [Nsg — (31)2]

01(3) - N(N—11)(N_2) [N?s3 — 3Ns182 — +2(51)?]

Cot) = vovnv—zy—g (VP + N2)sa—4(N?+ N)s1s3—3(N2 4+ N)(55)2+ 12N s(s1)2 = 6(51)".

Théoréme 2.6 Les k-statistiques Cy(ry ont les propriétés suivantes [21] :
-Cory sont des estimateurs non biaisés des cumulants :  E(Cyky) = Tog)-
-Les variances de Cyyy jusqu’a l'ordre 4 sont :
[Con] = £Coay — 725 (Co)” -
var [Com)] = 5 Cate) + 51 (Cx<4)/fx<2> + (Cx<3>)2> + s (Co)”
[Cate)] = ¥Coe)t 5 <16Cx<6>0x(2> +48C;(5)Caa) + 34 (01(4))2) + 57 9C) (Cry) +

24N(N+1 4
18(0:10(3))201(2)) + (N-l)(]\;—Q)(J)V—s) (C:v(2)) :

var

var
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-Les k-statistiques sont des estimateurs consistants puisque limy_, . var [Cx(k)] = 0, donc
lestimateur Cyy converge vers 0 avec une probabilité de 1 quand N — oo.

-L’estimateur des moments est un estimateur consistant car lim,_ . var [fx(k)} = 0, donc
lestimateur Tx) converge vers 1) avec une probabilié de 1 quand N — oo.

-Cy(ky est asymptotiquement normal.

2.2.5 Exemples de variables aléatoires réelles

- Variable gaussienne
Soit x une variable gaussienne de moyenne « et variance o2, notée X — N(«, 0?).

La densité de probabilité  f,(u) = m}% exp —(%=5)2.

™

La fonction de répartition Fj(u) = 1 [1 + h(l:;%))} ou h(z)= %/e_tht

0
IS . , . . s 4 02t2
La premiére fonction caractéristique P, (t) = ¢/*~ "2 .

fx(u) 4+ Fx(u)n

= 0

y / .

(a) densité de probabilité (b) fonction de répartition

Figure 1 : Variable gaussienne.

Les moments, les moments centré et les cumulants jusqu’a I'ordre 4 d’une variable aléatoire
gaussienne sont donnés dans le tableau.

- Les moments centrés d’ordre impair sont nuls, 7,211y = 0, et les moments centrés d’ordre

. 9k (2k)!
pair sont, 1,2k = 0 (147

- Les cumulants d’ordre supérieur a 2 d’une variable gaussienne sont nuls.
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L’ordre k£ | moment moment centré | cumulant
1 « 0 «

2 a? +o? o? o?

3 a(a? + 30?) 0 0

4 at + 6a%0? + 30t | 30t 0
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- Variable exponentielle

Soit & une variable aléatoire positive distribuée selon la loi exponentielle.

, . Ae™™  u>=0
- La densité de probabilité f,(u) =

0 yu <0

- La fonction de répartition F,(u) =

. fX (u)
u s
(a) densité de probabilité (b) fonction de répartition
Figure 2 : Variable exponentielle.
.o . Lo . g 1
-La premiére fonction caractéristique ¢,(t) = ;; avec o = 3.

Les moments et les cumulants jusqu’a l'ordre 4 d’'une variable aléatoire exponentielle sont

données dans le tableau suivant :

L’ordre k£ | moment | moment centré | cumulant
1 o 0 o
2 202 o? o?
3 603 203 203
4 2404 90* 6o
Les moments d’ordre k par rapport & lorigine vérifient la relation r.(k) = klo*, et les

cumulants d’ordre k vérifient la relation C,(k) = (k — 1)!o*.
Apreés avoir défini les moments et les cumulants d’une variable aléatoire réelle scalaire, nous

étudierons 4 la section suivante ’extension de ces outils au cas réel multidimensionnel.
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2.3 Variables aléatoires réelles multidimensionnelles

2.3.1 Fonctions caractéristiques des variables aléatoires réelles mul-

tidimensionnelles

On peut représenter les variables aléatoires a plusieurs dimensions par le vecteur colonne

T
Tr = (1'1, ...,$N).
De la méme facon que dans le cas scalaire, on définit la fonction caractéristique conjointe de

N variables aléatoires x,, par la relation

Py(u)=E(e = )=E@E""), (2.15)

ot ul' = (uy,...,uy). Si les composantes x,, du vecteur aléatoire  admettent une densité

conjointe f,(v), alors la fonction caractéristique de = est donnée par la transformée de Fourier

de cette densité.
+oo

Py(u) = Fo(v)e?™ Vdu, (2.16)

Comme précédemment, la seconde fonction caractéristique est P,(u) = log P, (u). Les fonc-

tions caractéristiques peuvent servir a générer les moments et les cumulants.

2.3.2 Moments et cumulants de vecteurs aléatoires

Moments

Définition 2.6 Les moments croisés d’ordre k du vecteur aléatoire x sont définis de la méme

maniére que dans le cas scalaire :

7“3;(1'171'2"“71‘16) = E(.T“.I'ZQ.CE%) = . fx(u)ulluiQ....uikdu. (217)
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Théoréme 2.7 Le moment croisé d’ordre k du vecteur aléatoire x est la dérivée d’ordre k de la

premiére fonction caractéristique calculée en u =0 :

. d* P, (u)
Pa(ivsigein) = (—J)" {m} : (2.18)
i dug,...dug, | g

k Wiy Wig-

Définition 2.7 Les moments croisés d’ordre k sont les coefficients de (j) 2 Y du d “eveloppement

en série de Maclaurin de la premiére fonction caractéristique :

Py(u) = Z 1/4;' : ka(z‘l,z‘z,...,ik)-
k=1 ’

Aprés avoir donné les définitions des moments de vecteur aléatoire réelle, nous nous intéressons
maintenant a celles de ses cumulants. Ces grandeurs statistiques, équivalentes aux moments, sont

préférées dans de nombreux traitements utilisant les statistiques d’ordre supérieur.

cumulants

Comme dans le cas scalaire, les cumulants sont définis formellement par une identité. Pour les

vecteurs aléatoires, nous utiliserons une définition équivalente & celle donnée pour les moments.

Définition 2.8 Les cumulants croisés d’ordre k sont les coefficients de (])’“uluz—,um du déve-

loppement en série de Maclaurin de la seconde fonction caractéristique :

k. ki ko kn

Pl(u) = Z (7)) uytug? .. uy Cy

* k!
k=1

11,012,051 K )

avec ki, ko, ...k, €N, tel que k = ki + ko + ... + k.

Théoréme 2.8 Le cumulant croisé d’ordre k du vecteur aléatoire x est la dérivée d’ordre k de

la deuziéme fonction caractéristique calculée en u =10 :

d°P, (u) } (2.19)

duil dui2 .. duzk

C$(i17i2,---7ik) = <_j)k [
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Notation 2.1 Les cumulant d’ordre k sont aussi notés
Cx(h,ig ..... iK) = Cum[l'il, xiz? ceey xlk]
Dans cette thése nous utilisons, en fonction du contexte, les deux notations.

Définition 2.9 La matrice de covariance C'zx d’un vecteur aléatoire n dimensionnel zT =

(1, T2, ..., ) est définie par :

C'zx = E|(z — E[z))(x — E[2))"] = cum([zs 2] / 1 <i-<n; 1< j- < n).

2.3.3 Relations entre moments et cumulants

Théoréme 2.9 Les cumulants croisés d’un vecteur aléatoire n dimensionnel, Cum[xy, xa, ..., T,],s0nt

liés aux moments croisés d’ordre inférieur ou égal a n par la relation

cum[zy, T, ..., x,] = Z(—l)q’l(q —IE

1+

1€V

wANIEAR (2.20)

kevyp

ELH x;

jEvg

ol la sommation s’étend sur tous les ensembles {v1,va, ..., v, : 1 < p < n} formant une partition

de {1,2,...,n}. et q est le nombre d’éléments composant la partition.

Par exemple, les cumulants croisés s’expriment en fonction des moments croisés par :

cumlz;] = Elz, (2.21)
cum (i, x;] = Elwixs] — E ] Elay],
cum [x;, xj, v5] = Elrzjog] — E ] Elxjog] — E[x] E [vizg] — E [k E [v25] + 2E [ Elxj| Bz,
cum [x;, xj, x5, x| = Elvxjxr) — Elx] Evjzur] — Elx] Evzgx] — E vy E [vx7)]

—FE ()] E [v;xjzp] — Elvxj|Elrgx] + 2E(vx| Elrg| Elx]
2E [,z Elx;|Elx] + 2Bz Elxj | Elxy] + 2E [z 28] Bz Elx]

+2E[z x| E|x;| E|vg] + 2E[vpx) | x| Elx;] — 6Bz Bz Elxg Elx).
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Pour écrire I'ensemble de ces relations de fagon plus compacte, il est utile d’introduire des
conventions d’écriture. On conviendra d’écrire une somme de k£ termes se déduisant les uns des

autres par permutation d’indices par une notation crochet [20]

(3] @;jbr = ;b + aixbji + aibjg.

La présence du crochet entraine une sommation implicite. Les termes & k indices sont ici des
tenseurs d’ordre k£ complétement symétriques.
Dans le cas non centré, les cumulants d’ordre 1, 2, 3 et 4 sont alors donnés en fonction des

moments par les expressions compactes

cum [x;] = T, (2.22)
cum [, ;] = Ta@g) — Tol)Ta(j)s
cum [x;, xj, z)] = Tw(i,5,0) — 3] Ta(i)T2(j.0)
cum [z;, x5, T, T = Ta(gam) = [ Te@TeGim) = Bl e Tewm) T 2[6] Ta@)Te()Ta@m) — 6Ta@T2() o) Ta(m).

Dans le cas centré, ces expressions se simplifient en

cum|z;] = 0, (2.23)
cum [x;, ;] = T,
cum [, 5,1 = Ta@ji),
CUM [T, L5, Ty, T) = Ta(ijim) — 13) Talij) a(lm)-

Il est intéressant de comparer ces expressions avec celles du cas scalaire : pour les retrouver,

il suffit de remplacer n[m] par nm. Dans le cas centré, aux ordres 5 et 6

cum [%'7 Tj, Ty, Ty, $n] = ra:(i,j,l,m,n) - [10] Tx(i,j)rm(l,m,n)7 (224)

cum [l’i, Ljy, Tly Ty Ty xo] - Tz(i,j,l,m,n,o) - [15] Tx(i,j)rcz:(l,m,n,o) - [10} Tz(i,j,l)rx(m,n,o) + 2 [15] Tx(i,j)rx(hm)?ﬂx(mo)-

Théoréme 2.10 Les moments croisés d’un vecteur aléatoire n dimensionnel, E[x1xs...x,], sont
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liés aux cumulants croisés d’ordre inférieur ou égal a n par la relation suivante

Elr129...1,] = Zcum {#i}icp, ] cum [{xj}j@&} ..cum [{:L‘l}i@p} , (2.25)

ou la sommation s’étend sur tous les ensembles{vy,va, ..., v, : 1 < p < n} formant une partition

de {1,2,...,n}

A Tordre 4, on a alors immédiatement

To(ijim) = CUM [T, Tj, %, T + [4] cum [z;] cum [z, 2y, 2] +
[3] cum [z, x;] cum [z, xm] + [6] cum [z;] cum [x;] cum [x), 2] +

cum [z;] cum [x;] cum [x;] cum [x,,] .

2.3.4 Quelques propriétés des moments et des cumulants

N
% Multiplication des variables par des constantes : F (a1, Qo ..., aNTN,) = H a; E(xy, 29, ..., TN),
i=1

(relation similaire pour les cumulants).

% Addition des variables : E(z1+y1, T2, ...,xn) = E(x1, 29, ..., xN)+E(y1, T2, ..., Tn), (relation
similaire pour les cumulants).

% Invariance par translation d’une variable pour les cumulants d’ordre supérieur a un :
cumg(r1+¢, T, ..., tN) = cumy(x1, Te, ..., Tn) (cette relation n’est pas vérifiée pour les moments).

<Q¥% Sommes de variables indépendantes : si x; et y; sont deux variables aléatoires indépen-
dantes,

cumy(x1 4+ y1, o+ Y2, s Tn Fyn) = cump(z1, o, ..., Ty ) + cumi (Y1, Yz, -, Yn ), (cette relation
n’est pas vérifiée pour les moments).

% Indépendance des composantes : Si les premiéres composantes z1,...,z, sont indépen-
dantes des dernieres : cumy(zy, g, ..., xn) = cumg(xy, T, ..., Tp) + cump(Tpi1, .oy TN ).

(cette relation n’est pas vérifiée pour les moments).
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% Permutation des variables si on modifie U'ordre des variables (z1, s, ..., zy) les moments
et cumulants sont inchangés.
% Tous les cumulants d’ordre supérieur ou égal a trois d’une variable gaussienne sont tous

nuls.

2.3.5 Estimation des moments et des cumulants

Estimateurs des moments

Un estimateur non biaisé des moments croisés d’ordre k par rapport & l'origine du vecteur

aléatoire x est :

- 1
r$(i17i2,...,ik) = N Z xilxiQ..xik. (226)
k=1

Estimateurs des cumulants

Des estimateurs non biaisés des cumulants croisés sont donnés par les k-statistiques. Une
description plus détaillée sur les k-statistiques pour des variables multidimensionnelles est donnée
en [20] et [36].

Les premiéres k—statistiques pour un vecteur aléatoire n dimensionnel sont :

cum(x,, T4) = ( —55 [Nspg — spsd]
cum(xy, Ty, Tp) = W [N2Spgr — N$pSyr — N8gSpr — N8pSpg + 289545

cum(zp, Tyg, T, Tp) = N(Nfl)(J\}fQ)(Nfi’;) [IN2(N + 1)spgrt — N(N 4 1)8p8g0t — N(N + 1)848prt —
N(N+1)s;8pgt — N(N +1)85p5r — N(N +1)SpgSrt — N(N 4+ 1) 5,80 — N(N + 1)SpiSqr + 25,5457

+25p3T3qt + 25,5¢Spqr + 23q3T3pt + 254515y —|— 25,51Spg — 65,5457 5t],
N

ou s, = E Tpj s E TpiTqj > Spgr = E TpjTqjTrj s Spgrt = E TpjTqjTrjTy;- €t les index
j=1 j=1

p;q;Tit € {1, ..,n} ne Sont pas nécessairement distincts.
Exemple 2.2 Vecteur aléatoire gaussien n dimensionnel.
Soitx = (1, %9, ..., )T un vecteur aléatoire gaussien de moyenne E|x] = a = (ay, g, ..., )T

et de matrice de covariance Cy, = {0y} .y, = — Ng2(a, Cpy)
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La densité de probabilité est :

1 1 T -1
0 = e e - o G- o).

La premiére fonction caractéristique [40] s’exprime :
T 1L
P.(t) = expl jt' a — 525 Cyzt ¢ .

Les moments croisés centrés d’ordre impair sont nuls, Tk, ks,...k,) = 0, et les moments croisés

centrés d’ordre pair sont

rm(kl,kz,.“,kn) = E (Uijalm---axz)7

otk = ki + ko + ... +ky, =2\ 0,5,l,m,...,xz € {1,2,...,n} et la somme Y est effectuée
sur toutes les permutations de {1,2,...,2)\} qui donnent (2\ — 1)!/(2*~1 (X — 1)!) termes dans la
somme [32].

Les cumulants croisés Cy, i yd'ordre k = ky + ko + ... + k,, supérieur ou égal a 3 d’un

é:"':kn

vecteur aléatoire n dimensionnel gaussien sont nuls.

2.4 Multicorrélations

Les propriétés d’ordre supérieur des processus aléatoires peuvent étre décrites, comme le sont
les propriétés d’ordre 2, dans le domaine du temps ou dans le domaine des fréquences. L’étude
dans le domaine du temps conduit aux multicorrélations, I’étude dans le domaine des fréquences
aux multispectres.

Les multicorrélations sont définies a partir des cumulants d’ordre supérieur a 2 comme la

corrélation est définie & partir du cumulant d’ordre 2 [13], [9], [42], [45], [50], [49]].

Définition 2.10 Soit un proseccus aléatoire x(t)a valeurs réelles, la multicorrélation d’ordre p
de x(t) est le cumulant d’ordre p des valeurs (variables aléatoires) du x(t) auz instants

tla t27 ) tpfl

Ca(p) = cum [x(t1), x(t2), ..., x(tp-1)] , (2.27)
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out= (tl,tQ, ...,tp_l) .

Dans le cas général la multicorrélation d’ordre p est fonction d’un temps absolu ty et des
p — 1 temps t;.Lorsque le processus x(t) est stationnaire au sens strict, ses statistiques sont
invariantes par changement de 'origine des temps. Un des temps peut étre pris comme origine
(nous choisissons ¢ = t, ici). La multicorrélation n’est alors fonction que des p — 1’écarts de

temps 7; =t — t; La multicorrélation d’ordre p est alors
Cop(T) = cum [z(t), x(t + 71), ..., x(t + Tp-1)], (2.28)
ou 7 = (71, Ta,...,7p—1) On retrouve la corrélation classique (cumulant d’ordre 2)
Cu(2)(11) = cum [x(t), z(t + 71)]
la bicorrélation (cumulant d’ordre 3)
Cu(s)(T1,T2) = cum [x(t), x(t + 71), 2(t + 72)] . (2.29)

Les multicorrélations, définies & partir des cumulants, peuvent s’exprimer en fonction des
moments en utilisant les relations entre les cumulants et les moments données ci-dessus. Lorsque
dans le cas centrés, la corrélation et la bicorrélation s’expriment directement en fonction des

moments

Coz)(T1) = Elzt)z(t +71)],

Co)(T1,72) = Ela(t)z(t +71)z(t + 72)].

2.4.1 Estimation des multicorrélations

Définition de ’estimateur

Nous allons présenter les expressions pour le cas de la bicorrélation. Nous nous limitons aux

signaux a valeurs réelles. Pour un processus z(n), a valeurs réelles, centré connu a travers une
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réalisation de IV, on estime la bicorrélation par:
_— 1
Caga)(T1,72) = ; 2(t + 1)z (t + 72). (2.30)

Ou N est le nombre de points du processus observé.

Propriétés de ’estimateur

L’estimateur est asymptotiquement non biaisé si
NK(N)—1 quand N — oo.

Pour obtenir un estimateur non biaisé il faut prendre

1
N — max(711,72)

K(N) =

—

Asymptotiquement, la variance de l'estimateur Cy3)(71,72) peut s’écrire

N

T

— 1 1
wr((jx(g) (T1,72)) = — Z[Cx(z)(ﬁ)]g + ~ zk: Coe) (T, T1, T2, T+ 71,7 + T2), (2.31)
ott Cy(2)(T1), Ca(e)(T, 71, T2, T + 71,7 + T2) sont les cumulants d’ordre 2 et 6 respectivement.

2.4.2 La motivation pour utiliser des cumulants

La motivation pour utiliser des cumulants plutot que des moments découle des faits suivants :

A/ Les cumulants, mais pas les moments, des processus linéaires, peuvent étre exprimés
comme corrélations.

B/ Tous les cumulants d’ordre supérieur ou égal a trois d’une variable gaussienne sont tous
nuls.

C/ Certaines considérations techniques concernant l’ergodicité et I'existence de polyspectres

sont plus facilement satisfaits par des cumulants plutot que par des moments ([12];[14]).
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Cependant, les expressions pour les cumulants d’ordre supérieur sont plus complexes. Heu-
reusement, les cumulants de troisiéme et quatriéme ordre suffisent pour la plupart des problémes

intéressants.
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Chapitre 3

Les modéles moyenne mobile (IMA)
bidimensionnelle a réponse

impulsionelle finie

Alternativement aux processus autorégressifs spatiaux, les modeéles de moyenne mobile sont
d’une grande importance théorique et pratique, et ont été étudiées dans différents contextes. La
pertinence des modeéles MA est principalement due a la grande popularité de la décomposition
de type Wold d’un champ aléatoire homogene régulier. Il est bien connu que les modeles de
représentation MA pour les champs aléatoires sont moins informatifs que les modeles AR ou
ARMA.

Cependant, du point de vue de 'estimation, il est trés intéressant de connaitre les perfor-
mances de nouvelles propositions pour ’estimation des parameétres d’un modéle.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons & la présentation du modeéle 2D MA a l'aide de filtre

de réponse impulsionnelle finie.
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impulsionelle finie

3.1 Filtres a réponse impulsionnelle finie

3.1.1 Introduction

Les filtres numériques ont une large gamme d’applications dans les domaines de commu-
nication, de traitement d’images, de reconnaissance de formes, Les filtres sont un élément clé
dans la plupart des systémes électroniques et plus généralement de tout dispositif de traitement
du signal. Un filtre numérique fonctionne sur des signaux échantillonnés a temps discret, a la
différence des filtres analogiques qui opérent sur des signaux analogiques en temps continu. La
plupart des systémes électroniques contiennent un grand nombre de filtres qui répondent aux
exigences variées. Le filtrage est une forme de traitement du signal, obtenu par ’émission du
signal utile par I'intermédiaire d’'un ensemble de circuits électroniques, ce qui modifie de fagon
adaptative son spectre de fréquence, de phase, et donc sa forme. Le filtre est congu pour extraire
certaines informations relatives & ce signal, généralement pour retourner, a partir d’un signal
incident, un signal qui est plus intelligible en termes de 'information qu’il contient et que 1’on
veut sélectionner.

Les avantages des filtres sont considérables : les modeéles peuvent étre personnalisés, précis et
adaptables ; au-dela de leur fonction utile, ils peuvent étre facilement intégrés dans des ensembles
existants et peuvent générer des réductions de cotits dans la conception des composants.

Au cours des derniéres années et avec ’amélioration rapide de la technologie informatique, le
traitement du signal numérique bidimensionnel (2D) est devenu plus important. En particulier,
la conception de filtres numériques 2D a recu beaucoup d’attention dans divers domaines.

Les filtres numériques peuvent étre classés en plusieurs groupes, selon les critéres de classifi-
cation utilisés. Les deux principaux types de filtres numériques, classés selon la longueur de la
réponse impulsionnelle, sont les filtres numériques a réponse impulsionnelle finie (filtres RIF) en
anglais Finite Impulse Reponse filter (FIR) est un filtre dont la réponse impulsionnelle est de
durée finie. et les filtres numériques a réponse impulsionnelle infinie (filtres RII). Chaque type
de filtres a des avantages et des inconvénients qui doivent étre examinés avec soin lors de leur

conception.
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impulsionelle finie

Les filtres numériques a réponse impulsionnelle finie sont également connus sous le nom de
filtres numériques non récursifs car ils n’ont pas de réaction, bien que des algorithmes récursifs
peuvent étre utilisés pour concevoir les filtres RIF. Ces filtres ont de nombreux avantages tels
que la stabilité, la possibilité d’obtenir une phase linéaire.

Nous présentons dans cette section les notions générales de filtre & réponse impulsionnelle

finie des signaux monodimensionnelles et bidimensionnelles.

3.1.2 Filtres RIF unidemensionnels (1D)

Présentation du filtre RIF

De fagon générale le filtre a réponse impulsionnelle finie est décrit par :

) hmy

yln] =Y hyaln — k), (3.1)

avec x|n| représente les valeurs du processus d’entrée et y[n| les valeurs du processus de sortie.
Ou N : Nombre de coefficients (ordre du filtre), hy : Coefficients de la fonction de transfert
du filtre.

Fonction de transfert de filtre RIF

Définition 3.1 Considérons alors la transformée en Z du signal de sortie :

ot H(Z) est la fonction de transfert en Z définie par :

N
H(Z) =Y hZ™"
k=0
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impulsionelle finie

Réalisation de filtre RIF

Les filtres RIF peuvent étre réalisés a l'aide de trois éléments ou opérations de base. Soit
I’élément gain, I’élément de sommation et le retard unitaire. Ces éléments sont suffisants pour
réaliser tous les filtres. La réalisation présentée dans la figure ci-contre est une réalisation du

filtre RIF.

Y(z)

X(z)

ho hy hy m.1 by

Figure 3 : Réalisation d’un filtre RIF.

3.1.3 Filtre RIF bidimensionnels (2D)

Présentation du filtre RIF

Définition 3.2 Un filtre RIF & deux dimensions est défini par une relation entre la sortie

y(m,n)et Uentrée x(m,n) qui s’écrit :

2

M-1

y(m (3.2)

||
Il
o
?
<
H
|
.
S
|
S

% 7=0

ot l'ensemble des coefficients h;; constitue une matrice de dimension N * M.
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impulsionelle finie

Fonction de transfert de filtre RIF

La fonction de transfert bidimensionnel en Z = (Z;, Z5) donne la relation entre ’entrée et la

sortie
Y (Z1, Zs)
H(Z1,75) = X(Z1. %
N-1M-1
hi Z7 27
B i=0 j=0
N—1M-1
1+ ClijZ_iZ_j
i=0 j=0
N-1M-1
Dans le cas d’un filtre RIF Z Z a;; = 0. La fonction de transfert des filtres & réponse
i=0 j=0

impulsionnelle finie (RIF) est de type polynomial, de ce fait, cette fonction de transfert n’a
pas de poles a l'extérieur du cercle unité. Cette absence de poles permet d’obtenir des filtres
inconditionnellement stables.

Donc la fonction de transfert & deux variables correspondante, h(Z;, Zs) s’exprime en fonction

de cette matrice par [Francis Cottet] :

N—-1M-1
H(ZLZ2) = hijZﬂ'Zij. (33)
i=0 j=0
La réponse fréquentielle est donnée par :
N-1M-1
H(wi,wz) = Z Z h(n17n2)e"]("1°’1+n2w2)
n1=0n2=0

= S(wy,wy)elf 1w

avec S(wi,ws) = |H(wy,ws)| et O(wy,wy) = arg (H(w1,ws)), et S(wi,ws), la réponse d’am-

plitude de (H (w1, w2)) ,est une fonction a valeurs réelles.
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impulsionelle finie

Exemple 3.1 Tracé de la réponse en fréquence H(e’*,e/”) = %(1+cos(u))(1+cos(v)) du filtre
2D RIF, avec H(e'0,e?%) =1

3-D Plot of Hie" &)

v axis

u axis

Figure 4 : Tracé 3D de H(e’",e’?).

Remarque 3.1 La plupart du temps, les expressions des transfomées en Z utilisées en traitement
du signal sont des fractions rationnelles de la variable Z. On appelle < poles > les racines du

dénominateur de transformée et <K zéros > numérateur.

Propriétés

- Stabilité : le filtre RIF ne pose jamais de probléme de stabilité (est toujours stable) en
raison de I’absence de poles.

- Approximation : Toute fonction de filtrage numérique stable et causale peut étre appro-
chée par la fonction de transfert d’un filtre RIF.

- Phase linéaire : Les filtres RIF peuvent générer des filtres a phase linéaire

- Un filtre RIF est moins sélectif qu'un filtre RII du méme ordre. C’est-a-dire que la transition

entre la bande passante et la bande rejetée est moins rapide que dans le cas du filtre RII.
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impulsionelle finie

3.2 La phase non minimale

3.2.1 Notions importantes

Stabilité

- La stabilité BIBO (bounded input-bounded output) exige qu’a toute entrée bornée le filtre

associe une sortie bornée. Autrement dit, un filtre est stable, si pour toute entrée x(n) vérifiant
|z(n)] < 400

la sortie y(n) vérifie

[y(n)] < +o0

Il existe d’autres méthodes pour définir la stabilité, données dans les définitions suivantes :

Définition 3.3 Un filtre est stable, si tous les poles de sa fonction de transfert en Z dans le plan
compleze se trouvent a l'interieur du cercle de rayan 1. Autrement dit, il faut que le cercle unité

appartienne a la région de convergence.

Définition 3.4 Dans le cas continu, un filtre est stable, si tous les poles de sa fonction de

transfert se trouvent dans la moitié gauche de la representation du plan de Z.

Im{Z]

(A
&_J/l “Re{Z}

Plan 7

Figure 5 : Stabilité.
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Causalité

Définition 3.5 Un filtre est causal s’il n’est pas nécessaire de connaitre les échantillons futurs
(x(t +m),m = 0) de U'entrée x(t) pour en calculer la sorie y(t) a Uinstant t.L’effet ne peut pas
précéder la cause ceci se traduit par le fait que la réponse impultionnelle doit étre nulle pour

t<0.

- Un filtre causal est un filtre dont le single sortie ne dépend que des valeurs intérieurs (passés
+ présent).

Par exemple y(n) = z(n — 4) + 2z(n — 1) + z(n).

- Un filtre anti causal est un filtre dont le single sortie ne dépend que des valeurs futures ou
de présent.

Par exemple y(n) = z(n +4) 4+ 2z(n) + 3z(n + 2).

- Un filtre non causal est un filtre dont le single sortie ne dépend que des valeurs passées et
de présent ainsi que des valeurs futures ou de présent.

Par exemple y(n) = 2z(n + 4) + 4x(n) + 3z(n — 2).

- La stabilité et la causalité peuvent s’exprimer dans les différentes représentations des filtres
linéaires et stationnaires.

Une condition nécessaire et suffisante de stabilité est que la réponse impulsionnelle soit som-

mable en module, c’est - & - dire :

> [h(n)] < 4o,

n=—0oo

et la condition de causalité est simplement

h(n) =0 pour n <0.
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L’inversibilité

Un filtre est inversible si nous pouvons déterminer de maniére unique son entrée & partir de

sa sortie, nous obtenons le systeme d’identité

Hin’UH - 1

eq

X(z) Y(z)

1

Figure 6 : Systéme inverse.

Pour un filtre linéaire stationnaire discret ayant une fonction de transfert H (z) rationnelle,

la fonction de transfert du filtre inverse est

Les poles de H(z) sont les zéros de H;,,(2) et les zéros de H(z) sont les poles de Hy,,(2). 11
s’ensuit qu’un filtre linéaire et stationnaire sera stable, causal

et causalement inversible si et seulement si :

1. le nombre de poles est égal au nombre de zéros,

2. les poles et les zéros sont dans le disque de rayon 1.

3.2.2 Le filtre a phase minimale

Un systéme linéaire et stationnaire sera dit stable, causal et causalement inversible ou a phase
minimale si
1- Le filtre linéaire et stationnaire est stable et causal ;

2- son inverse (permettant de retrouver l’entrée a partir de la sortie) est stable et causal.
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Définition 3.6 Un filtre est de phase minimale si tous les poles et les zéros de sa fonction de
transfert sont dans la moitié gauche de représentation du plan Z (en temps discret, respective-

ment, & lintérieur du cercle unitaire du plan (7).

3.2.3 Le filtre a phase non minimale

Définition 3.7 Un filtre a phase non minimun est un filtre causal et stable d’ont l'inverse est

wnstable, non tnversible.

Définition 3.8 Dans le cas continu, un filtre de phase non minimale a tous les zéros de sa

fonction de transfert dans la moitié droite de représentation du plan Z.

Un systéme a phase non minimale donné aura une contribution de phase plus élevée que le

systeme a phase minimale avec une réponse en amplitude équivalente.

3.2.4 Autres dénominations

Phase maximale

Définition 3.9 Un filtre o phase mazximale est 'opposé d’un filtre a phase minimale. Un filtre
causal et stable est un systéme a phase mazimale si son inverse est causal et instable. C’est, les

zéros du systéme a temps discret sont en dehors du cercle unitaire .

Phase linéaire

Définition 3.10 Un filtre a phase linéaire est un filtre dont la réponse en phase est linéaire - le

temps de propagation de groupe est constant.
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3.3 Modéles moyenne mobile (MA) bidimensionnelle

3.3.1 Représentation du modéle MA spatial

Soit x = (2 (4, J)) (., )ezz un champ aléatoire a valeur réelle. Alors le modéle moyenne mobile

bidimensionnel peut étre représenté par :

w(n,m) =Y > b, j)e(n —i,m — j), (3.4)

ou la suite {e(n,m) : (n,m) € Z?} une famille de variables aléatoires centrées, indépendantes

2

et identiquement distribuées et de méme variance o et avec b(i,j) désignant les parameétres

du modele. Nous supposons que b(0,0) = 1. En pratique, le processus aléatoire observé est de

dimension finie. Pour le support
D={(i,j):0<i<S—1,0<j<T—1},

le processus observé est '’ensemble {x(n,m), (n,m) € D} . En particulier, pour (7, j) € S(g,,4,) OU
Sgrge) = 1(n,m) : 0 <n < qr,0 <m < o} et gi, e sont des nombre naturels connus, le modeéle

(3.4) peut étre écrit sous la forme :

x(n,m) = ZZb(z’,j)g(n— i,m— 7). (3.5)

Le modele obtenu par la relation dans (3.5) avec I'hypothese de bruit blanc sur les erreurs

est appelé modele M A spatial.

3.3.2 Représentation du modéle 2D RIF MA

On considére le processus représenté a I'aide de la figure
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X(n,m
w(n,m) — h(z)=b(z2) I_’ e — y(n,m)

T

v(n,m)

Figure 7 : Processus 2D RIF MA.

L’entrée w(n, m) est un processus indépendant identiquement distribuée (i.i.d) non gaussien,
h(z1, z2) la réponse impulsionelle du filtre ot z = (z1, 23), et x(n, m) la sortie. On trouve I’équation

suivante
q1 qe

z(n,m) = Z Z h(i, )w(n —i,m — 7). (3.6)

i=0 j=0
-Le modele 2D MA RIF est donné par

q1 q¢é

w(n,m) =Y Y b(i, jw(n —i,m - j), (3.7)
i=0 j=0
et h(i,j) = b(i,7), ou b(i, j) sont les coefficients MA. Le signal x(n;m) observé en bruit additif
noté y (n,m)

y(n,m) = x(m,n) + v(m,n)

ot v(n, m) est un processus gaussien indépendant de w(n,m).

- L’inverse du modéle 2D RIF M A présenté par ’équation (3.7), et donné par

T2 T2

w(n,m) = Z Z c(i,j)x(n —i,m — j)

1=r1 j="T1

avec 1 < 0 et ro > 0. On normalise (c(i,7)) en posant (c(i,j) = 1), la partie & phase
minimale est représentée par la partie causale du filtre (i > 0,7 = 0) et la partie &

phase maximale par la partie anti-causale (i < 0,j < 0).

Remarque 3.2 - Si y(m,n) = x(m,n) + v(m,n), ot x(m,n) est un processus non gaussien,
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et v(m,n) est un processus gaussien indépendant de x(m,n), alors le cumulant de y(m,n) est
identique au cumulant du signal x(m,n).

-Les cumulants du processus linéaire portent les informations d’amplitude et de phase du
systéme linéaire. Ainsi, dans le calcul des cumulants du processus bruyant observé y(m,n), nous
transformons les données observées asymptotiquement dans un domaine (rapport signal sur bruit)

élevé qui préserve tous les informations pertinentes sur le signal.
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Chapitre 4

Propriétés asymptotiques des

cumulants bidimensionnels

Dans ce chapitre, la convergence presque siire des estimateurs des cumulants spatiaux empi-
riques d’ordre trois et quatre est discutée ainsi que la normalité asymptotique pour un processus

linéaire spatial.

4.1 Convergence presque sire

Nous considérons le moment (cumulant) empirique d’ordre 3 73 (v'; %) de X, a savoir,

1

N
=+ > XeXein Xepoe. (4.1)

Tax (1/1; 1/2)

Notre principale hypothese sur Xy est
(A) Cux (v 0%50°) € Ly (R3) et Cox (VY 020304 0°) € Ly (RY).

Avant de présenter la convergence présque stire de 73 (v1; %), nous prouvons le lemme suivant
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Lemme 4.1 Si (Xt),c5q, EX¢ = 0, est un processus stationnaire du 6-iéme ordre, et rox (v),

r3x (V1 02), Cux (VY03 03) et Cox (VY0203 04 05) € Ly, alors pour
t=(t1,...,tq), vt = (v],vd,...,vkh) et v?> = (V3,3 ... V2)
1.2
Yt(y v?) = Xe X1 Xgro2 — T3x (Vl; 1/2)

est un processus stationnaire, et la fonction de densité spectrale f, (,1,.2) (A) satisfait

Sup fy(u1.2) (A) < 00.
ez

Preuve 1l est bien clair que Y, est un processus stationnaire. Posons pour tout T € Z°,

(v'v?)
(v12) (v %) 1,2 1 2 1 ,,2\12
R, 1.2 (1) = EY, Yirr  =rex WL T, m v T4+ 0%) — [rsx (v, v%)]7.
Par l'usage de la relation de conversion entre les moments d’ordre supérieurs et les cumulants

nous obtenons (voir la preuve du Lemmel de [33])

Ry(ywz) (1) = Cex (Vl, o+t + 712)
+ {TQX (Vl) C4X (T — V2, T+ Vl — 1/2, V2)}15

 {rax (V) rax (7 = 0%) rax (V7 =) 5

ot la notation {}] désigne la somme de tous les j différents termes obtenus en interchangeant les

arguments des termes entre parenthéses, et par la propriété de sommabilité absolue de rox (v),

2

rsx (V1 v?), Cux (V1,123 03) et Cox (V1 V203, 14 05) | nous avons

Z ‘RY(,,1’,J2) (T)‘ < —+o0.

TE€Z4

v 2 . .
Si fy1.2) () est la fonction de densité spectrale de YZE( ), par la théorie spectrale (voir [31]),

fyie2y (A) a la représentation

1
(2m)"

fY(,}17V2) ()\) = Z RY(”l”’Q) (Il) e—1 <)\, Il> N

neZ?
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d
ot (A, n) = Z)\mi , dou
i=1

1
sup fY(V17V2) ()\) < Z }RY(L,l’l,z) (n)| < +o00.

AEZd (27T)d nezd

Le premier résultat important de cette section est la convergence présque siire du moment

(cumulant) empirique d’ordre 3

Théoréme 4.1 Si (Xy), 0, EX¢ = 0, est un processus stationnaire du 6-iéme ordre, et rox (v),

r3x (V1 02), Cux (V023503 et Cox (V020304 0%) € Ly, alors pour t = (ti,...,tq), vt =
(vi,vy,...,vY) et v? = (V3 v3,...,13)
(1)
2
1| = 1
E N2 Z X Xt X2 — T3 (V13 V2> =0 (W) (4.2)
ti=1
i=1,...d

(2) pour k > %,

N
1 s 1
m E XtXt—H/lXt—i-Uz — T3 (1/1; y2) B 0 <m) (43)
ti=1
i=1,...,d

ol p.s représente la convergence présque strement.

Preuve Par la théorie spectrale (voir [31]), nous avons

Ry (1.2 (T) = / N f 2y (M) dA,

[0,27]¢

)

%)

De plus

-----
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1/1 V2 2

1.,2 1.2

= FE{S oz Y(” Y )YS<V ’”)}
{2 -

- Ztusz—l R (t - S)

i=1,...,d

alors

Z tz_l XtXt+u1Xt+v2 - 3(V17V2)

-----

S / NS f 1) () dA

i=1,...,d

| }
[0,2)¢

< SUPyeza [y (102) (A) Z?iizzld / eAt=s) g\

[0,27]¢

< C x N¢,

ou C représente constante indépendante de N, alors

e ]

< C x N—;d = <
Suivant [33], considérons (4.3) sur la base de (4.2) et soit

Z ti=1 XtXt+V1Xt+v2 — (Vl,VZ)

=1,...d

Nd»
qui est (4.2).

N
S de t

ti=1

i=1,...,d
Pour k > %, il existe 8 qui satisfait g > 1 et,

1 1 1
E——>_— > =
2723 4

Maintenant, considérons les deux cas ou N = M? et pour N quelconque.
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(I) Quand N = M*, nous avons

E|S(N)|2 _E 1 Z Y;<V1’V2)

N
1 1 (v102)
- N2kd72dEN2d Z Y

i=1,...0d
1 C
T = Bd(1-2k)
< N2kd—2d < Nd CM ;
+oo
comme fd (1 —2k) < —d < —1, alors Z MPI1=2k) est une série de Riemman convergente, par
M=1

consequent

+o00
ST B[S (M) < +oo.
M=1

De I'inégalite de Chebychev et le lemme de Borel-Cantelli lemma, il s’ensuit

lim S (MP) = 0. (4.4)

M—oo

(IT) Pour le cas général (N quelconque), et Npy < N < Nyy1, ott Ny = MP, nous avons

|S (N) . N—dekdﬁS (Mﬂ) ‘ S M—ﬁkd Z }/;(1/17y2)
ti‘i]thLZl

et

Ny <N<Npr41

E{ sup |5(N)—deMkdﬁs(Mﬁ)\2}

1.2
—28kd N (V v )
<M sup B ‘ZtiMB-‘rl Y
Ny <SN<Npra i=1,....d

<COM2 qup [N — MF]*

Ny <N<Npr41

< O N[25kd [(M +1)° - Mﬁ]d,

.....
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remarquant que (M 4 1)° — M? < (2M)” | nous déduisons que

E  sup  [S(N)— NHARES (MP) P < 0 MO,

Ny <N<Np4a

ou () représente une constante indépendante de M. Comme [Bd (1 —2k) < —d < —1, nous

obtenons
“+o00

E sup [S(N)— NMMS (M%) < oo,

M=1 NMSNSNpmi1

De 'inégalite de Chebychev et le lemme de Borel-Cantelli lemma, il s’ensuit

lim  sup  |S(N) — NTHMMES (5P 22, (4.5)

M—00N) <N<Npi1

De (4.4), (4.5) et

S(N)<  sup  |S(N)—= N MM*PS (M) + NHM 5 (MPF),

Ny <N<Np41

nous avons, pour k > %,

ce qui achéve la preuve. m

Remarque 4.1 [l n’est pas difficile de généraliser le Théoréme (4.1) aux estimateurs des mo-

1 .k—l)
— XtXt+V1 e Xt-‘rvk_l -

vh.v
ments et des cumulants d’ordre k, pourvu qu’on prenne Yt(

'Vk_l

TEX (1/1; cels ) , et que les cumulants d’ordre 2k-soient absolument sommables.

A présent, nous établissons la normalité asymptotique de 73x (¢!, %) pour un processus li-

néaire spatial.
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4.2 Normalité asymptotique

Théoréme 4.2 Soit
Xt = Z ¢j€t—j,
jezd
ou les 5 sont indépendamment et identiquement distribuées avec E (g5) =0, E (5J-2) =1 F (5?’) =
Vs, B (5?) <00 et Y ey |¢J‘ < 00, alors

N2 (Fsx (v'50%) —rax (V' 07)) = N (0,0% (V'507)), (4.6)
ou
+o00
o% (Vh?) = Z {Cex (VY0217 + vl 7 +07)
1

+ {rox (Vl) Cax (1 — viT+ vt — v VQ)}15

+{rox (V1) rox (1 = 1) rox (V¥ — 1)} 5}

Preuve Pour k = (k,...,k) € Z% tel que k > 0, soit

+k
Xt,k = E ¢s€t—s,
si=—k
i=1,...d
[ X
A 1.2
Faxx (V' 17) = ~i g X kXt kXtt02 ks
tim1
i=1,...d

E (Xt,kXt+u1,kXt+u2,k) = T3 kX (Vl, V2) .

De la symétrie de r3x (¢!, ?), nous pouvons supposer 0 < v} < v? pour tout i = 1,...,d, alors
( k—u?
V3 § ws¢y1+s¢uz+sa
‘si:—k
E (X x Xttt kXt o2 k) = i=1Lywed

v? < 2k pour au moins un 4

0, si non
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Pour v? < 2k et pour au moins un i = 1,...,d, nous avons
12 . 1.2
T3 kX (1/ U ) = Er3xx (1/ U )

Nous déduisons que Xt x Xt1,1 kXt402 k €5t indépendante de Xg x Xg o1 x X502 x POUrva que |s; — ¢;| >
2k+v?2 pour au moins un i = 1,...,d par I'indépendance des ;. Donc, si nous posons m =2k+v?,
X kXt kXt+02 k — T3KkX (', %) est un champ stationnaire m-dependant de moyenne, il s’en-
suit que
N-2 (Y XX rnt 1X, L2
2 Z ti1:1d{ t kA4l kAt4+02k — T3 kX (V y V )}
1=1,...,

— N (0,05, (V1 17),  (4.4)

ou 0% (v, v?) = lim N9

N—oo
N
—d 1,2
xVar [ N E {Xt,kXt+u1,kXt+v2,k —7r3xx (V%)) ],
t;i=1
i=1,....d
il n’est pas difficile de montrer que
+oo
2 1,2y } : 12 1 2
UX,k(VaV)_ {CG,kX<V7V>Ta7—+V77-+'U)
Ti=—00
i=1,....d

+ {raxx (V') Capex (1 — V2, 7+ vt — 12, 1%)

+ {raxx (V1) roxx (7 — ) ropx (V2 — Vl)}15} .

Maintenant pour montrer (4.6) nous utilisons la Proposition 6.3.9 de [15]. Pour cela, remarquons
que;

N3 [fax (V1 02) = rax (v, 102)]

=N {Pax (W, 1?) — Paax (V1 1?)

— Efsx (W 1?) — faax (v, 12)]}

FNE [Paax (V1 1%) — rapx (U1, 1%)]

=Ty N+ ZinN,

ot Ty ny = N2 {fax (', %) — Faux (v, 17)

— Elfsx (W 12) — faax (W1, 02)]} et Zpy = N—% [F3xx (W1, V%) — raux (V' v%)] . Mais selon la
Proposition 6.3.9 de [15], il nous reste & prouver que :

(i) Zk,n = Zj, quand N — oo pour chaque k =1,2,...
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(17) Zr = Z quand k — oo, et

(449) limy 00 impy 00 sSUup P (|T% x| > € ) = 0 pour tout € > 0,

aprés quoi nous pouvons immédiatement déduire (4.6).

D’abord, (4.4) établit (i). Maintenant prouvons (iii). Selon I'inégalité de Chebychev, pour prouver
(iii) il suffit de montrer que

lim lim supVar (T n) =0. (4.7)

k—o0 N—oo

En effectuant quelques calculs, nous obtenons
N2 {fgx (V' 02) — Papx (1, 02)}

Xt,kXt—‘rl/l kUt 402 k + Xt,kut—l—vl 7kXt+V2 k
. 7 N >y

_d N
= N2 Z t;=1
i=1,....,d ~ ~
51 52

+ Uk Xp 1 k Xepr2k ¢ = 1 + Sz + 53,

S3
ol upk = Xt — Xex = si|>k VYsEt—s. Clest assez facile de montrer que quand k& — oo,
i=1,....d

Var (S1 + Sy + S53) <3{VarS, + VarSy + VarSs} — 0,

ce qui donne (4.7) et donc (iii). I reste & montrer. De (4.4), Zy ~ N (0, 0% 4 (v, ?)). Remarquons
que si on pose 0% (v, ) = limy_o 0%, (', 7%), ce n’est alors pas difficile de montrer que
+00

o3 (v v?) = Z {Cex (W02, 7,7 + v 74+ 0%) +

T;=—00
i=1,....d

{rax (') rax (7 = v2) rax (V2 = v')} 15} < o0,
Alors, en utilisant le résultat du Problem 6.16 de [15] Z, = Z, ou Z ~ N (0,0% (v',1?)). De
(i), (ii) et (iii)

N (f3X (VI,V2) —T3x (Vl,VQ)) — N (0,03( (VI,VQ)) )
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Chapitre 5

Identification des modéles 2D RIF MA

Dans la suite, nous proposons deux approches pour l'identification des paramétres de pro-
cessus 2D MA non gaussiens. La premiére approche est basée sur des cumulants expérimentaux
seuls et sans imposer de phase minimum. Alors qu'une méthode généralisée des moments (GMM)

est utilisée dans la seconde approche.

5.1 Identification des modéles 2D RIF MA par les cumu-
lants d’ordre trois seuls

Dans cette section, nous abordons le probléme de 'identification des modéles moyenne mo-
bile 2D (MA) avec erreurs non-Gaussiennes basée sur les cumulants expérimentaux seuls et sans
phase minimale. I’algorithme proposé est une extension, au cas 2D, de celui proposé dans [82]

pour le cas unidimensionnel.
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Considérons le processus 2D RIF MA donné par 1’équation suivante :

q1 g2
2(n,m) =303 bl w o~ iom = j). .1)
i=0 j=0
oub(i,j),i=1,...,q1,j =1,...,qz sont les coefficients MA inconnus, et le signal est observé
en bruit additif :
y(n,m)=x(n,m)+v(n,m). (5.2)

On admet les hypothéses suivantes :

i] La série de bruit génératrice w (n,m), inobservée, est un processus i.i.d. non-Gaussien de
moyenne nulle avec au moins un cumulant 0 < hm,w‘ < 00, m > 2.

ii] Le systéme est de phase non minimale (c.a.d. x (n,m) est non inversible).

iii] Le bruit additif v (n, m) est un modele ARMA Gaussien avec spectre de puissance inconnu
et est indépendant de 1’entrée w (n, m) et donc des sorties x (n,m).
Pour obtenir les conditions de phase minimale pour le modeéle (5.1), nous avons besoin de ’écrire
sous une forme polybomiale de la maniére suivante : soit B = (Bj, Bs) 'opérateur retard, pour
n’importe quel i = (iy,y) € Z2, z = (21, 20) € C?, considérons B'X (t1,t,) = B B2X (ty,t) =
X (ty — iy, ty —iy) et z' = 201222,

Définissons © (z) = > 1L, > %26 (i, 7) 212}, alors le modele (5.1) peut étre écrit sous forme
condensée comme suit :

z (n,m) =06 (B)w(n,m).

(5.1) est de phase minimale (ou inversible) si la condition suivante est satisfaite :

Cy. aucunes des racines de O (21, z2) ne se trouvent dans le polydisque unité fermé (|z1] < 1, |z < 1).
Si nous considérons un support de prédiction semi-infini de (5.1) d’ordre connu (¢, g2), nous
pouvons déduire une relation entre les parametres MA b (i,5),i=0,...,¢1,7 =0,...,¢o,, €n ar-
rangeant ses termes par I’ordre lexicographique, et certaines fonctions des statistiques. En effet,

il n’est pas difficile de voir que sous la condition (iii),

Cry (V5.5 Vk_l) =Ch, (V%55 Vk_l) , (5.3)
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et que les cumulants d’ordre £ sont liés a la réponse impulsionnelle par

a1 q2
Cry (VY- 5" = DD (i) x B [(6,5) + 0] x o x b [(1,5) + V47T (5.4)
i=0 j=0
avec v = (t1,ty), v = ... =vF1 =0 (o1 0 =(0,0)) et k = 3 dans (5.4)), nous avons alors,
a1 Qg2
Cly ((t1,12)50) = 130 Y D W2 (1,5) D (i + 1. j + 1) (5.5)
i=0 j=0

Nous substituons h (i +t1,j +t2) = b(i + 11,5 + t2) dans (5.5) pour obtenir une nouvelle

équation normale qui est,

Cay ((t1,12),0) = Y3, Y Y b(i,j) x (5.6)

i=0 j=0
h%(i —t1,j —t3), pour tout (ti,ty)

oul nous avons utilisé A (i,7) = b(i,7) =0 pour i < 0 ou j <0 oui > g ou j > go. Rappelons

[71] que
C3y ((qh C]2) ) (%J))

h(i,7)=0(i,j) = 5.7
(1.1) = bi.j) = St 1)
Par substitution de (5.7) dans (5.6) il vient
q1 Qg2
73,wzzb(i7j) C??y ((Q17q2)7(l_t17]_t2)) (58)
i=0 j=0

= C5,((t1,t2);0) x C’gy ((q1,2);0), pour tout (t1,ts)

Nous nous référons a (5.8) comme I’équation normale basée sur les cumulants spatiaux pour un
modéle 2D MA pur. Pour retirer 5, de I'équation (5.8) nous utilisons encore (5.5) et (5.7) pour

obtenir
N C3, ((q1,42) ; 0)
B Oy (g1, 42) 5 (@1, 42))

(5.9)
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ou nous avons utilisé b (0,0) =1 et Cs, ((q1,¢2); (t1,t2)) =0 pour t; <0outy <0out; > ¢

ou ty > ¢o, maintenant par la substitution de (3.9) dans (3.8), nous obtenons

q1  q2

Zzb<i7j)cgy(<QI7Q2);<i_tlyj_t2)) (5.10)

= Csy ((t1,t2);0) x Csy ((q1,42) ; (01, 42)) -

Si nous organisons les vecteurs et les matrices dans I'ordre lexicographique, concaténant I’équation
normale (5.10) pour —¢q; < t; < g1 et —qz < t3 < g2 nous obtenons ’équation matricielle simple

suivante

Cl Cq
b= : (5.11)
C, C2

voir I'annexe D pour les expressions de Cq, C,, ¢; et cs.
Le théoréme suivant garantit I'identification des parameétres 2D RIF MA (sans imposer de phase

minimum) en résolvant (5.11).

Théoréme 5.1 Sous les conditions i) -iii), étant donné les vrais cumulants des sorties Cs, (q; t)
et Cs, (r;0) du modéle (5.1) et (5.2) pour les retards (0 < t; < q et 0 <ty < @) et(—q <171 <q1 et —q2 <7
respectivement, les (g1 + 1) (ga + 1) inconnues b (i,7),i =0,...,q1,7 =0,...,qs peuvent étre ré-

cupérées par la solution de (5.11) d’une maniére unique

Preuve La preuve est trés similaire a la preuve du Théoreme 1 de [82] dans le cas du modéle

1D RIF MA et donc omise. m

En pratique, seuls les estimateurs empiriques de Cs, ((¢1, ¢2) ; (t1,t2)) et Cs, ((71,72) ; 0) sont
disponibles & partir Pechantillon fini {y(n,m),1 <n < Nj,1 <m < Ny}. Cependant, il sera
possiblede replacer les cumulants théoriques par les cumulants expérimentaux lors de la résolution
de (5.11) pour b ce qui aiderait a I'identifier. Ainsi, I’algorithme d’identification des paramétres

2D MA est résumé dans 'algorithme I comme suit.
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Algorithme 1.

Etape 1 : A partir des sorties y (n,m),1 <n < Nj,1 <m < N, former les estimateurs

. 1 N1—q1 N2—q2
Csy (01, q2) 5 (11, 12)) = NN, Z Z y (i,7) X
=1 j=1

y(i+aq,j+q)y(i+t,j+1t2);

pour 0 < #; <q et 0<1ty < gy,

et

CA13y ((7’1, 7_2) ; 0) =

1 min(N1,N1—71) min(N2,No—72) 9 /. .
N1 N3 Zi:max(l,fﬂrl) Zj:max(l,f’rg) y* (i,7) x

y(i+71,7+72),
pour —q1 <71 < q1 et —g2 < 72 < @o.

Etape 2 : En utilisant les estimateurs égy ((q1,2) ; (t1,t2)) et égy ((11,72);0), résoudre de
maniére itérative le systéme (5.11) pour obtenir les estimateurs b (4, j) de b (i,5) i = 0,...,q1,j =
0,...,q.

FEtape 3 : Enfin pour satisfaire la condition normalisée b(0,0) = 1, nous prenons by (1,7) =

b(i,j . .o .. ..
% comme estimateur final de b(i,j) 0 <1i,5 <1, (i,7) # (0,0).

Remarque 5.1 Le Théoréme (4.1) et le Théoréme (4.2) ont établi la convergence presque sire
et la normalité asymptotique des estimations Cs, ((q1,q2) ; (t1,t2)) et Cs, ((71,72) ;0). Cette forte
consistance garantit que [’estimation des paramétres b(i,7),(i = 0,...,,q1, j = 0,...,q2) abou-
tit a des estimateurs consistants fortement & condition que le processus de sortie y(i,j) satis-
fasse les conditions de stationnarité du Théoréeme (4.1). En effet, les deuxr paramétres 2D MA
sont identifiés comme des fonctions mesurables de Csy ((q1,q2) , (t1,t2)) et Cs, ((71,72);0), et
égy ((q1,q2) ; (t1,t2)) et C’gy ((71,72);0), sont des estimateurs consistants de Cs, ((q1, q2) ; (t1,t2))
et Csy ((71,72);0) respectivement. Par conséquent, les paramétres du modéle 2D MA seront eua-
meémes consistants. De plus, la distribution asymptotique de nos estimateurs de paramétres sera

gaussienne.
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Remarque 5.2 Dans les applications pratiques, le vrai ordre (q1,q2) n'est pas connu apriori.

Dans la preuve du théoréme (5.1), on montre que le rang de la matrice cumulante P est

&
R=(q1+1)(q2+1). Alors, (q1,q2) peut étre déterminé en utilisant la décomposition en valeurs

singuliéres (SVD) en testant

N

Cit ((q1,42) 50) # 0, C5 ™ ((ky, ko) 5 0) = 0, (5.12)

3y

ot s = (k1 + 1) (ke + 1) . Voir [81] pour plus de détails sur le SVD basé sur (5.12).

5.2 Identification des modéles 2D RIF MA par ’estima-
teur GMM

Dans cette section, nous examinerons les méthodes généralisées d’estimation des moments
(GMM) qui fournissent des estimateurs pratiques et efficaces. Comme motivation alternative, les
estimateurs GMM sont souvent disponibles la ol une analyse de vraisemblance est extrémement
difficile, voire impossible (par exemple, s’il y a beaucoup d’incertitude sur la forme distribu-
tionnelle). L’estimateur GMM est dérivé directement d’un ensemble d’hypothéses minimales, les
conditions dites de moment que le modéle devrait satisfaire. D’autre part, une difficulté pratique
avec la méthode habituelle de ML est son cotit de calcul sur une taille d’échantillon moyenne
a grande. De plus, l'estimation GMM inclut certains estimateurs bien connus en tant que cas
spéciaux, de sorte qu’ils peuvent étre analysés commodément a un niveau théorique. Dans un
cadre spatial, Kelejian et Prucha (1999) ont introduit un estimateur de moments généralisés
pour le parametre autorégressif du processus de perturbation spatiale qui est simple & calculer et
reste réalisable sur le plan calcul méme pour de grands échantillons. Récemment (2010), ils ont
introduit une nouvelle classe d’estimateurs GMM pour le parameétre autorégressif d’un processus
de perturbation spatialement autorégressive qui permet des innovations hétéroscédastiques. Ils
ont prouvé que leurs estimateurs GMM sont encore une fois simples en termes de calcul, méme
dans de grands échantillons. Par conséquent, notre objectif est de proposer des estimateurs GMM

pour les parameétres d’'un modeéle 2D RIF MA qui sont simples & calculer et qui ont des propriétés
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d’échantillonnage souhaitables.

5.2.1 Apergu sur la méthode GMM

Dans cette section, nous allons considérer une méthodologie GMM. Pour introduire la classe
des estimateurs GMM, introduisons le vecteur Ny Ny x 1 de variables aléatoires w (i, j) observé
a la position (7,7j), soit #€ Q un vecteur inconnu de coefficients de dimension a X 1, et soit

h(0,w (i,7)) une fonction vectorielle de dimension r x 1. Définissons pour

N1 N2

N = (N1 V) g (8) = D D h(Bw (i)

De plus supposons que 0, est la vraie valeur de € et que les conditions sur les moments peuvent

étre formulé par

EQO [h (Q7w(lvj))] =0.

L’estimateur GMM est défini par la résolution du probléme de minimisation

Oy = arg min [9n ()] W 9w (0)]

ou la matrice de poids Wi est définie positive.
Comme cadre convenable, les hypothéses suivantes ont été admises.

1.1 Le processus (w (i,7), (i,7) € Z?*) st strictement stationnaire, ergodic et admet des mo-
ments d’ordre quatre.

1.2 L’espace des parametres {2 est compact et §, est dans son intérieur.

I.3 Pour tout 0 € Q, h(0,.) est une fonction mesurable.

I.4 h(0,w (i,7)) est continue et continuement différentiable en 6 sur un voisinage de 6,,.

1.5 Wy est une suite de matrices r X r positives qui convergent en probabilité vers une matrice
positive définie déterministe W.

1.6 |he (O, w(i,7))] < f(w(i,j)) pour tout § € Q et k =1,...,7 ou f(.) est une fonction

non négative tel que Ey {f (w (7, 7))} < oo.
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L.7 0, est I'unique solution de Ep [h (0, w(i,7))] = 0 c-a-d, Ep, [h(0,w(i,j))] = 0 si et
seulement si 0 = 0,.
L8 /N Nagn (6) = N (0,S).

1.9 Pour toute suite (_*N, N e N2) tel que Oy EiR 0, agaLe@ - converge en probabilité vers

D,, 01\1 Dl — E 8h(Q»M(i7j))

50 avec les colonne de D’ lineairement independants.

by
Soit Dgn (¢) une matrice de dimension r x a de dérivées avec les éléments typiques Dgn (€);; =

agng_@". Alors QN peut aussi étre défini en termes de la solution de la solution du premier ordre
=J

du probléme de minimisation
Y .
Dgn (QN> Wn [QN (QN)} =0.

Quand r = a, le modéle est exactement identifiable, la matrice de poids devient sans importance
et QN est défini par ’équation gn (@N) = 0.
Etant données ces hypotheses, 'estimateur GMM est consistant et asymptotiquement normale-

ment distribué avec

VNN, (O = 6) % N (0,V), (5.13)

ou V= (DSD) .
Avant d’applique ce résultat au modele 2D RIF MA, il est utile de, d’abord, commenter le sens et
le role de ces conditions de régularité. L’hypothése (I.1) est nécessaire pour vérifier le théoréme
central limite donné dans (I.8) et appliquer le théoréme ergodic plusieurs fois. L’hypothese (I.2)
restreint les parameétres a un sous-ensemble fermé et borné de ’espace euclidien, ainsi, lorsqu’il
est vérifié, 'estimateur peut étre caractérisé en fonction de sa condition de premier ordre Les
hypothéses (I.3) et (I.4) sont des conditions de régularité mathématique qui garantissent que
les fonctions de moment sont continues et ont des variances finies, et que dans un voisinage de
0, ils peuvent étre diférentiés. L’hypothese (I.7) est une condition d’identification clé qui exclut

a la fois I’échec d’identification locale. Les hypothéses (I.9) et (1.8) donnent (5.13).
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5.2.2 Application de la procédure GMM au modéle 2D RIF MA

Les résultats de la sous section 2.2 suggérent une seconde estimation dans le cadre de la

méthode GMM. Dans le cas du modele 2D RIF MA (1) donné par (5.1) et (5.2), nous pouvons

!/
dériver des conditions d’orthogonalité pour estimer v = (b:((lt],l()))7 b:((lo’ll)), b:((ll’lo)) ,b (1, 1)) a partir

de (5.4), (5.7) et (5.9). En effet, pour k = 3, v! = (—t;, —t5) et v* = 0 'équation (5.4) donne,

1 1
CBy (( tla 7 ZZ 2_t17j_t2)7

i=0 j=0

comme Cj,, ((—t1,—t2);0) = Csy ((t1,t2) ; (t1,t2)), et par I'usage de (5.7) et (5.9) nous obtenons,

Cay (1,125t t)) = 01 () (11, —t2)
PO () (-1 - 1)
b2 (1,0) .
( 1) ng ((Q1; QQ) ) (1 — 11, _t2))

+b(1,1) Cay (01, ¢2) s (1 = t1, 1 = 1)),

pour 0 <t; < 1et 0 <ty <1. Ceci représente un systéme de quatre conditions d’orthogonalité

donné par,
h (’77 (Za])) =A (%]) X’Y_H (27.])
E(h(v,(i,4)) =0

ou

A(Za.]) = y(Z,])y(2+ Lj+ 1)

y(i,7) y(i,j+1) y(i+1,7)  yli+1,j+1)
y y(i,j—1) y(i, 7) yi+1,7-1)  y@+1,5) |
yi—1,j) y@—-1,7+1) y(i,j) y(i,j +1)
yi—1,7-1)  y@—1,7) y(i,j —1) y(2,7)
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et
y*(i, j)
y*(i,j + 1)
y?(i+1,7)
v+ 1,5+ 1)

H (i, 5) = y(i,j) *

Etant donné les observations {y (n,m),1 <n < Nj,1 <m < Ny}, définissons gn (7, (4,7)) =

N1N2 Z Z h (7, (i,7)), ot N = (N, N3), et supposons que -, la vraie valeur de «, est a l'inté-

rieur de I’ espace des paramétres compact I'. L’estimateur GMM de ~ est alors défini en résolvant

le probléeme de minimisation,

AN = argmin [gn (3, (1)) Waeon (0, (5 9)] (5.14)

ol la matrice de poids Wi est définie positive.
Comme il y a quatre paramétres pour quatres conditions d’orthogonalité, le systéme est exacte-

ment identifié et I'estimateur GMM ~v{MM de ~ basé sur les Ny N, observations est défini par
Péquation gn (Y&MM, (4,)) = 0. Ainsi, il suffit de résoudre le systéme ~—— Z Z h (v&M™M (i, 4))

0, qui peut étre réecrite sous la forme

2, 2, A(0]) x AN = 2. 2 H(0]),

|:N1 No :| N1 No
1=11i= 1=11i=

par consequent
N1 No :| N N1 Np

V=[S0 < E Xm0, (5.15)
=11 i=11=

La consistance et la normalité asymptotique de v¢MM peuvent étre obtenus aprés vérification
de quelques conditions de régularité. D’abord, une bonne maniére de choisir la matrice de poids

Wi qui résout le probléme de minimisation (5.14) est en posant

W =iy = | 2 2 0 (24 <0Mﬁ@mr
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~ ~ ! ~ ~ ~ N
ol 71(\1) = (Z?E(l)(l); ng? i; Z2 1(3,1)1 (1, 1)) avec by (0,0), by (0,1), by (1,0), by (1,1) étant les esti-
mateurs consistants de b(0,0), b(0,1), b(1,0), b(1,1), respectivement, calculés dans Algorithm
I. Comme h (7, (7,7)) est une fonction mesurable de X (7,7), 0 < 7,57 < 1 et v est supposé étre

tel que les conditions du Theorem (5.1) sont vérifiés, nous obtenons

Wi = W = [Eh (o, (i, 1)) K (Yo, (6, 9)] "

il est clair que Wi et W sont définis positives. Donc, la consistance et la normalité asymptotique

de YGMM peuvent étre établies dans le théoréme suivant :

Théoréme 5.2 Considérons un modéle 2D RIF MA(1) et supposons que les conditions du Theo-

rem (5.1) sont vérifiées. Alors,

VNN, (&M = ) N (0,3).
0 X =V1IQV avec V = E(A(i,j)) et Q=W

Preuve A la lumiére de (5.15) nous pouvons écrire,

-1

N1 Ny N1 Na

( GMM

UM ) = @;;A@ ) m;;h<vo,<z ). (5.16)

donc ce n’est pas difficile de montrer que, sous les conditions du Théoreme (5.1), h (7, (7,7)) est

une différence de martingale bidimensionnelle avec une variance finie Q T/V_1 Ainsi, d’apres le

théoréme central limite des différences de martingale de Huang \/7 Z Z h (v, (i,7)) converge
i=1i=1

vers une distribution normale multivariée de moyenne zero et de matrice de covariance 2. D’aprés

(5.16) et la procédure de Cramer-Wold device, le résultat s’en suit. m

Maintenant pour dériver I'estimation du paramétre d’intérét b a partir de v&M™, notons

GMM( ) GMM (4)

d’abord que ~ et YN

directement benrpy (1,1) = vGMM (4) ; ‘BGMM (0,0)‘ = [Y&MM (1) y&MM (4)]2
1 1

['yﬁMM (2) vGMM (4)} 2 et ‘bGMM (1, O)‘ = ['yﬁMM (3) MM (4)} 2 en gardant les signes des esti-

mateurs de b(0,0), b(0,1) et b(1,0) donnés dans I’Algorithm I.

1 =1, 2,3 ont le méme signe donc nous calculons simplement
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. L . .. . 3 .
Finalement pour vérifier la condition de normalité b (0,0) = 1 nous prenons % comme
GMM\Y,

estimateur final de b (4,7) 0 <4, <1, (i,7) # (0,0).

5.3 Reésultats de simulation

Dans cette section, nous évaluons la proximité des estimateurs des parametres de b a leurs
valeurs attendues par une étude de Monte Carlo et comparons les performances des deux es-
timateurs proposés. Cette étude permet de vérifier et de corroborer, d'une part, l'efficacité de
lalgorithme d’identification précédent et d’autre part la validité des résultats théoriques proposés
présentés dans les sections précédentes.

Considérons le modele 2D MA de premier ordre,

z(n,m) = bw(n,m—1)+bw(n—1,m)+ (5.17)

bsw (n,m — 2) +w (n,m),

Le bruit additif v (n, m) est un processus ARMA Gaussien donné par

v(n,m) = 03v(n,m—1)—0.08v(n—2,m—1)+

0.54 + e (n,m) — 1.25¢ (n,m — 1),

le signal x (n, m) est observé en bruit additif :

y(n,m)=xz(n,m)+v(n,m),

ou e(n,m) ~ N (0,0.5) et w(n,m) sont i.i.d (0,1) et suit une distribution lambda généralisée
(GLD) avec une asymétrie k3 = 0 et un kurtosis 4 = 0, 85. Les vraies valeurs des parameétres et
(by = 1,by = 0,25,b3 = —1,65) (le cas de phase non minimale) et (b; = 0,25, by = 0,35,b3 = 0, 15)
(le cas de phase minimale), Proposition 1 de [3] donne un ensemble convenable de conditions
sur les parameétres by, by et by pour satisfaire Cy). Notez que dans I’algorithme d’identification

proposé, la phase minimale n’est pas imposée.
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De plus, les erreurs avec des caractéristiques non gaussiennes sont la clé de I'identification.
C’est pourquoi nous choisissons une distribution GLD erreurs considérées dans [58] qui peut étre
simulée de maniére flexible et peut accepter une large gamme de valeurs pour les parameétres
d’asymétrie et d’aplatissement excessif (Kurtosis).

Les Tableaux 1 et 2 présentent les colonnes moyennes, des colonnes des erreurs quadratiques
moyennes, des colonnes d’aplatissement et des colonnes d’asymétrie des estimateurs by, by et bz sur
500 répétitions de Monte Carlo pour les tailles d’échantillon (100,100), (500,500) et (1000,1000)
dans la phase minimale et la phase non minamale respectivement. Les valeurs moyennes de
I’estimateur donné par l'algorithme I b; et I'estimateur GMM b&MM (i = 1,2,3), dans les deux
cas, sur les 500 réplications étaient toujours proche des valeurs vraies pour toutes les tailles de
grille.

De plus et comme prévu, 'augmentation de la taille de I’échantillon améliore considéra-
blement les résultats en termes de réduction des biais. De plus, les moyennes des coefficients
d’aplatissement et de asymétrie sur les 500 répétitions ont tendance a étre plus proches des va-
leurs de référence 0 et 0,85 respectivement lorsque la taille de I’échantillon augmente pour les
deux estimateurs.

Les observations des tableaux 1 et 2 confirment la cohérence et la normalité asymptotique des
estimateurs proposés comme indiqué dans la remarque (5.1) et le théoréme (5;2). Elles suggeérent
également que l'estimateur GMM produit des estimations de b qui sont un peu plus précises
que celles données par I’algorithme I. Cependant, malgré la charge de calcul raisonnable de
Iestimateur GMM de b, un avantage majeur de I’estimateur donné par I’algorithme I est qu’il

ne nécessite pas d’estimateur cohérent préliminaire.
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Tableaul : Echantillon de distribution des estimateurs by, by et bg et b

~

gmm

Tgmm | Tgmm
1 ) bZ et b3

dans le cas de phase minimale avec k3 = 0.85 et kg = 3.

N = (100, 100)
true b; | 0.25 0.35 0.15
by (B by (B™) by (B§™™)
mean | 0.2501 (0.2498) 0.3502 (0.3501) | 0.150 (0.153)
rmse 0.18 x 10~* (0.12 X 10‘4) 0.0029 (0.002) 0.0038 (0.0025)
kurt | 2.5910 (3.2985) 3.1432 (3.176) | 2.879 (2.764)
skew 0.0151 (0.0099) 0.0092 (().()111) 0.0098 (0.0089)
N = (500, 500)
true b; | 0.25 0.35 0.15
by (B by (D) bs (B™™)
mean | 0.25009 (0.2500) 0.3501 (0.3497) 0.15006 (0.1502)
rmse 0.119 x 10~* (0.099 x 10‘4) 0.0015 (0.0014) | 0.0029 (0.0025)
kurt | 2.7910 (3.321) 2.9143 (3.156) | 3.1787 (2.8691)
skew 0.0105 (0.0098) 0.0100 (0.0113) | 0.0091 (0.0079)
N = (1000, 1000)
true b; | 0.25 0.35 0.15
by (B™™) by (B§™™) by (B§™™)
mean | 0.25001 (0.2489) 0.35005 (0.35005) | 0.150 (0.1499)
rmse | 0.119 x 107* (0.074 x 10~*) | 0.0015 (0.0013) | 0.0029 (0.0025)
kurt | 2.7910 (3.146) 2.9143 (3.09) 3.1787 (3.234)
skew 0.0105 (0.0098) 0.0100 (0.0054) 0.0091 (0.0123)

)
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Tableau 2 : Echantillon de distribution des estimateurs bAl, 6; et 6;, et b]

~

gmm’ bgmm et bgmm

dans le cas non minimum avec k3 = 0.85 et Ky = 3.

N = (100, 100)
true b; | 1 0.25 —1.65

by (B by (D) bs (B™)
mean | 1.0003 (1.0005) 0.2499 (0.2503) —1.6501 (—1.6498)
rmse 0.9229 x 1074 (0.9 X 10‘4) 0.00218 (0.002) 0.00079 (0.00062)
kurt | 3.2110 (2.763) 2.8942 (3.245) | 3.1787 (3.0985)
skew 0.0099 (0.0134) 0.0210 (0.0125) | 0.0081 (0.0099)

N = (500, 500)
true b; | 1 0.25 -1.65

by (D) by (3™ by (B§™™)
mean | 1 (0.999) 0.2499 (0.2508) -1.6502 (—1.65)
rmse 0.8589 x 104 (0.812 x 10*4) 0.00191 (0.0019) | 0.00059 (0.0005)
kurt 2.9902 (3.146) 2.6942 (2.885) 3.0840 (3.1328)
skew 0.0089 (0.0121) 0.0110 (0.0085) 0.0071 (0.0099)

N = (1000, 1000)
true b; | 1 0.25 -1.65

by (B by (B3 bs (b§™™)
mean | 1 (1) 0.25005 (0.2481) | -1.65004 (—1.65)
rmse | 0.8143 x 107* (0.835 x 10~%) | 0.00132 (0.0011) | 0.00055 (0.00043)
kurt | 3.002 (3.0904) 2.9941 (3.281) | 3.1840 (2.871)
skew | 0.0009 (0.0012) 0.0120 (0.0088) | 0.0069 (0.005)
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5.4 Conclusion

Ce chapitre présente de nouvelles approches pour prendre en compte des données complexes
de traitement de signaux non linéaires et / ou non gaussiens. L’originalité de ce travail a été I'in-
vestigation des propriétés asymptotiques de statistiques d’ordre élevé dans un contexte spatial.
Les propriétés de convergence des moments de troisieme et quatriéme ordre et les estimations
des cumulants ont été décrites et prouvées. L’étude a également présenté de nouvelles fagons
d’identifier un systéme & phase non minimale 2-D linéaire en utilisant des cumulants d’ordre
supérieur seuls et avec des estimateurs GMM. Une étude de Monte Carlo a conduit & un estima-
teur de b, un avantage majeur de ’estimateur donné par ’algorithme I est qu’il ne nécessite pas

d’estimateur cohérent préliminaire.

APPENDICE
Posons q = (¢1,¢2) et R = (g1 +1) (¢2 + 1), Pexpression de Cq, Ca, ¢; et ¢ sont :

Csy ((—q1, —q2) ,0) xC3y (q,q)

cr — C3y ((_QI7 —q2 + 1) ; 0) XC3y <q7 q)
1 - .

C3y ((O’ _1> 70) ><613y (q, q)

(R—1)x1
Ogy ((0, 0) ,0> XCE}y (q7 q)
o Cs, ((0,1),0) xC3, (g, q)
2 — .
Csy (q,0) xCy (@) )
C3, (q,q) 0 0 0
o _ : C3, (q,q)
2 2
CSy (q7 (07 1)) T te 03?4 <q’ q) 0 (R—1)xR

7
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C3,(q,0) C3,(q,(0,1)) ... C5,(q,q)
- 9 3, (a,0)
0 .. C3,(q,0)

RXR
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