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Introduction

D’une manière générale les données de survie mesurent le temps d’occurence d’un

certain événement. Ce dernier peut être la guérison ou la mort suite à la prise d’un

médicament dans le domaine biomédical ou la panne d’une machine en fiabilité. Mais

en fait ces données ne se limitent pas au domaine biomédical et à la fiabilité; elles ont.

été étendues il la sociologie, la criminologie, le marketing etc. Dos exemples concernant

les différents domaines d’application précités sont respectivement la durée d’un premier

mariage, le temps d’aveux d’un criminel et la durée d’abonnement à une revue (cf Lee

1994).

Cependant, l’observation de telles données ne peut pas toujours se faire d’une manière

complète ; l’exemple du temps de survie d’un individu atteint d’une certaine maladie est

assez explicite à cet égard. D’une part, le temps d’étude doit être fixé et le patient peut

décéder d’une autre cause que sa maladie (par exemple un accident), c’est la censure à

droite. D’autre part, le temps du début de la maladie peut être inconnu, c’est la censure

à gauche. Autrement dit les temps de survie, réellement observés, ne sont pas toujours

les véritables. Nous sommes en présence de données censurées et il est clair que c’est le

cas pour beaucoup d’exemples rencontrés dans la pratique. Pour cet exemple les données

sont, en même temps, censurées à gauche et à droite, c’est la censure mixte. Les censures à

gauche et à droite ne sont que des cas particuliers de la censure par intervalle puisque dans

ce cas on sait simplement que les temps de survie, des individus censurés, appartiennent à

un certain intervalle. Un autre type de méchanisme de censure est donné par les censures

progressives (cf Bordes 2002 et Avarez-Bordes 2002), dans ce cas on retire, au fur et à
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mesure, des éléments de l’étude ( pour une raison de coût ou autre). L’incomplétude

peut aussi s’exprimer par la troncature, une variable n’est alors prise en compte que si

elle est supérieure à une valeur donnée (troncature à gauche) ou inférieure à mie valeur

donnée (troncature à droite). Pour notre exemple cela peut vouloir dire que les personnes

dont la mort est antérieure au moment du début de l’étude sont automatiquement exclus

de 1 étude (troncature à gauche) et celles pour lesquelles la naissance est postérieure au

moment de la fin de l’étude sont aussi automatiquement exclus de cette étude (troncature

à droite).

La théorie de l’analyse de survie a pris naissance avec la parution de l’article fondateur

de Kaplan-Meier (1958) dans lequel un estimateur de la fonction de survie a été proposé

pour des données censurées à droite. Cet estimateur a inspiré beaucoup de travaux mais il

s’est avéré difficilement généralisable à d’autres types de données incomplètes (troncature

ou censure mixte). Des détails sur ce point sont donnes dans la thèse de Beck (2Ü0Ü).

Quant à nous signalons, tout de même, que l’estimateur de Kaplan-Meier a été généralisé

au cas où l’indicateur de censure n’est pas toujours connu, c’est à dire qu’on ne sait

pas, pour certaines observations, si elles sont censurées ou pas (cf Van Der Laan et

McKcague 1998). Un ouvrage de base sur les données de survie reste celui de Kalbfleisch

et Prentice (1980). L’usage des processus de comptage pour l’inférence concernant les

données incomplètes a été initié par Aalen (1975). Pour les développements récents, on

peut se référer à Andersen et autres (1993), Cocozza (1997) et Flerning-Harrington (1991).

Ces méthodes permettent de déduire rigoureusement et assez simplement les propriétés

asymptotiques des statistiques utilisées, propriétés qui étaient, pour certaines, inconnues

jusqu’alors.

L’introduction de covariables peut s’avérer nécessaire afin de tenir compte d’une cer¬

taine hétérogénéité entre les individus, l’hypothèse de variables indépendantes et équi-

distribuées n’étant pas toujours raisonnable. Dans l’exemple précédent, cela peut être

représenté par le sexe et l’âge. Les modèles les plus connus, dans ce cadre, sont le modèle

à hasaxd proportionnel (ou modèle de Cox introduit par cet auteur en 1972) et le modèle
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à hasard additif (ou modèle d’Aalen introduit par cet auteur en 1978). Dans le modèle

de Cox (respectivement d’Aalen) ces covariables agissent multiplicativement (respective¬

ment additivement) sur le taux de défaillance. Le modèle de Cox se prête bien au calcul

sur les fonctions de survie, sur lesquelles les covariables interviennent comme exposants

d’une fonction de survie de base.

Par ailleurs, la prise en compte de résultats antérieurs ou de dires d’experts peut se

faire par l’intermédiaire d’un modèle bayésien, on peut se reporter à Robert (1992) et

à Florens et autres (1990) pour l’étude de l’analyse statistique bayésienne. La théorie

bayésienne non paramétrique ou semi paramétrique a connu un essor considérable depuis

les travaux de Ferguson (1973 et 1974 ) qui a introduit l’a priori de Dirichlet, ce dernier

ayant eu un succès considérable. Cela étant dû à la facilité de son emploi, car dans un

cadre de modèle discret la famille des lois de Dirichlet est la conjuguée des lois multino¬

miales (cf Florens et autres 1998) ; dans un cadre général on s’y ramène en considérant

des partitions finies de l’ensemble continu des observations.

Dans ce cadre N. Gouget et J. P. Raoult (1999) ont étudié la mesure prédictive dans

le modèle bayésien de Cox-Dirichlet (la fonction de base du modèle de Cox est munie

de l’a priori de Dirichlet). Ils ont montré que cette loi est un cas particulier de ce qu’ils

ont appelé mesures régulières par portions. De telles mesures ne sont pas absolument

continues par rapport à la mesure de Lebesgue, mais leurs restrictions aux sous ensembles

caractérisés par des égalités et des inégalités strictes entre les observations le sont. Ils ont

effectué le calcul des densités ainsi définies dans le cas général d’une mesure régulière par

portions puis dans le cas particulier du modèle de Cox-Dirichlet.

Pour notre part, nous envisageons le calcul de densités prédictives en rajoutant diffé¬

rents types de censure à des observations toujours régies par un modèle de Cox-Dirichlet.

Nous effectuons les calculs dans le modèle de Cox conditionnellement aux valeurs des co¬

variables, la loi de base étant seule inconnue. Le travail effectué dans [15] visait à mettre

en place les calculs de densités applicables aux modèles, justifiés par des problèmes éco¬

nométriques, introduits dans les travaux de Ruggiero (1989 et 1994). Or dans la pratique,
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ce type de données est en général inévitablement censuré.

Nous commençons, au chapitre 1, par rappeler le processus de Dirichlet, le cadre gé¬

néral de l’analyse bayésienne dans laquelle nous nous situons ainsi que quelques résultats

sur le modèle de Cox-Dirichlet donnés par N. Gouget et J. P. Raoult (1999) puisque ce

fut le point de départ de ce travail.

Au chapitres 2, 3 et 4 nous étendons au cas d’observations aléatoirement censu¬

rées l’étude des mesures prédictives dans le modèle non paramétrique bayésien de Cox-

Dirichlet effectuée, pour des observations non censurées dans [15], la loi des points de

censure étant elle même régie par un modèle de Cox-Dirichlet indépendant de celui des

observations. Nous montrons que dans les différents cas de censure envisagés (à droite,

à gauche ou mixte), les mesures prédictives restent régulières par portions. Il en résulte

dmic une partition de l’espace des observations en parties contenues dans des sous es¬

paces vectoriels, sur chacune desquelles la mesure prédictive est absolument continue par

rapport à la mesure de Lebesgue. Nous calculons au chapitre 2, dams le cas de la censure à

droite, les densités ainsi définies. De plus un exemple de calcul de densité, en dimension 2,

est effectué dans le cas de la censure à gauche.

Quant au chapitre 5, l’extension y est effectuée pour des données censurées par des

constantes. Après avoir détaillé le calcul des densités en dimensions 2 et 3, le cas général

a été traité en donnant les densités restreintes à des sous ensembles des faces, ensembles

caractérisés par la fixation des variables censurées et comportant des égalités et des

inégalités strictes entre les observations non censurées.

Signalons que ce dernier chapitre est indépendant des chapitres 2, 3 et 4 et peut, de

ce fait, être lu avant ceux ci.
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Chapitre 1

Rappels

1.1 Processus de Dirichlet

L’introduction de ce processus, comme son nom l’indique, fait appel à la loi de

Dirichlet que nous rappelons ci après.

Soit {Zj)\<j<k des variables aléatoires indépendantes de lois respectives la loi gamma
k

de paramètres (aj,1) où Qj > 0 et Ylaj > 0- la loi de Dirichlet de paramètre (ax, a*),

notée ViQl a \, est la loi du vecteur aléatoire (Yi, ..., Y*) où Yj = pour tout j tel
gzj

que 1 < j < fc. Si ûj > 0 pour tout 1 < j < k alors la loi de (Yi, ...,Yk~i) est de densité :

j=i

t-i k-lr(Q! + ... + Qfc)
r(a!)...r(o4) ,=1

Vk-1)/(yi,-,î/fc-i) =
3=i

où Sk est est le simplexe :

Jt-1

Sk = {{ui,-,yk-i) ■ Vj > < O-
3-1

Soit S = (ai, Sk} un ensemble fini et Vs l’ensemble des probabilités sur S. p G
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k

Pk ) avec pi > 0 pour tout i et Pi —
i=i

1 (p, = P({ô,}). Si dansVs ssi p = (pi,
un modèle bayésien, l’ensemble des paramètres est Q = Vs, alors ce dernier est en

bijection avec le simplexe Sk- On peut donc munir l’ensemble des probabilités Vs de la

loi de probabilité de Dirichlet .....Uk). Cette dernière a la propriété qu'en observant //

variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées à valeurs dans S, si l’a

priori est P(Ql.....Qfc) alors l’a postériori (sachant qu’on a observé (aq, est P(a',.

où a' = oti + Card{j : Xj = s,}. Ceci veut dire que les a priori de Dirichlet constituent la

famille conjuguée des lois multinomiales, ce qui en facilite l’emploi.

Maintenant, au lieu de s’intéresser à une loi de probabilité chargeant un ensemble

fini, franchissons le pas vers une loi quelconque P sur R+. En ne s’intéressant aux valeurs

de P que pour certains intervalles formant une partition finie de R+, on se ramène au

cas fini. La transition de la loi de Dirichlet au processus de Dirichlet s’obtient alors en

considérant n’importe quelle partition comme suit.

soit Q* une mesure finie non nulle sur l’espace mesurable (3, A) et soit P un proces-

aus indéxé par les ensembles mesurables de A. P est dit processus de Dirichlet de para¬

mètre Q*et on note T>a., si pour tout entier k et toute partition mesurable (i?i, .... Bk)

de S (c.a.d. les (Bi) sont mesurables, disjoints et de réunion S), le vecteur aléatoire

(PBl, ..., PBk) suit la loi de Dirichlet î,(û*(Bi),...,û*(Bfc))- Nous allons décrire les principales

étapes de la preuve, de l’existence de ce processus, donnée dans l’article [9] de Ferguson.

D’une manière générale, si pour tout ensemble fini J les lois des vecteurs {PBJ , j G J}
sont données pour toute partition mesurable {Bj,j G J} on peut en déduire, pour tout

ensemble fini I, les lois des vecteurs {PA.A £ /} pour toute famille mesurable {.4,, i G /}
en posant :

p*. = Zp», (1.1)
jeJi

où
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J, = 0/ BJ c Ai}.
La condition suivante permet de satisfaire la propriété de compatibilité imposée par

le théorème de Kolmogorov.

Condition C
Pour toute partition finie mesurable {Dj,j G J} de S et pour toutes les partitions

{Jk , k G K} de J, les deux vecteurs

(P< u B.t.keKU'ÿPiB.i.keK)
J k jZJk

ont même distribution.

Proposition (cf [9])
Si pour toute partition finie mesurable la condition C est satisfaite et si pour toute

famille finie mesurable {Ani G 1} la loi du vecteur G /} est donnée par la formule

(1.1) de sorte que les lois des variables aléatoires soient indépendantes de leur ordre, alors

il existe une loi de probabilité V sur ([0, l])-4, (fin [0, l])®-4) engendrant toutes les lois en

dimension finie où fi H [0, 1] est la tribu borêlienne sur l’ensemble [0,1] et (fi H [0, 1])
est la tribu produit des tribus boréliennes sur [0,1].

Maintenant en revenant au cas particulier où (PB1
la. condition C est satisfaite du fait que si le vecteur {Yt, i G /}, pour- /

fini, suit la loi de Dirichlet de paramètres {ai}i G 1} alors pour toute partition {Ij, 1 <
j <1} del

A A

Psk) suit la loi de Dirichlet

CC*.....*......g «H»;
«e/i ie/| 16/1 ,ty'

ceci venant du fait que si Xx et X2 sont indépendantes de lois respectives r(ûi, 1) et

r(a2, 1) alors Xx + X2 suit la loi + a2, 1).

11



L’existence du processus de Dirichlet est ainsi établie.

En particulier pour tout ensemble mesurable A, P_\ suit la loi Bêta de paramètre

(a*(A), û’(AC)), donc :

a*(A) a'(A)a*(A‘))
(û-(3))’(û*(9) + 1)’E(PA) = var(PA) =o*(3)’

Il apparaît alors que l’espérance de la probabilité aléatoire P est une loi de probabilité

et que la masse totale de a* est un paramètre de précision. Le processus de Dirichlet met

donc du flou autour d’une loi centrale.

1.2 Cadre général de l’analyse bayésienne

En théorie de l’échantillonnage un modèle statistique est décrit par la donnée d’un

espace mesurable ( E,S) pour un nombre infini d’observations, appelé l’espace de l’échan¬

tillon et par la donnée, sur cet espace, d’une famille de probabilités indéxôe par un

paramètre d, noté {P#,# G 0}, et qui sont les distributions d’échantillonnage des obser¬

vations.

En statistique bayésienne, l’espace des paramètres 0 est muni d’une tribu A telle que :

V S G 3, l’application — > Pû{S) soit mesurable sur ( 0, A). Autrement dit l’application

P.(.) est une probabilité de transition sur 0 x S. L’espace mesurable ( 0,.4) est muni

d’une loi de probabilité /x, appelée loi à priori et qui exprime l’information disponible à

priori. Le paramètre 6 est regardé, dans ce cadre, en tant qu’objet aléatoire. Un modèle

statistique bayésien est alors la donnée de l’unique loi de probabilité n sur l’espace produit

(0x£,ÿ4®3) définie par :

= JAP»(S) dn(0)VAGAVSGG, TT(AXS)

12



La loi marginale de 7r sur l’espace (E,S) est dite loi prédictive, elle est donnée par :

VS €3, P(S)= f P#(S) dfi(9),
JG

Nous observons n variables aléatoires indépendantes strictement positives X\
.uiais non identiquement distribuées. Cependant les lois des (XJ sont les modifications

d’une même loi de base, à l’aide de coefficients multiplicateurs du taux de défaillance.*.

Autrement dit, il existe une loi de base V de fonction de survie F et une suite dé nombres

strictement positifs (c,)i<j<n de nombres appelés contraintes ou stress tels que la fonction

de survie de Xi soit FCi. Trois approches sont alors envisageables. Si une loi est spécifiée

pour F il s’agit alors d’estimer ses paramètres, c’est le modèle paramétrique. Dans notre

cas le modèle est non paramétrique dans le sens où F est complètement inconnue, de

nature non paramétrique, et que la relation liant les lois des (XJ à F est connue mais dé¬

pend de paramètres (cj. Dans ce travail, seule l’inférence relative à F est étudiée puisque

les contraintes sont supposées connues. Signalons qu’un troisième modèle, intermédiaire

entre les deux précédents, appelé modèle semi paramétrique consiste à ne spécifier aucune

loi pour F mais à représenter paramétriquement l’effet des covariables sur la survie.

Dans notre cas l’espace des paramètres est l’ensemble de toutes les lois de probabilité

sur (R+,#(R+)) sur lequel il faut spécifier une probabilité. A cette fin, ce qui se fait

classiquement, est de regarder une probabilité sur (R+,£(R+)) comme une application

de £?(R+) sur [0,1]. L’espace des paramètres est alors 0 = [0, , auquel il est d’usage

d’associer la tribu (B fl [0, l])®B(R+)( B fl [0, 1] étant la tribu borélienne de [0,1]. De plus

l’espace des probabilités P, caractérisées par leurs fonctions de survie G, est muni de l’a

priori de Dirichlet VQ. rappelé plus haut où o* est une mesure définie sur (RT,i5(R+))
de fonction de survie a. Rappelons que ceci veut dire que pour toute partition mesurable
(A,)i<i<m de R+, le vecteur aléatoire CPaJi<«<m suit la loi de Dirichlet de paramètre.*

(a*(Ai), ...,a*(Am)). En particulier pour toute suite strictement croissante de nombres

réels positifs (iq, . . . , um), la suite aléatoire G(tq), . . . , G(um) admet pour densité par

X„
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rapport à la mesure de Lebesgue sur R+ l’application :

m— 1r(Q0) +1-1 C>mf 1-1(yi>-,ym) Myi,--,y,JXVrnr(a1)...r(ûm+i)
«=i

(1.2)

où A = {(yi)i<i<m : 0 < ym < ... < yi < 1} et où

T désigne la fonction gamma eulérienne,

Qo = û*(E+), a: = a’QO,ÿ]), Q2 = a*(]«<!, U2]),. . . , am = a’(]'iim_ltum]),

ûm+i = a*(]nm,+oo[).

1.3 Modèle bayésien de Cox-Dirichlet

Nous reprenons, ici, quelques résultats de l’article [15] de N. Gouget et J. P. Raoult
qui nous seront utiles dans les chapitres suivants.

Soient Ti, . . . ,Tn, n variables aléatoires strictement positives indépendantes de fonc¬
tions de survie respectives G i, . . . , Gn, qui sont les modifications d’une fonction de survie

de réference G par la transformation suivante :

Vil<i<n,Vt>0, Gi{t) = [G(t)]c'
où c = (ci, . . . , cn) est un vecteur de nombres réels strictement positifs, c est supposé

fixé et on place sur G un a priori de Dirichlet Du- . Ce modèle est appelé le modèle de

Cox-Dirichlet.
La fonction de survie de la loi prédictive du vecteur (7\, . . . ,T„) s’écrit :

= J nGc'(i,)D„.(<iG)S(tu... ,tn) (1.3)

Afin de pouvoir appliquer la formule (1.2) pour le calcul de cette intégrale, rangeons

la suite (t,)i<i<„par ordre croissant et regroupant les éventuels ex aequo. Nous obtenons
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um) strictement croissante de longueur m < n.une suite (ui,

Notons dj la somme de tous les cx tels que U = Uj,

Soient ai,... , am+i définis en (1.2).

Alors

= Jp(,C(uj))d>Da.(<IG)S(t......t„)

« m+1 m m

i=i j=i j=i

r(a0)
r(tt!) . ..r(am+1)

où nous posons z0 = 1 et zm+1 = 0.

L’intégration se fait alors successivement selon zm,zm_i, ... , zj.

En utilisant le fait que

rwrw[ tp~L(u — t)q~ldt = uJ 0

P+9-1(Vp > 0, q > 0) r(p + g)

et en remarquant que l’intégration par rapport à dzj est donnée par :

711

où a(j) = Yÿ(ai+1 + dt)

il vient
1=3

frTWmaj) = r(ûo) fr r(a(j))
11r(aO') + a.j) r(am+1)llr(a(j) + a,)

r(ao),t„) = r(cn) . . . r(am+i) j=i
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Ce qui s ’écrit sous la forme

r(û(0)) ÿr r(g(tg,) + df)
r(Q(o) + d)llr(û(tai) + df+17s{t i, ... ,tn) = (1.4)

où :

•a — (tri,... ,crn) est une permutation réordonnant en croissant la suite (L)i<,<„

c’est à dire telle que la suite (taj)i<j<n soit croissante,

•d[ = f>ah avec <+1 = 0 et d = d[ = f>t.
h~i i=1

Ce résultat a été donné par M. Ruggiero dans [23]. Mais c’est N. Gouget et J. R Raoult

qui ont mis en évidence les propriétés de la mesure qui est associée à cette fonction

de survie. En effet cette loi prédictive n’est pas absolument continue par rapport à la

mesure de Lebesgue sur Rn. En revanche, ces auteurs ont fait apparaître une propriété

“d’absolue continuité par portions” qui est la suivante : considérons les sous ensembles

de Rn caractérisés par des égalités et des inégalités strictes entre les coordonnées ; si le

nombre d’égalités est n-f , un tel sous ensemble est une partie ouverte d’un sous espace

vectoriel de dimension i dans R". La restriction de la loi prédictive considérée à chacun

de ces sous ensembles est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue L

dimensionnelle. Nous renvoyons à [15] pour un calcul explicite des densités définies par

ces relations d’absolue continuité par portions.

Nous allons préciser cette notion de régularité par portions, le résultat fondamental

qui en découle et l’application de ce dernier au modèle de Cox-Dirichlet.

1.3.1 Définitions et notations

Dérivées partielles

Soit A une partie de Rfc et f une application de A dans R. Soit s = (.sq, . . . , at) une

suite d’entiers distincts dans {1, . . . , k}. La £ dérivée partielle à‘f de / est notée£>X,, ....
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daf. Elle est classiquement définie par la succession de t dérivations partielles aux points

dans l’intérieur de A, puis par un prolongement continu aux points de la frontière chaque

fois que cela est faisable.

Configuration d’ex æquo

Nous appelons ainsi toute suite de nombres entiers strictement positifs A = (Ai , . . . , A;)
i j

telle que JÿA j = n. Nous notons rij = (avec n0 = 0).
3=1 h=1

Ensembles et applications remarquables

Pour chaque n-permutation a — (cri, . . . ,an) et chaque configuration d’ex æquo A
■ us introduisons :

•le sous ensemble de Rn défini par :

ai-«y.s .....fit.. y# « UJ-1+1

Sa fermeture est

*î-«yiS*.:Y*€{l = --- = l».,,Vj6{l ≤
> — 1 * 1

est l’ensemble de toutes les suites dans R" qui peuvent être réordonnées en crois¬

sant par l’usage de la permutation a et dans lesquelles il y a exactement / blocs d’ex

aÿquo qui, lorsqu’on les recense en croissant, ont les tailles successives Alt . . . , A;.

Pour A = (1, . . . ,1), la suite de longueur n dont tous les éléments sont égaux à 1,
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nous obtenons le sous ensemble noté Aff :

: Vj G ,n- 1} taj < t„j+l JAa = {(U)1< i< n

la. fermeture de Aa est :

Aa - |(ti)i< : Vj € ,n- 1} tC} < t„J+1}ï< n •

Si cr est la permutation identité, nous obtenons l’ensemble noté

Ax — :Vj 6 = . . .= tnj , Vj G ,/ - 1} <i< n

Si en même temps À = (1, . . . , 1) et a est la permutation identité, nous obtenons l’en¬

semble noté

: Vj e ,n- 1} tj < fJ+1}Ain — |(*i)1< i< n

et sa fermeture

:Vj£{l.....n -!}(,< }= {('.)Âm 1< i< n •

•la variété linéaire :

pi = {(*,) Vj £ ,/} Vi £ Jj V( € Jj.t, — ij'j.1< 2< n
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."A Jj - {i : rij -î (i) < rij}, avec pour a la permutation identité,< a-i

— *< n Vj €{!,•ÿ• ,0 ,tnj_l+i — . . . — fn>|pX

•l’application 0* de R' dans Rn :

qui à chaque x = (xj)i<j<i fait correspondre la suite t = (t;) telle que pour tout

i et tout j :

ti = Xj o rij-i < (a~l)i < rij,

où <T— 1 est la permutation inverse de a.

<Pe induit une bijection de R1 sur la variété linéaire et une bijection de A1J(resp
,Â.;) sur A* (resp Â* ).

Dans (fi* on omet A si A = (1, . . . , 1), de même on omet a si a est l’application identité
l

•la fonction de survie réordonnée :

Soit fj. une mesure positive et finie sur R" de fonction de survie S et soit ça la

restriction de 4>a à Â,n. L’ application définie sur Âln par :

Sa = S o <f>a est la fonction de survie réordonnée de la mesure /2.

Mesures régulières par portions

Nous appelons ainsi toute mesure finie sur Rn telle que, pour toute n-permutation <7,

la restriction de sa fonction de survie, S, à Aff notée Sa, admette la n-dérivée continue

di .....,nSa.
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1.3.2 Résultats

- Si t = <px(xi,... ,xt) où E A*, alors t = (x[Al1,... , xjAil) où xjAil désigne

la répétition, Ai fois, de Xi et la formule (1.4) s’écrit :

r(q(0)) A rjajxÿ + ej)
rÿoj + djjlrtaÿj + cÿ) (1.5)5(0 =

où

ej — — S C°h
/i=nj_i+l

- Si y = (ÿi,... ,y„) 6 Âin alors

r(q(0)) fr r(Q(yi) + df)
r(û(0) + d) f={ r(a(y.) + df+1)Sa(y) = S(<pa(y)) = S{ya-1(1),... ,y„-»(n)) =

Si s = (s'i , ..., Sk) et si a est dérivable on obtient alors :
k

d.{Sa)(y) = Sa(y) n a'(ySj)[(LnTy(a(ySj) +
j=i

-(Lnr)'(û(ySj)+ÿ+1] (l.C)

Lemme 1(cf lemma1 page 322 de [15])
Soit v une mesure positive et finie sur ]M, N[2 et soit (S', S") le couple de ses fonc¬

tions de survie réordonnées, soient a et b (avec M < a < b < N) tels que S' et S”

soient continues et qu’il existe les dérivées diÿS' et d\ qui soient continues sur

A' = {(x',x")\a < x' < x" < 5} . Soit v* la mesure définie, pour chaque sous en¬

semble borélien A de ]AI,N[, par v*(A) — u({(t,t)]t € /1}) et soit 5* la fonction de

survie de v* . Alors S* admet une dérivée continue dS* sur ]a,&[, avec :
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dS*(x) = (02S'-diS")(x,x) = (Ô15/-Ô25")(X,x) (1.7)

Résultat fondamental sur la mesure régulière pair portions

Le théorème 2 de [15], que nous redonnons ci dessous, explicite pour chaque Aa,
'associé à une configuration d’ex æquo A = (Ai,... , A/), la densité d’une mesure régulière

par portions, relativement à la mesure de Lebesgue sur PA. Il met en particulier en

évidence qu’interviennnent des dérivées partielles de fonctions déduites de la fonction de

survie S par permutations, c’est à dire des termes du type daSa et ce uniquement pour

certains couples (s, cr) ; ceux ci sont indexés par l’ensemble des suites de 0 et 1 de longueur

n — l, décomposés en sous suites de longueurs Ai — 1, . . . , A/ — 1, soit a = (ai, . . . , a„_/) =
((am)i< m< A j — i ) i< j< i ■ Ces couples sont donc notés (s(a),a(a)).

Théorème 1 (Gouget-Raoult cf [15] page 331)
Soit p. une mesure régulière par poriions et soit A = (Aj)i<j<i une configuration d’ex

æquo. Notons Ax = {0, 1}
rapport à la mesure de Lebesgue.sur F* la fonction g.x définie par :

n—l . Alors la restriction de p à AA admet pour densité par

(1.8)

j
où, si on note a = ((a£ji< m< AJ-I)I< j< i, nous obtenons, avec nj = ]CA/, :

I A,-— 1

•q(a) = n - £ Z ai
j=l m=l

/i=l

Aj-1

•3(a) = (Sj)i< J< I, avec sj = 1+ n_,_i + Z °m
m=l

21



•<7{a) est la permutation inverse de r(a) qui se décompose en sous suites de longueur

Ai, ... , A/ sous la forme ((rÿ)ÿ „< AJI < j < i, avec

1/-1

= rij-i + 1 + ]Ta{ + (1 - aJj(Aj - i/).
u=i

On remarque que ce théorème porte sur des sous ensembles de R" qui sont des suites

croissantes d’observations. Le cas général (parties A*) s’en déduit par permutation et

nous l’expliciterons dans le cas du modèle de Cox-Dirichlet à censures aléatoires à droite.

Application au modèle de Cox-Dirichlet

L’expression de S, donnée à la formule (1.4), montre que la mesure prédictive associée

à cette fonction de survie est régulière par portions, le théorème1 lui est donc appliquable.

Après avoir explicité dans ce cas les termes dsSa, donnés à la formule 1.8 du théorème 1,

Gouget et Raoult dans [15] ont déduit le résultat suivant.

Théorème 2 (Gouget-Raoult cf [15] page 335)

Soit p la loi prédictive de la distribution de n durées de survie dans le modèle de

Cox-Dirichlet, avec la suite de contraintes c = (c,)i<t<n et l’a priori de Dirichlet défini

par la mesure a* de fonction de survie a qui est continûment dérivable sur R+. Soit

A = (Aj)i< j< i une configuration d’ex æquo, selon laquelle nous décomposons la suites

de contraintes c en l sous suites successives (c£) i< „< A, ! nous introduisons les sommes
t K

partielles supérieures de contraintes ej — h-j v-\

Alors la restriction de p à Ax admet comme densité par rapport à la mesure de

Lebesgue sur la variété linéaire Px, la fonction gx définie par :

r(ao) rsViA‘'.....*.M) = (-!)'ÿ HBÿCÿXJ)r(a0 + e1)j=i
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avec

= r(a(zj) + ej)
r(a(zj) + ej+1)Bj(xj) a'{xj)

et, Vxj-i désignant l’ensemble de tous les sous ensembles de {1, . . . , Xj — 1} ,

Cj(xj) —
E (-l)Car“ "[(inr)'(a(xj)+eJ+I+4 + £ ci)-(Inr)'(a(xj)+eJt,+ £ 4)1

M&PXj-1 v € AI u € AI
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Chapitre 2

Calcul des densités prédictives dans

le modèle bayésien de Cox-Dirichlet

à censures aléatoires à droite

2.1 Le modèle

On observe n variables aléatoires strictement positives indépendantes, de la forme,

T{ = inf(Tu, . . . , Tiim) = Titl A ... A Tijn,

les variables Ti>k (1 < k < m) étant elles même indépendantes et, pour tout k, le vecteur

aléatoire (Thk)i< ,< n étant lui même régi par le modèle bayésien de Cox-Dirichlet étudié

dans [15] et rappelé au chapitre précédent. De manière précise, il existe une famille de

fonctions de survie de base, (Gjk)i< *< m et une famille doublement indexée de contraintes

strictement positives c = (ciik ) i<i<„ , i<r-<m de telle sorte que la fonction de sur-vie de Ti k

soit G*'*. D’autre part chaque famille de lois de base est munie d’un a priori de Dirichlet

PQj, caractérisé par une mesure finie sur R+ dite mesure de Dirichlet, de fonction

de survie ak ( i e. ak(t) = Qÿ(]t, +oo[). Rappelons (voir formule (1.2)) que cela signifie
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nue pour tout k et pour toute suite finie strictement croissante de nombres réels positifs

,us), la suite aléatoire (1 - Gk(ui),Gk(ui) - Gk{u2),... ,Gk{us-i)- Gk(us) )
admet pour densité par rapport à la mesure de Lebesgue sur Rs l’application :

r(ao,fc) ny?'k 1 x (! - 5j/0“,+1,fc 1 Wyi, • • • , ya)(&»••• ,ys) r(ai,*) . . . r(as+i,fc)Al i=l

OÙ,

As = {(yi)i<i<*/Vz : 0 < yi < 1, yÿyi < 1},
i=l

a0,fe = a£(IR+), ahk = aÿQO,ÿ]), a2,fe = û£(]UI,U2]), . . . ,as,* = a£(]us_i us]),

'-«+i,k = «fc(]w„+oo[).
Nous supposons enfin que les m fonctions de survie de base sont a priori indépen¬

dantes, autrement dit (Gk)\< k< m est muni de l’a priori
fc=i

Ce modèle peut en particulier être utilisé si les variables Titl sont des durées de vie

indépendantes, subissant chacune m — 1 censures à droite Ti 2, . . . , Ti<rn. C’est pourquoi

nous l’appelerons modèle bayésien de Cox-Dirichlet à censures à droite multiples et in¬

dépendantes . Le modèle ainsi obtenu pour les variables T* n’est plus un modèle de Cox.
Nous allons établir qu’il possède cependant encore (si les fonctions ak sont continûment

dérivables) la propriété d’absolue continuité par portions et expliciter les densités corres¬

pondantes.

2.2 La fonction de survie prédictive

La fonction de survie prédictive s’écrit :
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Sc(t)= fl /n(Gk(ti)r *Val(dGk)
fc=l J t=l

(t = (ti)1< i< „)

Chacune des intégrales de ce produit est de la même forme que la survie prédictive

donnée dans les travaux de M. Ruggiero dans [23] (voir formule (1.3)). D’après [15] elles

admettent donc toutes une n-dérivée continue sur chaque partie Aa si les fonctions ak sont

continûment dérivables , et il en est donc de môme de Sc. La loi prédictive des n durées

de vie dans le modèle de Cox-Dirichlet à censures à droite multiples et indépendantes est

donc régulière par portions. La formule (1.4) permet d’expliciter Sc. On obtient :

r(Qo,fc) TT r*(Qfc(tgj +
+ «ÿ>,»)SM = n (2.1)r(a0,fcJfc=l

où

•ûO,FC = ctfc(0) ( masse totale de a*k )

•a = (oq, . .. , <7„) est une permutation telle que la suite (tffi)i< * <„soit non décrois-

sante.

•di,k = £C<d>0 ,k ; dn+l,k = 0
h=i

•dk = dïk =
i=l

2.3 Calcul des densités

Pour appliquer le théorème 1 à la fonction de survie prédictive donnée en (2.1), il nous

faut expliciter ôâ(0)(5'c)a(û). Rappelons que pour tout s = (si, . . . , st) et tout a, l’existence

de ds(Sc)0 et sa continuité sont assurées par l’hypothèse de continuité des dérivées a[.
Des simplifications interviennent dans 3s(a)(Sc)ff(a), que nous allons présenter en oinet-

\cuit temporairement l’indexation par a. Tenant compte de la configuration d’ex æquo
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(Ai,... ,À;), nous sommes amenés à considérer t = (xÿ1',... , arjA<ÿ ) , où x[A‘* désigne la

suite composée de A* termes tous égaux à x,. Nous utilisons le lien entre s(a) et A indiqué

au théorème 1. A cet effet, nous reprenons la formule (2.1) en utilisant la simplification :

iFr r(oo,*) EN*,.*ff).r(a0,k + dk)k=i

avec

$ ,(x. c a) = TT rM*j) + ejtk)

où

ej,k — dnj_1+ik — coh,k
h=nj-i +1

Par ailleurs, pour yi < y2 . . . < yn,

m r(Qo.fc) TT + d°k)

k=ï
r(Q0 ,k + dk)f=\r(ak{yi) + <+1J

et

d,(S'),(yu... ,y„) = (Sc),(yu... ,ÿn)Il{jC0*(ï*j)
En remarquant que, pour tout j tel que 1 < j < l,on a rij-x < Sj < rij nous obtenons :

iFr r(«0,*) n*,<*,.*F(ûo.fc + dk)
j=lk=l

OÙ
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m
Vj(xj,c,a,s) = J2a'k(xi) [(ÿr)'(ûfc(ÿ) + <ÇJlfc) ~ (Lnr)'(Qfc(ij) + <J+U-)] ■

k= î

Nous remarquons que vu la forme de <x(a), qui ne modifie que des indices du même

bloc d’ex æquo, eJifc s’écrit :

Hk = Y Ci,k-
i=rij- i+l

Avec la convention ej+iÿ = 0 pour tout A:, il vient :

— + ej+l,k
h=$j

En nous inspirant de la preuve du théorème 2 de Gouget-Raoult, nous allons écrire

en fonction de a = (aj)i< j<i où aj = (afji< m< Aj-i- Pour cela, il est pratique de

décomposer les suites de contraintes c* = (Ci,k)i< »< m pour chaque 1< k < m, en / blocs

selon la configuration d’ex æquo A comme cela a été fait pour la permutation r(a) dans

l’énoncé du théorème 1. Nous notons :

ck = (ci)lÿjÿl
Il vient alors :

Cik ~ (Ciu,Jfc)l< Aj °Ù cJu.fc — Cnj-i+iu,k-avec

l Ah
ei,k =

h=j u»=l

De même nous décomposons la permutation cr(a) en l permutations cr(aj) où

est la permutation sur l’ensemble {1, Aj}, impact de a(a) sur {nj-i + I, Ceci
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veut dire que :

Vwe {1, ... ,Xj}

(cr(aJ))w = (cr(a))nj_1+w - rr,-

Pour s = s(a) et a = cr(a), ds(Sc)a(xÿy*, . . . ne dépend de a qu’à travers les
ni rij

termes bj>k(a) = C°HM et b'jk(a) = £ C°K* qui s’écrivent avec nos notations :
/l=Sj+lh=Sj

b'j>k(a) =
it=3j+l— nj_i

et

bjAa) - ~ b'j,fc(°) + C’a(ai)sj-nJ-l,k
W=Sj —Tlj-l

~1r(a) étant la permutation inverse de er(a), nous avons (<r(a->))

l'impact de r(a) sur {rij_i +1, ...,7ÿ}. 6' fc(a) apparaît alors comme la somme de tous duk
.nour u vérifiant (r(aJ))„> Sj - nj_i et bJ}k(a) est la somme de b'jk(a) et de dv. k avec vj

vérifiant (r(aJ))J/j = Sj — rij-i.

Le théorème 1 montre que pour tout 1 < v < Xj, nous avons :

= T(üJ) qui est

j/— 1

r(aJ)„= 1 + Yÿau + U ~ al)(\ ~ ")
U=1

(Puisque T(aj)v = r{- n.,_i)
et
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V;1
Sj - nj_! = 1 + <ÿ

m=l

Pour la comparaison de r(aj)t/ et de Sj — nÿi, nous distinguons trois cas :
v—\

- v — \j alors = 1+ Yaÿ ~ sj ~ nj-u l’égalité voulant dire que i/j — Aj.

- v <\i et ai, = 0 alors
u=i

V1
T(a>)v - ( Sj - Tlj _x) = 1 + Yau +\~ v - (1 + Y a™)

Aj-1
= A . - V - Y ûm >\~ » ~ (\ ~ 1- ") > 0.

m—u+l- u < Aj et ai = 1 alors

i/-i

U=1 m=l

V1
T{a’)u - («j - ™ -l) = 1 + Yau - (1 + Y a™) = _1 “ Y flm< 0.

Notons, comme dans [15],

A,-lv—1

ti=l m=1 m=i/+l

M(aj) = {v : l < v <\j, al — 0}

il vient :

i/£A/(aJ)

et

M°) = bj,fc(a) +

A,-lNous remarquons que, l’ensemble des (aj) étant l’ensemble {0, 1}

l’ensemble des M(aj) est l’ensemble de tous les sous ensembles de {1, . . . , Aj — 1} noté

tout entier,

-i-

D’autre part l’exposant q(a) utilisé dans l’expression de la densité au théorème 1
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s’écrit ici :

i A j-1 /

q(a) = l + ]T]T(1- ai) = l + M(a>).
j=1m=l j=l

Nous substituons maintenant aux ds(Q)(Sc)CT(a), dans la formule donnant gx au théo¬

rème 1, les expressions des ds(Sc)a que nous venons d’obtenir. Nous appliquons la formule

de distributivité générale, qui se présente ici sous la forme :

i i

E E
(al,...,a‘)€Ax J=1 j=iajeAx’j

l
avec J4A = f]{0, 1}À> 1 et Ax’j = {0, 1}Aj_1

i=i
Nous arrivons alors au résultat suivant qui généralise le théorème 2 de Gouget-Raoult,

ce dernier correspondant au cas m — 1»

Théorème 3 Soit p la loi prédictive de n durées de survie duns le modèle bayésien de

Cox-Dirichlet à censures à droite multiples et indépendantes. Les fonctions de survie

des mesures de Dirichlet sont supposées continûment dérivables. Soit À = (Aj)i< _,< ;

une configuration d’ex æquo, selon laquelle nous décomposons les suites de contraintes

Ck = {ci,k)i<i<n en l sous suites successives (c[)i< j< ; avec cj. = (cj,fe)i< u< x} , nous
I Xh

introduisons les sommes partielles supérieures de contraintes e3ÿ = fT Ylct,k-
h—j J>=1

Alors la restriction de p à AA admet comme densité par rapport à la mesure de

Lebesgue sur la variété linéaire Px, la fonction gx définie par :

iFr r(a0,fc)... .rrP'1) = (-l)'n Y[BAxi)ci(x> )r(ûO,A: + el,fc)
fc=l 3=1
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avec

et, "Pxj-i désignant l’ensemble de tous les sous ensembles de {1, ... , \j — 1}

£ (-i)c"dN£ad*j)xCj(xj) -
A/e-Pxj-i|dnDW*/)V«w,ÿ + £ («„(*,)+*,„*+ £ <,)]ÿ

v G A/ vGA/

Le théorème ci dessus fournit l’expression des densités uniquement pour des suites

fc=i

croissantes d’observations, en mettant en évidence le rôle des ex æquo. Le corollaire

suivant étend ce calcul à toutes les parties A*. Il s’établit en remarquant que la densité

a* sur A* s’obtient en appliquant le théorème 3 à la probabilité déduite de la loi prédictive

par réarrangement croissant des coordonnées, autrement dit à la fonction de survie :

(fi,... ,tn) Sc{t(a~1)i ! • • • iÿa-qn)-

Corollaire 1 la restriction de p à A* admet comme densité par rapport à la mesure de

Lebesgue sur la variété linéaire Pf, la fonction g* définie par :

ir(ao,fc).....<„) = (-i)'U HBÿXJCÿ),r(û0,fc + ei_fc)*=1 j=l

iemeoù Xj est la valeur commune des observations t , appartenant au j

une fois rangées en ordre croissant, pour tout j et tout k les contraintes cJu k sont celles

relatives aux observations apparienant au j

croissant et Bfixj) et Cj(x.j) sont définis comme au théorème 3.

bloc d’ex æquo,

bloc d’ex æquo, une fois rangées en ordre
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Exemples. Nous reprenons dans notre cas, les exemples donnés dans [15], c’est à dire

que nous écrivons les expressions de Cj(xj) pour Xj = 1, Xj = 2 et Xj = 3.

1) Xj = 1

Cj{xj ) = \(Lnr)' + ej+i,k + 4,k) - (LnV)\ak(xj ) + eJ+1|fc)l
k=1

2)Xj=2
m

Cj(Xj ) = + ej+hk + d2k) ~ [LnT)' (ak(xj) + eJ+hk)
fc= î

-(Lnr)'(afc(xj) + ej+hk + d2k + cJlk)
+(LnT)' (ak(xj) + ej+l>k + t\k)\

3)A j = 3

Cj(xj ) = + ej+1<k + éi k)- (Lnr)'(a*(*j) + ej+l>k)
k—1

—(LnT)' (ak(Xj) + ej+hk + d3k + d2k)
+(LnT)' (ak(xj) + ej+hk + d2k)

-(LnT)' (ak(xj) + ej+l<k + dik + c\ k)
+(LnF) (ak(xj ) 4- ej+itk + c[ k)

+(LnT) (ak(xj) + ej+hk 4 d3k 4 dîk 4 dl k)
-(LnT)' (ak(xj) 4 ej+hk 4 d2k 4 c[k)}.
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Chapitre 3

Mesures prédictives dans le modèle

bayésien de Cox-Dirichlet à

Censures aléatoires à gauche

3.1 Le modèle

On observe n variables aléatoires de la forme :

Ti = sup(Tj,i = Tit i V Tii2>

où les 2n variables aléatoires (Titk) (1 < k < 2) sont indépendantes et où, chacun des deux
' vecteurs aléatoires (Tiik, . . . ,Tnk) est régi par un modèle de Cox-Dirichlet. Ceci veut dire

qu’il existe deux fonctions de survie de base Gi et G-i et une famille doublement indexée;

de contraintes (c1)fe)i<i<n,i<*:<2 de telle sorte que la fonction de survie de Tl k soit

D’autre part, chacune des deux lois de base Gk est munie d’un a priori de Dirichlet ,

la fonction de survie de a*k est notée ak. On suppose enfin que les deux lois de base sont

a priori indépendantes.
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3.2 Fonction de survie prédictive

La fonction do survie prédictive s’écrit :

Sc{tu. . . ,tn) )ÿ

Le produit à l’intérieur de cette intégrale vaut :

E
1 nj=z, i nK=z, J nK=0

J U J U A'={1,... ,n}

iel jG J fcGA'

L’application du théorème de Fubini donne alors :

./TI FI ( - 1 )' WA (>T‘(/je? 1 (/,rA.. (</(;. jTSr(fl,-.. - l , J,A ( {I H}
l nJ -z, l ni< 2, j i \i\ u

/ U ./ U l\ { 1 .... ,/i }

u y Ai. K

JTI 0 C™{tj)C?*(tk)T>u.(dC,)
j£j A.GA'

E (-1)tWA'/ n GÏ'itJVÿdGÿ j ri Gct:i {t j)VtrXdG-,)
jCJuK

l nj=2 , y nK=0, J nA'=2
J U ./ U K ,n}

teiuK

On obtient ainsi Sc à partir de sommes et de produits de fonctions du type.

R£ — *R+

I HGÿtJV'JdG),
J iei'

i.ti)i£l'— •

où V C {1,... , n}.
On retrouve la forme des intégrales apparaissant dans la formule (1.3) de sorte que

chacune d’entre elles possède une /'-dérivée partielle continue sur A,,. Il en résulte que
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Sc admet eucorc nue {1,... ,n| -dérivée partielle continue sur A„, dont, le calc ul

sur la remarque élémentaire suivante :

repose

Soit /, J, K une partition de {1, . . . ,n} induisant la décomposition de toute suit e .r de

IR" en 3 sous suites xi,xj et x ; soit par ailleurs une fonction ip définie sur et une

•w.iction '1' définie sur R'/uK ; soit Ç R" tel que </> admet le en ./ /u/v- une / U K -dérivée

partielle djuxp et vp admette en XJUK une ./ U /v'-dérivée part iclltÿ ; alors

3i,...,„[<ÿ(x/,a:K)'ï,(x./,3:/v-)] = d/uK<p(x/, xK)djÿ(xj, xh) + D, <ÿ>( .r, , :v h- )0jXJI< '1' ( x.j , .rt< ) .

(3- 1 j

Nous allons maintenant expliciter Sc en appliquant la formule (1.4)
Sc(tu... ,in)= E (~j)r

I,J,KÇ{
l nj=a, / nK-z, J r\K=0

I u J U K={l,...,n}

b j,K n
jçjuK

■�(��(<(.,,.)IQ.K)’arit K «j,J< n
ie/uK ‘ÿ(a.ll(.l,1)+cf,V#ilc)

1'(‘VUwji+'ÏÏ.K)
)I

où,

• =Vÿÿÿ-iryy hj< =
Ié/UK

•cTi est une permutation sur l’ensemble /U/C telle que (/<„,), )«C/UA soit non décrois-

i,(«»a(a))

JÉJUiv

santé,

•<r2 est une permutation sur l'ensemble ,/U/C telle; que {I(O2)J)JC-MJI< soit non décrois¬

sante,

•Cl) cj,jj< — 5Z >/.-,A"
/, > n>i

ILÇJUKheiuK

Pour I. € A„, S,.(li, . . . ,/,,) s’écrit. :
l t < )- 1Car ilK >i.l,KE (-U ««.K ri

16 /UK
,tn) = )

- 1 >. t l./.K
/ nj=£3, 1 n/\=0, J r\K=0

I U J U K ={ 1,... ,11}
r(«ï(q)(-o» )n

jeJyjK
)

) J 1 l./.K
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avec

Ch,K~ 51 Cok' Dh,K ~ 5Z d<J»
h>i h>i

h£luK heJuK

car a rangeant en ordre croissant la suite (<i, . .. , tn), elle va aussi ranger.en ordre crois¬

sant toute sous suite de (tlt . . . , t„), de sorte que :

CZI,K -Cï),K > et ~

Pour le calcul de dsSa(ti, . . . , £n), tenant compte (voir ( 3.1)) du fait que pour i € K, ti
apparaît deux fois dans les produits, nous obtenons alors :

,(„)= £ (-i)c
1 n}

/ nj=0, / r\K=0 , j nA'=0
/ U J U K={1,... ,n}

n «[(t.MLnrnaÿ) + qa_1Wi/)K) - (Lnryca,ÿ) + Cf,.
»ic€/n «i(<J[(LnP)'MÿJ + Dla.l)akAK) - (/,«r)'(«2(/aJ + c("_lw ( M/.)]
afc€7

n {ai(«..)[<£nr)'(a,((..) + Cf„-, - (inr)'(a,(i.J +
+a2(ÿk)[(-b«r)/(û2(ÿ#*) + D°a-i’)ak J K) — (Lnry(a2{tak) + +

ardK &I,K bw

ie/uA'

qÿ+i././v

qui existe et qui est continue si les dérivées et aj existent et sont continues.

L’application du théorème 1 devrait alors permettre le calcul des densités. Cependant,

les calculs pratiques s’avèrent très compliqués. Cette difficulté est mise en évidence par¬

le calcul de la densité sur la diagonale dans le cas n = 2, qui est détaillé dans l’appendice

et dont l’expression est donnée par :
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° — In Ac(x) - \n A0{x) + In ACl{x)}
+b §g[ln Bd2(x) - \nBd(x) - lnB0(x) + ln Bdl(x)]
+° W)b W){lnAc*W ~ 111 A°(x) + lnBd2(x) - ln Mx )

— ln Ac(x) + ln ACl (x ) — ln Bd(x) + ln Bdl (x)]'
+a Mxj Bÿ(ï)(Sÿ(ü) + üd11(o))ÿn Ac{x) — lnAcl(x) — lnAC2(x) + ln

+b + B*(*) - toBi,w-1»S*W + InBo(x)]'

X — »•

où c = Cij + C2,i, d = ci,2 + C2,2, Ah(t) = r(ai(i) + h), Bh{t) — r(a2(t) + h),

_TM0)L
T(a,(0) + cY b

r(q2(0))
r(a2(o) + d)
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Chapitre 4

Mesures prédictives dans le modèle

bayésien de Cox-Dirichlet à censures

aléatoires mixtes

i

4.1 Le modèle
<

Si Ti est la variable d’intérêt, To est la variable de censure à droite et T3 est la variable

de censure à gauche, alors la définition de l’observation doublement censurée peut être

prise soit comme

Xg = inf(sup(Tl T3), T2) - (2i V T3) AT2,

soit comme

X, = sup(inf (Ti, T2), T3) = (Tj A T,) V T3,

selon que la censure initiale est celle à gauche ou celle à droite. Puisque Xd = (Tj VT3) A

(T2 V T3), on a toujours Xd > Xg et il apparaît que, si T3 < T2, alors Xg = Xd et il
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n’y a plus d’ambiguïté sur l’observation. Mais supposer ce lien entre les deux variables
de censure compromettrait l’hypothèse de leur indépendance. Ceci nous conduit à la

considération d’un troisième modèle, dit symétrique, où les censures à droite et à gauche

sont assurées respectivement par T2 V T3 et T2 A T3 et où donc l’observation est

X, = [Tx V (T2 A T3)] A (T2 V T3) = [Ti A (T2 V T3)] V (T2 A T3).

On remarque qu’on peut reécrire Xg (resp Xd) sous la forme équivalente :

X, = (Ti V (T2 A T3)) A T2 (resp Xd = (T A (T3 V T2)) V T3).

Les dernières formules donnant Xs, Xg et Xd ont mis à chaque fois en évidence un couple

(l/2,U3) tel que t/2 < f/3, et l’observation est censurée à gauche par C/2 et à droite par

C/3, sans qu’il soit besoin de préciser quelle est la censure initiale.

Si pour tout k, tel que 1 < k < 3, G* est la fonction de survie de la variable aléatoire

Tfc et si les variables (Tk)i< k< 3 sont indépendantes, on obtient alors les fonctions de

survie des trois modèles ci-dessus.

4.1.1 Modèle symétrique

P(XS > t) — (G1G2 + GIG3 + G2G3 — 2GIG2G3)(ï).

4.1.2 Modèle à censure initiale à droite par To

P(Xd >t)= (G3 + GXG2 - GIG2G3)(ï).

4.1.3 Modèle à censure initiale à gauche par T3
P(Xg > t) = (GIG2 + G2G3-GiG2G3)(t).
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4.2 Echantillon de taille n

Soit (Tlifc)i<i<„i i<jt<3 une famille de variables aléatoires indépendantes, où pour tout

k tel que 1 < k < 3, le vecteur aléatoire (Tlifc, . . . ,Tnÿ) est régi par un modèle de Cox-
Dirichlet. Ceci veut dire qu’il existe trois fonctions de survie de base G\,G_» et G3 et

une famille doublement indexée de contraintes c = (ciik)i<i<n, i<k<3 de telle sorte que la

fonction de survie de Ti<k soit Gck,,lc . Par ailleurs chaque loi de base est munie d’un a priori

de Dirichlet DQJ, caractérisé par la mesure positive finie a*k de fonction de survie notée

ak. On suppose enfin que les trois lois de base sont a priori indépendantes. Les différents

modèles ci dessus donnent lieu aux calculs que nous présentons maintenant.

Dans chaque cas on obtient, comme dans le cas de la censure à gauche, la fonction de

survie à partir de sommes et de produits de fonctions du type

/flGCi{U)Va.(dG),
J te;'

d’où il résulte que Sc admet une {1, . . . ,n}-dérivée partielle continue sur chaque et

donc est régulière par portions.

4.2.1 Modèle symétrique

Ici l’observation d’indice i est :

Ti = [Titl A (Tl# V Tjÿ)] V (Tii2 A 7-,3).

La fonction de survie prédictive s’écrit alors :

\\-Du:(dGk)
k=1
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(-2)c“rdi/nn n
inJ=0,/nK=<H,ir\L=0

Jnif=0,jnL=0,ATiL=0
/UjuK'UL={l,...,n}

ieijeJkeKieL

(G?aGîu)(tt)(G?-,ÿ-JGÇ',)(«,)ni>.;(<«3*)
/ n G?J(t,)®.i(<IGi)CardLE (-2)

/,J,/f,Z.Ç{l n}
/nj=0,/nK'=0,/nL=0

Jn/c=0,JnL=0,ATU=0
/UJUKUL={1,... ,n}

ieluJuL

/ n arÿvÿdGi)
jeluKuL

! n G?‘(h)VÿdG,).
kzJuKuL

4.2.2 Modèle à censure initiale à droite par T2
Ici l’observation d’indice i est :

Ti — {Titi V Tii3) A (Tii2 V Ti)3).

La fonction de survie prédictive s’écrit alors :

= [ +or - Gr'G?îGr>)((i)np.;(<(Gt)
J j=i jt=i

/nn n

Se(tu...,tn)

CardKE (-2)
i,J,KÇ{1.....Ti}

/nJ=0,/nA'=0,jnK=0
/U7UJC={l,...,n}

ieljçJkeK

n*>«;(*?»)
/ n Dû;(t/Gi)

Jt=l
CardKE (-2)

/.J'./fÇtl n}
rnj=Q,ir\K=to,jr\K=Q

/UJuK={l,...,n}

ie/utf

j n crtÿvÿdCi)
jeiuK

j n Gr(tk)va.(dG3).
kejuK
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Modèle à censure initiale à gauche par T34,2.3

Ici l’observation d’indice i est :

Ti = [Tt)1 V (7ÿ2 A 7ÿ3)] A Ti)2.

La fonction de survie prédictive s’écrit alors :

sjf„. n + aÿasr -cF'GFGFmnv.-jdG*)
i=l fc=l

CardK;nnn
ieijtJkeK

E (-2)
I,J,KÇ{ l,...,n}

/nj=0,/nic=0,jnif=0
/UJüK={l,...,n}

ft©-lidGk)
I II Gl'-1(ti)T>a-(dGi)CardKE (-2)

I,J,KÇ{l,...,n}
/nj=0,/n/r=0,jntf=0

/UJUiC={l,... ,n}

îe/u/c

/ n crÿvÿdGi)
jauJuK

f fl Glk3(tk)T>a-{dG3).
keJVK
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Chapitre 5

Calcul des densités prédictives dans

le modèle bayésien de Cox-Dirichlet

à censures fixes

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions le cas des censures fixes appliquées à des temps de

survie toujours régis par le modèle bayésien de Cox-Dirichlet. De façon précise, nous

observons n variables aléatoires positives censurées X, — Tt A r,. r, est fixé pour tout

i et il existe une fonction de survie de base G et une famille de contraintes strictement

positives c = (ci, . . . ,cn) de sorte que la fonction de survie de T* soit la puissance Gc\
De plus G est munie de l’a priori de Dirichlet Vat, caractérisé par la mesure finie tt’ de

fonction de survie a. La mesure prédictive est alors concentrée sur le pavé ü [D, Ti j •

fonction de survie est donnée par :
1=1

J P(X\ > U > tn)Va.(dG).
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Elle est égale à :

S(t) si ti < T{ V 1 < i < n

sinon
Sc(t) =

0

où S(t) est donnée par la formule (1.4).
Cette loi prédictive perd la propriété de régularité par portions. Cependant à l’inté¬

rieur du pavé n [0) ri] l’étude est la même que dans le cas non censuré effectuée par N.
«=i

Gouget et J. P. Raoult dans [15]. C’est pourquoi l’étude ultérieure portera sur le calcul

des densités sur des sous ensembles des faces, ensembles caractérisés par la fixation des

variables censurées et par des égalités et des inégalités strictes entre les variables non

censurées.

Remarque 1

Pour une mesure régulière par portions, toute variété linéaire affine parallèle à un des

axes de coordonnées a une mesure nulle. En effet, il suffit de vérifier cette propriété pour

les variétés de dimension n — 1; toute partie de R” d’équation <£>(x) = a, où a G R et

est une forme linéaire, admet avec toute partie A* une intersection de dimension l— 1, si

l est la dimension de AA (c’est à dire le nombre de blocs d’ex æquo dans la configuration

A) ; or sur chaque AA la mesure est absolument continue par rapport à la mesure de

Lebesgue / dimensionnelle (voir théorème 1, le passage des parties AA aux parties AA se

faisant par permutation).

5.2 Calcul de densités prédictives

Soit n une mesure régulière par portions sur Rn, de fonction de suivie S, à laquelle

on applique n censures (à droite) fixes (T*)i<i<n. Autrement dit nous nous intéressons

à la loi multi-dimensionnnelle des variables Xi = Ti A r* où p la loi de (Ti, . . . ,T„) est

régulière par portions. La mesure obtenue est concentrée sur FI [0, TJ] • Sur f][û- r‘[
t=l i=l
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mesure n’est pas modifiée par rapport au cas non censuré, dont l’étude a ôté faite par

N. Gouget et J. P. Raoult dans [15]. Il reste donc à effectuer l’étude sur les faces (n — 1)

dimensionnelles d’équation U — r*, c'est à dire les parties :

i— 1

IIM.
j=*+i3=1

qui sont de mesure en général non nulle ; remarquons que même après censure, toutes les

variétés affines de dimension n — 1 du type :

i— 1

JJÿ+ x {/jj} x JJ R+,
3=1 j=i+l

où Pj 7ÿ Tj restent de mesure nulle.

Afin de mieux comprendre l’étude à effectuer sur chacune des faces, nous la présentons

tout d’abord pour n = 2 et n = 3.

5.2.1 Cas particulier en dimension 2 ou 3

n = 2

On observe Xx = Ti A rx et X2 = T2A T2.

Nous supposons, sans perte de généralité, que TX < T2.

La restriction de la probabilité prédictive au ’’rectangle ouvert à droite” [ü, rj[x [0, T2[
n’est pas modifiée par rapport au cas où il n’y a pas de censure. Elle est donc abso¬

lument continue, par rapport à la mesure de Lebesgue, sur chacune des parties A12 D

([0, TI[X[0,T2[), A2,I H ([0,TI[X[0,T2[) et A2 fl ([0, Ti[x[0, r2[) et sa densité est connue.

On doit donc étudier cette probabiüté prédictive sur les intervalles ouverts à droite

{ri} X [0,T2[ et [0, TI[X{T2} et au point {TX,T2} (voir fig 1).

46



il: ,TJ.

TI

2

Ti
fig 1

1 : Ai.a n ([U, Ti [x [0, r_>[)
2 : A-2,i H ([(), Ti [x [(), T2[)

Au point {rÿrÿ} so trouve la masse S(T J , T2) .

Sur l’intervalle [0, r t [ x (r2}, qui est tout entier inclus dans A . la lest ricl ion de 1,i,-'

probabilité prédictive admet pour inaction de survie unidimensionnelle .S'i A-, qui

cont inûment, dérivable par hypol hèse, et sa densité s’obt ienl par dél icat ion.

En revanche l’intervalle { 7- j } x [0, T2[ a, sauf si T{ -- r?, «les intersect ions non videa a la

fois avec A

« ',M

et. A-j,|. L’étude de la restriction à (ri) X [0, r-.>[ impose donc de con-ddéiei

séparément ses restrictions à :

A['2 = A1 2 H ({rj x [U, r2[) (qui est vide si r, — T-,)

et à :

Aÿi = A2i1 n ({rj x [0,r2[).
La première est S1)2(r1, •) et la seconde est .), d’où l’on déduit, par dérivation.

la densité sur A[2 et sur A2‘j. Cette densité est ainsi obtenue, dans le cas T\ < r2, sauf au

point (TI,TI) ; or en ce point la masse est. /Y([TI,OO[X {T I }) qui est nulle (cf remarque 1 ).

La densité est donc bien obtenue presque sûrement .

n = 3

On observe Xi = T\ ATI, Àr2 = 72 A r2) A'3 = 73 A r:i et on suppose que T\ < T-, < r;).

La probabilité prédictive censurée est. alors concentrée sur le pavé fermé [(), T|] X

[0, T 2] x [0, T 3] (voir fig 2) et sa restriction au ’’pavé ouvert à droite” [0, Tt[x [ü, r2[x [U, r;,[
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T3

T2

6 4

Ti
2

I 5

Ti T2 t2
fig 3

1 : F n A3A1
2 : Fi fl A2,3,i
3: Fx D A1i2)3 si TI < r2

4 : FI D A1)3i2 si n < r2

5 : F, n A3iii2 si ri < r2

6 : Fi fl A2ii 3 si on n’a pas ri = r2 = r3

Evidemment sur chacune des parties Fi Q Aa ci dessus la densité prédictive, par

rapport à la mesure de Lebesgue bidimensionnelle, s’obtient par la {2,3} dérivation de

Le complémentaire, dans la face Fi, de U(A<7 fl F\) se compose de deux types de
a

parties.

1. celles parallèles aux axes

{ri} X {ti} X [0, Tu] si T| < T-2

{TI} x [0, r2] x {r,} si r, < r:t

2. les ’’intervalles diagonaux”

= {(tut*,h) € Fi ; U = < ri} et si n < r2

A};2;31 = {{ti,tï,t3) e F\ ; ri < t2 - /.3}.
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Lca intervalles de type 1 sont de mesure nulle (voir remarque 1). Il rosie A calculer

la densité, par rapport à la mesure de Lebesgue unidimensionnelle, sur les ’’intervalles

diagonaux” ; or la mesure de fonction de survie S(T I,.,.) est régulière par portions sur

([0, T|[)2 et sur (]T|,T'2[)2 (si T\ < T2). Donc la densité prédictive se calcule dans chaque

cas selon la technique standard, pour la mesure «ai dimension 2, appliquée au couple

(SI,2(TI,.,.),S2,I(TI,.,.)) (formule(i.7) du lennne 1) où

5I.2(TI, t-i, t3) = S2,3,i(r it h,l:\)
et 62,1(tj, /j, /-3) = £3,2,1 ("n, /.2, /3).

sur

tandis que

sur A}|2i3»2;TI 5l,2(ri,t2ÿ3) — •S’l12,3(‘r1 » t-2, t'i)
et S2,i(Ti,t2,t3) = 5ji3i2(ri,f2,i3).

b) F2 = [O.rÿxfra} x [O.raf
En tenant compte du fait que t\ < Tj < r2 < r3, b\ a au plus trois intersections, niai

vides, avec les Aa ; elles sont, représentées dans la ligure. A.

t3 A

T3

T2 1

Xi

2
3

MlTi
fig 4

1 : F2 n A1,2,3 si r2 < r3
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2 : F2 n Ali3)2
3 : F2 n A3)ii2-
Sur chacune des parties F2nACT ci dessus la densité prédictive, par rapport à la mesure

de Lebesgue bidimensionnelle, s’obtient par la {1,3} dérivation de Sa(., r2, .).

Le complémentaire, dans la face F2, de U(ACT fl F2) se compose, ici aussi, de deux
a

types de parties.

1 : celle parallèle à un axe

[0,ri[x{r2} x {T2}
2 : ’’l’intervalle diagonal”

AI;3;22 = {(ti,t2,t3) € F2 ; ti =t3 < r2}.

La partie de type 1 est de mesure nulle (voir remarque 1).

Il reste à calculer la densité, par rapport à la mesure de Lebesgue unidimensionnelle,

sur ’’l’intervalle diagonal” Aÿ3’22 ; or ici aussi la mesure de fonction de survie S(., r2, .)

est régulière par portions sur ([0, Ti[)2. Il suffit donc de lui appliquer, comme précédemm-

ment, la technique standard donnée au lemme 1.
I

c) F3 = [O.TjfxfO.TÿxIrs}
Ici les possibilités d’égalité des r* n’interviennent pas et F3 a toujours deux intersec¬

tions, non vides, avec les Aa. Elles sont représentées dans la figure 5.
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t2
X2

I

2

ilXi
fig 5

1 : F3 D Ait2,3
2 : /•y fl Aa.qa

Sur chacune des deux parties précédentes la densité, par rapport à la mesure de

Lebesgue bidimensionnelle, s'obtient par la {1,2} dérivation de T3).

Le complémentaire, dans F3, de (Ft fl Aiÿ) U (Ft fl Aj.i.a) ne se compost.* que de la

partie de type 2 "intervalle diagonal” suivante :

Apÿ3 = {(*1,ÿ2, £3) £ Ft ; F = h < Tt}-
La densité prédictive, par rapport à la mesure de Lebesgue unidimensionnelle, sur

AÎ’2,33s’obtient alors par la technique standard du lemme 1.

Faces de dimension 1

a) F4 = {Ti} x {r2} x [0,r3[
F4 a au plus trois intersections, non vides, avec les A„ et ellt*s sont représentées dans

la figure G

t31 2 3

0 Ti X2 T.t

fig 6

52



1 : F, n A3|1>2
2 : F.x ft AI,3I2 si TX < r2

3 : I'\ fl AJI2I3 si T-2 < r3.

Sur chacune (lew parliez FiflA,, ri dessus la densité prédictive, par rapport à la masure

ai; Lebesgue unidimensionnelle, s'obtient par dérivation de S,,(i i, r2, .).

Par ailleurs remarquons que le complémentaire, dans 1\, <le U( F| H A0) sont les

points {ri} x {r2} x {ri} et {r j } x {r2} x {r2} qui soul de mesure ni il le

b) Fs = {n} x [0,r2[x{r3}
F5 a au plus deux intersections, non vides, avec les A„ et elles sont représentées à la

figure 7.

h1 2

>
0 Xi T2

fïg 7

1 : F5 n A2jli3
2 : Fr> n A|i2 3 si r I < r2

Sur chacune d(« deux partie» précédent.es la densité prédictive, par rapport à la mesure

de Lcbcsgue unidimensionnelle, s’obtient resjieetivoment par dérivation de S2,i,3(rj, .,T3)

et de Si)2i3(ri,.,r3).
Le complémentaire, dans F5, de (F5 H A2III3) U (Fr, fl A1i2i3), si rx < r2, est {r1 } x

{ri} X {r3} qui est de mesun; nulle.

c) F0 = [0, Tj[x {r2} x {r3}
Fc est entièrement, incluse dans À

dérivation de ■S'I23(.,T2,T3).

la densité restreinte à F,, s’obtient donc par la1,2,3
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5.2.2 Cas général

Rappelons que notre but est de calculer la densité de la restriction de la mesure

prédictive à chaque face. Chacune de ces faces est caractérisée par l’ensemble des indices

i pour lesquels x, est fixée à la valeur de la censure r,. Soit donc-------C •=ÿ{(ci, . ,c.) Ç {1~. ,n} ,ci < c2 . . . < cs}.

et soit

Tc = {(xj, ...,x„)/Vi eC Xi = r,-, Vi <£C Xi< Tj}

la face de dimension n — s.

Remarquons les inégalités strictes ( x* < si i £ C ) dans la définition de Tc- Autrement

dit nous considérons des faces ouvertes à droite; en effet si certains des xt (où i £ C )

valent r, le point considéré se trouve dans une face de dimension plus faible.

En tenant compte du fait que si i £ C alors x* < r,, nous déduisons que Tc a une

intersection vide avec certains ensembles Aa (comme on a pu déjà le constater sur les

cas n = 2 et n = 3). Cependant pour toute permutation a , telle que Affn Tc n’est pas

vide, la restriction de la mesure prédictive à Aafl Tc admet, pour densité par rapport

aux variables non censurées, le produit par (— l)"-4 de la {rx,
Tj C pour tout j tel que 1 < j < n — s.

Le complémentaire dans Tc de U(Aff D Tc) se compose de deux types de parties :

1. des parties pour lesquelles une variable non censurée prend la valeur d’une variable

censurée; ces parties sont de mesure nulle (voir remarque 1), et il n’y a pas de calcul de

densité à effectuer dans ce cas ;

2. des parties comprenant des ex aequo d’une part entre des valeurs de variables non

censurées et (ou) d’autre part entre des variables censurés, et pour lesquelles le calcul de

r„_4} dérivée de Sa où
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densités va être effectué ci dessous.

On se restreint dans cette partie à considérer des suites croissantes d’observations (le cas

général s’en déduisant par permutation).

Pour tout p tel que l<p<s + l,onva considérer, la suite des observations strictement

supérieures à la (p — 1),eme censure (si p > 1) et inférieures à la pteme censure si (p < s).

a. Pour 1 < p < s, on considère ainsi, en posant CQ = 0,

Sp — (xCp_l+i, . . . ,xCp)

•Si cette suite n’est pas réduite à xCp (= rCp), les observations qui y figurent et qui sont

d'indice strictement inférieur à cp sont non censurées et strictement inférieures à xCp (car

il n’y a pas ici d’égalité entre valeurs censurées et valeurs non censurées). Notons Ap la
configuration d’ex æquo définie par Sp ; elle se termine nécessairement par 1.

Notons par ailleurs 6P la suite, de même longueur que Ap, dont le dernier élément est 1 et

tous les autres, s’ils existent, sont 0; c’est la suite d’indicateurs de censure de Sp : tout

élément de cette suite vaut 0 si le regroupement d’ex æquo est constitué d’observations
non censurées, et 1 s’il s’agit d’une observation censurée.

•Si la suite Sp est réduite à xCp, sa configuration d’ex æquo, Ap, est (1) et son indicateur

de censure 6P, est (1), ceci peut se produire dans trois cas.

- il y a deux censures en des valeurs distinctes, et aucune observation non censurée entre

elles (alors xCp_, = rCp_1 < xCp = rCp)
- il y a deux censures égales (alors xCp_l =rCp_1 = xCp = rCp)
- la première observation xx est censurée.

b. Pour p = s + 1, on considère alors la suite

»ÿs+l — (Xc.-t-l, • • • , x„),

55



s+i est la configuration d’ex æquo qui lui est associée.

est soit vide, soit composée

éventuellement vide si xCt = x„. A

eventuellement vide ; la suite d’indicateurs de censure 83+1

deO.

On définit alors

A : concaténée de A1, . . . , As+1
8 : concaténée de 8l , . . . , <5S+1,
Posons

A = (Aj, . . . , Ai) (o.lj

et 6 = (<5i, . . . ,é;).

Interprétons les suites A (qui a la structme d’une configuration d’ex æquo), que nous

appelerons ’’suite de regroupements” et 8 (suite de 0 et de 1).

"oit A' la configuration d’ex æquo de la suite croissante d’observations (xq, . . . , x„), A se

déduit de A' de la manière suivante :

Si A' = (Aj, . . . , A,,), il peut y avoir deux types de paquets d’ex æquo,

- ceux concernant des valeurs censurées, sur lesquels nous n’effectueront pas de regrou¬

pements,

- ceux concernant des valeurs non censurées, que nous regroupant.

Pour passer de A' à A, on conserve comme regroupements les blocs d’ex æquo de valeurs

non censurées mais, si X'h 1 et caractérise des valeurs censurées ex æquo, on le remplace

par (1, . . . ,1) (suite de longueur X'h).
8 indique la nature des regroupements de valeurs par A : 1 s’il s’agit d’une observa¬

tion censurée, 0 s’il s’agit d’observations non censurées. Remarquons que chaque fois que

8h = 1 (1 < h < l) alors A/, = 1; insistons sur le fait que des regroupements consécutifs
distincts, d’effectif 1, peuvent concerner des valeurs égales, ceci ne pouvant se produire
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que s’il s’agit de variables censurées.

Exemple 1

Soit C = {4,5,8} et soit une suite (ti,t2, ... , t9) vérifiant les propriétés suivantes :

ti — t2 < t-i < t4 — t$ < tu — t-? < tu < hj;

ti,t2,t3,tü,t7,tÿ sont non censtu'ées et t,u t$,tn sont censurées.

Alors A' = (2,1,2,2,1,1) où À'3 = 2 et A'5 = 1 sont des effectifs de paquets d’ex æquo de

valeurs censurées, donc

A = (2, 1,1, 1,2, 1,1), 6 = (0,0, 1,1,0, 1,0).

Notons que si au lieu de l’égalité f4 = t5, on avait eu l’inégalité stricte t4 < t$. A' en

aurait été affecté mais non A et <5.
La longueur commune aux suites A et 6 est ici / — 7.

L’ensemble des suites d’observations (ti,t2, . . . , fy) conduisant au couple (A, é) considéré
ici est :

AA'é -{(«!,. . . ,t9); tl=t2<t3<t4<ts<t6 = t7<t}i< Lj}

vérifiant en plus

Vt £ {4, 5, 8 }ti < n; t4 = r., = = r5, tti = r0.

L’ensemble des suites croissantes de valeurs prises par ces observations, regroupant des

valeurs égales quand il s’agit d’observations non censurées, mais en ne les regroupant pas
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dans le cas contraire est

A7,é = {(xi, . . . , x7); X\ < x2 < x3 < x4 < x5 < x6 < x7}

vérifiant en plus

xi < min(Ti,T2),x2 < T3,X5 < min(r6,T7),x7 < r9;x3 = r4)x4 = r4,x6 = ra

les valeurs de censure se retrouvent ici aux emplacements (3, 4, 6) qui sont les indices des
éléments égaux à 1 dans la suite des indicateurs de censure.
L’application <f>A consiste en la duplication de chacune des valeurs x, associée à un A, > 1,

de manière à obtenir la suite de Ai valeurs toutes égales à x* ; elle applique A7ÿ sur AA A

Revenons au cas général.

Soit une suite d’observations (f,)i<j<n, pour laquelle

- les valeurs censurées sont aux emplacements de C — {ci, . . . , ca}
- la suite des regroupements est A = (Ai, . . . , A()
- la suite des indicateurs de censure des regroupements est ô = (6), .. . ,6/)

Sur cette suite on peut effectuer deux opérations :

(1) identifier les valeurs égales quand il s’agit d’observations non censurées ; l’inverse de

cette application est notée <Î>A ; soit (xj)i<j<i l’image de (f<)i<i<„ par cette application.

(2) supprimer les valeurs censurées; cette application est notée 4'c ; soit (ult ....
l’image de (fj)i<i<n par cette application; soit

A. = (A,1I... ,A,(_J (5.2)

la suite des blocs d’ex aequo de (tq, . . . , u„_s) ; elle se déduit de A = (Ai, ... , A/) en eu

supprimant tous les 1 qui étaient associés à des <5, égaux à 1 (valeurs censurées).

A (xj)i<j<i, où les valeurs censurées restent présentes, on peut à son tour appliquer une

opération de type (2) de suppression des valeurs censurées; soit O6 cette application et
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soit (vi, ... , u(_s) l’image de

D’autre part, à (rq, . . . , un_â) on peut appliquer une opération de type (1) d’identification

des valeurs égales ; l’inverse de cette application est <Ï>A' .

Précisons ces opérations sur l’exemple 1 ci dessus.

L’opération d’identification des égalités entre les variables non censurées (passage de Ax'6
à A1’6) a été déjà effectuée ci-dessus par l’opération inverse de <&A,
à (t4,t2,t3,t4,t5,t6,t7,t3,t9) elle associe (xux2,x3,x4,x5,x6,x7), par ailleurs à

(il, t2, t3,t4,t*j, tg, t7) t3, fg), on associe par l’opération ÿc (suppression des censures) le

point de l’ensemble AA,<5 donné par :

(ui,u2,u3,u4,u5,u6) = {tl,t2,t3,t6,t7,t9).

Enfin au point (xi,x2,x3,x4,x5,x6,x7) de A1,6, on associe par 96 (qui est aussi une opé¬

ration de suppression des censures) le point de A1;6 donné par :

(V1.V2.V3.V4) = (21,22,25, 27).

Ici

A = (2,1,1,1,2,1,1), A. = (2,1, 2,1)

On a donc le schéma suivant où toutes les applications sont bijectives.
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identification des égalités entre
variables non censurées

1,5 X X,Ô
A d>_ >A

ô C Suppression d.es
censures0 T

i r

* X,ô1,5 X
A d» * A

* *

fig 8

J
1 En rappelant que rij = £3 nous introduisons, dans le cas général, les ensembles

1=1
suivants :

•Ax'6 qui est l’ensemble des suites croissantes (<(, . . . telles que :

(i) Pour tout j (1 < j < /) =
(ii) pour tout j (1 < j < l - 1) tel que {f>j,6j+i) ± (1, 1) tU) < l„j+l
(iii) pour tout j (1 < j < l ) et tout i {nj-i < i < nj)

si 6j = 0 alors U < Ti

si 6j = 1 alors f* = r

In,,

•Al,s qui est l’ensemble des suites croissantes (x\, . .. , Xi) telles que :

(i’) pour tout j (1 < j < l - 1), si (<5j,éi+1) ± (1, 1) xj < xj

(i”) pour tout j (1 < j < l) et tout i («_,_! < i < rij)
si 6j = 0 alors Xj < Ti

si 6j = 1 alors xt = r,.

1 1 •

Par définition, <f)X est une bijection de A1,6 sur- AA,é (rappelons que l’inverse de (px associe

à toute suite de Ax'6 la suite de A1,6 qui s’en déduit en regroupant las valeurs égales
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quand il s’agit d’observations non censurées, mais en ne les regroupant pas dans le cas

contraire). La propriété des suites appartenant à A*-*, selon laquelle les tt sont égaux à

des valeurs de censure si et seulement si i €C se traduit pour les suites appartenant à

A1,6, par le fait que x3 est égale à une valeur de censure si et seulement si 6j = 1. On

note par

C. = {pjÿÿjÿl-s}

le complémentaire de l’ensemble de ces indices dans {1, . .. J}, c’est à dire que pj désigne

le jteme bloc des variables non censurées et vérifie 6Pj = 0.

Remarquons que

- la relation (iii) signifie que l’ensemble AA,é est contenu dans la face Te (c’est à dire

qu’on a U = T{ si et seulement si i G C).
- par rapport à AA (défini dans les rappels), Aa,<5 peut comporter plus d’égalités dues à

d’éventuelles égalités entre des variables censurées se trouvant dans des blocs distincts.

- en revenant à la configuration d’ex aequo A, définie en (5.2), on a

Vj<E{l,...,Z — 4A.. = AP., (5.3)

ceci provenant du fait que le ÿeme bloc après suppression des censures n’est que le p‘f'ne
bloc dans la suite de départ.

.Notons dans le cas général, comme pour l’exemple précédent, AA,<5 l’image de l’ensemble
AA,i par l’application 'I'c (suppression des censures) et A1;6 l’image de l’ensemble A'-* par

l’application 96 (qui est aussi une opération de suppression des censures). En fait AA,é

n’est autre que l’image de A1;6 par l’application $A*.

Considérons maintenant les probabilités déduites par les applications bijectives <1'A,
et Qt ja probabilité prédictive étudiée sur AA,i. Les fonctions de survie des
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probabilités sur Ax'6 et A1;6 se déduisent respectivement de celles de Ax'6 et A1'6 en y

fixant aux valeurs de censure les variables correspondant à ces censures (c’est à dire les

i € C pour Ax,é et les j tels que 6j = 1 pour A1,6). On se trouve alors dans l’ouvert

caractérisé par des inégalités strictes de majoration pour les variables non censurées,

exactement dans la situation étudiée dans [15] en l’absence de censure.

Si on note 5* la fonction de survie du vecteur et gx la densité sur Ax'6 (qui est

indu dans AA*), on obtient pair application de la formule (1.8) du théorème 1 :

9.x= £
a€AA*

(5.4)

en posant k = l - s et a = ((aÿ)i<m<A..-i)i<j<A:
•Ax- = {0,1}n-l

k *
•q{a) = n- s - ]T £ aL

j=1 m=l — 1 J

•s.(a) = (s.j)i<j<fc, avec s,j = 1 + n,>_l + £ aL où n»j =
m=1 i=1

•(o'*!0))-1 = ((7ri„)i<i/<A.i)i<j<*i
avec 7r{y = n,j_1 + 1+ £>{ + (1- o?v){\.} - v).

ti=i

Si gx's est la densité de la mesure prédictive sur Ax,i alors

gM = 9Î ° *C. (5.5)

Nous allons expliciter cette densité en utilisant, d’une part le lien entre les deux configu¬

rations d’ex æquo A, et A et d’autre part le lien entre la fonction de survie sur AA,i et la

fonction de survie sur Ax,s. On obtient, en rappelant que \tj = APj (voir (5.3)),

( A;-1
(l(a) = (5.G)
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puisque \j = 1 si j £ C„,

S-1
s*j - 1 + + 5Z a»*’

i-i
(5.7)

i=l m=l

j-1 |/~ 1

< = EA« + 1 + E< + (i -<)(ÿ --)• (0.8)
i=l u=l

Par ailleurs la fonction de suivie sur AA,é se déduit de celle sur Aÿ, en rajoutant , à leurs
emplacements, les variables censurées, autrement dit. :

(ti)ieC — Ôs(a)Sa(a){ti)l<i<n (5.9)

où s(a) et <T(U) sont définis de la manière suivante.

•s(a) s’obtient de s,(a) en tenant compte du décalage subi par les indices de dérivation
après suppression dus censures.

•a(a) est une permutation sur l’ensemble {1,... ,»} qui s’obtient à partir de a,(a) ou

tenant compte d’abord du décalage des indices de dérivation dû à la suppression des

censures, et ensuite en y intercalant les indices de censure à leurs positions de départ .

En fait on a le schéma suivant :

1 2 3 4 5 6 7 18 9

0 1 1 0 0 0 1 1 0

Suppression
des censures

1 2 t3 4 5

fig 9
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où les chiffres à l’intérieur des blocs correspondent à leurs numéros et les autres sont

respectivement leurs indicateurs de censure.
Ici on a

Pi = 1,P2 = 4,p3 = 5,p4 = 6,p5 = 9

Il est clair que le bloc numéro j, après suppression des censures, provient en fait du bloc
numéro Pj dans la suite de départ.

En posant s(a) — (sj)i<j<jt et rij = , il devient clair que Sj est le ’’correspondant”
i=l

cle stj qui se trouve, dans la suite de départ, dans le bloc pj, autrement dit :

APJ-I
Sj = 1 + nPj_! + y; a%.

m=l
(5.10)

D’une part, nous pouvons faire remarquer que

(5.11)Tlpj—l Sj — Tip] )

et d’autre part que l’utilisation de la formule (5.7) nous conduit au même résultat, en

effet :

il est clair que Sj est la somme de s,, et du nombre de censures dont les indices lui sont

inférieurs ; or ce nombre s’écrit Mais
i&C,i<Pj

i-1

+ y K-npj-u
i=1 iec.Kpj

Vc qui redonne la formule(5.10).
Par ailleurs, en posant (tr(a))-1 = nous avons les propriétés suivantes
- du fait que les variables de censure sont remises à leurs positions initiales et forment
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<1*3 blocs d’uue soûle valour, on a

Vj 6j = 1, 7TÎ = Uj-l + 1 (5.12)

- dans un bloc Pj de variables censurées, la permutation opère comme sa correspondante

dans le bloc j (après suppresion des censures) en lui rajoutant le nombres"de censures se

trouvant avant ce bloc pj, donc

VI < j < k = < + 53 Aj,
ieC.icpj

ce qui s’écrit

1/ — 1

K3 = nPj-1 + 1 + + (i - <)(àPJ - ")ÿ (5.13)
U=1

On remarque enfin que, à cause des cas où A j = 1 et donc u = 1, les deux formules (5.12)

et (5.13) s’écrivent sous la même forme suivante

v—\

vi < j < Z,v1 < 1/ < A, Tri = nj-, + 1 + ]T“l + (1 - ûJj(Aj - u) (5.14)
U =1

Par utilisation des formules (5.4), (5.5),(5.6),(5.9),(5.10) et (5.14), nous arrivons au ré¬

sultat suivant en faisant remarquer que AA,é est en bijection avec un sous ensemble de

Rl~3 par l’application : (fi)i< t— > (tnj)j/ tj =o; ce qui permet de définir la mesure de

Lebesgue sur Ax’6 par transport de la mesure de Lebesgue sur Ri-i.
t< n

Théorème 4 Soit p une mesure régulière par portions sur IR", de fonction de survie S ,

à laquelle on applique n censures (à droite ) fixes TJ, ...,T„. Soient s le nombre de valeurs

censurées, A = (Aj)i<;</ la suite de regroupements définie en (5.1) et 6 = la suite

d’indicateurs de censure qui lui est associée. Notons Ax ~ {0, l}“-i.
Alors la restriction de p à Ax,b admet pour densité, pur rapport à la mesure, de Le¬

besgue, la fonction :

65



9K‘= £(— (5.15)

J

= ((am)i<m<Aj-i)i<j<i, on obtient avec n_, = EA* :où, si on note a
h=l

l Aj-1

•q(a) = n - E E°L ~ s>
j=1 771=1

•s(a) = (sj)i<j<k, k = l — s
\Pj — i

avec Sj = 1 + nPj_i + E ûm où pj est le j
771=1

•O7!0))-1 = u< Aj)l < j < l
u— 1

avec n{ = + 1+ £>£ + (1- aj)(A,- - i/).
u=i

Remarquons que ce résultat constitue une généralisation du théorème 1 de Gouget-

Raoult que nous retrouvons dans le cas où V 1 < j < l 6j = 0, ce qui veut dire que s — ü

(il n’y a aucune variable censurée).
Exemple 2

Soit la suite (ti, . . . , tg) telle que

;ième indice tel que 6Pj = 0

t\ < tï < t$ = ti = t$ <*t§ — tj < tg = tg,

où l’ensemble des indices de censure est C = {1, 2, 6, 7}.

Cette suite est représentée dams le schéma suivant où les observations se trouvent sur

l’axe et les censures correspondant aux variables non censurées sont données au dessus

de cet axe.
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X4 T5 TJ TiuTv

Tl 12 T6=T?0 t3=t4=t5 t8=t9

fig io

-'Pour p = 1, c’est à dire jusqu’à la première censure, qui intervient en T\, nous avons

la suite réduite à un élément Si — (TI) à laquelle est associée la configuration d’ex æquo

A1 = (1) et la suite d’indicateurs de censure 6l = (1).
- Pour p = 2, c’est à dire au delà de la première censure et jusqu’à la deuxième censure,

qui interviennent respectivement en T\ et r2 ne se trouve aucune observation non cen¬

surée, nous obtenons la suite réduite à un élément S2 = (r2) à laquelle est associée la

configuration d’ex æquo A2 = (1) et la suite d’indicateurs de censure 62 = (1).
- Pour p — 3, c’est à dire au delà de la deuxième censure et jusqu’à la troisième, qui

.’uterviennent respectivement en r2 et r6, se trouvent trois observations non censurées et

égales, nous obtenons la suite S3 = (ÿ3, Te) à laquelle est associée la configuration

d’ex æquo A3 = (3, 1) et la suite d’indicateurs de censure

- Pour p = 4, c’est à dire au delà de la troisième censure et jusqu’à la quatrième, qui

interviennent respectivement en des valeurs égales r6 et r7, ne peut se trouver aucune

observation non censurée, nous obtenons la suite S4 — (r7) à laquelle est associée la

configuration d’ex æquo A4 = (1) et la suite d’indicateurs de censure

.- Pour p = 5, c’est à dire au delà de la dernière censure, qui intervient en r7 se trouvent

deux observations non censurées et égales, nous obtenons la suite S5 = (th, f9) à laquelle

est associée la configuration d’ex æquo A5 = (2) et la suite d’indicateurs de censure

<i5 = (0).
Il vient alors :

A' = (1,1, 3,2,2), A= (1,1, 3, 1,1, 2), 6 = (1,1, 0,1, 1,0) et A. = (3,2).

<53 = (0,1).

64 = (1).
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AA,i = {(fl, . . . ,tg),fi < t2 < t-i = f4 = f5 < t6 = f7 < fy — tg},

vérifiant

V» i {1,2, 6, 7} U < r,yi e {1,2, 6, 7} U = r,

par l’application inverse de <É>A, AA,é est envoyé dans

A6,é = {(xi, . . . ,x6),xi <X2<X3<X4<X5< x6}

vérifiant

xi = T i,x2 = r2,x4 = rG = x5 = r7,x3 < min(r3, r4, r5), x6 < inin(r8, r9)

Par l’application AA,é est envoyé dans

AA,ê -{(ni,. .. ,U5),Ui = t3,U2 = U,u3 = t5,u4 = f8,U5 = tg}.

Et par l’application inverse de $A, AA,i est envoyé dans

A®*4 = {(wi, «2)1ÿ1 = *3,ÿ2 = ia}-

L’application du théorème précédent conduit à l’expression suivante de la densité res¬

treinte à Ax'6 (voir l’appendice B pour les détails des calculs).
gX,6(j1, T2,X3. X3,X3, Tô, T7,X6,X6) = (— 0385l25436798 + + C>485l24536769 +

23546798 — 5124536789 — 55s5i23456798 ~ Ô4gSi235467a9

+ d59Sl23456789)(Tl,T2,X3,X3,X3,T6,T7,X6,Xti).

On remarque que les indices des variables censurées, qui appartiennent ici à {1,2, 6, 7},
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gardent toujours leurs positions pour la permutation a.

5.3 Retour au modèle de Cox-Dirichlet

Revenons au cas où la mesure /x est la mesure prédictive dans le modèle de Cox-
Dirichlet. La formule (1.4) montre que pour les permutations a telles que A„n Te n’est

pas vide, la survie de la mesure prédictive restreinte à Aff fl Te-, est pour t = (tlt...,tn) :

r(a(o)) rfrfc) +
1 r(a(o) + d) il r(o(«i) + dj,_,)i+l)

et la densité par rapport aux variables non censurées s’écrit :
n — a

Sait) = (-1r-SAt) n a'(tr])[(Lnry(a(tr]) + )

-(Lnr)/(a(Ér,) + cÇa.1) ,)]
(-l)n-â3r

où Tj e (1, ..., n}\ C Vj e {1, . . . ,n — s} .
Nous allons maintenant étudier les parties de Te présentant des ex aequo, d’une part entre

,les valeurs des variables non censurées et (ou) d’autre part entre des variables censurées.

Afin d’appliquer la formule (1.8) du théorème 1, nous devons expliciter les termes ôs(5c)a.

Par application des formules (1.5) et (1.6) et en tenant compte du fait que nPj_! < sj <

nPi (voir (5.11)), il vient :

-r-r r(q(a:j)+ej)
11 r(a(x,)+ei+i)

J — 1

A o/{xPI){(LnVy(o,(xrj) + <Ç ) - (Lnr)'(a(xPj) + <ÇJtl)].

r(a(0))
r(o(0)+rf)

3=1

<r(o) étant une permutation ne modifiant que des indices d’un même bloc entre eux,

ej peut s’écrire
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V? - J2 Ci,
i=nj_i+l

ce qui montre que est indépendent de a. Rappelons que, par convention, e;+1 = 0.

Par ailleurs nous avons :

d»j = bj(a ) + ePj+i

où

nfj

bM) = Y2c°»
h=Sj

et

<j+i = b'j(a) + ePj+ï

où

nP]

b'j(a) — c<jh
h,—3j 1

bj(a) et b' (a) ne dépendant que de quelques contraintes d’indices appartenant au bloc

numéro pj, nous allons décomposer la suite de contraintes c = (ci)1<,<„en l sous suites

successives (c*) selon la configuration d’ex æquo A. De môme a(a) est décomposée en /

permutations cr(aj) où <r(aJ) est la permutation sur l’ensemble {1, ..., Aj}, impact de cr(a)

sur {nj_i +
Nous notons :

c = (c?)i<j<i, cP = (ci,)i<ÿ<Aj Où ci, = cnj_1+u,,
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Vu; G {1, Aj}

((j(aJ))U; (cr(a))nj_i+ui nj-1)

(on se ramène à une permutation sur {1, A_,}).
Il s’ensuit que :

/

h=j ui=l

Nous obtenons ulurs :

Y1 ilah)wb'j(a) =
w=Sj+l—nP}-i

et

APj
bj(a) ~ £\api)v — b'jH + €\apJ)*j-nPj-l

ai~nPj-1

7r(a) étant la permutation inverse de <r(a), nous avons (cr(aPj))_1 = TT (APJ) qui est l’impact

de 7r(a) sur {nPj._ i + l,...,nPj}. Il s’ensuit que 6' (a) est la somme de tous c£J pour z/

vérifiant (7r(aPj))„> — nPj_i et 6j(a) est la somme de 6' (a) et de avec z-'j vérifiant

{Tr{ap>))Uj = Sj — ziPj _ j . Puisque 7r(ap->)t/ = 7T£J — nPj_i, il vient du théorème 4 :
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I/— 1

"(a*), = 1+ + (1-o»)(A„- i/)
U=1

et

Xpj-l
Sj - np._j = 1+ J2 a™-

m=1

Pour la comparaison de 7r(aPj)„et de Sj — np>_!, nous reprenons la même démarche

donnée dans [15] en remplaçant, quand il le faut, j par p3. Nous distinguons trois cas :

- v = \PJ alors

I/-1

n{api)u = 1 + = sj “ nPi-1.
U=1

l’égalité voulant dire que Uj = XPj .
u-l V,-1

u <\p. et al3 = 0 alors 7r(ap> )„- (s3 -nPj-i) = 1+ Y1a* + - v ~ (1 + Y1 )
ix=l m=l

\Pj-i
= APj, - u - £ cfri>\Pj-v- (APj -1- u) > 0.

m=i/+l

- v < ÀPj et a£J = 1 alors

7r(ap0* - («,•- npj-i) = 1 + - (1 + 52 ûm) =
t*=l m=l

APj-l
“I - É ûm < °'

m=i/+1

Notons, comme dans [15], M(aj) = {u : 1 < v < Aj, a£ = 0} et T5, l’ensemble de tous

Its sous ensembles de {1, ..., Aj — 1}, il vient

b'j(a) =
i/Ç.Miu1'} )
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et

M<O= i-' (<*)+<$;ÿ

Pair ailleurs les indices j pour lesquels 6j = 1 ayant un Xj = 1, nous pouvons nous en

passer dans q(a), donné au théorème 4, et obtenir :

l Aj-l
«(<>) = k +££(1-<) = k + Y.CariMÿ>).

k

j— 1 m=l i=i

Nous arrivons ainsi au résultat suivant par application du théorème 4 et de la formule

de distributivité générale qui s’écrit dans notre cas :

; î

E £%’>•
(a‘,..,a')€A* j=1 j=l aJ6ylA.J

1
où AA = n{0. l}Aj_1 et = {0, ,

j=i
Rappelons que les indices qui ne sont pas des pj ont un égal à 1 et que dans ce cas

{(), 1}A>-1 est vide .

Théorème 5 Soit p la loi prédictive de n durées de survie dans le modèle de Cox-
Dirichlet censuré, à droite, par les constantes Ti,...,rn, avec la suite de contraintes
c = (ci)i<i<„ et l’a priori de Dirichlet défini par la mesure a*, de fonction de survie a, qui

est continûment dérivable surR+. Soit s le nombre de variables censurées, X = (A,)i<j<;
la suite de regroupements définie en (5.1) et 6 = (<5t)i<i<i la suite d’indicateurs de censure
qui lui est associée. Nous décomposons la suite de contraintes c, selon la configuration

d’ex cequo X, en l sous suites successives (c£) ; nous introduisons les sommes partielles
i \h

supérieures de contraintes ej = Y1
tl=j v-=l
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Alors la restriction de p aux parties non vides AA’6 admet pour densité, la fonction :

i kr(g(Q)).....*!*'') = (-!)*ÿr(Q(o) + <i).=i j=l

où k = l — s,

rjajxj) + ej)
r(«(*j) + ej+1)Bj(xj) =

et,Vxj-i désignant l’ensemble de tous les sous ensembles de {1, Xj — 1},
Cj(xPj) = a’(xPj) £ (-l)CardM[(Lnr)'(*(xPj) + eP}+1+c%+ Z#)

M£-PxPj-i 3 vÇ.M

(Lnry(a(xPj)+ ePj+l+ £<£)],
où pj est le jieme indice tel que 6Pj = 0.

Remarquons que ce résultat constitue (tout comme le théorème 3) une généralisation

tlu théorème 2 de Gouget-Raoult que nous retrouvons dans le cas où V 1 < j < / b} = 0,

ce qui veut dire que s = U (il n’y a aucune variable censurée).
Le théorème ci dessus fournit l’expression des densités pour les suites croissantes des

observations, en mettant en évidence le rôle cfes ex aequo. Le corollaire suivant étend ce

résultat aux suites non croissantes en les rangeant par ordre croissant par usage d’une

permutation a et l’introduction de la suite des regroupements de (taj).et la suite d’indi¬

cateurs qui lui est associée 6.

Soit donc AA'é l’ensemble des suites (fi,... ,tn) telle que

( i) (tCj ) est une suite croissante,

(h) pour tout j (1 < j < l ) tanj iU = • • • = tan. ,
üi) Pour tout j (1 < j < l - 1) tel que (6jt6j+l) ± (1,1) 10u. < iaÿ+l,
(vi) pour tout j (1 < j < l ) et tout i (nj_j < i < nj)

si 6j = 0 alors t0i < rai
si 6j = 1 alors ta% = rai
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Nous rappelons que les censures ont pour effet que certaines permutations entre les va¬

riables ne sont plus possibles. La densité g„’6 sur les parties non vides A*,A s’obtient en

appliquant le théorème 5 à la probabilité déduite de la loi prédictive par réarrangement

croissant des coordonnées, autrement dit à la fonction de survie :

(t1) ■••iLi) — ► *ÿc(f(cr-1)i )

Corollaire 2 La restriction de p à toute partie non vide A„,é admet pour densité la

fonction :

r(a(0)) ; k

9o(t1> •••) - (“I)*r(a(o) + d).=i 3=1

tèmeoù Xj est la valeur commune des observations ti appartenant au

une fois rangées en ordre croissant, et Bj(xj) et Cj(xPj ) sont définis comme au théorème

5 avec pour tout j les contraintes cj sont celles relatives aux observations apprtenant au

ÿeme d>ex ÆqU0 une fois rangées en ordre croissant et A est la suite de regroupements

de la suite croissante (taj).

bloc d'ex cequo

5.4 Extension

Le travail effectué dans ce chapitre porte sur des censures fixes à droite. L’extension

laquelle nous allons nous intéresser concerne toujours des censures fixes mais à gauche

et en mixte.

Nous nous limiterons à dormer des indications pour le traitement de ces deux cas

puisque l’idée principale, qui est la suppression des censures, a été explicitée pour les
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t
ceinsures à droite.

1) censure à gauche

Après l’introduction des bonnes définitions et notations ” calquées ” de celles don¬

nées pour les censures à droite mais adaptées à ce cas, nous supprimons les censures pour

pouvoir appliquer le théorèmel. Le problème ici est que le rapport entre les fonctions de

survie sans censure et celles avec censure n’est pas aussi simple. Nous utilisons alors la

formule de Poincaré pour exprimer les fonctions de survie données par le théorème 1 en

fonctions des différentes fonctions de répartitions des vecteurs de dimensions inférieures

ou égale. Puis nous remplaçons ces dernières par leurs homologues avec censures puis¬

qu’elles s’en déduisent en y fixant aux valeurs de censures les variables correspondant à

ces censures.

2) Censure mixte

Ici aussi, il faut commencer par introduire les bonnes définitions et notations relatives

à ce cas. Ensuite par suppression des censures à gauche, nous nous ramenons au cas

où n’interviennent que des censures à droite pour lequel la densité est donnée par le

théorème 4. Puis le cheminement est le même que pour le cas précédent. C’est à dire

qiue nous utilisons la formule de Poincaré pour se ramener des fonctions de survie; aux

fonctions de répartitions qui s’exprimeront alors en fonction des fonctions de répartition

qui font intervenir les variables censurées.
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.1 Appendice A

Calcul de la densité prédictive sur la diagonale, dans le cas de la censure à gauche,
pour n=2.

Pour simplifier les notations, nous notons (G, H) au lieu de (G\,G2), (c,-,dj) au lieu
de et (a, /3) au lieu de (ai, 02). D’après le lemme 1, cette densité s’écrit :

dS*(x) = fàS'-diS") (x,x) où pour x < y S'(x,y) = Sc(x,y) et S"(x,y) = Sc(y,x),
donc

i

S'(x, y) = / G« (x)G«(y) (dG) + /G“ (x)D„.(dG) J fi*( y)Vx (dH )
- /G«(x)G«(y)Va.(dG) f fi*(y) (dH) + / fi*(y)Vy(dH)/ G«(y)®„.(dû)
+ / fi*(x)fi*(y)®,,, (dfi) - / fi*(x)fi*(y)®r (dH) f G«(y)Va.(dG)
- f G» (x)G«(y)®.. (dG) / fi*(x)®„- (dfi)-/ G« (x)®0. (dG) / fi*(x)fi*(y)®,,, (dfi)

+ /G*(x)G*(y)®„. (dG) / fi*(x)fi*(y)®„. (dfi)

= £S'(*,y)
i-i

et,

S"(x, y) = / G*(y)G*(x)®„.(dG) + / G* (y)®„. (dG) / H*(x)T>r (dH)
-fG“(y)G*(x)Va.(dG)f fi*(x)®r(dÿ + jH-'ÿVAdÿJGÿVÿdG)
+ /fi*(y)fi*(x)®y(dfi) - /fi*(y)fi*(x)®r(dfi)/C°(x)®a.(dC)
- / G*(y)G*(x)®„. (dG) / fi*(y)®r(dfi)-/ G*(y)®„. (dG) / fi*(y)fi*(*)®r(dfi)

+ / G*(y)G**(x)®„. (dG) / fi*(y)fi*(x)®r(dfi)

= Êÿ(t,ï)
j-i

Nous remarquons que 5,(x,y) = I(x)g(y) et que S’"(x, y) = J(y)g(x) donc
ét,5((x,x) = OiSCIx, x) et pour la même raison ctjSÿx.x) = diS"(x,x) .

Par ailleurs la formule de Ruggiero donne :

J Gcl(x)G*(y)®Q.(dG) = r(a(0» r(Q(ti) + Cj + C2) P(Q(t-2) + <>>)
r(a(0) + ci + c2) r(a(ti)+c2) r(a(t2))
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et

(bien sûr les mêmes formules sont valables pour H et /3* en remplaçant a par /3)

Introduisons les notations suivantes :

c = Ci + Ci et d = d\ + d2
r(j9(Q))

r(/J(0)+d )’
r(g(Q)) Ah(t) = r(a(t) + /1) et J3„(É) = r(/3(t) + /1)b =a = r(o(0)+c) >

Nous obtenons alors :

S'(x v) = a AC2{y)
A,V) “ An(x)A0(y)'

en remplaçant dans le second membre de cette égalité c2 par c\, il vient :

s»(x v\ ~ a Ag{y)li'V) ACl(x)A0(y)-

Par dérivation des deux termes précédents, nous obtenons :

- ) - LnAc(x) - LnA0(x ) + LnACl(x)]'
A0{x)

(d2s[-dls,;)(x,x) = a

En remarquant que S'5(x,y) (rcsp S'ÿ(x,y)) s’obtient de S[(x, y) (resp S"(x, y)) en

remplaçant a par /3 (et donc c* par dt, a par b et A par B), nous obtenons :
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Bd(x)(d2S'5-dlS'5')(x,x) = b [LnBd2(x) - LnBd(x) - LnB0(x) + LnBdl(x)\B0(x)

Par ailleurs,

S'9{x,y) = S[(x,y)S'5{x,y),

et donc

d2s'9(x,x) = +

Or,

$(*,*)bSUx.x) = a \LnBd,(x)- LnB0(x)}'.

Mais Sg(x, x)d2SJ(x, x) s’obtient de SJ (x, x)d2S'5(x, x) en intervertissant a et /3, d’où

d2S'(x,x) = a 44ÿ6 - LnA0(x ) + LnBd,( x) - LnB0(x)}'.
A0{x) BQ{X)

De môme,

dySÿx,x) = s"(x,x)a,s"(x,x) + S“(x, x)a,s;'(x, x),

le second terme de la somme se déduisant du premier et S'5'( x,x) de S"(x,x), en inter¬

vertissant a et P, d’où :

(ftSJ - dlSS)(x,x) -.a gg[InA»(x) - LnAt{x) + LnBd,(x)
— LnB0(x) — LnAc{x)+LnACl (x)—LnBd(x)+LnBdl (x)]'
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Il reste à calculer les termes 82(S3 + S7) et di(S% + S”) et d’en déduire les termes qui

manquent.

(S'3 + Si)(x,y)= -Sÿx,y)[J Hd'(y)Vr(dH)+ J Hd'(x)Vy(dH),

et donc

a2(s; + s'7)(x,x) = -a £M[fm§g$(L„B<j2(i) _ L„B„(*))'

+(S$!S® + - LnM*))'\-

(S'i + S'l)(x,y)= -S'{(x,y)lJ Hd'(x)Vf-(dH)+ J Hd‘(,y)Vy(dH),

et donc

dtW + S!!)(*,*) = -a _ LnBo{x))'

Nous en déduisons :

d2(S'3 + Si) -a,(sj+ s?))(*, X) = a + Bd, (°)

[Lnkc(x) — LriACl(x) — LnAc.2(x) +
)

Vu que Sg (resp Sy) se déduit de S3 (resp S'7) et que de même Sg (resp 5") se déduit

de S3 (resp S") en intervertissant a et /3, il vient :

(a2(sj + s;)-a1(sj+ sj))(x,x) = 6gifiÿ!a(ÿj ,

[LnBd(x) - LnBdl(x) - LnBd2(x ) + LnB0(x)]'.
+

La récapitulation de tous ces résultats conduit à l’expression de la densité sur la

diagonale donnée par :
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dS*(x) = a jÿ0j[LnAC2(x) - LnAc{x) - LnA0{x) + LnACl(x)]
+b| - LnBd(x)- LnB0(x) + LnBdl{x)]
+a M§)b W)ÿLnAcÿ ~ LnMx) + LnBd2(x) - LnB0(x)

-LnAc(x)+ LnACl(x) - LnBd(x) + LnBdl(x)]'

+ )[LnAc{x) - LnACï(x) - LnAC2{x) + LnA0(x)]'
+ )[LnBd(x) - LnBdl[x) - LnBd2(x) + LnB0(x)}'

Ac(x) B0(0),Bd2(x)
Ao(x)Ba(x)ÿBd2(0)

ik Bd(x) Ao(0)(Aco(x)
Bo(x) i4o(i) 'AC2(0)
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.2 Appendice B

Détails du calcul de la densité pour l’exemple 2 du chapitre 5.

Ici n = 9, s = 4, l = 6, k = 2 et

AA = {0,1}3 = {(0,0,0), (0,0,1), (1,0,0), (0,1,0), (0,1, !),((!,0,1), (1,1,0), (1,1,1)}

•a = (0, 0, 0) alors

q(a) = 5.

Si — 3 et s2 — 8.

7Ti = 1, 7TJ = 2, 7r3 = 5, 712 = 4, 7r3 = 3, = 6, 7rf = 7, 7rf = 9, 7r® = 8.

Ce qui donne le terme -d38Si25436798-

•a = (0,0, 1) alors
q(a) = 4.

Si = 3 et S2 — 9.

7rj = 1, 7Tj = 2, 7T3 = 5, 7T3 = 4, 7T3 = 3, 7r} = 6, 7Tj = 7, 77® = 8, 7rfj = 9.

Ce qui donne le terme +d39Si25436789-

•a = (0, 1,0) alors
q{a) = 4.

si = 4 et S2 = 8.

7T J = 1, 7fi = 2, 7T3 = 5, 7T3 = 3, 7T3 = 4, 7Ti = 6, 7Tj = 7, 77® = 9, 7r| = 8.

Ce qui donne le terme -f<948Si24536789-

•a = (1,0,0) alors

q(a) = 4.

Si = 4 et s2 = 8.
7r{ = 1, 7rf = 2, 7T3 = 3, 7T3 = 5, 7T3 = 4, 7Tÿ = 6, 7rf = 7, 71rÇ = 9, 7r| = 8.

Ce qui donne le terme <948S123546798-
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= (0, 1, 1) alors

ç(a) = 3.

Si = 4 et s2 = 9.

7rj = 1, 7rf = 2, nf = 5, it\ = 3, 713 = 4, it\ — 6, -k\ = 7, nf — 8, 7r® = 9.

Ce qui donne le terme -<9495i24536789-

•a

•a = (1, 1,0) alors
9(a) = 3.

si = 5 et s2 = 8.

Tt\ = 1, 7Ti = 2, 7Tj = 3, 7T2 = 4, 713 = 5, TT\ = 6, 7rf = 7, 7rf = 9, 7r® = 8.

Ce qui donne le terme -d5sSi23456798-

•a = (1,0, 1) alors

9(a) = 3.

Si = 4 et s2 = 9.

7rJ = 1, 7rf = 2, 7Tj = 3, 7r| = 5, 7r| = 4, 7rf = 6, 7rf = 7, 7rf = 8, 7rÿ = 9.

Ce qui donne le terme — 049Si23546789-

•a = (1, 1, 1) alors

q(a) = 2.

si = 5 et s2 = 9.

TTJ = 1, 7rf = 2, nf = 3, ir$ = 4, 7Tÿ = 5, nj — 6, 7rf = 7, it\ = 8, ir?, = 9.

Ce qui donne le terme +ô59Si23456789-
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ABSTRACT. This thesis is devoted to the generalization, to censored observations,

of the study of predictive measures in the bayesian Cox-Dirichlet model, which have

been performed by N. Gouget and J. P. Raoult, for non censored observations, using the

notion of piecewise regular measure, whose density they have computed w.r.t.Lebesgue

measures, on remarkable subsets characterized by equalities and strict inequalities bet¬

ween observations. This notion remains central in our study. We consider successively

Ccises of random censoring, for which the remarkable subsets are kept inchanged but the

computation of densities has to be modified, then cases of fixed censoring where the re¬
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