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TITRE : MODELES DE STATISTIQUE SEMI-PARAMETRIQUE EN FIABILITE

RESUME. L’objet de cette thése est d’étendre, au cas d’observations censurées, 1’étude
des mesures prédictives dans le modéle bayésien de Cox-Dirichlet effectuée par N. Gouget et

J. P. Raoult pour des observations non censurées, a 1’aide de la notion de mesure réguliére par

portions dont ils ont calculé les densités par rapport aux mesures de Lebesgue sur des sous
ensembles caractérisés par des égalités et des inégalités strictes entre les observations. Cette
notion reste centrale dans notre étude. Nous considérons successivement des cas de censure
aléatoire, ou les sous ensembles remarquables sont inchangés mais le calcul de densités doit
étre modifié, puis ceux des censures fixes, ou les sous ensembles remarquables sont astreints
a étre contenus dans les “faces” de I’ensemble des observations, c’est a dire les parties
caractérisées par la fixation des variables censurées.

MOTS CLES : Densités prédictives, Modéle de Cox, A priori de Dirichlet, Censures
aléatoires, Censures fixes.

DISCIPLINE : Mathématiques appliquées, option Probabilités -Statistiques
Département de mathématiques, Université Mentouri, Constantine, 25000, Algérie.




A la mémoire de mon pére
A Lamia et Mehdi qui ont subi les absences de maman.

A mon mari et @ ma sceur qui m’ont encouragée a m’engager dans ce travail et qui
m’ont soutenue et aidée tout au long de sa réalisation.

A ma mere et a mes fréres qui m’ont apportée leur précieuse aide.

A toute ma famille, en particulier & Khelifa, Lamine , Iness, Souheila , Samira et
Kamel.

A toute ma belle famille, en particulier & mes beaux parents.

A tous mes amis en particulier a Fella et Kamla qui m’ont aidée et encouragée.



Remerciements

J’ai déja pu apprécier les qualités professionnelles et humaines de Jean Pierre
RAOULT alors qu’il était mon enseignant de statistique au D-E-A puis membre de
mon jury de thése de doctorat de 3°™ cycle que j’ai soutenu au laboratoire de
probabilités — statistique de I’université de Rouen dont il était le directeur. Je le
remercie trés sincérement de m’avoir fait I’honneur et le plaisir d’accepter de diriger
ce travail, malgré les difficultés supplémentaires de ’encadrement a distance, et de
’avoir fait si efficacement.

Je remercie vivement M. N. BENKAFADAR de ’honneur qu’il me fait en présidant
ce jury.

Ma profonde gratitude va 8 M. ROUSSIGNOL pour s’étre déplacé afin de participer a
ce jury ainsi que pour sa gentillesse durant mes séjours a I’université de Marne la
Valiée.

J adresse mes remerciements les plus sincéres et les plus chaleureux a L. ABBAOUI,
D. AISSANI et Z. MOHDEB pour avoir accepté de s’intéresser a ce travail et de
participer a ce jury.

Bien sir je ne peux oublier de remercier vivement I’équipe du laboratoire de
mathématiques appliquées de I'université de Marne la Vallée, qui m’a accueillie pour
des stages, et offert tous les moyens de travail a différentes reprises durant
I’élaboration de ce travail. En particulier je remercie S. Korry, L. Smail et S. Mercier
pour leur aide technique et M. Morvan pour son aide administrative et sa gentillesse.

Mes vifs remerciements vont également au chef de département de mathématiques, au
personnel qui I’entoure ainsi qu’au vice recteur et a la directrice chargés de la post
graduation et de la recherche pour la compréhension et ’aide que j’ai trouvées aupres
d’eux.



Table des matiéres

1

Introduction
Rappels 9
1.1 Processusde Dirichlet . . . .. ... ... .. ... ... ... .. 9
1.2 Cadre général de analyse bayésienne . . . . . ... ... ... ...... 12
1.3 Modele bayésien de Cox-Dirichlet . . . . .. ... ... ... ... ... 14
1.3.1 Définitions et notations . . . . . . . . ... ... ... 16
1.3.2 Reésultats . . ... ... .. . .. 20
Calcul des densités prédictives dans le modéle bayésien de Cox-Dirichlet
A censures aléatoires a droite 24
21 Lemodele . . . . . . . . . 24
2.2 La fonction de survie prédictive ....................... 25
23 Calculdesdensités . . . ... .. ... ... e 20
Mesures prédictives dans le modele bayésien de Cox-Dirichlet a Cen-
sures aléatoires a gauche 34
31 Lemodele . .. .. . . . ... 34
3.2 Fonction desurvie prédictive . . . . . . .. .. ... L oo 35
Mesures prédictives dans le modéle bayésien de Cox-Dirichlet a cen-
sures aléatoires mixtes 39
4.1 Lemodele . .. .. . . . . . . e 39
4.1.1 Modele symétrique . . . . ... ..o 40



4.1.2 Modéle a censure initiale a droitepar Ty, . . . . . . . ... .. .. 10

4.1.3 Modéle a censure initiale a gauche par Ty . . . . . . . .. ... .. 40
4.2 Echantillondetaillen . ... ... ... .. L oo 41
4.2.1 Nodeéle symétrique . . . . ... L Lo 11
4.2.2  Modele & censure initiale & droite par 7% . . . . L L L0 L L 12
4.2.3 Modéle a censure initiale & gauche par 7 . . . . . . . ... L. 43
Calcul des densités prédictives dans le modeéle bayésien de Cox-Dirichlet
a censures fixes 44
5.1 Introduction . . . ... ... ... ... ... ... e 41
5.2 Calcul de densités prédictives . . . . .. . . .. ... ... 45
5.2.1 Cas particulier en dimnension2oud . . . ... ... ... ..... 16
522 Casgénéral . .. ... ... ... 54
5.3 Retour au modéle de Cox-Dirichlet . . . .. .. ... ... ... ..... 69
54 Extension . . . . .. ... e 75
.1 Appendice A . . . . ... e e 77
2 Appendice B. . . . . ... 82



Introduction

D’une maniére générale les données de survie mesurent le temps d’occurence d’un
certain événement. Ce dernier peut étre la guérison ou la mort suite a la prise d’un
meédicament dans le domaine biomédical ou la panne d’une machine en fiabilité. Mais
en fait ces données ne se limitent pas au domaine biomdadical et a la fiabilité; elles ont
6té étendues A la sociologie, la criminologie, le marketing ete. Des exemples concernant
les différents domaines d’application précités sont respectivement la durée d’un premier
mariage, le temps d’aveux d’un criminel et la durée d’abonnement & une revue (cf Lee
1994).

Cependant, I’'observation de telles données ne peut pas toujours se faire d’'une maniére
compléte ; 'exemple du temps de survie d’un individu atteint d’une certaine maladie est
assez explicite a cet égard. D’une part, le temps d’étude doit étre fixé et le patient peut
décéder d’une autre cause que sa maladie (par exemple un accident), c’est la censure a
‘droite. D’autre part, le temps du début de la maladie peut étre inconnu, c’est la censure
a gauche. Autrement dit les temps de survie, réellement observés, ne sont pas toujours
les véritables. Nous sommes en présence de données censurées et il est clair que c’est le
cas pour beaucoup d’exemples rencontrés dans la pratique. Pour cet exemple les données
sont, en méme temps, censurées a gauche et a droite, c’est la censure mixte. Les censures a
gauche et & droite ne sont que des cas particuliers de la censure par intervalle puisque dans
ce cas on sait simplement que les temps de survie, des individus censurés, appartiennent a
un certain intervalle. Un autre type de méchanisme de censure est donné par les censures

progressives (cf Bordes 2002 et Avarez-Bordes 2002), dans ce cas on retire, au fur et a



resure, des éléments de ’étude ( pour une raison de coit ou autre). L’incomplétude
peut aussi s’exprimer par la troncature, une variable n’est alors prise en compte que si
elle est supérieure a une valeur donnée (troncature & gauche) ou inférieure & une valeur
donnée (troncature a droite). Pour notre exemple cela peut vouloir dire que les personnes
dont la mort est antérieure au moment du début de I’é¢tude sont automatiquement exclus
de 1 étude (troncature a gauche) et celles pour lesquelles la naissance est postérieure au
moment de la fin de 'étude sont aussi automatiquement exclus de cette étude (troncature
a droite).

. Lathéorie de I’analyse de survie a pris naissance avec la parution de l'article fondateur
de Kaplan-Meier (1958) dans lequel un estimateur de la fonction de survie a été proposé
pour des données censurées a droite. Cet estinateur a inspiré beaucoup de travaux mais il
s’est avéré difficilement généralisable a d’autres types de données incomplétes (troncature
ou censure mixte). Des détails sur ce point sont donnés dans la thése de Beck (2000).
Quant a nous signalons, tout de méme, que 'estimateur de Kaplan-Meier a été géncralise
au cas ou l'indicateur de censure n’est pas toujours connu, c’est a dire qu’on ne sait
pas, pour certaines observations, si elles sont censurées ou pas (¢f Van Der Laan et
McKeague 1998). Un ouvrage de base sur les données de survie reste celui de Kalbfleisch
et Prentice (1980). L’usage des processus de comptage pour linférence concernant les
données incomplétes a été initié par Aalen (1975). Pour les développements récents, on
peut se référer A Andersen et autres (1993), Cocozza (1997) et Fleming-Harrington (1991).
vCes méthodes permettent de déduire rigourcusement et assez simplement les proprictés
asymptotiques des statistiques utilisées, propriétés qui étaient, pour certaines, inconnues
jusqu’alors.

L’introduction de covariables peut s’avérer nécessaire afin de tenir compte d’une cer-
taine hétérogénéité entre les individus, I’hypothése de variables indépendantes et équi-
distribuées n’étant pas toujours raisonnable. Dans ’exemple précédent, cela peut etre
représenté par le sexe et ’age. Les modéles les plus connus, dans ce cadre, sont le modele

a hasard proportionnel (ou modele de Cox introduit par cet auteur en 1972) et le modele



a hasard additif (ou modele d’Aalen introduit par cet auteur en 1978). Dans le modele
de Cox (respectivement d’Aalen) ces covariables agissent multiplicativement (respective-
ment additivement) sur le taux de défaillance. Le modéle de Cox se préte bien au calcul
sur les fonctions de survie, sur lesquelles les covariables interviennent comme exposants
d’une fonction de survie de base.

Par ailleurs, la prise en compte de résultats antérieurs ou de dires d’experts peut se
faire par I'intermédiaire d’un modéle bayésien, on peut se reporter & Robert (1992) et
a Florens et autres (1990) pour I’étude de l'analyse statistique bayésienne. La théorie
bayésienne non paramétrique ou semi paramétrique a connu un essor considérable depuis
les travaux de Ferguson (1973 et 1974 ) qui a introduit I'a priori de Dirichlet, ce dernier
ayant eu un succés considérable. Cela étant da a la facilité de son emploi, car dans un
cadre de modele discret la famille des lois de Dirichlet est la conjuguée des lois multino-
miales (cf Florens et autres 1998) ; dans un cadre général on s’y rameéne en cousidérant
des partitions finies de I’ensemble continu des observations.

Dans ce cadre N. Gouget et J. P. Raoult (1999) ont étudié la mesure prédictive dans
le modéle bayésien de Cox-Dirichlet (la fonction de base du modele de Cox est munie
de l'a priori de Dirichlet). Ils ont montré que cette loi est un cas particulier de ce qu’ils
ont appelé mesures réguliéres par portions. De telles mesures ne sont pas absolument
continues par rapport a la mesure de Lebesgue, mais leurs restrictions aux sous ensembles
caractérisés par des égalités et des inégalités strictes entre les observations le sont. Ils ont
effectué le calcul des densités ainsi définies dans le cas général d’une mesure réguliére par
portions puis dans le cas particulier du modele de Cox-Dirichlet.

Pour notre part, nous envisageons le calcul de densités prédictives en rajoutant diffé-
rents types de censure a des observations toujours régices par un modele de Cox-Dirichlet.
Nous effectuons les calculs dans le modeéle de Cox conditionnellement aux valeurs des co-
variables, la loi de base étant seule inconnue. Le travail effectué dans [15] visait a mettre
en place les calculs de densités applicables aux modeéles, justifiés par des problémes éco-

nométriques, introduits dans les travaux de Ruggiero (1989 et 1994). Or dans la pratique,



ce type de données est en général inévitablement censuré.

Nous commencons, au chapitre 1, par rappeler le processus de Dirichlet, le cadre gé-
néral de ’analyse bayésienne dans laquelle nous nous situons ainsi que quelques résultats
sur le modele de Cox-Dirichlet donnés par N. Gouget et J. P. Raoult (1999) puisque ce
fut le point de départ de ce travail.

Au chapitres 2, 3 et 4 nous étendons au cas d’observations aléatoirement censu-
rées I’étude des mesures prédictives dans le modéle non paramétrique bayésien de Cox-
Dirichlet effectuée, pour des observations non censurées dans [15], la loi des points de
censure étant elle méme régie par un modéle de Cox-Dirichlet indépendant de celui des
observations. Nous montrons que dans les différents cas de censure envisagés (a droite,
a gauche ou mixte), les mesures prédictives restent réguliéres par portions. Il en résulte
-_wnc une partition de l'espace des ohservations en parties contenues dans des sous es-
paces vectoriels, sur chacune desquelles la mesure prédictive est absolument continue par
rapport & la mesure de Lebesgue. Nous calculons au chapitre 2, dans le cas de la censure a
droite, les densités ainsi définies. De plus un exemple de calcul de densité, en dimension 2,
est effectué dans le cas de la censure & gauche.

Quant au chapitre 5, ’extension y est effectuée pour des données censurées par des
constantes. Aprés avoir détaillé le calcul des densités en dimensions 2 et 3, le cas général
a été traité en donnant les densités restreintes a des sous ensembles des faces, ensembles
caractérisés par la fixation des variables censurées et comportant des égalités et des
inégalités strictes entre les observations non censurées.

Signalons que ce dernier chapitre est indépendant des chapitres 2, 3 et 4 et peut, de

ce fait, étre lu avant ceux ci.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Processus de Dirichlet

L’introduction de ce processus, comme son nom l'indique, fait appel a la loi de
Dirichlet que nous rappelons ci aprés.

Soit (Z;)1<j<k des variables aléatoires indépendantes de lois respectives la loi gamina

de parametres (o, 1) ot o; > O et Ek:aj > 0. la loi de Dirichlet de parametre (ay, ..., ax),
j=1

notée D(a,...a,), st la loi du vecteur aléatoire (Y7,...,Y;) ou Y; = —;41— pour tout j tel

Yz
que 1 < j <k.Sia; >0 pourtout 1 <j <k alors laloi de (Y3, ..., Y1) est de densité :

D(ay + ... + k) k-1 k-1
1 k aj—1 an—1
Yoy Yk—1) = . 1- DR yeees Yke
f(yl Yk 1) F(al)...[‘(ak) (Eyj )( ;yJ) Sk(yl Yk l)
ou S est est le simplexe :
k-1
Sk = {(yl,“"yk—l) “ Yy Z O,Zy] _<_ l}
j=1

Soit S = {s),..., 8¢} un enscmble fini et Py 'enscmble des probabilites sur S. p €
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Ps ssi p = (py,..,Pk) avec p; > 0 pour tout i et Zk:pi =1 (p; = P({s:}). Si dans
un modele bayésien, I’ensemble des paramétres estlz)I = Pg, alors ce dernier est en
'bijection avee le simplexe Si. On peut done munir 'ensemble des probabilités Py de la
loi de probabilité de Dirichlet Dy, ... a4)- Cette dernicre a la propri¢té qu’en observant n
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées a valeurs dans S, si l'a
priori est Dq, .. .q,) alors I’a postériori (sachant qu'on a observé (xy, ..., z5)) est Diay, )
ou o = a; + Card{j : z; = s;}. Ceci veut dire que les a priori de Dirichlet constituent la
famille conjuguée des lois multinomiales, ce qui en facilite 'emploi.

Maintenant, au lieu de s’intéresser a une loi de probabilité chargeant un ensemble
fini, franchissons le pas vers une loi quelconque P sur R, . En ne s’intéressant aux valeurs
de P que pour certains intervalles formant une partition finie de R, on se rameéne au
cas fini. La transition de la loi de Dirichlet au processus de Dirichlet s’obtient alors en
considérant n’importe quelle partition comme suit.

soit &* une mesure finie non nulle sur I'espace mesurable (S, .A) et soit P un proces-
‘sus indéxé par les ensembles mesurables de A. P est dit processus de Dirichlet de para-
meétre a*et on note D,-, si pour tout entier k et toute partition mesurable (B, ..., By)
de S (c.a.d. les (B;) sont mesurables, disjoints et de réunion ), le vecteur aléatoire
(Pg,, ..., Pp,) suit la loi de Dirichlet D(4-(s,),....a*(8,))- Nous allons décrire les principales
étapes de la preuve, de I'existence de ce processus, donnée dans l'article [9] de Ferguson.

D’une maniére générale, si pour tout ensemble fini J les lois des vecteurs { P , j € J}
sont données pour toute partition mesurable {B;,j € J} on peut en déduire, pour tout
ensemble fini I, les lois des vecteurs { P4,,7 € I} pour toute famille mesurable {A;,i € I}

en posant :

Pa =) Py, (1.1)

JEJi

ou

10



Ji={j/ B; C A;}.

La condition suivante permet de satisfaire la proprié¢té de compatibilité imposée par
le théoréeme de Kolmogorov.

Condition C

Pour toute partition finie mesurable {B;,j € J} de S et pour toutes les partitions

{Jk, k € K} de J, les deux vecteurs

(P 5,k € K), (Z Pg,),k € K)
J€Jdi

ont méme distribution.

Proposition (cf [9])

Si pour toute partition finie mesurable la condition C est satisfaite et si pour toute
famille finic mesurable {A;,< € I'} 1a loi du vecteur { P, ,i € I} est donnée par la formule
(1.1) de sorte que les lois des variables aléatoires soient indépendantes de leur ordre, alors
il existe une loi de probabilité P sur ([0,1])4, (BN [0, 1])¥4) engendrant toutes les lois en
dimension finic ot BN [0,1] est la tribu borélicnne sur lenseuble [0,1] et (BN[0,1])=
est la tribu produit des tribus boréliennes sur {0,1].

Maintenant en revenant au cas particulier ou (Pp,, ..., Pg, ) suit la loi de Dirichlet
Dia~(B1)....,a*(By)), 1a condition C est satisfaite du fait que si le vecteur {Y;,7 € I'}, pour [
fini, suit la loi de Dirichlet de parametres {«;,7 € I'} alors pour toute partition {I;,1 <

j<l}deI

(Z Y,... ,ZYi) ~ D(igloi,,.‘,_z a,);

1€l i€l

ceci venant du fait que si X; et X, sont indépendantes de lois respectives I'(a;,1) et

['(a2,1) alors X; + X, suit la loi I'(e + a, 1).

11



L’existence du processus de Dirichlet est ainsi établie.
En particulier pour tout enscinble mesurable A, P4 suit la loi Béta de parameétre

(a*(A),a*(A)), donc :

Q

*A)

Q)

a*(A)ar(A%))
(@(9))*(e*(S) + 1)

E(P,) = var(P,4) =

R

Il apparait alors que I’espérance de la probabilité aléatoire P est une loi de probabilité

et que la masse totale de a* est un parametre de précision. Le processus de Dirichlet met

donc du flou autour d’une loi centrale.

1.2 Cadre général de ’analyse bayésienne

En théorie de I'échantillonnage un modele statistique est décrit par la donnée d’un
espace mesurable (E, ) pour un nombre infini d’observations, appelé I'espace de I'échan-
tillon et par la donnée, sur cet espace, d’'une famille de probabilités indéxée par un
paramétre ¥, noté { Py, € O}, et qui sont les distributions d’échantillonnage des obser-
‘vations.

En statistique bayésienne, I’espace des parameétres © est muni d’une tribu A telle que :
vV S € G, Vapplication ¥ — Py(S) soit mesurable sur ( ©, A). Autrement dit 'application
P.(.) est une probabilité de transition sur © x . L’espace mesurable ( ©,.4) est muni
d’une loi de probabilité u, appelée loi & priori et qui exprime l'information disponible a
priori. Le parameétre 6 est regardé, dans ce cadre, en tant qu'objet aléatoire. Un modele
statistique bayésien est alors la donnée de I'unique loi de probabilité 7 sur 'espace produit

(O x E, A® ) définie par :

VA AVSES, m(AxS)= / Py(S) du(b).
A



La loi marginale de # sur 'espace (£, Q) est dite loi predictive, elle est donnée par :

VSeS, P(S) = /e P5(S) du(0).

Nous observons n variables aléatoires indépendantes strictement positives Xy, ..., X,
.uai$ non identiquement distribuées. Cependant les lois des (X,;) sont les modifications
d’une méme loi de base, a l'aide de coefficients multiplicateurs du taux de défaillance.
Autrement dit, il existe une loi de base P de fonction de survie F et une suite de nombres
strictement positifs (¢;)1<i<» de nombres appelés contraintes ou stress tels que la fonction
de survie de X; soit F*. Trois approches sont alors envisageables. Si une loi est spécifiée
pour F' il s’agit alors d’estimer ses parametres, c’est le modeéle paramétrique. Dans notre
cas le modele est non paramétrique dans le sens ou F' est complétement inconnue, de
nature non paramétrique, et que la relation liant les lois des (X;) & F est connue mais dé-
pend de parametres (c;). Dans ce travail, seule l'inférence relative a F' est étudiée puisque
les contraintes sont supposées connues. Signalons qu’un troisiéme modéle, intermédiaire
entre les deux précédents, appelé modéle semi paramétrique consiste & ne spécifier aucune
loi pour F' mais a représenter paramétriquement effet des covariables sur la survie.

Dans notre cas ’espace des parametres est 1’ensemble de toutes les lois de probabilité
sur (R;,B(R,)) sur lequel il faut spécifier une probabilité. A cette fin, ce qui se fair
classiquement, est de regarder une probabilité sur (R, B(R;)) comnme une application
de B(R.) sur [0,1]. L’espace des paramétres est alors © = [0, 1]3+) | auquel il est d’usage
d’associer la tribu (BN [0, 1])®2®+) BN [0, 1] étant la tribu borélienne de [0,1]. De plus
Pespace des probabilités P, caractérisées par leurs fonctions de survie G, est muni de l'a
priori de Dirichlet D, rappelé plus haut ou a* est une mesure définie sur (R, B(R.))
de fonction de survie a. Rappelons que ceci veut dire que pour toute partition mesurable
(Ai)i1<i<m de R4, le vecteur aléatoire (Pa,)1<i<m suit la loi de Dirichlet de parametre
(e*(Ay),...,*(An)). En particulier pour toute suite strictement croissante de nombres

réels positifs (u;,...,un), la suite aléatoire G(u,),...,G(u,) admet pour densité par

13



rapport & la mesure de Lebesgue s R} 'application :

r ao) . m-—1 . R ~
(Y1 Yrm) T (F(a. +1)(1—y1) T @iy T e T a0

i=1

(1.2)

OﬁAz{(yi)ISiSm:0<ym< o<y < 1} et ou
I" désigne la fonction gamma eulérienne,
Qo = a*(R+)a a; = a‘([ojul])v Qo = a‘(]uli’uQ]); ceey O = a'(]um—l,um])v

Qi1 = & (Jum, +00[).

1.3 Modéle bayésien de Cox-Dirichlet

Nous reprenons, ici, quelques résultats de larticle [15] de N. Gouget et J. P. Raoult
qui nous seront utiles dans les chapitres suivants.

Soient T3,...,T,, n variables aléatoires strictement positives indépendantes de fonc-
tions de survie respectives Gy, ... ,G,, qui sont les modifications d’une fonction de survie

de réference G par la transformation suivante :
Vil<i<n,Vt>0,Gi(t) = [C(t)
ouc = (cy,...,cy) est un vecteur de nombres réels strictement positifs. ¢ est supposé

fixé et on place sur G un a priori de Dirichlet D,.. Ce modéle est appelé le modele de

Cox-Dirichlet.

La fonction de survie de la loi prédictive du vecteur (17, ...,7T,) s’éerit :

S(ty,... ta) = /ﬁGCf(t,-)Da.(dG) (1.3)

Afin de pouvoir appliquer la formule (1.2) pour le calcul de cette intégrale, rangeons

la suite (t,;)1<i<n par ordre croissant et regroupant les eventuels ex @quo. Nous obtenons
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une suite (uy, ..., u,,) strictement croissante de longuecur m < n.
Notons d; la somme de tous les c; tels que t; = u;,
Soient @y, ... , @, définis en (1.2).

Alors

S(thy...  ta) = /ﬁ ()% Da- (dG)

Jj=1

F( m+1 - m N m
= | I — 2;)M” I | 7 1{0<= 2 I |dz-
['(ay).. am+1 / (251 = ) i G O Hl},-:l ’

i
ou nous posons 2z = 1 et 2,7 = 0.
L’intégration se fait alors successivement selon z,,, 2;,m-1,. .., 21-

En utilisant le fait que

. _ L T(p)T(g)
Vp>0,9>0 /tplu—tqldt=up+q a4
(Vp > 0,9 > 0) i (u—1t) TpT )

et en remarquant que l'intégration par rapport a dz; est donnée par :

m

ot a(j) = ) (4 + di)
1=
il vient

Sttty = — L) FLei)Mey) | Tleo) 11 T(@()
b F(al)"'r(am-t—l)]-___l F(a(./) +aj) F(arrt+l)j F(U-(J) +Q'J')

=1



Ce qui s ’écrit sous la forme

L'(a(0)) v+ D(alt,,) +d?)
S(ty, ... t,) = ol T 1.4
(e eot) = Sy + @)L L an ) 7 2.0 -
ou :
e 0 = (01,...,0,) est une permutation réordonnant en croissant la suite (¢;)1<i<n,

c’est & dire telle que la suite (¢,,)1<;j<n SOt croissante,

o d7 = icah avec dj, , =0etd=df = zn:ci.

h=i i=1

Ce résultat a été donné par M. Ruggiero dans [23]. Mais c’est N. Gouget et J. P. Raoult
qui ont mis en évidence les propriétes de la mesure qui est associée & cette fonction
de survie. En effet cette loi prédictive n’est pas absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R™. En revanche, ces auteurs ont fait apparaitre une propriété
“d’absolue continuité par portions” qui est la suivante : considérons les sous ensembles
de R" caractérisés par des égalités et des inégalités strictes entre les coordonnées; si le
nombre d’égalités est n-¢ , un tel sous ensemble est une partie ouverte d’'un sous espace
vectoriel de dimension ¢ dans R". La restriction de la loi prédictive considérée a chacun
de ces sous ensembles est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue {
dimensionnelle. Nous renvoyons & [15] pour un calcul explicite des densités définies par
ces relations d’absolue continuité par portions.

Nous allons préciser cette notion de régularité par portions, le résultat fondamental

‘qui en découle et application de ce dernier au modéle de Cox-Dirichlet.

1.3.1 Définitions et notations
Dérivées partielles

Soit A une partie de R* et f une application de A dans R. Soit s = (sy,... ,s¢) unc
suite d’entiers distincts dans {1,... ,k}. La £ dérivée partielle —9L__ de f est notée

Ul
Yoy, Uity
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0; f. Elle est classiquement définie par la succession de ¢ dérivations partielles aux points
dans I'intérieur de A, puis par un prolongement continu aux points de la frontiére chaque

fois que cela est faisable.

Configuration d’ex zequo

Nous appelons ainsi toute suite de nombres entiers strictement positifs A = (A},... , A/)

telle que Z)\ = n. Nous notons n; = }:/\h (avec ng = 0).
i=1 .

Ensembles et applications remarquables

Pour chaque n-permutation o = (o0y,... ,0,) et chaque configuration d’ex aquo A |
‘awus introduisons :

e le sous ensemble de R™ défini par :

Ap={thcic V(L. 0L, ==t Vie{l,... -1}t <t .}

Sa fermeture est

A:}: {(tl)ls 1< ":Vj € {1> 71} ton == ta"],Vj € {1’ ’l - 1}tau S tUanl}

7-1 1

A est Pensemble de toutes les suites dans R" qui peuvent étre réordonnées en crois-
sant par 'usage de la permutation o et dans lesquelles il y a exactement ! blocs d'ex
2quo qui, lorsqu’on les recense en croissant, ont les tailles successives A,... , A.

Pour A = (1,...,1), la suite de longueur n dont tous les éléments sont égaux a 1,
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nous obtenons le sous ensemble noté A, :

A, = {(t,.)ls <niYje{l... n—1}t, < tam};
la fermeture de A, est :

A, = {(ti)is i<n:VjE{l...,n—1}t, < t[,m}.

Si o est la permutation identité, nous obtenons ’ensemble noté

A ={(ti)icicn:ViE{L,. .. 1} to_i=...=ty, , Vi€ {l,...,l =1} t,, <ty o}

Si en méme temps A = (1,...,1) et o est la permutation identité, nous obtenons l'en-

semble noté

A,‘n= {(ti)ls i< nIVj € {1, ,’fl—l} tJ <thl}

-

et sa fermeture

Am = {(t.,)ls i<n VJ < {1, , L — 1} tj S t;n}

e la variété linéaire :

Py = {(ti)lS i< VJEAL ... I} Vie J;Vi'e J;,t, :t"}

13



N J = {i tnjoy < o~i) < nj}, avee pour o la permutation identité,

P,\= {(ti)IS iSane {1) 71} 1tn,_1+1 = .. =tn_,}

e l'application ¢} de R' dans R™ :

qui a chaque z = ()<< fait correspondre la suite t = (t;);<.<, telle que pour tout
1 et tout j:

ti=1x; & nj < (071); < ny,

oll 07! est la permutation inverse de o.

¢, induit une bijection de R sur la variété linéaire P} et une bijection de A, (resp

As) sur A} (resp A} ).

Dans ¢ on omet Asi A = (1,...,1), de méme on omet o si o est 'application identité

e la fonction de survie réordonnée :
Soit p une mesure positive et finie sur R® de fonction de survie S et soit aa la
restriction de ¢, 4 A, . L’ application définie sur A, par :

Ss = S o ¢, est la fonction de survie réordonnée de la mesure p.

Mesures réguliéres par portions

Nous appelons ainsi toute mesure finie sur R” telle que, pour toute n-permutation o,

la restriction de sa fonction de survie, S, & A, notée S,, admette la n-dérivée continue
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1.3.2 Reésultats

-Sit = pMzy,...,z;) o1 (21,...,21) € A, alors t = (x[{\‘] ,x,[’\‘]) ou :c

Y

la répétition, \; fois, de z; et la formule (1.4) s’écrit :

J
ou
n R
o
dn, 1+ Z Cop
h=n;_1+1

-Siy=(y1,...,Ys) € A;, alors

So(y) = SBo®)) = SWomitys- - +Yomim) = =20 )+ d)

I'{a(0) + d) H F(a(yl) +d7)

Si s = (s1,..., sx) et si  est dérivable on obtient alors :

8,(5,)(4) = Su(w) TT o(ws)[(LaTY (elys,) + &,

=1

—(LnlY (e(ys,) + d5 1]

Lemme 1(cf lemmal page 322 de [15])

I desi gne

(1.6)

Soit v une mesure positive et finie sur |M, N[? et soit (S',S") le couple de ses fonc-

tions de survie réordonnées, soient a et b (avec M < a < b < N) tels que S' et S”

soient continues et qu'il eriste les dérivées 0,25 et 0,25" qui soient continues sur

A = {(«',2");a < 2 < 2" < b} . Soit vt la mesure définie, pour chaque sous cn-

semble borélien A de |M, N{, par v*(A) = v({(t,t);t € A}) et soit §* lu fonction de

survie de v*. Alors S* admet une dérivée continue 9S* sur |a,b[, avec :
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08*(z) = (0,58'-0,8")(z,z) = (8,5'—825")(z, z) (1.7)

Résultat fondamental sur la mesure réguliére par portions

Le théoréme 2 de ‘[15], que nous redonnons ci dessous, explicite pour chaque A*,
"associé a une configuration d’ex @quo A = (Ay, ..., ), la densité d’une mesure réguliére
par portions, relativement a la mesure de Lebesgue sur P*. Il met en particulier en
évidence qu’interviennnent des dérivées partielles de fonctions déduites de la fonction de
survie S par permutations, c’est & dire des termes du type 9,5, ‘e't ce uniquement pour
certains couples (s, o) ; ceux ci sont indexés par 'ensemble des suites de 0 et 1 de longueur
n—1, décomposés en sous suites de longueurs A\ —1,... , A, —1,s0it a = (a},... ,a,-) =
((a2)1< m< a;-1)1< j< 1 - Ces couples sont donc notés (s(a), o(a)).

Théoréme 1 (Gouget-Raoult ¢f [15] page 331)

Soit p une mesure réguliére par portions et -soit A = (Aj)1<j<i une configuration d’ex

@quo. Notons A* = {0,1}"!. Alors la restriction de p & A* admet pour densité par

rapport d la mesure de Lebesgue.sur P* la fonction g définie par :
g* =D (-1)"0,)So(a) (1.8)
a€A>

J
o, si on note a = ((a?,)1< m< A;-1)1< j< 1, nous obtenons, avec nj = Y A :
h=1

-~

A-1
egla)=n—3 > a,
j=1 m=1

1l

A-1
o s(a) = (sj)icjct, avec s; =1+n;_, + > al,

m=1
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e o(a) est la permutation inverse de T(a) qui se décompose en sous suites de longueur

ALy-.. N sous la forme ((T9)1< v< A;)1 < j < 1, avec
v—1
h=n+1+ Y a+(1-d)( -v)
u=1

On remarque que ce théoréme porte sur des sous ensembles de R™ qui sont des suites
croissantes d’observations. Le cas général (parties A)}) s’en déduit par permutation et

nous ’expliciterons dans le cas du modele de Cox-Dirichlet & censures aléatoires a droite.

Application au modéle de Cox-Dirichlet

L’expression de S, donnée a la formule (1.4), montre que la mesure prédictive associée
a cette fonction de survie est réguliére par portions, le théoréme 1 lui est donc appliquable.
Apres avoir explicité dans ce cas les termes 0;S,, donnés a la formule 1.8 du theoréme 1,

Gouget et Raoult dans [15] ont déduit le résultat suivant.

Théoréme 2 (Gouget-Raoult cf [15] page 335)

Soit p la loi prédictive de la distribution de n durées de survie dans le modéle de
Coz-Dirichlet, avec la suite de contraintes ¢ = (c;)i1<i<n €t l'a priori de Dirichlet défini
par la mesure a* de fonction de survie a qui est contindment dérivable sur R,. Soit
A = (A< j< 1 une configuration d’ex @quo, selon laquelle nous décomposons la suites
de contraintes ¢ en l sous suites successivcs (c)1< v a, 5 nous introduisons les somunes
‘partielles supérieures de contraintes e; = Z %c"

Alors la restriction de p a A adrrtcfttﬁc;r_r_zlrze densité par rapport & la mesure de

Lebesgue sur la variété linéaire P*, la fonction g* définie par :

A (Dl Ny D)
@ m) = () +e)HB (25)Cy(2;)
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avec

F(a(z;) + e;)
B;(z;) = J 2o/ (x;
)= Nafay) + ey
et, Px;—1 désignant I’ensemble de tous les sous ensembles de {1,... ,\

Cj(z;) =

AIGPAJ. -1 € M

23
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Chapitre 2

Calcul des densités prédictives dans
le modéle bayésien de Cox-Dirichlet

A censures aléatoires a droite

2.1 Le modéle

On observe n variables aléatoires strictement positives indépendantes, de la forme,
ITi = inf(ﬁ,l; cee 1T;,m) = T;,l VAN T'i,m)

les variables T; x (1 < k < m) étant elles méme indépendantes et, pour tout k, le vecteur
aléatoire (7T} x)1< i< » €tant lui méme régi par le modele bayésien de Cox-Dirichlet étudié
dans [15] et rappelé au chapitre précédent. De maniére précise, il existe une famille de
‘ronctions de survie de base, (Gk)1< k< m et une famille doublement indexée de contraintes
strictement positives ¢ = (c; k) 1<i<n , 1<k<m de telle sorte que la fonction de survie de T; 4
soit G*. D’autre part chaque famille de lois de base est munie d’un a priori de Dirichlet
D,;, caractérisé par une mesure finie of sur R, dite mesure de Dirichlet, de fonction

de survie a; (i.e. ag(t) = aj(Jt, +oo[). Rappelons (voir formule (1.2)) que cela signifie
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‘e pour tout k et pour toute suite finie strictement croissante de nombres réels positifs

(u,...,us), la suite aléatoire (1 — Gi(u1),Gr(w1) — G(uz), ... ,Gr(us—1)— Gr(us) )

admet pour densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R® I’application :

['(ao) T a1 - 1
sy 9 Ys . ,il’ x (1— ias'H‘k 14, yooe 3 Ys
(y1 Ys) — Fos).. .F(as+1,k)i1;[1y ( ;y) As(h1 Ys)

ou,
A = {(yi)1<i<s/ Vi : 0 < y; < 1, Zyi <1},
i=1
aoe = ap(RY), a1, = ai(]0,w]), a2x = of(Jur, ug]), ... ,a5p = of(Jus—1,us)),

s+l k = a:;(]um +OO[)

Nous supposons enfin que les m fonctions de survie de base sont a priori indépen-

dantes, autrement dit (Gk)i1< k< m est muni de I’a priori ﬁDa;.
k=1

Ce modeéle peut en particulier étre utilisé si les variables T;; sont des durées de vie
indépendantes, subissant chacune m — 1 censures & droite T; o, ... ,T; . C’est pourquoi
nous 'appelerons modeéle bayésien de Cox-Dirichlet & censures & droite multiples et in-
dépendantes . Le modele ainsi obtenu pour les variables T; n’est plus un modéle de Cox.
Nous allons établir qu’il posséde cependant encore (si les fonctions oy sont continiment
dérivables) la propriété d’absolue continuité par portions et expliciter les densités corres-

pondantes.

2.2 La fonction de survie prédictive

La fonction de survie prédictive s’écrit :
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5.0) = T1 [ TGut)**Dey(@Gs) (¢ = (t1s i)
k=1 i=1

Chacune des intégrales de ce produit est de la méme forme que la survie prédictive
donnée dans les travaux de M. Ruggiero dans [23] (voir formule (1.3)). D’apres [15] elles
admettent donc toutes une n-dérivée continue sur chaque partie A_a si les fonctions «y, sont
continfiment dérivables , et il en est donc de méme de S.. La loi prédictive des n durées
de vie dans le modele de Cox-Dirichlet a censures a droite multiples et indépendantes est

donc réguliére par portions. La formule (1.4) permet d’expliciter S.. On obtient :

— . (o) [ak(ts,) +df)
—]‘:‘[ aOk+dk)HF (ax(ts, +di+1'k) (2.1)

ou

e ap = a;(0) ( masse totale de o )

e o = (0y,...,0,) est une permutation telle que la suite (¢,,)1< i <» S0it non décrois-
sante.

n
o . o —
® 4= :L:Co(h),k ) dn+1,k =0
=i

n
o dy=di, = Zlcz',k
1=

2.3 Calcul des densités

Pour appliquer le théoréme 1 4 la fonction de survie prédictive donnée en (2.1), il nous
faut expliciter 0,(a)(Sc)o(a)- Rappelons que pour tout s = (s1,... ,5) et tout o, existence
de 0,(S.), et sa continuité sont assurées par I'hypothése de continuité des dérivées .
Des simplifications interviennent dans Jy4)(Sc)s(a), que nous allons présenter en omet-

"want temporairement ’indexation par a. Tenant compte de la configuration d’ex sequo
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R . A A
(A1,-..,A), nous sommes amenés a considérer t = (a:[1 Ul ’])

ou a:[ ! désigne la
suite composée de ); termes tous égaux a z;. Nous utilisons le lien entre s(a) et A indiqué

au théoréme 1. A cet effet, nous reprenons la formule (2.1) en utilisant la simplification :

F a k
S.)o ['\1] ) [1\4] k) q,
avec
(ax(z;) + ejx)
(zj,¢,0)
? HF(ak(;rJ +eJ+1L)
ou.

— ] —
ej,k - dnj_1+1,k - Z Cah,k

h=nj;_1+1

Par ailleurs, pour y; < y3... < ¥n,

m

Dlaox) v [low(ys) +dfy)
(Sc)a(yl, e ,yn ]»—Il[ on + dk) P(ak(y,-) + d?+l,k):|

et

(Sa o, 1 3n) = (Saluns-- w) T1{

m

i (s,) [ (LR (anls,) + €2,)

—(LnD) (uls,) + 45 10)] }-

En remarquant que, pour tout j telque 1 < j < [,onan;_; < s; < n; nous obtenons :

k=1

0,(S.), ] [/\x] Qo k) _ '
( ) ('Tl HP(a0k+dk) H(I) I'J,C 0 (TJ,C,O',S),

ol
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Vj(zj,c,0,8) = Za;(z‘,) [(LnP)I(ak(xj) + d:j.k) - (LnF),(ak(l'j) + d:,+l,k)] .

k=1

Nous remarquons que vu la forme de o(a), qui ne modifie que des indices du meme

bloc d’ex aequo, e; s’écrit :

n
ej,k = E ci,k-

i=nj;_1+1

Avec la convention ey, = 0 pour tout k, il vient :

n;
dg = anh,k + €1k
h=s;

En nous inspirant de la preuve du théoréme 2 de Gouget-Raoult, nous allons écrire
¥; en fonction de a = (a7)1< j<1 00 @/ = (a?,)1< m< »;,—1. Pour cela, il est pratique de
décomposer les suites de contraintes ¢, = (¢; x)1< i< n, pour chaque 1< k < m, en [ blocs
selon la configuration d’ex a&quo A comme cela a été fait pour la permutation 7(a) dans
I’énoncé du théoréme 1. Nous notons :

ek = (Ghg g1 avee ¢ = (¢ )i ws a, OU Cly = Cayybunte

Il vient alors :

I An
. h
€k = Cuk
h=j w=1

De méme nous décomposons la permutation o(a) en [ permutations o(a’) ou o(a’)

est la permutation sur ’ensemble {1, ..., A;}, impact de o(a) sur {n;_; +1,...,n,}. Ceci
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veut dire que :

Yw € {1, ceny AJ}
(0(a”))w = (0(a))n; 14w = Mj-1,
Pour s = s(a) et o0 = o(a), as(sc),(x[ﬁ”, . ,xE'\‘]) ne dépend de a qu’a travers les
n; n;
wermes bjx(a) = 3 cop k€t bl (a) = 3 coyk qui s'écrivent avec nos notations :
h=Sj h=sJ'+l
A.1
aa) = > G
w=sj+1l-nj1
et
Y
! N .
bjk(a) = c::(ai)w,k = b},k(a) + Ci(ai)s,-nj_l,k

w=s;—Nnj-1

7(a) étant la permutation inverse de o(a), nous avons (o(a’))™" = 7(a’) qui est
I'impact de 7(a) sur {n;_; +1,...,n,}. ¥, (a) apparait alors comme la somme de tous ¢,
mour v vérifiant (7(a?)), > s; —n;-1 et bjk(a) est la somme de b k(a) et de ¢, avec v;
vérifiant (7(a’)),, = s; — nj-1.

Le théoréme 1 montre que pour tout 1 < v < Aj, nous avons :

v~1

(@), =1+ a,+(1-a)(, —v)

u=1l

(Puisque 7(a’), = 77, — n;_1)

et
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A;-1
sj—mnj_; =1+ E al,.
1

m=

Pour la comparaison de 7(a’), et de s; — n,_;, nous distinguons trois cas :
v—1

-v=J;alors 7(a3), =1+ ) al = s; — nj_,, Pégalité voulant dire que v; = A;.
u=1

-v <A eta, =0 alors

v=1 ’\,_1 .
(@), = (5= myoa) = 1+ @b+ A, —v— (14 5 ah)
u=1 m=1

’\_,-_1
=N -—v— > an>A-v—(\—-1=v)>0.
m_=u+1

-v < \jeta, =1 alors

v=1 Aj-1 _ -1
(@), —(s5—n,m1) =14+ > ak— (14 3 ah)=-1— 3 al<0.
u=1 m=1 m=v+1

Notons, comme dans [15],
M) ={v:1<v <), d =0},

il vient :

vEM (ai)

et

bik(a) = bjx(a) + & x-

Nous remarquons que, I’ensemble des (a’) étant I’ensemble {0, 1}’\’_1 tout entier,
I'ensemble des M (a?) est ’ensemble de tous les sous ensembles de {1,...,A; — 1} noté
Py, -1-

D’autre part I’exposant g(a) utilisé dans ’expression de la densité au théoréeme 1
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s’écrit icl :

I Aj-1 !
gla) =1+ ZZ(I —al)=1+ ZCard M(a?).
j=lm=1 j=1

Nous substituons maintenant aux Jy(a)(Sc)o(a), dans la formule donnant g au théo-

réme 1, les expressions des 9,(S.), que nous venons d’obtenir..Nous appliquons la formule

de distributivité générale, qui se présente ici sous la forme :

S o[J6te) =[] 3 élay)

(al,...,at)edAr j=1 J=laieAr]

1
avec A)‘ — H {0, 1},\,-—1 et A)\,j — {0, 1})\1—1

J=1
Nous arrivons alors au résultat suivant qui généralise le théoréme 2 de Gouget-Raoult,

ce dernier correspondant au cas = le

‘Théoréme 3 Soit u la loi prédictive de n durées de survie dans le modéle bayésien de

Coz-Dirichlet & censures & droite multiples et indépendantes. Les fonctions de survie
des mesures de Dirichlet sont supposées contindment dérivables. Soit X = (Aj)i< j<

une configuration d’ex @quo, selon laquelle nous décomposons les suites de contruintes

ek = (Cik)1<i<n €n | sous suites successives (c)i< j< 1 avec ¢ = (C.],,k)ls V< A,y NOUS

I A

introduisons les sommes partielles supérieures de contraintes ejx = 3 o

h=j v=1
Alors la restriction de p ¢ A* admet comme densité par rapport a la mesure de

Lebesgue sur la variété linéaire P>, la fonction g* définie par :

m

]
P ) = () [ T By e Cte)

ook + €1k
oo P a0k + l,k)j:l
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avec

7 Dlow(z;) +€x)

B;(z;) =
5(3) io Tlew(e;) + €5 k)
et, Pa,—1 désignant l'ensemble de tous les sous ensembles de {1,... ,A; — 1},
Ci(z)) = 3 (=1 M3 ap(z;)x
MeP;, -1 k=1
[(LnD) (ak(z;) + €,k + €5 4 + ZMC’U,:C) — (LnT) (a(z;) + €, 4 + ZA!UZ;,A-)]'
v € v €

Le théoréme ci dessus fournit l'expression des densités uniquement pour des suites
croissantes d’observations, en mettant en évidence le role des ex aquo. Le corollaire
suivant étend ce calcul & toutes les parties A). Il s’établit en remarquant que la densité
0} sur A2 s'obtient en appliquant le théoréme 3 4 la probabilité déduite de la loi prédictive

par réarrangement croissant des coordonnées, autrement dit a la fonction de survie :

(t1,... ,tp) — Sc(t(a-—l)l, e tem1),)-

Corollaire 1 la restriction de u ¢ A} admet comme densité par rapport a la mesure de

Lebesgue sur la variété linéaire P}, la fonction g} définie par :

_ Tt Taok) :
Gty yt) = (=1) EmgBj(xj)cj(Ij)v

ou z; est la valeur commune des observations t; appartenant au j*™¢ bloc d’ex @quo,
une fois rangées en ordre croissant, pour tout j et tout k les contraintes ¢, sont celles
relatives aur observations appartenant au j*°™¢ bloc d’ex @quo, une fois rangées en ordre

croissant et B;(xz;) et Cj(x;) sont définis comme au théoréme 3.
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Exemples. Nous reprenons dans notre cas, les exemples donnés dans [15], ¢’est a dire

que nous écrivons les expressions de Cj(z;) pour A; =1,X; =2et A; =3.

Cilay ) = Y_in(a;) [(LnD) (anle;) + ejrap + ¢l ) = (Ln) (anle;) + esie)]
k=1

2) ) =2
Cj(z; ) = };al(xj)[(LﬂF)’(ak(fj) +ejp1k + &) — (LnD) (er(z;) + €541)
—(LnL) (ar(z5) + ejrh + Sy + ¢ 1)
+(LnT) (ak(x;) + ejp1h + ] 1))

A =3
Cj(z; ) = éa;(ﬂ?j)[(fanl‘)l(ak(%) + €41k + G ) — (LnD) (ax(z5) + €5414)
—(LnT) (ak(2;) + €4 n + Cék + 5 k)
+(Lnl) (ak(2;) + €541k + )
—(Lnl) (ar(z;) + eju1h + Ca,k + (‘l,k)
+(Lnl) (ar(2;) + ej414 + €] 1)
+(LnT) (ek(®) + ejrr + G+ Sy + €] )
—(LnD) (ar(z;) + ej+1,k + c’ x + c{,k)].
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Chapitre 3

Mesures prédictives dans le modéle
bayésien de Cox-Dirichlet &

_ensures aléatoires a gauche

3.1 Le modéle

On observe n variables aléatoires de la forme :
T, =sup(Ti1, Tip) = Tia VT2,

ol les 2n variables aléatoires (T; ) (1 < k < 2) sont indépendantes et ou, chacun des deux
"vecteurs aléatoires (T, ... ,Th k) est régi par un modele de Cox-Dirichlet. Ceci veut dire
qu'il existe deux fonctions de survie de base G| et G, et une famille doublement indexée
de contraintes (¢; x)1<i<n,1<k<2 de telle sorte que la fonction de survie de T; , soit G}*.
D’autre part, chacune des deux lois de base Gy est munie d’un a priori de Dirichlet D.:,
la fonction de survie de o}, est notée a,. On suppose enfin que les deux lois de base sout

a priori indépendantes.
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3.2 Fonction de survie prédictive

La fouction de survie prédictive s'¢erit :

Se(ty, ... ty) = /H(G?"(li) + G (E) — GY(t) }f_;"'*'(t‘)) D,.: (dG\)D,. (d().
=1

Le produit a l'intérieur de cette intégrale vaut :

> TTIT TT (=i G (e )Gy (4,) G (1) G ()

LIKC{L,... n} i€l j€J kEK
I NJ=2, | NK=2, J NK=2
I'uJu K={1,.,n}

L’application du théoréme de Fubini donne alors :

Sl'(tlw"- 7[“) = E l l] ll (__l)( u/(ll\(,'llu_l(Il)(,y(lk,l((‘l).l)"z(”y(;l)
LWL} T NN
I Nd-ow, I O C, J NOKN.o
Lo J RN {L )
J 1111 G ()G (L) D (LG )
JEJ kEKN
Y (=) [T G (t)Da(dGh) [ TT GEE() D (dG)
1,LKC{1,... n} iCIUK JCJUK )
I NJ=2, 1 NK=g, J NK==z
I'uJuK={1,..,n}

f

On obtient ainsi S, a partir de scinmes et de produits de fonctions du type,

(t)ier— / []ce t)Di ),
i€l
ounl'’c{l,...,n}.
On retrouve la forme des intégrales apparaissant dans la formule (1.3) de sorte que

chacune d’entre elles posséde une I’-dérivée partielle continue sur A, H en résulte que



S, admet encore une {1,... ,n} -dérivée particlle continue sur A,, dont le calenl repose

sur la remarque ¢lémentaire suivante :

Soit I, J, K une partition de {1,... ,n} induisant la décomposition de tonte suite o de
R™ en 3 sous suites x;,zy ot Ty ; soit par ailleurs une fonction ¢ définie sur R of une
Loaction U délinie sur R7YN 5 soit 2 € R” tel que ¢ adimette en o nne 1 U K -devivee

particlle ;e et ¥ admctte en zyu une J U K-dérivée particlle O 0 W 5 alors

31,...,n[99($1, i)V (zy, -7?1\‘)] = Ojuicp(xr, o)W (wy,an) + Dy, ) 0gon W (g, ).

(3.1)
Nous allons maintenant expliciter S, en appliquant la formule (1.4)
TR - Ve (tgy o, J1CTE )
Sc(llv“ 7111) = Z (*-”('“““\ ay i ll ; SaRt ,a',’“‘
1,JKC{1,...,n} ' iElU;\'l(u‘(l(ax).)+(’:a1,l,K)

I nJ=@, I NK=0, J NK=2
1U.J U K={1,. n}

R o
le, l—I I ((12“("‘2)])*"3:).{/,’\')
o l‘('lz(t(02)1)+l)1fl..l,l\')

J€EJUK
o,
= P (0) = era(i)
® ALK = T s ) M S W@ s o
ieluK JEJUN

e 7, cst une permutation sur Pensemble JTU K telle que (14, )iciun soit non décrois-

sante,

® 0, cst une permutation sur 'ensemble JU K telle que ({4,), )jeson s0it non déerois-

sante,
o) — N a2 _
® Uik = E Claiyns Jo N T Z ‘[("u);.'
h>q h>a
heluk heJuk

Pourt € A,, Sc(ly,...,1,) s'¢erit :

Card o Pty )

— ~UTUIN RS

Setiy. oo ytn) = > (=D a1 wommre—
1LJLKC{1,... n} i€ 10K W@k

I NJ=0, ! NK=2, J NK=2
1uJuK={l,.,n}

Plag(t;)+D°
b H (ex2(t;) ),k
J.K I(az(t,)+0°
JEJUN (er2(t;) (e=h,, l.-/.l\')
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avec

o — § : o — E
I,K — Cops Dj,J,K - dah

h>i h>i
helUK heJUK
car o rangeant en ordre croissant la suite (t,,... ,t,), elle va aussi ranger.en ordre crois-
'sant toute sous suite de (¢, ... ,t,), de sorte que :
ik =Cilx, € Dj;p= D7 k-
Pour le calcul de 3,5, (t;,... ,t,), tenant compte (voir ( 3.1)) du fait que pour i € K, t;

apparait deux fois dans les produits, nous obtenons alors :

0sSs(t1, ... ,tn) = > (=1)CrdK q; 4 b
LIKC(L,e. m)
I nJ=0, I NK=2, J NK=2
1UJUK=(1,.n)

‘P(m(t.-)+'02’a_l)‘.'l‘K) ‘I‘(a2(tj)+Dz’L_,)}J'K)

sctor TG ) ey T )

Hla’x(tak)[(Lnl‘)’(al(tm + Cl-tyger.) — (LnD) (e (ts,) + CFmryy, 1 i)
k€

I_EIJ“fz(tsk)[(L"‘F)'(”'z(tuk) + D?a—l)aA,J,A‘) = (Lnl) (qa(ty,) + /'fa—lm 4-1,J,l\‘)]
Sk

I;IK{a'l(tsk)[(LnF)’(al(t.u.) + Cl-tysprx) — (L) (aa(ts,) + Cyy, 10,10)]
S

+og(ta)(Lnl) (aa(te) + Di-1y, ) = (LnD) (@2(ter) + Dfgryy i1 s}

qui existe et qui est continue si les dérivées o} et a; existent et sont continues.

L’application du théoréme 1 devrait alors permettre le calcul des densités. Cependant,
les calculs pratiques s’averent trés compliqués. Cette difficulté est mise en évidence par
le calcul de la densité sur la diagonale dans le cas n = 2, qui est détaillé dans 'appendice

et dont ’expression est donnée par :
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T—a %(%[ln Ay, (z) —In A (z) — In Ag(z) + In A, (2)]
+b 248 [In By,(z) — In By(z) — In By(z) + In By, ()]

+a 248y Blad iy A, (z) ~ In Ao(z) + In Byy(z) — In Bo(z)

—InAc(z) + In A, (z) — In By(z) + In By, (z)]
«(z) Bo By, (z) By, (x ;
+a 458 2O (B2 + 22 Gln Ac(z) — In A, (z) — In A, (z) + In Ag(x))
a{z) Ao Acp(z ) \T . -1/
+b G4 28 (2200 + ﬁqﬁoi)[ln By(z) — In By, (z) — In By, (2) + In By(z)]

ouc= C1,1 + €21, d= C1,2 + C2,2, Ah(t) = I‘(al(t) + h), Bh(t) = F(ag(t) + h),

__T@(0) ,__T(es(0)
I'(01(0) +¢)’ ['(az(0)+4d)
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Chapitre 4

Mesures prédictives dans le modéle

bayésien de Cox-Dirichlet 4 censures

aléatolires mixtes

4.1 Le modéle

SiT; est la variable d’intérét, T» est la variable de censure a droite et T est la variable

4

de censure & gauche, alors la définition de I'observation doublement censurée peut étre

prise soit comme

X, = inf(sup(Th,T3),T>) = (Th V T3) A T,
s0it comme

Xg = sup(inf(T,T3),T3) = (Ty A T2) V T3,

selon que la censure initiale est celle a gauche ou celle a droite. Puisque Xy = (1) VTy) A

(Ty vV T3), on a toujours Xy > X, et il apparait que, si T3 < T5, alors X, = X, et il

39



n'y a plus d’ambiguité sur 'observation. Mais supposer ce lien entre les deux variables
de censure compromettrait 'hypothése de leur indépendance. Ceci nous conduit a la
considération d’un troisieme modele, dit symétrique, ou les censures a droite et a gauche

sont assurées respectivement par 7o V T3 et T3 A T3 et ou donc ’observation est
Xe=[WV(LAT)ATVT) =T ATy VT3] V(T ATs).
On remarque qu’on peut reécrire X, (resp X4) sous la forme équivalente :
Xe=(MV(TAT))AT, (resp Xy = (Th A (T3 V1)) VTy).

Les dernieres formules donnant X,, X, et X ont mis a chaque fois en évidence un couple
(U2, Us) tel que U, < Us, et Pobservation est censurée a gauche par U, et a droite par
Us, sans qu'il soit besoin de préciser quelle est la censure initiale.

Si pour tout k, tel que 1 < k < 3, Gy est la fonction de survie de la variable alcatoire

T, et si les variables (Tk)1< x< 3 sont indépendantes, on obtient alors les fonctions de

survie des trois modeles ci-dessus.

4.1.1 Modéle symétrique

P(X, > t) = (G1G2 + G1G3 + G2G3 — 2G1G2Gs5)(t).

4.1.2 Modéle a censure initiale a droite par 75

P(Xd > t) = (Gs+ G1G, — GlGQG3)(t).

4.1.3 Modéle a censure initiale a gauche par T3

P(Xy > t) = (G1G2 + G2G3 — G1G2G3)(t).
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4.2 Echantillon de taille n

Soit (T} x)1<i<n, 1<k<3 une famille de variables aléatoires indépendantes, ou pour tout
k tel que 1 < k < 3, le vecteur aléatoire (Ti,... ,Th4) est régi par un modele de Cox-
Dirichlet. Ceci veut dire qu’il existe trois fonctions de survie de base G,,G» et G et
une famille doublement indexée de contraintes ¢ = (¢;x)1<i<n, 1<k<3 de telle sorte que la
fonction de survie de T; ;. soit G;**. Par ailleurs chaque loi de base est munie d’un a priori
de Dirichlet Da;, caractérisé par la wesure positive finie o} de fonction de survie notée
ay.. On suppose enfin que les trois lois de base sont a priori indépendantes. Les différents
modeéles ci dessus donnent lieu aux calculs que nous présentons maintenant.

Dans chaque cas on obtient, comme dans le cas de la censure a gauche, la fonction de

survie a partir de sommes et de produits de fonctions du type

d’ot il résulte que S; admet une {1,...,n}-dérivée partielle continue sur chaque A, et
donc est réguliére par portions.
4.2.1 Modéle symétrique

Ici 'observation d’indice 7 est :
Ti=[Tix AN (Ti2VTi3) VvV (Tia AT;3).

La fonction de survie prédictive s’écrit alors :

r

[ Do (dC)
k=1
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c, C;, c [
= > =2)Cerdt [TITI TT T1(GY G5 *)(t:)(GP G3°)(t5)
1,J,K,LC{1,... ,n} ieljeJkeKIEL
INJ=0,INK=0,INL=0
JNK=0,JNL=0,KNL=0
IuJUKUL={1,... n}

(G2 G5™) (t)(GY' G5 G5”) tz)HD (dGi)
= 2 (=2)%r8 [ 1 Gy (t:)Da;(dGh)

I,J,K,LC{1,...,n} i€lUJUL
INJ=0,INK=0,INL=0
JNK=0,JNL=0,KNL=0
IUJUKUL={1,... ,n}

f H CJ ’ (t ) D02 (dGQ)

jEIUKUL

[1 G5 (t) Daz(dGy).

ke JUKUL

4.2.2 Modéle a censure initiale a droite par 15

Ici ’observation d’indice 7 est :
T, =(Tiy VTiz) N(Ti2 vV Tia).

La fonction de survie prédictive s’écrit alors :

3

Se(ty, ..., /H °“G°“’+G°“"-Gc“G‘;‘“GC‘“‘)(i)HDQ;(de)

k=1

= 2 (=2)¢e® [TTTT TT Gy Gy ™) () (G )(15)(GY™ Gy G5 (1)

I,JKC{1,..n} icljeJkeK
INJ=0,INK=0,JNK=0
IuJuK={1,...,n}

3
HDa;(de)
k=1
= 2 (=2)¢r® [ TI GY"(t:) Da;(dGh)
ILJKC{1,..,n} i€lUK

INJ=0,INK=0,JNK=0
IUJUK=(1,... ,n}

J T1 G3*(t;)Da;(dG)

JEIUK

H ng'3 (tk)DQ5 (dG;)

keJUK
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4.2.3 Modéle a censure initiale a gauche par T;

Ici ’observation d’indice 7 est :
Ti=[Tiy V(Tia ANTi3)] A Tia.

La fonction de survie prédictive s’écrit alors :

n 3
:Sc(tl,n- ’tn)zj'n C:IGC:2+GC:2G§5,3_ CzIG;-‘.’ 013 H de
=1

k=1

CardK f H H I‘I GC: 1 C. 2 (t )(GCJ 2GCJ 3)(t )( Ck IG;k QG‘-k J)(tk)
I1,JKC{1,...,n} i€ljeJkeK
INJ=0,INK=0,JNK=0
IVJUK={1,...,n}

3
11De; (4G)
= T (2] ] G5 () ()
1,J,KC{1,... n} i€ UK

INJ=0,INK=0,JNK=0
IVJUK={1,...,n}

1 G3*(t) Da;(dGo)

jEIVJUK

J T1 G*(tx)Da;(dGs).

keJUK
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Chapitre 5

Calcul des densités prédictives dans

le modéle bayésien de Cox-Dirichlet

a censures fixes

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions le cas des censures fixes appliquées a des temps de
survie toujours régis par le modéle bayésien ;le Cox-Dirichlet. De facon précise. nous
observons n variables aléatoires positives censurées X; = T; A 7,. 7; est fixé pour tout
17 et il existe une fonction de survie de base G et une famille de contraintes strictement
positives ¢ = (¢y,... ,¢,) de sorte que la fonction de survie de T; soit la puissance G*.
De plus G est munie de I’a priori de Dirichlet D,,, caractéris¢ par la mesure finie o de
fonction de survie a. La mesure prédictive est alors concentrée sur le pave ﬁ[(), 7], Sa

=1
fonction de survie est donnée par :

t = (tl,...,tn) - /P()(l > tl,...,_X“ > t,,)DQ-(élG).
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Elle est égale a :

S(t) si i< V1<i<n

0 sinon

ou S(t) est donnée par la formule (1.4).

Cette loi prédictive perd la propriété de régularité par portions. Cependant a inté-
rieur du pavé ﬁ [0, 7] Pétude est la méme que dans le cas non censuré effectuce par N.
‘Gouget et J. I;.leaoult dans [15]. C’est pourquoi I’étude ultérieure portera sur le calcul
des densités sur des sous ensembles des faces, ensembles caractérisés par la fixation des
variables censurées et par des égalités et des inégalités strictes entre les variables non
censurées.

Remarque 1

Pour une mesure réguliére par portions, toute variété linéaire affine paralléle & un des
axes de coordonnées a une mesure nulle. En effet, il suffit de vérifier cette propriété pour
les variétes de dimension n — 1; toute partie de R* d’équation p(z) = a, ot a € R et
est une forme linéaire, admet avec toute partie A} une intersection de dimension [ — 1, si
! est la dimension de A2 (c’est a dire le nombreé de blocs d’ex sequo dans la configuration
A); or sur chaque A} la mesure est absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue [ dimensionnelle (voir théoréme 1, le passage des parties A* aux parties A se

luisant par permutation).

5.2 Calcul de densités prédictives

Soit p une mesure réguliére par portions sur R™, de fonction de survie S, a laquelle
on applique n censures (a droite) fixes (7;)1<i<n. Autrement dit nous nous intéressons
a la loi multi-dimensionnnelle des variables X; = T; A 7; ou p la loi de (T4,...,T,) est
réguliére par portions. La mesure obtenue est concentrée sur l—nI[O,T,-]. Sur fI[O, T, la
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mesure n’est pas modifiée par rapport au cas non censuré, dont 'étude a été faite par
N. Gouget et J. P. Raoult dans [15]. Il reste donc a effectuer I’étude sur les faces (n — 1)

dimensionnelles d’équation t; = 7;, c'est & dire les parties :

i-1

H[O’TJ'] x {Ti} X H [O’Tj]’

j=1 j=i+1

qui sont de mesure en général non nulle ; remarquons que méme aprés censure, toutes les

variétés affines de dimension n — 1 du type :

i—-1 n
HR+ x {p;} x H Ry,
j=1

j=it+l

ol p; # 7; restent de mesure nulle.

Afin de mieux comprendre 1’étude a effectuer sur chacune des faces, nous la présentons

tout d’abord pour n =2 et n = 3.

5.2.1 Cas particulier en dimension 2 ou 3
n=2

On observe X; =T ATy et Xo =Ty ATo.

Nous supposons, sans perte de généralité, que 71 < Ts.

La restriction de la probabilité prédictive au "rectangle ouvert a droite” [0, 7,[x [0, 72
n’est pas modifiée par rapport au cas ou il n’y a pas de censure. Elle est donc abso-
lument continue, par rapport a la mesure de Lebesgue, sur chacune des parties Ay, N
([0, 71[x[0, 72[), Az N ([0, 71[x[0, 72[) et A2 N ([0,71[x[0,72[) et sa densité est connue.
On doit donc étudier cette probabilité prédictive sur les intervalles ouverts a droite

{m1} x [0, 72[ et [0, 71[x {72} et au point {71, 72} (voir fig 1).
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T2 (T T2,

19

fig 1

1: AN ([0, 71 [x[0, 72))
208, N ([0,7,[%]0, 74])

Au point {7, 72} sc trouve la masse S(r,, 7).

Sur Vintervalle [0, 7 [x {72}, qui est tout entier inclus dims Ay 5. Lo restriction de Lo
probabilite predictive adimet pour fonction de survie unidimensionuclle Sy (0, 72) qui est
continment deérivable par hypothese, ot sa densite slobtient par dérivation.

En revanche Pintervalle {71} x [0, 7o a, saul si 7 = 7, des intersecetions non vides ki
fois avee Ap, et Ay L0tude de Lo restriction a {7}« [0, 72 impose done de considde

séparément ses restrictions a :

th= A0 ({71} x [0, 7)) (qui est vide st 7y = 74)
ct a:
;,‘1 = Az‘l M ({Tl} X [(),Tz[). ‘

La premicre est Sy 2(7y, -) ct la seconde est Sy (71, ), d’on Pon deduit, par dévivation.,

la densité sur AT et sur AJY. Cette densite est ainsi obtenue, dans le cas 7 < 7, sauf an

point (7, 7,); or en ce point la masse est pu([7), 00[x {71}) qui est nulle (ef remarque 1),

La densit¢ est done bien obtenue presque strement.

Onobserve Xy =T\AT, Xo =TyATy, Xy =T5A 75 et onsuppose que 7y < 7, < 7y,
La probabilité prédictive censurée est alors concentrée sur le pave fermeée [0, 7] <
1

[0, 72] x [0, T3] (voir fig 2) et sa restriction au " pavé ouvert a droite” [0, 7, [x[0, 72[x [0, 7]
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fig 3

L FiN Ay,
2: F1NAys,
3:FiNAj23 siT) <7y
4: F1NA32 siT) <7y
0: F1NA312 siT) <7y
6: FiNAy 3 sionn’apast) =79 =73
Evidemment sur chacune des partics [, @ A, ci dessus la densité pradictive, par
rapport & la mesure de Lebesgue bidimensionnelle, s’obtient par la {2,3} dérivation de
So(T1y-y-)-
Le complémentaire, dans la face Fj, de %I(Aa N F}) se compose de deux types de
partics.
1. celles paralleles aux axes
{r}x{n}x[0,13] sit) <7y
{ri} x (0,7 x {11} siT) <7y
2. les "intervalles diagonaux”
Aﬁf,{‘ = {(ti,to,t3) EF 5 ta =ty <7 }etsiT <7y

Aiégl = {(t1,t2,t3) € Fy ; 71 < by = l4}.
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Lc‘s intervalles de type 1 sont de mesure malle (voir remarqgue 1), I reste & calealer
la densité, par rapport a la mesure de Lebesgue unidimensionnelle, sur les 7intervalles
diagonaux” ; or la mesure de fonction de survie S(7y,.,.) est régulicre par portions sur
([0, 71[)? et sur ()71, 72[)? (si 71 < 72). Done la densite prédictive se ealeule dans chague
cas sclon la technique standard, pour la mesure en dimension 2, appliquée au conple
(S1,2(T1, 5 -), S2,1(T1, -, 2)) (formule(L.7) du lemnme 1) on

sur Aé};;l S12(T1y ta, ts) = Saai (71,2, Uy)

et Sy (7, by bs) = Syoa(T1, Loy Uy)-

tandis que
1,2;
sur Apyst S12(T1,t2,t3) = S123(71, Ly, t3)

et Sy1(7y1,t2,t3) = S132(71, t2,t3).

b) Fy = [0, 71[x {72} x [0, 73]
En tenant compte du fait que ) < 77 < 79 < 73, £ a au plus trois intersections, non

vides, avee les A, 5 elles sont représentées dans la figure 4.

G4

T3
T2 1
Ti
2
3
T > {1
g 4

].:FQOAI’Q‘:} si Ty < T3y



2: F5NA39

3:F,NAs .

Sur chacune des parties FoNA, ci dessus la densité prédictive, par rapport a la mesure
de Lebesgue bidimensionnelle, s’obtient par la {1,3} dérivation de S, (., 72, .).

Le complémentaire, dans la face Fy, de %J(Aa N F3) se compose, ici aussi, de deux
types de parties. .

1 : celle paralléle 4 un axe

0, ma[x{rz} x {r2}

2 : "I'intervalle diagonal”

A} = {(ti,to,ts) € Fa ; t1 =t3 < 7o}

La partie de type 1 est de mesure nulle (voir remarque 1).

Il reste a calculer la densité, par rapport a la mesure de Lebesgue unidimensionnelle,
sur "’intervalle diagonal” A%é? ; or ici aussi la mesure de fonction de survie S(., 7, .)

est réguliére par portions sur ([0, 7;[)2. Il suffit donc de lui appliquer, comme précédernm-

ment, la technique standard donnée au lemme 1.
C) F3 = [0, TI[X [0, TQ[X {T3}

Ici les possibilités d’égalité des 7; n’interviennent pas et Fy a toujours deux intersee-

tions, non vides, avec les A,. Elles sont représentées dans la figure 5.
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fig 5

1: Fa n'Al'g_;;
2:15NAys
Sur chacune des deux parties précédentes la densité, par rapport a la mesure de
Lebesgue bidimensionnelle, s’obtient par fa {1,2} dérivation de S, (., ., 73)
Le complémentaire, dans Iy, de (F5 N A 23) U (FyN AL 3) ne se compose que d(: la :
partic de type 2 "intervalle diagonal” suivante : |
i ATSR = {(t1,tats) € Fy5 ) =1y < 14}

La densite predictive, par rapport. a la mesure de Lebespue unidimensionnelle, sur

2,1; . .
A7y p’s’obtient alors par la technique standard du lemme 1.

Faces de dimeusion 1

a) Fy = {11} x {r2} x [0, 74

F; a au plus trois intersections, non vides, avee les A, et elles sont représentées dans

la figure 6

1 2 3 {3
. | ! |—>
0 T T2 T
fig 6



| 1: F,| N A3,1,2

2: /N Al,B.‘l siTy < Ty

3: Iy nAl'g'g st Ty < Ty

Sur chacune des parties 5N A, ci dessus la densité prédictive, par rapport a lamesure
uae Lebesgue unidimensionnelle, s’oblient par dévivation de S, (ry, 72, 0).

-1

Par ailleurs remarquons que le complémentaire, dans I, de [J( Iy N AQ,) sont les
P
points {71} x {72} x {71} et {71} x {72} x {72} qui sont de mesare nulle,
b) Fs = {71} x [0, 72[x {73}
Fs a au plus deux intersections, non vides, avee les A, et clles sont représentées a la

figure 7.

1: F5 N A2|1,3

2:15NA L,y siT) < Ty

Sur chacune des deux parties procédentes la densite predictive, par rapport a laomesure
de Lebesgue unidimensionnelle, s’obtient respectivement par dérivation de Suy 4(7y, -, 734)
et dC Sl‘glg(Tl, . Tg).

Le complémentaire, dans Fs, de (F5 N Ay 3) U (F5 N A a3), si 7y < Ty, est {7}

{11} x {73} qui est de mesure nulle.

C) F(; = [0,7’1[)({7'2} X {T3}
Fg est enticrement incluse dans Aj 54, la densité restreinte a fy s’obtient done par la

. dérivation de Sya3(., T2, T3).



5.2.2 Cas général

Rappelons que notre but est de calculer la densité de la restriction de la mesure

prédictive a4 chaque face. Chacune de ces faces est caractérisée par I’ensemble des indices

i i)bur lesquels z; est fixée & la valeur de la censure T,. Soit donc
e e e = Co={(egy oo 6) €T n} e < co L < 6}

et soit

}-C = {(xla'”’xn)/Vi eC T =Ty, Vi ¢ C T < T.“}

la face de dimension n — s.

.Remarquons les inégalités strictes ( z; < 7;, si ¢ ¢ C ) dans la définition de F¢. Autrement
dit nous considérons des faces ouvertes a droite; en effet si certains des z; (ou i ¢ C)
valent 7; le point considéré se trouve dans une face de dimension plus faible.

En tenant compte du fait que si ¢ ¢ C alors z; < 7;, nous déduisons que F¢ a une
intersection vide avec certains ensembles A, (comme on a pu déja le constater sur les
cas n = 2 et n = 3). Cependant pour toute permutation o , telle que A,N F¢ n’est pas
vide, la restriction de la mesure prédictive & A,N F¢ admet, pour densité par rapport
aux variables non censurées, le produit par (—1)*"* de la {ry,...,7,—,} dérivée de S, ou
r; € C pour tout j telque 1 < j <n-—s.

Le complémentaire dans F¢ de %I(A, N Fe) se compose de deux types de parties :

1. des parties pour lesquelles une variable non censurée prend la valeur d’une variable
censurée; ces parties sont de mesure nulle (voir remarque 1), et il n’y a pas de calcul de
densité a effectuer dans ce cas;

2. des parties comprenant des ex sequo d’une part entre des valeurs de variables non

censurées et (ou) d’autre part entre des variables censurés, et pour lesquelles le calcul de
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densités va étre effectué ci dessous.

On se restreint dans cette partie a considérer des suites croissantes d’observations (le cas

général s’en déduisant par permutation).

Pour tout p tel que 1 < p < s+ 1, on va considérer, la suite des observatiqns strictemnent
supérieures 4 la (p — 1)*™¢ censure (si p > 1) et inférieures a la p**™¢ censure si (p < s).

a. Pour 1 < p < s, on considére ainsi, en posant ¢y = 0,

Sp = (T, 1415+ 1 Tc,)

e Si cette suite n’est pas réduite a z, (= 7.,), les observations qui y figurent et qui sont

d'indice strictement inférieur a c, sont non censurées et strictement inférieures a .., (car

il n’y a pas ici d’égalité entre valeurs censurées et valeurs non censurées). Notons AF la

configuration d’ex zequo définie par S, ; elle se termine nécessairement par 1.

Notons par ailleurs 6 la suite, de méme longueur que A7, dont le dernier élément est 1 et
tous les autres, s’ils existent, sont 0; c’est la suite d’indicateurs de censure de S, : tout
élément de cette suite vaut 0 si le regroupement d’ex aequo est constitué d’observations

non censurées, et 1 s'il s’agit d’une observationr censurée.

e Si la suite S, est réduite a z.,, sa configuration d’ex aequo, A?, est (1) et son indicateur
de censure 67, est (1), ceci peut se produire dans trois cas.

- 1y a deux censures en des valeurs distinctes, et aucune observation non censurée entre
elles (alors x.,_, =7,_, <z, =T,

- il y a deux censures égales (alors z.,_, = 7.,_, =z, = 7,)

- la premiére observation z; est censurée.

b. Pour p = s + 1, on considére alors la suite

Ss+1 = (xc,+17 s :In)a
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éventuellement vide si z., = z,,. At ost la configuration d’ex wequo qui lui est associce,
eventuellement vide; la suite d’indicateurs de censure 6°T1 est soit vide, soit composée
de 0.

On définit alors

X : concaténée de \!, ..., ATt
8 : concaténée de 6°,... 6%,

Posons

et b = ((51,... ,6[).

Interprétons les suites A (qui a la structure d’une configuration d’ex a:quo), que nous
appelerons ”suite de regroupements” et § (suite de 0 et de 1).

.2cit X la configuration d’ex sequo de !a suite croissante d’observations (1, ... ,.2,). A se
déduit de ' de la maniére suivante :

St X = (A],..., ), il peut y avoir deux types de paquets d’ex wxequo,

- ceux concernant des valeurs censurées, sur lesquels nous n’cffectueront pas de regrou-
pements, ‘

- ceux concernant des valeurs non censurées, que nous regroupant.

Pour passer de A’ a ), on conserve comme regroupements les blocs d’ex aquo de valeurs
non censurées mais, si A, # 1 et caractérise des valeurs censurées ex @quo, on le remplace
par (1,...,1) (suite de longueur \},).

¢ indique la nature des regroupements de valeurs par A : 1 s’il s’agit d’une observa-
tion censurée, 0 s’il s’agit d’observations non censurées. Remarquons que chaque fois que
ép =1 (1 < h <) alors A, = 1; insistons sur le fait que des regroupements consécutifs

distincts, d’effectif 1, peuvent concerner des valeurs égales, ceci ne pouvant se produire
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que s'il s’agit de variables censurées.

Exemple 1

‘Soit C = {4,5,8} et soit une suite (1, s, ... ,tg) vérifiant les propriétés suivantes :
L=t <ty <ily=tyg <lg=1t; <ty <ty

ty,ta, t3, tg, t7, tg sont non censurces ct £y, ts, ty sont censurées. -
Alors X' = (2,1,2,2,1,1) ou Ay = 2 et A; = 1 sont des effectifs de paquets d’ex @quo de

valeurs censurées, donc

A=(2,1,1,1,2,1,1), §=(0,0,1,1,0,1,0).

Notons que si au licu de légalité t; = t5, on avait cu l'inégalité stricte ty < t3, A cn
aurait été affecté mais non X et 6.
La longueur commune aux suites A et § est ici [ = 7.

L’ensemble des suites d’observations (t,ts,... ,ty) conduisant au couple (A, 6) considére

icl est : ‘

AN = {(t1,... to)ity =ty <t3 <ty <ty <tg=tr <tys<ty)
vérifiant en plus
Vig {4,5,8}t; <71y ty=Ty4=1t5="T3ts=Ts.
L’ensemble des suites croissantes de valceurs prises par ces observations, regroupant des

valeurs égales quand il s’agit d’observations non censurcées, mais en ne les regroupant pas
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dans le cas contraire est

AT = {(z1,...,27);7) < Tp <23 < 24 < 75 < 16 < X7}

vérifiant en plus
Ty < min(7y,72), T2 < 73,25 < min(rg, 77),T7 < To; Ty = T4, Ty = T4, Ls = Ty

les valeurs de censure se retrouvent ici aux emplacements (3,4, 6) qui sont les indices des
éléments égaux a 1 dans la suite des indicateurs de censure.
L’application ®* consiste en la duplication de chacune des valeurs z; associée a un \; > 1,

de maniére 4 obtenir la suite de ); valeurs toutes égales a z; ; elle applique A™ sur A*<.

Revenons au cas général.

Soit une suite d’observations (t;)i1<i<n, pour laquelle

- les valeurs censurces sont aux emplacements de C = {cy, ... ,¢,}

- la suite des regroupements est A = (A}, ..., A)

- la suite des indicateurs de censure des regroupements est 6 = (6y,...,6)

Sur cette suite on peut effectuer deux opératiofis :

(1) identifier les valeurs égales quand il s’agit d’observations non censurées; 'inverse de
cette application est notée ®*; soit (z;)1<j<i image de (t;)1<i<ca par cette application.
(2) supprimer les valeurs censurées; cette application est notée W : soit (uy,... , u,_,)

I'image de (¢;)1<i<n par cette application; soit

A=A (

(o5
o
>

la suite des blocs d’ex sequo de (uy,... ,u,—,); elle se déduit de A = (A,...,A) enen
supprimant tous les 1 qui étaient associés a des §; égaux a 1 (valeurs censurces).
A (x;)1<j<i, ou les valeurs censurées restent présentes, on peut a son tour appliquer une

opération de type (2) de suppression des valeurs censurées ; soit ¢° cette application et
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soit (v1,...,v—s) 'image de (z;)1<j<i
D’autre part, a (uy, ... ,u,—s) on peut appliquer une opération de type (1) d’identification

des valeurs égales ; I'inverse de cette application est ®*-.

Précisons ces opérations sur ’exemple 1 ci dessus.

L’opération d’identification des égalités entre les variables non censurées (passage de A*®
A Ab%) a été déja effectuée ci-dessus par I'opération inverse de ®*,

a (ty,ta, t3, ta, ts, te, ty, ts, tg) elle associe (z1, z2, x3, 24, Ts, T6, T7), par ailleurs a

(t1,t2, 3, ta, ts, ts, t1, ts, tg), On associe par l'opération W€ (suppression des censures) le

point de I’ensemble A}® donné par :
(ul) U2, Uus, U4, Us, 'U.ﬁ) = (tl) t21 t31 t61 t71 t9)

Enfin au point (z,, 2, T3, 24, s, Ts, T7) de A", on associe par 6° (qui est aussi une opé-

ration de suppression des censures) le point de A% donné par :

('U], V2, U3, ’U4) = (1‘1,2'2,135, 3:7)'

Ici
A=(2,1,1,1,2,1,1),\, = (2,1,2,1)

On a donc le schéma suivant on toutes les applications sont bijectives.
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identification des égalités entre

< variables non censurées
1, o A A,d
A O > A
o C Suppression des
0 W censures
Y ¢ :
L& X > L8
A O * A
* *
fig 8

. ; _
+ En rappelant que n; = )" A; nous introduisons, dans le cas géucral, les ensembles
i=1

suivants :

e AM qui est Pensemble des suites croissantes (£, ... ,1,) telles que

ii) pour tout j (1 < j <1 —1) tel que (8;,6;41) # (1,1) ¢

.o

iii) pour tout j (1 < j < 1) et tout i (n;_y <t < nj)

< l’uJ—{'lv

"J

Dpourtout j (1< <)ty =--=1I

( iy
(
(

sid;=0alorst; < 7;

si6; =1alorst; =7,

‘» A% qui est I’ensemble des suites croissantes (z1,...,x) telles que :
(i") pour tout j (1 < j <1 —1),si (6;,6;41) # (1,1) aj < ajyy.
(i”) pour tout j (1 < j <) et tout ¢ (nj—; <i < nj)

si 6; = 0 alors z; < 7;

si 0; = 1 alors z; = 7.

Sy .. . . A
Par définition, ¢* est une bijection de Ab® sur AM (rappelons que 'inverse de ¢ associe

a toute suite de AM la suite de AM qui s’en déduit en regroupant les valeurs Cgales
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quand il s’agit d’observations non censurées, mais en ne les regroupant pas dans le cas
contraire). La propriété des suites appartenant 3 A*| selon laquelle les ¢; sont égaux a
des valeurs de censure si et seulement si ¢ € C se traduit pour les suites appartenant a
A par le fait que z; est égale & une valeur de censure si et seulement si §; = 1. On

note par
C‘={pJ71$]Sl_—S}

le complémentaire de ’ensemble de ces indices dans {1,... ,l}, c’est a dire que p; désigne

le: j*™ bloc des variables non censurées et vérifie 6, = 0.

Remarquons que

- la relation (iii) signifie que I’ensemble A*¢ est contenu dans la face F¢ (c’est & dire
qu’on a t; = 7; si et seulement si i € C).

- par rapport & A* (défini dans les rappels), A* peut comporter plus d’égalités dues a
d’éventuelles égalités entre des variables censurées se trouvant dans des blocs distincts.

- en revenant a la configuration d’ex sequo A, définie en (5.2), on a
Vi€ {l,...,l—s} A, =X, (5.3)

ceci provenant du fait que le 5™ bloc aprés suppression des censures n’est que le p'™e

bloc dans la suite de départ.

Notons dans le cas général, comme pour I’exemple précédent, A} I'image de 'ensemble
AM par I'application € (suppression des censures) et AL® I'image de I’ensemble A"® par
Tapplication 6° (qui est aussi une opération de suppression des censures). En fait AM

n’est autre que 'image de ALY? par ’application ®*-.

Considérons maintenant les probabilités déduites par les applications bijectives 42,

W€, et 6° de la probabilité prédictive étudiée sur AM. Les fonctions de survie des
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probabilités sur AM et AL® se déduisent respectivement de celles de A*® et A eny
fixant aux valeurs de censure les variables correspondant & ces censures (c’est a dire les
i € C pour A* et les j tels que §; = 1 pour A®). On se trouve alors dans P'ouvert
caractérisé par des inégalités strictes de majoration pour les variables non censurées,
exactement dans la situation étudiée dans [15] en ’absence de censure.

Si on note S, la fonction de survie du vecteur (T})i¢c et g} la densité sur AM (qui est
inclu dans A*+), on obtient par application de la formule (1.8) du théoréme 1 :

gé = Z (_1)‘1(“)88.(‘2)5'0.(“) (5'4)

Q€A

~tenposant k=1!—seta= ((a'zn)lsms,\_j_l)lsjsk

° AA. — {O,l}n—l

g Ae;—1

sol@)=n-s-3% > d,

j=lm=
_— ;

® 5.(a) = (84, )1gjskr avec s, =1+ mn,_ + 3 aj, oun, =3 A,

. m=1 =1
o (0.(a))™" = (7, )1zven, Di1gisk

. u_l . .
avec ) =mn, _, +1+ 3 al +(1-al)(A., —v).
u=l1

L4

Si g*? est la densité de la mesure prédictive sur A*® alors

g™ = g2 o TC. (5.5)

Nous allons expliciter cette densité en utilisant, d’une part le lien entre les deux configu-
‘rations d’ex &quo A, et A et d’autre part le lien entre la fonction de survie sur A} et la

fonction de survie sur A™, On obtient, en rappelant que A, ; = Ap; (voir (5.3)),
l /\j—l

gla)=n—-s - ZZ“{" (5.6)

J=lm=l
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puisque A; = 1si j ¢ C,,

j—1 Apj—1
S‘J = 1 —i- Z/\l‘l -‘- Z ”’{ul (57)
i=1 m=|]
-1 v-1 .
w,=3 M 1+ S+ (L~ dd) (A, — ). (5.5)
i=1 u=1 .

Par ailleurs la fonction de survie sur AM se deduit de celle sur A2, en rajoutant, a leurs

cmplacements, les variables censurées, antrement. dit.

Os.(a)Seq. (@) (ti)icc = Os(a)Sa(a)(ti)1<icn (5.9)

ol s(a) ct o(a) sont définis de la manidre suivante.
e s(a) s’obtient de s.(a) en tenant compte du décalage subi par les indices de dérivation
aprés suppression des censures.

e o(a) est une permutation sur 'ensemble {1,... 10} qui s"obtient a partiv de o, (a) en

Lenant compte d'abord du décalage des indices de derivation da a la suppression des

censures, et ensuite en y intercalant les indices de censure a leurs positions de départ.
4

En fait on a le schéma suivant :

I I [ A AT I

N

9
0

L

fig 9

63



ou les chiffres a4 l'intérieur des blocs correspondent a leurs numeéros et les autres sont
respectivement leurs indicateurs de censure.

Icion a

D= 1,P2 = 4,P3 = 5ap4 = 6:p5 =9

Il est clair que le bloc numéro j, aprés suppression des censures, provient en fait du bloc

numéro p; dans la suite de départ.
J
En posant s(a) = (s;)1<j<k et nj = Y_A; , il devient clair que s; est le ”correspondant”

i=1

de s,; qui se trouve, dans la suite de départ, dans le bloc p;, autrement dit :

Ap;—1
sj=1l4+mn, 1+ Z ahi. (5.10)
m=1
D’une part, nous pouvons faire remarquer que
Np;—1 < §j < Npjs (5.11)

et d’autre part que l'utilisation de la formule (5.7) nous conduit au méme résultat, en

effet :

il est clair que s; est la somme de s,; et du nombre de censures dont les indices lui sont

inférieurs ; or ce nombre s’ecrit Y A;. Mais
ieC i<p;

j—1
§ :Api + § : Ai = Mpi-1,
i=1 i€Ci<p;

‘we qui redonne la formule(5.10).
Par ailleurs, en posant (o(a))™! = ((7)12,<x,)1<j<1, DOUS avons les propriétés suivantes

- du fait que les variables de censure sont remises a leurs positions initiales et forment
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-des bloes d’une scule valeur, on a
VJ (Sj = 1, 7(‘{ =T +1 (512)
- dans un bloc p; de variables censurées, la permutation opére comme sa correspondante

dans le bloc j (apres suppresion des censures) en lui rajoutant le nombres'de censures se

trouvant avant ce bloc p;, donc

VISj<knh=al + > A,

i€C,i<pj
ce qui s’écrit
v—1
i =n, o+ 14+ a4+ (1—al)(, —v). (5.13)
u=1

On remarque enfin que, & cause des cas ou A; = 1 et donc v = 1, les deux formules (5.12)
et (5.13) s’écrivent sous la méme forme suivante
v—1
VISHi<IVISv SN =no+1+) d+(1-a))—v). (5.14)
u=1
Par utilisation des formules (5.4), (5.5),(5.6),(5.9),(5.10) et (5.14), nous arrivons au ré-
sultat suivant en faisant remarquer que A*? est en bijection avec un sous ensemble de
R~ par l'application : (t;)1< i< n — (tn,)j/ 6,=0, ce qui permet de définir la mesure de
Lebesgue sur AM par transport de la mesure de Lebesgue sur R!=*.
Théoréme 4 Soit u une mesure réguliére par portions sur R", de fonction de survie S,
@ laquelle on applique n censures (a droite) fizes 7y, ...,7,. Soient s le nombre de valeurs
‘wensurées, A = (\;)i1<i<i la suite de regroupements définie en (5.1) et & = (6,)1<.<1 la suite
d’indicateurs de censure qui lui est associée. Notons A* = {0, 1}
Alors la restriction de p a AM admet pour densité, par rapport a lu mesure de Le-

besgue, la fonction :



g =D (=1)490,0)So(), (5.15)

acA>

) J
ot, si on note a = ((a?,)1<m<r;—1)1<j<1, ON obtient avec nj = Y A :
h=1

l z\j—l .
® g(a) =n— Z Eafn—s,
i=1 m=1

L] S(a) = Sj)]s;,sk, k=1l-s

Ap, -1 .
avec s; =1+n,_1+ Y ail oup; estle j*™ indice tel que 6, =0

. m=1
o (0(a)™ = (v i h<ist
. ‘/—1 . .

avec ™, =nj_y + 14+ > al + (1 —al)(A; —v).

u=1

Remarquons que ce résultat constitue une généralisation du théoréme 1 de Gouget-
Raoult que nous retrouvons dans le casou V1 < j <16, = 0, ce qui veut dire que s = 0
'(ifl n’y a aucune variable censurée).

Exemple 2
Soit la suite (¢3,... ,t9) telle que

11 <ty <tzg=ty =15 <lg = t7 < tg = tg,

ou 'ensemble des indices de censure est C = {1,2,6,7}.
Cette suite est représentée dans le schéma suivant oil les observations se trouvent sur

l'axe et les censures correspondant aux variables non censurées sont données au dessus

de cet axe.
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T4 Ts T3 Ts=Ty

| ]
[ ' |
ta=1s Ts=T1 =1ty

fig 10

© 7 “Pour p =1, c’est & dire jusqu’a la premiére censure, qui intervient en 7, nous avons

la suite réduite & un élément S; = (7,) & laquelle est associée la configuration d’ex @quo
Al = (1) et la suite d’indicateurs de censure §' = (1).

~ Pour p = 2, c’est & dire au dela de la premiére censure et jusqu’a la deuxi¢me censure,
qui interviennent respectivement en 7, et 7o ne se trouve aucune observation non cen-
surée, nous obtenons la suite réduite a4 un élément S, = (72) & laquelle est associée la
configuration d’ex zequo A* = (1) et la suite d’indicateurs de censure 6% = (1).

- Pour p = 3, c’est 4 dire au dela de la deuxiéme censure et jusqu’a la troisieme, qui
“nterviennent respectivement en 7, et 74, se trouvent trois observations non censurées et
égales, nous obtenons la suite S3 = (t3, 14,15, 76) & laquelle est associée la configuration
d’ex equo A* = (3,1) et la suite d’indicateurs de censure 6* = (0, 1).

- Pour p = 4, c’est a dire au dela de la troisiéme censure et jusqu’a la quatriéme, qui
interviennent respectivement en des valeurs égales 74 et 77, ne peut se trouver aucune
observation non censurée, nous obtenons la suite S; = (77) & laquelle est associée la
configuration d’ex zequo A\* = (1) et la suite d’indicateurs de censure §* = (1).

- Pour p =5, c’est a dire au dela de la derniére censure, qui intervient en 77 se trouvent
deux observations non censurées et égales, nous obtenons la suite S5 = (t5,t9) a laquelle
est associée la configuration d’ex zquo A* = (2) et la suite d’indicateurs de censure
&° = (0).

11 vient alors :

AN=(1,1,3,2,2), A= (1,1,3,1,1,2), 6 = (1,1,0,1,1,0) et A, = (3,2).
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AM = {(t;,... ,tg),t; <ty <ty=1t4 =t5 < tg =17 < by = ty},

'vérifiant
Vi ¢ {1,2,6,7) t; < 7., Vi € {1,2,6,7} t; = T
par l’application inverse de ®*, A*® est envoyé dans
Ats'é = {(z1,... ,%6),T1 < T2 < 3 < T4 < T5 < Zg}
vérifiant
Ty =Ty,Zg = To,Ty = Tg = T = T7,L3 < min(73, 74, Ts), L < min(ry, 7y)

Par 'application ¥¢, A*¢ est envoyé dans

AM = {(uy,... ,us),u; = t3,us ='t4,u3 = ts,uq = tg,us = tg}.
Et par I'application inverse de 2, AM est envoyé dans

A58 = {(v1,v2),v) = t3,v0 = tg}.

L’application du théoréme précédent conduit & ’expression suivante de la densité res-
treinte & A* (voir I’appendice B pour les détails des calculs).
g™ (71,72, T3, T3, T3, Tg, T1, Te, Te) = (—O38S125436798 + D39S125436789 + D18 S124536750 +
0485123546798 — 0195124536789 — F58.5123456798 — D19.5123546789
+ O595123456789) (T1, T2, T3, T3, T3, T6, T7, Te, To ) -

On remarque que les indices des variables censurées, qui appartiennent ici a {1,2,6,7},
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gardent toujours leurs positions pour la permutation o.

5.3 Retour au modéle de Cox-Dirichlet

Revenons au cas ou la mesure p est la mesure prédictive dans le modele de Cox-
‘Dirichlet. La formule (1.4) montre que pour les permutations o telles que A, N F¢ n’est

pas vide, la survie de la mesure prédictive restreinte a A, N ]-'c, est pour t = (t1,...,t,) :

So(t) =

n a(t +dl,-1y,)
F(a(O ]-:-[

+ d(a'l) +1)

et la densité par rapport aux variables non censurées s’écrit :
(=1)" =200, Sot) = (=1)"*50(6) T] /(8 )[(LDY (cx(ts,) + &, y,)
= (Lnl') (a(t;,) + d(a"l)r‘,-i-l)]

our; € {1,..,n\CVje{l,...,n—s}.
Nous allons maintenant étudier les parties de F présentant des ex 2quo, d’une part entre
Jes: valeurs des variables non censurées et (ou) d’autre part entre des variables censurées.
Afin d’appliquer la formule (1.8) du théoréme 1, ;10us devons expliciter les termes 0,(S.),-
‘Par application des formules (1.5) et (1.6) et en tenant compte du fait que n,,_; < s; <

np, (voir (5.11)), il vient :

[l La©) 77 Dalz)+e;)
0s(Se)o (T Nrgi<t = Fa(oj+a) H Tlalz;)+es41)

[T & (z,, [(EnTY (alzy,) + d5,) — (LnDY(alzy,) + &2 ).

o(a) étant une permutation ne modifiant que des indices d’un méme bloc entre eux,

-
e; peut s’écrire
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ce qui montre que e; est indépendent de o. Rappelons que, par convention, e;;; = 0.

Par ailleurs nous avons :
dgj = bj(a') t €p+1

ou

npj

bj (a) = an'h

h=s;

et

gj+l = b;(a) + €p,+1

Ofl .

bj(a) et b(a) ne dépendant que de quelques contraintes d’indices appartenant au bloc
numéro p;, nous allons décomposer la suite de contraintes ¢ = (¢;)1<i<n €n [ sous suites
successives (¢) selon la configuration d’ex sequo A. De méme o(a) est décomposée en |
permutations o(a’) oi o(a?) est la permutation sur 'ensemble {1, ..., A;}, impact de o(a)
sur {n;—1 +1,...,n;}.

Nous notons :

c=(hgicty, ¢ = ()i1gwsr; OV &, = Cnj_y 4w
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Yw € {1, ceey )\J}

(U(Gj))w = (U(a))n,-—1+w = Nj-1,

(on se raméne & une permutation sur {1,...,A;}).

I1 s’ensuit que :

Nous obtenons alors

et

Mp;

bi(a)= D Dy, =Y+

a(aPJ)Sj-npj—l

.sj—npj_l
n(a) étant la permutation inverse de o(a), nous avons (o(a??))~! = 7(aP’) qui est I'impact
de m(a) sur {n,,_1 +1,..,7n,}. Il sensuit que )(a) est la somme de tous ¢’ pour v
vérifiant (m(a?’)), > s; — np,_1 et bj(a) est la somme de b)(a) et de ¢f] avec v; vérifiant

(m(aP)),, = 8; — np,—1. Puisque m(aP?), = 7}’ —n, _y, il vient du théoréme 4 :
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v—1
m(@™), =1+ a? + (1 —a?)(X, —v)
u=1

et

Ap;—1
J— = Pj
Sj—MNp—1 =1+ E aly.

m=1

Pour la comparaison de m(a?’), et de s; — n,,_1, nous reprenons la méme démarche
donnée dans [15] en remplacant, quand il le faut, j par p;. Nous distinguons trois cas :

- v =)y, alors

v—1

m(a), =1+ Zaﬁ" =8 T Mp;-1s
u=1
I'égalité voulant dire que v; = A,.
) v=1 Ap; -1
-V < A, et al =0alors m(aP), — (s; —np,1) =1+ P all + A, —v—(1+ Y aii)
u=1 m=1
Ao =l
=d,—V— Y a@ >, —v—(A, —1=v)>0.
m=v+1
-V < Ay, et af =1 alors
v-1 ’\PJ_]‘ APJ"I
T(aP), = (s —np_y) =1+ a¥ —(1+ > aB)=-1— Y %<0
u=1 m=1 m=v+1

‘Notons, comme dans [15], M(a?) = {v: 1 < v < )\j, a} = 0} et P, ensemble de tous

les sous ensembles de {1,...,A; — 1}, il vient

bi(a) = Z &

veM(a?7)
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et
bj (a) = b; (a) + CI;JPJ .

Par ailleurs les indices j pour lesquels ; = 1 ayant un A; = 1, nous pouvons nous en

passer dans g(a), donné au théoréme 4, et obtenir :

[ Aj-1 k
gla)=k+> > (1-al)=k+) CardM(a™).
j=1m=1 j=1

Nous arrivons ainsi au résultat suivant par application du théoréme 4 et de la formule

de distributivité générale qui s’écrit dans notre cas :

> B[] =5]] 8(a”),

(al,... ,at)eAr j=1 J=1 ai€AMi

!
ou A* = [T{0,1}71 et AM = {0,1}%71.,
j=1
Rappelons que les indices qui ne sont pas des p; ont un A; égal 4 1 et que dans ce cas

{0,1}%1 est vide .

Théoréme 5 Soit p la loi prédictive de n durées de survie dans le modéle de Coz-
Dirichlet censuré, a droite, par les constantes Ty,...,7,, avec la suite de contraintes
c= (€i)1<i<n €t U'a priori de Dirichlet défini par la mesure o*, de fonction de survie o, qui
est continiment dérivable sur R, . Soit s le nombre de variables censurées, A = (A,)1<i<i
la suite de regroupements définie en (5.1) et 6 = (6:)1<i<i la suite d’indicateurs de censure
qui lui est associée. Nous décomposons la suite de contraintes ¢, selon la configuration
d’ex @quo A, en | sous suites successives (cl); nous introduisons les sommes partielles

L An
supérieures de contraintes e; = 5. 3 ch.
h.=] v=1
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Alors la restriction de p auz parties non vides AM admet pour densité, la fonction :

sy L@O) Tra T
@ n) = D' +d)J1=IIB,(zJ>JI:[1q<rp,>
ouk=1-s,
I(a(z;) +¢;)

B = Taley) t o)

et, Px,~1 désignant l’ensemble de tous les sous ensembles de {1,.., Aj— 1},

i(@p) = (@p) 3 (1) MDY (a(zp,) + epat €, + 3 )

MEPx, -1 veM
— (LnD) (afzp,;) + €p,41 + Zf.’ﬂ],
ou p; est le 5™ indice tel que §,, = 0. a

Remarquons que ce résultat constitue (tout comme le théoréme 3) une généralisation
du théoréme 2 de Gouget-Raoult que nous retrouvons dans lecasou V1 < j <16, =0,
ce qui veut dire que s = 0 (il n’y a aucune variable censurée).

Le théoréme ci dessus fournit ’expression des densités pour les suites croissantes des
obscrvations, en mettant en évidence le role des ex aquo. Le corollaire suivant étend ce
résultat aux suites non croissantes en les rangeant par ordre croissant par usage d’une
permutation o et I'introduction de la suite des regroupements de (t,,) et la suite d’indi-
cateurs qui lui est associée 6.

Soit donc A I'ensemble des suites (ti,... ,t,) telle que
(i) (t5,) est une suite croissante,
“(1i) pour tout j (1 <j <)t =

drlj_1-+l = tduj!

iii) pour tout j (1 < j <1 —1) tel que (6;,8;+1) # (1,1) to, <tow 1)
(vi) pour tout j (1 < j <) et tout i (nj_; <i < ny)
si 6; = 0 alors t,, < 7,

si 6; =1 alors t,, = 74,
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"27uus rappelons que les censures ont pour effet que certaines permutations entre les va-
riables ne sont plus possibles. La densité g)° sur les parties non vides A}® s’obtient en
appliquant le théoréme 5 a la probabilité déduite de la loi prédictive par réarrangement

croissant des coordonnées, autrement dit a la fonction de survie :

(tl, ...,tn) — Sc(t(a“l)“ ...,t(a-—l)")

Jorollaire 2 La restriction de 1 a toute partie non vide AN admet pour densité la

fonction :

g;\(tl,...,tn)=(—-1) a(o HB zJH (5,)

ot x; est la valeur commune des observations t; appartenant au \/jiéme bloc d’ex equo

une fois rangées en ordre croissant, et Bj(z;) et Cj(z,;) sont définis comme au théoréme
L4

‘5 avec pour tout j les contraintes ¢, sont celles relatives auz observations apprtenant au

j%me bloc d’ex equo une fois rangées en ordre croissant et A est la suite de regroupements

de la suite croissante (t,).

5.4 Extension

Le travail effectué dans ce chapitre porte sur des censures fixes a droite. L’extension

.4 laquelle nous allons nous intéresser concerne toujours des censures fixes mais a gauche

et en mixte.

Nous nous limiterons a4 donner des indications pour le traitement de ces deux cas

puisque !'idée principale, qui est la suppression des censures, a été explicitée pour les
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censures a droite.

1) censure & gauche

Apres lintroduction des bonnes définitions et notations ” calquées ” de celles don-
nées pour les censures a droite mais adaptées a ce cas, nous supprimons les censures pour
pouvoir appliquer le théorémel. Le probléme ici est que le rapport entre I'es fonctions de
survie sans censure et celles avec censure n’est pas aussi simple. Nous utilisons alors la
formule de Poincaré pour exprimer les fonctions de survie données par le théoréme 1 en
fonctions des différentes fonctions de répartitions des vecteurs de dimensions inférieures
ou égale. Puis nous remplacons ces derniéres par leurs homologues avec censures puis-
qu’elles s’en déduisent en y fixant aux valeurs de censures les variables correspondant a

CES censures.

2) Censure mixte

Ici aussi, il faut commencer par introduire les bonnes définitions et notations relatives
a ce cas. Ensuite par suppression des censures a gauche, nous nous ramenons au cas
ol n'interviennent que des censures & droite pour lequel la densité est donnée par le
théoréme 4. Puis le cheminement est le méme que pour le cas précedent. Cest a dire
que nous utilisons la formule de Poincaré pour se ramener des fonctions de survie aux
fonctions de répartitions qui s’exprimeront alors en fonction des fonctions de répartition

qui font intervenir les variables censurées.
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.1 Appendice A

Calcul de la densité prédictive sur la diagonale, dans le cas de la censure a gauche,

pour n=2.

Pour simplifier les notations, nous notons (G, H) au lieu de (G,, G2), (¢, d;) au lieu

de (ci1,ci2) et (a, ) au lieu de (, a2). D’apres le lemme 1, cette densité s’écrit :

0S*(z) = (025" —0,5") (z,z) ou pour z < y S'(z,y) = S.(z,y) et S”"(z,y) = S.(y, x),

donc

S'(z,y) = [ G (2)G?(y)Da-(dG) + [ G*(2)Da- (dG) [ H*(y)Dys-(dH)
= J G*(2)G*(y)Da- (dG) [ H*(y)Ds-(dH) +fHd’ )Dg- (dH)fGC"’( )Da- (dG)
+ [ H% (z) H% (y)Dye (dH) — [ H* (z)H* (y)Dyr (dH) [ G%(y) D (dC)

— [ G%(2)G*(y)Da- (dG) [ H (2)Dp-(dH)~ [ G (2)De (dG)fHd* (z) H (y)D,- (dH)
+ [ G%(2)G(y)Dar (dG) [ H () HY (y) D (dH)
(

9
= ;S z,y)
et,J_
§"(2,y) = [ G (y)G**(2)Dar (G) + [ G (y)Da+ (dG) [ H (2)De (dH)

(
— [ G*(y)G%(2) D, (dG) [ H(x)Dg- (dH) + [ H® (y)Dg- (dH) [ G=(z) Do (dG)
+ [ H (y) H (2)Dr (dH) = [ HY (y) H () Dy (dH) [ G (2) D (dG)

(
— [ G (y)G*2(2)Da- (dG) [ H (y)Dp-( dH )= [ G (y)Da- (dG) [ H (y) H**(z)D3- (dH)
+ [ G (4)G®(2)Dar (dG) [ H () H (z) Dy (dF1)
= 2.5 (z,y)

Jj=1

Nous remarquons que Sy(z,y) = f(z)g(y) et que Si(z,y) = f(y)g(z) donc
0255(z, z) = 0,55 (z, x) et pour la méme raison 0,S)(z,z) = 0,57 (z,z) .

Par ailleurs la formule de Ruggiero donne :

e () T(a(t) + e+ e) Dalt) + )
/ G @E2 WP ld0) = Frmy e v e Ta@)+e)  Ta@)
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et

| 6 @Purd) =

(bien str les mémes formules sont valables pour H et 3° en remplacant a par 3)
Introduisons les notations suivantes :
c=ci+cetd=d; +d;
I'(a(0 I'(B(0
o= ok, b=y An(t) =T(a(t) + h) et By(t) = T(B(t) + h)

Nous obtenons alors :

en remplacant dans le second membre de cette égalité ¢, par ¢, il vient :

ACI:C) A, (y)
A, (z '

Si(z,y) =a

—
N
o
—~
S
—

Par dérivation des deux termes précédents, nous obtenons :

(028] — 0157)(z,z) =a 3:8; [LnA.,(z) — LnA.(z) — LnAy(z) + LnA,, ()]

En remarquant que Si(z,y) (resp St (z,y)) s'obtient de Si(z,y) (resp Sy(z,y)) en

remplacant a par J (et donc ¢; par d;, a par b et A par B), nous obtenons :



Bd(:c)

(0285 — 01.55)(z,z) =D )

[LnBg,(z) — LnBy(z) — LnBy(z) + LnBy, (z))

Par ailleurs,

So(x,y) = Si(x,y)Ss(x, ),

et donc
0254(z, ) = S{(z,z)0255(x, =) + Si(z, 2)0,5] (z, x).
Or,
! / Ac X By(z ,
Si(z,x)02S;(z,z) = a Aozxgb Bzgmg [LnBy,(z) — LnBy(z)]'.

Mais Si(z,z)0,S](z, z) s’obtient de S}(z,x)02S;(z, z) en intervertissant a et 3, d’ou :

L4

A(z) b By(z)

32S§(x,x)=aA0(x) Bolz)

[LnA.,(z) — LnAo(z) + LnBy,(x) — LnBo(z)).
De meéme,
0154 (z,z) = S (z,2)0,55 (2, z) + S5 (z,2)0, S (z, ),

le second terme de la somme se déduisant du premier et S¢(z,z) de Sy(z,z), en inter-
vertissant « et 3, d’ou :
(0255 — 8154 (z,2) =.a 553b F4I[LnA,,(z) — LnAo(z) + LnBy,(z)

—LnBy(z)—LnA(z)+LnA. (z)—LnBy(z)+LnBy, (z)]
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Il reste a calculer les termes 05(S5 + S7) et 01(S5 + S7) et d’en déduire les termes qui

manquent.

(S5 + S7)(@,9) = ~Si(@ )l [ He () (aH) + [ @0,

et donc

' oz By, (z .
B2(S} + Sp)(z,7) = —a D[ 20 Bj:§0§ (LnBy,(z) ~ LnBo(z))
Bg(0) Ba, ()

Bo(0) Bay(z) nAy(x))’
+(Bg(1) B:Z(O) + Bo(z) Ba, (0) )(LnACZ (‘T) — LnAy(x)) ]

(S5 + 57)(z,y) = —Si'(l‘,y)[/ H(2)Ds-(dH) +/H‘“(y)Dﬁ' (dH),

et donc
" i oz 0(0) Ba, (z '
B1(Sy + 8¥)(x,7) = —a 4D [2Q) Bj§§0§ (LnBg,(z) — LnBo(z))
20 25 (LnAd(z) — LA ()]

By (0) By, (x)
HBo@) Bro®) T Bo(e) Ba (0)

Nous en déduisons :

_ Ac(x) Bo(0) ; Bay(z) | Ba(z)
02(S3 + §7) — 01(S5 + §7))(z,z) = a Ao(z) Bg(z)(yjz(o) + 13:(0))

[LnA(z) — LnA,, (z) — Lnd., (z) + LnAy(z)].

Vu que Si (resp Sg) se déduit de S} (resp S7) et que de méme Sg (resp SY) se déduit
de S5 (resp S7) en intervertissant o et 3, il vient :

3 Ba(x) Ao(0 Acv ( Ac s
(02(S5 + ) — O(S§ + Si))(x, ) = b §EI Lo (523 + 425

(LnB4(z) — LnBy,(z) — LnBy,(z) + LnBy(z)]'".

La récapitulation de tous ces résultats conduit & I’expression de la densité sur la

diagonale donnée par :
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05*(z) = a 9B (LnA,,(z) — LnA.(z) — LnAg(z) + LnA,, (z)]
+b 228 (LnBy,(2) — LnBq(z) — LnBy(z) + LnBy, (z)]
+a Q—Z%b gJ;(fC—;[LnAc2 (z) — LnAo(z) + LnBy,(z) — LnBy(z)
—LnA.(z) + LnA.,(z) — LnBy(z) + LnBy, (z))’
+a 448 20 (34 + FAEN(LnAu(z) — Lndq (z) — LnAg (z) + LnAo())
+b S48 200 (28 + 220 LnBa(x) — LBy, (z) — LBy, (3) + LnBo(z))
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.2 Appendice B

Détails du calcul de la densité pour I’exemple 2 du chapitre 5.
Icin=9,s=4,l=6,k=2et
A*={0,1}* = {(0,0,0),(0,0,1),(1,0,0),(0,1,0),(0,1,1),((1,0,1),(1,1,0), (1,1, 1)}

e a = (0,0,0) alors

q(a) = 5.

s1 =3 et s9 = 8.
m=1m=2nm=5m=4r=3r=6n=71=9 =8

Ce qui donne le terme _0388125436798-

e a=(0,0,1) alors

g(a) = 4.

s;=3etsp=09.
m=1m=2,m=5n=4,n3=3r=6n=71=8rnr5=09.

Ce qui donne le terme +0395)95436789-

e a = (0,1,0) alors

q(a) =4.

s =4 et s = 8.

=L, m=2,m=5mn=3,n=4,n=6mn="7=9r=8

Ce qui donne le terme +0d45S5124536789-

e a =(1,0,0) alors

q(a) = 4.

81 =4 et s =8.
m=1m=2,n=3,mM=5n=4,n=6nr=77r=9, 75 =8

Ce qui donne le terme 0945.5123546798-
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e a=(0,1,1) alors

g(a) =3.

31=4et32=9.
ml=1,nm=2m=5n=3rm=4n=6nm=7=8 =09

Ce qu1 donne le terme —8495124535789.

e a=(1,1,0) alors

q(a) =3.

s1=05et s9=28.
m=1m=2,m=3,n=4,n=5r=6r=77=9 7 =8

Ce qui donne le terme —0s5S5)2345679s-

e a=(1,0,1) alors

g(a) =3.

sy =4et sg=09.
m=17r=27m=3m=5n=4n=6n=7=8n}=09.

Ce qui donne le terme "6495123546789- ¢

ea=(1,1,1) alors

q(a) = 2.

sy =05et so=09.
m=1n=27m=3m=4,m=51=6n=77=85=9

Ce qui donne le terme +059S5123456789-
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