REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L'ENSEIGNEMENT SUPERIEURE
ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

&) >

%)

€5, s
g, W
ReRps ypxt?

UNIVERSITE FRERES MENTOURI - CONSTANTINE 1
FACULTE DES SCIENCES EXACTES
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

N° d’ordre : 54 / D.S / 2020.
N° de Série : 04 / Maths / 2020.

THESE

Présentée Pour 'obtention du diplome de
DOCTORAT EN SCIENCES EN MATHEMATIQUES

Théme

Sur une Classe de Problémes aux Limites

pour Equations aux Dérivées Partielles

Option :

Equations aux Dérivées Partielles

Par :
Belmouloud Imane

Devant le jury :

Président . M. DENCHE Prof. Université de Constantine 1
Directeur de These . A. MEMOU M.C.A. Université de Msila

Examinateur . A. BERKANE M.C.A. Université de Constantine 1
Examinateur . F. ELLAGOUNE Prof. Université 8 Mai 1945 Guelma
Examinateur . N. ABADA M.C.A. E.N.S. de Constantine Assia Djebar

Examinateur . KH. BEsSILA M.C.A. Université de Constantine 1

Soutenue le : 15 Octobre 2020




ﬁmmm

J aduesse mes wemenciements & mensiewr Memou Umeur directeur de la these

Fadresse Ceapression de ma gratitude a natre enseignant le professeur
Denchie Mehiamed gui me fait Chenneur de présider le jury

Mes gratitudes vont aussi a :

M Berkane Abd Alhak maitre de conférences a Cunivewsité de Constantine 1
Mr Ellagoune Fateh professeur o Cunivensité 8§ Mai 45-Guelma-

Mme bada Nadjet maitre de confénences a CENS Constantine (ssia
Djebiar

Mx Bessila Khaled maitre de confénences i Cunivensité de Constantine 1
Qui ant accepté d’examiner cette these et étwe membine dans ce jury

Un nemenciement particulien pour mon amie-sceur Uichaouwi Houda pour sen
aide précieuse



Contents

Introduction 3
1 Rappels et Notions Préliminaires 6
1.1 Rappel sur les opérateurs de régularisation . . . . . . . ... ... ... ... .. 7

2 Sur la solvabilité d’une classe d’équations paraboliques non linéaires avec

condition intégrale 10
2.1 Position du probleme . . . . . . ... 11
2.2 Probleme linéaire associé . . . . . . . ... 11
2.3 Inégalité énergétique et ses applications . . . . . . . . . . . ... ... ... 12
2.4 Solvabilité du probleme linéaire (2.6 -2.9) . . . . ... ... ... ... ... 15
2.5 Etude du probleme non linéaire . . . . . . . . .. ... L 18

3 La solution forte d’un probléme mixte pour une équation parabolique du

seconde ordre avec condition intégrale 24
3.1 Llunicité de la Solution . . . . . . . . . ... 26
3.2 Solvabilité du probleme (3.1-3.5) . . . . . ... 34

4 Probléme aux limites avec condition intégrale pour une équation parabolique 40

Bibliographie 52



Introduction

Plusieurs phénomenes physiques ont été formulés en modeles mathématiques par des équa-
tions différentielles partielles soumises a des conditions aux limites non locales ou intégrales.
Ce type de condition reflet un sujet physique tel que 1’énérgie, la chaleur, la masse...Dans les
années soixante, Cannon [7] étudiait un probleme mixte combinant une condition classique;
qui est la condition de Dirichlet, avec une condition intégrale, pour une équation homogene
parabolique, ses résultats ont été généralisés par Kamynim [24]. On peut citer aussi 1’équation
de la chaleur qui a été étudiée dans les travaux de Samarski [41]. Il y a également la mexité
entre une condition locale et une condition intégrale qu’on peut trouver chez Canon Esteva et
Van derHoeck [37], Yurchuk [45] et Bouziani [5].

La méthode utilisée dans ce travail est celle des inégalités énergetiques. Le premier aspect
de cette méthode est vu chez I.G.Petovsky [38] dans son étude du probléeme de Cauchy, et a
été developpé plus tard par Leray [28] et Garding [22], puis amélioré de plus en plus dans les
travaux de Ladyzenskaja [26], Friedricks [21] et Yurchuk [45].

Le but de cette these est de développer la méthode de I'inégalité énergétique appelée aussi
la méthode d’analyse fonctionnelle, pour une certaine classe de probléemes mixtes avec des
conditions intégrales. Cette méthode d’analyse fonctionnelle, basée sur les idées de Leray [28],
a également été utilisée pour 1’étude de problemes mixtes (avec des conditions classiques telles
que Cauchy, Dirichlet, Neumann) par Benouar [4] et Bouziani [5]. On peut citer également les
travaux de Denche-Marhoune [15, 16, 17], Denche-Memou [18, 35, 36] et Latrous-Memou [27].

Les étapes de I’étude des problémes considérés sont décrites comme suit:
e Le choix du cadre fonctionnel convenable ot on peut résoudre le probléme posé.
e [’établissement des estimations a priori.
e La densité de I’ensemble image de 'opérateur généré par le probleme posé.

Pour plus de précision, on suggere le shéma suivant qui a été donné la premiere fois par

A.A. Dezin [19, 20].



Nous écrivons chacun des problemes posés sous forme d’opérateur:

Lu=% YueD(L) (a)

ou 'opérateur L est défini d'un espace de Banach E dans un espace de Hilbert F' qui sont bien
choisis

Ensuite, nous établissons une estimation a priori pour la solution
Jullp < cllLullp,  Vue D(L) (b)

L’estimation (b) se réalise d’'une part grace & un multiplicateur Mu choisi, et qui est en
général un opérateur intégro-différentiel et d’une autre part en utilisant des intégrations appro-
priées par parties. Jusqu'a présent, il n’y a pas de méthode précise pour construire Mu.

Ensuite, nous montrons que 'opérateur L est fermable. La solution de I’équation opératorielle:
Lu=3F YueD (f) (c)

est appelé une solution forte du probléme considéré.

Par passage a la limite, nous étendons 'estimation (b) aux solutions fortes, on obtient:

el < e||Zul . Vue D(I) (d)

Enfin, nous établissons la densité de 1’ensemble image de 'opérateur L, R (L) dans F. De
I'estimation (d) on déduit que l'opérateur L admet un inverse continu L', Nous montrons que
la fermeture de I’ensemble des valeurs de 'opérateur L coincide avec I’ensemble des valeurs de
L; c’est-a-dire R(L) = R (f) par conséquent R (f) = F, ainsi L est surjectif, d’ot1 I'existence
d’une solution forte du probleéme considéré.

Ce travail est réparti en quatres chapitres. Le premier chapitre est consacré a quelques
définitions et notions préliminaires ainsi que quelques propositions qui sont utiles dans la suite
de travail.

Le deuxieme chapitre traite 1’existence et 1'unicité d’une solution faible pour une équation
parabolique singuliere non linéaire avec des conditions aux limites intégrales ou nous énoncons

le probleme linéaire associé, nous introduisons les espaces fonctionnels convenables. Puis on



établit une borne a priori a partir de laquelle nous déduisons I'unicité de la solution forte.
Pour la solvabilité du probleme linéaire associé, nous prouvons que l’ensemble des valeurs de
lopérateur généré par le probléme considéré est dense. Apres, nous appliquons un processus
itératif pour établir I'existence et I'unicité de la solution faible du probleme.

Le troisieme chapitre est cosacré a étudier I’existence de la solution d’une équation parabolique
avec condition intégrale, nous démontrons 1'unicité de cette solution puis on étudie la solvabilité
du probléme considéré.

Le quatrieme chapitre nous démontrons ’existence et I'unicité de la solution forte pour une
équation parabolique avec condition aux limites intégrale, la démonstation est basée sur les
estimations a priori et la densité de I'image de 'opérateur généré par le probléeme posé. Le type
d’équation étudié dans ce chapitre peut étre vu comme une généralisation a celui déja étudié

dans le chapitre 3.



Chapter 1

Rappels et Notions Préliminaires



1.1 Rappel sur les opérateurs de régularisation

On considere dans ce qui suit un espace de Hilbert H et un opérateur L définide D (L) € H — H
avec D (L) = H

Définition 1.1 L est dit dissipatif si

Re (Lu,u) <0, Vu e D (L)

2
Exemple 1.1 Soit L = — avec le domaine de définition

ot?

2

D(L) = {uELQ[O,T];gt,th € L?[0,T],u(0) :0,(T):o}

L’opérateur L est dissipatif , En effet

Re (Lu,u) = Re OT?;;Ludt = Reg?;u :—/OT ?;; 2dt <0
Définition 1.2 L est dit accrétif si :
Re (Lu,u) > 0, Yu € D (L)
Exemple 1.2 Prenons
L= gt’ G =10,1] x]0,T7

avec

D(L)={u€ Ly (G); u(0,t) =0},

lopérateur L est accrétif.
En effet, on a:

- 1 1
<Lu,u)—|—(Lu,u>:/0 |7 dx—/o ul? Jo da

En prenant en considération que u (0,t) = 0, on obtient
! 2
2Re (Lu, u) :/ lu(x,T)|" dz
0
ainsi Re (Lu,u) > 0.

Définition 1.3 Si L est dissipatif tel que son extension est L, alors L est dit mazrimal

Théoréme 1.1 Soit L défini de D (L) C H — H avec D (L) = H. Les propriétés suivantes
sont équivalentes

1. L est dissipatif
it. |[(L— M) ul|| > Re||u||, pour tout w de D (L) et tout X\ avec Re X > 0
iti. ||(L — A)ul|| > X|ul|, pour tout u de D (L) et tout A avec A > 0



Preuve. Supposons L dissipatif. Soit u € D (L) et soit A tel que Re A > 0. On a:
Re (Lu — Mu,u) < Re (Lu,u) — Re M |Jul]® < —Re X |Jul®,

ainsi:

(L — A1) ul| ||Jul| > — Re (Lu — Au, u) > Re X |jul|”
d’ou la propriété (ii). la réciproque de (ii) a (i) est claire
Supposons maintenant que la propriété (iii) est vraie. Soit uw € D (L) et A > 0. On a:

| Lu|® — 2ARe (Lu, u) = ||Lu — Aul|* = A2 |ju)* > 0
donc

| Lu|® > 2ARe (Lu, u) ,

comme le choix du nombre positif A est arbitraire, on déduit Re (Lu, u) < 0 c¢’est-a-dire que L
est dissipatif n

Théoréme 1.2 Si L est dissipatif, alors L admet un opérateur prolongement fermé qui est
aussi dissipatif.

Théoréme 1.3 Si L est dissipatif, alors L admet un maximal dissipatif

Proposition 1.1 Si L est dissipatif, alors on a les équivalences suivantes:
o L est mazimal dissipatif
e Im (L — \) = H pour tout A avec Re XA > 0
e Im (L — \I) = H pour certaine A avec Re A > 0

Théoréme 1.4 Soit L défini de D (L) C H — H avec D (L) = H. Si L est dissipatif, alors
on a les équivalences suivantes:

o L est mazximal dissipatif

o L fermé, {\:ReX>0} Cp(L) et [[(L—AD)""| < (ReN)™

Théoréme 1.5 Soit L défini de D (L) C H — H avec D (L) = H.
Si L est dissipatif maximal, alors

e '€ L(H)
JE‘IH <1

|

° Ja_lu — u quand € — 0, pour tout u € H
avec J-' = (I —eL)™",e>0
Preuve. Soit € > 0, donc
{e, e>0} Cp(L)

d’ott (I —eL) est continliment inverssible, ainsi

(I—cL) " e L(H).

1
Comme — > 0, donc
€

(1 _ iL>_1 € L(H)



< &, le choix de ¢

-2’

cest-a-dire eJ-' € L (H) d'ott J-' € L (H) et on déduit que

étant arbitraire donc ’ Jo 1H <1
Soit maintenant u € D (L), on a

en faisant tendre & vers 0, on trouve J_'u — u et puisque D (L) = H on déduit que

Ju— uH = H([ —el) tu— uH =¢ H([ —eL)™! LuH <e|Lul,

limJ. 'u = 0,Yu € H.
e—0

|
-1 9, - —1\* 0 - N ,
Posons J. " = (I — Ea et (Ja ) =1+ ea par rapport a t. Ces opérateurs four-
nissent la solution du probléeme :
u(t) — 588115 =u(t) u(0)=0
vi(t) + eaa”; —o(t) (1) =0

Proposition 1.2 Soit g € L*(0,T). Alors:

Jlg—g

lim ‘
=50 L2(0,T)

et

L2(0,T)

lim ||(J-1)*g — g

e—0



Chapter 2

Sur la solvabilité d’une classe
d’ V4 [ ) b ]-. ]-. V4 [ )
équations paraboliques non linéaires

avec condition intégrale



Dans ce chapitre on étudiera ’existence et I'unicité de la solution d’une équation parabolique
non linéaire avec des conditions aux limites intégrales et cela en introduisant le probleme linéaire

associé au probleme posé.

2.1 Position du probléeme

Dans le rectangle Q@ = [0, 1] x [0, 7], on considére I’équation suivante:

ou 10 ou ou
— 2 (222 = — 2.1
avec la condition initiale
u(x,0) =¢p(x), z € 0,1}, (2.2)
la condition de Dirichlet
u(l,t) =0 tel0,7], (2.3)
et la condition intégrale donnée par
« 1
/ u(z,t)dx—f—/ u(x,t)de =0, 0<a<p<l, telo,T]. (2.4)
0 B

Ou ¢ et f sont des fonctions données. Supposons que les conditions suivantes sont vérifiées

/Oa@(:v)d:c—i—/ﬁlgo(x)dxzo,
et qu’il existe une constante positive d tel que
|f(z, t,ur,v1) — f(2,t,u9,v9)| < d(Jug — ug| + |vg —wve|)  pour tout (z,t) € Q. (2.5)
Dans ce qui suit, nous commencons par prouver l'existence et 'unicité de la solution forte du
probleme linéaire associé au probleme posé.

2.2 Probléme linéaire associé

Dans ce paragraphe, nous étudions un probléme linéaire lié & (2.1-2.4) et établissons 1'existence
et I'unicité de la solution forte.
Considérons dans le rectangle 2 =0, 1] x |0, T I'équation suivante:

ou 10 ou
fu=— ——— (222 = f(a,t 2.
Y ot x0x <x8x> f@,1), (2.6)
avec la condition initiale
u(x,0) =¢p(x), z € (0,1}, (2.7)
la condition de Dirichlet
u(l,t) =0 tel0,7T], (2.8)

11



et la condition intégrale
« 1
/ u(:)s,t)d:v+/ u(z,t)dx =0, 0<a<pg<l1 te0,7]. (2.9)
0 B
Soit LZ (Q) I'espace poids des fonctions de carré intégrable muni de la norme finie

2 2
lull2 = [ p @) uf® det,
et avec le produit scalaire associé
(U’U)Lg(ﬂ) = /Qp(a:) uvdxdt.

Soit V19 (0, 1) le sous-espace de L2 (0,1) avec la norme finie

2 oy dul’ 2
o = [ 2| |55| +1uf) do

et avec le produit scalaire associé

ou 0v
(u, U)V1,0(0’1) = ‘/9552 (m@x + UU) dxdt.

Pour cela, on consideére la solution du probléme (2.6-2.9) comme solution de I’équation opérato-
rielle Lu = F = (f, ), ou L est 'opérateur de domaine de définition D (L) formé des fonctions

0 0?

u € L* (), e r? (Q), a—u € L* (), 5 gt € L*(Q) et u vérifie les conditions (2.8-2.9).
X X

L’opérateur L est considéré de E dans F, ou E est I'espace de Banach des fonctions v muni de

ot
la norme finie
) dxdt + Sup / (

2 2
u = T
lully = /. (

F est Pespace de Hilbert des fonctions F' = (f, p) € L2 (Q) x V1?(0,1), avec la norme finie

1 do?
||F||§:/Qx2|f|2dxdt+/0 e (’di’ +|g0|2) dz.

Puis nous établissons une inégalité énergétique donnée par I’expression suivante

82
Oz

@2
ot

+ Jul ) dx,

lullg < CllLullp,  Yue D(L), (2.10)

et on montre que I'opérateur L admet une fermeture L.

2.3 Inégalité énergétique et ses applications

Théoréme 2.1 [l existe une constante positive C, tel que, pour toute fonction u € D (L) on a

lull g < Cl[Lullp - (2.11)

12



Preuve. Prenons le produit scalaire dans L? (Q, = [0,1] x [0, s]) de 1'’équation (2.6) et de
I'opérateur intégro-différentiel

e " Mu=e (x @— /0 — (¢, 1) dC+x/

ou T Qu
o S G dC—a /Bat«,t)dc),

ou ¢ > 0. En prenant les parties réelles, on obtient

ou—— 10 ou
® (u,u) = Re /Q exp (—ct) aMud:rdt —Re /Q exp (—ct) — - ( (%) Mudzdt. (2.12)

Intégrons par parties chaque terme dans (2.12) par rapport a z et ¢, en utilisant les conditions
(2.7), (2.8) et (2.9), on obtient

8 2
ul’ 1 s 1 o
2|5 dadt + 5 [ —d / 2 LEL et
Jo 23 it g G|+ :
2 2
€I exp(—ct) |2 e (- Ou
+ 2/st exp ( Ct)‘ax’ dxdt + 5 ) © exp (—ct) pe da:t_
_ 122 | do?
:Re/ exp(—ct)£uMud:cdt+/ Rl .l Y (2.13)
0, 0 T

Substituons Mu par son expression dans le premier terme du c6té droit de (2.13), on obtient

Re/ exp (—ct) LuMudxdt = Re/ z? exp (— ct)f dxdt
Qs

—Re/QSeXp(—ct)xf<o ¢ — / T ac + /atd§> ddt. (2.14)

En intégrant le dernier terme dans (2.14) par rapport a x et en utilisant la condition (2.9), on
trouve

2 Ju z Ou = Ju
_Re/ﬂs exp (—ct) xf( ; Edf—/a 8td<+/5 atdé) dxdt = /Qs exp ( / ¢ fd¢dzdt,

donc la formule (2.14) devient
Re/ exp (—ct) LuMudxdt = Re/ 2% exp (—ct) f@d:ﬂdt +/ exp (—ct) Ou /I Cfdldadt
Q. Q. ot Q. ot Jo ’

De plus, en utilisant les e—inégalités, nous avons

2
1
Re /QS x? exp (—ct) f?;dxdt < % /Qs z? exp (—ct) | f|? dadt + % /Qs z? exp (—ct) |gq;‘ dzxdt,

et

/Qsexp( Qfdgdzzcdt<21/Q r? exp (— ct)’g ‘ dz dt—|—2 / exp (—ct) o Cf C’ =" dxdt.

€2

On montre que

/Qs exp (—ct)

T 2
o & ;i’ LY drdt < 4/95 2% exp (—ct) | f|? dadt.

13



Maintenant et a partir des inégalités ci-dessus, la formule (2.13) devient

2

1 1 oul? 1 s 1 du
1o — — — Va2exp(—ct)| 24| dzat f/dt/ y
/( 2, 282)xeXp( C)‘c‘)t‘ S T
8u2
AT
—%/ ﬁjck%cdcﬁ4- / 2 exp (—et) aqucﬁ%—/qu (—ct) oul’,
Q. 222 v CQSQGXP ¢ ox v 0 2exp ¢ ox xt,

2
€1 9 2 /1 z? |dyp

< . . _ | —
<2 —1—252) /st exp (—ct) | f|” dxdt + A dz,

On prend e; = g5 = 2, alors

9 oul? 9 dul? 1, oul?
/stf eXP(—Ct)‘at‘ dxdt—i—/gsx exp(—ct)’aln’ dxdt+/0 x exp(—ct)‘ax‘ dx

<L / 7% ex (—ct)]f]Zd:Edzf—i—/lyz:2
~ min(1,¢) \ Ja, P 0

De (2.6) et (2.15) on déduit que

9 1
dxdt < 70 +2 / 2? exp (—ct) | f|? dadt + / z?
min (1, ¢) Qs 0

ou

Intégrons le terme exp (—ct) :L‘%LE par rapport a t et utilisons (2.15), on obtient

de
dx

2 da:) (2.15)

2 12

/ z?exp (—ct) O

Pu dpl”
s 0x? dx

dx

t=s

1 e ([l
< (o) [ [ a?ep (e P et + o2 (|5] 4 jof ) )
cmin (1, ¢) Qs 0 az

Alors, de l'inégalité ci-dessus et (2.15), nous obtenons
2
+ \u!2) dx

/ 2 2 ddt—i—/l 2 [ |0u

Sx xr Ol' ax ~
<2 / 2|2 d dt+/1 2 d@2+| % d (2.16)
S Ql‘ X Ol' daj QD X .

Le co6té droit de (2.16) est indépendant de s, en prenant la borne supérieure par rapport a t de
0 a T, on obtient I'inégalité souhaitée

1
/ 2 exp (—ct) |ul® dx
0

2
0%u

+
0x?

du
ot

lull g < Cl[Lull g, Yu € D (L),

30 10
02 — ( + + 3> GCT.
1,¢)

min (1,¢)  cmin (

ou

Lemme 2.1 L’opérateur L de E dans F admet une fermeture L.
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Définition 2.1 On appelle solution forte du probleme (2.6-2.9) la solution de l’équation opéra-
torielle Lu = F

Le théoreme précédent est valable pour une solution forte, alors nous avons l'inégalité
lullp < C|Lu|,,  VueD(T).
On obtient donc le corollaire suivant

Corollaire 2.1 Si la solution forte du probléme (2.6-2.9) existe, alors elle est unique et dépend
continiment de F.

Corollaire 2.2 L’ensemble des valeurs R(L) de l'opérateur L est fermé dans F et R(L) = R(L).

2.4 Solvabilité du probléme linéaire (2.6 - 2.9)

Pour démontrer la solvabilité du probléme linéaire (2.6-2.9), il suffit de montrer que R(L) est
dense dans F'. La démonstration est basée sur le lemme suivant

Lemme 2.2 Soit Do(L) = {u € D(L), u(x,0) =0}. Si pour u € Do(L) et pour une certaine

fonction w € L? o (Q), on a
/Q 6 () Luwdzdt = 0, (2.17)
ot
o, v € (0,0)U(@f),
o]
.’L‘(.I'—B)27 $€(671>7

alors w = 0.

Preuve. L’égalité (2.17) peut s’écrire sous la forme

Oou—
/Q ait‘Nvdxdt - /Q A(tywvdzdt, (2.18)
ou N
:Ew—/ wdc, z € (0,a),
v=1{ 2w, z € (a, ), (2.19)
1
(@-Bw= [ wi¢, we(81),
et p 3
A= (on0) 31).
ou
x, z € (0,a),
plz) =11, z € (o, B),



et
:c%—i—:c/ vd¢ = 23w, z € (0,a),
0

Nv={ zv=2w, z € (o, B), (2.20)

:c(:c—ﬁ)v—q:/;vdgza:(a:—ﬁ)Qw, r e (B,1),

e’ 1
De (2.19), on conclut que / vdx +/ vdx = 0.
0 B

)" " )"
On introduit les opérateurs de régularisation J. ' = (I + €5 et (Jg_l) = <I - 681&) ,
par rapport a t, alors, ces opérateurs fournissent la solution des problémes:
0
Ue (t)—e;f = u(t) u. (0) = 0,
a *
U:(t)+5(,;;:v(t) v (T) =0

Nous avons également les propriétés suivantes: pour tout g € L?(0,7), les fonctions J: 'g,
(J_l) g€ W, (0,T). Sige D(L),alors J-'g € D(L) et on a

)

Jlg—g

lim =0,
e—0 L2(07T)
(2.21)

()" ], =

e—0

L2(0,T)
Substituons la fonction u dans (2.18) par la fonction de régularisation u. et utilisons la relation

A)u. = J-H Au

on obtient
ov’ _
u N—=dzdt = —/ A (t) woidzdt. 2.22
N [ Atz (222)
Le coté gauche de (2.22) est une fonction linéaire continue de u. D’ou la fonction v! admet les
ov: 0 ov}
dérivées xp (z) ;;, p (xp (x) ;;) € L* () et les conditions suivantes sont vérifiées:

U:|x:o¢ = U:|x:,8 = U:|x:1 = 07

ov’ o 5 OUZ ov’ _0 (2.23)
ox e ox o=p ox o0 ox 1
t
Substituons u = / exp (—cr) vidr dans (2.18), ou la constante ¢ < 0, on obtient
0
/exp(—ct) v:mdxdt:/A(t) uvdxdt. (2.24)
Q Q
En utilisant les propriétés des opérateurs de régularisation, on trouve
/ (—et) v Nodadt /A(t) vEdzdt 5/A(t) OV vt (2.25)
exp (—ct) v Nvdxdt = wv*drdt — u xdt. .
0P c Q c ) ot

16



Intégrons par parties le premier terme de (2.25), par raport & z et ¢, utilisons (2.23) on obtient

dac—l—c/gx (z)

p(z u
5 eXP (ct) ‘&'E

2
dxdt,

) 2
Re/ A (t) woidzdt = —/ xpz(a:) exp (ct) ’gu
0 0 x

t=T

Intégrons par parties le second terme de (2.25), par rapport a z et ¢ dans le c6té droit de (2.25)

on obtient
2

&2 |
e [ A)uSE [ .
5/ dxdt TP (x) exp (ct) |8x8t| dxdt

Pour ¢ < 0 et selon I'expression donnée ci-dessus, on déduit que
Re/ exp (—ct) v Nvdxdt < 0
Q
Substituons l'expression de Nv dans (2.25), on obtient

/Qexp(—ct) v:mdxdt:/

| eXD (—ct) (v: — v) Nvdxdt + /Q exp (—ct) vNvdxdt,

Puisque
o T ra 9
/exp(—ct) vadacdt:/ / exp (—ct) 2* |v|* dxdt
Q o Jo
T 8 ) T 1 )
+/ / exp (—ct) x |v] dxdt—l—/ / exp (—ct) x (x — B) |v|” dxdt
0 Ja o JB

2 1 2
dxdt + = dxdt,

alors, par passage a la limite quand € — 0, on obtient v = 0 et donc w = 0. [

Théoréme 2.2 L’ensemble des valeurs R (f) de L coincide avec F.

Preuve. Puisque F' est un espace de Hilbert, alors R (f) = F' si et seulement si la relation

/exp(—ct) U:Nvdxdt:/
Q

exp (—ct) (v — v) Nvdxdt + / exp (—ct) vNvdzdt, (2.26)
Q Q

en
/ 2£uF1dxdt—|-/ x gogoldx—i-/ 2 SOﬂdac—o, (2.27)
Q dzr dx

pour un arbitraire u € D (L) et Fy = (g,¢1) € F implique Fy = 0. Prenons u € Dy (L) dans
(2.27), on obtient / 22 £uF dxdt = 0 et utilisons lemme(2.2), on trouve que ¢ (z)w = x?g ce
Q

qui implique g = 0. Par conséquent, pour v € D (L), on a

1 od doy
/ w2 pprdr —|—/ 2228 g — o,
0 dr dz

Puisque I'ensemble des valeurs de 'opérateur trace est dense dans l’espace de Hilbert avec la

norme )
1
/ 22 (‘d@‘ +|90|2> du
0 dx

alors ¢ = 0. ]
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2.5 Etude du probleme non linéaire

Dans cette partie, nous prouvons l’existence, 'unicité et la dépendance continue de la solution
suivant les données du probleme (2.1-2.4).

Si la solution du probleme (2.1-2.4) existe, alors elle peut étre exprimée sous la forme u = w+U,
ou U est une solution du probléeme homogene

ou 190 oU
WU =Uy=U(z,0) =¢(x), (2.29)
U(l,t)=0, (2.30)
a 1
/ U (x,1) dx+/ U (z,t)dz = 0. (2.31)
0 B
et w est une solution du probléme
ow 10 ow ow
lw=w(x,0) =0, (2.33)
w(l,t) =0, (2.34)
« 1
/ w(x,t)dx +/ w (x,t) de = 0. (2.35)
0 B
ou F |z, t,w, a—w =flxt,w+ U, M et vérifie la condition
ox Ox

|F(x,t,u1,v1) — Fx,t,u9,v9)| < d(Jup — ug| + |vg —ve])  pour tout z,t € Q. (2.36)

D’apres le théoreme (2.1) et le lemme (2.2), le probleme ( 2.28 ; 2.31 ) admet une solution
unique qui dépend continfiment sur Uy € V'°(0,1). Nous prouverons que le probleme (2.32-
2.35) admet une solution faible en utilisant un processus d’approximation puis nous passons a
la limite.

Supposons que v et w € C* (Q) et que les conditions suivantes sont vérifiées

v(z,T) =0,
/0 v (z,t) d:c—i—/ﬁ v(z,t)de =0, (2.37)
w(x,0) =0, w(l,t)=0.

Prenons le produit scalaire dans L? (Q) de I’équation ( 2.32) avec 'opérateur intégro-différentiel

Mv:—x/:v(g,t)d(—i—x/ v(g,t)dg—x/;v(g,t)dg,

€T

«
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En prenant la partie réelle, on obtient

H(w,v):Re/F<xtw Ouw )Mvdmdt
Q Ox

ow—— 10 ow
= Re/Q ngd:Bdt - Re/ o ( e )Mvdxdt (2.38)

Substituons l'expression de Mwv dans chaque terme de (2.38) et intégrons par rapport a x et t,
utilisons la condition (2.37), on trouve

Ow ow
Re/ﬂF(m t,w, 8:1:) Muvdzdt = Re/gv / (F (( t,w, 0(>dg] dzdt, (2.39)
et
ow = Qv
Re/Q 5 Mudedt = Re/ </0 (.t d
= Qv
_ / (e + //3 () dg) dadt. (2.40)
de plus
10 ow
~Re [ ~— ( 8x> Mudzdt = —Re/ x—vdxdt (2.41)

Maintenant, de (2.39), (2.40) et (2.41) l'expression donnée par (2.38) devient

ow
/ CF <g tw, ag)dC] drdt

:—Re/x—vdxdt%—Re/Q </0xg:(<,t)d§

x ’U x%
_ /a 5 (G0dC+ /@ 5 (1) d<> dxdt. (2.42)

H (w,v) = Re/gv

Définition 2.2 Une solution faible du probléme (2.32-2.35) est une fonctionw € L* (0, T:VH(o, 1))
vérifiant la condition intégrale (2.35) et lidentité (2.42).

Maintenant, nous allons construire une suite récurrente de la maniére suivante.
Commencons par wy = 0, la suite (wy), oy est définie comme suit: donnons w,_;, donc pour
n > 1, on résout le probléeme

ow, 10 Ow,\ Own—
£Lw, = 5% " 70m (m o ) =F (x,t,wn_l, pe ) , (2.43)
lw, = w, (z,0) =0, (2.44)
wy (1,1) = 0, (2.45)
« 1
/ wy, (z,t) de + / wy, (,t) de = 0. (2.46)
0 B
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Du théoreme 2.1 et lemme 2.2, on déduit que pour un n fixé, tout probléme donné par (2.43-
2.46) admet une solution unique w,, (z,1t).
Sion pose V,, (z,t) = wyy1 (x,t)—w, (x,t), nous obtenons le nouveau probléeme donné ci-dessous

oV, 10 [ oV,\

IV, =V, (z,0) =0, (2.48)
V, (1,¢) =0, (2.49)

« 1
/ V, (2, 1) dx+/ V, (x,1) dz = 0. (2.50)

0 B

ol 5 5
_ On ) _ In—1

Op_1=F <x,t,wn, e ) F (x,t,wnl, pe > ) (2.51)

Lemme 2.3 Supposons que la condition (2.36) est vérifiée, alors pour le probléme linéarisé
(2.47-2.50) il existe une constante positive k, tel que

||Vn||L2(0,T: v1o(0,1) = k ”Vn—l||L2(0,T:V1»0(0,1)) : (2.52)

Preuve. Prenons le produit scalaire dans L* (€2, = [0, 1] x [0, s]) de I'équation (2.47) et 'opérateur
intégro-différentiel

= exo(ct) (2220 _ [TV *O0Vn [TV
exp(—ct)MV,, = exp(—ct) (x T x/o T (C,t)dCHLx/a T (¢, t)d¢ x/ﬁ T (C,t)d(),

ou ¢ > 1 et prenons les parties réelles, on obtient

o (V,,V,) = Re / 0y MV ddt
Qs

AL vare 1 0 ( 0V,
— 2 o YVn . 1 B n
= Re /Q x” exp(—ct) ot Vpdzdt — Re /Q . exp(—ct) 5 (m o ) MV, dzdt. (2.53)

Intégrons par rapport a x et t, utilisons les conditions (2.48), (2.49) et (2.50) on aura

—Re/s exp(—ct);aax (:caa‘;”) MV, dwdt = g/ 22 exp(—ct) '%ZL " dwdt
+ ;/01 z% exp(—ct) |aa‘;” 2dx . , (2.54)
et
Re /Q exp(—ct)a;nmd:cdt - /Q 22 exp(—ct) ’a{;}b " dwdt
A 21902 exp(—ct) ‘/Ox gégi”dgr drdt + ;/0 exp(—ct) ‘/01 gaa‘;”dg " dud, (2.55)
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Substituons (2.54) et (2.55) dans (2.53), on obtient

/S x* exp(—ct) |(9a‘? 2 dxdt + g /Q 2% exp(—ct) ’88‘;/: 2 dxdt + ; /01 2% exp(—ct) |aa‘;" 2 dx .
= Re/s exp(—ct)o,_1 MV, dxdt. (2.56)
Intégrons le terme xZe’CtVna—tn par rapport a t et utilisons (2.48), on obtient
Re/sxe aaV Q/xexp ct)|V]dx_—|— /xexp —ct) |V,,|? dadt,

en appliquant les e—inégalités dans ’égalité ci-dessus, nous obtenons

2
dxdt.

-1 2
_ 4 CT /Qs 2 exp(—ct) |V, |* dedt < /Q %exp(—ct> ‘3(;?

1t 9
7/ xZexp(—ct) |V,|” dx
2 Jo

En suivant la méme procédure utilisée pour établir la démonstrartion du théoreme 2.1, on
trouve

2
dxdt,

1 v,
—ct n_Mnddt</ 2 —ct) o1 | dudt f/ 2 —ct) | =2
Re/gsexp( ct)oy— 1 MV,dzxdt <5 0" exp (—ct) |op-1|" dx +3 0" exp (—ct) 5

puis et a partir des inégalités ci-dessus et (2.56) on déduit

c—1
2

2
e (/ 22 exp (—ct) |V,,|* dzdt + / 2% exp(—ct) ’aa‘/;l dxdt) < 10/ 22 exp (—ct) |op_y|* dzdt.
QS Qs X Qs

En combinant 'inégalité, donnée ci-dessus, avec (2.56) et en utilisant (2.36), on aura

IVallZeorvro < K Va2 mviop) (2.57)
ou 02
k* = CO 1exp(cT)
Puisque V, (z,t) = wy41 (2,t) — w, (x,t), alors la suite w,, (x,t) peut étre écrite comme suit
k=n—1
wy, (z,t) = Y Vi+wo (2,t),
k=1

la suite w, (r,t) converge vers un élément w € L? (0, T:VvY(o, 1)) si
C —

& <
40

Maintenant, pour prouver que cette fonction limite w est une solution du probléeme sous les
considérations (2.43,2.46), nous devons montrer que w vérifie (2.35) et (2.41).

D’apres les problémes (2.43,2.46) et (2.32,2.35), en intégrant par rapport a x et en utilisant la
condition (2.37) on trouve

H(wn—w,v)%—H(w,v):Re/Qv[/Oxn<F (n,t,wn_l,ag;_l> F(n,t w, gn>>dndxdt

+Re/ / nF (n,t w5 )dndxdt (2.58)

1
exp(—cT).
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Utilisons (2.42) et intégrons par rapport a t et x et en utilisant (2.37), on obtient

H (w, — w, v) = — Re / / ) (C,t) dCdadt — Re / xwvdxdt. (2.59)
Q x
Chaque terme du c6té gauche de (2.59) est majoré par
1 1
2 2 92 v 2
—Re/ / ) (¢, ) dCdudt < (/x la, — w] da:dt) / " Cgear) %
Q
(2.60)
1
Sl 8 (w — w)[? 3 1
—Re/x(wnw)vdxdtg /:B2 I =WV gadt (/ |v)? dxdt>2 (2.61)
Q Ox Q Ox
de (2.60),(2.61), on déduit que
1
avl? 2
2
[H (wy, — w,0)] < |lwp = w29 p100,1)) (/Q (I2 (975‘ + [v] ) dxdt) ; (2.62)

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz et en utilisant la condition (2.36), on aura

_ z awn_l 8
Re/Qv [/0 n (F (n,t,wn_l,an> F <77,t w, 377)) dn dxdt

1
< 224 [[wn = 0l 2o ragom) ( [ \v[2dwdt) 2. (2.63)

D’apres (2.62), (2.63) et par passage a la limite dans (2.58) quand n — +o00, on déduit que

H (w,v) Re/ / nF <77,t w, (?3 >dndxdt

Maintenant on montre que (2.35) est vérifiée. Comme lim|lw, — w| 12 710001y = 0, alors, on
n—-+oo

a 1
conclut que/ wdx + / wdx = 0. [
0

Ainsi, on a démontré le théoreme suivant

Théoréme 2.3 Si la condition (2.36) est vérifiée, alors la solution du probléme (2.32-2.35) est
UNLGUE.

Preuve. Supposons que wq, wy € L? (O,T - VEY(0, 1)) sont deux solutions de (2.32,2.35), la
fonction v = wy — ws appartient & L? (O, T:VvH(0, 1)) et vérifie

dv 10 ([ Ov
9% " wos (%) =G, 264
v(x,0) =0, (2.65)
v(1,8) =0, (2.66)
/0 v (z,t)de + /ﬂ v (z,t)de =0, (2.67)
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ol
. 8w1 8w2
G(x,t)=F (a:,t,wl, 8x> - F (x,t,wg, 8:5)

Prenons le produit scalaire dans L? (Q) de I'équation (2.64) et I'opérateur intégro-différentiel

5 OV T Jy
My = e ( = - /0 (gtdg+/ Ctd(—x/ﬁat(g,t)dg),

ol ¢ > 1 et suivons la méme procédure utilisée dans la démonstration du lemme 2.3, on aura

2 2
101220, Tov10(0.1y) < *2 1012001000, 1) -

40d?

k* = — exp(cT).

ot k% < 1. Alors v = 0 ce qui implique que w; = wy € L? (O, T:VvH0, 1)) [ |
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Chapter 3

La solution forte d’un probleme mixte
pour une équation parabolique du

seconde ordre avec condition intégrale



Dans ce chapitre, nous allons étudier 'existence et I'unicité de la solution d’une équation

parabolique avec condition intégrale, apreés on passe a la solvabilié du probleme considéré.

Dans le rectangle @ = (0,1) x (0,7") avec T' < 400, on considere I’équation

ou 0 ou
- _ 2 t)— | = t 1
o o (ate05t) = sta), 1)
avec la condition initiale
lu=u(z,0) =¢(x), Vze(0,1), (3.2)
la condition aux limites
w(0,t) = u(1,t), Vte (0,7T), (3.3)
et la condition intégrale
« 1
/ u(z, )dz + //3 w(w,tdz =0,  Vte (0,T). (3.4)
0

oul<a<pg<l.
De plus, on suppose que la fonction a (z,t) et ses derivées vérifient les conditions

0<ay<a(zt)<a Ve, teQ

da

<

az| =° Vo, 1€ @, (3.5)
a <@<a

2 ot — 3

Le probleme (3.1-3.4) peut étre considéré comme la résolution de 'équation opératorielle
Lu = (£u,lu) = (f,p) = F, (3.6)
ot 'opérateur L est de domaine de définition D(L); ensemble constitué des fonctions u € L*(Q)
du Ou  O?
/ a—?, a—z, &Egt E L*(Q) ejc vé?riﬁent les conditi?ns (3.3) et (3.4).
L’opérateur L est un opérateur défini de F dans F, ou F est un espace de Banach dont ses
fonctions sont les u € L*(Q) muni de la norme

]dmdt%—sgp (/010(:70) 0

||u||§:/Qe(x) {)f;‘ dx+/01 |u|2dm) (3.7)

F est un espace de Hilbert formé des fonctions F' = (f, ), f € L*(Q), ¢ € H'(0,1) muni de
la norme

telle que

2 9
0%*u

+ 0x?

du
ot

s (T ) 1 d£2 L
||F||F_/0 /0 0 (x)|f] dxdt+/0 0 (x) dx’ dx+/0 ol da (3.8)
ol
2%, x € [0,q]
0(x)=< 1, x € |a, f]

(1-2)*, zelB1]



3.1 L’unicité de la Solution

A fin de démontrer 1'unicité de la solution du probléme considéré, on introduit le théoréme
suivant

Théoréme 3.1 [l existe une constante positive k, tel que pour toute fonction uw € D(L) on a

ullg < K[| Lull - (3.9)
Preuve. On note Par

2
x? . 0u 2z /04 ou
. 1'7 - T 7d

ae aif—i—a6 xatC v €(0,0)

2
047 5($—Q’)+AO¢%

(1—2)° Mi—pOu 1=\, [*0u
©) 27 L 97 T Al-z) [ 77
a c ot + a ¢ g Ot

d¢ ze (1),

b
avec A > — et
ao

0 a=0

On considere la forme quadratique obtenue en faisant le produit scalaire entre 1’équation (3.1)
et exp(—ct)Mu, avec 0 < s < T et

b\, b\’ b\ . s
¢>max{ 10a; (A — — | ,aagmax [|6—— | ,|0— — inf e’
ap ap ai z€[a,f]
a b\’
8\%a;, <a1 +8;> <A+ ) } . (3.10)

Intégrons sur Q° = [0, 1] x [0, s] et prenons la partie réelle

D (u,u) = Re/ exp(—ct) f(x, t) Mudxdt

E]

ou—— 0
= Re /Q exp(—ct)a]\/[udxdt — Re /Q exp(—ct)a

i

(a(x, t)?;) Mudxdt.  (3.11)
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En substituant Mu par son expression dans le membre droit de (3.11) et en intégrant par
parties par rapport a x, on trouve

a 9 ou\——, a , \ Ou d%u a - Ou
—Re/o &r(a(x’t)&r>Mde = Re/o xe %&Uatdx—i- 2Re/0 eu—dzx

ot
a 10a\ , ,,0udu
* Re/o (*m)“ 9z o

o 1 0a W, Ou [ ou
+ 2Re/0 </\—>xe %/x Sdcda

(3.12)

—ne [t Y OuN g ! 2 A1-a) O Ou ' A, 0
Re/ﬂ pe (a(x,t)a];)]\/[udx = Re/ﬁ (1—x)e axaxatd:c + ZRe/ e u—dx

' 10a 2 A(1-r) Ou Ou
Re/ﬁ <A+a8x> (1—2)e axatdl’

1 1 0a Mi—z) Ou L ou
—2Re/5 <A+aa$>(l—$)e 9z /s atd(’daj

1 z Oy
— 2Re/ Aek(l_”j)u/ @dc’dm
8 g Ot

(3.14)

1 ou 2 A1 Ou Ou
) 1 - 1— (1-8) e
Reu()/ﬁ at(1l93~|— (1-0)e Re(@x&t)

z=p
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de (3.12)-(3.14), en utilisant la condition (3.3) et la condition intégrale (3.4), on obtient

19 ou a ou 9%*u B ou 0*u
—_ —_ M — 2 ™ 2 d(z—a)+ra ™
Re/0 P < (z, t)a ) udr = Re/o xe pe axatd:z: + Re/a a’e pe aM%dm

dr + 2Re/ e u@dx

—5—
Qj)2 e/\(l_x) au 3 u at
0

O Ozt

1
+Re/ (1—
B

ou 1 0a 8u8u
A(1— :)3) et il
—|—2Re/ﬂ td:c + Re/o ()\ x)x e - td

B 1 0a Oou Ou
2 - d(x—a)+ A
+ « Re/a ((5 a@x) e T dz

1 18@ 2 A(1— 3u%
— 22 (1= (l—2)Z 227"
Re/ﬁ <A+aax>( x)e e atda:

190a) ,,0u [odu

—2Re/a)\6)‘xu/azzbdg“dx — 2Re/ M=) / —dCdm
0 T

YL t0a) g e Ou O
2Re/ﬁ (A—i_a&r) (1—x)e 9 /s atd{dx (3.15)

Intégrons par rapport a z, on aura

Lou—— 0u B a? ou
Re/0 EMuda: =, ;e o dx +/a ;exp(é(m—a)—i—/\oz)a dx
2
z Ot
)\a —I— Oa
+ / — Oz (1—zx) | dC‘ dz. (3.16)

Additionons (3.15) avec (3.16), on trouve
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Re /01 f(x,t)Mudr = Re /Oa x%”?i%dm + Re /B a?ed- O‘)J”\O‘gz Efxgtdx
+ Re /ﬁ1 (1—2) e)‘(l_x)gz(g;fda: + 2Re /Oa A u(?;:daj
+ 2Re/ﬁ A z)u(?;d:c + Re/oa ()\— igi) 2 MgZ?Z
+ o Re/a ((5 - igi) eé(“’”_o‘)“agzg?dx
_ Re/ﬁl <A+igz> (1—z)2 e gigﬁdm
v 2Re </\ _ ig;) 5):10 a?dgdx
— 2Re 1 </\+ igZ) w’gz ﬂr?;dCdx
+ /Oaf: 21; dx + aﬂojexp(/\(x—oz)—kx\a) ?;de
+/ﬁl(1—a$ ou d:H/O“a :(;‘dgrdx
+ /I(H ;g?dgrdx

Intégrons les cing premiers termes dans (3.17) par rapport a ¢, on obtient

2
Re//xe exp ( Ct)g;b;xﬁtdxt_2//xe exp ( ct)‘gydxdt

al»Q Ax

o 2

dgpQ

/| d
dx .

—l—/ Te t)aU2d
xp (—c o x

t=s
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s B -7 . )
Re/o /a a2edE—a)tra gy (. )gz gxatd dt = g/o /a o2edE—a)tia eXp(—ct)|§Z| it

B a? 5 ou 2 B o? ng ?
(z—a)+Aa . . S(z—a)+Aa |
+ /a 5 exp ( ct)‘am dx i /a =€ I dz,
de plus
ou Pu
Re/ / z)? et x)exp(—ct)a—ua 5 dxd 2/ / 2)? M exp (—ct) " dxdt
x Oz
ol 1t d |
2/\130) . _ = 1 — )2 r-2) |22
2/ exp (—ct) e dx . >/, ( ) dx| dx,

d’un autre coté

2Re/ / T exp (—ct) u—dzdt—c/ / ® exp (—ct) |ul? dadt

—1—/ e exp (—ct) |ul® dx
0

/a Az 2
[ e o do
t=s 0

et

s rl 87 s rl
2Re/ /6 A=) oxp (—ct) uSedadt = c/ /6 X exp (—ct) [ul® dwdt
0 0

ot
1 \ 9
_/ eM1=2) lo|* da
g

En utilisant les e—inégalités, on trouve que les cing termes suivants sont controlés comme suit

1
+/ =D exp (—ct) u)® da
g

t=s

D’une part
a 19a\ , \,0a0udu 1 o 10a\’ [ a 22/\ dul”
. r - - - < - . _ X
Re/o (A a@x)xe ox Ox (%dx - 251/0 CL()\ a(?a:) <8x> ve

%d.f

et

30



D’une autre part

1 1 0a 2 A(1- 8u8u I 10a)’ 5 A1_z) |OU
P E N ) SO <7/ A+ 220 (1 —a)? et |2
Re/ﬁ ( +a8x>< z) e Oz Ot ~ 2e3J/p “ +a@x ( z) e ox
g3 1 (1—2)" \q )8u2
=3 o) |22 g
+ 2/5 a at|
et
a 1 0a ou [« ou 1 o 1 0a 8u
2 / P AIi/ —dd <f/ PR dz
Re 0 < a@x)xe o0x Jz Cdz €4 a 0z z’e’ Ox
« a Oy 2
+54/0 [ &dg| dz
de plus
1 10a ou [ ou
2Re [ (A+ o8] (1—a) 928 [ Zhaca
eﬂ<+a8x>( z)e axﬁatcx
1 /1 19a\’ 9 oul’ 1 v ou  |?
< — [ (A+28) gt |2y / A=) | [T el g
_55//3<+a8x>( x)e 5 x+£5ﬁe ,Bf)tC x
On a également le coté gauche de (3.17) qui est contrdlé comme suit :
o - a 1
Re/ f(:x,t)Muda:S/( +2>$26>\x|f|2d$
0 0 \2e6a0 e7a{
—i—/aleeM Oul’ 4 ae“ /aaudgzczx
2 Jo a ot 2 T ot ’
et
8 - 1 6 ou’
M < / d(xz—a)+ A / (z—a)+ra [
Re/a flz,t)Mu dx < 2evae o o’e |fIde + = 5 T dx,
de plus

Re/ﬁlf(x tYMudx < / ( + ! 2) (1—2)? =9 |f)* da

289&0 810@0

T Jy
g Ot

oul’
ot

G L e VCR

11
+@/ —(1—x)2 A=)
2 Js 2 Js

d§| da.
a
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Des inégalités précédentes, on déduit

s 72 s d(x—a)—ct
6 _ ou A1 g9 Eg\ € ou
1_1_> ct+Ax |7 2//(1__>
/0 /0 < 2 2 ae ot dwdt +a 0 Ja a 2 2 a ot dvdt
s rl €3 (1—2)" _, o’
1— 25 ct+HA(1—z) | ¥
+ A /B ( 5 59) . e BT dzdt
s rafe 1 10a 2 10a\’ 22 oul’
- —al A=) - (A== M| | dadt
+ 0 /o (2 51a< a0x a264< a@x) ) 2 ox .
s B (¢ a 1 da 2 a266(x a)+Aa—ct au
o (z‘%@‘aax)) aa| ©
s ¢ a 10a 2 da\’ 9 oul’
——— A+t —— | Aa+— 1— —etHA=2) [ 220 dadt
+/0/3 (2 253< +ac9x> a255< a+8x>>( z)"e ox v
s ra s rl
+ c/ / A |u|? dadt + c/ / A==t | dadt
0 Jo 0 JB
s 1 Aa — €@
+// < ¢ x—€4—€7> RS Cf/ dg‘ dudt
0 a ot
s 1 Xa+ 5 2
+/ / < a + 1 . I) P 610> 6)\(l—gc)—ct &de‘ dxdt
0 a ot
o (22 |oul? L ((1=2)?|0ul”
+/ (3; 8—u \u|2) dx —I—/ (( o + |u* | dx
0 t t=s g t=s
+/6 aexp (N (z — a) + M) @2dx
« 2 8$
t=s
s [l o (22 |dp| L1 =) |de|
< 0(x)| f [P dudt / G i 2) g / . 2) q
< [ [ b@lsPdwdt + | (2 e +|90|) et [\ ] el | de
B o2 -
+/ - eXp(A(z a) + Ja) Z“O dz. (3.18)
a X
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on prend

1
E1 — &9 —=E&3= =
2
1
g — &8 —E9g = =
2
1
€4 = & =E7=¢&10= T
4CL1

En utilisant (3.5)-(3.10) et les les inégalités précédentes, (3.18) devient

auz )

// ax d:z:dt+// d:z:dt+/ ( x‘ +yu\>dx
1 oul” dul”
+ ; ((1—:6)2 8z‘ +]u|2) dx a—z
t=s

T 2 8ldp|

2 '
< Kllo/ ()| dodt + [ ( m‘ —|—|g0|)dx+/(x'dx d

! 2d<P2
f (o) ] o

1 8
max (( - a;) sup <e’\°‘, A0 a2 sup e5<x_a)+’\a> , 1)
o Qg %) z€|a,B] €CT

1 1 2 2
min < —x a,c—8)\2a1,6l,(5g>

t=s
dz

B
/

t=s

Y

27 2&1’ 2@17 2

c b\’
51:—5a1<)\+>
2 Qo

c b\’ b\’
dy = — — a’a; max [(6 — ) , (5 - ) } inf @)
2 agp a z€[a,f]
9)

Comme s est arbitraire, on tire de (3.1
0 0 2 fe! 1
“ x) u’ dx—i—/ |u|2dx—|—/ |u|2dm>
or 0 B

// <8x )dmdt—i—sup(/ol@
< K l// o) |f P dxdtJr/ ;hi‘de+/0a|go|2dx+//31|g0|2dx]. (3.20)

Il est facile de vérifier que

sup/ |ul d:v<K1[// z) | f? da:'dt—l—/

ou

ou
ot

2 1
S0| d:c—i—/ \90|2dx]
dx 0
Alors
oul?

d ' 2d
o x—l—/olu\ x

2 1
gp‘ d:c—l—/ ]@\2da:]
dx 0

ou

// (51: )dmdt—i—sup(/olﬁ(x)
< 2K, [// nyda:dH/
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De plus de (3.1) et (3.20), on trouve

/OT/OIQ(I) a2u2d:cdt < (40" +4) Ky +2) [/ / ) | f? dedt

or2 2
—l—/ |d93+/ o] d$-|—/|g0| dZB].

ap
Alors, en combinant la derniére inégalité et (3.20), il résulte

T r1 0%u ou 1 oul? Lo,
/o /09(.%)(812 e )d:cdt—irsup /09(:10)% dx—l—/o | da:]
/ / o) |f? dxdt+/ ‘dw+/|g0| dz| |
2
avec k? = <((4b +i)2K1+2)+2K1>. [
0

On peut démontrer que l'opérateur L: F — F est fermable. Soit L sa fermeture avec le
domaine de définition D (L)

Définition 3.1 La solution de l’équation opératorielle Lu = F est appelée solution forte du
probléme (3.1-3.4).

L’estimation (3.9) reste valable pour la solution forte. Alors, on a
lullz < e HLuHF, Yu e D (L) :
cette dernieére nous donne les corollaires suivants

Corollaire 3.1 Si la solution forte du probléme (3.1-3.4) existe, elle est unique et dépend
continiment de la fonction F = (f, ).

Corollaire 3.2 L’image R (f) de L est fermé dans F et on a R(L) = R (f)

Du Corollaire (3.2) on déduit que pour prouver l'existence de la solution forte du probléme
(3.1-3.4) pour un arbitraire F, il suffit de prouver que R (E) est dense dans F.

3.2 Solvabilité du probléme (3.1-3.5)

Pour la solvabilité du probleme (3.1)-(3.5) il suffit de démontrer la densité de R(L) dans F. La
preuve se base sur le lemme suivant:

Lemme 3.1 On suppose que la fonction a(z,t) et ses derivées sont bornées.
Soit
u€ Do(L) ={ue D(L),u(z,0)=0}.

Si pour u € Dy(L) et pour certaines fonctions w(z,t) € L*(Q), on a

/ch () fodzdt = 0, (3.21)
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avec

(z - B)° z € (B,1).

Alors, la fonction w s’anulle presque partout.

Preuve. De (3.21) on a

/Q o (2) ?dexdt: /Q @(x)aax (a(az‘, t)?;) wdwdt, (3.22)

L’égalité (3.22) peut s’écrire sous la forme

OU———
S Nvdadt = [ A (1) uo 2
/Q T vdzdt 0 (t) uvdadt (3.23)
ou 5 5
U
A= 3 (pa)ate 03 ).
tel que
a—, z € (0,a),
plz) =4 1, z € (a, b)),
Tr— /87 YIS (Ba ]-) )
(a—x)w—/xwd(’, x €0, a,
0
V= W, MRS (Oé, 6) 5
1
(@-Bw- [wi,  ze(B1),
et -
(a—x)v+/ vd¢ = (o — 7)° w, z € (0,a),
0
Nv={ v=uw, re (a,f),
(@=Bo—[fvdc=(B-2Puw.  ae().
AN . AN
On introduit les opérateurs de régularisation J. ' = (I — €5 et (J;l) = (I + 881%) ,
par rapport a t, alors, ces opérateurs sont la solution du probléme :
ue (t) — ga(,)ff — u () ue (0) =0,
(3.24)
a *
V() e = () v (T) =0



De plus, on a les propriétés suivantes: pour toute fonction g € L? (0, T), les fonctions J_'g,
(J_l) g €W, (0,T). Sige D(L),alors J-'g € D(L) et on a

£

=0, pour € — 0,

L2(0,T)

(3.25)

limH(J;l)*g—g =0, poure—0.

L2(0,T)
Substituons la fonction u dans (3.23) par sa fonction régularisée u., en utilisant la relation
At u. = JTPA(t)u — eJ P Bo(t)u.,

_040)
~ o

U, ON trouve

- /Q 8;:da:dt /Q (A(t)u — eB.(t)u) vEdwdt. (3.26)

L’opérateur A(t) admet un inverse A~ () continu dans l'espace L*(0, 1), cet inverse est donné
par

[ b e
AN (t)g = _/ _/ gdndc+02/ Zd¢ + Cs, e (a,fB),
/ /gndg+01, ze (1),
/gn /977
d¢ +
Git) = /0 / 1+a/ /
o ¢
[ J st dx+// dﬁ/ﬁWdC
Coty = —Qa 2 dC - ? ;
. e
Cs(t) = Cu(t)+ /:Mdm

Alors, on a /aA ud:c—i—/ A t)udz = 0.
0

La fonction J.'u = u. peut s’écrire sous la forme

u, = JPATHE) A(t)u.
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Ainsi, I'égalité (3.26) devient

ov* —
_ cdudt = [ A 9
/Q u S Edudl /Q (t)uhedadt, (3.27)

ou h. = vl —eBI(t)vl. et

1\, [Oa
B:tyo={ ) (m)
— . + Gac(z)v — (1) G (), x € (a, f),
() (?jv)
a - G3£($)U7 LS (57 1)a
avec 62
<J51>*( )
| 10 0 0Co
Gieta) = [ | oy (@jv)— O] Va5, we(0,0)
0%a
() )
Bl 10 0 0Co
Guto) = [ ey (o) - X0 e, aetann)
0%a
(-1 ()
110 0 0o
Coele) = [ | g ge Uy (a‘t’v)— X e, w5,

Le membre gauche de (3.27) est une forme linéaire continue en w, donc la fonction h. et ses

derivées p%hg, aa <paaah€> € L*(Q) . De plus, les conditions suivantes sont vérifiées
x  Ox x
he(0,t) = he(a,t) = h(8,t) = he(1,t) =0,
Oh, Ohe
—(0,t) = 1,t) =0
Ox (0.2) Ox (1,2) ’
Ohe Ohe B

Comme l'opérateur B’ (t) est borné dans L?(Q)) donc pour ¢ assez petit, on aura ||e BX(t) lr2q) < 1.

v
Ainsi, 'opérateur I — eB*(t) admet un inverse borné dans L?*(Q). On conclut que p——=

Y
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U;(07t) = U:(lat) = U;(a7t) = ’U:f(ﬁ,t) =0,
ov* ov?
3 13 1 —
pe (0,t) + o (1,t) =0,
ov’ ov? B
On pose
t
u= / exp(cr)vidr,
0
avec

az < cag

dans (3.23), on obtient

A(t)uvEdadt + ¢ / At

dxdt
Q ot “

/exp(ct)v:mdxdt:/
Q Q

Intégrons par rapport a x dans le membre droit de (3.31), utilisons (3.28) on obtient

_ Ou Ov? ou 0*u
A * = —/ — ¢ = —/ — N
/Q (t)uvidxdt 0 p(x) . dxdt 0 p (x) exp( Ct)a@x 5100 dxdt

et
ov* ou 0%*v*
A= q dt:—/ U T Ve 1ot
E/Q (tJugy do e )P g gt

Intégrons par rapport a t,

ou 0*u p(x) (Oa dul”
—Re/@p(w) exp(—ct)a%ataxdxdt =2 \ar — ca | exp(—ct) 9 dxdt
RGO RN [
/0 5 aexp(—ct) e dx .

et

ou v 82u |° da Ou O*u
—5/Qp(aj) aaxawwdxdt—E/Qp(x)aexp(—d) |6tax‘ dxdt“/Qp(l")at&natax

En utilisant les inégalités élémentaires, on trouve

[ T i <% [ pyacsploen| ] doar
ngxaﬁthaxx - 2 pranp “Nowor|

e [ o) (9a)" L |2v
+2/Q 2 <8t> xp(=et) |5

2
dxdt

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

xdt

Re/ exp(ct)v: Nvdxdt = Re/ exp(—ct) (v — v) Nvdzdt + / exp(ct)p () [v|* ddt
Q Q Q
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de la derniere inégalité, on déduit

/ex (ct) (:v)\v|2da:dt</p(x) %—ca—i-i da 2 exp(—ct) %2
Q pletp —Jo 2 ot 2\ Ot P ox

— Re/ exp(—ct) (v} — v) Nvdxdt
Q

dxdt

3e 2

+ 5 o) acsp(=e) ‘

2

2
U
BT ‘ dxdt

Lp(z) oul’
/0 5 aexp(—ct) e dx

t=T

Par passage a la limite quand € — 0 et en ultilisant (3.30) on aura
/ exp(ct)p (x) |v]* dedt < 0
Q

Alors, v = 0 a.e., par conséquent w = 0. [ ]

Théoréme 3.2 L’image R (f) de I” opérateur L coincide avec F.

Preuve. Comme F' est un espace de Hilbert, on a R (f) = F' si et seulment si la relation
1 dlu dp
/QQ (x) fgdxdt +/0 6 (x) d;; d(pdx +/ lupdx =0 (3.32)

pour u € D (L) arbitraire et (g, ¢) € F, alors g =0 et p = 0.

On pose u € Dy (L) dans (3.32), ainsi du lemme 3.1, on conclut 6 (z) g = @ (z)w = 0 ,a.e. D’ou
g=0.

Prenons u € D (L) dans (3.32), il résulte

dludp
/9()dxdxd +/ lupdz = 0,

L’image de l'opérateur trace [ est dense dans l’espace de Hilbert muni de la norme

/019(1;)

Alors, ¢ = 0. ]

2 1
dﬂ dot [ lfd,
dx 0
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Chapter 4

Probleme aux limites avec condition
intégrale pour une équation

parabolique



Ce chapitre est considéré comme une généralisation du chapitre 3; nous poursuivons 1’étude
du probleme aux limites. En utilisant la méthode des inégalités énergétiques, nous résolvons
le probléme suivant:

Sur le domaine Q1= {(x,t) : 0 <x<1,0 <t<Tj}avec T < +ex, trouver une solution
u(x, t) pour

ou

ot—00xa (X, 1) dudx1= f(x, 1), (4.1)

qui Vérifie les conditions

lu=u(x,0) = ¢ X , e (0,1),(42)

u(0,t) = ulaz,t) = ulas,t) = u(l,t), rte(0,T),(4.3)
et Zal (X, t) dX +Z aseeld (X, ) dX +Z 10U (X, 1) dX = 0 Kt € (0, T). (4.4)
0 <ar Sa2

So3 Sou < 1.

De plus, nous supposons que la fonction a(x, t) et ses dérivées vérifient les conditions
8>>>>>5>>>>><
SS5>5>5>3>55>!

0 <ao sa(x,t) <ai, V(x,t) € QT
0 <0aoxsh, V(x,t) € QT,

a2 <0aotsas.(4.5)

Ou ¢ (x) est une fonction donnée tel que
g>>><

>>>0 (0) = ¢ (02) = ¢ (a3) = ¢ (1) ,

Z a1p (X) X +Z asazgp (X) AX +Z 1010 (X) dX = 0.

Ce qui est nouveau dans ce travail, est le type de la condition intégrale aux limites (4.4) ou ax,
a2, o3, as sont non spécifies.

Soit L2, (Q) I’espace poids des fonctions de carré intégrable muni de la norme

M=z (X) fupdxdt,

et avec le produit scalaire associé

(U, V) L2y (1) =Zo1p (X) uvdxdt.

Le probléme (4.1-4.4) peut étre considéré comme une résolution de 1’équation opératorielle

Lu= (£u,lu) = (f ¢) = F (4.6)

ou I’opérateur L est de domaine de définition D (L) constitué des fonctionsu e L2(Q1) tel
que

oudt, Oudx, Gudxote L2 (Q1) et vérifiants les conditions (4.3) et (4.4).
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L’opérateur L est défini de E dans F,ou E est ’espace de Banach des fonctions U € L2 (QT

) ,avec la norme finie

JupE=Z 010 (X) 240udtt__ O2udx2235 dxdt + supt0@z 106 (x) Ouox 20X +Z 10U
dx1A. (4.7)

F est I’espace de Hilbert des fonctions F= (£, @), f e L2vow (Q71), @ eH1 (0, 1) muni de
lanorme finie

JFF=20:0 (x) [fhdxdt+Z 100 (X) ___ dpdx2dx +Z 10/p fdX. (4.8)

ou

G (X) =8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:X2, X € [0, a1
(a3 =x)2+ (a2 =X)2,x € [az, a3] ,

(1 =x)2,x elas, 1]

1,x € lay, az] Ulas, as] .

4.1 Inégalité énergétique et ses applications

L’unicité de la solution se base sur le théoréme suivant

Théoreme 4.1 1l existe une constante positive k indépendante de u, tel que pour

toute fonctionu e D(L) ona

JESK JLufE. (4.9)

Preuve. Soit

Mu Z8>S>SSSSSSSSOSSOSOSSOSSOSOSSSIOSSOSSOSSSSOSSSSOSSSSSSS>> X2AC A 8uat+
2xaenZaxoudtd? x € (0, a1)

a21aeix Oudtx € (a1, 02)

€11 (x—az2) (a2—x) 22a

OUOtt x-waZ asxOUOLdO+ €41 (o) (a3 %) 22a0udt + asxaZ xazdudr dC X € (a2, a3) o21a
€025 (x-0s) OUOt X € (a3, o)
(1 —x)2ae1(1% Oudtt 21 —xaei(1»Z xaududtdl x € (as, 1)

OU 8>>>>><>>>>>:q218i = (a2 —a3) 22 €41 (w-w), A, A = bao
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Nous considérons la forme quadratique
® (u,u) = Rezasexp (—t) f(x, t) Mudxdt= Rezasexp (—ct) du

ot
Mudxdt —Rezasexp (—ct) &
Oxa (X, t) Ou

ox'Mudxdt. (4.10)
avec 0 <'s <T et la constante c tel que

¢ >104aimax0@/ + baol2,A1 + baol2,0 + baolz, A2, A211A. (4.11)

Substituons Mu par son expression dans le coté droit de (4.10), intégrons par parties
parrapport a x, en utilisant la condition aux limites (4.3) et la condition intégrale (4.4), on
obtient

—Rez 1000xa (X, t) Ouox'Mudx = ReZ wioX2eix OudxO2udxotdx + o21 ReZ w

a1€x OuOxO2u0xOtdx+ ReZ 1a1(1 —X) 262.(1% OudxO2udxOtdx + ReZ aee (a2 —X) 2

2 ei(x-oz) 00X

O2udxOtdx+ ReZ waz (03 —X) 22 €11(as%) OuOXO2u0XOtdx + ReZ aas0:21€20086 (x-uz) OuOxO2u0xOtdx
+ 2 ReZ moexududtdx + 2 Reeii(x-w2)ududtdx + 2 ReZ a3o€ii (ca~x uouodtdx+ 2 ReZ 1a:€1(1

N uOuotdx —RezZ a10 A — ladaOx'X2eix Oudxouotdx — o21 ReZ war A — ladalx'€ix Ouoxoudt—Rez 1
aw A+ ladaox! (1 —X)2e.(1~) OudxoudtdxZ wwlt — ladadx! (a2 —X) 22 € (xaz) OudxoudtdxRez
wee Al T ladadx! (a3 —X) 22 €i(w—~ Oudxoudtdx+ a21€iw ReZ was 6 — ladadx

185 (x-a3) OuOxOuotdx—ReZ wod — 1a
0a0xXX€)x OUOXZ arxOuotdldxZ asa A1 — 1
adadx! (o2 —X) €11 (a2) OUOXZ asxOultdldx —ReZ woz A1 + 1adadx! (a3 —X) €i1(as—)

OuOXZ xa20ultd{dx — ReZ 1ad +1ada
Ox'(1 =X) €1~ OuoxZ xududtdidx—2 ReZ woleixUZ aixOuot

dldx + A1 ReZ asaz€i1 (x=02) UZ asxOuotdldx — A1 ReZ aso2€i1 (as~x) UZ xa20udtdldx —ReZ 1a1dei1x)uz

m48u

ot

dcdx, (4.12)
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et

ReZ 100udtMudx =7 ai0X2a€)x ouot 20X +Z wara218€x ouot 20X

+Z po21€iaexp (0 (X —a3)) ouot 20X +Z w2 (02 = X) 228841 (x-02) oot 2
dx
+Z wa (03 —X) 228041 (a3 ) ouot 20X +Z 104 (1 —X) 28€2(1 ) ouot 20X

+Z 100BB@ lat+ia-Oa0xa2 X1CCAEIx Z axouotd{

20X+Z we20BB@12a+41a — Oa

Oxaz (X — az) 2CCAL (x-w2) Z axOuotdl 20X
+Z 03020BB@ 1 2a+11a+0a0xas (a3 %) 21CCABA (a3 ) Z asxOuotd( 20X
+Z 1::0BB@1atia+dadxa: (1 —X) 1CCALL(1~) Z xasOudtd____ 2dx. (4.13)

Intégrons les dix premiers termes par rapport a t dans (4.12) et appliquons les e—

inégalités
dans les autres termes, en combinant le résultat obtenu avec (4.5), (4.11) et (4.13),
on tire

Z 50Z 106 (X) Ouox 2dxdt +Z s0Z 100 (x) oudt ___odxdt +z

a100@X22 ouox o+ Jup1AdX t=s

+Z wa0@a21 + (o2 —X) 22 Ouox o+ MA1AdX =
+Z100@ (1 —X) 22 ouox 2+ p1AdX t=s

+Z oem ouox 20X t=s

+Z o103 ouox 2dX t=s

<Ki24z 10z 100 (x) [fhdxdt +Z co0@x22 dodx ot JplAAX +Z wa0@a21 + (a2 —X) 2

2 dedx 2t Jpp1A dX+Z 12:0@ (1 —X) 22 dedx 2t Jp PLAOX +Zozm dedx

20X +Z auas dodx 2dx35 . (4.14)
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ou

K1 =max lao+ lazo,aziao,laot 32aiazo, (1 —a4)280SUpxelosad]@i(x—a), a21imin0B@14a1,az14at

, (1 —aa)24arinfxelw,aal@i(x-a), (1 —oa)2 infxelowad]@ix-an2 , w2 , 1, S11CA
ou

01 = ¢ —104aimax0@ A + baolz, 11 + baol2,0 + baol21A.

Il est facile de vérifier que

Z wafllpOX__ t=stZ aias U pdX_ t=sS 2K124Z T0Z 100 (X)  fLdXdt +Z wo0@x22 dodx

2+

Jo PAADXHZ wa0@a21 + (a2 —X) 22 dodx ot JpplAdX +Z 14:0@ (1 —X) 22 dodx

2t Jp PAAAXFZ 02l 0@ dodx 2+ JppLAAX +Z 010:0@ dodx 2t

Jo PLAIX35 .

Utilisons maintenant le fait que le choix de s est arbitraire, donc (4.14) devient

Z 70Z 100 (X) ouox 2dxdt +z 10z 100 (X)

ouot o0dxdt + supt24Z a100@x22 Ouox o+ fup1AdX

+Z wa0@a21 + (o2 —X) 22 Ouox ot MEIAAX +Z 120@ (1 = X) 22 OUOX

2+

Jup1AdX

*+Z 02al0@ ouox 2+ MAIAAX +Z a0 @ ouox 2+ Mf1AdX

< 3K124Z 10z 100 (x) fRdxdt +Z w00@x22 dodx ot Jp p1AdX

+Z wa0@a21 + (02 —X) 22 depdx 2t fpplA dX

+Z 11:0@ (1 = X) 22 dedx ot Jp PLAAXHZ w2a10@ dedx ot fpp1AdX +

Zww0@__ dpdx__ ot JfpplAdx3s . (4.15)
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De (4.1) et I’inégalité précédente, nous avons
ZT10Z 100 (X) 0@ O2u0x2 ot ouot 21

Adxdt + supt24Z a100@%22 ouox 2+ Mp1AdX

+Z wa0@a21 + (o2 —X) 22 Ouox ot MEIAAX +Z 120@ (1 = X) 22 Oudx 2
+ Jp1AdX

+Z wa0@ ouox 2+ MEIAAX +Z 01a:0@ ouox 2t Jp1AdX
35

<k24z 10z 100 (X) [fhdxdt +Z ai00@X22 dodx ot JplAAX +Z wa0@az1 + (a2 —X) 2

2 dedx ot Jop1A dX+Z 10:0@ (1 = X) 22 dedx ot JpP1AAX +Z 02010@

dedx o+ Jp PAAAX +Z ata:0@ dedx 2+ JpL1AdX35 .

ol k2= ((4b2 + 4)K1 + 2)azo+ 3Kil.
D’ou I’estimation (4.9)

Définition 4.1 on appelle solution forte du probléeme ( 4.1-4.4) la solution de [’équation
opératorielle

Lu= F
L’estimation (4.9) reste vraie pour la solution forte. D’ou
JJEScLur, YU eD_L_

Ainsi on a les résultats suivants

Corollaire 4.1 Si la solution forte du probleme (4.1-4.4) existe, elle est unique et dépend
continiiment de la fonction F= (£, ¢).

Corollaire 4.2 L’'image R_L_de L est fermé dans FetonaR(L) = R_L_

D’apres le Corollaire (4.2) on déduit que pour démontrer I’existence de la solution forte du

probleme (4.1-4.4) pour un Farbitraire il suffit de confirmer la densité de R

L

dans F.

4.2 Solvabilité du probleme

A fin de démontrer la solvabilité du probléme (4.1)-(4.4) il suffit de montrer que R(L) est
dense

dans F. La démonstration est basée sur le lemme suivant.
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Lemme 4.1 Soitu eDo(L) = fieD(L),u(x,0) = 0}.Sipouru eDo(L) et certaines

fonctionsw(x,t) el2vow (QT),
ona

zat® (x) fodxdt= 0, (4.16)
ou

D (X) =8>>>>>>>>5>>>>5>>< >>>55>5>5>5>>>>>>>>: (a1 —X) 2X € (0, a1)
1 x € (a1, a2)

(a3 =x)2+ (a2 =x)2 X € (a2 a3)

1 x e (a3, a1)

(s =xX)2 x € (oa,1) .

Alorsw = 0.

Preuve. L’¢égalité (4.16) peut étre exprimée comme suit:
Zor0udtNvdxdt =z-A (1) uvdxdt (4.17)

ou

A(t) u= doxp (x) a(x,t)ouox,

tel que

p (X) =8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:a1 —X X € (0, a1)
1 xe (a1, a2) |,

a —xx € (az, az) ,

1 xe (a3, aa) |,

o4 —xXX € (oa, 1) .
et

V S8555555555555555555 5> <> >5>>>>>>>>>>>555>: (a1l —X) o —Zxwdlx € (0, a1)
wx e (a1, 02)

(a3 =X) @ Zxwwndlx € (a2, a3)

wx € (o3, 04)

(04 =X) @ +Z xwd(x € (os, 1) .
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et

NV =8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>: (a1 —X) V —Zxovdl = (a1 =X) 20 x €
0, a1)

wx e (a1, a2) ,

(a3 =X) V Zxaevd(= (a3 =X) 20 x € (a2, a3)

wx e (a3, a1)

(a4 =X) VAZxavdl= (a1 =X) 200 x € (a1, 1) .

Nous introduisons les opérateurs de régularisation J-1:=I = &dot! -1
et J-1e «=l + goot -1,

par rapport a t. Alors, ces opérateurs assurent la solution du probleme:

8>>>><>>>>:U: (1) —edu0t= u (t) u: (0) = 0,
Ve (1) + e0veor= v (1) ve (T) = 0.(4.18)

Nous avons également les propriétés suivantes g e L2 (0, T), les fonctions J-1:¢,_J-1¢
geWs (0,T).

SigeD(L),alors J-:g eD(L) etona
8>>><>>>:1ime-0J-1:g — g L2(0T) = O,

lime—0_J-1e_-g —Qrz20,7) = 0.(4.19)
Substituons la fonction u dans (4.17) par la fonction de régularisation u-et utilisons la

relation

A u:= J-1:A() U —&J-1:Bc (D) ue,

ou B:(t) = 04 (t) Otue. On obtient

—Zamudv-=otdxdt =zor(A(t) U —eB:(t) u) v=dxdt. (4.20)
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L’opérateur A (t) admet un inverse continu dans Lz (0, 1) défini par

Aa (t) g=
8SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSISOSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS>>]

Zx0Z azgdn (a1 =) adl+ Cix e (0, a1) ,

Z exZ ogdyadl + C2Z axladl+ Ci x € (a1, a2) ,

~Z xZ axQdn (a3 =) adl+ Cix € (az, a3)

Z xasZ cegdnadd + Csz xeslady + Ca X € (a3, oa)

Z1xz1gdy (1 =) adl+ Cix e (as, 1) .
ou

Ci(t) =Z wodxZ x0Z megdn (a1 =) adl+Z 4a20XZ xaxZ asc@dn (a3 =) ad{ +Z 1a4dXZ 1xZ 1c9dy

(1 =0 addor + a3 —a2 —as + 1,
Ca(t) = ZawoZaxg () dy(ar =) adx +Z wamz g () dyad{Z wamdla ((, 1),
Cs(t) =—Z 1z 1igdn (1 - O ad( +Z wa2Z asigdn (a3 = O ad( =Z weZ tasgdnad{Z aia:dla,

Ci(t) = C2(t) ~Zwe2Z wcgdn(as =) adl.

Alors, on a

Z w0A-1 () udX +Z asaeA-1 (t) udx +Z 1a24A-1 (t) udx = 0. Par conséquent, la fonction
J-1eU = Ue peut étre représentée sous la forme

U= J-1: A-1 (D A (D u.

Ainsi, 1’égalité (4.20) devient

~Zarudv=Otdxdt =z oA (t) uhdxdt, (4.21)

ol he= Ve—eBe (1) Ve.

Le c6té gauche de (4.21) est une fonction linéaire continue de u, d’ou la fonction hea
ses dérivées
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pOh:0x,00x padh:0x1e L2(QT) et les conditions suivantes sont vérifiées

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:N: (0, 1) = he(ai, t) = he(1,1) = 0 i=1 —4,
Oh:0x(0,t) = Ohox (o2, t) = Ohox(1,t) = 0,
Oh:Ox (a1, t) = Oh:Ox(03,t) = Oh:Ox(oa, t) = 0.

Puisque 1’opérateur B+ (t) est borné dans L2 (Q ), pour ¢ suffisamment petit, on a

JeB= (V) Jlaar) < 1.

Donc I’opérateur | =B« (t) admet un inverse borné dans L2 (Q).

On conclut que pov«0x, 6dxpov+=0xte L2( Q1) et que les conditions suivantes sont
vérifiées

8>>>>>>>5>><>>>>5>>>>> Ve (0, 1) = Ve (ai, t) = ve(1,t) = 0 i=1 —4,
Oveox (0,t) = Ov=ox(az, t) = Oveox(1,t) = 0,

ov=0x (a1, 1) = Ov=ox (a3, 1) = Oveox(as,t) = 0.(4.22)

En mettant

U =Z wexp (uz) Vedr, (4.23)

dans (4.17), ou u est une constante positive et vérifie az < uao, nous obtenons
zarexp (ut) v<Nvdxdt =z arA (t) uv=dxdt + ezoA (t) udv<otdxdt, (4.24)

Intégrons par rapport a x et t dans le cété droit de (4.24), utilisons (4.22), (4.23) on

aura

ZarA(t) uv=dxdt = Rezamp (X) exp (—ut) adudxd2udtoxdxdt

=za1p (X) 2 Oadt — palexp (—ut) Ouox 2dxdt —Z10p (X)2 a exp (—ut) Ouox
20X t=T, (4.25)
€Z7A (1) Udv=otdxdt = —ezatp (X) adudxdav=0toxdxdt

= ezawp (X) aexp(-ut) O2u0tox, 2dxdt + ezamp (X) exp (=

ut) badtoudxd2udtoxdxdt, (4.26)

Grace a I’inégalité ¢lémentaire, nous trouvons

eZawp (X) adudxowuodtoxdxdt se2zarp (x) aexp (—ct) O2u0tox. odxdt+ 2Zrpoadttz
exp (—ct) Oudx____ 20xdt
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De I’inégalité précédente et (4.25) et (4.26) et comme

Rezarexp (ct) veNvdxdt = Rezarexp (ct) (v«—Vv)Nvdxdt + Rezarexp (ct) vNvdxdt

alors
zarexp(ct) p (X) Npdxdt <

Zatp (X) 20@0adt—ua + edadt21Aexp (—ut) Ouox odxdt —Rezarexp (—ut) (Ve-—

v) Nvdxdt+e2zamp (x) a exp (—ut) O2u0tox 2dxdt
~Z10p (X)2 aexp(-ut) oudx 2dX =T,

Par passage a la limite quand ¢ — 0, et en utilisant (4.23) on aura
zarexp(ct)p () Npdxdt <0

D’ouv= 0 ae., Ainsio = 0.

Théoreme 4.2 L’image R(L) de [’opérateur L coincide avec F.

Preuve. Puisque F est un espace de Hilbert, ona R(L) = F si et seulement si la
relation

za:6 (x) fgdxdt +Z 100 (x) dludxdpdxdx +Z 10lugdx (4.27)

pour un arbitraire u e D (L) et (g, ¢) €F, impliquequeg= 0 ety = 0.

En mettant u € Do (L) dans (4.27), on conclut d’aprés le lemme 4.1 que

g0 ¥ g=q® x)w= 0,

a.e. D’oug= 0.

En prenantu e D (L) dans (4.27) on trouve

Z100 (X) dludxdpdxdx +Z 10lupdx = 0,

I’image de 1’opérateur trace | est partout dense dans 1’espce de Hilbert avec la norme

Z 100 (x) dopdsx 2dX +Z 10 fpp odX,

Ainsi, ¢ = 0.
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Résumé

Ce travail est consacré a la solvabilité, 'existence et I'unicité de la solution de certaines classes
de problémes aux limites pour équations aux dérivées partielles du type parabolique, combinant
des conditions aux limites non locales et intégrale.

La méthode proposée est basée sur la construction d’espaces convenables, des estimations a
priori et la densité de I'’ensemble image de l'opérateur engendré par le probléeme considéré.
Les résultats obtenus peuvent étre vus comme une amélioration de la méthode des inégalités

énergétiques
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Abstract

This work is devoted to the solvability, the existence and the uniqueness of the solution of
certain classes of boundary problems for partial differential equations of the parabolic type,
combining non-local boundary conditions; integral type with classical conditions; Dirichlet -
Newmann.

The proposed method is based on the construction of suitable spaces, a priori estimates and
the density of the image set of the operator generated by the problem considered. The results

obtained can be seen as an improvement of the energy inequality method
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