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INTRODUCTION



Ce résultat serait passé inaperçu s'il n'était pas le premier cas où la
conjecture de Raghunatan s'était vérifiée
suivante :

Cette conjecture est la

Conjecture de Raghunatan :

Soit G un groupe de Lie, semi simple , connexe . T un réseau de G
( c'est à dire un sous groupe discret de G et tel que le quotient I7G soit

de volume fini ) .
Soit H un sous groupe fermé de G engendré par des unipotents ( on

appÉlle a élément unipotent , un élément dont toutes les valeurs propres
sont égales à 1 ). Alors :

V ( xer/G) ; 3 (Px sous groupe fermé de G tel que PXDH) et xH= xPx

On a interprété le flot horocyclique du fibré unitaire tangent T1S à
une surface hyperbolique S comme action d'un groupe unipotent sur le
quotient d'un groupe de Lie semi simple connexe par un réseau :

utxr/G- r/G

(1
, Tg -*• TgVO l) ’ 8 ë

et démontré que le théorème de Hedlund impliquait que pour tout fg de

f1
lo V où G = PS1/2,91)

r/PSL(2,9t) ; rgut =rgutourgut = r/PSL(2,9t).
Les techniques de la théorie ergodique exposées au chapitre II, ont

été développées beaucoup plus pour la conjecture de Raghunatan que
pour le théorème de Hedlund en lui même. Elles classifient les mesures
ergodiques H invariantes plutôt que les H orbites.

Le but de notre travail est de comprendre la nature géométrique d u
phénomène décrit par Hedlund et d'aborder le problème en utilisant les
rudiments de la géométrie riemanienne : ( le chapitre I étant un mini
cours de géométrie riemanienne adaptée aux surfaces).

On s'est fixé comme objectif de donner une preuve effective du
théorème de Hedlund.

Etant donnée ( S,g) une surface hyperbolique compacte , B(e) une
boule de (S,g) de rayon e, on sait ( par Hedlund ) que tout horocycle



h: 91 -* S a une intersection non vide avec B(e). La trace de h sur S - B(e)

est donc une courbe horocyclique de longueur finie L(h). Une preuve
effective consiste à donner une estimation pour une borne supérieure
pour L(h) .

Dans le chapitre III , on fournira une preuve effective pour un cas
bien particulier de surface hyperbolique.

Proposition A

Pour (S,dS) surface à bord , compacte , hyperbolique convexe , il
existe une constante C ( ne dépendant que du diamètre de (S,3S). telle que

SuPlhll < C.
MS)

Nous donnerons une liste d'exemples où cette constante est optimale
et nous généraliserons ce résultat au cas des surfaces à bord (S,dS)

compactes , convexes pour une métrique à courbure sectionnelle négative
2 2

pincée ( c à d 3 (a >0) ; 3 (0<b<°°) tq -b ≤ K(p) ≤ -a , pour tout p de S ,

K(p) représente la courbure sectionnelle de S au point p) .

Proposition B

Pour (S,dS) surface à bord compacte , convexe à courbure sectionnelle
-b2 s K(p) s -a2 ((a> 0) ; (0<b<oo))
dépendant de b telle que : Slip||h| < C.

hGQsÿs)

, il existe une constante positive C

La dernière partie du travail sera consacrée au flot horocyclique d u
fibré unitaire tangent "PS à S une surface hyperbolique i périodique.(On
appelle S surface hyperbolique i périodique une surface hyperbolique
admettant Z* comme sous groupe d'isométries.).

Proposition C
Il n'existe pas d'orbites périodiques du flot horocyclique du fibré

unitaire tangent d'une surface i périodique hyperbolique.





I. Variétés riemaniennes courbure

I.l.A Variétés différentiables
Soit M un sous ensemble non vide de SR .

I.l.A.l Définition
On dit que M est une variété différentiable de dim k , s'il existe :

Un recouvrement (Uj)jQ de M avec Uj homeomorphe à SRn.
k e c*(Ui, SRk)}

i)

ü) ,<p- difféomorphisme
tels que :

V (i El) V (j E I) ; q)j o cpj1 : SRk -*> SRk est un diffeomorphisme.
(Uj , q>,) est appelée carte.
(Uj,<Pi)ja est appelé atlas.

, N C SRÿ et soit M C SRn une variété deSoit N une variété de dim n
dim k, f GC(M,N).

I.l.A.2 Définition
On dit que f : M -* N est de classe C°° ssi :

V(mEM), 3((U,<p) carte autour de m), 3((V, V) carte autour de f(m) telles
-1kl ooque : Wofotp : SR -* SR est de classe C .

M C SR° , variété de dim k , soit x E M et (U,<p) une carte autour de x,

on a : Dx(p : SRn SR*

I.l.A.3 Définition
On définit l'éspace tangent en x à M , noté TXM , comme étant :

ImDx<p( SRn).

I.l.A.4 Lemme
Notons TM = U TXM,TM C SRn X SRn est une variété differentiable de

dim 2k.

TM est appelé fibré tangent à M.

1
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Soit N C 91 , variété de dim k égale à dim M, et soit f6C (M,N)

OnaiV(xGM) Dxf: TXM -» Tf(x)NetDxf EL(9tk,9tk)

Définition
On appelle yEN valeur re'gulière de f ssi : V(xEf *(y)) det (Dxf) * 0 .Si

on suppose M compact et N connexe,on définit le degré de l'application f:
Degf = YSign(det(Dxf)) ,y valeur régulière

xEi (y)

I 1.A.5

I.1.A.6 Définition

M C 91° étant une variété differentiable, on définit X un champ de
vecteur sur M, comme étant un élément de C (M/TM)

x EM , X(x) ETXM .
On appelle x E M , zéro du champ de vecteur X si X(x) = 0.

, et tel que : pour

Supposons M compacte et soit X un champ de vecteur sur M avec m
U - {m} -*ÿ Sk l

x - mX:zéro isolé de X: l'application , U carte

l|X(x)||

autour de x, est une application entre deux variétés différentiables de
même dimension.

I.1.A.7 Définition
On appelle l'indice de X en m, ImX le degré de l'application X

I.1.A.8 Théorème (Poincaré Hopf) [Milnor]
Soit M une variété compacta de dimension k ; X un champ de vecteur

différentiable avec des zéros isolés . On a :
2 im(X) = x(M)

m zérode X

où X(M) caractéristique d'Euler - Poincaré de M.

On donnera dans le cas des surfaces , une preuve de ce théorème et
une identification entre les deux invariants.
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I.l.B Variétés riemaniennes.

M est une variété différentiable de dim m.

I.l.B.l Définition
On appelle métrique riemanienne sur M , notée g , la donnée d'une

application M -* S2T*M définie positive , différentiable .
S2T*M = {Formes bilinéaires TM xTM}

Expression dans une carte locale :

JU
Soit xEM, (U,cp) une carte locale autour de x. et soit \d\J

famille de champ de vecteurs linéairement indépendants
Soit U,V ÊTXM

unelsism

TT V ï dU = > u-,
axj

m • av = Y* —ax;i i
On pose :

• 8*j(X) =g*(u.v) = Jgi/x) u' yJ
i.j

I.l.B.2 Théorème
Supposons M connexe .11 existe au moins une métrique riemanienne

sur M.

Preuve
Considérons (Ua>(Pa)aei un atlas sur M et soi* (Pct)«ei une partition

de l'unité relative à (Ua)aeI .
Soit q un produit scalaire sur 9lm-

Sur TUa considérons le produit scalaire suivant :

x EUa , U , V E TxUa : qa
*

(U, V)- q<Mx)(Dx<pa(U) , Dx<pa(V))

définit un produit scalaire sur TUa .__
*

Posons g= Ypaqa ’ 8 est la métrique cherchée.
q«

I.l.C Connexions Riemaniennes
Soit M une variété riemannienne,connexe,de métrique g et dim M=n.

3



I.l.C.l Définition

Une connexion V sur M est une 91 forme bilinéaire
X(M) x X(M) - X(M) vérifiant :

V(X eX(M)) V(Y eX(M)) V(f eC°°(M)) on a:

VfxY = f VXY
Vx(fY ) = (Xf)Y + fVxYoù:Xf(x)=Dxf(X(x))
VXY-VYX = [X,Y]
où [X,Y](f) = X(Yf )-Y(Xf)

de

ThéorèmeI.1.C.2

Sur (M,g), il existe une unique connexion compatible avec la métrique g :
V(X,Y,Z) e (X(M))3 on a : Xg(Y, Z) = g(VxY , Z) + g(Y , Vx Z)

Cette connexion est dite connexion de Levi
riemanienne.

Cevita ou connexion

Preuve du théorème
Passons aux cartes locales:

n

x = \x'j- Y = W-L
,v! axi ié 3xi

g = Vg.jdXidXj
i.j=l

'-U-l ' J ÔX; J
VXY

Posons :

vs(f> = irfj/-- dX; k=ldx, J

On a :

dXi i,k ôXj
n n

vxY-2 (2 X
j=l i=l

La compatibilité avec la métrique donne :
k 1 " . -1, dri.i - r|(gu> (—

d
+

ÔXj

4



Si gi i = 0 , (gi i)1 =0. sinon, (gi î)1 - i;gii
Le système de la connexion donne :

_k kr«J ~ rü
On se retrouve avec des symboles bien explicites, d'où le théorème.
Les (r;j) sont appelés symboles de Christoffel.

Soit y : I M une courbe différentiable.

I.1.C.3 Définition
Un champ de vecteur le long de Y est une courbe X:I

X(t) E TY(t)M pour tout t de I.
TM telle

que

I.1.C.4 Proposition
Soit (M,g) une variété Riemanienne ;

SoitY:I -*ÿ M une courbe différentiable; X un champ de vecteur le

long de Y-

V sa connexion de Levi- Cevita.

D
unique opérateur vérifiant :Il existe un

DD
. i) Vf E 0(1,91) ; — (fXXt) = f(t)X(t) + f(t)-X(t)

dtdt

ii) 3(V E'O'ao) CI) / X = Yiv(Y(t,))cM >Y champde vecteur )

De plus :
D-Y(t0) = Vï(t)(X(t))lt.to

Preuve

Passons aux cartes locales :

X(t) = Ÿx'(t)—
U

DD— X(t) ; si — existe; est égal à :
dt dt 5

£x(t) = ÏX'WJXJ-) + ixi(t)/-dt i=i dt ôXj g aXj

(voir les propriétés de connexion ).
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Y(t) = (xÿt) , x2(t),......xn(t))

Y(t) = 2ÿ(1)-2-
i=l ÔXi

2<-i.)
dt dx i

vÿ(*>
J

Christofell, on a :
étant entièrement déterminés par les symboles deJ

£x(t) = jxi(t) +

D
L'opérateur est ainsi bien défini.

I.1.C.5 Définition
Un champ de vecteur est dit parallèle à y si £x = 0.

dt

I.1.C.6 Proposition

Y étant une courbe de classe
de vecteur X, parallèle le long de yet tel que X(Y(0) )= v.

Y(0)M il existe un unique champ

Preuve
ciy :I -» M ; i = [0,1].

I = {0 = t0 ≤ tj s...tn - l} de

Yfti.ti+i] C (Ua,(pa) carte de l'atlas.

Considérons Yï0til : chercher un champ parallèle X le long de [0,t1]
revient à résoudre :

Subdivisons façon à ce que

[x;(t) +2rjjc Xj(t)Xk(t) =0 0 ≤ i ≤ n
ik

[X(0) - v

D'où l'affirmation.

6



I.1.C.7 Définition
On définit le transport parallèle de y (0) à y (t) le long d'une courbe y

de classe comme étant l'application linéaire: Pt: Ty (0) M-*Ty (t)M,telle
que : Pt(v)= Xv(t),où Xv est le champ de vecteur parallèle le long dey
vérifiant Xv(0)=v.

I.1.C.8 Proposition
Pour tout tel, Pt définit une isométrie.

D- g(X(t),Y(t))=g< °T-X,Y>+gt<— Y,X>En effet : dt dt dt

— X= — Y=0. Puisque ce sont des champs parallèles le long de y. D'où:
dt dt

~~ g(X(t), Y(t)) =0. Ce qui implique g(X(t), Y(t))= g(X(0), Y(0)) V (tel)
dt

I.l.D Géodésiques :
(M,g) étant une variété riemanienne de dim n , et V sa connexion

d e Levi- Cevita.

courbe de classe Cÿ.Soit Y : M une

I.l.D.l Définition
On dit que Y est une géodésique ssi on a : V(t E9t)

En coordonnées locales:

V.(t) <Y(t» 0

Y(t) = (x,(t),x2(t) x„(t))

Si y est est une géodésique , ses coordonnées sont solutions du système
différentiel suivant :

r i
+ 2rj.k(x(t))Xj(t)xk(t)=CU

l J lsisnJ.k

Exemple
Pour M =9ftn on a: {(Xj(t)-O ,lsis n}=> y(t) =tv +x0

7



I.1.D.2 Théorème

Soit x©E M. On a:
;3(E > 0) / V(m EU); V(veTmM,|[v||* e) 3!(y:[-l,l]-*M / Y (0) = m,Y(0)= v,

VŸ ( t)Ÿ(t) = °)

En coodonnées localesÿ on a :
fx;(t) + Jrj.fcWtHXjWXkCO-O

k,j

•jx(O) = m
|x(0) = v

lesLe théorème exprime juste l'existence d'une solution
théorèmes d'existence donnent le U et le e.De plusyon a :

d>: TU x [-1,1].-» M estC°°
(v , t) * {y(t) / (Y(0),Ÿ(0))-v }

On notera Yv l'unique geode'sique vérifiant Yv(0) = m et Yv(0) = v et

<ï>: TM -* M
(m,v) — Yv(l)

On notera; O = expm

soit

I.1.D.3 Proposition
1) L'application expm es t differentiable.

2) L'application V: TM -» MxM définit un diffeomorphisme
(m,v) -»• T/(m,v)ÿ(tn>expm(v»

local d'un voisinage de (mo.O) dans TM sur un voisinage de ( mo,mo)
dans MxM

Preuve
l'assertion 1) découle du théorème I.1.D.2
l'assertion 2) est une application du théorème d'inversion locale à W.

<P: Ux31nÿMxM
(m,v) — 'P(m.v) = expm(v)

Pour t assez petit,on a: =(mYv(t))
O

8



W(m0,t-ÿ-) - lP(m0,0) (mo,Y a (t))-(m0,0)

Dn-°V[ÿ] = âUj du,= lim
t— -olim

ttt— o
((0,Y 3 (0)

lTJ d 1W,-, = lima-il = ï_s_(°) - T~
3Uj

W(m0+t-ÿ-,0) - V(m0,0)

du,

ôUjtt— 0

D «1>UJ ="-° 1«*,] = <-!,—)
dx; ôuj

dx;lim
tt— �o

D'ou

= rId °i
[id IdJ

Donc Jac [Dmo.O'P] * 0. Par application du théorème d'inversion locale, on
a le résultat .

I.1.D.4 Corollaire
Pour moGM, il existe un voisinage U de jmo ,il existe E>0 , tels que :

1) V(x,y) eUxU 3! (v6TxM; Jvj < e) / y = expx v.

V(m E U) ; l'application expm est un difféomorphisme local entre la
boule B(0,e) dans TmM et son image dans M.

2)

I.1.D.5 Définition
y: I -* M étant une courbe de classe C1 , on définit la longueur de y ;

L(y),comme étant égale à :

L(v) = fj ( t) ( Ÿ (t).(Ÿ (t)>dt

I.1.D.6 Théorème
Soit moEM.Il existe un voisinage U de mo , il existe e > 0, tels que :

V(m EU) ; V(p EU) ; 3! (y: I -* M, y géodesique ; y(0) = m ; y(l) = p ; L(y)s e)

De plusÿL(y) = d(m,p).

9



où : d(m,p) = inf L(c)
par mor,c(0)=ni,c(l)=pj

Preuve du théorème
Soit m = Y(0) et soit Um = expm [B(0,e)].

Première étape :
Soit t -*ÿ v(t) est une courbe dans TmM vérifiant |v(t)| = l considérons

t0em,

Yt#: [0, e] - M

r exPm (rv(t0))

Considérons ro E[0,e[

ôr#: 9t-> M— expm(r0v(t))

Les courbes (Yt,)t,eSR e* e [0 e[ sont orthogonales dans M.

t

En effet:
L' application f:[0,E] X 9t -* M paramètre une surface dans M

r,t-> expm(iv(t))= f(r,t)

Les courbes (Yt,)t,Gfft e* (ôrÿ )rÿ e [0 8[ correspondent

aux courbes (fr,)r,: 1 -* expm(r0,v(t)) et (f,#): r -»• expm(iv(£))
(Yt,)t,GSR et (ôr0)rn e [0,e[

soient orthogonaux.

respectivement

Pour prouver que les courbes sont
df ôforthogonales, il faut et il suffit que — et —dv dt

±e(E £> = J2£ EldrBKdr’dt ëLdrdr’dtJ
fr étant une géodesique, on a :

+ gfE £ £1
Lar’ôr’dtJ

1 0



D ôf

D ôf _ D Ôf fôf Ôf 1
ôrôt Ôtôr

+ [ôr’ ôt J
or «.fil =[Ôr ÔtJ

= O
ôr Ôr

(symétrie de V)

O ( Schwartz égalité )

d4ou

1J111. J£L £11 =11J111.ll.V(t)i = o
ôr [ôr’ôtj [ôr’ôtôrj 2dt [Ôr’ôrJ 2dt

[Ôf ôf I

étape
Soit C : I -»Um une courbe C1 par morceau. On peut écrire:
C(t) =expm(r(t) v(t)). (expm diffeo local ).

fôf ôf]
[ôr ôtj00 = O“ g

Affirmation
L(C) ≥ |r(l) - r(0)| , l'égalité réalisée si v(t) = este et r est monotone.

L(C) = jjVg(C(t),C(t))dtOn a :

En reprenant la surface pa ramétrée de la première étape, on a :
C(t) = f(r(t),t)

C(t) = * *ôr ôt

g,c<txc(„, = ,f) + 2«o4|)+4f)

"Ëf = KOP = 1
ôf , ôfor — 1—Ôr ôt

D'où :

g(C(t).C(t)) -
1

Jÿg2(C(t),C(t)) dt * fQ rit) dt =|r(l)- r(0)|

On a l'égalité si 1-Oo— -0 v(t)- este.
ôt ôt

1 1



3ème étape

Soit C: [0,1] -* M une courbe de classe C1, et telle que C(0) = m et
C(l)=p.

1) C est entièrement contenue dans expm (B(0,£)) = Um. On a :
L(C) ≥ Jr(l) - r(0)|- e ≥ L(Y ).

2) C n'est pas contenue dans Um >
C= C! UC2 .avec

contenue dans Um , e t L(C) ≥ L(Ct) ≥ L(Y). cqfd.

I.1.D.7 Corollaire
Soit C une courbe , C: [0,1] -» M, paramétrée par longueur d' arc et

telle que C réalise la longueur minimale entre C(0) et C(l),alors C est
une géodésique.

I.1.D.8 Théorème
M est compact; [y] est un élément de Ili(M).

Il existe aE[y], a géodésique fermée ,L(Ô)ÿ IXaXVCfôjeiljfM)) / [ô]-[y].

preuve
Notons inf L(ô)= 1.

&ÿYl

M étant compact,1*0.
Soit (ôÿjgÿ.ô; E[y], ôi de vitesse constante .paramétrée par longueur d'

arc et L(6j)- 1,6ÿ0,1]-j— »00 1

Subdivisons 1' intervalle [0,1] en Ostj i„..stk+1 -1/ôçÿ exp mk(B(0,E)
de façon à ce que : ] segment géodésique.

En effet:
il existe aj segment géodésique liant ôi(tk) à ôi(tk+j) et a], fy, tw] sont

homotopes
Considérons les suites (ôi(tjc))iQS|,(ôi(tk.»iQSi- Comme M et Sn l sont

compactes ,on a :

= cte .•i

(ôi(tk) -*o(tX(fti(tk)- ô(t)etL(o)=1

a minimise la longueur localement ( c.à.d sur [tfc,tk+i]);donc, c'est une
géodésique (I.I.D.7).

I.l.E Tenseur courbure
M est une variété riemanienne, V Sa connexion de Levi_ cevita .
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I.l.E.l Définition
Etant donnés X,Y,Z trois champs de vecteurs sur M;on définit R le

tenseur trilinéaire en X,Y,Z, comme étant :

. R: X(M)x X(M)xX(M)-* X(M)
X,Y, Z— R(X,Y)(Z)

où :R(X,Y)(Z) = VYVXZ- VXVYZ + V[X>Y]Z

R est appelé tenseur courbure.

I.1.E.2 Lemme
le tenseur courbure vérifie les relations algébriques suivantes :

R(X,Y)(Z)+R(Y,X)(Z) = 0
R(X,Y)(Z) + R(X,YXZ) +R(Z,X)(Y) =0
g(R(X,Y)(ZX W)+ g(R(X,Y)(W),Z) =0
g(R(X,Y)(ZXW)+ g(R(Z,W)(X),Y) = 0

On utilisera la notation suivante: R(X,Y,Z,W) pour g(R(X,Y)(Z),W).
Considérons x et y dans TmM> linéairement indépendants et posons :

Rm(x,y,x,y)Km(x,y)-
gm(x>x)gm(y»y) •gm(x, y)

I.1.E.3
On appelle
fonction Kn,:G2(TM)-* Ôl

<x,y>m-ÿ Km(x,y).
2 2 2(G (TM)- U G (TmM),G (TmM): ensemble des sous espaces vectoriels

m€M

dim 2 dans TmM).

Définition
courbure sectionnelle de la variété riemanienne (M,g),la

de

Interprétation de la courbure sectionnelle:
Considérons x,y dans TmM et supposons les orthonormés,considérons

la surface f paramétrée par:
f:9t2 -+M
(t,s)-* expm(tx +sy)

est juste la coubure gaussienne de la surfaceLa courbure sectionnelle

[voir Lelong-ferrand] .
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I.1.E.4 Théorème
la donnée de la courbure sectionnelle d' une variété

M,détermine complètement
riemanienne

le tenseur courbure.

Considérons x,y,z,t et soit R(x,y,z,t)= f.K(x+az,y+(3t).On a:
ô2— — (R(x + az,y + pt,x + az,y + pt) -R(x + at,y + pz,x + at,y +0z) - 6R(x,y,z, t)

dadp

Donc R(x,y,z,t) est complètement déterminée.

I.1.E.5 Définition
Une variété riemanienne M est dite de courbure

(positive,négative) si sa courbure sectionnelle est constante(positive,
négative).

constante

Exemple
„n

1 . est une courbure constante nulle.
2 • Considérons le 1/2 plan de Poincaré :

2 2
H -{z- x + iy / îmz > 0} équipé de la métrique (ds)2 - — — y— — .

y
2.1. Calculons les symboles de Christoffel de la connexion deLevi-

Cevita.
d d

Pour celaÿ posons

On a donc :

Su “

§21■ êi2
On en déduit

(Su) “(g22)~1 -y2et(g2i)~1“(gi2)"1-0

el “ > e2 “ dydx

=±\dy dy /H> y2(AA =\dx dx/H* 822 “

que :

à d[ei,e2] -0
dx dy
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Ve,el “ rîlel + rh°2
Vc,el “ r2ÿ1 + r21e2
Ve,e2 “ ri2el + r'l2e2
Ve,e2 “ r22ÿ1 +

La symétrie de la connexion donne :
„1 „1 „2 _2
r21 “ ri2‘> r21 ”r22

La compatibilité avec la métrique donne :
2

rij- ijttVOjta + «kïij- «iSji) '.J.k e{i,2}
Zl-1

rli-|[(g11)"1Oig2i+ô2g11-ô1g11)+(g12r1(a1g12+ôig2i-32gii)]
r22“-j[(gn) 1(32g21 + ô2 8l2_ai g22) + (g12) g22 + d2 %22 ~ d2 g22)]
T22-|[(g
ri2“ÿ[(gU) (Ôlg21 + Ô2gll-51 g2l) + (g ) (Ô1 g22+52 g21“d2 g2l)]
r21 “2ÿg (d2gll + 5lg21_5l 82l) + (g ) (32gl2+ Ô1 g22_ô2g21)J

Sachant que :
d , d

d, - — , d2 -— on a :1 dx 2 dy
ôlgll“° = 5lg22 = âlë21 = âlël2 “ 0

-2
d2gll = d2&22 = ~3

d2&2l = d2ël2 ~ 0

D'OU

(d2 g22 + d2 g22“ ô2 g22)]22 -1
) (ÿ2 g21 + d2 gl2“ g22) + (g )21.-1

y

d'où :

Fii-o - r21-r22
p* — F1 =. —1 22 “ 1 21 1 12 -y

V2 Fÿ —111122“

111
Ve, ex - -e2 ; ---ej ; Vce2 - --c* ; VCie2 — -e2
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2.2. Calcul de la courbure sectionnelle. '

(R(e1,e2)e1,e2)= R(e1,e2,e1>e2)
R(e1,e2,e1,e2) - -g(VCi VCj(ei)-VCjVÿej) + Vÿ ),e2)

1 1 1Ve,Veje1-Vei(--e1) = --Vÿe,--ÿ
1 1 2

VeiVe,el "Vei(““e2) = +Ve,e2-

[ej.eJ-OÿVje

d'où :
2

R(e1,e2,e1,e2) = -g(— e2,e2) =
1 1--2 822 = -~4y yy

R(e1,e2>e1,e2)K(elfe2)- - -1g(e1,e1)g(e2,e2)-g2(e1,e2)

On en déduit que : le demi plan de Poincaré équipé de la métrique
(ds)2est de courbure constante -1.

1.2 formule de Gauss-Bonnet- Lien entre laSurfaces
topologie et la métrique

En se basant sur le théorème de Whitney :

Théorème de Whitney : [Whit]
Toute variété différentiable compact*, sans bord de dim n/peut être

plongée dans JR2 n .
Si S est une surface orientable, S est plongée dans SR3-
Etudier les surfaces orientables se résume à étudier les surfaces

paramétrées.

1.2.1 Définition
Soit SCSR3,

application différentiable . f:SR2-»>SR3; SCf(SR2)
(u,v) f(u,v) = (x(u, v),y(u,v),z(u,v))

on appelle surface paramétrée, la donnée d'une

df ôfet telle que Jacf = (— ,— ) soit de rang 2.
dx dv

1.2.2 Définition
Soit SCSR3; S surface paramétrée. On appelle première forme

fondamentale, l'expression suivante:
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:

(i£,£\ (du)2 + 2/— \ dud,ÿ/**)
\du âu/gj) \du dv/m> \âv dv/

(dv)2(ds)2 -
SR5

Ceci définit une métrique intrinsèque sur S avec :
/df 3f\

“Xdu’du/tf’ -(*-£) ;g22-(— \W av/ge 622 W dv/m>gu ;gn - g2i

Il est facile de verifier que : (S,(ds)2) est une surface riemanienne, notons
V sa connexion de Levi-cevita . Soit A CS; on a :

1

= JjDetflgjjKjpdudv
r<A)

Aire A

Soit y: I-» S une courbe paramétrée par longueur d'arc , notons v ce
paramètre. En utilisant 2) du corollaire I.l.D.4,on a pour tout y(t) de y(I),
il existe une unique géodésique orthogonale à y en y(0).
cette géodésique par longueur d'arc u. On sait qu'il existe U ouvert, U
voisignage de y(t) où le paramétrage u,v est bien défini.

Paramétrons

1.2.3 Définition
Un tel paramétrage est appellé paramétrage géodésique.

Théorème
Si (u,v) est un paramétrage géodésique sur S, la première forme

I df df\fondamentale est de la forme : (ds)2=(du)2+g2(dv)2 ;où g2 =(— ,— )
\dv dv/

1.2.4

Preuve :
Pour un paramétrage quelconque, (ds)2 est de la forme :

/£.*W+a(iL.*ytav+(iiW.\ôu du/ \du dv/ \dv dvr
M-o\du dv/Montrons que dans le cas d' un paramétrage géodésique,on a

Soi,
du \du dv/

d_/df_ df\
du\du dv /

df df df df
-<Vaf — » — > + < V— dv 5u — au ’ av

du du

On a:
„ af „ af raf an

— av —au [av aujau

1 7



fdf _3f ]
Ldv’du J

étant égal àO ,on a:

„ af af _ af af
-< Vaf-,- >+ < Vaf-,->— au au —au av

/af af\
\dud\)

a
au

dv du

On

/iL £\=\au au/
af af

— au’ au >_
2d\

î a
< v — 1=0.

2 3v
dv

af
e t au est un champ géodésique ,ce qui entraine que:

V„*=0-±<*,*>=0e< donc:<—,— >= Cte,— au au av au av au calculée au point
du

y(t),cette Cte vaut 0.

1.2.5 Théorème

Si (u,v) est un paramétrage géodésique pour S, 1' expression de la
1 ag
g au2courbure sectionnelle est de la forme:K(S)= —

preuve

n,x af af af, „ „ af af „ „ af af /T_Rf-,-,-,-) =< VafVnf-,-> -< V af V nf-,->(1.24)au av au av iL av av
du dv dv du

df
Vaf — =0=*

— du
du

af af af, „ „ af af
au av au dv — iî-au av

du dv

On a:
„„ ,af, af a _ af, af _ ,df,_ af
* — au av au iau av £ au -ÿav
du dv dv dv du

Par (1.2.4), on a:

v£>-v£>-
du

D,af af af af, a „ .af, af „ ,af,„ .af,R(— ,— ,— ,— ) = +— < v,,(— ),— >- <v,f (— ),v ,f (— ) >
du dv du dv du — dv dv — dv — dv

dv

du du du

En utilisant les formules pour le calcul des symboles de Christoffel.on a
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V7 /it(3v) gv
du

< V- (— ),V x (— )>=(&)* dv £vgv Kdu)
df

dû âï

On dû

„ ,gf w gf . 1 g _gfwgf. _ f3g\
< iÿdvÿdv*5, 2gu< gv ’(gv

du

— < Vaf (— x(— )>- fÿ2+g[
aii £ gv gv l 5u j

D'où:

df df df df d\R(dï’ fr}- ë~
du

R(— , — , — )
ôu dv du dv

.2-çld eK(S)= df df df df
< — ,— x — ,— >gu gu dv dv

du2
Soit Y: I~*S, une courbe différentiable,Z un champ de vecteur parallèle

le long de y.

1.2.6 Théorème
D_ nDans un paramétrage géodésique, l'equation se réduit à:

gfda gg
dt gu v(t) =>cosa(t)=< Z(t), — >gu

Preuve:

gf -1 gf
Z(t)= cosa(t)— + sina(t)ggu dv
DZ • ôf D -îgT, /t.rD ,gf. . -tgf,— -=sma(t)[--a(t)+ — (g — )]+cosa(t)[— (— )+ a(t)g — ]
dt gu dt dv dt gu dv

DZ _ DZ gf _
-= 0 =x-,— >= 0 =>

dt gudt

0= -â(t)sina(t)+ sina(t) < — (g-1— ),— >+cosa(t)< >
dt gv d\è dt gu gu
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On a :

D.df .. df Id df df Id, n

dt du du 2 dt du du 2 dt
DZ df . D -ldf df .

< — >= sma(t)[< — (g — X— > - a(t)]
dt du dt dv du
DZ df--4 . /x D -ldf -ldf , %r D df -ldf<ÿT’T5>=sina(t)<ÿ7(ë — >+cosa(t)[<— (— ),g — >+a(t)]
dt dvw dt dv dv dt du dv

On a :

"ÿ‘(‘-fys-i )£ -ldf -ldf
dtg dv’g dvdt

Donc, à résoudre :

à(t)+(— g"‘— )\du dt6 dv/ -0
\ . ... / -l df D df \ .la(,)+\8

On a :

/df -idf\ / df _D -idf
\du’g dv/ \du’dtg dv>*( ■>d _D df -l df

dtdu’g dv
-0

dt

Ce qui donne finalement une seule equation :
. x /D df -1 df \a(t) +(--,g — ) = 0\dt du ° dv/

On a :
f(u(t),v(t)) - v(t)

df dfY(t)-ù(t)— + v(t) —du dv

““.v'àwv, »+*,)*„*
dtau ,(,)au iau

du dv

Par (I.2.4)yon a :

-Oet V ôfdf df

du dv du

-î df df«(.) * U ;.Wï; -o
du

“(t)
du

20



On a :

L\_
2du\ôv’âv/ wôu

ôf af 3g— ,V g—
av' -av

du

d'où enfin :

ct(t) + v(t)ÿ-0 =* â(t) - -v(t)— .au au

1.2.7 Proposition
Soit RCS , un borné , de bord 3R de classe C .On a :

JJR-K(S) dR -JjrccÔiZCO.-ÿft)) dt

Z étant un champ parallèle le long de 3R.

00

Preuve

On suppose R suffisament petit pour être contenu dans un domaine
où on a un paramétrage géodésique.

f _£ivd(aR) = -f, — dvJ aR au J f (aR)au

I» dv fi*Jr'(aR)du (Stores) Jjf ‘(R)ÿü

(1.2.6)

32g
dudv

VDet(gij)"1 = g-î

D' où :

-K(S) (1.2.5)

Soit S une surface paramétrée ,X un champ de vecteur C et p un
zéro de X. Considérons C une courbe fermée autour de p et soit C(X) = Xic
Et supposons C suffisament petite pour être contenue dans une région où
le paramétrage géodésique est assuré.

= 44), l'angle entre les deux vecteurs tangents.Soit a(t)
C(t)
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1.2.8 Proposition

2*i(p) = Jÿô(t)dt .
i(p) étant l'indice du champ de vecteur en p.

Idée de preuve
On peut supposer que :

|X,C||-1 eti(p) = JV.SignDetyacXtc )dS
î (I.1.A.5)

t1Soit S -» C on a :

X(t) = — cosa(t) + g 1— sina(t)- X(f o u(t) , f o v(t))df
du av

on a :
[sina(t)â(t) cosa(t)]
[cosa(t)â(t) sina(t)j- Sign à(t)Sign DetX(f o u(t) , f o v(t)) = Sign

1.2.9 Théorème
af

i(p) est indépendant du choix de C et du choix de — .au

1.2.10 Théorème
Soit S une surface compacte paramétrée , X un champ de vecteur

avec un nombre fini de zeros ; zltz2,....,zk . On a :
k

2l,2i(zi) = JTsK(S) dS
j-i

Preuve
On se base sur le fait suivant :
Il existe une triangulation de S telle que :

i) Toute face Fi contient une singularité (un zéro).
ii) aFjne contient pas de singularité.

Notons ces faces Fi, F2, .... Fk et aF1,aF2, aFkles bords de ces faces, on a:

2m(Zj)-j; àj(t)dt (1.2.8)

Soit Yj un champ de vecteur parallèle le long de aFj :
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/JK(S>

ÿ*» S>Ay‘ÿ
Fj

On en déduit que :

On a donc:

2ni(zj) -JJK(S)) -/ Z<Y,,X)
Fi

c],Cÿ,c] les arêtes de Fj. On a :Notons :

2Ja(zJ)-Jj;K<S)dS = 4YJ-X)
J 1=1 j

i = 2hA(YrX)
j-1 1=1 ‘

Chaque arête étant commune à deux faces , elle est équipée de deux
orientations contraires ; on en déduit que :

j-i

°-i i/c' 4YrX)
j-l 1=1 J

1.2.11 Théorème
Soit S une surface compacte orientable . Il existe X un champ de

vecteur sur S avec zéros isolés et tel que :

Xi(yj) = x(S)
y j zéro de X

Preuve
Soit T une triangulation de S ou une surface combinatoire K.

Considérons la subdivision barycentrique de T, T(D . Dans chaque 2
simplexe de T<!) , considérons le champ de vecteur dans les courbes
intégrales sont ci-dessous.

bib
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où bo est un sommet de T, bl est un milieu d'arête de T, et b2 est
un baiycentre de face de T. On a :

i(b0)=i(b2) - 1
i (bl ) = -1

2 i(b£) +i(bf) + i(b£) =#somT-#aitT+#FaceT = x(S)
A 2 simplexe T*0

1.2.12 Théorème (formule de Gauss. Bonnet)
Soit S une Surface compacte orientable, équipée d'une métrique

riemanienne de courbure sectionnelle K(S), on a :

JJK(S) = 2JIX(S)
s

Preuve:
Par (L&11), on a:

3(Xec"(S,TS» avec zi,z2l.

k
les zéros de X,et i(zk )= x(S).Zk

j-i

Par le théorème (I.6.10),on a:
k

2i,2i(z‘)=JJsK(S)
j-i

2nX(S) =jJK(S)
s

C.Q.F.D.
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CHAPITRE II

FLOTS GEODESIQUE ET HOROCYCLIQUES DU

FIBRÉ UNITAIRE TANGENT A UNE SURFACE

HYPERBOLIQUE COMPLETE





II.1. Revêtement universel d’une surface hyperbolique :

Toutes les surfaces qui sont utilisées dans ce chapitre sont orientables et
équipées d’une métrique riemanienne.

n.1.1. Définition :

Soit (Si,gi) et (S2,g2> deux surfaces et soit peC°°(5j,ÿ). On dit que p est une
isométrie locale si pour tout point x de Si, il existe un voisinage U tel que p/U est une
isométrie entre (p(U),gi) et (p(U), g2).

II.1.2. Proposition :

Soit p une isométrie locale d’une surface complète (S-i,gi) à une surface (S,g).

Alors,p est une application de revêtement.

!

Preuve :

•Précisons ce que veut dire surface complète.

(Sj,gi) étant une surface riemannienne, on a défini di :SixSi -*R+

x,y -* d (x,y) = inf L(c)
1 cGQx,y(V

Si (Si,di) est un espace métrique complet, on dit que (Si,gi) est une surface complète.

•P : (Si,gi) -* (S,g) est une isométrie locale.soit x es et considérons p ~ \x) C Sl .

P
~ l(x) est discret :

En effetÿupposons qu'il existe (yÿ.ewune suite dans p_1(x) convergeant vers y et U
un voisinage de x contenant p (y). On a:d (x, p(y)) = di (yi, y) -* 0[p isométrie locale]

i— >œ

d’où:y G p1 (x).

3Io I d,(y,yti)>0D’un autre côté : et d(p(y), p(y k)= d(x,x) = 0;

d’où la contradiction.

p_1(X) étant discret, soit p-!(x) = {(yy )ye/cw} .Considérons : Ux = expx (O»1"))
Uj = exp, (Br2 (OJ)) , p-'CUzJÿUUjon a :

ja
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Soit wETx Si |w|<r et soit v = Dr p(w)

Y géodésique I

et ÿ : I -» Si y géodésique I ÿ (0) = yj et ÿ (0) = v p étant une isométrie locale, on a :

Ÿ = I — Si

Considérons : Y : I *ÿ S Y(0) = x et ÿ (0) = w

Y = poŸ,Y:I-*‘S

t -* exPyj (tw)t -> expx (tv)

D'autre part : expx (t Dyj p(w)) = p o expx (tw)

expx ; expy ;Dyj p étant des difféomorphismes, on en déduit que :

p est un difféomorphisme de: exp (Byj (0,r)) sur exp Bx (0,r)

Il reste à démontrer que p-!(Ux) = U Uj. Soit y E p4(Ux); notons p(y) dans S et soit Y
js

l’unique géodésique dans Ux qui relie p(y) à xet posons v =ÿ (o) , soit w ETy Si/

Dy p(v)= w.et notons ÿ:I -» S1,9(t) - expy(tw). Si étant complète, I = R;on a :

p oÿ= Y et P °Ÿ (1) = ï(l) = P(y)-En utilisant le fait que p est un difféomorphisme
entre Ux et les (Uj)j, on a 3i0 tq :ÿ (1) = yj£ p Kxÿ'où l'égalité.

(Si, S, p) est un triplet de revêtement.

Soit y : I -* S une géodésique paramétrée par longueur d'arc.Y : [oJL] -* S et L(Y) = L

II.1.3. Définition

On appelle champ de Jacobi, noté Y, un champ de vecteur différentiable le long
de Y vérifiant :

dt2 Y + R(Y (t), Y) (Y )(t) = 0 t E [0J_]

R étant le tenseur courbure associé à g.

étant la dérivée covariante.

IL1.4. Théorème

Pour tout (u,v) ETy(0)S x TY(O)S , il existe un unique champ de Jacobi Y le long
de Y vérifiant:

1) Y (Y(o) = u
27



! 2)£ Y«o)) = v

Preuve:■

Considérons l'espace vectoriel bidimensionnel TY(O)S et choisissons (ei, e2) une
base orthonormale de TY(O)S tel queÿ (o) = ei.Considérons Xl, le champ de vecteur
tangent à y. Xi(Y(t)) = y (t).Considérons X2, l'unique champ parallèle, à Y et tel que :

X2(Y(o)) = e2.0na:

Y(t) = yi(t) Xi(t) + y2(t) X2(t)

= yi(t) + ÿ i(t) Xi + y2(t) + ÿ2(0 X2(t)

or : Xi = 0

£X2 = °
Y étant une géodésique

X2//Y

DY
+ ÿ2(t)X2(t).

Y=ÿi(t)Xl(t)+ÿ2(t)X2(t)

R(y,Y)y = + v.y r+vH Y] Y

d’où :

En calculant, on a :

2
R(y,Xj,y,Xi)yj< R(ÿ » Y) y ;Xl(t)> =

2
< R(ÿ » Y) Ÿ ;X2(t)> = 2 R(y,Xj,y,X2)yj

J=1

Pour que Y soit un champ de Jacobi, on doit vérifier que :

2
R( Y > Xj, y ,Xj) yj = 0 l<i<2y"i +

Y(0) = U
Y(0) = V

D'où le théorème.

n.1.5. Définition

Soit C: I~>S une courbe différentiable.
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Une variation de C est une application H:Ix [-£,£] -» S telle que (s,t) -*ÿ H(s,t) .

H(s,t) = Ht(s) = Ct(s) est une courbe différentiable et H(s,0) = C(s).

Si y est une géodésique : y: I— »>S, on appelle variation géodésique une variation H
qui vérifie que : V t G [-e, e]

II.1.6. Proposition

y: [0,L] — >S étant une géodésique paramétrée par longueur d’arc

i) Soit H une variation géodésique de y,on a :Y(s) = H(s,0) est un champ de Jacobi

le long de y.

ii) Soit Y un champ de Jacobi le long de Y I

Il existe H une variation géodésique le long de Y telle que :Y(s) = H(s,0)

Ht : I -» S est une géodésique.

r (0) = Y(0).

Preuve

|r Y =èâè H<s'°> +ê [à-if]
On a :

ààà H<s>°>=i II H(s-°)+ [â-s] â H<s-°>

or: à H(s,0) =■R(à ; àH+[è-J?] à H(s-0)

H(s,0)

[Js’ Jl] = ® (Paramétrage géodésiqueÿd'où:

Il Y=-R(â'ê)lH
ii) Soit Y un champ de Jacobi tel que : Y(0) = y (0), et considérons Xi le champ I I le
long de Y tel que : Xi(0) = y (0). Notons Xo le champ y et soit X(t) = Xo(t) + t Xi(t),

H(s,t) = expy(t) (s X(t)).

cqfd

H définit une variation géodésique et soit Z le champ de Jacobi le long de y :
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2<s) = H(s,0).

: expT(t)(sX(t))-expY(0)(SY (0)
Z(s) - lim

tt— o

on a :

exPy(t) (0) 'cxPy(0) (Q) Y(t)-Y(0)= Lim-1
t-ÿ0

Z(0) = Lim t
t— 0

~H(s,t)=|rÿH(s,t)Z(0) = ÿ (0) = Y(0),

<L H(s,t) = expyÿ) [Xo(t) + tXi(t)] = Xo(t) + tXi(t) ( Par définition expÿ)).

£ X0(t) + tXj(t) =|Xo(t) + Xl(t) + t|Xi(t).

AOr y étant une géodésique ;ÿXo(t) = 0 , on en déduit que :

Z(0) = Xi(0) + o.ÿXl(t) lt=0 =X1(0) = Y(0)

Le théorème II.1.4. permet de conclure que :Z= Y

II.1.7. Corollaire

Soit x un point de (S,g) ; u, v deux vecteurs de TXS et soit y la géodésique

Y(t) =expx t v.

Y étant le champ de Jacobi le long de y tel que Y(0) = 0 et Ÿ(0) = u, on a :

Y(t) = Dtv (expx tu)

Preuve

TXS=R2, équipé de sa métrique euclidienne standard et soit Cs:R-*,Rÿÿ-*,sv.Cs est
une géodésique de R2.Soit X le champ de Jacobi le long de Cs vérifiant X(0) = 0 et

&(0) = u .Considérons H : Rx R -> R2,(s, t )-* s (v + tu) et soit expx o H on a
expx o H est bien une variation géodésique le long de y.

Q
expx o H (s,0) = Lim

t->0

expx H(s,t) - expx H(s,0)
t
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expx (sv + stu) - expx (sv)
expx o H (s,0) = Lim

t-*0

Jj:expx o H(s,0) = Dsv expx (su) = Dsv expx (X(s))

pour s = 0 ; expx o H (s,0) = DQ expx (0) = 0

ê exPx °H(s’°> I s=0 = u = *(°)

t

D’où la conclusion.

II.1.8. Définition

(S,g) est dite surface hyperbolique si K(s), la courbure sectionnelle de (S,g) est
constante égale à -1.

IL1.9. Théorème

Le revêtement universel de (S,g) hyperbolique est le demi plan de Poincaré

(dx)2 + (dy)2(ds)2 = )•7e
Preuve

Soit xES; ((u,v) E TXS x TXS| llvllg-l = llullg, g(u,v) = 0).

Posons y(t) = expx tv et soit U le champ de vecteur parallèle à y et tel que : U(0) = u.

Prenons Y un champ de vecteur de Jacobi le long de y et vérifiant :

Y(0) = 0 et Y'(0) = 0.

K(S) = -1 =>ÿ2(t) - y2(t) =>y2(t) » sht=>Y(t) = sht U(t).

Soit y E H2 et soit f : R2 = TXS -*• R2 = TyH2 une isométrie euclidienne.Posons u j

= f(u) vj = f(v) et soit ÿ ( t) = expy tvj. Considérons Y le champ de Jacobi le long

de ÿ tel que :Ÿ (0) = 0 et Ÿ (0) = uj.

La courbure de H2 est constante égale à -1 on a :Ÿ (t )= sht tr(t) où ff est le
champ de vecteur parallèle ÿ à tel que tr(€ÿ = uj.On a: Y(t) = Dtv expx (tu),

Ÿ (t )= Dtv1 expx (tu1) (II.1.8).

Soit F = expx o f"I o expy‘1, on a:

On a :
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Dexp,(tv,)F- Df ■l(|Vl)eXP3t°DexIV(,v,)� °eXPy) ’Dexp,(tv,)F“ °DexFV(tv, )(exP >0

DexP>(tv,)P(Ÿ(t))- Dr,(tVi)of oDeÿÿjCexpyj'ÿDtvÿexpyCtU!))- Df.l(lVi)of1(tu1) - Y(t) .
on en déduit que F est une isométrie locale.Par II.1.2.,on conclue que F est une
application de revêtement.

2) Flot géodésique, flot horocyclique de Till2

f

{±Id}PSL(2,R=

Considérons l'action de PSL(2,R) sur H2 définie comme suit :

az + b
cz + d ’

a b ; z -*ÿc d

Cette action induit une action sur le fibré unitaire tangent à H2, noté TÿH2, à savoir :

PSL(2,R) x TlH2 -* TlH2
/az + tx ,
(cz + d j(cd) i (z> v* = eÿ) ->

az + b
• eÿcz + d ’

|(cz + dj I

IL1.2. Proposition

PSL(2,R) agit librement et transitivement sur TÿH2.

Preuve

Soit v GT1!-!2 >v = (z = x + iy , e‘a).On veut prouver l’existence d’un g dans

PSL(2,R) tel que : g(v) = (i , e*0)

/ eia/2 s y— 1/2 o v / 1 -x \

( e-ia/2j ( 0 yÿ) (o 1 )On affirme que: g =

/ 1 -x \ • / y-1/2 0En effet,on a :( Q 1 J (v) = (z=y, e‘«) = vj| J
Q

z cosa/2 -sina/2 \( sina/2 cosa/2 )(y2) = (z=b e“>).

v étant égale à g~l(i)/>n a :

y1/2) (vi) = (z=i, eia) = v2
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b\ {a b\le d)(V) = V-Jfav"{Vc .On a : stabv = g-l stabÿ e*°) g6M(2,R)/stab dj

stabÿ ei°) = Id

On en déduit que PSL(2,R) agit librement et transitivement sur TÿH2.

II.2.2. Proposition

On a : Iso+ (H2) = PSL(2,R)

soit v, w GTZH2 , g G PSL(2JR).Soit v = (z, ei<t>) ,w = (z, ei«).On a :

On a :

<g’(z) e‘4>, g’(z) eia>R2<Dzg(v) , Dzg(w)>H2 =

Si o„pose g = (* Ü ) ,on a :img(z) = tfW I =
<V,W>R2

(img(z))2

D’où:

= <V,W>H2<Dzg(v), Dzg(w)>H2 = imz2
PSL(2,R) C isométries de H2 : Iso H2.On a :

Soit g G Iso(H2).

On a g préserve les angles => g est une application conforme de H2 C C .

g conforme => g holomorphe. [Cartan].

On en déduit que*: Iso(H2) C{biholomorphes de H2}.

H2 étant biholomorphiquement équivalent au disque unité D(0,1).

y y-\
H 2-> D-, f biholomorphe z -* f(z) = j

On a que :{biholomorphes de H2}est conjugué par f à {biholomorphes de D(0,1)}.

32 +
j, la)2 - Ici2 = 1 • .On en déduit que

cz + a
[Cartan] : {biholomorphes de D(0,1)} =

{biholomorphes H2}= PSL(2,R).

II.2.3. Proposition

Y :R -* H2 une géodésique.Alorÿsoit :
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i) 3(x E R)| (V t E R): Rel (y(t)) = x)

ii) 3 (R > 0) ;3 (zo I imzo = 0)| (V (t E R) ; I y(t) - zo I = R)

est vérifiée.

On note (Y(+°°) , Y(-°°) = (Y(0 I I Y(0 - ZQ I = R) O {zEH2| imz = 0}

Preuve

Supposons Y paramétrée par longueur d'arc, et considérons (Y(O).Ÿ(O)) dans TÿH2.

Sachant que PSL(2,R) agit transitivement sur TÿH2, on peut supposer que

(ï(0).ï(0))=(i,ÿ) .

Y étant géodésique; y vérifie donc les équations du second ordre de I.l.D.lÿà savoir
fY2(0Ÿi(t)+Ÿ2(t)Ÿi(t)-0

danscecas: Jv2<»V2(«)-<ïl(.))2-(ï2(0)2 -0

|(YI(0),Y2(0) = (0.0)

[(ŸI(0),Ÿ2(0)-(0,1)

On en déduit que Y2(t) = e1 et Yl(0 = 0.

On utilise l'action de PSL(2,R) sur y pour engendrer toutes les autres géodésiques, et
on vérifie qu'elles sont complètement décrites par i ou ii.

II.2.4. Proposition

Y : R -* étant une géodésique paramétrée par longueur d'arc, soit z E H2; les
géodésiques (at) liant z à (Y(t))tER atteignent une position limite lorsque t-*+°°

(t-*-00).

Cette position limite est une géodésique liant y à Y(°°) (Y(~°°))- On l'appelle asymptote
positive (négative à Y).

Preuve

On rappelle que :

Théorème : [Bear]
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Si (A B C) est un triangle géodésique dans d’angles respectifs A, B, C et de

longueurs (a, b, c), on a : aÿ + -2 ab cos C ≤ cÿ.

Soit y une géodésique paramétrée par longueur d'arc avec conditions initiales :

(Y(0),Y(0)) =(ZO,~U).

Soit ôi la géodésique liant y et Y(tj); ôi(0) = y et ôj (0) = ui et Ô2 la géodésique liant

y à Y(t2); Ô2(0) = y et ô2 (0) = U2-

En appliquant le théorème au triangle géodésique de sommet y, Yl(t), Y2(t)> on a :

[d(y,Yi(t)]2 + [d(y,Y2(1)]2 * [d(Y2(0,Yi(0]ÿ 2d(y,Yi(t))d(y,Y2(t))cos(u1,u2)

Appliquons l'inégalité triangulaire à d(y, Yl(0)>on a :

d(y,Yl(t)) ≤ d(y,Y(0)>+ d(Y(0), Yl(t)).

On en déduit que : d(y(0), Yl(t))-d(Y(0),y) ≤ d(y, Yl(t)) ≤ d(y, Y(0)) + d(Y(0), Yl(t)).

On a la même chose pour d(y, Y2(t)),à savoir :

d(Y(0), Y2(0) - d(Y(0),y) ≤ d(y, Y2(0) ≤ d(y, Y(0» + d(Y(0), Y2(t)).

d(y,Yi(0) ~ t+0(l) l=si =s2quand t , on a

=> [ui, U2] -* O.et uj -* u cqfd.d'où ; cos (ui,u2) 1

Considérons ô la géodésique obtenue comme étant ô(0) = y et ô (0) = u . ô est bien la
position limite.

II.2.5. Définition

Les courbes orthogonales aux asymptotes positives d'une géodésique donnée
sont appelées horocycles positifs.

II.2.6. Proposition

h : R -*•H2 est un horocycle positif si et seulement si il vérifie :

Vfi(t) fi(t) = Jh(t) (fi(t)) , J la structure complexe standard.
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Preuve
h étant un horocycle, considérons (h(t), fi(t)); on a :(h(t), fi(t)) engendre

géodésique (II.2.5 Déf), d’où :

vjh(t)ü(t)Jh(t)(K«)))
Vii(oh(t>>h(t)h(t) - ih(t)vii(o(l(t)h(t) + V.ÿh(t)(ih(t))h(t)

“ *h(t)Vh(t )**(*)

v..„h(.)(,w")-|ri(h(,)-‘(h(t)

une

= 0

d'où :

0 = i(h(t))fi(t) + i(h(t))2 ■ Vfl(t) K(t)4(h(0)2 = -Wh(t),

Jh(,)<h(t))-Vi(1)h(t)

i(h(t))= Jh(t) ,et enfin:

II.2.7. Proposition

h : R -* H2 est un horocycle ; alors,soit :

i) 3(yER+) I (V(tER) Im h(t) = y)

ii) 3 (xER);3 (yER+) | V ( tER I h(t)-(x + iy) I = \)
Preuve :

Considérons (z, v) = (h(0), £(0)),g étant une isométrie de H2,on a : g o h :R -*ÿ H2
est un horocycle vérifiant les conditions initiales:(g(h(0)), ).

Soit g l'élément tel que : g(z, v) = Jÿ;notons H = g o h. On a :

H2(t)H1(t) + ft!(t)ft2(t) = -ft2(t)'H2(t)
H2(t)H2(t) + (ft1(t))2-ft2(t) = fti(t) • H2(t)

La courbe H(t) = (t, 1) est la courbe solution satisfaisant à H(0) = i et ft(0) =
Il suffit d'appliquer g~l à H pour avoir h et les 2 possibilités décrites dans II.2.7.

II.2.8. Proposition

Soit cp : R x TlH2 -*ÿ TÿH2,ÿ , (z, v) )-*• cp(t,z,v) = (expztv, X(expztv» où X est
l'unique champ de vecteur parallèle le long de expztv I X(0) = v.

Prop. (II.2.6.)
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Soit op : R x T1H2 (z,v)) — tp(t,z,v) = (h(t), h(tjavec h : R — H2
l’horocycie positif avec (h(0), h(0) ) = (z,v)}.

qp(tp) est une application différentiable vérifiant :

qp(s+t, z, v) = <p(s; cp(U,v)) , ip(s+t, z, v) = tp(s; tp(tz,v))

cp et ap sont repectivement le flot géodésique et le flot horocyclique de TÿHÿ.

Preuve

La différentiabilité de cp et ap découle du théorème de l’existence des solutions
d'un système différentiel (voir I.I.D.2.).

cp(s+t, z, v) = expz(s+t)v, X(expz(s+t)v))

cp(s, cp(t,z,v)) = expexpztv (sX(expztv)) ; Y(expexpztv (sX(expztv))j
où Y est l'unique champ de vecteur parallèle tel que Y(s=0) = X(expztv).

On a :

ât sX(exPztv) • X(expztv)

X étant un champ de vecteur parallèle on a: X = 0 => sX (expztv) = s X (expz0)

d'où : s X (expztv) = s X(z) = s.v.

= s

: cp(s, tp(U,v)) = (expexpztv (sv) ; Y(expexpztv (sv)).On a donc

Y étant un champ de vecteur parallèle le long d'une géodésique et X de même. On a :

Z(X(t),Y(t)) = 0.

Vu les propriétés des géodésiques, on a : expexpztv (sv) = expz (tv + sv);

d'où l'affirmation.

Pour tp en tenant compte que l'horocycle est orthogonal à une famille de courbes
géodésiques asymptotes, on démontre facilement la propriété de flot
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Considérons :
SL(2,R) ={A = (* J ) eM(2,R) | detA = l}
n.2.9. Proposition

SL(2,R) est une variété différentiable et les applications:

m: SL(2,R) x SL(2,R) — SL(2,R)

A , B -* A.B

SL(2,R) — SL(2,R)mi: — A-lA

Preuve

Il suffit de remarquer que : SL(2,R) C GL(2,R) = {A G M(2,R) I detA*0}

Or det est différentiable et donc GL(2,R) est un ouvert de M(2,R) ~ Rÿ. d'où
SL(2,R) en tant qu'ensemble de préimages de la valeur régulière 1 , et en utilisant

le théorème des fonctions implicites, a une structure de variété.

n.2.10. Définition

On définit l'algèbre de Lie de SL(2,R), notée sL (2,R), comme étant l'espace
tangent à l'identité. Le crochet de Lie de sL(2,R); [ ], comme étant :

[A,B] = AB - BA .

H.2.11. Proposition

sL(2,R) = {A G M(2,R) | Trace de A = 0}.

Preuve

Det (I + tX)-Det ID! det(X) = Lim

t->0

Det (I + tX) = Det t(t~Il + X) = t2 ( ;(-fl))

t

où Px est le polynôme caractéristique de X.

?X (t) = t2-t Tr(X) + DetX d'où Dj (det)(X) = TrX
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Tj S1(2,R) = Ker DtfDet) = {A G M(2,R)| TrX = 0}.

n.2.12 Définition

On appelle ad l'application de sL(2,R) dans les endomorphismes de sL(2,R),
définie :

-> End (sL(2,R))sL(2,R)

-* adAA

adA : sL(2,R) -> sL(2,R)— adA (B) = [A,B]B

On appelle Ad l'application de SL(2,R) dans les automorphismes de sL(2,R),définie :

Aut (sL(2,R))Ad : SL(2JR)

AdAA

sL(2,R)AdA: sL(2,R) — A B A-1 = AdA (B)B

Définissons sur sL(2,R) l’application bilinéaire suivante :

B: sL(2,R) x sL(2,R) — R

A, B B(A,B) = Tr(adA o adB)

II.2.13. Proposition

Pour tout g de SL(2,R),on a l'invariance de B sous l'action de Adg.

Preuve

Il suffit de remarquer que :

ad (Adg A) = Adg o adA o Adÿ.j

et donc : ad (Adg A) o ad(Adg B) = Adg o adA o adB o Adg_j
=> Tr(ad(Ad0A) o ad(Ad0B) = Tr<adA o adB).8 8
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II.2.14. Proposition
SO(2,R) = {A G SL(2,R)| AtA = Id} est une variété C00 et son espace tangent

TjSO(2,R) (son algèbre de lie) est égal à E+ où E+ est le sous-espace vectoriel de

sL(2,R), associé à la valeur propre 1 pour l'opérateur o.

a : sL(2,R) — sL(2,R) , A — o(A) =- tA

Preuve

a bA E SO(2,R) => A1A = Id => si A = (
d'où SO(2,R) C M(2,R) est un compact

c d

a2+b2=i
c2+d2=1

Le fait que SO(2,R) est une variété découle de SL(2,R) est une variété.

SO(2,R) = {A G M(2,R) | f(A) = 0} , f : M(2JR) -* M(2,R) , A — f(A) = AlA- Id

On a donc :Tj SO(2,R) = KerDjf.

(I + hX)t(I + hX)-ItI
Djf (X) = Lim h

h— 0

Djf(X) = X + tx
A E so(2,R) => A =-1A = + a(A) d'où A E E+.d'où:

II.2.15. Proposition

La forme bilinéaire définie comme suit sur sL(2,R) , sL(2,R) x sL(2,R) -*ÿ R

A ; B -> <A3> = B(A, a(B)) = Tr(adA o ad(o(B)) définit un produit scalaire
Ad(SO(2,R) invariant.

Preuve

/ 0 c-b
On a: adA = b-c 0

{ 2a -(b+c) 0

et <A,A> = 8aÿ + 4bÿ + 4cÿ d'où < > est définie positive.

Le fait qu'il soit Ad (SO(2,R)) invariant découle du fait que :

2a
« A = (ÿ_ba); -(b+c)

o(Ad(k) B) = Ad(k) (o(B)) , keSO(2,R) et que B est Ad(SL(2,R)) invariante (II.2.13)

en admettant le théorème suivant :
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II.2.16. Théorème

1) SL(2,R) / SO(2,R) est une variété différentiable avec une SL(2,R) action, et

TlSÿR) (SL(2,R)/SO(2,R)) = E~ ={A E sL(2,R) I a(A) = -A}.

2) SL(2,R) / S0(2,R) équipée de < > est une variété Riemannienne de courbure

sectionnelle. K(Y,Z) = B([YZ] , [YZ] ) pour Y, Z G E~ et <Y,Y> = 1 et (ZZ) = 1.

Remarque

Pour 1) voir [MNEI-TESTARD]

Pour 2) voir [CHEEG-EBEIN]

Y1 Zl Y1 = ( °1 o);Zl = (o -î)En calculant K(Y,Z) pour Y - ny || et Z = \\ÿ\\ avec

on obtient : K(Y, Z) = -1.

n.2.17. Théorème

PSL(2,R)/S0(2,R) s’identifie à H2.

Preuve

On a : K(Y,Z) = -1 pour Y et Z champs de vecteurs orthogonaux sur SL(2,R)/SO(2,R)

d'où PSL(2,R)/SO(2,R) est une surface hyperbolique.

Par II.1.9. on a que : H2 est le revêtement universel de PSL(2,R)/SO(2,R).

PSL(2,R) agt sur H2 (voir Déf)

et stabj = S0(2,R) d’où H2 est homéomorphe à PSL(2,R)/SO(2,R).

d’où H2 a PSL(2,R)/SO(2,R) et donc :TlH2 = PSL(2,R).

Id G PSL(2,R), et soit (o.i.e**72) l’élément de TLH2 luiConsidérons
correspondant et soit y: [a, b] -*ÿ H2 la géodésique telle que :

(Y(0), y (0)) = (o, i,eÿ2). On a vu déjà que: Y(t) = (o,el) , ÿ (t) = e*îï/2,d'oii :
et/2 4/2) (°’he(Y(t),Y(t)) =[ ïJI/2),d’où le corollaire suivant :
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11.2.18. Corollaire

Le flot géodésique du fibré unitaire tangent à H2 s’identifie à l’action du groupe

sur PSL(2,R). Cette action étant définie comme
eÿ -)Là 1 paramètre

/ eÿ2 0 \ /

H 0 e_t/2)’8ÿ ( et/2 0 )
-t/2 j ‘suit: g0 e-

Considérons l’horocycle positif h orthogonal à la géodésique y I y(0 = (0. e1).

cml2et soit v(t) = h (t). On a : h(t) = t + i et Jÿt) h (t) =

d’oùfh(t>.Jh(t)h(t) = (t + i,ein/2) = ((5 J) (h(0),Jh(0)(h(0)))
On en déduit le corollaire suivant :

II.2.19. CoroUaire :

JLe flot horocyclique positif du fibré unitaire tangent à H s’identifie à l’action

du groupe à 1 paramètre Q j sur PSL(2,R).

1 t x PSL(2,R) PSL(2,R)0 1 teR

1 t 1 tg — > g0 1 0 1

II.2.20.Corollaire :

On a les égalités suivantes :

es/2/ 1 t X / es/2 0(o U [ 0
0 \ / 1 est \
■s/2 J ’(o 1 ji) e-s/2J = 0 e~

et

)(!-)( -sina/2 cosa/2 \

-cosa/2 -sina/2 )
-cosa/2 sina/2
-sina/2 -cosa/2» (ôî)=(

tavec cotg a/2 = et t = 2 sh (s/2).

Interprétation de ces égalités :

En supposant que toutes les courbes sont paramétrées par longueur d’arc.

On a :
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i) Si v ET H.

Considérons y : [0,sj -* H2 , y géodésique tel que (y(0), y (0)) = v et soit (y (s), y (s)).

Considérons h: [0,t] -* H2, h horocycle positif,tel que :(h(0), h (0)) = (y (s), y (s))

et soit (h(t), h(t)). On a : (h(t), h(t)) = w ET!H
Considérons h j: [0, est] — > H2, hi horocycle,tel que :

(hi(0), h i(0)) = v. et soit yÿ [0, s] -* H2, géodésiquement telle que :

(Yi(0), y I(0)) = (hi(est),h i(est)) et soit (yi(t), y i(t))

L’égalité (i) dit simplement que: (yi(t), y i(t)) = w.
i

ü)
/ '

<
*

■» k(U
tflo) - hi'O) k.

-sina/2 cos(-a/2)
cosa/2 -sina/2 ) (v) = y (0)On a :

/ es/2 0 \ .( o _e— s/2 ) (Y (°)) = Y(s)ÿJyoircorollaireII.2.18)
( k(t))

Mt)A

\

\/ TT-*

-cosa/2 sina/2
-sina/2 cosa/2 )(Y (S)) = Jh(t)(i(0) 'g LS)

Ta»W/K-»
* A

MO
o

(o !) W= Jh(t)(h(0)
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3- Calculs dans H2; éléments remarquables du groupe d’isométrie :

Considérons le disque unité ouvert D(0,1) et équipons-Ie de la métrique

riemannienne suivante : (ds)2 = 4 %

n.3.1. Proposition

(D(0,1), ds) est une surface hyperbolique.

U.3.2. Proposition

(D(0,1), ds) s’identifie à (H2,(ds)).

Preuve

(D(0,1), ds) étant une surface hyperbolique, H2 est son revêtement universel (II.1.9.).

On a :

H2 D(0,1)/
z-i est biholomorphe donc homéomorphisme.z z + i

d’où: H2 "=" D(0,1)

II.3.3. Corollaire

Le groupe d'isométries positives de (D(0,1), ds) est SU(1,1).

où: SU(1,1) = |(* l ) 1 lal 2- Ici 2= l}
Preuve

h G Iso+(D2);en utilisant II.3.2.,on a o h o / : H2 — *ÿ H2 est une isométrie
positive; d'où: yÿ1 o h o / G PSL(2,R). et de là, on a h G SU(1,1)

avec SU(1,1) , D(0,1) — D(0,1)

a c
c â

az + c; z -* cz + â

II.3.4. Corollaire :

Les géodésiques passant par O sont les diamètres du disque.

Esquisse de preuve :
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Il suffit de remarquer que les géodésiques passant par O sont les images par f
'Jdes géodésiques passant par i dans H .

II.3.5. Proposition

P étant un point de D(0,1);

Notons p la distance hyperbolique dn(0,P) et r la distance euclidienne d(0,P), on a :

th p/2 = r

Preuve

On peut supposer P tel que imP = 0. On en déduit que Rel P = r.

[H.3.4.]La géodésique liant 0 et P est a : [0,r] -* D

t — t

r
<a(t), à(t>1/2JOn a : dÿ (0,P) = 1 - lloc(t)ll2

r
1J dtd’où : dh (0,P) = TT?

d'où : p = 2 argth r => r = th (p /2 )

II.3.6. Proposition

Le cercle de centre O et de rayon hyperbolique p est d'aire égale à 2jt(chp-l)
et de périmètre 2JI shp .

Preuve

Soit P appartenant au cercle de centre O et de rayon hyp p. On a :

dhyp (°>p) = PÿdEUC (OJP) = th p/2 (H.3.5.)

donc., P appartient au cercle de centre O et de rayon euclidien th p/2,d'où:

P = th p/2 cos0 + i th p/2 sin0 avec 0 E [0,2jt[.

Ceci est une paramétrisation pour le cercle de centre O et de rayon p.
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2rt
2<f(e\ r(e>1/2 de

■jLh(D i - iir(e>ii2

2K
donc* Lh (O = shrd0 = 2K shpJ
L'aire intérieure de F est une région paramétrés par :

[0,r]x [0,271] -*D

1 t(t, 0) — th j cos0 + 1*2 sin0

P P

JL(C(0,t)) = J2K Sht dt = 2K (chp-1)d'où: Aire B(0,p) =

Ü.3.7. Proposition

1) Un triangle géodésique dans D (dans H2) d’angles oc, fi, y a une aire égale à:

K - (cc+p+y).

2) Un n gône géodésique d’angle aj,ot2, .. % a une aire égale à:

(n-2)ji-(aj+cc2+...+(%)•

Preuve

1) Plaçons-nous dans H2 :

oC

v&i-t
Soit T le triangle de sommets va, vp, Vy d’angles respectifs oc, P, y.

Considérons Tj le triangle de sommets vp, et y
T2 le triangle de sommets va, Vy et y = co d'angles respectifs Jï-CC,ÔJ, 0. On a :

Aire T = AireT j - AireT2-

d’angles respectifs P, y+ôj, 0;= 00
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Soit T’ un triangle quelconque de sommets vai, Vcç* y=°° d'angles respectifs oq, a2,

0. PSL(2,R) étant transitif, sur T*Hÿ. On peut supposer T' représenté comme suit :

Ai-r
y ll-x y

d'où :

Aire T' = ai -(a2-Jt/2) = n - (ai + a2 + 0) cqfd.

On déduit que : Aire TI=JI-(P+(Y + ô])) et Aire T2 = Jt-((jr-a)+6i) et donc :

Aire T = n - (p+y+a) cqfd.

2) Considérons un n gône géodésique d'angle ai, a2, ..., an. Notons vi le sommet
d'angle ai et relions-le au sommet vj d'angle ai par un segment géodésique. On a
construit ainsi une triangulation du n gône, géodésique.

L’aire du n gône étant la somme des aires des triangles de cette triangulation, on a la
formule demandée après utilisation de 1) pour calculer l'aire des triangles de la
triangulation.

IL3.8. Théorème

Soit h* Id un élément de Iso+ (D, ds). Alorsÿon a soit :

1) h a un unique point fixe x et xÿS1. On dira que h est elliptique.

2) h a un unique point fixe x et xES*. On dira que h est parabolique.

3) h a exactement deux points fixes x et y I (x,y)ES*x S1. On dira que h est
hyperbolique.

Preuve

Soit h * Id e Iso+ (D, ds).Prolongeons par continuité h sur dD = S1 ; h étant ce
prolongement,on a h E C(D, D ).

Théorème de Brower [Milnor]

Toute application continue de D dans D admet au moins un point fixe.
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r
En appliquant Brower à h,on à: card Fix h * 0. (Fix h = {x G D I h (x) = x)

Montrons que card Fix h ≤ 2:

Supposons que card Fix h = 3. Notons x, y, z ces trois points fixes.

Affirmation :

On a au moins 2 points parmi x, y, z appartenant à dD.
0

En effet,si on supposait que x et y G D, et en considérant y la géodésique liant x et
y et en notant v = (y(0), y (0)) l’élément de T*D. On a h(v) = v => h G stab

Or,SU(1,1) agit librement sur T*D. [voir II.2.1. - II.3.3.],d'où h = Id
Supposons que x et y GdD, soit y l'unique géodésique d'extrémités x, y de D, et

soit ô la géodésique1y et passant par z.

* (ôet y sont uniques. On le verra à la fin de la preuve.)*

(v).SU(l.l)

contradiction.

z
/

S

x m

On a h fixe (ô(0), ô(0)) => h = Id ,d'où*z G y. Donc 3 to I z = y(to). On a :
(y(t), y(to)) => h = Id, d’où card h <2.

h fixe

Si card h = 1

On a soit h vérifie 1, soit h vérifie 2.

Si card h = 2

Notons x et y ses deux points fixes.

Affirmation :

x et y G dD. En effet,si x et y G D,on a h fixe le segment géodésique liant x et y
point par point, d’où h = Id.

Donc si card h = 2,on a h vérifie 3.
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Pour compléter la preuve, il nous reste à prouver l'unicité des géodésiques Y et ô
(voir *)

11 Unicité de y:

On peut supposer que OEy

yx y0
\

et soit YJ une géodésique liant * Y-

rfi

ri. Yy0
!

Considérons le triangle géodésique T de sommets O, x, y et d'angles n, 0, 0.

On a: AireT = 3t-(3ï + 0 + 0) (voir II.3.7.)

d'où: Aire T = 0 . Donç,contradiction.

Unicité de ô.

Supposons ôi une géodésique différente de ô passant par z et orthogonale à y.

z

S -•«.
I YX o

Considérons le triangle géodésique Tl de sommets z, z&zôl et d'angles a,jt/2, jt/2.

AireTl =7t-(j+ÿr+ a) = -* AireTi<0. Donc,contradiction.
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n.3.9. Corollaire

h * Id, h E Iso+ (JH2, ds). Alors,soit :

1) h admet un unique point fixe z tel imz > 0. On dira que h est elliptique.

2) h admet un unique point fixe z tel imz = 0. On dira que h est parabolique.

3) h a exactement deux points fixes z , zj, im zj = 0, imz = 0. On dira que h est
hyperbolique.

H.3.10. Remarques

Considérons le cas 1 .
On peut supposer z = i. Donc,h est un élément de SO(2,R).

cosa/2 -sina/2
sina/2 cosa/2 )h =

9h agit comme une rotation d'angle a sur tout vecteur unitaire tangent à Hr en z.

Considérons le cas 2 .
On peut supposer que z = +<»

Considérons toutes les géodésiques positivement asymptotiques à y(t) = elL

On a h laisse invariant tout horocycle positif orthogonal à cette famille de
géodésiques. h agit comme une translation sur cet horocycle.

Considérons le cas 3.
Supposons que zj = 0, z = +«>.

On a h laisse invariante la géodésique y d’extrémités zj et z. On appelle y axe
hyperbolique de h.

IL3.11. Corollaire :

h* Id E PSL(2,R). On a:

h elliptique Itrace hl 2

h hyperbolique Itrace hl > 2

h parabolique Itrace hl = 2
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Preuve

Si h = et zo est un point fixe de h. Alors, zo est racine du polynôme

cz2 + (d-a)z - b = 0. Le discriminent A de ce polynôme est égal à :

A = (d-a)2 + 4 be = (d-a)2 + 4<ad -1) = (d + a)2 -4= (Trh)2 -4.

Si ITrhl > 2,on a : A > 0 et donc on a deux racines distinctes et de ce fait , h est
hyperbolique.

Si ITrhl < 2,on a: A < 0 et donc deux racines complexes conjuguées => un unique
point fixe dans H2 (la racine dont la partie imaginaire est positive) => h est elliptique.

Si ITrhl = 2,on a une unique racine double réelle => h est parabolique.

Les sens inverses des implications :

Si h est parabolique. On a (3! z G fixe h et z = Rel z)

Il existe un g G PSL(2,R) tel que g(z) = °°.

On a : g h g 1 est parabolique et admet °° comme point fixe.

d'où: ghg"1 = (o 1 )
Trghg-* = Trh = 2

(H.3.10.)

cqfd.

Si h est elliptique , on a :

3!(zEH2 I imz>0 et h(z) = z)

Soit g un élément de PSL(2,R),tel que g(z) = i ,

On a : g h g-1 est parabolique et d'élément fixe i ,donc:

cosa/2 -sina/2
sina/2 cosa/2ghg 1 =(

d'où:Trghg-* = Trh = 2 cosa/2,d'où:

Si h est hyperbolique

Soit g un élément de PSL(2,R) tel que: g(zi) = 0 et g(z2) = 00

On a*,g h g-1 est un élément hyperbolique fixant 0 et °°.

(n.3.11.)
a*0

ITrhl = 2lcosa/2l < 2.

On a : 3 (zjG H2, imzj = 0 et h(zi) = zi) mm
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& 0
0 e_t/2; tÿO

d'où: g h g-1 =
Tr h = Tr g h g'1 = é12 + eÿ2 = 2 cht/2,d’où: ITr hl = 2 cht/2 > 2

! (n.3.11.)

4] Surfaces hyperboliques

Soit S une surface orientable.

IIA1. Définition

On appelle structure hyperbolique sur S la donnée d'un atlas de cartes (Ua, tpo)

vérifiant :Ua -*> U2 <pa difféomorphisme, et <Pp o tpj: q>a (U«n Up) -* qpp (Uafl Up)

soit la restriction d'un élément de PSL(2,R) à cpa(Uan Up).

IL2.4. Remarque

Les définitions II.4.1. et II.1.1. sont équivalentes : en effet, si S est une surface
hyperbolique,on a :

(H2, S, p) est un revêtement universel de S avec p isométrie locale. On a :

(p: Va p(Va) est une isométrie). On choisit Ua / pÿCUÿ = U Vaet p: Va -* Ua
est une isométrie. On pose tpa: P_1|Ua et on a (Uœ •Po) 1,11 atlas vérifiant les deux

conditions.

II.4.3. Définition

On appelle genre de S, noté g, l'entier naturel vérifiant : 2- 2g = x(S) où x(S)

est la caractéristique d’Euler-Poincaré de S.

II.4.4. Lemme

Pour n G N - {0, 1), il existe une surface S compacte de genre g = n et S est
hyperbolique.

Preuve

Fixons n G N -{0, 1}. Considérons un 4n gône géodésique régulier dans (D(0,1), ds).

Aire A = (4n-2) Jt -4 n a

On a une famille (AÿQÿOÿ] de 4n gône géodésique régulier dépendant
continûment de a.

Ona: (II.3.7.)
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Choisissons le Aa tel que 4na - 2Jî

et construisons la surface combinatoire K, obtenue comme suit :

Cas : n - 2

bcL

c
CL

c cL
t>C

On colle les côtés portant la même lettre avec sens des flèches compatible.

On obtient une surface à 1 sommet, 1 face et 2n arêtes.

On a : X(K) = l-2n+l = 2-2n =» g = n

K est hyperbolique. cqfd.

n.4.5. Lemme

Pour n = 0, n=l on n'a pas de structure hyperbolique sur une surface compacte
S de genre g égal à n.

Preuve

On a x(S) = 2 - 2g = 2 - 2n. Pour n = 0 ou n =1, on a : x(S) ≥ 0.

Par Gaup-Bonnet (1.6.12)/>n a : K(S) ds = 2jt x(S), d'où: K(S) ds ≥0.

Si S admettait une structure hyperbolique, on a : K(S) = -1 et donc :

-Aire (S) > 0 Contradiction.

Ü.4.6. Théorème

Soit S une surface compacte hyperbolique;alors : S = H2 / T où T est un sous
groupe discret de PSL(2,R) et tel que : V (y G T-{e}), y est hyperbolique.

Preuve

En se basant sur le théorème II.1.9./>n a : H2-» S est un revêtement universel
p

T = ni(S) est isomorphe à Aut(Hÿ, S, p). (Voir [God])

p étant une isométrie locale,on a : Aut (H2,S, p) C PSL(2,R)



:

d'oifcS = H2 / r où T agit proprement et librement sur H2. [God]

Affirmation

T agit proprement et librement sur H2 implique :

3 (6>0) I V (xEH2), V (geiMe}) dh (x, g(x)) > E.

En effet î

9r agit proprement et librement sur H . implique que :

V (x E H2), 3 (U E V(x)) tel que: g(U)nU =0 pour g*e. [God]

Posons U = B(x, E) Où B est la boule hyperbolique de centre x et de rayon E.

S étant une surface compacte, le choix de E est uniforme pour tous les x.

On a alors : g (B(x, E)) n B(x, E) = 0 g E T-{e} =>

g(x) B(x, E) => dhyp (x, g(x)) ≥ E.

Pour un élément y paraboliqueon a : V E > 0, 3 (x E H2) I djjyp (ÿ(x), x) ≤ E.

En effet :

On peut supposer y = o 1 )
Soit z = yi E H2 » on a :y(z) = 1 + y.i

dh fc Y(z» = arg ch (l + 2imy(z)dmz)
On peut trouver y tel que arg ch + < £• cqfd.

T agit librement => V ; Fix gO Hÿ = 0 => g n’est pas elliptique.

d'où: V g E T-fe}; g est hyperbolique.

Soit T un sous groupe discret de PSL(2,R).

(voir II.3.11).

(1+ÿ)ou dh (z, y(z» = arg ch

II.4.7. Définition

On appelle polygone fondamental pour l'action de T, une partie fermée PCHÿ
vérifiant :
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1)U yP = H2
ver

2) y P n P = 0 si Y*e.

3) Pouftout côté s de P, il existe s un autre côté de P et Y un élément de T différent
du neutre,tel que : Y(S) = s.

4) Pour tout compact K C.Hÿ, il n'existe qu'un nombre fini de Y dans f tel que :

K n Y(P) * 0.

II.4.8. Proposition

Il existe un point a E H2 tel que Y(a) *a pour tout y différent du neutre.

Preuve

Considérons f ta fonction définie sur par:

f: H2 -* R+

x -* inf dh (x, Y(X»

YET- {e}

et supposons que : V (xEH2), 3 (Y E f tq y(x) = x). On en déduit :

3(Yner)nEN tq dh(x,Ynx)-*° => Yn 1ÿ ,d'où contradiction avec f
n-*» n-*oo

discret. (Il suffit de choisir certaines valeurs pour x pour obtenir yn Ij )
n-»oo

+ 'yNotons pour ce a choisi, = (xEH , djj (x,a) < dj, (x, Y(a)} et considérons

Da = H4-Y(a). On a Da*0 , (il contient au moins a.)

II.4.9. Proposition

Da est un polygone fondamental. On l'appelle polygone de Poincaré.

Preuve

1) Soit y E H2,considérons :f -*• R

Y -> d(y, Y(a))
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r étant discret, cette fonction admet un minimum. Notons y0 l'élément où ce minimum
est atteint

dh (YQ1 Y» a) = dh Yoa) = dh Y(a»

dh (Yo1 y» Y(a)) = dh (y, Y0Y(a» V Y E IMe}

or*.dh (y. YoYa) ≥ dh (y, y0(a)) = dh (yg1 y, a)

On a : V(yE T-{e}) ; dh y, Y(a» * dh (y, Y0(a» = dh (YQ1 y, a).D’où,Yo yÿDa

On a démontré que : V y E H2, 3 (YOET) I y EDa d'où H2 = U yDa
YET

F;

2) Soit x E Da , on a : yx Ey Da or:

Y Da ={xEH2 I dh (x, y(a)) < d (x, y(Yo(a», Yo*e)}
Posons- Yo = Y-1 et y = yxE yDc, donc :dh (y, y_1(a)) < dh (y, a) => y D a

Da = 0

3) Premièrement/emarquons si z et y(z) E Da pour y e alors,dj, (z, a) = dÿ (y(z), a)

On appelle médiatrice de [a, y(a)] l'ensemble (z E H2 I djj (a , z) = djj (y(a), z)

Si s est un côté de Da, il existe un y E T tel que s soit inclus dans la médiatrice de
[a, y(a)]. Considérons la médiatrice de [a, y~*(à)]. On sait que [a, y~*(a)] porte un côté
s de Da. Considérons Tj le triangle géodésique représenté ci-dessous.

d'où : Da ny pour y & e.

AOS

et T2 le triangle géodésique représenté ci-dessous.

\
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Y 1 envoie T j surT2- Notons hj la hauteur de Tj portée par s; h2 la hauteur de T2
portée par s-1. Soit zEhj; suite à la remarque faite au début, on a:

1dh(z,a) = dh (y (z), a) =>Y envoie hj sur hÿ.

Considérons les triangles T3 et T4 décrits ci-dessous :

3 CK
6'i«'5 -'T'%

ÏUO
OL

Notons hj et h4 les hauteurs de T3 et T4 portées respectivement par s et s.

v-1(h3)=h4On a:

s =hjU I13 on a : Y = s ; s = I12 U I14.

4) K un compact de Hÿ.Kc 2Vx ; où Vx est un voisinage ouvert quelconque
xEH

de x. K étant compact, il existe un sous recouvrement fini de K par les Vx. Il suffit
donc de démontrer que : V xE , 3 (VE V(x)),tel que : y(Da) H V* 0 pour un
nombre fini de Y- Suite à la propriété 1, il suffit de se restreindre aux x EDa.

On a donc trois cas à étudier :

1) xEDa.

Il suffit de prendre V = Da.

2) x EdDa et x n’est pas un sommet.

xEdDa => 3Yer-{e}

Il suffit de prendre V =DaU YDa

tq: xEDa et xEYDa.

3) x EdDa, x est sommet

T étant discret, on a : 3 B (X,B) :Boule de centre x et de rayon t tq: YB n Da / 0
pour un nombre fini de YET.

Posons: V = U YDa •
vBflD *0

Dans les trois cas,V vérifie *. cqfd.
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n.4.10. Remarque

Soit S une surface compacte sans bord,hyperbolique; T sous groupe de
Poincaré. Considérons Da le polygone de Poincaré associé à T.

1) On a : V x G Da ;dh (x, a) < D , D ne dépend que de la surface S.

2) dDa est une collection finie de segments géodésiques.

En effet :

1) S étant compacte, notons D le diamètre de S. c’est à dire D = sup dh (x,y)
(x,y)GSxS

Soit y 6H2,ona: 3yGT tq : dh (y, y(a)) ≤D.

Notons:aj = p(a) où p: H2 -* S

On a : djj (y j,aj) ≤ D,d'où l'affirmation.

et yi = p(y).

Pour y G Da,on a :

dh (y, a) ≤ dh (y, y(a)) V (y G T-{e})

En choisissant y tel que y vérifie dh (y, y(a)) ≤D, on a : V y G Da : dh (y, a) < D

2) On a : dDa C d H* , T étant discret, l'ensemble {ya, yGF} est discret

On a : card (y G T I dh (a, y(a» ≤ 2D> < °°

z G dHÿ => dh (z, a) - dh (z, y(a)). Si z G dDa => dh (z, a) < D

d'où; dh (a,y(a>) ≤ 2D,d'où;dDaC U dHÿ => dDa est une union finie d'arcs
y fini ‘

géodésiques portés par les médiatrices de [a, y(a)].

On remarque que S a une représentation en surface combinatoire, à savoir : Da où
les paires de côtés s et T sont identifiées •

11.4.11. Théorème

Une surface S complète , non compacte y hyperbolique » d'aire finie est
homéomorphe à une surface compacte sans bord , moins un nombre fini de points .

De plus,Aire (S) = -2 atx(S).
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Preuve

Considérons T = fl i (S) et soit Da son polygone de Poincaré.

Affirmation

Notons V l'ensemble des sommets de Dajon a : Card (V fl d(D(0,l)),ds) < °°

Soit vi vn n sommets de V Cl d(D(0,l).

Considérons le polygone géodésique P de sommet vi
convexe , Da contient ce polygone,donc : Aire P ≤ Aire Da .

vn . On a Da étant

On a Aire P = (n - 2) Jt , d'ou (n - 2 ) JZ < Aire Da = Aire S < d'ou n < ».

Considérons maintenant V CiD(0,l).

Affirmation

Card V ClD(0,l)< °°
En effetySoit v un sommet de V ClD(0,l)/>n a:

3 E > 0 / YB(V,E) fl Da * 0 pour un nombre fini de y dans r$ceci implique qu'il n'y
a qu'un nombre fini de géodésiques dans un voisinage de v et qui sont bord de Da.

Considérons deux telles géodésiques qui passent par v et notons a„l'angle en
v formé par ces deux géodésiques. On a a,est strictement inférieur à n.

Prenons vj......vn dans V CID(0,1) et construisons un polygone géodésique P
de sommets vi......vn ,P inclus dans Da.

On a;Aire P= (n.2)jt - ( II.3.7),d'où: 2jc + Aire P = - ft)
i-i i-:.

n

fr ≤ avi , on a; 2jt + Aire P ≥ (jt -a
iM

v.) d’où: 2jc + Aire Da ≥
i ,eixcu>nv

Décomposons V Cl D(0,1) en deux parties disjointes A et B,à savoir :

A - jv e D(0,1) n V / av ≤ Y}, B - |v e D(0,l) n V / a, > y-j
Et soit la relation d'équivalence suivante :

v, e D(Q,1) n V est équivalent à v2 e D(0,1) 0 V ssi pÿÿpÿ

(p: D(0,1) -> S l'application de revêtement ).
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- 231on a

On en déduit que :

V (v e D(0,1) n V) 3 (au plus) Vj,v2 EB/ [v,] = [v2] = [v]
V (v E D(0,1) H V) 3 (au moins) v3 EA / [v3] = [v]

De plus,la relation :2ji + Aire Da ≥ ]j£(Ji -av) implique que :Card A <°° .
TSXOJ)DV

On en déduit que Card V H D(0,1) < 00

En effectuant les identifications des côtés de Da ,on construit S.

y

X
«Â

/
\ /

/

et considérons D'a obtenu comme étant :

\

D.-(v EflD(0,l) H V) U(sT.,sv)

on obtient ainsi une surface compacte S* et S = S’ - {v EdD(0,l)}. d'ou l’affirmation.

n.4.12 Remarque

Pour S surface de volume fini,on a démontré que Da admet des sommets sur

S1 = dD(0,l)* Remarquer que :

Stabr(v) ■= {y Ef / Y(V) } pour v e S1 et v sommet de Da est engendré par un= v

élément parabolique.
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5) Flot géodésique et Flot horocyclique d’une surface hyperbolique complète
d’aire finie :

Via les identifications de H2 et de PSL(2,R)/SO(2,R) , de T* et de PSL(2,R) on a :

11-5-1- Proposition :

Soit S une surface complète hyperbolique, connexe et non simplement connexeÿ
on a : S = T\ PSL(2,R) / SO(2,R) où T est un sous groupe discret non trivial de
PSL(2,R) agissant librement et proprement sur Hÿ.

Le fibré unitaire tangent TÿS s’identifie à f \ PSL(2,R).

II-5-2- Definition :

On définit le flot géodesique du fïbré unitaire tangent à une surface complète
(J o'Ihyperbolique S comme étant l’action du groupe à 1paramètreJ| i J.Ivo «*1L

sur

VJ oMsur f\ PSL (2,Redéfinie comme suit : | x f\ PSL(2,R) -* f\ PSL(2,R)ivo
.V o'1»rg“* r8-le~*)Vo V 0

II-5-3- Definition :

On définit le flot horocyclique positif du fibré unitaire tangent à une surface

complète hyperbolique S comme étant l’action du groupe à 1 paramètre » 3L
((• 3Lsur f\ PSL(2,R),définie comme suit : x f\ PSL(2,R) — f\ PSL(2,R)

(i 0:r*"*r*(o S
II.5.4. Definition :

On appelle orbite du flot géodésique du fibré unitaire tangent à une surface

\|
°|}. , g fixé dans PSL(2,R».

( *-
hyperbolique S complète l’ensemble -{ rgj e

s

l io
On dira que cette orbite est périodique de période T,s’il existe T>0 tel que :
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( <S-I-T>

I e 2
{ i
lê20 I r I_(ÿ)| = rg

e 2 y I

0V(s ER) on a :T8|
V 0 e 2)V 0

DAS. Definition ;

On appelle orbite du flot horocyclique positif du fibré unitaire tangent à une

surface hyperbolique S complète l’ensemble Jr ( * H g fixé dans PSL(2,R)).
I ëV°

On dira que cette orbite est périodique de période T, s’il existe T>0 tel que :

t +T\.r f1
gVO y

î<V(t£R) on a :f 8V0 1 )

II.5.6. Proposition :

L’ensemble des orbites périodiques du flot géodesique du fibré unitaire tangent à
une surface hyperbolique compacte est non vide.

Preuve

S étant compacte,on a :3(y ef) tel que y soit hyperbolique (II.4.6)

P il
10 e V

On peut supposer que y -| (113.11)

oil( 1
Considérons l’orbite :(fj e

s i
e "''J,®VO

(ei 0)[e* 0ÿ' I " r‘l
\0 e 2J \ 0 e 2 )

\0
(£+£(2|On a:r.| .-ij'lV o

0•Ir-l on a :.ill -ih
e 2)\0 e 2)

_i I
e 2)V o V o V o

(1 2
/ S*S,>
1 „ 2(J 0] ,Ü=r.ÿ o)0 )r.|e et donc:T.| e

_üis. I “ r-y| e2) e"SJVoV 0 e 2 ) VOV 0 e 2 )

62



ff ( I
le2 s j }ÿ est périodique.d’où

Il VO

II.5.7. Proposition :

L’ensemble des orbites périodiques du flot horocyclique positif du flbré unitaire
tangent à une surface hyperbolique compacte est vide.

Preuve :

1 «\
8ÿ° VJ«I< est une orbite périodique de période T.Supposons que

( h.
V2 oil1( I ■Considérons :<rgÿ y •*)|_V 0

o'i.p oVl '">)
V 0 «" V V 0 eÿA0 1'

Sachant que :\o i)

( h.
‘Me21< il! est une orbite périodique du flot°" a :<rg<0

V o
horocyclique de période eS0T.

En faisant tendre So -* -o°, on obtient des orbites périodiques de périodes de
plus en plus courtes.La compacité de S implique l’existence d’un point fixe par

,d’où l’existence d’un élément parabolique; contradiction avec II.4.6.fi
VO v

II.5.8. Proposition :

L’ensemble des orbites périodiques du flot géodésique du fibré unitaire tangent
à une surface complète d’aire finie est non vide.

Preuve :

Il suffit de montrer l’existence d’un élément hyperbolique dans T et de
reprendre la démonstration de II.5.6.Prouvons l’existence d’un élément
hyperboliqueÿ procédons par l’absurde.Supposons que tous les éléments de T sont
paraboliques.
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Soit y,er, on peut supposer yi = Q et soit g er , g *yi et g * yÿOna:

1ÿ ja a+ b\
\c <*/vo iy" [c c+dj

f ,gy,er => Tr(gyt) = 2 = Trg= 2 .g- Yl

d’où:c = 0.

;>Donc g commute à yi d’où T « Z

On a donc:S est homéomorphe à S*x[0,l].

d’où:x(S) = 2, et g le genre de S est égal à zéro,donc contradiction avec II.4.7.

II.5.9. Proposition :

L’ensemble des orbites périodiques du flot horocyclique positif du fibré unitaire
tangent à une surface complète d’aire finie est non vide.

Preuve :

En se basant sur la remarque II.4.12,on a :3 y parabolique appartenant à f.On peut

Considérons Jrÿ j
I ' 'J ÆR

rf1 V TWf1 t + TU] TMl Vryf1
Vo ino îy vo i y vo îyvo îy \o iy

f1 t+Tÿ
= rf1vo i y vo iy

f1 Tï
" vo iy* .On a:supposer y

d’où:T V(t eR) .

S= f \ PSL(2,R)/ S0(2,R) avec S est d’aire finie.

n.5.10. Définition

f fe1 oïOn dira que l’orbite (f s U est dense si est seulement si son«I
e 2'L«

us I \ est égale à T \PSL(2,R).
e 2'J»®

1 VO
( i oïlle2adhérence (fgIl
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H.5.11. Définition
On dira l’orbite jrgf H_ l '

ir r1 in1 gv° vu

est dense si est seulement si son adhérence

est T \ PSL(2,R).

Dans ce qui suit,nous allons présenter et utiliser une technique permettant
d’établir l'existence d’orbites denses aussi bien pour le flot horocyclique, que le flot
géodésique du fibré unitaire de S. Cette technique est la théorie ergodique. Pour des
détails complets,on renvoie à [Ma].

= b\ de,(a V
le d)Considérons SL(2,R) 1le d)

II.5.12. Notation :

On appelle translation Lg à gauche (Rg à droite) de SL(2,R) l’action suivante de
g sur SL(2,R):

Lg :SL(2,R) -> SL(2,R)

gl “* Lg (gl ) = g-gl

Rg: SL(2,R)-SL(2,R)

gl — Rg(gl ) = gl.g'1

II.5.13. Définition :

On appelle p, mesure invariante à gauche (à droite), si elle existe, sur SL(2,R) un
élément du dual de C [SL(2,R); R] vérifiant :Lgp= p(Rgp = p) V(gESL(2,R)) où :

LgP: C[SU2,R);R]-R

f -> Lgp(f) = p(Lgf) avecLgf(g1) = f(Lgg1)
RgP: C[SL(2,R); R] -»> R

f — Rgp(f) = p (Rgf) où : Rgf (gj) -f(Rggl).
II.5.14 . Proposition :

Il existe une mesure non nulle invariante à gauche sur SU2,R) et cette mesure
est unique à scalaire près.
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1:

F Preuve :
Considérons sL(2,R) = TjdSL(2,R) et soit w une trois forme différentielle non

nulle sur sL(2,R).Soit gE SL(2,R),on a :Lg-l est un difféomorphisme de SL(2,R)et
donc induit un isomorphisme entre Tg SL(2,R) et sL(2,R).Pour vi, V2, V3 ETg SL(2,R)
définissons:

r
r

Wg (Vi, v2, v3) = toe (Lg-i(vi), Lg-i(v2), Lg_i(v3)).

TU ainsi définie est une section du fibré” Aÿ(SL(2,R», invariante à gauche.
r

Soitf : SL(2,R) -> R continue à support compactDéfmissons jw(f) =j*s_
est invariante à gauche, donc :

Lgi.p(f)= p(Lglf) = f(&g)-®(g> = /SU2R)f(h)-ÿ(gi'lh)-

f(g).C7(g). ,p
SLU.R)

UT est invariante à gauche,on a : roÿg/h) = in(h). d'où :Lgip(f) = u(f).

Définissons un produit scalaire sur TiSL(2,R) = sL(2,R) et considérons la
structure Riemanienne sur SL(2,R) induite par un produit scalaire biinvariant. La
forme volume associée est la mesure de lesbegue sur SL(2,R)jnotons la u.

Considérons pi une mesure sur SL(2,R) invariante à gauche et soit la dérivée de
du

radon Nycodim:— (g) = f(g) et f(g)= Lim B(g,r) est la boule de
dv v(B(g,r))

centre

g et de rayon r respectivement à la métrique citée,m et v étant invariantes à gauche ,
on a f est constante,d'où v et (xx sont égales,à constante prés.

EL5.15 Remarque

On a exactement la même proposition pour les mesures invariantes à droite.

II.5.16. Proposition :

Sur SO(2,R), il existe une unique mesure de probabilité non nulle invariante à
gauche. Cette mesure est appelée mesure de Haar et elle est invariante à droite.
preuve.

En utilisant exactement les techniques de la proposition II.5.14, on démontre
l'existence d'une mesure invariante à gauche sur SO(2,R) et qu'à scalaire près,ces
mesures sont uniques.Imposer à p d'être une mesure de probabilité veut dire
p(SO(2,R)) = 1.

Soit p une mesure invariante à gauche; SO(2,R) étant compact,on a : p(SO(2,R) < ».
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on a v est de probabilité et invariante à gauche.Si vi estEn posant v=
p(S0(2, R))

une autre mesure de probabilité invariante à gauche:vi=v (en effet II.5.14) => vÿpv
avec p€ER+ or l=Vi(SO(2,R)) = pv(SO(2,R))= p => p=l .

Notons cette mesure de Haar v., et montrons qu'elle est invariante à droite.Posons;

p(A) = v(Rg iA) pour toute partie A mesurable de SL(2,R).On a :

Lg-ip(A) = p(Lg-.A) = u(Rg ioLg-1 (A)) = u(Lg-ioRg-i(A))
v étant invariante à gauche,on en déduit que : v(Lg[1o Rg.,(A)) = v(Rgl(A)).d’où
Lg.,p(A) - v(Rg.,(A)X Ceci démontre que p est invariante à gauche; de plus,p est une

mesure de probabilité,-on a donc : p = v par unicité de la mesure de Haar et donc:

V(g EG),V(A mesurable de G - PsL(2,R) on a :p(A) = v(A) = v(Ro.iA).

II.5.17. Corollaire :

La mesure de lesbegue de SO(2,R) est égale à d0 où d0 est la mesure de
lesbegue de

Preuve :

Sl= R/2jiZ est homéomorphe à SO(2,R).

si S0(2Jl). <j> homéomorphisme

fei° °)
\ 0 ei0J0

(<J>'l)*(d0) est une mesure invariante à gauche et à droite sur SO(2,R).Par unicité,cette
mesure (<j>-l)*(d0) est la mesure de lesbegue.

En se basant sur II.2.1,on a démontré que:SL(2,R) N.A. S0(2,R) est un
('ri
II» r4JL

VIhoméomorphisme avec:N -
fl yî o \fCos0 - Sin0ÿ

“VO i;[0 J V Sin(9 CosO)

.A-
t®

g

Cette décomposition est appelée décomposition d'Iwasawa de SL(2,R).
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Proposition II.5.18.
, • dx.dy.d0
dg-ÿ- est la mesure de lesbegue sur SL (2,R).

En utilisant les relations du corollaire II.2.20, on démontre que dg est biinvariante
(invariante à gauche et à droite). Soit v la mesure de lesbegue sur SL(2,R),on a :

v et dg étant invariantes à gauche
_

Proposition (II.5.14)
dv

v et dg étant invariantes à droite ■ «= p,(g). Proposition (II.5.14)
dv

avec piune fonction invariante à gauche et à droite.

En théorie de représentation de groupes de lie [Kiri] * pi es* ce qu'on appelle un
caractère modulaire. OrÿSL&R) est unimodulaire [Kiri]/l'où Pi=l,ce qui démontre la
proposition.

La mesure dg étant biinvariante par passage au quotient par T,on a une mesure
P sur r \PSL(2,R) invariante à droite.S étant d'aire finie,on a : p(r PSL(2,R) ) <

EL5.19. Définition :

Soit (X,p) un espace mesurable, p mesure de probabilité, et soit G un groupe
topologique agissant mesurablement sur (X,p), et supposons p G invariante.

On dira que G agit ergodiquement sur (X,p) si et seulement si il n'existe pas de
partition de X en sous ensembles mesurables G invariants de mesure strictement
positive.

Exemples :

1) S* = R/2jtZ;d0 la mesure de lesbegue, considérons ooÿQ.et soit p« : -* S*

[t] -* [t+a].

<pa> agit ergodiquement sur (Sÿ,d0).

2) T2 = R2/Z2, p la mesure de lesbegue et soit ; A = E SL(2,Z).

fA:T2-*Tÿ

[(x,y)]-* rA(x,y)] = fA[(x,y)]

fA agit ergodiquement sur (T2 ,p).
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IL5.20. Proposition :
Soit (X,p) un espace de probabilité. On a équivalence entre :

1) G agit ergodiquement sur (X,p).

2) f E (X,p); f G invariante*alors f est constante presque partout.

Preuve :

2 => 1.

Considérons A C X; A G invariant et A mesurable. Notons XA la fonction
caractéristique de A.

XA est un élément de L2(X,p); G invariant,ce qui donne que XA est constant presque
partout,d’où :

soit : V (xEX); XA(X)= l.ou V (xEX); XA(X) = 0.

On en déduit que:p(A) = 1 ou p(A) = 0.

Si X = A1UA2 avec AI»A2 mesurables , G invariants et AIDA2 = 0. p(Ai) = 0 ou
p(A2) = O.D'où 2 =>1.

=> 2

Soit fE L2(Xp.) , f G invariantes E R considérons A£ = ]xEX tel que : f(x) = e

Ae sont G invariants et mesurables et X = Û Ae . (LJ : union disjointe)

G agit ergodiquement sur (X,p) => 3eo tel que :p(Ag0 ) = 1

Ce qui démontre que :V xE X, f(x) = eQ# d’où f est presque partout constante.

II.5.21. Proposition :

Soit X un espace topologique, équipé d'une mesure de probabilité p dans la
classe de la mesure de lesbegue et soit G un groupe agissant continûment sur X.

G agit ergodiquement sur (X,p) => 3(xEX) tq :Gx = X.

Preuve :

Considérons toutes les orbites disjointes sous l’action de G, on a :X = (JGx-
*ex

Gx est un ensemble mesurable G invariant fi agit ergodiquement sur (X,p);on a :

3(xEX) tq p(Gx) = 1. Si on supposait que cette orbite n’était pas dense,on a :

3(yEX) 3 (e>0). B(y,e)flGx = 0 dans la classe de la mesure de lesbegue).



[
or,pB(y,e)>0 d’où p(Gx) * ljce qui'il fallait démontrer.

n.5.22. Théorème :

S étant une surface hyperbolique, complète, connexe, d'aire finie. Presque toute
orbite du flot géodesique du fibré unitaire tangent TÿS est dense.

Preuve :

S étant hyperbolique>complète,d'aire finie,on a = T\ PSL(2,R).

Le flot géodésique s'interprète comme une action du groupe à un paramètre
vj oM- sur T\ PSL(2,R). pétant la mesure de Haar normalisée sur T\ PSL(2,R)l'o 4-

VJ 0"e,llo 4.agissant mesurablement sur T \ PSL(2,R).D suffît de démontrer que

\(eï o ' '1U 4.
M

agit ergodiquement sur T \ PSL(2,R).pour affirmer l'existence d’orbite

dense (II.5.21)

Soit.f E (f\ PSL(2,R),p); f invariante sous l’action du flot géodésique.On a :

( * 11f/f<rg)f(rgi 0 ‘J) de = /f(rgj e2 le2 -gl(. „
e 2)

-§l,f(rg!
e 2) \V 0 10

Les relations du corollaire (II.2.20) donnent :

(çk o \
ff (r*| °

10 e!

l'invariance de f donne que :

/r<r*>r<r*(à T)> *•

pour s— +oo, on a :Jf(rg)f(rÿ dp = Jf2(I» dp .En utilisant l'inégalité de

Cauchy Schwartz,on a :f(r>f * = f(I» presque partout.

[J* 0P oVl he-J\° V
0)dp - (r&i )HTg )e'*j eÿJV o VoVo

Il suffit de remarquer que le relation suivante est vraie :
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Ve* 0ÿp oV' o* = (
1 -|Jvt v vte- i)

i
pour démontrer que :e'*JVoV 0 e

f1 °\f(rg )= f(rÿ) presque partout.vt u
r v1 M
IV° V'V '4o«.

f est SL(2,R) invariante =>f(Fg) = f(Fe) PP partout => f est constante PP.

On a:SL(2,R) est engendré par d’où:

En utilisant (11.5.20)ÿ a l'ergodicité.cqfd.

U.5.23. Théorème :

S étant une surface hyperbolique, complète, connexe, d’aire finie. Presque toute
orbite du flot horocyclique positif est dense.

Preuve :

Le flot horocyclique positif s'interprétant comme l'action du groupe à 1

(r\PSL(2,R) ) p), il suffit donc de montrer qu'il agitG 5L-paramètre

ergodiquement pour avoir le résultat.

G 31.SoitfGLÿ (f |PsL(2,R),p); f invariante sous l'action de

Et soit <D : (SL(2,R) -* R

g-> a>(g)=if(rglg)f(rgi)dp

(Remarquer qu'on peut considérer Tdans SL(2,R) et ce_,quitte à prendre T = F x Z/2Z)

on a : <D (g) = <D (gfÿ j) ) = <ï> ((* J .g).

En effet: O (gÿ
f étant invariante sous l'action de f\ on acflCrgÿf * ) = f(Fgig).d'où :vo y \G 1;

*(g(o = °(g)-
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_ r
<*>((0 J)«>=m.*r«,(J J g) du

f(rgi) = ,f(rgiÿ* (f invariante),d'où :

miWgi(0 dn-JKrg! ( 1 \( 1
Wü g) du et donci,o VVo i)

*<(J y g) =*(g)-

O est continue comme composé d'une forme linéaire continue sur L2 et d'une
application continue sur SL(2,R).

Ve\ 0MNous allons montrer qued> est invariante par action à droite de {| s 1

M '~'>L
O étant continue sur SL(2,R), et invariante par action à gauche et à droite de

d> peut s'interpréter comme fonction continue sur SL(2,R)/H(K 5.
invariante sous l'action de H à gauche.

On a SL(2,R) agissant linéairement sur R2 , H étant le stabilisateur de (1,0) pour
cette action, on a : SL(2,R)/H = SL(2,R).(1,0) = R2 - {0,0}.

L'action à gauche de H sur SL(2,R)/H = R2 - {0,0} étant l'action linéaire,on a :

f\ (x + tyÿ
V0 l)\y) V y f

.

:

d> étant une fonction continue sur SL(2,R)/H, invariante sous l'action à gauche de H,
on a : <ï>(x,y) = d>(x+ty, y) V tGR.
d'où <l> est une fonction en la variable y.
(en effet si y*0 .on a pour t = - - , <ï>(x,y) = d>(0, y) VxGR) .

y

Ce qui démontre que <ï> est un fonction en y; par continuité de d>,on a l'affirmation
pour y * 0.

Ce qui démontre que d> est constante sur {(x,0)}X£R et donc sur

ÎK.dH
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VA o ' 1
d’où <t> est constante sous l'action de i\ , i VKo e v J §Ql

M
;on en déduit que :

! o V V(g6SL(2,R»«îKg) = <&l g\ -ill
V 10 e 2 ))

(J 0d,où:jï(rg1).f(rglg) = jï(rgl).f(rg,g)| e~*j10

(
Z \

Pour g = Id , on a ff \rgl) du = J*f(rgl).f(rgje u. j) d fi

On en déduit que :

(J 0 Presque partoutf(rgl)= f(rgl.|
Vo

En utilisant II.5.22,on a f est constante et de ce fait,on a ergodicité.

On termine ce paragraphe par un tableau comparatif, S étant une surface
hyperbolique complète, connexe d'aire finie.

flot géodésique du fibré
unitaire tangent à S_ flot horocyclique du fibré

Orbites périodiques Il en existe. Il en existe.

leur union est un
ensemble dense [Bow]

pas de particularité

Orbites denses Il en existe. Il en existe.

l’ensemble des orbites
denses est de mesure
pleine_

et cet ensemble est de
mesure pleine

Orbites particulières Il existe des orbites dont
l'adhérence est bien
compliquée [Mor]

De telles orbites sont
inexistantes.
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Les orbites du flot géodésique sont dynamiquement très comliquée% par contre,
la dynamique du flot horocyclique est complètement décrite par :n

i

H.5.24 Théorème de Hedlund:

S étant une surface complète d'aire finie hyperbolique, connexe.

Une orbite du flot horocyclique du fibré unitaire tangent TÿS est soit périodique, soit
dense.

Si on suppose S compacte, toute orbite du flot horocyclique est dense.

II.6 Théorème de Hedlund: Preuve originale

Sauf mention du contraire, S est une surface hyperbolique , complète
connexe , d'aire finie et T son groupe de Poincaré.

Dans ce qui suit,nous allons exposer la preuve originale de Hedlund
parue en 1936 sous le titre de " Fuschian groups and transitive horocycles".

S s'identifie naturellement à 17 D,où:

4(dz)2
D = {ZGC; |z|< l} équipé de la métrique = (ds)2ûÿfj7

T un sous groupe discret de SU(1,1) agissant librement et proprement sur
D . Cette action se prolonge par continuité à : d D = S1 = {z£C / ; |z|- 1}.

On notera O le point de D tel que: )Oj = 0

IL6.1 Définition

Zi et Z2 deux points de Si sent dits T équivalents si et seulement si il existe
a e T tel que : aZj =
On notera [zj- {y G S1, y T équivalent à z , }

Soit h: R -* D , h horocycle.

n.6.2 Définition ( Hedlund )

hest dit T transitif si et seulement si : Hr = U U a(h(t)M0) est dense dans T1 D.
a&teR

n.6.3 Proposition

Le flot horocyclique du fibré unitaire tangent T*S admet des orbites
denses si et seulement si il existe des horocycles :h , sur D , T transitifs.

74



Preuve

Soit h : R -* S un hcrocycle et ( D , S , p) le triplet de revêtement
universel. Prenons h un relèvement de h à D . Donc:

h : R -* D est une courbe différentiable .

De plus,ansait que p est une isométrie locale . ( ILL9) d'ou :

Vi(„(Â(0) =
V étant la connexion de Levi cevita associée à ds et J la structure complexe
Standard sur D. d'où h : R -* D est un horocycle de D .

Si h, est un autre relèvement de b,on a : 3(a G T) tel que : a (Imh) = Imiÿ

Considérons : Hr et soit Hr son adhérence dans T 1 D :

On a d'une manière évidente que : P(Hr) = {(A(0;Â(/))}

On en déduit que : si {h(t);h(t)} est me orbite dense dans 'FS , h est r
transitif et vice versa.

n.6.4 Corollaire

T étant le groupe de Poincaré de S, il existe des horocycles T transitifs
sur D.

Preuve

L'existence d'orbites denses du flot horocyclique du fibré unitaire TÿS
étant établie en (11.5.23), On a existence d'horocycles r transitifs en
appliquant Ü.6.3. On rappelle que si h : R -» D est un horocycle , Imh est
un cercle inscrit dans D et tangent à dD en un point z. On notera ce point:

z = h(») .

IL6.5 Définition

z ESi est h transitif si et si seulement si il existe h :R -* D , h horocycle
T transitif tel que z = h(»)



II.6.6 Théorème (Hed 1)
z étant un point de <?D h transitif, tout h de R-* D telqœ : z = h(o°) est

T transitif.

Preuve

z étant un point h transitif; soit hi : R -*> D tel que :hl soit r transitif et
hi(°°) = z. Montrons que h est T transitif.

Tout d'abord , considérons y : R -* D une géodésique perpendiculaire à hl
en zl. En utilisant ü.5.2,on a;

Y(+°o) = z et y est orthogonal à h en z2. Soitdh (z!,z2)

Affirmation

dh (z,,ÿ) ne dépend pas du choix de y.

En effet :

Soit ô:R -* D une géodésique positivement asymptotique à y. Notons:

y, = Imô n Imh, et y2 = Imô fl Imh .

En utilisant le fait que SU(1,1) agit transitivement sur TlD,On peut
supposer z = (1,0) = h(<»)et yl = 0. On a:

fe- — I _
-1et Imh2 = |z€D /|z-r|«r} i étant positif .» 2 I 2j r < 1/2■{Imh. ze D /

dh(y„y2)“ dh(0,y2) = 2 argth |y2| or: |y2|- (l-2r). d'au:

dh(y„y2) = 2 arth (1-2r) _
Les mêmes raisonnement et résultats sont valables pour toute géodésique
positivement asymptotique à Ô, donc vraie pour y.

Affirmation 2

hest T transitif.

Soit dTl D la métrique produit dh x d où d est le métrique induite par R2
Si. Soit -O- G T1 D, tel que: ((h(0);h(0)) = û et soit y = h(°o) .

Notons yl l'unique géodésique tel que :yi(0) =h(0), y ,(0) est. orthogonal à û et
tel que Yi(+°°) = y- Paramétrons.la par longueur d'arc. Notons

sur

«1
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l'élément de TÿD tel que : lts7attHx.U) x = ~j~ désignant l'unique

champ parallèle le longde yl tel que :X(0) = Oi.

On note le transport parallèle le long de yi de YI(0) jusqu'à Yi(t); Pt.

hl étant T transiti£on a:

V (e>0) ; 3 (06D ; 3(t0 E R) tel quedTlD(ÿa(h1(t0);h1(t0))

Le transport Pt=2aiÿth(i-2r) étant une isométrie,ona :

dT>D(P,-lW ; P.MWtMtg))

Or: dT.D[Pt-1(ÿ1) ; PÿccaMtofchxfto)] = dTt>(ÿa(h(t0);h(t0)

On a démontré que: V (OETÿD) ; V(e > 0) , 3(a EF) / (t0);h(to)

d'où hest T transitif.

II.6.7 Remarques

1) z h transitif étant un fait indépendant du choix de l'harocycle,on dira que
z est T transitif.

2) si z est r transitif, an a tout y dans [z] et F transitif.

Notons Sp ={zEs\ tel que z soit T transitif}et soit Sp / F le quotient de S p par T.

II.6.8 Proposition

L'ensemble des orbites denses du flot horocyclique du fibré unitaire TÿS

est bijectivement équivalent à > F .

Preuve

z ESp / T. Considérons h : R -» D tel que h( o°) = z, h horocyclÿon a :

Hr = T1 D[z étant h transitif\ p(Hr) =7’1 D = orbite du flot horocyclique (II.6.3)

Notons f: [z] -» f([z]) = p(Hr)

Soit (h(t );h(t)«» une orbite horocyclique dense sur TÿS et soit h un
relèvement de y - h(°°).On définit : f_1:{(h(t),h(t)}teR — y

Le travail de Hedlund consiste à détecter les points r transitifs et

≤ e

< e

< e

< e

77



! ! à démontrer que dans le cas où S est compacte, tout point de dDest r
transitif alors que si S est d'aire finie, non compacte, il existe un nombre
fini de points dans SVr non T transitifsXa partie qui suit détaille
complètement cette approche.

n.6.9 Théorème ( Hed 2)

Soit a un élément hyperbolique de T, z, z' ses points fixes,zet z' sont T
transitifs.

r
.

Preuve

L'action de a sur S1 est complètement décrite : z étant un pôle attracteur
(répulsif) et z' étant un pôle répulsif ( attracteur ),On a :

z.

Z'

V(z,£ fix a) ; V ( UE ffs,(z); 3 (n, EAÿEg] tel que:

Choisissons z\ T transitif. ( un tel choix est possible grâce à II.6.4).Notons Aa
l'axe hyperbolique associé àaeth :R -* D un horocycle,tel que h(«O - z,.

Quitte à rétrécir le voisinage U de zÿon construit une suite :

nkkg/ C N [nk
si

C Z cas z répulsif J,telle que :

!

:

i) 3 (r > 0) tel qu&rk = rayon euclidien Im(a“‘/i)> rVk

ü) Im(a”‘/i) fi Aa P* 0

iii) lim Z(im(ank h) fl Aa) ■= —2 z,

</ N/ i

i
\

!\ A. /\ /
v

Les conditions i , ii , iii => lim Im(an‘h) - Imh, où h, : R -*• D tel que h ,(«>) = z.
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On en déduit que hi est r transitif comme limite de (an‘/i)„4 où an‘h est r
transitif .
II.6.10 Théorème (Hed 3)

z ES1 / r tq 3(h:R -* D,h(oo)l3(an)nQvj C T et vérifiant lim rn - l,r,ÿrayon euclidien de
n-*oo *

imCcXnCh))).

Un tel z est T transitif.

Preuve

Notons z, = lim (a„(z)) ( S4 étant compact , xx existe)

Soit p er / p hyperbolique etz çé S1 - fix p) [voir [Bowj pour l'existence de p ]
et notons Ap l'axe hyperbolique associé à p.

Affirmation

Pour x de Ap, la fonction dhyp (x;px) est constante et donc indépendante du
choix de x.

En effet, pour des raisons de calculs moins ardus, nous transposons le
problème a : H1 = {z6C / imz > 0}.

(e5'12 0 \
" ( 0 e s,/2j CtSupposons Fix /3 = {0,+ oo} (PsL(2,R) est transitif sur T lH2) alors : f}

A»-K>L,
Soit y = e‘ i , ona:

dh(y»0y) = argch fl +
|y - N 2

-dh(y>0y) = argch[cheS*]=sCl
2imy.imP’l

/
/

1•"M t)
h /

lim rn - 1 =* 3(a ) & sous suite de (an)n&4 1
n— »oo
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i)3((Im(an h) n Ap »*0

ii) rnÿ>m Vnk m>0

üi)Z(Im(an h),Afi) -* £k P "k-*"00 2

D'où: (Im(anÿh) -* Im hj

hi:R— Dÿiorocycle et h](~)E fix p. n.6.9 implique hi est r trantif.

n.6.11 Théorème (Hed 4)

r ■

Soit:

(z ES*) /[3 (tn)n(3sjsuite réelle positive divergente / 3(0,,)ÿ CT/ (dh(0,an(Y(tn)))<afSC«t
borné LY étant lagéodésique liant O et z. Alors,z est T transitif .
Preuve

-* D lhorocycle tel que :Imh = jy E D / |y - ~z|=ÿjNotons h :R

Affirmation

V(£* M) 3 (no EN) / dhyp(0,lm(anh)) > e - M ,Suç dh(0,an(Y(tn)» - M

En effet: dhyp(a„(Y(tn),Im(a11h))- dhyp(Y(tnXImh) ( an isométrie )

dh,P(an(Y(t„).(a„h))s dhyp(anY(tJ,0)+dhyp(0,Im(aI1h)) ( ing triangulaire )

dhyp(an(Y(tn).°)s M et <WY(t„).Imh)“ dhyp(an(Y<tn).0)

( Il suffit de transposer le pb à et de calculer ).

D'oîi:

Qia:

dh(0,an(lmh))i dhyp((Y(tn),0)- M

(tn)ta< étant une suite divergente ;dh(0,(Y(t„) = t. -*<»

dh(0,an(lin h)) -* +00 affirme que le rayon rn euclidien de aB(Im h) tend

vers1quand n -* ».

On retrouve ainsi les hypothèses du théorème 11.6.10,ce qui permet de

conclure que z est T transitif .



II.6.12. Théorème [Hed 5]
Toute orbite du flot horocyclique du fïbré unitaire tangent à une

surface hyperbolique, connexe , compacte sans bord , est dense;autrement
diUe flot harocyclique est minimal.

Preuve

Considérons h : R -*S, h horocycle .

Soit ii :R -* D un relèvement de h et notons z = h(»)

Affirmation

z est T transitif.

En effet :

Soit Do le polygone de Poincaré associé à T. En se basant sur H.4.10,on
a : Doest compacte de diamètre D. Considérons y : R-*D la géodésique tq
Y(0)-0 et Y (°0) - z. Notons yn = y(n) , pour n e N,on a:

(n.4.7).

On en déduit: V(n€N) 3 (aner / aÿy» = aÿ(Y(n))e D0 et dk<0,c£(Y(n)) < D.

z vérifie donc les hypothèses de II.6.11 ; donc,il est r transitif, z étant r
transitif; par II.6.8,on a : {(h(t) . hft)}ÿ = T's d'où :hest une orbite dense du
flot horocyclique.

D -

IL6.13 Théorème [Hed 7]

Une orbite du flot horocyclique du fibré unitaire tangent à une surface
S connexe, hyperbolique complète,d’aire finie est soit dense ,soit périodique.

Preuve

Considérons h :R -*•S,h horocycle .
Soit h :R -» D un relèvement de h et notons z = h(oo) ,ana:

soit z est un point de:

i) JJ. a {v,......vn} oùvi est un sommet de Do le domaine de Poincaré et de
S* et ce pour tout i.

ii) Complémentaire dans S* de U a {v,,

Dans le cas i),on a: z = o<vk)avec aeretvk 6D0.

v.}-
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vk étant un point fixe d'une transformation parabolique fi . z est un point
fixe de apor1 qui est parabolique. => 3(t0GR+)/ h(t0) = upd1(h(0))et donc
h(t0) = h(0),ce qui démontre que h est périodique.

Dans le cas ii): Notons A = Si - a {vx, vn},alars z G A

Affirmation

V y G A , y est T transitif

Preuve

Considérons y : R -* D lagéodésique tq: y(0) « O et Y(°°) = y.

3 (tÿ)ÿ C R+ divergente et vérifiant :

Vk6N3i G {1,
h; R — D horocycle tqh;(oo) = Vj etri le rayon euclidien de Imhi est presque

égal à 1.

Il suffit de remarquer que :

n} , 3 (a G H / y fl «(lmb*) = y(tk)

U (Uajlrahj}) = D. comme: y(tk) G a(Imhi) on a : ay(tk) = Imh;
a€T i-1

Vf étant un point fixe d'une transformation parabolique pÿcn a:

3(n; G Z)/ dh(P“‘.a.(y(tk)) , O) < M; f Mi étant une constante positive ne
dépendant que de hj.

Posons M - Sup {M;} .

En assemblant bout à bout nos affirmations,on a :

y G A 3(tk)kQvJ C R+ divergente / : 3 (ak)keN C T vérifiant d h(ak(y(tk)), O) < M et
ce,pour tout k de N.

y étant la géodésique telle que y(0) = O et y (°0) = y, y vérifie ainsi les
hypothèses de II.6.11>donc il est T transitif.

On en déduit que dans le cas où : z G A , z est T transitif et donc :
|h(t) , hft)}ÿ est dense dans TÿS. cqfd
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CHAPITRE III

PREUVE EFFECTIVE DU THEOREME DE HEDLUND POUR

LES SURFACES COMPACTES A BORD, HYPERBOLIQUES

CONVEXES ET APPLICATIONS





III.1 Preuve effective du théorème de Hedlund pour les surfaces hyperboliques ,

convexes, compactes à bord

S est une surface compacte sans bord, connexe hyperbolique; B(E) une boule
hyperbolique ouverte de rayon £ (choisi) .

m.1.1 Lemme

Soit h: R -* S un horocycleÿalors : Imh fl B(e) * 0.

Preuve

h : R -» S un horocycle.

D'après (11-6-12) , on a : {/*(/) ; Mt)}ÿ - T1S

TÿS le fibre unitaire tangent à S étant un flbré en cercle de base S, on en déduit que :

V(x eT‘S) 3 (e > 0) tel que 3(teR)telque: (h(f) ; h(t) ) G B(e) x S1

S* désignant le cercle unitaire du plan complexe C,

(h(r) ; h(t) ) G B(e) x S1 =*> h(t) G B(e)

III.1.2Lemme

Soit h : R -* S un horocycle, on a :card (Imh fl B(e) ≥ 2

Preuve

PaiÆtrîrrou sait que : card (Imh fl B(e)fe 1

Supposons que card (Imh fl B(e) - 1 et soit B(e/ 2) la boule concentrique avec B(eXde
rayon e / 2

On a : (Imh D B(e/ 2) - 0,ce qui contredit (II.6.12).

Notons S' la surface hyperbolique S - B(s).

Soit x un élément de TÿS' et hx : R -* S lhorocycle sur S vérifiant : (h(0) ; h(0) ) = x.
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Notons ti, le plus petit réel positif tel hx(ti) appartienne à B(e) et t_i le plus
grand réel négatif vérifiant hx(t . i) élément de B(e).

ni.1.3 Définition

hx [t_i ; ti ] -» S' définit une courbe horocyclique et sa longueur L(hx) est
égale à :

L(h*) - f1' g2 (hx(t) ; hx(t)) dt .
Jl-l

g étant la métrique induite par celle de S à S'.

Considérons la fonctionnelle suivante : f : T1 S -* R+

x -* f(x) = L(hx)

III.1.4 Lemme

Il existe une constante C ne dépendant que de Scelle que: sup f(x) ≤ C .
xETÿS

Preuve

Procédons par l'absurde. Supposons donc V(nE N*); 3 (x„eT1S') / L(hx*) = n.

T1S' étant compaction a :

3(0 C (xn)neN / xnk xet L(hx,‘) -*ÿ L(hx)

On en déduit que :

lim -J x (hx(t)) dt -* 0 ?XBC*) étant la fonction caractéristique de

[im xB( }
(hx(t)) dt - Vol B(e) [Dani Smillie]

D’où contradiction. On en déduit que : 3 (C > 0) tel que : Supÿ f(x) ≤ C

III.1.5 Commentaire

Une preuve effective du théorème de Hedlund consisterait à donner une

estimation pour la borne supérieure pour la longueur des courbes horocycliques de la
surface S' = S - B(e).
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En fait, une telle preuve démontre une version affaiblie du théorème de
Hedlund,à savoir la densité sur la surface S au lieu de la densité sur TÿS.

Dans ce qui suit , nous allons donner une telle preuve pour un cas restreint de
surfaces à bords,compactesÿ savoir : les surfaces compactes,à bord, hyperboliques
convexes.

IIL1.6 Définition

Soit A une partie non vide de H 2

On dit que A est convexe si et seulement si quelque soit x et y deux points de A, il
existe un segment géodésique Y: IP.t] H 2 tel que y(0) = xet y(t) = y

Exemples

1) Une boule ouverte ( fermée) hyperbolique est convexe.

2) Une courbe équidistante à une géodésique de H2 n'est pas convexe.

m.1.7 Définition

Soit S une surface équipée d'une métrique g à courbure constante négative - 1.

On dira que ( S,g) est convexe si et seulement si la propriété(*)est vérifiée.

(*) V(x,y)G Sx S,3(y:[0,l] -*S) (y géodésique pour la métrique g ,y(0) = x , y(t) = y).

III.1.8 Remarque

La convexité est une notion qui dépend du choix de la métrique .

En effet,si on équipe H2 de la métrique de Poincaré , la courbe équidistante à une
géodésique n'est pas convexe ; par contre,si H2 est équipé de la métrique euclidienne
induite de R2 , une courbe équidistante à une géodésique est convexe.

ffl.1.9 Définition

(S.dS) étant une surface compacte à bord, convexe , équipée d'une métrique
hyperbolique g , on définit le rayon intérieur R(S»ÔS) comme étant :

R(S,dS)= sug (p(x))
x e(sÿs)

i) p(x) est le rayon de la plus grande boule immergée dans S de centre x.
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ii) (S,dS) désignant l'intérieur de (S,dS).

Equipons (S,dS) d'une métrique g, telle que (S,dS) soit convexe et notons
Ch(S,dS) l'ensemble des courbes horocycliques sur (S,dS).

On rappelle que si h est un élément de Ch(S,dS) ; h : [o,to] (S,5S);

L(h) =Jo° g2 (h(t) ; h (t)) dt ; désigne sa longueur.

ni.1.10 Théorème

Pour (S,<3S) compacte à bord, équipée d'une métrique g hyperbolique pour
laquelle (S,dS) est convexe, il existe une constante C ne dépendant que du rayon
intérieur R(s-as),telle que : L(h) < C

Preuve

Soit h un élément de Ch(S,dS).

Supposons que h : [0,T] -*• (S,dS) est une paramétrisation telle que :

V (t G [0,T] ) ; g(h(t) ; h(t)) = 1

On a donc : L(h) = T.

Notons po = h(0) et pr = h(T).

(S,dS) étant convexe, il existe y : [ 0 , L(y)] -*> (S,dS) _ y segment géodésique tel que :

ï(0) = PO et y (L(y) ) = PT-

Considérons S' la surface délimitée par Imh et Imy. S' en tant que partie de (S,dS) ,
équipée de la métrique induite par g, est une surface compacte à bord , hyperbolique
convexe de rayon intérieur R<s as ) plus petit que R(S,âS).

(s.æ-)Calculons R

Pour cela,passons au revêtement universel , H2 , et notons h un relèvement de h,
Po = h(0) , pT = h(T) et soit Ÿ le relèvement associé à y.

A isométries près ( II.2.1),on peut supposer que :
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“ I4Ü
t-* h(t) — t+ i

ÿ: [0,ti] -* H 2:

t- Ÿ(0-

y.- xs'

->

(S .as- >2R(sas,)=2R

f?-iri!(
T2I 1 -iI (S'.dS1)(S'.dS)

2R -argch. 1 + => ch 2RI I
! i

d'ou :(s.as)R(S’.as) < R

nu.ll Exemples explicites

1) Boule hyperbolique de rayon e .

La constante obtenue de dépend que de la taille de la boule. C = 2 She.

Elle est optimale et réalisable par toute courbe horocyclique liant deux points
diamétralement opposés.

89



2) n gone géodésique

La constante obtenue ne dépend que de la combinatoire du polygone à savoir :

C = 2(n - 1).

Elle est optimale dans le cas d'un n gône idéal et est réalisable par des courbes
horocycliques tangentes à (n - 2) côtés.

m.1.11.2 Définition

On appelle un n gône idéal un n gône dont tous les sommets sont à l'infini.

3) Voisinage 8 tubulaire d'une géodésique fermée

La constante ne dépend que de la taille du voisinage en question .

C = 4et/2. (she)"2.
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Elle est optimale et réalisable par des courbes horocycliques tangentes à l'une
des deux composantes bord.

\

\%
\

\'
\

\
\

I

\
!

/
I/

//

4

Dans ce qui suitÿnous allons citer trois applications du théorème précédent.

III.2.A Non existence d'orbites périodiques du flot horocyclique pour des surfaces
hyperboliques , admettant une décomposition en pantalons géodésiques

Soit S une surface compacte sans bord, orientable , de genre n.

ÜL2.A.1 Lemme

Le groupe fondamental IIi(S) , a une présentation finie.

niS- / ntai.bj-l)
i-1 /

Preuve

Procédons par reccurence .

Pour n =
S = T2 = R2/z2.
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On en déduit que : nÿS) = Z2 = < a,b, aba ‘b 1 = 1 >

Pour n = 2

S = A U B ; A O B = S1 = R/Z

i

BA

Æ>
A; (B), est homéomorphe à un bouquet de deux cercles,ou ce qu'on appelle un huit.

A » B a

En appliquant le théorème de Van Kampen [God], on a : n,(A) = (a, , b,) et

n,(B) = (a, , h,)

Considérons y le lacet dans A.

*
b,

«1-aiai\:

A A
on a y s'écrit dans Ili(A) de la manière suivante :Y = aibi ai"lbi"1 ; de la même manière,
:: : Y-1 = a2b2a2 *b2ÿ nÿB) ;on a :

92



En utilisant une nouvelle fois le théorème de Van Kampen [Godson a :

n,(S) = nt(A) n(s*ÿ n,(B). d'ou:ni(S)= (a1,b1,a2,bî, K.bJK.bJ - 1>.
genre S = n

S = SUB

/O

s' B
et S' est une surface à une seule composante bord, de genre n - 1.

On sait que n,(B) est un groupe libre à deux générateurs . Etudions ni(s ).

Considérons S" une surface compacte sans bord , de genre n - !•on a :S' = S" - D

où D est un disque ouvert . En utilisant la reccurence d'une part/m a :

n,(S")= a2,b2a0.1,bn_1 ; njaÿbj-lÿ
et d'autre part Van Kampen on a :

înÿs") = nj(S') n*s,} nj(s )

On en déduit que : II,(S) qui est II,(S') * IL(B) a la présentation suivante :
n,(S )

n,(S)= aj.b,, a2,b2, ... an,bn ; nfo.bj-l)
Il suffit pour cela de remarquer que n,(S) a la présentation de n,(S"),mais avec la

relation :ntaÿbj «= dS'

III.2.A.2 Définition

On appelle pantalon P la surface compacte à bord obtenue en collant deux
hexagones le long de trois côtés non adjacents deux à deux .
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IIL2.A.3 Definition

Soit S une surface connexe , orientable. On appelle decomposition en pantalons
de S, la représentation de S comme union de pantalons.

IH.2.A.4 Lemme

Soit S une surface compacte sans bord, orientable. S admet une décomposition
en pantalons.

Preuve

S étant compacte sans bord , orientable , on a : l e genre de S est fini et on
peut supposer genre S = n. On en déduit que S peut être représentée sous forme
d'union de A,B et S', où .

i) A = /O

<7*ii) B =

iii) S' est une surface de genre n - 2 , à bord admettant deux composantes connexes.

1. A,B admettent une décomposition en pantalons à savoir :

A =

94



B =.

2. S’ s'écrit comme union finitde Ci ; où Q est une surface de genre 1 , à bord ayant
deux composantes connexes.

S'= UC, où Cr =
)

C; admet une décomposition en pantalonÿà savoir : C, =
Oo:

Lloi

HI.2.A.5 Définition

Soit S une surface connexe, orientable , équipée d’une métrique hyperbolique gQ
et soit JÿNPi une décomposition en pantalons de S.

On dira que les Pj sont totalement géodésiques,si pour tout i de I, (Pi,go) en tant
que surface hyperbolique est convexe.

III.2.A.6 Lenune

Une surface S compacte ,sans bord ,orientable, équipée d’une métrique
hyperbolique goÿdmet une d&omposition en pantalons totalement géodésique.

Preuve

Considérons la décomposition en pantalons décrite dans la preuve du Lemme
III.2.A.4. Cette décomposition est une décomposition en pantalons d’interieur,deux à
deux disjoints. On a donc:S= JJÿP; .

Pour tout i de I , 3P; = {a,‘.PpYi} où aÿ.Y; sont des lacets. Dans II,(S)

considérons leurs classes d’homotopie libre respectives,notées-.[ai], [Pi], [Yi].

En utilisant le théorème I.1.D.8 , on a existence de cù'.PÿY1* dans[cxi] , [Pi], [Yi]-
avec a'iiPÿY1; sont des courbes géodésiques.

Notons P'i l'enveloppe convexe de «'ÿPÿY'1. En tant que surfaceÿP'i est

un pantalon totalement géodésique. DepluÿS= UPS.
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III.2.A.7 Théorème

Soit (S,go) une surface hyperbolique connexe, admettant une décomposition en
pantalons compacts totalement géodésiques , d'intérieur deux à deux disjoints.

AlorSjpour toute métrique à courbure strictement négative sur S, il n'existe pas
d'orbites périodiques du flot horocyclique.

Preuve.

s = UP: / p. n p. = 0
M ' 1 J

Notons ôP; = {dj, Yi-}-
Considérons gi une métrique à courbure strictement négative , non isométrique

i * j et V ( i E I) , Pj est convexe pour g 0

à go-

Les courbes fermées «i.Pi.Yi étant,par hypothèse , deux à deux disjointes pour
la métrique g0, elles restent disjointes pour la métrique gi [ Fathi - Lau - Poen].

Quitte à passer à {cvPj.Ÿ;} les uniques courbes géodésiques fermées pour la

métrique gi , qui sont de la même classe d'homotopie que {ai>Pi.Yi} {ai>Pi>Yi} , on
peut supposer la décomposition S = UPi géodesique pour gi. Il suffit de démontrer

la proposition pour (S,go).

Procédons par l’absurde.

Supposons donc qu’il existe une orbite périodique O pour le flot horocyclique. D
existerait alors une surface S' incluse dans S à bord géodésique, convexe, contenant
O.

Par ni.1.10 appliqué à (S'.dS1), on a contradiction avec le temps de séjour O
dans (S',dS') borne :
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ÜI.2.B Non existence d'orbites périodiques du flot horocyclique pour des surfaces
i périodiques ( i = 1.2).r

HL2.B.1 Définition
On appelle surface hyperbolique i périodique une surface hyperbolique

admettant 7} comme sous groupe d'isomètries.

r
.

III.2.B.2 Procédé de construction d'une surface hyperbolique 1 périodique

Soit Si une surface compacte , connexe de genre 1, à bord constitué de deux
courbes fermées simples disjointes.

S 1

Equipons Si d'une métrique g à courbure négative constante - 1 et telle que dS,
soit totalement géodesique.

III.2.B.2.1 Définition

(Si,g) étant une surface hyperbolique.

On dira que aSj est totalement géodesique , ssi toute composante connexe de dS, est
convexe pour g.

Le long de chaque courbe bord, collons un exemplaire isométrique à Si.

' c?<C7f+ÿ

s,
Le long des composantes bord de Si, collons deux exemplaires isométriques à Si

et réitérons indéfiniment le processus le long des composantes bord de la surface
obtenue à l'étape précédente.

La surface S aussi obtenue est une surface 1périodique , hyperbolique de
volume infini.
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III.2.B.3 Procédés de construction d’une surface hyperbolique \

IIL2.B.3.1 Définition
On appelle graphe T , un complexe simpiicial de dim 1 dans R2.

III.2.B.3.2 Définition

Soit G un groupe à génération finie ( ayant un nombre fini de générateurs ); on
appelle graphe de Cayley , le graphe f obtenu comme suit :

Sommets de T = éléments de G

Aretes de T = générateurs de G et leurs puissances

Exemples

G = Z2 = (a,b/ aba 'b1 = l)

r :

H"TTPi'-<y
! ié «

G = (a,b) le groupe libre à deux générateurs .

;

YY»r :
/1

/

/
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IIL2.B3.3 Présentation d’un procédé de construction
Soit Z2 le réseau standard dans R2,T son graphe de Cayley et P un plongement

de F dans R3. Sur le bord àv d'un voisinage tubulaire de P(0>on induit une métrique
à courbure négative -1. (du , g) est une surface hyperbolique , 2 périodique.

IÜ.2.B.3.4 Construction géométrique

Soit deux octogones hyperboliques , isométriques , à angles droits recollés le
long de quatre côtés , deux à deux non-adjacents.

y "

Ii

4' •>>

S,K j

On obtient une surface Si hyperbolique ayant quatre composantes bord
disjointes , totalement géodésiques.

Le long de chaque composante bord, on colle un exemplaire isométrique à Si.

On obtient ainsi une surface S2 hyperbolique ayant des composantes bord
disjointes , totalement géodésiques.

O s*

Le long de chaque composante bord de S2, on colle un exemplaire isométrique à
Si et on réitère indéfiniment le processus le long de chaque composante bord de la
surface obtenue à l'étape précédente de la construction.

La surface S obtenue par cette construction est hyperbolique , doublement
périodique,de genre infini.
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HL2.B.4 Théorème
Il n’existe pas d'orbites périodiques du flot horocyclique sur une surface i

périodique hyperbolique , i E ( 1 , 2 ).

Preuve

Procédons par l’absurde:

Supposons qu'il existe une orbite périodique du flot horocyclique , notée O .
Alorspl existe une partie K de S , K compacte à bord , convexe, contenant O .

En appliquant III.1.10 à K, on obtient une contradiction .

Considérons S une surface hyperbolique deux périodique , obtenue par le
procédé de constructions III.2.B.3.3. Soit II l'application de S sur Redéfinie comme
suit :

1) Il (un octogone ) = un sommet de T

2) Il ( deux octogones ) = arête de T

Soit Di et D2 deux droites parallèles dans R2 et U la région délimitée par Di, D2.

III.2.B.5 Proposition

Il existe une constante C ne dépendant que de U, telle que : pour tout horocycle
sur S, le temps de séjour dans II "1 (U) est inferieur ou égal à C.

Preuve

Soit U' la plus petite région connexe de R2, contenant U et telle que dLF soit
inclus dans T. Il 'l(U’) la préimage de U' est une surface hyperbolique convexe à bord,

dont le rayon intérieur R° borné par une constante C dépendant de U.

Par le théorème III.1.10, on sait que toute courbe horocyclique sur une surface
convexe à bord est plus petite qu'une constante dépendant du rayon intérieur .

En appliquant le théorème à n"‘(U'),on a le temps de séjour d'un horocycle
dans ITÿU’) est borné , il sera d'autant plus court dans n_,(U) qui est strictement
incluse dans
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HI.2.B.6 Corollaire
Tout horocyclé quitte n-1(U) , où U est une union finie de région délimitée par

des droites parallèles.
r

Preuve

!' Conséquence immédiate de IH.2.B.5.

Figureÿ

a u-(
fiol3

III.2.C Estimation dans le cas des surfaces compactes à bord convexes pour une
métrique à courbure sectionnelle pincée

i
ÜL2.C.1 Définitiont ..

(M,g) une variété riemanienne complète, 1 connexe, à courbure sectionnelle K
négative.

Pouri G {l , 2} on donne Yi • R+ M, y i géodésique et Hÿ.(t)|| = 1 pour tout t de R+.

On dit que yi est asymptotique à Y2» noté yi « Y2 . si et seulement si il existe une
constante positive C,telle que pour tout t de R* , on ait d (yi(t),Y2 (t)) < C.

s

i.
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IÜ.2.C.2 Exemple
Soit M = H 2 , g la métrique de Poincaré .

R+ — H2Y i :

t e‘i

Pourx €E R, considérons y x: R+ -* H2.

-* e'it + x.

Ona: ch[d(Yi(t) , yx(t))] = 1 +

d'où :

x2d(Yi(t) . YxW) * argch (1 + y)
On en déduit que Y* est asymptotique à Yi-

Démontrons que toute géodésique asymptotique à YI est de la forme yx pour un
x bien déterminé. Soit ô une géodésique asymptote à yi , on sait que :

3(C> 0) / V (t e R+) d(ô(t) , Yl(t)) < C .

Pourt -* oo ona: d(ô(oo), Yi (°0)) < C.

d'où: Yi(°°) = ô(oo) = oo.

En se basant sur II.3.10, on a ô est de la forme yx •

IIL2.C.3 Corollaire

La relation "asymptotique à" induit une relation d'équivalence sur les semi-
géodésiques positives d'une variété rienmanienne (M,g) complète, 1 connexe.

Preuve

La preuve est une conséquence immédiate des propriétés de la distance .
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Notons M(oo) = {Y: R+ -* M, |)ÿ(t) |= 1V (t E R+)}/« .
IIL2.C.4 Définition

(M,g) étant une variété riemanienne, complète 1 connexe, à courbure négative.

Y:R -*ÿ M unegéodésique paramétrée par longueur d'arc .
Y(°°) , l'ensemble HB(z) obtenu comme unionOn appelle horoboule de centre z =

des

{B (y (t) , t)}|>0 où B( Y (t) , t) est la boule de centre YO) de rayon t pour la métrique g .

HB(z) = U B (Y(t) , t)
t>0

III.2.C.5 Exemple

Soit M = H 2 , g la métrique de Poincaré .

R -* H2Y

t — e'i

Pourt E R+, considérons B( Y(t),t)

B (Y (t) ,t) fl {zEH2,imz < l}- 0

En effetÿsi on supposait que cette intersection serait non vide , il existerait «

ZQ = iel1 , ti < 0 et ZQ E B(y(t)) , t). d'où : d(Y(t), zo) = t - U > tÿdonc contradiction .

Affirmation

i E B(Y(t) , t) car d(Y(t) , i) = t

En conclusionÿon a :

HB(oo) = {z E H2 / imz ≥ 1 }

ED.2.C.6 Définition

(M,g) étant une variété rienmanienne, complète,. 1 connexe , à courbure
sectionnelle négative , y étant une géodésique paramétrée par longueur d'arc. On
appelle horosphère de centrez - Y(°°) l'ensemble dHB(z)où HB(z) est Hioroboule de

centre z par rapport à Y.
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ÜI.2.C.7 Proposition

Pour (H2,ds), ds étant la métrique de Poincaré, les horosphères sont identiques
aux horocycles.

Preuve

Soit HB(z) un horosphère et soit y : R -*ÿ H2 telle que :

z - y(°0) et HB(z) = U B(y (t) , t)
t>0

PSL (2,R) étant transitif sur les géodésiques de H2, on peut supposer :

Y : R -* H2
t -> eli

d'où,par II1.2.C.5 , HB(z) = {z€Hl /imz

donc,5HB(z) = {zEH1/ imz - l} qui est un horocycle.

et z = oo

≥ 1

IIL2.C.8 Definition

Soit (M,g) une variété riemanienne compacte à courbure négative. On appelle

horosphère sur (M,g) l'image par l'application revêtement d'un horosphère sur
(M,g) où Mest le revêtement universel de M.

On rappelle le résultat suivant :

ÜL2.C.9 théorème[ Hein - IrruHof]

Soit (M,g)

-b2 ≤ K ≤ -a2 où 0 ≤ a < oo et 0 ≤ b ≤ oo

Soit h une horosphère de (M,g) Pour tout couple (p,q) appartenant à h,on a :

2 2- sh[a.d(p,q)] ≤ dh(pq) ≤ - sh[b.d(p,q)] /

dh désigne la distance sur h, h étant équipée de la métrique induite par g.

variété de Hadamard, à courbure sectionnelle K,,une

fflÿ.C10 Remarques

On précise que :
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1) Une variété riemanienne (M,g) est dite de Hadamard si et si seulement si (M.g)est

complète , simplement connexe, à courbure sectionnelle négative.

2) Si on considère (M.g,) une variété de Hadamard, à courbure négative constante
-aÿ. a > 0. h une horosphère sur (M,gJ et p,q deux points de h/>n a :

2- sh[ad(p,q)]
a

dh(p,q) -
3) Si (S;g) est une surface riemanienne, compacte , à courbure sectionnelle négative,
on fera l'abus suivant :On utilisera le mot "horocycle" pour " horosphère",par analogie

au cas de courbure négative constante -1 [III.2.C.7]

m.2.C.ll Définition

On dira qu'une variété riemanienne (M,g) est à courbure sectionnelle K(s) pincée
si et si seulement si il existe une constante C,telle que : |K(s)| ≤ C2

IH.2.C.12 Exemples

1) Les variétés riemaniennes à courbure constante.

2) Les surfaces obtenues comme suit :

Kl D*
t

on a:jK(s)|-1

III.2.C.13 Proposition

Pour (S,dS) surface à bord compacte , convexe à courbure sectionnelle
-b2 ≤ K ≤ -a2 (a >0 et 0< b < oo), il existe une constante positive C

dépendant de b,telle que :
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Sup |th|| =s C
h e C(s*)

Preuve

; h un relèvement de h dans D(0,1) équipé d'une métrique g àSoit h G Cf.
courbure K; -b2 ≤ K ≤ -a2 .

s.as)

D'après III.2.C.9,on a :|h|ÿ ≤ |hj f

gb désignant une métrique à courbure,constante négative -b.

En projetant (h,gb) sur ((S,dS), gb)ÿon qbtient un élément de (C* œ),

appliquant III.1.10 à cet élément*on obtient que :

|hH,b ≤ c(R<SâS),gb) d' ou |h|≤ C(R

g„),eten

(s.as)
•gb)-

III.2.D Quelques conséquences immédiates du théorème de Ratner

ÜI.2.D.1 Théorème [Rat]

Soit T un sous groupe discret de PSL(2; R) tel que : p(r\PSL(S R» soit infini, p
étant la mesure de Haar sur PSL(2, R).

Toute mesure de probabilité de IAPSL(2, R) invariante et ergodique pour le flot
horocyclique est concentrée sur une orbite périodique.

Comme conséquences immédiates de III.2.D.l,on a :

III.2.D.2 Corolllaire

Il n’existe pas de mesure de probabilité ergodique invariante par le flot
horocyclique sur le fibré unitaire d'une surface i périodique i G {1,2}

s hyperbolique .

Preuve

Il suffit d'appliquer III.2.D.1 et III.2.B.4
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III.2.D.3 Corollaire
Soit (S,go) une surface hyperbolique connexe, admettant une décomposition

dénombrable en pantalons géodésiques , deux à deux d'intérieur disjoints.

Pour T1S, il n'existe pas de mesure de probabilité ergodique invariante par le flot
horocyclique.

Preuve
[

Il suffit d'appliquer IH.2.D.1 et ÜI.2.A.7
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