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INTRODUCTION




Ce résultat serait pass€ inaper¢u s'il n'était pas le premier cas ol la
conjecture de Raghunatan s'était vérifiée - Cette conjecture est la
suivante

Conjecture de Raghunatan

Soit G un groupe de Lie, semi simple , connexe . I' un réseau de G
( c'est a dire un sous groupe discret de G et tel que le quotient I/G soit
de volume fini ) .

Soit H un sous groupe fermé de G engendré par des unipotents ( on

appfle a élément unipotent , un élément dont toutes les valeurs propres
sont égales a 1 ). Alors :

Y(xer'/G); B(Px sous groupe fermé de G tel que Py DH) et xH= xPy

On a interprété le flot horocyclique du fibré unitaire tangent T!S 2a
une surface hyperbolique S comme action d'un groupe unipotent sur le
quotient d'un groupe de Lie semi simple connexe par un réseau :

U xI'/'G—-=T/G .
(C Y rg-rgll " oaG= PSLR®
0 1 \O 1Y)
et demontré que le théor¢me de Hedlund impliquait que pour tout I'g de

I'/PSL(2,R) TgU, = I'gly, ouTgl; = I'/PSL(2NR).

Les techniques de la théorie ergodique exposées au chapitre II, ont
été développées beaucoup plus pour la conjecture de Raghunatan que
pour le théoreme de Hedlund en lui méme. Elles classifient les mesures
ergodiques H invariantes plutdét que les H orbites.

Le but de notre travail est de comprendre la nature géometrique du
phénomeéne décrit par Hedlund et d'aborder le probléme en utilisant les
rudiments de la géometrie riemanienne : ( le chapitre I étant un mini
cours de géometrie riemanienne adaptée aux surfaces).

On s'est fixé comme objectif de donner une preuve effective du
théoreme de Hedlund.

Etant donnée ( S,g) une surface hyperbolique compacte , B(g) une
boule de (S,g) de rayon e on sait ( par Hedlund ) que tout horocycle




h: R — S a une intersectién non vide avec B(e). La trace de h sur S - B(g)
est donc une courbe horocyclique de longueur finie L(h). Une preuve
effective consiste a donner une estimation pour une borne superieure
pour L(h) .

Dans le chapitre III , on fournira une preuve effective pour un cas
bien particulier de surface hyperbolique.

Proposition A

Pour (S,dS) surface a2 bord , compacte , hyperbolique convexe , il
existe une constant¢ C ( ne dépendant que du diametre de (S,dS). telle que
Sup||h|| < C.

h€Clus

Nous donnerons une liste d'exemples ol cette constante est optimale
et nous généraliserons ce résultat au cas des surfaces a bord (S,3S)

compactes , convexes pour une métrique 2 courbure sectionnelle négative
. 2
pincée (cad 3(@>0);IO0O<b<x) tq -b2 < K(p) = -a, pour tout p de S ,

K(p) représente la courbure sectionnelle de S au point p) .

Proposition B

Pour (S,0S) surface a bord compacte , convexe a courbure sectionnelle
-b2 < K(p) = -a2 ((a>0); (O<b<®)) , il existe une constante positive C

dépendant de b telle que : Sup"h" < C.
’ hec(.sn)

La derni¢re partie du travail sera consacrée au flot horocyclique du
fibré unitaire tangent T!S a S une surface hyperbolique i périodique.(On
appelle S surface hyperbolique i périodique une surface hyperbolique
admettant Zi comme sous groupe d'isométries.). .

Proposition C
Il n'existe pas d'orbites périodiques du flot horocyclique du fibré
unitaire tangent d'une surface i périodique hyperbolique.






I. Variétés riemaniennes - courbure

'I.1.A Variétés différentiables

. . n
Soit M un sous ensemble non vide de R .

1.1.A.1 Définition

On dit que M est une variété différentiable de dim k , s'il existe :
i)  Un recouvrement (Uj)ig de M avec Uj homéomorphe a R,
i) {‘Pi e c”u; mk)} ,@; difféomorphisme

tels que : |

VGiED VY EI);(pjocp'il R > R est un difféomorphisme.

(U;, @) est appelée carte.

(U;. @,);g est appelé atlas.

1 )
Soit N une variété de dim n - N C R et soit M C iRn une variété de
dim k, f € C(M,N). '

I.i.A.Z Définition
On dit que f : M — Nest de classe C” ssi:
" V(meEM), A(U,p) carte autour de m), F(V,W¥) carte autour de f(m) telles
que : ¥ofo cp_l: R* — &' est de classe C”.

MC®R" , variété de dim k , soit x EM et (U,p) une carte autour de x,
on a: qu):SRn - %'

I.1.A.3 Définition
On définit 1'éspace tangent en X 3 M , noté TyM , comme étant :
ImDyp( R).

1.1.A.4 Lemme

Notons TM = }EJMT"M ,TM C R"' x R" est une variété differentiable de
X

dim 2k.

TM est appelé fibré tangent a M.



Soit N C 9t | variété de dim k égale 2 dim M, et soit fEC  (M,N)
OnaV(xEM) D,f: T,M — Ty NetD,f EL(mk,mk)

I1.A.5. Définition
On appelle yEN valeur re’guliére de f ssi : V(x Ef-l(y)) det (D,f) = O .Si

on suppose M compact et N connexe,on définit le degré de l'application f:

Degf = 2Sign(det(Dxf )) ,y valeur réguliere
xE€f (y)

1.1.A.6 Définition
M C R" étant une variété différentiable, on définit X un champ de
vecteur sur M, comme étant un élément de Cw(M,TM) , et tel que : pour

XEM, X(x) ETM .
On appelle x EM , zéro du champ de vecteur X si X(x) = O.

Supposons M compacte et soit X un champ de vecteur sur M avec m

X: U-{m} - s

L X
ol

zéro isolé de X: Il'application U carte

k4

X

autour de x, est une application entre deux variétés différentiables de
méme dimension.

I1.1.A.7 Définition
On appelle l'indice de X en m, I X, le degré de I'application 5(.

I.1.A.8 Théoréme (Poincaré - Hopf) [Milnor]
Soit M une variété compacte de dimension Kk ; X un champ de vecteur

différentiable avec des zéros isolés . On a:

2 inX) = x(M)
m zérode X

ol X(M) caractéristique d'Euler - Poincaré de M.

On donnera dans le cas des surfaces , une preuve de ce théoréme et

une identification entre les deux invariants.



I1.1.B ,. "Variétés riemaniennes.

M est une variété différentiable de dim m.

I.1.B.1 Définition
dﬁ appelle métrique riemanienne sur M , notée g , la donnée d'une
application M — S2T*M définie positive , différentiable .
S2T*M = {Formes bilinéaires TM xTM }

Expression dans une carte locale

(2)

Soit xEM, (U,p) une carte locale autour de x. et soit \dx; }lsism une
famille de champ de vecteurs linéairement indépendants
Soit U,V ETM '
m m .
U = u'_a_ , V = EV’._a-
1 ax, 1 axi
On pose :
. . a a
g(UV) = Ygix) u v, g0 = gl—,——)
ij

Bxi 6xj

1.1.B.2 Théoréme
Supposons M connexe .Il1 existe au moins une métrique riemanienne
sur M.

Preuve
Considérons (Ug,@y)qer un atlas sur M et soit  (pg)aey URE  partition

de l'unité relative 2 (U,).e -

Soit q un produit scalaire sur R -

Sur TU_ ,considérons le produit scalaire suivant :

x€U,, U,V €T, U, : 9a x (U, V)= q(pu(x)(Dx(pa(U) > qu)a(v))

*

9. définit un produit scalaire sur TUa.

Posons g= Epaq; » g est la métrique cherchée.

I.1.C Connexions Riemaniennes
Soit M une variété riemannienne,connexe,de métrique g et dim M=n.



1.1.C.1 Définition
Une connexion Vsur M est une R forme bilinéaire de
X(M) x X(M) = X(M) vérifiant :
V(X EXM)) Y(Y EX(M)) Y(f EC*(M)) ona:
VixY =f VY
Vi (fY ) =(Xf)Y #fVyY od: Xf(x)=D,f(X(x))
VyiY -VyX =[X,Y] <
o [X,Y](f) = X(Yf)-Y(Xf)

1.1.C.2 Théortme

Sur (M,g), 1l existe une unique connexion cdmpatible avec la métrique g :
3
V(X.Y,Z) € (XM))’ ona: Xg(Y,2) = g(VxY,2) + &Y, V. 2)
Cette connexion est dite connexion de Levi - Cevita ou connexion

riemanienne.

Preuve du théoréme
Passons aux cartes locales:

~.i 0 N.i 0
g—Eg,JdXdX X=2X_. Y=EY——

in=1 o9 oK
n i n j a
VY = 3XV,; Y —)
S S RS
aY d a
VxY = 22 X' ( —-—) + XYWV, =1
ax.
i=m] j=1 d axi J
Posons :
(—) = 2 F,
(7x. k=1 axk
On a:
j
VY =3 (3 X i, EXY r,k)—
j=1 i=1 0x; XJ

La compatibilité avec la métrique donne :

k

0 d
T 2(8.1) (—gkl . Bl gjk)
Xk



Si gi1=0 , (gip! =0. sinon, (gip-! = Ygii
Le systtme de la connexion donne :

k k
Fi,j = F‘”
On se retrouve avec des symboles bien explicites, d'ou le théoréme.

Les (I‘fj) sont appelés symboles de Christoffel.

Soit y:I — M une courbe différentiable.

I1.1.C.3 Définition
Un champ de vecteur le long de y est une courbe X:I - TM telle

que  X(t) € TyyM pour tout t de I.

1.1.C.4 Proposition
Soit (M,g) une variété Riemanienne ; V sa connexion de Levi- Cevita.

Soity: I — M une courbe différentiable; X un champ de vecteur le

long de y. ,
D

Il existe un unique opérateur g vérifiant

i) VfEC(LR) ; d%(tX)(t)= f(OX() + f(t)-dD—[X(t)
i) AV ET(ty) CI)/ X =Yy qycm-Y champde vecteur )

De plus :
D
Y(to) = vvy‘(t)()((t))lt.t°

dt

Preuve
Passons aux cartes locales :

X(t) = Ex‘(t)fx_
’ 1=1 1

b X(t) ; si b existe; est égal a:

dt dt
D n i D 9 o 9
at-X(l) = EIX (t)a(&;) + glxi(t)&:

(voir les propriétés de connexion ).

5



y(®) = (x(1), x5(1),..... ,Xa(1)

i n d
Y = glxi(t);;i

D o d = 0
=(—) =V, n(—) = S'x:() V 5 (—
dt(axi) Y(t)(axi) ,21 i(® ;‘,’;(axi)
ad
A% 9 (‘_") . .
o 0X;" ¢étant  entierement déterminés par les symboles de

Christc;fell, on a :

D N i )
X0 = glxim + jEkr,-,k X0 X (D) ——

1

D
L'opérateur 4, est ainsi bien défini.

1.1.C.5 Définition

Un champ de vecteur est dit parallele a y si Dx-=o.
dt '

1.1.C.6 Proposition

Y étant une courbe de classe C! . YETyoM il existe un unique champ
de vecteur X, parallele le long de yet tel que X(Y(0) )= v.

Preuve
yi1-M cl ; 1=1[01]
Subdivisons I = {0=toSt1 S---tn-l} de fagon a ce que

Y[t tis1] € (Ug.9q) carte de 1'atlas.

Considérons Yyo4] : chercher un champ parallele X le long de [0,4]

revient a résoudre :
{[Xi(t) + DTk % (DX (1) =0 Osisn
3k

|x0) = v

D'ou [I'affirmation.



I.1.C.7 Définition

On définit le transport paralltle de y (0) a2 y (t) le long d'une courbe y
de classe Cl comme étant l'application linéaire: Pt: Ty (0) M—> Ty (t)M,telle
que : Pt(v)= Xy(t),o0 Xy est le champ de vecteur paralicle le long dey
vérifiant Xy (0)=v.

I.1.C.8 Proposition
Pour tout t€l, Py définit une isométrie.

d D D
o — gX((),Y(V) = —X,Y >+ —Y.X
En effet m gX(t), Y(1)=g< m >+4g, < ” >

P'X:BY:O. Puisque ce sont des champs paralleles le long de y. D'ou:

dt dt

g? g(X(1), Y(1)) =0. Ce qui implique g(X(t),Y (1))= g(X(0),Y (0)) V (tEI)

I1.1.D Géodésiques
(M, g) étant une variété riemanienne de dim n , etV sa connexion
de Levi- Cevita.

Soit Y :R— M une courbe de classe Cl.

1.1.D.1 Définition :
On dit que Y est une géodésique ssi on a : V(tER) Vi (y()) =0

En coordonnées locales:
YO = (x(),X5(1)......., X, (1))

Si yest est une géodésique , ses coordonnées sont solutions du systeéme

~ différentiel suivant

[ i . |
1,1 + Y T e(x(D) X;(1) X ()= 0}
\ ik

Jlsisn

Exemple
PourM =%t" ona {(x(1)=0,lsisn}= y(®) =t +xg



1.1.D.2 Théoréme
Soit xp&E M. On a:
U EN(x,)) ;Xe>0) / ¥(m EVY; V(VET MVl e) 2L =M /y(0) = m§(0)= v,
y'(t)Y(t)=0)

En coodonnées locales, on a :

(%0 + 3T 4(x() (1) X (D) = O
k.j

{x(0) = m
|x(0) = v -
Le théoreme exprime juste l'existence d'une solution - les

théoremes d'existence donnent le U et le e De plus on a:
®: TU x [-[L1]- = M estC”
v, = {y® / §O@.30)=v}
On notera y, l'unique géodesique vérifiant y,(0) = m et y,(0)
soit ®: TM - M
(m,v) = y,(1)
On notera: ® = expp

v et

1.1.D.3 Proposition
1) L'application €XPm estdifférentiable.

2) L'application ¥: TM — MxM définit un dlffeomorphlsme
(m,v) - W¥(m, v)i(mxexpm(v))

local d'un voisinage de (mp,0) dans TM sur un voisinage de ( momy)
dans M xM

Preuve
I'assertion 1) découle du théoré¢me 1.1.D.2
I'assertion 2) est une application du théoreme d'inversion locale a W.

¥ U xR - MxM
(m,v) = W¥Y(m,v) = exp,(Vv)
Pour t assez petit,on a: W(mg tv) =my,(t))
. °



W(mo»t%) - ¥(my,0) (mo.Y 5 (1)) —(my,0)

D qlf_a_] = lim U - Lm au,
— ™07 Bu | T 0 t (=0 t
0,y 5 ()
[ ] u, : 9
D Y — = - = Q) = —
™07 gy T om0t _ Y%( ) du,
_ ¥Y(m +t-—a— 0) - ¥(m,,0)
N IR D SRR I
mo.O l_axiJ t—0 t axi aui
D' ou
. |'Id O'|
D Y =
m.0% T 1d 1d]

Donc Jac [Dmo,0 %] =0. Par application du théoréme d'inversion locale, on
a le résultat .
1.1.D.4 Corollaire ,
Pour moEM, il existe un voisinage U de mp il existe &0 , tels que :

1) Y(x,y) EUxU I (VETM; l<e)/y=exp, v

2) V(m €U) ; l'application expy est un difféomorphisme local entre la
boule B(0,e) dans T,M et son image dans M.

I.1.D.5 Définition
y: I = M étant une courbe de classe C!, on définit la longueur de vy ;

N

L(y),comme étant égale a :

L(Y) = [, Y& ®.a®)d

1.1.D.6 Théoréme

Soit mOEM.II existe un voisinage U de mo , il existe € > 0, tels que :
VimeU); V(peEU) ;3! (y: 1 = M, ygéode’sique ;y(0) = m; y(l) =p:;L(y)s e

De plus, L(y) = d(m,p).



ou: d(m,p) = inf L(c)
{c:l—-M.C' parmor,c(O):m,c(l)zp}

Preuve du théoréme

Soit m = y(0) et soit Uy = expm [B(0,8)].

Premiére étape
Soit t = v(t) est une courbe dans TmM vérifiant V(=1 considérons
to ER,

Yto: [0’ 8] - M

r —= expp,(v(ty))
Considérons rg €[0,¢f

4, :R—> M

t —> eXpp, (rov(t))

Les courbes (Y ),en €t (61'0)1'06[0,8[ sont orthogonales dans M.

En effet:
L application f:[0,e] xR - M parametre une surface dans M
r,t— exp,(v(t))=f(r,t)

Les courbes (Yi ),em €t (Bro)ro € [0,¢f COTTESpondent  respectivement

aux courbes (f; ), :t = expp(re,v(t) et (fy):r — eXpm (v(})

Pour prouver que les courbes (e, em € (6rn)rn€[0.8[ sont
orthogonales, il faut et il suffit que %rg-et% soient orthogonaux.

8@y _ DAL AN, (Ol D af)
8ot [Brar at | g[ar’ar’atj .

fr étant une geodeanue, on a :

10



Do :
3;-6? 0= vf'(t)(fr(t»-

Daf _ Daf  [of af]

, étrie de V
orat - ator T |argry YmémedeV)

, faf o _ .
or l_ar’at_l = 0 ( Schwartz égalité )
d‘ou
9 [30 a6) o Dafy _1d [af af]_1dy o0

or-lar’at] Cloratar] 2dt |orar] 24t
[of ofy _ , [of af]
Lor’at],, Lor oty o

= g =
' . zémehétape .

Soit C : I Uy une courbe C! par morceau. On peut écrire:
C(t) =expm (r(t) v(1)). (expm difféo local ).

Affirmation

L(C) = (@) - r(0), I'égalité réalisée si v(t) = cste et r est monotone.

Ona: L) = [/a(C®.Cm)t

En reprenant la surface parameétrée de la premiere étape, on a :

C(t) = f(r(v),0

: of of
C(t) = —i(t) + —
() ar() at

. . 2 of of o of of of
C = Lo(—,— i —_— —_—
gLC(),C(1) = 1 (t).8( pw ar) + 2r(t)g( pug at) + g Pradew
of of of
or E.L-(_;; et 3;'2 = |V(t)F =1
D'ou :
o . off> .
g(C(),C) = Jitf + ~ =ff =

1

fig2Cw.condt= i di=|x)-r)

On a l'égalité si Z—i-OQ%%-Oav(t)-cste.

11



3&¢me étape

Soit C: [0,1] = M une courbe de -classe Cl, et telle que> C(0) = m et
C(1)=p.

1) ) C est entierement contenue dans expm (B(0,g)) = Up.Ona:
L(C) =z r(1) - r(0)| = & = L(y).

2) C n'est pas contenue dans Uy ,C= C,UC, ,avec Cjentie¢rement
contenue dans Um ,etL(C)z2L(C))=L(y). cqfd.

1.1.D.7 Corollaire
' Soit C une courbe , C: [0,1] = M, parametrée par longueur d' arc et

telle que C réalise la longueur minimale entre C(0) et C(1),alors C est
une géodésique.

1.1.D.8 Théoréme
M est compact; [y] est un élément de II;(M).
Il existe a€[y]l,a géodésique fermée ,L(d)=L(a).V(d]EI,(M)) / [d]=[y].

preuve

Notons inf L(8)= 1.
8y}

M étant compact,l=0.
Soit (3;)iev.di €lY], 8i de vitesse constante ,parametrée par longueur d'
arc et L) = 130011 > M[pio] =cte.
Subdivisons 1' intervalle [0,1] en Ostls.....stk,,l-llbl[t“tmlc exp mk(B(0,¢)
de fagon a ce que :9,, | segment géodésique.

En effet:
il existe aj segment géodésique liant &i(tx) a Oi(tx,y) et aj, Gl[m..;] sont

homotopes
Considérons les suites (8;(tx))ien-(0;(tx))ien- Comme M et St-1 sont

compactes ,on a :
(3i(ty) = a(t),B;(t ) = a(t) et L(a)=1
a minimise la longueur localement ( c.a.d sur [t,tyx,j));donc, c'est une

géodésique (1.1.D.7).

I.1.E Tenseur courbure
M est une variété riemanienne, V sa connexion de Levi_ cevita .

12



1.1.E.1 Définition
Etant donnés X,Y,Z trois champs de vecteurs sur M;on définit R le
tenseur trilinéaire en X,Y,Z, comme étant :

. Rt X(M) x X(M) x X(M) = X(M)
= XY, Z—- R(X,Y)XZ)
ou: R(X Y)(Z) Vyvxz VXVYZ + V[X,Y]Z

R est appelé .tenseur courbure.

- I.1.E.2 Lemme
le tenseur courbure vérifie les relations algébriques suivantes :

R(X,Y)(2) + R(Y, X)(2)=0

RX, YD)+ R(X,YXZ) +R(Z, X)(Y)=0
gR(X.Y)Z), W)+ g(R(X,Y)(W),Z) =0

g(R(X,Y)Z), W)+ g(R(Z,W)(X),Y)=0

On utilisera la notation suivante: R(X,Y,Z,W) pour g(R(X,Y)}(Z),W).
Considérons x et y dans TmM, linéairement indépendants et posons

Rm(X,¥,X,Y)
En(XX)8n (YY) - Em(%Y)

Km(x’ y) -

I1.1.E.3  Définition
On appelle courbure sectionnelle de la variété riemanienne (M,g),la
fonction Kn,:G2(TM)— Rt
<%y>m —* Km (x,y).
(GZ(TM)-mLEJMGZ(TmM),Gz(T mM): ensemble des sous espaces vectoriels de

dim 2 dans TmM).

Interprétation de la courbure sectionnelle:
~ Considérons x,y dans TpM et supposons les orthonormés,considérons
la surface f parametrée par:
f::% —M
(t,5) = exp (X +5Y)
La courbure sectionnelle est juste la coubure gaussienne de la surface

[voir Lelong-ferrand] ..



I.1.E.4 Théoréeme
la donnfe de la courbure sectionnelle d' une variété riemanienne
M,détermine completement le tenseur courbure.

Considérons x,y,z,t et soit R(x,y,z,t)= f.K(x+az,y+ft).On a:
2

P GB(R(X +azy +Bt.x+azy +pt) -R(x+ at,y+fz,x + at,y +pz) = 6R(x,y,z,t)
a

Donc R(x,y,z,t) est complétement déterminée.

I.1.E.5 Définition

Une variété riemanienne M est dite de courbure constante
(positive,négative) si sa courbure sectionnelle est constante(positive,
négative).

Exemple _

n
1 . R est une courbure constante nulle.

2 . Considérons le 1/2 plan de Poincaré :
2 2

2 . d d
H = {z=x+iy/imz >0} équipé de la métrique (ds)z-g—i)—-‘;—(—}i)—.

2.1. Calculons les symboles de Christoffel de la connexion deLevi-

Cevita.
p | ol o .9 N
our cela, posons 1755 ©2 dy
On a donc :
s-(22) - (22} L
1 \ox " ox [y 822 ayoyly ¥y
821~ 812=0

On en déduit que :
-1 -1 2 -1 -1
(811) =(822) =Yy et(gz) =(g12) =0

0 0
,&,] = [—,—]=0
[e.e2] [6x ay]
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Ve €1 = Tie + Ty
- Ve,&1 -Tof + Do,
Ve €2 = F}ZCI + I"122‘32’
Ve,e2=Te1 + T30,
L La symétrie de la connexion donne :
Ty = T2 T7 =T
La compatibilité avec la métrique donne :

2
k 1 il -1 . .
L= 52(«‘; ) (98 + Ocij- 9180 1)k E{L2}
i=1

D'ou -

1 1, 111 12, -1
Fu"-z-[(g ) (9:1821+0281-9181)+(8 ) (31812+31821-32811)]

1 17, 11,-1 12, -1
I“22"5—(8 ) (92821+02812—0; 822)+(8 ) (92 822+ 0282203 82?)]
2 1[, 211 22,1
F22=71® ) (92 821+ 92 812— 9 822) +(8 ) (32822+32822—32822)]

[ 11 -1 12 -1
r‘12=5(8 ) (01821+92811-0; 821)+(8 ) (318224'32821-32321)]

21 -1 22 -1
Ly ==|(8 1) (02811+0: 8219 82)+(8 ) (92812+ 9, 82205 821)]

Sachant que :

a,-—a- , 82-—‘-?-0n a:
ox ay
01811=0 = 01825 = 01831 =91812 = 0
2
02811 = 02822 = —3
y
02821 = 02812 =0
d'ou:
1 2 1
F11=0=T5; =Ty

2 1 1 -1
[yp= Ty =Tip=—

2 2 1
My=-Ty==

1 1 1 1
Veer = ;ez s Ve, €1 -—;el ; Ve o = —;el s Ve €2 =——¢3

— 15



2.2 . Calcul de la courbure sectionnelle. °

(R(el,ez)el,e2>= R(el,ez,el ,62)
R(el,ez,el,ez) = —g(Vel Vez(el) - Vexvel (el) + V[e“ez](el ),ez)

1 1 1
VelVelel 'Ve, (——el) = ——Velel - ——2-62
y y y

1 1 2
Ve,Veer=Ve,(-7e2) = 502+ Ve, 0=~ 3¢
y

[el,ez] =0= V[ehe:](el) =0

d'ou ;

2 1 1
R(ej,ez.€1,€3) = -g(—75¢€2.€2) =——75802=—-"7
y y y

R(e,,e,,€1,€5)

=—1
N 2
g(e;,e1)g(er,€2) —g (€,€3)

K(ep, ) =

On en déduit que : le demi plan de Poincaré équipé de la métrique
(ds)2 est de courbure constante -1.

1.2 ' Surfaces - formule de Gauss-Bonnet- Lien entre la

topologie et la métrique
En se basant sur le théoréme de Whitney :

Théoreme de Whitney : [Whit]
Toute variété différentiable compacte sans bord de dim n  peut étre
plongée dans $R2n.
Si S est une surface orientable, S est plongée dans R3-
Etudier les surfaces orientables se résume a étudier les surfaces

paramétrées.

I1.2.1 Définition
Soit SC§R3, on appelle surface parametrée, la donnée d'une
application différentiable . f: - — % ; SCf(R°)
(u,v) = f(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v))

et telle que Jacf = (if-,i) soit de rang 2.
ox av

1.2.2 Définition _
Soit SC§R3; S surface parametrée. On appelle premiere forme
fondamentale, I'expression suivante:
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} =
a (ds) -(—q-f-,-a—f> (dw)’ + (af af) de+(a—f,a—f) @)’
- du du du av/g, v ov/gw
Ceci définit une métrique intrinseque sur S avec :

(af af) (i g_f_) <af af>
811 3u’ou 812 = 821 ou’ av m,agzz v’ av

Il est facile de verifier que : (S,(ds)?) est une surface riemanienne, notons

V sa connexion de Levi- cevita . Soit ACS; ona:

Aire A = J‘fDet[(gU)U]_dudv

f7(A)

Soit y: =S une courbe parameétrée par longueur d'arc , notons v ce
parametre. En utilisant 2) du corollaire 1.1.D.4,0on a pour tout y(t) de y(I),
il existe une unique g€odésique orthogonale a y en y(0). Paramétrons
cette géodé€sique par longueur d'arc u. On sait qu'il existe U ouvert, U
voisignage de y(t) ol le parameétrage u,v est bien défini.

I.2.3 Définition
Un tel parametrage est appellé paraméetrage géodésique.
I.2.4 Théoréme

Si (u,v) est un paramétrage géodésique sur S, la premie¢re forme

af of

fondamentale est de la forme : (ds)2=(du)2+g2(dv)? ;ou g2 -<-é; 3;)

Preuve:
Pour un paramétrage quelconque, (ds)2 est de la forme :

(gg af>( s <af af <af af>( K3
du’ du v’ v

of of
Montrons que dans le cas d' un paramétrage géodésique,on a<— —) 0.

du odv
— S t _<if. a_f>
du \du ov .
af af of of of of
au \au’ av LIPS PP

— dv du — ou ov
au ou

On a:

a_f af |'6f af]

\%
"fa —au v ou]



f of
[6_ —-] étant égal a0 ,on a:

LoV ou ]
0 (af af> of of of of
\aoaso )<V T >t <V >
ou \ou dv — du Ju —odu 9v
o du
Or:
cvg  EA Loy 12,
a—vau du 29v\ou V/ 209v
of
et gu est un champ géodésique ,ce qui entraine que:
Vafi=0=>—a— <-2f-,£>=0et donc: < £,2£>= Cte, calculée au point
Eau Ju odv du dv du

y(t),cette Cte vaut O.
1.2.5 Théoréme

Si (u,v) est un paramétrage géodésique pour S, |' expression de Ila

courbure. sectionnelle est de la forme:K(S):-l%
g ou
preuve
o of of of of of of of
R(—,—,—,—)=<V V. — —>-<V V., — —>(1.24
(au dv du av) < St ff—au av> < x iau av>( )
ou ov Ju
of
Vﬂa—uz():
o
o of of of of of
R T T L) = o
(au dv du av) LA 6v>
ou
On a
of of 0 of of of of
<V .,V ,— >= — —),—>-< Vo (—),V,—
x fﬂ(a )av> au< i(au)a > < i(au) i8v>
Ju 9 ov ov Ju
Par (1.2.4), on a:
of of
Vi(—)=V_(—)=>
G =Var G0
of o of of 0 of . of of of
R(—,—,—,—)=4t—<V (—),—>-<V_(—),V.. (—)>
o G -gf(av) aly)

En utilisant les formules pour le calcul des symboles de Christoffel,on a
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ar (—) =(0g du av

V,,,(—)V,,f(—) _(38)"

\3u/
Ju Ju
On a:
A=l (O 3t f98)
af( ),( v)>— ( )( )>= \au}
2 /2
S (a—fx(a—f)>= (28) 4y a—ﬁ]
au au/ \au}
au
D'oti:
2
R, LA oy
ou’ v’ ou’ 9v ou
of of of of

2
—__ou gv'gu’ gv. _ 198

<—,—><—,—> du
du du v’ av

Soit y:I—=S, une courbe différentiable,Z un champ de vecteur paralléle
le long de y.

1.2.6 Théoréme

D
Dans un paramétrage géodésique, 1'equation dtZ 0 se réduit a:

da

~of
= a—iva) = coso(t) =< Z(t), 563 >
Preuve:

Z(t)= cosa(t)gi+ sina(t)g-li
u
DZ _

A\
) -10f D of, . -1 of
e sinof t)[- . a(t) + E(g 3\7)] + cosa(t)[a (a—u) +a(t)g ]

DZ _0<BP2 o
dt dt’

) ) . D, -10f, of o , of
0 =-a(t)sinaft) + sina(t) < — —),— >+coso(t) < — (—
a(t)sino(t) a()<dt( a)au a()<dt( u)au
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On a:
Daf of 1d afaf 1d

—_— >=m—1=0 =
dt au "u 2 dt au au 2dt
DZ of D f
<——,——>=sina(t)[< —(g la—),—> a(t)]
dt au

) -10f -10f D -1 0f
< d—t,W— sina(t) < E(g ) g ™ > +cosa(t)[< —(—) g —>+a(t)]

dt ou ov
_d_( -1 0f -1§£> 2(2 -1 9f '13_f>
a\® v oy i’ Wt

Donc,a résoudre :

On a :

ol v

o5 L.DI0)

[ .
|
{
[ dv dt du

On a:
d af -1 0f of D -10f Dof -10f

8 =)=\77"78 )\ -8 /=0
dt au ov du dt ov dt ou ov

Ce qui donne finalement une seule equation :
Dof -10f

a(t)+<-&-a,g E) =0

On a:
f(u(t),v(t)) = y(t)

. o of
=y(t)=u(t) PR

D of of of of
——=V, =0(t)V ,, — +v(1)V
dou - V105 = U0V S+ VOV ar o
Ju av
Par (I.2.4) on a :
of af af
Vy—=0etV, —=V_.
gﬁau iau ..._av
ou v ou

= &(t) +< 1o VOV o gf> 0
au

. 1. of of
t t(—,V—)=0
&) +g v()<av iav> ‘

Ju
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On a:
ar of 10 /of of og
— Vo — )=o)
ov s—av 20u \dv ov du
d'od enfin :

a(t) + i'(t)-a—g-O = a(t) = —\'/(t)ig-.
dJu dJu

I.2.7 " Proposition
Soit RCS, un bomé , de bord dR de classe c”.Ona:

. of
Jfz-K(©S) dR = farc COS(Z(t),E;(t)) dt
Z étant un champ paraliele le long de dR.

Preuve

On suppose R suffisament petit pour €tre contenu dans un domaine

ol on a un parametrage géodésique.

[ 40) d@R) = LR-.Z_ﬁv d@R)  (12.6)

f _98, 4@R) = - 98 4y
R 9u £ @R) Ju

o B = (. a—fdudv
f7(R)gu  (Stokes) /I (R) gy

2
P -
I\ (R)—% udv = ffR-(';;% Det(g;) ™ dR
‘/Et(gij)- =g
D' ou :

[ie a(t)d(aR) ff g1 t—g— =K@ (12.5

Soit S une surface paramétrée , X un champ de vecteur Cc”et P un
zéro de X. Considérons C une courbe fermée autour de p et soit C(X) = X|c.
Et supposons C suffisament petite pour &tre contenue dans une région ou
le parametrage géodésique est assuré.

Soit a(t) = £ (X ,i l'angle entre les deux vecteurs tangents.
c Ju C
®
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I.2.8 Proposition

2i(p) = fLa(v)dt.

i(p) étant l'indice du champ de vecteur en p.

Idée 'de preuve
On peut supposer que :

[Xcll=1 eti(p) = [, SignDet(lacX,c )dS'  (LLA.S)

oot
Soit S = C ona:

X(t) = if—cosoz(t)+g-lit-.- sina(t) = X(fou(t) , fov(t))
du av

on a:
[sina(t)d(t) cosa(t)]

Sign Det X(f o u(t) , fov(t))= Sign [cosa(t)d(t) sinodt) J = Sign a(t)

1.2.9 Théoréme

) of
i(p) est indépendant du choix de C et du choix de 5; .

[1.2.10 Théoréme ,
Soit S une surface compacte 'paramétrée , X un champ de vecteur
avec un nombre finj de zéros ; z;,Z5,....,zx . Ona:

k .
2n2i(zj) = [[,K(S) ds

J=1

Preuve
On se base sur le fait suivant :
Il existe une triangulation de S telle que :

i) Toute face Fi contient une singularité (un zéro).
ii) 0F;ne contient pas de singularité.

Notons ces faces F;, Fp, ... Fx et dF,dF,,........,0F les bords de ces faces, on a:

2m(zJ) -j;FjaJ(t)dt (128)

Soit Y; un champ de vecteur paralléle le long de dFj:
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*of
g --r<(v,5)
F, - &,
On en déduit que :
*of
o el
On a donc:
2ai(2) - K = £{03%)
F, ’

1 2 3
Notons : Cj,CJ-,Cj les arétes de Fj.On a:

3 -
2ni(z;) - [, K(S)dS = 121 fo £{Y;.X)

k ) k 3 .
121 2mi(z;) - [[LK(S) dS = 121 éfd,. £(Y;,X)

Chaque aréte étant commune a deux faces , elle est équipée de deux
orientations contraires ; on en déduit que :

3 .
2L £{Y;,X)

k
0=
J=1 1=1
[.2.11 Théoréme
Soit S une surface compacte orientable . IlI existe X un champ de
vecteur sur S avec zéros isolés et tel que :

Y iy =x©)

y; Zérode X

Preuve

Soit T une triangulation de S ou une surface combinatoire K.
Considérons la subdivision barycentrique de T, T® . Dans chaque 2
simplexe de TO) | considérons le champ de vecteur dans les courbes
intégrales sont ci-dessous.




ol b) est un sommet de T, b] est un milieu d'arte de T, et by est
un barycentre de face de T. On a :

1(bp)=1(b2) - 1

i(b1) = -1

T i(by) +i(by ) +i(by) =#somT —#arT+#FaceT = x(S)
A 2 simplexe e

1.2.12 Théoréme (formule de Gauss —. Bonnet)
- Soit S une Surface compacte orientable, équipée d'une métrique
riemanienne de courbure sectionnelle K(S), on a

[[KS)=2mx(S)

S

Preuve:

Par (12.11), on a:
k

XX EC (S, TS)) avec z3,zZz,...... Zx les zéros de X,et Ei(zk)= x(S)
|

Par le théoréme (1.6.10),0on a:
k
21y izy) = JfK®)
j=1
2nax(S)= f f K(S)
S

C.QF.D.
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CHAPITRE 1I

FLOTS GEODESIQUE ET HOROCY CLIQUES DU

FIBRE UNITAIRE TANGENT A UNE SURFACE

HYPERBOLIQUE COMPLETE






IL.1. Revétement universel d’une surface hyperbolique :

Toutes les surfaces qui sont utilisées dans ce chapitre sont orientables et
équipées d’une métrique riemanienne. 4

I1L.1.1. Définition :

Soit (S1,21) et (S2,g2) deux surfaces et soit pECm(S,,S,). On dit que p est une
isométrie locale si pour tout point x de Sy, il existe un voisinage U tel que p/U est une
isométrie entre (p(U),g1) et (p(U), g2)-

I1.1.2. Proposition :
Soit p une isométrie locale d’une surface compléte (S1,g1) a une surface (S,g).
Alors,p est une appliciétion ‘de revétement.
Preuve :
* Précisons ce que veut dire surface compléte.

(S1.,g1) étant une surface riemannienne, on a défini’ d; : ${xS; =R+
xy =+ d(x,y)= infL(c)
1 cEQ_ (S,

X,y 1
Si (S;.dy) est un espace métrique complet, on dit que (S1,g1) est une surface compléte.
*p:(S1,e1) = 5,2 est une isométrie locale.soit x €S et considérons » ) C S, .
P 1(Jc) est discret :
En effet supposons qu'il existe (y,): e~ une suite dans p~'(x) convergeant vers y et U
un voisinage de x contenant p (y). On a:d (X, p(y)) = d1 (yi, y) — O[p isométrie locale]
d’ou:y € p-! (x).

D’un autre coté : dlp | di (y,y,)>0 et d(p(y), p(y, ) =d(x,x)=0;

d’ou la contradiction.

p-lx) étant discret, soit p-1(x) = {(yj ) jeICN} .Considérons : Ux = exp, (BR2 (O,r))

Uj= exp,, (BRz (0,r)> ona : plUy)D UUJ
P=)

p &)



Soitw €ETx S| wl<r - etsoitv = D, p(w)
Considérons : y:1—=3S y géodésique | YO)=xety(0)=w
ety:1— S] ¥ géodésique | y (0) = yj et y (0) = v p étant une isométrie locale, ona :
y=poyy:I—=S y=1—=38§;
t — expx (tv) t— XPy, (tw)
D'autre part : expx (t Dy; p(w)) =po exp, (tw)
expx ; exp, ;Dyj p étant des difféomorphismes, on en déduit que :
p est un difféomorphisme de : exp (By; (0,r)) sur exp Bx (0r)
Il reste 2 démontrer que p-1(Ux) = g Uj. Soity € p-1(Ux); notons p(y) dans S et soit y
'unique géodésique dans Ux qui r;lie p(y) a xet posons v =y (0) , soitw ETy Sy/
Dy p(v)= w.et notons y:1—> S;,¥(t) = expy(tw). S; étant complete, [ =R ona :

poy=yetpoy (1)=y(1) = p(y).En utilisant le fait que p est un difféomorphisme
entre Uy etles (Uj)j,onaJiptq:y (1) =yj € p-i(x),d'ol 1'égalité.

(S1, S, p) est un triplet de revétement.
Soity: I — S une géodésique paramétrée par longueur d'arc.y: [o,L] = SetL(y)=L
I1.1.3. Définition

On appelle champ de Jacobi, noté Y, un champ de vecteur différentiable le long
“de y vérifiant :

2
o2 Y+RGOV (=0 tEL]

R étant le tenseur courbure associé a g.

D . (s .
gt ¢tant la dérivée covariante.

I1.1.4. Théoréme

Pour tout (u,v) ETy(0)S x Ty(0)S , il existe un unique champ de Jacobi Y le long
de y vérifiant: ‘

DY (v(o)=u




- 2) a]?t- Y(¥(0))=v

Preuve :

Considérons l'espace vectoriel bidimensionnel Ty(0)S et choisissons (€], €2) une
base orthonormale de Ty(0)S tel quey (o) = e1.Considérons X}, le champ de vecteur
tangent a y. X1(y(t)) = y (t).Considérons X2, I'unique champ parall¢le 4 y et tel que :

X2(y(0)) =e2.0Ona:

Y (1) = y1(t) X1(9) + y2(t) X2(1)

DY D . D .
Tt = Y10 X1+ ¥ 10 X1 + y2(0) g X2 + y2(0) X2()

or: % X1=0 y étant une géodésique
D
dt X2=0 X2y

doi: I =§10X1+ 320 X20.
D2 . ;
S Y=3i0 X100 + 7200 X200

. . D . .
R(y )y =+g57 Vy r+Vvy v
dt

En calculant,on a :

2 |
<R(y.Y) v :X10>= Y R(y.Xjv,.XDyj
Fl

. 2
<R(y,V)y:X20>=y R(y.Xjy,X2)yj
1

Pour que Y soit un champ de Jacobi, on doit vérifier que :

2
Yi+ > Ry X}y, X)yj=0 1<i<2
=1

wmiu
_ﬂm:v

D'ou le théoréme.
I1.1.5. Définition

Soit C: I—=S une courbe différentiable.
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Une variation de C est une application H:Ix [-e£] — S telle que (s,t) — H(s,t) .
H(s,t) = Ht(s) = Ct(s) est une courbe différentiable et H(s,0) = C(s).

Siy est une géodésique : y: I—=S, on appelle variation géodésique une variation H
qui vérifie que : V t € [-¢, €] H¢:1— S est une géodésique.

I1.1.6. Proposition

y: [O,L] —$ étant une géodésique paramétrée par longueur d'arc

i) Soit H une variation géodésique de y; ona:Y(s) = % H(s,0) est un champ de Jacobi
le long de y.

i1) Soit Y un champ de Jacobi le long de y | y (0)=Y(0).
Il existe H une variation géodésique le long de y telle que :Y(s) = 6 H(s 0)

Preuve

9 8
Do 3s Y =35 gt HE0)

2 2 he0=5 Ly He0+ [£.5] £ Heo)

02 9 9.0 0
or: 3t 352 HE0) =-R (G5 550 5 H [a_ 3t] 35 HE0)

9 ,&} 0 (Parametrage géodésique),d'ol:

WY REREE e

ii) Soit Y un champ de Jacobi tel que : Y(0) = y (0), et considérons Xilechampllle

long de ¥ tel que : X1(0) = y (0). Notons X( le champ y et soit X(t) = X0(t) + t X 1(9),

H(s,t) = expy(t) (s X(®)).

H deﬁmt une variation geodesxque et soit Z le champ de Jacobi le long de y:
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Z(s) = gt- H(s,0).

€XPy (t) (X (1)) — expy(0y(s¥(0)

Z(s) = lim
t—0 t
ona:
' 0) - 0
2(0) = Lim expy(p) ( >t°XPv(0)< ) _ L YO } ¥(0)
t—0 t—0
20)=7O=Y0)., 35 HsO= 3 3 H6

gg H(s,t) = Dy(t) €XPy(1) Xo(b) + tX1(H)] = Xo(t) + tX1(t) ( Par définition expy(t)).
ad X _a d

32 Xo() + tX1() = 5 Xo(® + X1(t) + t 5 X1(0).

Or y étant une géodésique ;-(%Xo(t) = 0, on en déduit que :

Z(0)=X1(0) + o. %Xl(t) k=0 =X1(0)=Y(0)

Le théoréme I1.1.4. permet de conclure que Z=Y

I1.1.7. Corollaire

Soit x un point de (S,g) ; u, v deux vecteurs de Ty S et soit y la géodésique
Y(t) =expy tv.
Y étant le champ de Jacobi le long de y tel que Y(0) =0 et Y(©)=u,ona:

Y(t) = D¢y (expy tu)

Preuve

TxS=R2, équipé de sa métrique euclidienne standard et soit Cs:R—>R25—sv.Cg est
une géodésique de R2.Soit X le champ de Jacobi le long de Cs vérifiant X(0) = O et
X(0) = u .Considérons H: . RxR —>R2(s, t )= s (v + tu) et soit expy oH on a
expy o H est bien une variation géodésique le long de y.

expx H(s,t) - expx H(s,0)
t

gf expx o0 H(s,0) = Lim
t—0



€Xpy (Sv + stu) - expy (sv)
t

gf expy 0 H (s,0) = Lim
t—0

0
3t €XPx © H(s,0) = Dgy expy (su) = Dgy, expy (X(s))
ad
pours=0 ; 3t €XPx © H (5,0) = Dg expx (0) =0
0 d
55 3t ©xPx 0 H(s,0) |50 =u=Y(0)

D'ou la conclusion.
I1.1.8. Définition

(S,g) est dite surface hyperbolique si K(s), la courbure sectionnelle de (S,g) est
constante égale a —1.

I1.1.9. Théoréme

Le revétement universel de (S,g) hyperbolique est le demi plan de Poincaré

2 2

Preuve

Soit xES; ((u,v) € TxS x TxS | Ilvllg—l = Ilullg, g(u,v) =0).

Posons y(t) = expx tv et soit U le champ de vecteur paralléle a y et tel que : U(0) = u.
Prenons Y un champ de vecteur de Jacobi le long de y et vérifiant :
Y(0)=0etY'(0)=0.

Ona: K(S)=-1 =§2(¢) = y5(t) = y,(t) = sht=>Y(t) = sht U(t).

Soity EH2 etsoit f:R2=TxS—R2= TyH2 une isométrie euclidienne.Posons u)
=f(u) vy =f(v) etsoity (1) = expy tvy. Considérons Y le champ de Jacobi le long
de y tel que:Y (0)=0 et Y (0) = u;.

La courbure de HZ est constante égale 2 —1 on a :Y (t )= sht a(t) ob « est le
champ de vecteur paralléle y a tel que 2(®) = uj.Ona: Y(t) = Dty expx (tu),

Y (t)= Dty1 expx (tu;))  (IL1.8).
Soit F=expy of-1 o expy~l,ona:
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. -1 -1 -1 -1
Dexp,,(tv,)l:= Df"(tvl)exprDexg(tv,)(f oexpy) ’Dexp,(tvl)F' Df"(tv.)Of ODexp,(tv,)(expy)

Dexpy(tv‘)F(?(t)) =D of_l(tul) = Y(t) 5

-1 -1
(v, )Of oD exp, tv,)(€XPY) (Dyy, (expy(tuy)) = D, )

on en déduit que F est une isométrie locale.Par II.1.2.,0n conclue que F est une
application de revétement.

2) Flot géodésique, flot horocyclique de TIH2

a-
PSL(2,R= {(C d) EM(2,R)/ad - bc=1} {+1d}

Considérons l'action de PSL(2,R) sur H2 définie comme suit :
aby ___az+b
(C d ) z cz+d -

Cette action induit une action sur le fibré unitaire tangent 2 H2, noté T1H2, 4 savoir :

PSI(2,R) x TIH2 — TIH2

(az +

ab az+b cz+d)
( ) @, v_e¢) cz+d’|az+
|

. it

cz+d

glgials

I1.1.2. Proposition

PSL(2,R) agit librement et transitivement sur T 142,

Preuve

Soit v ETIHZ w = (z = x + iy, el®).0On veut prouver I’existence d’un g dans
PSL(2,R) tel que : g(v) =i, el0)

-1/2

y 0 1 -x
e—iod2) ( 0 y1/2) (O 1 )

- . -1/2 .
En effet,on a :( é i( ) (V) = (z=y, el*) = vl,( y 0 y(l)/2 ) (v =(z=i, %) =v,

elov2
On affirme que: g= (

cosa/2 -sino/2 io
(sma/2 cosa/2)(v2) (z=i, €19).

v étant égale 2 g~l(i)ona:



a

)

r b\ eM@2,R /(a b\ 1 -1 io
stab,, = e q (2,R) \c d (V)=VJ .Ona:stab, = g~ stabj; 'y g

Ona: Stab(i, eiO) =1d
On en déduit que PSL(2,R) agit librement et transitivement sur T1HZ2.
I1.2.2. Proposition

On a: Iso+ (H2) = PSL(2,R)
soit v, w ETZH2 , 8 € PSL(2,R).Soit v = (z, el®) w=(z el®).Ona:

<g’(z) el9, g’(z) el>p?2

<Dzg(v) , Dzg(w)>12 =

(img(z))?
ab, :
Si on pose g = on a :img(z) = —%—| ¢’(z) | = —L— D’ou:
pose 8 (Cd)’ 8@ lez+di2” © lcz+dI2
<v,w>R2
<Dge(v). DgW>H" =" —75 = <v,w>1?

Ona: PSL(2,R) C isométries de H2 : Iso H2. .

Soit g € Iso(H2).

On a g préserve les angles => g est une application conforme de H2CC.

g conforme = g holomorphe. [Cartan].
On en déduit que,: Iso(H2) C {biholomorphes de H2}.

H2 étant biholomorphiquement équivalent au disque unité D(0,1).

H25D. £ biholomorphe z —» f(z) = -
( ’ TPt T z+H )

On a que :{biholomorphes de H2} est conjugué par f 2 {biholomorphes de D(0,1)}.

az+cC
-_—

cz+a

[Cartan] : {biholomorphes de DO,1)} = {
{biholomorphes H2} = PSL(2,R).
I1.2.3. Proposition

y:R —H2 une géodésique.Alors,soit :

3

lal2 — Icl2 = 1} .On en déduit que



)3I(xER)| (VtER): Rel (¥(t)) =x)

ii)3(R>0);3(z0limzo=0)| (V(ER);Iy(t)-z0!=R)

est vérifiée.

On note (y(+%) , y(-) = (y() | [ y(t)-z0 1=R) N {zEH2| imz=0}
Preuve

Supposons y paramétrée par longueur d'arc, et considérons (v(0),y(0)) dans TIH2,

Sachant que PSL(2,R) agit transitivement sur TIH2, on peut supposer que
. . d
(1. 30)-= (i.3y)

y étant géodésique; y vérifie donc les équations du second ordre de 1.1.D.1,a savoir
[Y2(0¥1 (D) + ¥2(t)y,(D) =0

| 5 (e 2_ . 2=
dans ce cas : {YZ(t)YZ(t) (Y1) = (y2()” =0

|(1(0.Y2(0) = (0,0)
[(¥1€0).¥ 5(0) = (0, 1)

On en déduit que y2(t) = et et y1(t) = 0.

On utilise 1'action de PSL(2,R) sur y pour engendrer toutes les autres géodésiques, et
on vérifie qu'elles sont complétement décrites par i ou ii.

I1.2.4. Proposition

y: R — HZ étant une géodésique paramétrée par longueur d'arc, soit z € HZ; les
géodésiques (at) liant z a (y(t))tcR atteignent une position limite lorsque t—+

(t—-),

Cette position limite est une géodésique liant y a y() (y(—)). On l'appelle asymptote
positive (négative a y).

Preuve
On rappelle que :

Théoréme : [Bear]



Si (A B C) est un triangle géodésique dans H2 d'angles respectifs A, B, C et de

longueurs (a, b, c), ona: a2 + b2 -2 abcos C < c2.
Soit y une géodésique paramétrée par longueur d'arc avec conditions initiales :
(Y(0,y(0)  =(z0, ).

Soit 81 la géodésique liant y et y(t1); 81(0) =y et 51 (0) = uj et & la géodésique liant
yay(ty);82(0) =y et d; (0) = u2.

En appliquant le théoréme au triangle géodésique de sommet y, y1(t), y2(t), ona:

[dy 12 OF + @720 - [ 0.1, (0 s 2d@71 (DAY, 2(D)c0s(uy, uz)
Appliquons l'inégalité triangulaire a d(y, y1(t)),ona:

d(y, Y1(®) = d(y, YOy + d(v(0), y1(1))-

On en déduit que : d(v(0), Y1(9) — d(y(0),y) < d(y, y1(1)) < d(y, ¥(0)) + d(v(0), y1(t)).
On a la méme chose pour d(y, y2(t)),a savoir :

d(¥(0), y2(1)) — d(¥(0),y) < d(y, y2(t)) =< d(y, v(0)) + d(v(0), y2(1)-

quand t — © ,ona d(y, yi(t)) ~ t+ O(1) lsi<?2

d'ou cos (uj,u2) — 1 = [uj,u2] = O.et uj = u cqfd.

Considérons d la géodésique obtenue comme étant §(0) = y et 8(0)=u .  est bien la
position limite.

I1.2.5. Définition

Les courbes orthogonales aux asymptotes positives d'une géodésique donnée
sont appelées horocycles positifs.

I1.2.6. Proposition

h : R — H2 est un horocycle positif si et seulement si il vérifie :

Vi) Bi() = Iy (D) , I la structure complexe standard.




Preuve ,
h étant un horocycle, considérons (h(t), ﬁ(t)); on a :(h(t), Jh(t) ﬁ(t)) engendre une

géodésique (I1.2.5 Déf), d'our :
VJh(t) it Tho By =0

Vi bt = bV (O +V; A Gnc )h(t)

— Vim,l’.l(t)h(t) = lh(t)v h( t)

h(t)

Viuu)}.‘(l)(lh(t)) = al(h(t) = i( h( t)

d'oi : |

0 = i(h(t)h(t) + i(h(®)2 - VA® A ith®)2 = -1dn(), i(h(9) = Jn(r) ,et enfin:
Tneoy(R() =V h()

I1.2.7. Proposition

h: R — H2 est un horocycle ; alors,soit :

)I(yERT) | (V(t€R) Imh(t)=Yy)

ii) 3 (x€R); I (yeERt) | V(tER [h(t) - (x+1iy) | = %)

Preuve :

Considérons (z, v) = (h(O), ﬁ(O)),g étant une isométrie de H2,0n a : goh:R— H2
est un horocycle vérifiant les conditions initiales: (g(h(0)), gl-g(%%%lh(O) ).

Soit g I'élément tel que :  g(z, v) = i,i snotons H=goh.Ona:
Jx g

{Hz(t)Hl(t) + Hy(t) A0 = — Flp(0 - H2(t) Prop. (IL2.6.)

Hy Ha() + (192 - () = A1® - Hp(t)
La courbe H(t) = (t, 1) est la courbe solution satisfaisant a H(0) =1 et I:I(O) = aix_

11 suffit d'appliquer g—1 2 H pour avoir h et les 2 possibilités décrites dans I1.2.7.

I1.2.8. Proposition

Soit @ : R x TIH2 - TIH2t, (z, v) )— P(t,z,v) = (exp,tv, X(exp,tv)) ou X est
I'unique champ de vecteur parallele le long de exp,tv | X(0) = v.
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Soity : R x TIH2 — TIH2(t, (zv)) — w(tzv) = (h(t), h(t)avec h : R — H2
['horocycle positif avec (h(0), h(0)) = (z,v)}.

@(p) est une application différentiable vérifiant :

Q(s+t, z, v) = @(s; O(LZ,V)) , P(s+t, Z, v) = Y(s; Y(t,z,v))

@ ety sont repectivement le flot géodésique et le flot horocyclique de TIHZ2,

Preuve

La différentiabilité de ¢ et ¢ découle du théoréme de l'existence des solutions

d'un systeme différentiel (voir [.1.D.2.).

Q(s+t, Z, v) = exp,(s+t)v, X(exp,(s+t)v))

@(s, p(t,z,v)) = exPexp;tv (sX(exp,tv)) ; Y(exPexpztv (sX(expztv)))

o Y est I'unique champ de vecteur parallele tel que Y(s=0) = X(exp,tv).

Ona:

% sX(exptv) =s- g{ X(exp,tv)

X étant un champ de vecteur parallele ona : d% X=0= s X (exp,tv) = s X (exp,0)
d'ou : s X (exp,tv) = sX(z) = s.v.

On adonc : o(s, @(t,z,v)) = (exPexpztv (sv); Y(exPepotv (sv)).

Y étant un champ de vecteur paralléle le long d'une géodésique et X de méme. On a:

£ (X(1), Y1) =0.
Vu les propriétés des géodésiques, on a : €XPexp,tv (sv) = expg (tv + sv);

d'ou I'affirmation.

Pour 1 en tenant compte que 1'horocycle est orthogonal a une famille de courbes
géodésiques asymptotes, on démontre facilement la propriété de flot.
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Considérons : :
SLER)={A =G 3)EMQR) | deta =1}
I1.2.9. Proposition

SL(2,R) est une variété différentiable et les applications :

m: SL(2R) xSL(2,R) — SL(2,R)

A, B — AB
mj : SL(2,R) — SL(2,R)
A —- A-l

Preuve
11 suffit de remarquer que : SL(2,R) C GL(2,R) = {A EM(2,R) | detA = 0}

Or det est différentiable et donc GL(2,R) est un ouvert de M(2,R) ~ R4. d'ou
SL(2,R) en tant qu'ensemble de préimages de la valeur réguliere 1, et en utilisant
le théoréme des fonctions implicites, a une structure de variété.

I1.2.10. Définition

On définit 1'algebre de Lie de SL(2,R), notée sL (2,R), comme étant I'espace
tangent a l'identité. Le crochet de Lie de sL(2,R); [ ], comme étant :

[A,B]= AB - BA.
I1.2.11. Proposition
sL(2,R) ={A EM(2,R) | Tracede A =0}.

Preuve

Det (I + tX) — Det I
t

Dy det(X) = Lim
t—0

Det (I + tX) = Dett(t 11+ X)=t2Px ( ;(-t1))
ol Py estle polynome caractéristique de X.

Px () = 2-t Tr(X) + DetX d'od Dy (dety(X) = TrX



Ty SI2,R) = Ker Dy(Det) = {A EM(2,R) | TrX = 0}.

I1.2.12 Définition

On appelle ad l'application de sL(2,R) dans les endomorphismes de sL(2,R),
définie :

sL(2,R) — End (sL(2,R))
A — adA
adA : sL(2,R) — sL(2,R)
B — adA (B)=[A,B]
On appelle Ad l'application de SL(2,R) dans les automorphismes de sL(2,R),définie :
Ad: SL(2,R) —  Aut (sL(2,R))
A - AdA
AdA: sL(2R) - sL(2,R)
B — A-B-A-l = AdA(B)
Définissons sur sL(2,R) l'application bilinéaire suivante :
B: sL(2,R) xsL(2,R) = R

~ A,B — B(A,B) =Tr(adA o adB)

I1.2.13. Proposition
Pour tout g de SL(2,R) ,on a l'invariance de B sous I'action de Adg.
Preuve

11 suffit de remarquer que :

oadA o Ad

ad (Adg A)=Ad g1

g

et donc : ad (Adg A)o ad(Adg B) = Ad, o adA o adB o Ad

g
= Tr(ad(AdgA) 0 ad(Ang) = Tr(adA o adB).

g-1
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I1.2.14. Proposition 7 .
SO(2,R) = {A € SL(2,R) | AtA = Id} est une variété C* et son espace tangent
TiSO(2,R) (son algébre de Lie) est égal 2 E+ ol E* est le sous-espace vectoriel de

sL(2,R), associé 2 la valeur propre 1 pour I'opérateur o.
o:sL(2,R) = sL(2R),A —= o(A) =-tA
Preuve

AESOCR) = AtA=1d=si A=( ¢ 3)

a2+b2=1  d'od SO(2,R) C M(2,R) est un compact
c2+d2=1

Le fait que SO(2,R) est une variété découle de SI(2,R) est une variété.
SO(2,R) = { AEM2R) | f(A)= 0} ,£:M2,R) = M(2R),A = f(A)=AlA -1d
On a donc : Tf SO(2,R) = Ker Djf.

(I + hX) (I + hX) - ItI
m h

Dff (X) = Li
h—0

Dif X) = X+ty
d'ou: AEso(2,R)=> A=-ta=+0(A) dou AEE*.
I1.2.15. Proposition
La forme bilinéaire définie comme suit sur sL.(2,R) , sI(2,R) x sL(2,R) .—> R

A ; B = <AB> = B(A, o(B)) = Tr(adA o ad@©(B)) définit un produit scalaire
Ad(SO(2,R) invariant.

Preuve
0 c-b 2a
Si A:(i _f’a); Ona:adA={b—<c 0 ~(brc))
L 2a —(b+c) 0 J

et <A,A>=8a2 +4b2 + 4c2 doi < > est définie positive.
Le fait qu'il soit Ad (SO(2,R)) invariant découle du fait que :
o(Ad(k) B) = Ad(k) (0(B)) , k € SO(2,R) et que B est Ad(SL(2,R)) invariante (I1.2.13)

en admettant le théoréme suivant :



I1.2.16. Théoreme
1) SL(2,R)/SO(2,R) est une variété différentiable avec une SL(2,R) action, et

Tiso2,R) (SUZR)/SO2R)) = E~ = {AEsL2.R) | o(A) =-A}.

2) SL(2,R)/SO(2,R) équipée de < > est une variété Riemannienne de courbure
sectionnelle. K(Y,Z) = —% B([Y.,Z],[Y,Z] )pour Y,ZEE-et<Y,Y>=1 et(ZZ)=1.

Remarque
Pour 1) voir [MNEI-TESTARD]

Pour 2) voir [CHEEG-EBEIN]

. Y1 Z] 01
En calculant K(Y,Z) pour Yzm et Z:HZIH avec Yq :(_1 0 ) s 2y = (

01)
on obtient : K(Y,Z)=-1.

I1.2.17. Théoréme

PSL(2,R)/SO(2,R) s'identifie 2 H2.

Preuve

Ona:K(Y,Z)=-1 pourY et Z champs de vecteurs orthogonaux sur SL(2,R)/SO(2,R)
d'ou PSI(2,R)/SO(2,R) est une surface hyperbolique.

ParI1.1.9. ona que : H2 est le revétement universel de PSL(2,R)/SO(2,R).

PSL(2,R) agt sur H2 (voir Déf)

et stab; = SO(2,R) d’ou H2 est homéomorphe 2 PSI(2,R)/SO(2,R).

d’ott H2 = PSL(2RY/SO(2R) et donc : TIHZ ~ PSL(2,R).

Considérons Id € PSL(ZR), et soit (o,i,e"™2) I’élément de TIHZ i
correspondant et soit y: [a, b] — B la géodésique telle que :

(¥(0), y (0)) = (o, i, v/ 2). On a vu déja que: y(t) = (o; et) ,y(H) = 2 ,d'ol :

. e2 o /2
(Y®, y (1) = ( 0 12 ) (0,i,e"V<),d’oll le corollaire suivant :



I1.2.18. Corollaire
Le flot géodésique du fibré unitaire tangent a H2 s’identifie 4 ’action du groupe
a 1 parameétre (( eo e—(:/z )) sur PSL(2,R). Cette action étant définie comme
tER

suit : (( etéZ e_(:/z ), g — (et(;z 6—2/2 ) "8

Considérons I’horocycle positif h orthogonal a la géodésique y | y(t) = (0, eb).

et soit v(t) = Jh(t) h(t). Ona:h(t)=t + i et Jh(t) h(t) = 2

d’oit (h(D). Ty h (0 = (t+1,e72) = ( o ) (8. 30y (B (O))

On en déduit le corollgiire suivant :
11.2.19. Corollaire :

Le flot horocyclique positif du fibré unitaire tangent a HZ s’identifie 2 I’action

du groupe a 1 parameétre (( 5 ; )) cr sur PSL(2,R).
t

(((1) ;))ER x PSL(2,R) — PSL(2,R)

(01) e~ (01)e

11.2.20.Corollaire :

On a les égalités suivantes :

s/2 s/2
) (5;)(60 e-2/2) =(eo 6-2/2)'((1) eit)

et

. 1ty /-cosa/2 sino?2 eS2 -sina/2 cosa/2
it) (0 1) ‘( -sino/2 -cosa/2 ( 0 e-s/2) (—cosoz/Z —sina/Z)
avec cotg o/2 = ;_— et t = 2 sh (s/2).

Interprétation de ces égalités :

En supposant que toutes les courbes sont paramétrées par longueur d’arc.

Ona:



) SiveT!H

Considérons y: [0,s] — H2 » Y géodésique tel que (Y(0), y (0)) = v et soit (y(s), y (s)).
Considérons h: [0,t] = H2, h horocycle positif,tel que :(h(0), h (0)) = (Y (s), y (5))
et soit (h(t), h(1)). Ona: (h(t), h(1) = w € TIH

Considérons hj: [0, eSt] — H2, h, horocycle,tel que :

(h1(0), h 1(0)) = v. et soit y;: [0, s] — H2, géodésiquement telle que :

(Y100, v 1(0)) = (h1(eSt),h 1(e) et soit (y1(1), ¥ 1(1))

L’égalité (i) dit simplement que: (y,(t), y (1)) = w.

iy ¥
i)

7

J <y = h(E)
Yto) = hid) h $(5)

-sina/2 cos(-a/2) .
Ona: (cosoj2 -sina/2 >(V) = v(0)

eS/z 0
v (0)) = vy i llaire [1.2.18
( 0 _e_s/z) (v (0)) Y (/s),jyou corollaire )

< (W)
/ \\ ol ‘)h(t)( |

, AN
/ A
/,/
/ T-o
hit)
-cosa/2 sina/2 . .
(-sincw2 cosaz ) () = Ty (V) $)
L (
(—; A ~‘Tir\(t) U‘( )
W)
(¢}

(01) ™= JneGBy



3- Calculs dans H2; éléments remarquables du groupe d’isométrie :

Considérons le disque unité ouvert D(0,1) et équipons-le de la métrique

2 2
riemannienne suivante : (ds)2 =4 (ldx( +(d )
—(x“+ '

I1.3.1. Proposition

(D(0,1), ds) est une surface hyperbolique.
I1.3.2. Proposition

(D(0,1), ds) s’identifiea (HZ, (ds)).
Preuve

(D(0,1), ds) étant uné surface hyperbolique, H2 est son revétement universel (II.1.9.).

Ona:
f H2 — D(0,1)
z — ;—:_—ll est biholomorphe donc homéomorphisme.

d’ou: H2 "="DX0,1)
I1.3.3. Corollaire

Le groupe d'isométries positives de (D(0,1), ds) est SU(1,1).
ou: SULD={(§ 7)1 tal2-1ci2=1]

Preuve

h € Isot(D2); en utilisant 11.3.2.,0n a :f loho f: H2 — H2 est une isométrie
positive; d'oi: £ 1 o h o f € PSL(2,R). et de 1a, on a h € SU(1,1)

avec SU(1,1), D(0,1) — D(0,1)

ol

ac az +
- .Z—')'
(c a)’ cz +

1]

I1.3.4. Corollaire :
Les géodésiques passant par O sont les diametres du disque.

Esquisse de preuve :




Il suffit de remarquer que les géodésiques passant par O sont les images par f
des géodésiques passant par i dans H2.

I1.3.5. Proposition

P étant un point de D(0,1);
Notons p la distance hyperbolique d;(0,P) et r la distance euclidienne d(0,P), on a:
thp2=r
Preuve

On peut supposer P tel que imP = 0. On en déduit que Rel P=r.
La géodésique liant O et P est a: [0,r] — D [11.3.4.]

t—t

r
A0, (o172
Ona:dy (OP) = J <01[(_) IIZ((t;:z

r

d'oir: dp, (OP) = Ol T—ITZ-dt

d'ou: p = 2argthr = r=th(p/2)

I1.3.6. Proposition

Le cercle de centre O et de rayon hyperbolique p est d'aire égale a 2m(chp-1)
et de périmetre 27w shp .

Preuve

Soit P appartenant au cercle de centre O et de rayon hyp p. Ona:
dhyp (O,P)=p =>dgyc (0.P)=thp/2 (I13.5)
donc, P appartient au cercle de centre O et de rayon euclidien th p/2,d'ou:
P=th p/2 cosB + ithp/2sinf avec 6 € [0,2x].

Ceci est une paramétrisation pour le cercle de centre O et de rayon p.




m - 12
Lh(I,)___J2<I‘(0),I‘(G)> do

1 -IIr®)I2

2%
donc, Lh (I") = J‘ shrd® = 2x shp

L'aire intérieure de I" est une région paramétrée par :
{01] x [0,27] =D
t N
(t,B)—*th-i- cosO + 1th:2- sin0
P P
d'ou: Aire B(O,p) = J‘L(C(O,t)) = J‘Zn Shtdt= 2w (chp-1)

I1.3.7. Proposition
l') Un triangle géodésique dans D (dans H2) d'angles o, B,y a une aire égale a:

7T - (a+B+Y).

2) Un n gone géodésique d'angle oy, xp,..., 0, a une aire égale a:
(n-2)t~(ag+an+...+0p).

Preuve

-

1) Plagons-nous dans H2 ;
N T-o

4
A )

!
51!
—
™ N

Soit T le triangle de sommets v, VB Vy d'angles respectifs o, B, y.

Considérons T le triangle de sommets VR, Vy et Y= d'angles respectifs 8, y+01, 0;
T, le triangle de sommets v ,, vyety=c d'angles respectifs 71—, 064,0.Ona:

Aire T = AireT| — Aire T».



Soit T' un triangle quelconque de sommets v, Vop, y=%° d’an;g]eé respectifs af, a2,
0. PSL(2,R) étant transitif, sur T!HZ. On peut supposer T" représenté comme suit :

A A

*3
™

dxdy _ couxiz-ap dxdy

AireT'= f, —~ = ooy );2_2 y2 d'ou :
y ~ X

AireT'=%-al-(02-m2)=n-(al +a2+0)  cqfd.

On déduit que : Aire Tj=n—(B+(y + 81)) et Aire T2 = n~((m—a)+061) et donc :
Aire T = - (B+y+a) cqfd.

2) Considérons un n gone géodésique d'angle oy, o, ..., an. Notons v] le sommet
d'angle a; et relions-le au sommet vj d'angle aj par un segment géodésique. On a
construit ainsi une triangulation du n gone, géodésique.

L'aire du n géne étant la somme des aires des triangles de cette triangulation, on a la
formule demandée apres utilisation de 1) pour calculer l'aire des triangles de la
triangulation. '

1L.3.8. Théoréme

Soit h=1d un élément de Iso™ (D, ds). Alors,on a soit :
1) h a un unique point fixe x et x$Sl. On dira que h est elliptique.
2) h.a un unique point fixe x et x€S!. On dira que h est parabolique.

3) h a exactement deux points fixes x et y | (x,y)ESlx sl. On dira que h est
hyperbolique.

Preuve

Soit h = Id € Iso* (D, ds).Prolongeons par continuité h sur 3D = S! ; i étant ce
prolongement,on a h€ C(D, D).

Théoréme de Brower [Milnor]
Toute application continue de D dans D admet au moins un point fixe.
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En appliquant Brower 2 hyona: card Fixh = 0. (Fixh ={x€D | h ®x) £x)
Montrons que card Fix h <2

Supposons que card Fix h = 3. Notons x, y, z ces trois points fixes.
Affirmation :

On a au moins 2 points panm X, ¥, Z appartenanta aD.

En effet,si on supposait que x et y€E ﬁ, et en considérant y la géodésique liant x et
y et en notant v = (Y(0), y (0)) I'élément de T!D. Ona h(v)=v=heE stabSU(l' n .

Or, SU(1,1) agit librement sur TlD. [voir I1.2.1. - [1.3.3.],dou h=1Id contradiction.
Supposons que x et y € aD, soit y I'unique géodésique d'extrémités x, y de D, et

soit & la géodésique L y et passant par z.

= (8 et ¥ sont uniques. On le verra 4 la fin de la preuve.)=

\ 30

Ona h fixe (&0), 5(0)) = h=1d,d'olsz €Ey. Donc It | z = y(to). Ona: h fixe
(\®,¥(to)) = h=1Id, d'ot card h <2.

Sicadh=1

On a soit h vérifie 1, soit h vérifie 2.

Sicard h =2

Notons x et y ses deux points fixes.
irmation :

xety€E aD. En effet,sixety € ﬁ,on a h fixe le segment géodésique liant x et y
point par point, d'ott h = Id.

Donc si card h = 2,0n a h vérifie 3.
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Pour compléter la preuve, il nous reste a prouver l'unicité des géodésiques y et &
(voir =)

1) Unicité de y:

On peut supposer que O €. :
- N

y

X t ° 04 Y
\\
et soit v une géodésique liant 2 TR

~

Y4

Paren

\ T y
X 0 x
/ |
_

Considérons le triangle géodésique T de sommets O, x, y et d'angles 7, 0, 0.

Ona: AireT=n-m+0+0) (voirll.3.7.)
d'ou: Aire T =0 . Donc,contradiction.
Unicité de o.
Supposons 8] une géowgdiﬁérente de J passant par z et orthogonale a y.

Considérons le triangle géodésique T1 de sommets z, 23,231 et d'angles o, 5t/2, 5w/2.

AireT]:n—-(JZl+22‘-+ a)=-a —  AireT1 <0. Donc,contradiction.
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I1.3.9. Corollaire
h = Id, h € Iso* (H2, ds). Alors,soit:
1) h admet un unique point fixe z tel imz > 0. On dira que h est elliptique.

2) h admet un unique point fixe z tel imz = 0. On dira que h est parabolique.

3) h a exactement deux points fixes z, zy, imz{ = 0, imz = 0. On dira que h est
hyperbolique.

I1.3.10. Remarques
Considérons le cas 1 .

On peut supposer z = i. Donc,h est un élément de SO(2,R).

_ /cosa/2 —sina/2
‘( sina/2 cosa/2 )

h agit comme une rotation d'angle a sur tout vecteur unitaire tangent a H2enz.
Considérons le cas 2 .

On peut supposer que z = +®

Considérons toutes les géodésiques positivement asymptotiques & y(t) = eli.

On a h laisse invariant tout horocycle positif orthogonal a cette famille de
géodésiques. h agit comme une translation sur cet horocycle.

Considérons le cas 3 .
Supposons que z] =0, z =+,

On a h laisse invariante la géodésique y d'extrémités z; et z. On appelle y axe
hyperbolique de h.

IL3.11. Corollaire :
h]1d € PSL(2,R). Ona:
h elliptique <> Itrace hl < 2
h hyperbolique <> Itrace hl > 2

h parabolique <> {trace hl = 2



Preuve
. ab . . n
Si h= ( c d ) et zo est un point fixe de h. Alors,zy est racine du polyndme

cz? + (d-a)z — b= 0. Le discriminent A de ce polyndme est égal a :
A = (d-a)2 + 4 be = (d-a) + 4(ad — 1) = (d + a)2 —4 = (Trh)2 - 4.

Si ITrhl > 2,0ona: A> 0 et donc on a deux racines distinctes et de ce fait ,h est
hyperbolique.

Si ITrhl < 2,0on at A < 0 et donc deux racines complexes conjuguées => un unique
point fixe dans H2 (la racine dont la partie imaginaire est positive) = h est elliptique.

Si [Trhi = 2,0on a une unique racine double réelle => h est parabolique.
Les sens inverses des implications :

Si_h _est parabolique. Ona ('zEfixeh et z=Rel z)

Il existe un g € PSL(2,R) tel que g(z) = .

Ona:gh g"1 est parabolique et admet © comme point fixe.

don: ghgl = ( o ) (11.3.10.)

Trghg‘1 =Trh =2 cqfd.

Si hestelliptique ,ona:

N zEH? | imz>0 et h(z)=72)

Soit g un élément de PSL(2,R),tel que g(z)=1i.

Ona:gh g‘1 est parabolique et d'élément fixe i, donc:

-1 _ (cosa/2 —sina/2

ghg™ =( sinw2 cosa?2 (IL3.11)

) a0
dou:Trghg™! =Trh=2cosa/2,dot: ITrhl = 2lcosaw2l < 2.

Si_h est hyperboligue Ona: 3 (ziEH2, imzj=0 et h(zj) = zj) i€{1,2}

Soit g un élément de PSL(2,R) tel que: g(zj) =0 et g(z2) = =

Ona:gh g"1 est un €lément hyperbolique fixant O et o,

ol




2

- e
dot: ghg lz( 0 et2

. )wo @w3.11)

Trh:Trghg"lzet/2+ 2 - 2cht/2 ,dou: ITrhl = 2cht/2>2

4] Surfaces hyperboliques
Soit S une surface orientable.

I1.4.1. Définition
On appelle structure hyperbolique sur S la donnée d'un atlas de cartes (U, 9)
vérifiant :Ug — H2 @q, difféomorphisme, et Ppo cpg :@a (UaN UB) = ¢p UaNUp)

soit la restriction d'un élément de PSL(2,R) & (U N UB).
IL2.4. Remarque

Les définitions I1.4.1. et I1.1.1. sont équivalentes : en effet, si S est une surface
hyperbolique,on a :

(H2, S, p) est un revétement universel de S avec p isométrie locale. Ona:

(p: Vi = (V) est une isométrie). On choisit Uy / p1(Ug) = U Vet p: Vg = Ug
est une isométrie. On pose @ P—llU actona (Ug, Q) un atlas vérifiant les deux

conditions.
I1.4.3. Définition
On appelle genre de S, noté g, I'entier naturel vérifiant : 2 — 2g = (S) ot %(S)
est la caractéristique d'Euler.Poincaré de S.
I1.44. Lemme

Pour n €N - {0, 1}, il existe une surface S compacte de genre g = n et S est
hyperbolique.

Preuve
Fixons n €N - {0, 1} . Considérons un 4n gdne géodésique régulier dans (D(0,1), ds).
Ona: AircrA=(4n-2)r-4na (1L3.7.)

On a une famille (Aa)aE[O,Zn] de 4n gone géodésique régulier dépendant

contintiment de a.
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Choisissons le A tel que 4na=2n

et construisons la surface combinatoire K, obtenue comme suit :

:n=2

On colle les cotés portant la méme lettre avec sens des fleches compatible.
On obtient une surface a 1 sommet, 1 face et 2n arétes.

Ona: x(K)=1—2n+1;2—2n=g=n

K est hyperbolique . cqfd.

I1.4.5. Lemme

Pour n =0, n=1 on n'a pas de structure hyperbolique sur une surface compacte
S de genre gégal an.

Preuve
Ona x(S)=2-2g=2-2n.Pour n=0 ou n=1, ona: %(S)=0.
Par Gaup-Bonnet (1.6.12),0na: fs K(S) ds = 2;w x(S), d'os fS K(S)ds=0.
Si S admettait une structure hyperbolique, ona : K(S) = -1 etdonc:
— Aire (S) = 0 Contradiction.

I1.4.6. Théoréme

Soit S une surface compacte hyperboliquesalors : S = H2 /T ou T est un sous
groupe discret de PSL(2,R) et tel que : V (y EI'- {e}), y est hyperbolique. '

Preuve

2 R .
En se basant sur le théoréme II.1.9.,0ona: H — S est un revétement universel
P

T =I1)(S) estisomorphe 2 Aut(H2, S, p). (Voir [God])

p étant une isométrie locale,on a : %{l;lt (H2,S,p) C PSL(2,R)




d'ozS = H2 / T oi I agit proprement et librement sur H2, [God]

Affirmation
I" agit proprement et librement sur H2 implique :

J(e>0) | V (xEH2), V (g€T-{e}) dh (x, g(x)) = €.
En effet:
I" agit proprement et librement sur H2. implique que :
V(xEH2),3UEV®X)telque: gU)NU =& pour g=e. [God]
Posons U =B(x,€) ou B est la boule hyperbolique de centre x et de rayon &.
S étant une surface compacte, le choix de € est uniforme pour tous les x.
Onaalors: g (B(x,£)) N Bx,e)=FgET - {e} =
800 € B(x, £) = dpyp (x, g0 2 ¢.
Pour un élément y paraboliqugona: Ve>0, 3(x€H2) | dhyp x), x) <e.
En effet ;

On peut supposer y= ( (1) { ) (voir I1.3.11).

Soit z= yiEst ona:y(z)=1+y.i

|
dh 2, 1(2)) = arg ch (1+-2-3,I—(,,?(——-z—)%u—) ou dh (@, ) =arg h 1+ 57

On peut trouver y tel que arg ch (1 + ;17—) <E. cqfd
y

I' agit librement = V g=e ; Fixg N H2=0 = g n'est pas elliptique.
d'ou: V g E€T'—{e}; g esthyperbolique.

Soit I' un sous groupe discret de PSL(2,R).
I1.4.7. Définition

On appelle polygdne fondamental pour l'action de I', une partie fermée P C H2

vérifiant :
M



1)U yP=H2
yer

2)713013=Q si y#e.

3) Pourtout cdté s de P, il existe s un autre coté de P et y un élément de I' différent
du neutre,tel que : ¥(s)=s.

4) Pour tout compact K C_H2, il n'existe qu'un nombre fini de y dans I tel que :
KnNyP)= 3.
I1.4.8. Proposition
11 existe un point a € H2 tel que y(a) = a pour tout y différent du neutre.
Preuve
Considérons f la fonction définie sur HZ par :
f: HZ->Rt

x — inf dy (x, (x))
YET - {e}

et supposons que : V (x€H2), 3 (y ET tq y(x) = x). On en déduit :

3@ E€EDhen g dh (X, 1yx) >0 = y, — I4,d'olt contradiction avec I’

n—oo n—o0

discret. (Il suffit de choisir certaines valeurs pour x pour obtenir Yn Iq)

n—©

Notons pour ce a choisi, H;(a) = {xEHzi dp (x,a) < dp, (x, (@)} et considérons
D, = O H'ya). Ona Da# @, (il contient au moins a.)

I1.4.9. Proposition

D, est un polygdne fondamental. On I'appelle polygone de Poincaré.

Preuve

1) Soit y € H2 considérons :I' — R

Y — d(y, y(a))




I' étant discret, cette fonction admet un minimum. Notons Y, I'élément oll ce minimum

est atteint.

dp (0 Y. ) = dp, (5, Yp2) = ;nf dp, (v, (@)

dh 4g ¥ 1@) = dh (7 Yy(@) Yy ET—{e}
or:dp (¥, Ygre) = dh (3, 1@ = dp (1 ¥>a)

: -1 -1 . -1
Ona: V(yerlHe}); dp (YO Y, ¥(@)) = dy, (¥, ¥o(a)) = dy, (o - a).D'ou:yO y&ED,
Onadémontréque:VyEHZ, 3 (yoT) | YE)IYEDad'OﬁH2=YLE’rYDa

2)Soitx€lsa, ona:yxEylSaor:

yDa={x€H? | dy (x,v@)<d (x. Y(ip@). Yo = ©) }

1

Posons:yp =y et y=yx €yD, , donc :dy (y, y’l(a)) <dp(y,a) = y€& D a

d'ou : f)a ny 6a= & pour y=#e.
3) Premierement,remarquons si z et y(z) €D, pour y = ¢ alors,d}, (z, a) = dy, (Y(2), a)
On appelie médiatrice de [a, y(a)] I'ensemble (z € H2 | dp (a,2z) = dy, (¥(a), 2)

Si s estun coté de Dy, il existeun yE I' tel que s soit inclus dans la médiatrice de
[a, Y(@)]. Considérons la médiatrice de [a, y‘l(a)]. On sait que [a, y"l(a)] porte un coté
s de D,. Considérons T 1 le triangle géodésique représenté ci-dessous.

—

'1
¥(a)
> A

et T le triangle géodésique reﬁrésenté ci-dessous.




y‘l envoie T sur T,. Notons hj la hauteur de T portée par s; hy la hauteur de Ty
portée par 571 Soitz € hy 5 suite a la remarque faite au début,on a :

1

dh (z,a) = dh (y_1 (z),a) =>y * envoie hj sur hy.

Considérons les triangles T3 et T4 décrits ci-dessous :

§ @ L e

-

Notons hz et hy les hauteurs de T3 et T4 portées respectivement par s et s.

Ona: y‘l(h3) =hy

s=hjUhg ona: yl(s)=s; s=hyUhy.

4) K un compact de H2.kc U ’
xeH

de x. K étant compact, il existe un sous recouvrement fini de K par les V. 11 suffit
donc de démontrer que : V¥V x € HZ,3 VeV®X),telque: y(Da) N V= I pour un
nombre fini de y. Suite a la propriété 1, il suffit de se restreindre aux x € Dj.

Vx ; ou V4 est un voisinage ouvert quelconque

On a donc trois cas a étudier :

1) xe D a.

11 suffit de prendre V = Da.

2) x&€dD;3 et x n'est pas un sommet.

XEdDy = AyET - {e} t(i: x ED3 et x EYD;,.
Il suffit de prendre V=D, UyD,

3) x €dD3, x est sommet.

I" étant discret, ona: 3 B (x,¢) : Boule de centre x etde rayon ¢ tq: yYBn Dy # &
pour un nombre finide yET.

Posons: V="u 4y, -
yel
vyBND =@
Dans les trois cas,V vérifie *. cqfd.
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I1.4.10. Remarque

Soit S une surface compacte sans bord,hyperbolique; I' sous groupe de
Poincaré. Considérons D3 le polygone de Poincaré associé a I'.

1)‘Ona: Y x ED@ ;dh (x,@)<D , D ne dépend que de la surface S.
2) dD3 est une collection finie de segments géodésiques.

En effet :

1) S étant compacte, notons D le diamétre de S. c'est a dire D = sup dh (X,y)
(X,y)ESxS

Soit yEH2,ona:3yET tq:dh (v, y@)<D.

Notons:al =p(a) od p: H2 - et y1=py).

Ona:dy (y1,a1) < D,d'ob I'affirmation.

Pour yEDja,ona:

dh (y,a) < dn (y,v(@)) V(ETe})

En choisissant y tel que y vérifie dh (y,y(@)) <D, ona: Vy&EDg :dh (y,a)<D

2)Ona:dDaC y[EII‘- «? H; ,T étant discret, I'ensemble {ya, YET} est discret.

Ona: card {yET | dh (a, y(a)) < 2D} <

zeaH;=> dh (z,a) =dh (z,¥(@)). Si z€dD3 = dh(z,a) < D

d'ou: dp (a, y(a)) < 2D,don:dDa C U GH; => dDj, est une union finie d'arcs
y fini

géodésiques portés par les médiatrices de [a, y(a)].

On remarque que S a une représentation en surface combinatoire, a savoir : Dy ol
les paires de cotés s et s sont identifiées -

11.4.11. Théoréme

Une surface S complete , non compacte y hyperbolique , d'aire finie est
homéomorphe a une surface compacte sans bord , moins un nombre fini de points .

De plus, Aire (S) = -2 mx(S).
38



Preuve
Considérons I' = I1] (S) et soit D3 son polygone de Poincaré.
Affirmation

Notons V l'ensemble des sommets de Dajon a: Card (V N 3(IX0,1)),ds) < =

Soit vy ........ vn n sommets de V N é(D(0,1).

Considérons le polygone géodésique P de sommet v] ........ vn -On a Dj étant
convexe , Dy contient ce polygone,donc : Aire P < Aire Da .

OnaAireP=(n-2)xr ,dou(n-2)x < AireDa=Aire S < ». d'oun < oo.
Considérons maintenant V N IX0,1).

Affirmation
Card V ND(0,1) <

En effet,Soit v un sommet de V N D(0,1),0n as
3e>0/ yB(v,e) N D, = & pourun nombre fini de y dans I3ceci implique qu'il n'y
a qu'un nombre fini de géodésiques dans un voisinage de v et qui sont bord de Dj.

Considérons deux telles géodésiques qui passent par v et notons a, l'angle en
v formé par ces deux géodésiques. On a «, est strictement inférieur a .
Prenons v ...... Va dans V NMD(0,1) et construisons un polygone géodésique P
de sommets v ...... vp , P inclus dans Dj.
On a:AireP=(n.2)x - zﬁi (11.3.7),d'ots 27 + Aire P = Z(n -B)
1=1 1=

Bi < awi ,ona: 2x + Aire P 22(“—av.) d'ol: 2+ AireDa> Y (n -ay)
i

i=1 vED(0, )NV

Décomposons V ND(0,1) en deux parties disjointes A et B,a savoir :
A= {v EDODNV/a s 332},13- {v EDO NV/ a, > %}
Et soit la relation d'équivalence suivante :
vi EIX01) N Vest équivalenta v, € D0,1) N V ssi p(vD: p(vy)

(p: D(0,1) — S l'application de revétement ).
9



3 { ona:';,av. = 2x

I On en déduit que :
V (v €D(0,1) N V) 3 (auplus) v,,v, EB/[v,] =[v,] =[v]
V (v €D(0,1) N V) 3 (aumoins) v; EA/[v,] =[v]

De plus,la relation ; 2t + AireDa> Y (% —ay) implique que : Card A <.,

— veEDo,nNv
% On en déduit que Card V ND(0,1) <

En effectuant les identifications des cotés de Da ,on construit S.

D, -(v éaD(O,l) N V) Ug,..8,) ... .

on obtient ainsi une surface compacte S'et S = S' - {v €31X0,1)}. d'ou l'affirmation.

— 11.4.12 Remarque
Pour S surface de volume fini,on a démontré que D3 admet des sommets sur
S1 = 9D(0,1)- Remarquer que :

- Stab, (V) ={y ET /y(v) =v } pour ve& §' et v sommet de D, est engendré par un

— élément parabolique.



5) Flot géodésique et Flot horocyclique d’une surface hyperbolique compléte
d’aire finie :

Via les identifications de H2 et de PSL(2,R)/SO(2,R) , de TIH2 et de PSL(2,R) on a:
I1-5-1- Proposition :

Soit S une surface compléte hyperbolique, connexe et non simplement connexe;
ona: S =T\PSL(2,R) / SO(2,R) ou I'" est un sous groupe discret non trivial de

PSL(2,R) agissant librement et proprement sur HZ.
Le fibré unitaire tangent T1S s’identifie 2 I'\ PSL(2,R).
I1-5-2- Definition :
On définit le flot géodesique du fibré unitaire tangent & une surface complete
hyperbolique S comme étant 1’action du groupe a lparamétre,{{‘j g)}t sur
0 e?) 4

s

V]
sur '\ PSL (2,R),définie comme suit :1| e 0 o I'\ PSL(2,R) — I'\ PSL(2.R)
\0 e? I =

(
I
\

[\
Wi«
o

O
1

II-5-3- Definition :

On définit le flot horocyclique positif du fibré unitaire tangent 2 une surface

1
compléte hyperbolique S comme étant 1’action du groupe a 1 paramétre {( 0 3}
. 1ER

» 1
sur T'\ PSL(2,R),définie comme suit {( . 1’)} x T\ PSL(2,R) — ['\ PSL(2,R)
tER

Lo (1
{o y e Ig(o Y

I1.5.4. Definition :

On appelle orbite du flot géodésique du fibré unitaire tangent 2 une surface
, ( % \]
hyperbolique S compléte I’ensemble {I‘g{ ¢ OS t , g fixé dans PSL(2,R)).
2

| Vo e g

On dira que cette orbite est périodique de période T,s’il existe T>0 tel que :
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[em

: ( : \

0 .
V(sER)ona:Fg{e @D =rg{e ?i
{0 e *) \0 e?

I1.5.5. Definition

On appelie orbite du flot horocyclique positif du fibré unitaire tangent & une

1 t
surface hyperbolique S compléte I’ensemble {I‘ g( 0 1)} g fixé dans PSL(2,R)).
teR

On dira que cette orbite est periodique de période T, s’il existe T>O0 tel que :

» ) 1 t+T\ 1 t
VY(tER) ona.]‘g(o ) }=Fg(0 1

1L.5.6. Proposition :

L’ensemble des orbites periodiques du flot géodesique du fibré unitaire tangent a
une surface hyperbolique compacte est non vide.

Preuve

S étant compacte,on a : Xy €) tel que y soit hyperbolique (I11.4.6)

[ \
On peut supposer que Y= | € 9&| (IL.3.11)
\0 e?)

e

T
Considérons I’orbite :{I‘; € f)_s_ b
l\ ez/}sel

(G VM5 o) (g
Ona:ry® % ¢ 9 -ry° G |

(o e’J\O e?) 0 e *)
(i oN,3 o) (3 M3 o)
r|° ?i 1€ _Oir.|=r'|e f)&“e (_)z »ona
Lo ezJ\O e %) L0 e ?)\0 e’)
[ = \ (i o) (5= o) (3 o)
r|¢ _9_+,£|:I“y|e .| etdonc:T| ¢ _&”:F.f (_)1
L0 e ?2) \0 e’) L0 e ?) \"’ezJ



d’otl {[{[I‘ ]} \ est périodique.
1 J
IL5.7. Proposition :

L’ensemble des orbites périodiques du flot horocyclique positif du fibré unitaire
tangent a une surface hyperbolique compacte est vide.

Preuve :

Supposons que :{F )} est une orbite périodique de période T.
teR 4

glo 1
[ 2 \]
1ty e2
Considérons :{I‘g( 0 1)}6 %J}
l \ 0 ¢ Jtaz
[ 2 \ [ = \ %
I n' 2 2 1 e™t
Sachantque:( \|e O&|=|e Oi|( )
\0 U\O _2} L0 6-2}\0 1
TR A
On a que :{I‘g\ 0 1)} ¢ Os_u |t est une orbite périodique du flot
l o )]

horocyclique de période eSOT.

En faisant tendre s) — -, on obtient des orbites périodiques de périodes de
plus en plus courtes.La compacité de S implique I’existence d’un point fixe par

(A
\0 ¥

»d’ou I’existence d’un élément parabolique; contradiction avec 11.4.6.

I1.5.8. Proposition :

L’ensemble des orbites périodiques du flot géodésique du fibré unitaire tangent
a une surface compléte d’aire finie est non vide.

Preuve :

Il suffit de montrer I’existence d’un élément hyperbolique dans T' et de
reprendre la démonstration de II.5.6.Prouvons 1’existence d’un élément
hyperboiique; procédons par 1’absurde.Supposons que tous les éléments de I" sont
paraboliques.




 —] ——y

‘ 11
Soit y,EI‘,onpeutsupposerylz(o 1) etsoit gEl,g=yjet g=y .Ona:

11 +
g vl=(‘: Z)(O i (‘C' ‘;Z),gner=>Tr(gyl)=2=Trg=2.

doizc=0.

o ) . { L\
Donc gcommute a y; ot ' Z = <\O 1}>'
On a donc:S est homéomorphe a S1x[0,1].
d’oli:x(S) = 2, et g le genre de S est égal a zéro,donc contradiction avec I1.4.7.

I1.5.9. Proposition :

L’ensemble des orbites périodiques du flot horocyclique positif du fibré unitaire
tangent a une surface complete d’aire finie est non vide.

Preuve :
En se basant sur la remarque I1.4.12,0n a :3 y parabolique appartenant 2 I'.On peut

supposer y = (1 R Considérons‘{l‘r1 t\} Ona:
0 1)’ T Y[

(1 t\{l (1 t+T\ {l T\(l t\ {1 t\
Mo yio 1/ o 1,70 1o y~Mo vy

t+Ty (1
*Noft Yveer) .

d’oil:l“\O 1 ;"o v

S=T \ PSL(2,R) SO(2,R) avec S est d’aire finie.

I1.5.10. Définition
( % V]
On dira que !’orbite } Os |} est dense si est seulement si son
\0 e?)] g

adhérence | I“gi s
| Lo 2

{r
l
|{e§ 0 \]}
J



I1.5.11. Définition L
On dira I’orbite {Fg{ \} est dense si est seulement si son adhérence
LR

\0 VY

r(' % estr\PSL@R).
ORI ’

Dans ce qui suit,nous allons présenter et utiliser une technique permettant
d’établir 1'existence d’orbites denses aussi bien pour le flot horocyclique, que le flot
géodésique du fibré unitaire de S. Cette technique est la théorie ergodique. Pour des
détails complets,on renvoie a [Ma].

. (2 by
Considérons SL(2,R) —{(c d)

a b\
det (c d}zl}'

I1.5.12. Notation :

On appelle translation Lg a gauche (Rg a droite) de SL(2,R) I’action suivante de
g sur SL(2,R):

Lg : SL(2,R) — SI(2,R)
gl—~Lg(g1)=gg1
Rg: SL(2,R) - SL(2,R)

g1 —Rg(g1)=g1.g]
11.5.13. Définition :

On appelle p, mesure invariante a gauche (a droite), si elle existe, sur SL(2,R) un
élément du dual de C [SL(2,R); R] vérifant :Lop= p Rou=1 W(geSL(2,R)) ol :

Lgh: CISL2R); Rl — R
f — Lou) = p(Lyh avec Lof(gy)=f(Lyg)
Rgu: CISL2R); R] = R
f = Rou®) = u(Ryfoi: Rf(gy) =f(Rygy)-
I1.5.14 . Proposition :

Il existe une mesure non nulle invariante a gauche sur SL{2,R) et cette mesure
est unique a scalaire prés.




- Soitf : SI(2,R) — R continue a support compact.Définissons u(f) = f

Preuve :

Considérons sI(2,R) = Tj4SI(2,R) et soit & une trois forme différentielle non
nulle sur sL(2,R).Soit g€ SI(2,R),on a :Lg-] est un difféomorphisme de SL(2,R)et
donc induit un isomorphisme entre Tg SL(2,R) et sL(2,R).Pour v1,v2,v3 €Tg SL(2,R)
définissons:

wg (V1, V2, V3) = we (Lg-1(v1), Lg-1(v2), Lg-1(v3)).

w ainsi définie est une section du fibré A3(SL(2,R)), invariante  gauche.

f(g). w(g). ,n

SI(2,R)

est invariante a gauche, donc :
Lgi.u) = wLgiD) = u(L,0 = f . f(ge)-wlg)= [, (). w(g;'h).

w est invariante a gauche,on a: w(g;'h) = w(h). d'olt :Lg;u(f) = w(f).

Définissons un produit scalaire sur T[SI(2,R) = sL(2,R) et considérons la

structure Riemanienne sur SL(2,R) induite par un produit scalaire biinvariant. La
forme volume associée est la mesure de lesbegue sur SL(2,R);notons la v.

Considérons w; une mesure sur SL(2,R) invariante a gauche et soit 4 Ja dérivée de

dv
radon Nycodim:(;—u‘-(g) = f(g) et f(g)=Lim Moﬁ B(g,r) est l1a boule de centre
v

~—o v(B(g.r))
g et de rayon r respectivement a la métrique citée.y; et v étant invariantes a gauche ,
on a f est constante,d'ou v et p; sont égales,a constante prés.

I1.5.15 Remarque
On a exactement la méme proposition pour les mesures invariantes 2 droite.
I1.5.16. Propeosition :

Sur SO(2,R), il existe une unique mesure de probabilité non nulle invariante a
gauche. Cette mesure est appelée mesure de Haar et elle est invariante a droite.

preuve.

En utilisant exactement les techniques de la proposition 11.5.14 , on démontre
l'existence d'une mesure invariante a2 gauche sur SO(2,R) et qua scalaire pres,ces
mesures sont uniques.Imposer a p d'étre une mesure de probabilité veut dire

mW(SO(2,R)) = 1.

Soit u une mesure invariante a gauche; SO(2,R) étant compact,on a : W(SO(2,R) < .



En posant v= on a v ¢st de probabilité et invariante a gauche.Si v; est

Bk
u(SO(2,R))
une autre mesure de probabilité invariante a gauche:v,=v (en effet I1.5.14) = v,=pv
avec pER* or 1=v,(SO(2,R)) = pv(SO2,R)}=p = p=1.

Notons cette mesure de Haar v., et montrons qu'elle est invariante a droite.Posons ;
WA) = v(Rg.1A) pour toute partie A mesurable de SL(2,R).Ona :
Lgl-l IL(A) = M(Lg;lA) = U(RSJO Lg]—l (A)) = U(Lg;lORg_! (A))

v étant invariante a gauche,on en déduit que :V(LSI'O R,.(A)) = v(RgA.(A)).d'oﬁ
Lgilu(A) = V(R .(A)). Ceci démontre que p est invariante a gauche; de plus,u est une

mesure de probabilité;on a donc : p = v par unicité de la mesure de Haar et donc:
V(g €G),V(A mesurable de G = PsL(2,R) on a :p(A) = v(A) = v(Rg_lA).
I1.5.17. Corollaire :

La mesure de lesbegue de SO(2,R) est égale a dO ou dO est la mesure de
lesbegue de Sk

Preuve :

S1= R/2nZ est homéomorphe 2 SO(2,R).

sl — . SO@2R). ¢ homéomorphisme
e e, ( eiB O )
(0 ¢

(¢-1)*(d@) est une mesure invariante a gauche et a droite sur SO(2,R).Par unicité,cette
mesure (¢-1)*(d0) est la mesure de lesbegue.

En se basant sur I1.2.1,on a démontré que:SL(2,R) —2— N.A. SO(2,R) est un

(.1
homéomorphisme avec:N = {rl t\} A= [; Y 01“
\0 Vi 1\ 0 Y“EJI «:

(1 X\(Y% 0\{Cos0 —SinB\

(0 1/'\0 y3\sing  Cost)

g=

Cette décomposition est appelée décomposition d'Twasawa de SL(2,R).




Proposition I1.5.18.

dg = dx. dzr.dﬂ est la mesure de lesbegue sur SL (2,R).
y

En utilisant les relations du corollaire 11.2.20, on démontre_que dg est biinvariante
(invariante a gauche et 2 droite). Soit v la mesure de lesbegue sur SL{2,R),on a:

v et dg étant invariantes A gauche ‘—i-(d% = p(8). Proposition (I1.5.14)
' .. . 4., d(dg) ..
v et dg étant invariantes a droite i (8. Proposition (I1.5.14)

avec pjune fonction invariante a gauche et a droite.

En théorie de représentation dé groupes de lie [Kiri] P1 est ce qu'on appelle un
caractére modulaire. Or,S1(2,R) est unimodulaire [Kiri],d'ou P1=1,ce qui démontre la
proposition.

La mesure dg étant biinvariante par passage au quotient par I';on a une mesure
u sur I' \PSL(2,R) invariante i droite.S étant d'aire finie,on a : w(I' PSL(2,R) ) < .

I1.5.19. Définition :

Soit (X,n) un espace mesurable, u mesure de probabilité, et soit G un groupe
topologique agissant mesurablement sur (X,u), et supposons pu G invariante.

On dira que G agit ergodiquement sur (X,w) si et seulement si il n'existe pas de
partition de X en sous ensembles mesurables G invariants de mesure strictement
positive.

Exemples :
1) S1 = R/2#Z; d@ la mesure de lesbegue, considérons aQ.et soit po: S1— Sl
it} — [t+al.

<po> agit ergodiquement sur (S1, d6).

2 1
2) T2 = R2/Z2, i 1a mesure de lesbegue et soit :A = ( ) l) € S1L(2,2).

fA: T2 -T2
[(xy)] — _[A(x,y)] =fAlx, )]

fA agit ergodiquement sur (T2 ).



I1.5.20. Proposition :
Soit (X,u) un espace de probabilité. On a équivalence entre :

1) G agit ergodiquement sur (X,u) .

2)f €L2 (X,w); f G invariante,alors f est constante presque partout.
Preuve :

2=>1

-~ =

Considérons A C X:; A G invariant et A mesurable. Notons X1 la fonction
caractéristique de A.

X est un élément de L2(X,p); G invariant,ce qui donne que Xa est constant presque
partout,d'ou :

soit: ¥ (x€X); Xa(x)=l.ou V (XE€X); Xa(x)=0.
On en déduit que:p(A) = 1 ou w(A) = 0.

SiX=A1UA2 avec A},A2 mesurables, G invariantset A1NA2 = J. wA1)=00u
wA2)=0D'ou 2=1.

1=2

Soit f€ L2(X,n) , f G invariante,e € R considérons Ag = {XE X tel que : f(x) = €}.
Ag¢ sont G invariants et mesurables et X = U Ag . (U: union disjointe)

G agit ergodiquement sur (X,p) => 3e() tel que :u(Aso )=1

Ce qui démontre que :V xE X, f(x) = €0, d'ou f est presque partout constante.
I1.5.21. Proposition :

Soit X un espace topologique, équipé d'une mesure de probabilit¢é p dans la
classe de la mesure de lesbegue et soit G un groupe agissant continument sur X.

G agit ergodiquement sur (X,p) => I(xEX) tq :Gx = X.
Preuve :

Considérons toutes les orbites disjointes sous l'action de G, on a : X = U Gx.
x€X

Gx est un ensemble mesurable G invariant;G agit ergodiquement sur (X,p)jona:
3 (x€X) tq W(Gx) = 1. Si on supposait que cette orbite n'était pas dense,on a :

3 (yEX) 3 (>0). B(y,e)NGx = & %dans la classe de la mesure de lesbegue).




or,uB(y,€)>0 d'oit W(Gx) = 1;ce qui'il fallait demontrer.

L

I1.5.22. Théoréme :

S étant une surface hyperbolique, compléte, connexe, d'aire finie. Presque toute

orbite du flot géodesique du fibré unitaire tangent T1S est dense.

Preuve :
S étant hyperbolique,compléte,d'aire finie,on a :T1S = '\ PSL(2,R).

I.:é flot géodésique s'interpréte comme une action ‘du groupe a un parametre
[l o\
1] e (_)i } I sur I'\ PSL(2,R). p étant 1a mesure de Haar normalisée sur I'\ PSL(2,R)
\0 e?]
(i o\ .
et | s agissant mesurablement sur I'\ PSL(2,R).1l suffit de démontrer que
1\ 0 e ZJ } &® A )
((z o)
v s J agit ergodiquement sur I'\ PSL(2,R).pour affirmer l'existence d'orbite
o <,

dense (I1.5.21)

Soit.f € L2 (I'\ PSL(2,R),u); f invariante sous l'action du flot géodésique.On a :

1 \ [ ) ! -; ) 1 t
froiay, ) dn = ff(rg'e %prad® Oy )
\o e?) {0 e?)

Les relations du corollaire (11.2.20) donnent :

(3 : \1 (i o) 11 ey o)

20 el 0 \ £ 0, DfTg ¢ 0
f(Tg) © )f(rgl du = [TTg s PITe I )

/ Lo o) eJO I \Oez} 0 1 )i 3

I'invariance de f donne que :

1 t 1 te*
ff(l“g)f(l“g(o 1/) du —ff(Fg(O 1)) du

1 t
pour s—>+%, on a : f f (I“g)f(l“g( 0 1)) du = f f*(Tg) du .En utilisant l'inégalité de

1
Cauchy Schwartz,on a :f (Fg(o 1)) = f(I'g) presque partout.

11 suffit de remarquer que le relation suivante est vraie :
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(I

Os\(l 0 _(1 O\Iei Os\
Sy T e iy 3

¢ pour démontrer que :

(
I
\

o

1
f (l"g(t (1))) = f(I'g) presque partout.

On a;:SL(2,R) est engendré par (1 h. {1 % d'ou :
’ o e Yf,

f est SL(2,R) invariante =>f(Fg) =f(I'e) PP partout = f est constante PP.
En utilisant (I1.5.20),0n a I'ergodicité,cqfd.
11.5.23. Théoréme :

S étant une surface hyperbolique, compléte, connexe, d'aire finie. Presque toute
orbite du flot horocyclique positif est dense.

Preuve :

Le flot horocyclique positif s'interprétant comme I'action du groupe a 1

1t
parametre {( 0 1)} sur (I'\PSI{2,R) ) w), il suffit donc de montrer qu'il agit
R

ergodiquement pour avoir le résultat.

1 t
Soit.fEL2 (T | PsL(2,R),); f invariante sous I'action de {( 0 1)} .
R

Et soit @ : (SL(2,R) — R

g— & (g) =g, g)(I'g;) du

(Remarquer qu'on peut considérer I'dans SL(2,R) et ce,quitte a prendre ' = I' x Z/2Z)

1 1
na:e@=0@, Hh=o(, )o

: Loy mre e of! Yyd
Eneffet.CD(g(O 1}) JiTg M( g‘g(o.u) e

1 1
f étant invariante sous l'action de ( 0 lt) yon af(I'g; g(c D )=1f(T'g,g).d'ou :

1
o, =@




1 l\ _ 1 l\
@ ((0 T, 8) —ff(Fgl)f(Fgl(O Y g) du

f(Tg;) = f(I'g; ((1) lt) )dup (f invariante),d'ol :

1 1 1 '
el e du=fCei() e Verdu et done

Ly
o(, Jo=0@

@ est continue comme composé d'une forme linéaire continue sur L2 et d'une
application continue sur SL(2,R).

(3 o)
Nous allons montrer que® est invariante par action a droite de 1| e? (_)3 J
o <,

® ¢étant continue sur SL(2,R), et invariante par action a gauche et a droite de

1t
H:{(O 1)} , @ peut s'interpréter comme fonction continue sur SL(2,R)/H
teR

invariante sous l'action de H a gauche.

On a SL(2,R) agissant linéairement sur R2 | H étant le stabilisateur de (1,0) pour
cette action, on a : SL(2,R)/H = SL(2,R).(1,0) = R2 - {0,0}.

L'action 2 gauche de H sur SL(2,R)/H = R2 - {0,0} étant l'action linéaire,on a :

{1 t\{X\ _ (x+ly\
\0 \yy vy )

® étant une fonction continue sur SL(2,R)/H, invariante sous l'action a gauche de H,
ona: ®(x,y) = P(x+ty, y) V tER.

d'od @ est une fonction en la variable y.

(en effet si y#0 ,onapourt = - —3 ,y  DPxy)=90,y) V x€R) .

Ce qui démontre que P est un fonction en y; par continuité de ®,on a l'affirmation
poury = 0.

Ce qui démontre que @& est constante sur {(x,00}xeR et donc sur

1|\ ] ‘f} . (1,0)}

sZR

12



(
d'ou & est constante sous l'action de il
\oO

Nl"
./

( /
D(g) =Dl g © .-.}
\\0 e?

d'or: f f(I'g,).f(Tgg = f f(I'g,).f(I'g,8)|

Pourg=1Id ,ona ff Tg)du = ff(I‘gl) f(I‘gl| ¢

On en déduit que :
(5 o)
f(T'g,) = f(Tg,| ?1))
\0 e?

V]

Nlu

V (gESL2,R))

(i o

\
\OeJ

[ 3

N'h

Presque partout.

0: I ;on en déduit que :
2

J)du

En utilisant I1.5.22,0n a f est constante et de ce fait,on a ergodicité.

On termine ce paragraphe par un tableau comparatif, S étant une surface
‘hyperbolique complete, connexe d'aire finie.

flot géodésique du fibré
unitaire tangent & S

flot horocyclique du fibré

Orbites périodiques 11 en existe. Il en existe.
leur * union est un| pas de particularité
ensemble dense [Bow]

Orbites denses 1l en existe. |11 en existe.
I'ensemble des orbites| et cet ensemble est de
denses est de mesure|mesure pleine
pleine

Orbites particulieres Il existe des orbites dont| De telles orbites sont

I'adhérence  est
compliquée [Mor]

bien

inexistantes.

3




Les orbites du flot géodésique sont dynamiquement trés comliquées; par contre,
la dynamique du flot horocyclique est complétement décrite par :

I1.5.24. Théoréme de Hedlund :
S étant une surface compléte d'aire finie hyperbolique, connexe.

Une orbite du flot horocyclique du fibré unitaire tangent T1S est soit périodique, soit
dense.

Si on suppose S compacte, toute orbite du flot horocyclique est dense.

I1.6 Théaréme de Hedlund : Preuve originale

Sauf mention du contraire, S est une surface hyperbolique , compléte
connexe , d'aire finie et I' son groupe de Poincaré.

Dans ce qui suit,nous allons exposer la preuve criginale de Hedlund
parue en 1936 sous le titre de " Fuschian groups and transitive horocycles".

S s'identifie naturellement a I'/ D,oi :

2
D = {Z € C; lz< 1} équipé de la métrique (—14%3—)—2 = (ds)*

I' un sous groupe discret de SU(1,1) agissant librement et proprement sur
D . Cette action se prolonge par continuité & : 9D = S' = {z€ C / ;[d=1}.

On notera Ole point de D tel que: O] = 0
116.1 Définition

Z1 et zp deux points de S1 sont dits ' équivalents si et seulement si il existe
a ETltelque : az, = z,

On notera fz,1= {y € S', y I' équivalentaz, }
Soith: R — D, h horocycle.
11.6.2 Définition ( Hedlund )

hestdit I' transitif si et seulement si: H, = U U a(k( £):h(r)) est dense dans T* D.

I1.6.3 Proposition

Le flot horocyclique du fibré unitaire tangent T1S admet des arbites
denses si et seulement si il existe des horocycles :h, str D, I" transitifs.
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Preuve

Soith: R — S un harogycle et ( D, S, p) le triplet de revétement
universel. Prenons h unrelévementde ha D . Donc:

h: R — D est une courbe différentiable
De plus,on sait que p est une isométrie locale . (11.1.9) d'ou :
Vi, B@) = Jo (h(1)).

v étant la connexion de Levi cevita associée a ds et J la structure complexe
standard sur D. d'oih: R — Destun horocyclede D .

Si h, est un autre relévement de h,on a: o € I') tel que : a (Imh) = Imh,

Considérons : H, et soit ITr son adhérence dans T' D :
On a d'une maniére évidente que : P(H,) =] (h(t);l'z(t))F‘ER

On en déduit que : s {h(t)2h(‘)} est une orbite dense dans TIS, h est T
transitif et vice versa.

11.6.4 Corollaire

I' étant le groupe de Poincaré de S, il existe des horocycles T transitifs
sur D.

Preuve

L'existence d'orbites denses du flot horocyclique du fibré unitaire T1S
étant établieen (I1.5.23), On a existence dhorocycles I' transitifs en

appliquant I1.6.3. On rappelle que si h: R — D est un horocycle , Imh est
un cercle inscrit dans D et tangent & 4D en un point z. On notera ce point;

z = (),
IL6.5 Définition

z € Sl est h transitif si et si seulement si il existe h : R - D, h horocycle
T transitif tel que z = h(»)




IL6.6 Théoréme (Hed 1)
z étant un point de gD h transitif, touthde R— Dtelque: z = h(®) est

T transitif.
Preuve

z étant un point h transitif; soit hf : R — D tel que :h] soit I' transitif et
h,(®) =z. Montrons que hestT" transitif.

Tout d'abord , considérons y: R — D une géodésique perpendiculaire a h]
en z]. En utilisant I11.5.2,0n a:

Y(+®) = zet yestorthogonalahenz,. Soitd} (z;,2;)
Affirmation
d, (z,,z,) ne dépend pas du choix de y.
En effet :
Soit 8: R — D une géodésique positivement asymptotique 4 y. Notons :.
y, = Imd N Imh, et y, = Imd N Imh.

En utilisant le fait que SU(1,1) agit transitivement sur T1D,0n peut
supposer z = (1,0) = h(x)ety1 =0.0On a:

Imh, = {zED / Iz 1 l‘l}et Imh, = {zED / Jz- r|=1} réant positi .
2 2 r<1/2

d,(¥,.¥,) = d,(0,y,) = 2argth 'yzl ar. lyzl- (1-2r). d'ou:

dy(y,,¥,)= 2arth (1-2r)_ -

LeS mémes$ raisonnement et résultats sont valables pour toute ggodésique
positivement asymptotique a 8, donc vraie poury.

Affirmation 2
h est T transitif.

Soit d, ; la métrique produit dh x d ol d est le métrique induite par R2 sur
SL. soit® € T'D, tel que : (h(0);h(0)) = © etsoit y = h(co).

Notons y1 l'unique géodésique tel que : y;(0) =h(0), ¥,(0) est orthogonal & 9 et
tel que Y:.(+®) =y. Paramétrons-la par longueur d'arc. Notons Of
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I'élément de TID tel que : o, = D—dt‘?-/,ﬂ,m_z,) X=2d;2 désignant l'unique

champ paralleéle le long de y1 tel que : X(0) = 91.

On note le transport parallgle le long de y; de y1(0) jusqu'a y;(t); Pt.

hi étant I transitifon a :

V(£>0); 3(a€T); Xty € R) tel qued i (B.a(hy(to):hy(to))s &

Le transport Pi-gargin(1-2n étant une isométrie,ona:

dpp(B(8) 5 B a((h(e)m(5)) < ¢

Or: d.p[P7' @) 5 P al(hy(to) hy(to)] = dppy (Balh(ty)sh(ty) < ¢
On a démontré que : ¥ (8€T D) ; V(> 0) , Xa €T) /dp, (0.1 (h (10):h(ty) < ¢
d'otth est I' transitif.

I1.6.7 Remarques

1) z h transitif étant un fait indépendant du choix de 1'harocycle,on dira que
zest I transitif.

2)sizest I' transitif, on a tout y dans [z] et T" transitif.
Notons S} ={z€E Sl, tel que z soit I" transitif } et soit Sl[- / T le quotient de Slp par I'.
IL6.8 Proposition
L'ensemble des arbites denses du flot horocyclique du fibré unitaire T1S

est bijectivement équivalent a S /T.
Preuve

Z es} / T. Considérons h:R - Dtel que f)( ®) =z, h horocycle,on a :

ﬁ-r =T' D[z étanth transitif ] p(H;) =T'D = orbite du flot horocyclique (I1.6.3)
Notons f: [z] — f([z]) = p(f{r)

Soit (h(t %;h(1).., Une brbite horocyclique dense sur T1S et soit b un
relevement de hynotons y = h(=).On définit : 1™ {(h) b}, —y

Le travail de Hedlund consiste a détecter les points I' transitifs et
T




a démontrer que dans le cas ot S est compacte, tout point de Dest T
transitif alors que si S est d'aire finie, non compacte, il existe tn nombre
fini de points dans ST non T' transitifsLa partie qui suit détaille
camplétement cette approche.

11.69 Théoréme ( Hed 2)

Soit o un élément hyperbolique de T, z, z' ses points fixes,zet z' sont T
transitifs.

Preuve

L'action de o sur S! est complétement décrite : z étant un pole attracteur
(répulsif et z' étant un pole répulsif ( attracteur ),On a:

V(z, & fix @) ; V (UE 8,(2); 3 (n, ENl(n, €EZ2)] tel que:

casrépulsif

Choisissons z) T transitif. ( un tel choix est possible grice 4 11.6.4).Notons Ag
l'axe hyperbolique associé a4 a eth : R — D un horocycle, tel que h(®) = z,.

Quitte a rétrecir le voisinage U de z,0n construit une suite :
n,_  CNn,_ C Zcaszrépulsif Jtelleque :
i) 3 (r> 0) tel que:r, = rayon euclidien Im (a™h)> rV k

i) Im(a™h)N A, = O

i) lim L(im(a™h)NA,) = g

Les conditions i, ii, iii = lim  Im(a™h) = Imh,odh,: R = Dtelqueh () = z.
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On en déduit que h; est I' transitif comme limite de (a™h), ol a™h est T
transitif .

11.6.10 Théoréme (Hed 3)

z€S' /T tq (h:R — D, k(@)X e, )pen C [ et vérifiant lim r, = 1,r, rayon euclidien de
) n—»o
im(ay, (h))).

Un tel z est T transitif.

Preuve

Notons z, = lim (a,(2)) ( S'étantoompact , Z, existe)

Soit €I / B hyperboliqueetz € S - fin gy fvoir [Bow] pour 1'existence de 8 ]
et notons A 1'axe hyperbolique associé a .

Affirmation

Pour x de Ag, la fonction dhyp (x;Bx) est constante et donc indépendante du
choix de x.

En effet, pour des raisons de calculs moins ardus, nous transposons le
problémea:H* = {z€C / imz > 0}.

So/2 0
Supposons Fix = {0,+} (PsL(2,R) est transitif sur T 'H’) alors : f = ( © )et

\ 0 e-SgIZ
Aﬁ = {e"i}tER

Soit y=¢'i ,ona:

dy(y.By) = argch (1 +

im r;, =1=>Xa, ), oy sous suite de (o, )y /

n—s>ow




i) A(Im(an h) N Ag =@

i) rnk>m Vnkm>0 i

n
1ii) L(Im(a-nkh),Aﬁ) 0 - 5

D' ol (lm(ankh) nk—;oblm h;

h;.R—D.horocycle et hy(ee)E fix B 11.6.9 implique h; estT" trantif.
11.6.11 Théoréme (Hed 4)
Soit:
(2€8") /[3 (t,)pensuite réelle positive divergente /X a,) , CT / (d(O.aa(¥(1,))) _, soit
bamé ],y étant 1a géodésique liant O et z. Alors z est T transitif .
Preuve

Notonsh : R — D l'horocycle tel que :Imh = {y €D/ ly- olz

=l}
2
Affirmation

V(s2 M)3 (ng EN) / dpyy(O, Im(cgh) > & - M ,Sup dp(0,05(¥(ta))) = M
En effet : d,, (a,(y(t,).Im(a,h))= d, (¥(t,}Imh) ( a,isombirie )

dyy (o, (Y(t,).(ah) s d, (a,y(t,),0) + d,,(0,Im(a,h)) ( ing triangulaire )

Ona: dpyp(@, (Y(t5).0) = M et dyy f¥(t,),Imh) = dy, (o, (¥(t;),0)
( 1 suffit de transposer le pb 4 H2 et de calculer ).
D'ali: d,(0,0,(Imh)) = d, ((y(t,),0)-M

(t,),, €étant une suite divergente ;d,(O,(y(t,) =t, =

d,(0,a, (Imh)) 4 affirme que le rayon ry euclidien de a_(Imh) tend
verslquand n — «.

On retrouve ainsi les hypothéses du théaréme I1.6.10,ce qui permet de

conclure que z est I transitif .



1L6.12. Théaréme [Hed 5]

Toute orbite du flot horocyclique du fibré unitaire tangent a une
surface hyperbolique, connexe , compacte sans bord , est dense;autrement
dit,le flot horocyclique est minimal.

Preuve
Considérons h: R — S, h horocycle .
Soit h : R — D un relévement de h et notons z = h(w)
Affirmation
zest I' transitif.
En effet :

Soit Do le polygone de Poincaré associé a I'. En se basant sur 11.4.10,on
a: Do est compacte de diametre D. Considérons y : R—D la géodésique tq
¥(0) = 0 et y() = z. Notons yn =y(n), pour n € N,ona:

D = UoD, (ILAD.

Onendéduit: VneN)I(a, €T/ aly, = o] (y(n) € D, et d,0,a ' (y(n)) < D.

z vérifie donc les hypothéses de I1.6.11 ; donc,il est T transitif. z étant T
transitif, par I1.6.8,on a : ](h(t) , fl(t)}ﬂ = T'S d'olr: h est une orbite dense du
flot horocyclique.

IL6.13 Théoréme [Hed 7]

Une orbite du flot horocyclique du fibré unitaire tangent 4 une surface
S connexe, hyperbolique compléte,d'aire finie est soit dense , soit périodique.

Preuve

Considéronsh: R — S, h harocycle .

Soit h : R — D un relévement de h et notons z = h(x) ,ona:
soit z est un point de :

Y a {V1» ... v} 0l1Vj est un sommet de DO le domaine de Poincaré et de
Sl et ce pour tout i.

ii) Complémentaire dans Slde U a {v,, ... v,}.

Danslecasi)ona: z = ofv,)avec a ETetv, €D,.
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v, étant un point fixe d'une transformation parabolique § . z est un point
fixe de apa~1 qui est parabolique. = Xt, ER*)/ h(t,) = ofc’(h(0)et donc
h(t,) = h(0), ce qui démontre que h est périedique.

Dansle casii): Notans A=S1- U a{v, ... v, }alorsz€A
Affirmation

Vy EA, yestT transitif

Preuve

Considérons y: R — D la géodésique tq : y(0) = O et y(«) =Y.

3 (t),e C R*divergente et verifiant :

VkEN3Ti €{l, ...n}, I(a ET) / yNa(lmh,;) = y(t,)
h, R = D horocycle tq h,(®) = v, etrj le rayon euclidien de Imhj est presque

égalal.
1l suffit de remarquer que :

n 0
Lé[‘ (_Ula {imh;}) = D. comme : y(t;) € a(Imh;)ona: ay(t) = Imh;
[¢3 1=

vi étant un point fixe d'une transformation parabolique g,,on a:

3(n; €EZ)/ 4B (y(t,)) . O) < M; , Mj étant une constante positive ne
dépendant que de hj

Posons M= Sup {M;} .
En assemblant bout a bout nos affirmations,on a :

yEAI( hen C R divergente / : (o), o C T vérifiant d, (o, (y(t,)), O) < M et
ce,pour tout k de N.

y étant la géodésique telle que y(0) = O et y(») = y, y veérifie ainsi les
hypothéses de 11.6.11;donc il est T transitif.

On en déduit que dans le cas ot : z € A, z est T transitif et donc :
{h(t) , h(t)}tER est dense dans T1S. cqfd
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CHAPITRE III

PREUVE EFFECTIVE DU THEOREME DE HEDLUND POUR

LES SURFACES COMPACTES A BORD, HYPERBOLIQUES

CONVEXES ET APPLICATIONS






IIL1 Preuve effective du théoréme de Hedlund pour les surfaces hyperboliques ,
convexes, compactes a bord

S est une surface compacte sans bord, connexe hyperbolique; B(¢) une boule
hyperbolique ouverte de rayon ¢ (choisi) .

NL11 Lemme
Soith: R — Sun horocyclealors : Imh N B(g) = .
Preuve

h: R — Sun horocycle.

D'apres (IL.6.12) ,ona: {h(t) : h(t)Fﬂ =T'S

TIS le fibré unitaire tangent a S étant un fibré en cercle de base S, on en déduit que :
V(XET'S)3 (e > 0)tel que I (tERtelque: (h(r) ; h(t) ) € B(e) x S

S1 désignant le cercle unitaire du plan complexe C,

(h(") ;h(t)) € B(e) xS' = h(t) € B(e)

II1.1.2 Lemme

Soit h: R — Sunhorocycle, ona :card (Imh N B(e) = 2

Preuve

wgax,llktrbliﬂséit que : card (Imh N B(e)= 1

Supposons que card (Imh N B(e) = 1 et soit B(e / 2) la boule concentrique avec B(e),de
rayon € /2

Ona : (Imh N B(e/2) = J,ce qui contredit (I1.6.12).

Notons S' 1a surface hyperbolique S - B(g).

Soit x un élément de T1S' et hX : R — S I'horocycle sur S vérifiant : (h(0) ; h(0) ) = x.
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Notons tj, le plus petit réel positif tel hX(t;) appartienne a B(g) et t-; le plus
grand réel négatif vérifiant hX(t _ 1) élément de B(e).

II1.1.3 Définition

hX [t; ;t; ] = S' définit une courbe horocyclique et sa longueur L(hX) est
égale a:

X L 12 X - X
L(h )=j; g G ();h (t))dt .
g étant la métrique induite par cellede Sa S'.
Considérons la fonctionnelle suivante : f: T'S — R*
x — f(x) = L(h*)

I11.1.4 Lemme

Il existe une constante C ne dépendant que de S,telle que: sup f(x) = C .
xET'S

Preuve

Procédons par I'absurde. Supposons donc V(n € N); 3 (x,€T'S") / L(h**) = n.
T1S' étant compact,on a :

3(x,,) C Kpaew ! X5, 2. Xet L(h™*)— L(h7)

On en déduit que :

lim 1 f' x_ (K1) dt— 0 X €tantlafonction cafas:téristiciﬁéwﬁ'm -
tJO “"B(e) t—=oo’

t—>

. b x . erys
lim ;ﬁ) Xa(;)(h (1)) dt = Vol B(¢) [Dani Smillie]

t—>

D'oli contradiction. On en déduit que : 3 (C> 0) tel que : Sel§Ps f(x) <C

IT1.1.5 Commentaire
Une preuve effective du théoreme de Hedlund consisterait a donner une

estimation pour la borne supérieure pour la longueur des courbes horocycliques de la
surface S'=S - B(g).



En fait, une telle preuve . démontre une version affaiblie ‘du théoreme de
Hedlund,a savoir la densité sur la surface S au lieu de la densité sur T1S.

Dans ce qui suit , nous allons donner une telle preuve pour un cas restreint de
surfaces a bords,compactes,a savoir : les surfaces compactes,a bord, hyperboliques
convexes. ’ '

II1.1.6 Définition
Soit A une partie non vide de H 2

On dit que A est convexe si et seulement si quelque soit x et y deux points de A, il
existe un segment géodésique v: [0,t] — H*tel quey(0) = xety(t) = y

Exemples
1) Une boule ouverte ( fermée) hyperbolique est convexe.
2) Une courbe équidistante 2 une géodésique de H2 n'est pas oonvéxe.
- II1.1.7 Définition
Soit S une surface equipée d'une métrique g & courbure constante négative - 1.

On dira que ( S,g) est convexe si et seulement si la propriété(* est vérifiée.

(») V(x,y)E SxS,3(y:[0,1] — S) (y géodésique pour la métrique g ,¥(0) =X, ¥(t) = y).

I1L1.8 Remarque
La convexité est une notion qui dépend du choix de la métrique .

En effet,si on équipe H2 de la métrique de Poincaré , la courbe équidistante & une
géodésique n'est pas convexe ; par contre,si H2 est équipé de la métrique euclidienne
induite de R2 , une courbe €quidistante a une géodésique est convexe.

II1.1.9 Définition

(S,9S) étant une surface compacte a bord, convexe , équipée d'une métrique
hyperbolique g , on définit le rayon intérieur R(5.95) comme étant :

R(S.95) = Supg (p(x))
X € (S:09)

i) p(x) est le rayon de la plus grande boule immergée dans S de centre x.
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ii) (S,0S) désignant l'intérieur de (S,8S).

Equipons (S,0S) d'une métrique g, telle que (S,9S) soit convexe et notons
C"(S,8S) l'ensemble des courbes horocycliques sur (S,9S).

On rappelle que si h est un élément de C"(S,dS) ; h: [oto] — (S.9S);
I(h) = ﬁ: "g"* (h(t) ; h (1)) dt ; désigne sa longueur.
II1.1.10 Théoréme
Pour (5,0S) compacte a bord, équipée d'une métrique g hyperbolique pour

laquelle (S,dS) est convexe, il existe une constante C ne dépendant que du rayon

intérieur RG.S),telle que:  su L) < C
~hec(sas)

Preuve
Soit h un élément de C"(S,3S).

Supposons que h : [0,T] — (S,3S) est une paramétrisation telle que :

V (t €[0,T1) ; g(h(t) ; h(t)) = 1

Onadonc: L(h)=T.
Notons po = h(0) et pr=h(T).

(S,0S) étant convexe, il existe y: [ 0, L(y)]— (S,9S) .y segment géodésique tel que :

¥(0) = poety (I(Y) ) = pr-

Considérons S' la surface délimitée par Imh et Imy. S' en tant que partie de (S,9S),

équipée de la métrique induite par g, est une surface compacte a bord , hyperbolique
convexe de rayon intérieur R®*” plus petit que R®™,

Calculons R®"*”,

Pour cela ,passons au revétement universel , H2, et notons h un relévement de h
= h(0), py = h(T) et soit ¥ le reldvement associé ay.

A isométries pres ( I1.2.1),0n peut supposer que :




| T
|

t—> h(t)=t+i

h: [—I,
| 2

(ST

:[0x] = H?

2 - .
t— i(t)-‘/%—n.e“

1

=<1

P -~
- ~ 5
TN
S
Y
2R(s as5') — 2 R(S as')
2
I{ {1 T 1\ \| 12
|1 - y7+ J
Qt 2 4 S ade _+2
2R® % _argenl1 4 o ch 2R‘S"’S’-l4T
| T2 | 2 [r
I 24— +1 | —+1
4 , 4

R < R dlou :
II1.1.11 Exemples explicites |
1) Boule hyperbolique de rayon ¢ .
La constante obtenue de dépend que de la taille de la boule. C = 2 She.

Elle est optimale et réalisable par toute courbe horoéyclique liant deux points
diametralement opposés.
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2) n gbne géodésique
La constante obtenue ne dépend que de la combinatoire du polygone a savoir :
C=2(n-1).

Elle est optimale dans le cas d'un n gone idéal et est réalisable par des courbes
horocycliques tangentes a (n - 2) cotés.

I11.1.11.2 Définition

On appelle un n géne idéal un n goéne dont tous les sommets sont a l'infini.

t
]

1
1
\ |

\\4

3) Voisinage ¢ tubulaire d'une géodésique fermée

_ La constante ne dépend que de la taille du voisinage en question .

C = 4e”?. (she)"®.



Elle est optimale et réalisable par des courbes horocycliqués tangentes a 1'une

| des deux composantes bord.

Dans ce qui suit,nous allons citer trois applications du théoréme précédent.

II1.2.A Non existence d'orbites périodiques du flot horocyclique pour des surfaces
hyperboliques , admettant une décomposition en pantalons géodésiques

Soit S une surface compacte sans bord, orientable , de genre n.
IIL.2.A.1 Lemme

Le groupe fondamental I11(S) , a une présentation finie.

n |
IS - <a1,b,,a2,b2,...an,b,, /T]1a;.b;1 -1>
i=l
Preuve
Procédons par reccurence .

Pourn=1

S=T2=R2/Z2.
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On en déduit que : I1,(S) = Z* = <ab,aba’d” = 1 >

Pourn=2

S=AUB ;ANB =S8 =R/Z

S

A; (B), est homéomorphe a un bouquet de deux cercles,ou ce qu'on appel]e un huit.

En appliquant le théoréme de Van Kampen [God],ona: IT,(A) = (a,, b,) et
I,(B) = (a, , b,)

Considérons v le lacet dans A.

on a y s'ecrit dans IT{(A) de la maniere suivante :Y = a,b,2,”b,” ; de la méme maniere,
ona: y‘l = a,b, az'lb,—‘ dans IT,(B) :
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En utilisant une nouvelle fois le théoréme de Van Kampen [God],on a:

m(s = Im,(A) _* II,(B). dou: IL,(S)= (a‘:bl, a,,b,, [a,,b,1[a,,b,] = 1).

I, (s' )=(r)
genre S=n

S= SUB

O

5’ B
et S' est une surface a une seule composante bord, de genre n - 1.

On sait que 1 (B) est un groupe libre & deux générateurs . Etudions I1,(S).

Considérons S" une surface compacte sans bord , de 'genre n-1;ona:S8'=S8"-D

ol D est un disque ouvert . En utilisant la reccurence d'une part,on a :

IS = <a1rbp a,,b,a,,,b, ii[i[ai’bi] - 1)

. et d'autre part Van Kampenona:

M= mE) * )

On en déduit que : I1;(S) qui est IT;(S') o *s‘
1 (

) IT,(B) a la présentation suivante :
0, (S) = (a,, by, 23,0, - 3,,b, 3 1Ifa;,b;] - 1)
II suffit pour cela de remarquer que I1,(S) a la présentation de IT,(S"),mais avec la

n-1
relation :Il[a;.b;] =aS"

I11.2.A.2 Définition

On appelle pantalon P la surface compacte a bord obtenue en collant deux
hexagones le long de trois cotés non adjacents deux a deux .



I1.2.A.3 Définition

Soit S une surface connexe , orientable. On appele décomposition en pantalons
de S, la représentation’de S comme union de pantalons.

II1.2.A.4 Lemme

Soit S une surface compacte sans bord, orientable. S admet une décomposition
en pantalons. '

Preuve

S étant compacte sans bord , orientable , on a : ] e genre de S est fini et on

peut supposer genre S = n. On en déduit que S peut étre représentée sous forme
d'union de A,B et S', ol |

i)A=

i) B= .

iii) S' est une surface de genre n - 2, 4 bord admettant deux composantes connexes.

1. A,B admettent une décomposition en pantalons a Savoir : |
A=
' &>
%4




. &y - {3

2. S' s'écrit comme union finiede Cj ; o Cj est une surface de genre 1 , a bord ayant
deux composantes connexes.

$= UG o C; =

C, admet une décomposition en pantalons,a savoir : C, =
, © |
. /|
Soit S une surface connexe, orientable , équipée d'une métrique hyperbolique- g,
et soit 'al(J:NPi une décomposition en pantalons de S.

II1.2.A.5 Définition

On dira que les P; sont totalement géodésiques,si pour tout i de I, (P;,go) en tant
que surface hyperbolique est convexe.

II1.2.A.6 Lemme

Une surface S compacte ,sans bord ,orientable, equipée d'une métrique
hyperbolique go,admet une décomposition en pantalons totalement géodéesique.

Preuve

Considérons la décomposition en pantalons décrite dans la preuve du Lemme

I11.2.A.4. Cette décomposition est une décomposition en pantalons d'interieur,deux a
deux disjoints. Onadonc:S= U P .

i€EICN
Pourtoutidel , aP, = {a,:B;;y;} od a,:B;;y, sont des lacets. Dans II,(S)

considérons leurs classes d’'homotopie libre respectives, notées:[o;], [Bil, [Yi]-

En utilisant le théoréme 1.1.D.8 , on a existence de oi; Byt dans[a;] , [Bil, [vi]-
1 1 1 .
avec @By sont des courbes géodésiques.

Notons P l'enveloppe convexe de @%:B%Y'. En tant que surface,P'i est

un pantalon totalement géodésique. De plus S = ‘Ie{Pla .
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I1.2.A.7 Théoréme

Soit (S,g0) une surface hyperbolique connexe, admettant une décomposition en
pantalons compacts totalement géodésiques , d'intérieur deux a deux disjoints.

Alors,pour toute métrique a courbure strictement négative sur S, il n'existe pas
d'orbites périodiques du flot horocyclique.

Preuve.
0 0 - - -
S = iI.GJPi /PN Pj = i = jetV(i€I), P, estconvexe pour g

Notons 6P, = {(li, Bi , Yi'}'

Considérons g; une métrique a courbure strictement négative , non isométrique

b

a go.

Les courbes fermées @;,B;.Y; étant,par hypotheése , deux 2 deux disjointes pour
la métrique go, elles restent disjointes pour la métrique g; [ Fathi - Lau - Poen].

Quitte a passer a {ai,B,,qi} les uniques courbes géodésiques fermées pour la
métrique g; , qui sont de la méme classe d’homotopie que {ai’Bi’Yi} {ai’ﬁirYi} , on
peut supposer la décomposition S = gPi géodesique pour g;. Il suffit de démontrer
la proposition pour (S,go).

Procédons par 1'absurde.

Supposons donc qu'il existe une orbite périodique O pour le flot horocyclique. 11
existerait alors une surface S' incluse dans S 2 bord géodésique, convexe, contenant
0. .

Par II1.1.10 appliqué a (S',dS'), on a contradiétion avec le teinps de séjour O
dans (S',0S') borne :




II1.2.B Non existence d'orbites périodiques du flot horocyclique pour des surfaces
i plriodiques (i=1.2). |

TIL.2.B.1 Définition -
On appelle surface: hyperbolique .i periodique une surface hyperbolique
admettant Zi comme sous groupe d'isometries.

II1.2.B.2 Procédé de construction d'une surface hyperbolique 1 periodique

Soit S; une surface compacte , connexe de genre 1, a bord constitué de deux
courbes fermées simples disjointes.

S 1
Equipons S; d'une métrique g & courbure négative constante - 1 et telle que aS,
soit totalement géodesique.

I11.2.B.2.1 Définition

(S1,g) étant une surface hyperbolique.

On dira que 9S, est totalement géodesique , ssi toute composante connexe de S, est

convexe pour g..

Le long de chaque courbe bord, collons un exemplaire isometrique a S;.

D+ (0D LI
5, o

2

Le long des composantes bord de S, collons deux exemplaires isometriques a Sy
et réiterons indéfiniment le processus le long des composantes bord de la surface
obtenue a I'étape précédente. '

La surface S aussi obtenue est une surface lperiodique , hyperbolique de
volume infini.



I11.2.B.3 Procédés de construction d'une surface hyperbolique

I11.2.B.3.1 Définition

On appelle graphe I' , un complexe simplicial de dim 1 dans R2.

I11.2.B.3.2 Définition

Soit G un groupe a génération finie ( ayant un nombre fini de générateurs ); on
appelle graphe de Cayley , le graphe I' obtenu comme suit :

Sommets de I” = éléments de G

Aretesde I' = générateurs de G et leurs puissances

Exemples

G =2"=(ab/aba’b’ = 1)




e 111.2.B.3.3 Présentation d'un procédé de construction
-Soit Z2 le réseau standard dans R2,T son graphe de Cayley et P un plongement
de I'dans R3. Sur le bord v d'un voisinage tubulaire de P(I")yon induit une métrique

a courbure négative -1. (dv , g) est une surface hyperbolique , 2 périodique.

I11.2.B. 3 4 Constructlon géométrlque

— Soit deux octogones hyperboliques 1sométnques a angles droits recollés le
long de quatre cbtés , deux a deux non-adjacents.

- - —_—
P - -~

. : - - s \
N\

\
]

T 5 > 4

-~

ft

- On obtient une surface S; hyperbolique ayant quatre composantes bord
‘ disjointes , totalement géodésiques.

Le long de chaque composante bord, on colle un exemplaire isométrique a Sy. -

- On obtient ainsi une surface Sz hyperbolique ayant des composantes bord
disjointes , totalement géod€siques.

Sa

Le long de chaque composante bord de S5, on colle un exemplaire isometrique a
S1 et on réitere indéfiniment le processus le long de chaque composante bord de la
surface obtenue a 1'étape précédente de la construction.

- La surface S obtenue par cette construction est hyperbolique , doublement
periodique,de genre infini.



I11.2.B.4 Théoréme

Il n'existe pas d'orbites périodiques du flot horocyclique sur une surface i
périodique hyperbolique ,i €(1,2).

Preuve
Procedons par l'absurde:

Supposons qu'il existe une orbite périodique du flot horocyclique , notée O .
Alors,il existe une partie K de S , K compacte a bord , convexe, contenant O.

En appliquant I11.1.10 a K, on obtient une contradiction .

Considerons S une surface hyperbolique deux périodique , obtenue par le
procédé de constructions II1.2.B.3.3. Soit IT I'application de S sur Rz,déﬁnie comme

suit :
1) IT (un octogone ) = un sommet de I
2) IT ( deux octogones ) = aréte de T'
Soit D; et D, deux droites paralléles dans R2 et U la région délimitée par Dy, D,.
I11.2.B.5 Proposition
11 existe une constante C ne dépendant que de U, telle que : pour tout horocycle

sur S, le temps de séjour dans I1 -1 (U) est inférieur ou égal A C.
!

Preuve

Soit U' la plus petite région connexe de R2, contenant U et telle que 9U soit
inclus dans I". IT -1(U") la préimage de U’ est une surface hyperbolique convexe a bord,

n'u)

dont le rayon intérieur R est borné par une constante C dépendant de U.

Par le théoréme I11.1.10, on sait que toute courbe horocyclique sur une surface
convexe a bord est plus petite qu'une constante dépendant du rayon intérieur .

En appliquant le théoréme 3 TT"(U'),0n a : le temps de séjour d'un horocycle
dans T'(U') est boné , il sera d'autant plus court dans _H_'(U) qui est strictement
incluse dans I17'(U'"),
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Tout horocyclé quitte IT” (U) ol U est une union finie de région délimitée par

(‘ I11.2.B.6 Corollaire
{ des droites parall¢les.

— Preuve

; Conséquence immédiate de III.2.B.S.

| 532.

II1.2.C Estimation dans le cas des surfaces compactes a bord convexes pour une
métrique a courbure sectionnelle pincée

{ II1.2.C.1 Définition

(M,g) une variété riemanienne compléte, 1 connexe, a courbure sectionnelle K
négative.

Pouri € {1, 2} ondonne y; : R* — M, y, géodésique et Iﬁi(t)" = 1 pour touttde R".

e On dit que y; est asymptotique 2 y2, noté y; =~ y2 , si et seulement si il existe une
‘ constante positive C,telle que pour tout t de R*, on ait d (y1(t),y2 (t)) < C.
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II1.2.C.2 Exemple
SoitM = H?, glamétrique de Poincaré .

y,: R" - H?

t = e

Pour x € R, considérons y : R" - H 2.

t.
t —e1+ X

; 2
Ona: ch[d(yl(t) ,Yx(t))] =1+ ZLT
e

d'ol:
2
d(y (t) , y,() = argch (1 + —2—)

On en déduit que yx est asymptotique a y;.

Démontrons que toute géod€sique asymptotique a y; est de la forme yx pour un
x bien déterminé. Soit 8 une géodésique asymptote a y; , on sait que :

XC> 0) / V(tER") d(d(1),y,1t) <C.

Pourt —> o ona: d(§(x), y,(»)) < C.
d'ol: y, () = §(®) = o,

En se basant sur 11.3.10, on a 3 est de la forme yx .
IIL.2.C.3 Corollaire

La relation” "asymptotique a" induit une relation d'équivalence sur les semi-
géodésiques positives d'une variété rienmanienne (M,g) compléte, 1 connexe.

Preuve

La preuve est une conséqilence immédiate des propriétés de la distance .
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Notons M(®) = {y: R*=>M[y®]= 1V E R*)}/... _
II1.2.C.4 Définition

‘ (M,g) étant une variété riemanienne, compléte 1 connexe, a courbure négative.
¥ :R — M unegéodésique paramétrée par longueur d'arc .

On appelle horoboule de centre Z = ¥(®) , I'ensemble HB(z) obtenu comme union
des ‘

{B (v ,},, od B(y(t) , t) estla boule de centre y(t) de rayon t pour la métrique g .
HB(z) = UB(y().1)

II1.2.C.5 Exemple

SoitM = H?, glamétrique de Poincaré .
y: R—H?
t = e'i
Pourt € R*, considérons B( y(t),t)
Ba®,.)N{z€H? imz < 1} = &
En effet,si on supposait que cette intersection serait non vide , il existerait «
zo=iell ,t; <0 etzg EB(Y(1)), t). dou : d(y(t),z0) =t - t] > t,donc contradiction .

Affirmation
1 €EB(y(t) ,t) car d(y(t),1) =t
Enconclusion,on a:

HB(») = {zEH2 / imz = 1 }
II1.2.C.6 Définition

(M,g) étant une variété rienmanienne, compléte, 1 connexe , a courbure
sectionnelle négative , y étant une géodésique parametrée par longueur d'arc. On
appelle horosphére de centrez = y(») l'ensemble dHB(z) ot HB(z) est I'horoboule de

centre z par rapport a y.
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I11.2.C.7 Proposition

-

Pour (H2,ds), ds étant la métrique de Poincaré, les horospheéres sont identiques
aux horocycles.

Preuve
Soit HB(z) un horosphére et soit y : R — H2 telle que :
z=y(®)etHB(z) = U B((1),1)
PSL (2,R) étant transitif sur les géodésiques de H2, on peut supposer :
Y: R —> H etz = o
t.
t > el
d'ol,par[11.2.C.5, HB(z) = { €EH’ /imz = 1 }

donc,dHB(z) = {z €H’ / imz = 1} qui est un horocycle .

IT1.2.C.8 Définition
Soit (M,g) une variété riemanienne compacte a courbure négative. On appelle

horosphere sur (M,g) l'image par l'application revétement d'un horosphere sur
(M,8) od Mest le revétement universel de M.

On rappelle le résultat suivant :
II1.2.C.9 théoréme [ Hein - Im.Hof]

Soit (M,Z)une variété de Hadamard, 2 courbure sectionnelle K,,

b <Ks -a>000 sa<moetD sb <

Soit h une horosphére de (M.g) . Pour tout couple (p,q) appartenant 2 hjon a :
2 2
" shfa.d(p,q)] s d,(pq = Y sh[b.d(p,q)] 4

dp, désigne la distance sur h, h étant équipée de la métrique induite par g
II1.2.C.10 Remarques

On précise que :
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1) Une variété riemanienne (M,§) est dite de Hadamard si et si seulement si (M, §) est
compléte , simplement connexe, a courbure sectionnelle négative.

2) Si on considere (I\~/I, g,) une variété de Hadamard, a courbure négative constante

-a2. a> 0. h une horosphere sur M,g,) et p,q deux points de hon a :

2
d,(p.q) = " shla.d(p.q)]

3) Si (S;g) est une surface riemanienne, compacte , 3 courbure sectionnelle négative,
on fera 'abus suivant :On utilisera le mot "horocycle" pour " horosphére",par analogie

au cas de courbure négative constante -1 [II1.2.C.7]

I1.2.C.11 Définition

On dira qu'une variété riemanienne (M,g) est & courbure sectionnelle K(s) pincée

si et si seulement si il existe une constante C,telle que : [K(s)| s C

II1.2.C.12 Exemples
1) Les variétés riemaniennes a courbure constante.

2) Les surfaces obtenues comme suit :

on a:[K(s)| =1
I11.2.C.13 Proposition

Pour (S,9S) surface a bord compacte , convexe a courbure sectionnelle
-b* s K s -a’(a>0etO<b < ), il existe une constante positive C
dépendant de b,telle que :
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Sup |n] < C

b € Cis

Preuve

Soit h € C,, ; h un reldvement de h dans D(0,1) équipé d'une métrique g 2a

courbure K; -b* s K < -a’.

D'apres III.2.C.9,ona:|f1|L < lf‘L. ’

gb désignant une métrique a courbure, constante négative -b.
En projetant (B.8,) sur ((S.9S), 8,) ,on gbtient un élément de (Cg 4. 8,), eten
appliquant I11.1.10 & cet élément,on obtient que :
hl,, = C(R®*®,g,) d'oulhls CR®®,g,).
I11.2.D Quelques conséquences immédiates du théoréme de Ratner

I11.2.D.1 Théoréeme [Rat]

Soit I" un sous groupe discret de PSL(2; R) tel que : WI'\PSL(S R)) soit infini, p
étant la mesure de Haar sur PSL(2, R).

Toute mesure de probabilité de I'PSL(2, R) invariante et ergodique pour le flot
horocyclique est concentrée sur une orbite périodique.

Comme conséquences immédiates de I11.2.D.1,ona:

II1.2.D.2 Corolllaire

Il n'existe pas de mesure de probabilité ergodique invariante par le flot
horocyclique sur le fibré unitaire d'une surface i périodique i € {1.2} ,hyperbolique .

Preuve

11 suffit d'appliquer I11.2.D.1 et I11.2.B.4
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IIL.2.D.3 Corollaire ,
Soit (S,go0) une surface hyperbolique connexe, admettant une décomposition
dénombrable en pantalons géodésiques , deux a deux d'intérieur disjoints.

Pour T18S, il n'existe pas de mesure de probabilité ergodique invariante par le flot
horocyclique. '

Preuve

11 suffit d'appliquer I11.2.D.1 et I1.2.A.7
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