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0.1 Introduction

Le Présent travail est consacré a I’étude d’une certaine classe d’équations
différentielles Opérationnelles a coefficient opératoriel bissectoriel, La
méthode d’étude est basée sur le théoréme de Weiss sur les multiplicateurs
qui constituent une extension du théoréme de Mikhlin au cas des espaces de
Banach du type UMD.

Le travail est composé d’une introduction et de quatre chapitres.

On commence tout d’abord au premier chapitre par présenter en bref
certaines notions utiles tout le long de ce travail, & savoir les décompositions
de Schauder, la notion de R-bornitude d’une famille d’opérateurs, les espaces
UMD, et le théoréme de base sur les multiplicateurs de Weiss qui ont été
étudiés dans les bibliographies [3, 4, 5, 6,8,10,16,17,18,19, 16,17, 21,24,25,26].

Le second chapitre est consacré a 1I’étude des opérateurs sectoriels, et
la génération de Semi groupes analytiques par ces derniers. On présente

le calcul fonctionnel H*des opérateurs sectoriels générant des Semi
groupes analytiques [1,3,7,9,13,16,17,20,22,24].

Au chapitre trois, on aborde ’étude des opérateurs bissectoriels.Pour
une étude des Semi groupes analytiques générés par ces opérateurs, ainsi
que le calcul fonctionnel H*>°d’opérateurs bissectoriels,voir par exemple[1, 2,
3,7,10,11,12,13,14,16,17,18,24].

Au chapitre quatre, on étudie la régularité maximale LP des solutions
d’une classe d’équations différentielles du premier ordre, a coefficient
opératoriel bissectoriel,sur tout 1’axe réel [3,8,9,11,13,15,16,18,20,21, 22,

23,24,25].



Chapitre 1

NOTIONS PRELIMINAIRES

1.1 Décomposition de Schauder

Définition 1 Une décomposition de Schauder d’un espace de Banach E est une suite

de projections D = (Dy)pey C B (E) telle que

1) DpD; = 0 pour k #1

o0
2) x = Z Dz Ve FE
k=1

Remarque 1
n

1) L’opérateur P, = Z Dy, est la somme partielle du projecteur correspondant a D.
k=1
2) E est décomposé comme somme directe

E=FE & E2d...0F,

Définition 2 Une base de Schauder est une suite (£;,)5— telle que tout © € E admet

la représentation unique

T=) &en
k=1
1.2 R-Norme

Définition 3Soit (2, F, P) un espace de probabilité,c’est -a-dire F est une d—Agébre
sur Q et P est une mesure définie de F' dans lintervalle [0,1].La fonction de
Rademacher (§,)cnest une suite de variables aléatoires définies sur Q & valeurs dans

{=1,1} indépendantes,symétriques et identiquement distributs,c’est-a-dire :

PEpw)=1) =P (§w)=-1)=
P& (W), € (W), & (W) =P (& (w)) P (& (w)) ... P (& (w))



Z §rTk

k=1

est définie par
LP(Q,E)

Définition 4 La norme aléatoire

dp)

Lr(Q,E)
ot E est un espace normé, (&) est une suite de variables aléatoires appelée fonction
de Rademacher,xy € E, w € Q,la norme aléatoire est definie par

1
p

dp)

/ Z $kTh

LP(Q,E) Q

3 =

'y ¥ o.x

S1wyef—-1,1} §2(w)ef-1,13  En(w)e{-1,1}

Z §k$k

k=1

§)r(&)  p(&,)

ol

avec 1) € (771,772 nn)

=X > e

Mmel{—11}M2e{-1,1}  Tne{-1,1}

Z NeTk

=z 2

nE{ 1,13

Z 77k$k

Exemplel

La norme d’un elémentde E

B =

€2l ooy = / el am dp ()
Q

S =

= [l=llz p(@]* =llzllz p(Q) =1

La normede la somme de deux éléments de E est

SIS

1
€171 + &2l o, ) = 22 Z Z €121 + Eazall

E1(wyef—1,1} E2(w)ef—1,1}

ou



B =

1
€121 + &2l ppiom = |55 D, €@ +@allly + €121 — 2o,

22
E1(w)ef-1,1}

ou encore

1 P P P P
16021 + &omalliniom = |55 [l + @2l + [z — wallp] + =21 + @allf + =210 — 2l

1 1

= [2 [zt + @l + |21 — 22|
Remarque2

La notion de R-norme concerne une famille d’éléments contrairement & la notion de
norme habituelle qui définit la norme d’un seul élément.
Définition 5 (L’ inégalité de khintchin-kahane)Pour p,q tels que 0<p,q <oo, il existe

une constante ky,<oo telle que dans chaque espace linéaire normé,on a :

ka;l’k

k=1

S KP7‘1
LP(Q,E)

n
D G
k=1

Cette inégalité est dite inégalité de khintchin-kahane.

LP(Q,E)

Remarque3
Pour les conditions suivantes
1) z1,29,..,2,.€ E

)
2)¢;, (k=1,n)si E est une fonction de Rademacher
3)E est un éspace de Banach
n

)

g & convergente danspy(q, )
k=1

4

n
la série E &,z convergente dans chaque LPet I'inégalité est vraie pour n = oo
k=1

1.3 R-Bornitude d’une famille d’opérateurs linaires bornés

Définition 6 La famille des opérateurs linéaires bornes M C B (X,Y)ou XetY sont
des espaces véctoriels normés,est appelé R-bornitude.

Si pour tout p € [1,00) il existe une constante C' telle que pour n € N T € M

B =



1< K <n et pour tout fonction de Rademacher (&), cn,0n a l'inégalité

<C (%)

n
> & Tra
k=1

n
Z ExTk
k=1

LP(Q,Y) LP(Q,X)

Remarques 4
1) R-bornitude concerne une famille de opérateurs linaires bornée contrairement a la
notion de bornée qui concerne un seul operateur.

2) Pour X =Y = E et p = 1,l'inégalité(x)est équvalent a l'inégalité
n

D Sk

k=1

3) Le minorant des constantes C' noté R, (M) et dit R-bornitude de M d’order p

<C
LY(Q,E)

()

n
Z 51@ Tk xp,
k=1

LY(Q,E)

4) Pour 1 inégalité (*x*),on a
R, (M) =1Inf{C >0 tel que (x.x) est verifié}

et pour S,T € M,on a

R,(S+T) < R,(S)+R,(T)
Ry (SxT) < Ry(T)x Ry(S)
1.4 Les martingales

Définition 7 La martingale est une suite f = (fi)ze; de variables aliatoires dans
Uespace de probabilité (Q, F, P) associée a une suite croissante (Fy)p- des sous-0—algebre

incluses dans F.On appelle suite de différence martingale la suite définie par

0fk = fx — fe—1

et qui vérifie la condition E (6 f/ Fr—1) = 0,0u fo =0, (Fi)pe est une suite croissante

et fir est Fr,—mesurable.



1.5 FEspaces U.M.D

Définition 8 Soit E un espace de Banach,on dit que E est un espace U.M.D si :
i) E posséde les propriétés de différence Martingale inconditionnel (Unconditionality
of Martingale Difference)dans LP (Q, E),p € (1,00).

i1) 1l existe une constante C), tel que pour tout n € N on ait l'inégalité

Z Ek0 Sk <G Z5fk = Cp | full oo, m)
k=1 LP(QLE) k=1 LP(Q,E)
Ou
fo =Y 6f
k=1
En effet

o = D (fe—fr1)

k=1 k=1
= (i—=fo)+(fo—=fi)+ o+ (fn— fn-1)
= fn (fU = 0)

Ou f e LP(Q,E)N et &, € {—1,+1}" est une fonction de Rademacher.
1.6 Transformation de Fourier

Définition 9Soit E un espace U.M.D et u € L' (Q, E),la transformation

Flu(N] =a(\) = / w(t)exp(—irt)dt A eR
R
est dite transformation de Fourier

Définition 10L%nverse de la transformation de Fourier est défini par
u(t) = /Ra()\) exp (iAt) dA

Remarque 5 Siu € S on a
DF (u (X)) = F[(i\)*u].

Et on a

F [D%u(N)] = (—i\)* F [u]

oo



1.7 Rappels de quelques espaces fonctionnels

1)Soit E un espace de Banach,note par D (R, E) l'espace de fonctions de base
tel que

D(R,E)={f e C®(R,E):supp(f) est compact}

Remarque 6 Le support d’une fonction f est défini par

supp (f) = {z : f (z) # 0}
2) On note par
D' (R,E)=L(D(R,E),E)

Pespace des distributions.L (D (R, E) , E) est donc 'espace des opérateurs linéaires
bornés définis sur D (R, F) et a valeurs dans

3) On définit 'espace de Shwartz S (R, E) par
S(R,E) = {f € O (R, E) : t°DPf € L® (R, E) pour tout o, 3 € N}

S"(R,E)=L(S(R,E),E) est espace des distributions tempérées tel que I'espace
(C°des fonctions infiniment dérivables.

4) L} . (R, E) est espace des fonctions localement intégrable sur R.

Définition 11S0it la fonction M € L} (R, L (E)) on définit l'opérateur M (D) par

loc

M (D) : F'D®R,E)— S (R,E)

¢ — F'Mr¢
C’est-a-dire
M (D)¢ = F ' [MF¢] pour tout F¢ € D(R,E),¢ € S (R, E)

Remarque 7
Comme F 71D (R, E) est dense dans L? (R, E),alors M (D) est défini sur un sous

ensemble dense de LP (R, E)



Théorémel (de Weis)Soit E un espace U.M.D et 1 < p < 00,si considéreé la fonction

différentiable M
M :R—{0} = L(E) c’est-a-dire :M € C* (R — {0}, L (E))

vérifiant
1) {M (s):s € R—{0}} est R-bornitude
2) {sM'(s):s€R—{0}} est R-bornitude

alors Uopérateur M (D)est borné.

10



Chapitre 11

LES SEMI-GROUPES ANALYTIQUES

2.1 Opérateurs sectoriels

Définition 1250it ¢ € (0, 5] et considérons l’ensemble

Ys={ e C:larg(\)| < d}U{0}.

la famille des opérateurs (1}),cx, est dite semi-groupe analytique (d’angle &) si
1)T(0)=1I etT (z—f—z/) =T(2)T (z'> pour z,z € Y.

2) L’application z —— T (z) est analytique sur 3.

3) [Z/iﬂolT(Z):L‘:l' pour tout © € X, 0 <& <4 et z € X

Remarque 8

Si I'ensemble {[|T'(z)|| z € By }est borné pour tout 0 < &’ < d,alors (T7) est dit

2€8y
semi-groups analytique borné.

Définition 13Soit (A, D (A)) un opérateur linéaire fermé dont le domaine est dense
dans un espace de Banach E <m = E) est dit sectoriel (d’angle 0 )si

IIlexiste 6,0 < 6 < 5 tel que Xgyz = {AeC:larg(\)] <5 +6}U{0} Cp(4)
2)Pour € € (0,0),il existe M > 0 tel que |[R (N, A)| < % pour \ € i5+g_e et A #0.
Définition 14 Soit (A, D (A)) opérateur linéaire fermé avec domaine dense (E = m>
dans un espace de Banach E et dit sectoriel (d’angle 0 )si

1)Egiste 6,0 <5< 3 tel que X5 z = {xeC:larg(\)| > 5 -6} U{0} C p(A)

2).Pour € € (0,0) il existeM > 0 tel que |R (X, A)| < % pour \ € i(g_g+e et A # 0.
Nous avans donc deux cas

T 2mi

1¢"cas on definit 7' (z) par T (2) —1/8)‘ZR (A, A) dX pour z € gz

Y

2¢Mecas on definit 7' (z) par T () :;ri/e’\zR (A, A)dA pour z € X5_=z
v
tel que T'(z) est un semi-groupe analytique et 7 le contour d’integral.

11



Question
Quelles sont les conditions sur A pour que e** et T (z) soient définis dans les deux cas ?
Pour un opérateur sectoriel on a le calcul fonctionnel suivant

Pour le 1 cas

ona T(z) —1/e)‘zR (A, A)dA,z € E5 = (figl)

T2

Y

a(4)

(figl)

Chercher l'existence de T (z) revient a étudier la convergete de I'integral / eR (), A)dA.

~

27

le contour y déformé d’apré leThéoréme de Cauchy,donc pour T (2) =5 / eR (), A)dA

5
on a(fig2)

12



:}/3,?’

(A

g')l,r

tel que v =, =7, U7, 2U",3 et
Yra = {—pe_i(g”‘ﬁ); —00 < p < —T}

Ypo = {reia;— (E—F(S—e) <ac< (E‘HS—E)}
: 2 2
Vo3 = {pei(%M_E);’" <p< OO}

1) pour A€ 7,5 et 2 € Xy tel que 0 < § <detde (0, %] posons(r = ﬁ, =9

on a

Az = |Az| €282 = |\ gilare() arg(2))

et comme

—§ < arg(z) <d....... (1)

arg(\) = —+0d—e.. (2)

en sommant (1) et (2) on trouve

g+5—e—6’<arg(z)+arg()\)<%—i—é—e—ké’

13



d’ou
g +e<arg(z)+arg(\) < — —e...(3)
tel que

0<y<6<g

Les complexes Az ont des parties réelles négatives car
Re (Az) = |Az| cos (arg (z) + arg (N)) .

d’aprés (3)

cos (arg (z) + arg (A\)) < cos (g + e) .

( car la fonction cosinus est décroissante sur [g, 77] ),

d’ou
T
Re (A\z) = |Az| cos (arg (z) + arg (N\)) < |z cos <§ + e)
= —|Az|sin (¢)
et
Re (Az) < — |\z|sin ()
donc
’eAz _ eRe()\z) < e—|)\z|sin(e),

d’ou

oM

He’\zR ()\,A)H = ‘e’\z IR (), A)|| < e Plsin

pour A € v, 5 et z € Xy

2) Pour A €, et z € Ny

{—5' <arg(z) <& (5)
arg(A\) = — (5 +6 —¢€).....(6)

en sommant (5) et (6)

—5'—3—5+6<arg(z)+arg()\)<5'—g—5+e

2
d’ou

3
—§+e<arg(2)+arg()\) < -

— €

bl

14
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Les complexes Az ont des parties réelles négatives car
Re (A\z) = |Az| cos (arg (z) + arg (\)) < |Az]| cos (—g - e)

et on a

T T
vion () = o5+
|Az| cos 5 € |Az| cos 2+e
= —|Az|sin (¢)
( car la fonction cosinus est croissante sur [7r, 37“] )-
donc
‘ekz — eRe()\z) < e—|)\z|sin(e).

oM

He*ZR(A,A)H:(eM IR (A, A)|| < e elsinC 3

pour A € y,q et z € Xy

3)Pour A € 7,5 et 2 € Lyon a

A = re' tel que —(g+5—e)§a§<z+5—e>,

2
d’ou
Az _ | Az |)‘Z‘%
eVR (N A)|| =R\ A)| <e I\
comine
, 1
)\:rem,et r=-—
||
on a
He)\zR ()\’A)H < €|7'eiaz|£
|ret
comme
€|remz|£ _ eﬂd% — er% z|M: e ]z\ M
|ret] r
d’ou’

H@ZR(A,A)H <elz M (8

Pour A € 4,5, et z € Xyon a

15



/ eMR (), A)d)\|| = / eMR (), A)d)||,
v r
tel que v =7, =71 U2 Ur3

d’ou

/eAZR()\,A)dA = /eAZR(A,A)dAJr/eAzR(A,A)dAJr/eMR(A,A)dA <

T r,1 ’YT,Q ’Y’V‘,3

/eAZR()\,A)d)\ + /e*zR()\,A)dA + /e’\zR(A,A)d)\ .
r1 2 7,3

en sommant. (6), (7) et (8)d’ou

/eAZR()\,A) dA|| < /e—Azisin@'Af'dAJr /e|sz>\+ /e"A“in(E)f\)ﬁd)\ (9)

Y Tr1 Vr,2 Yr,3

ce qui implique

=T

_|_pemi(F+o-)z| M
/e’\ZR(A,A)d)\ < /e e 3 e : dp + 2mreM |z| +
) £+676)
5 e ‘ pe (2
(30 M
_ (E+6—€)z in
/e [oe’® e _dp (10)
J ‘pel(§+57€)
comme
ei(ng(Sfe) = ‘efi(%Jr&*E) = let |—I0| = —psi p <0,
on a
-7 Y +oo M
/eAzR (N A) AN < /e_(_p)Z|Sin5Hdp+27r7“eMz| + /e_”z|Sin5dp,
o7 —0o0 P r P
c’est -a-dire :
i M b M
/eAZR (A, A)dA|| < /e”'ZSinedp—{— 2reM |z| + /e_pz|smedp. (11)
4 P
¥ —00 r

16



-Tr

posons dans 'integral /e”zmneypdp p = —p et comme,r = ﬁ

—00
on a encore

“+oo “+oo

M 1 oM
/eAzR(A,A) d|| < 2/ep|zsmedp+27rreM = 2/ep|zsmedp+27reM
p T P

T T

En prenant r = 1 dans (12)

+oo
meM
/e)‘zR(A,A) d\|| < 2/6_p|z|smedp+27reM
p
g 1

+00
On montre maintenant que l'integral 2 / e‘p|z‘sme%dp est convergente

1
En effet on a

ePlFsme > 12| sine = 1. < 1_ ,
eplzlsine = plz|sine
d’ou
6—p|z\sine < 1 — le—p\z|sine < 1
~ plz|sine p ~ p?lz]sine
donc
oo —plz|sine oo 1 1 +o<>1 1
e
/dPS/Q.dP:/QdP: .
p p?|z|sine lz| J p |z| sine
1 1 1
d’ou
+0oo
Q/eplzsinfMdp <OIM———.
P |z| sin e
1
De (13) on a
/ eMR (N, A)d\|| < 2M ——— + 2weM,
|z|sin e
o
Posons
1
C=2M——F—+21eM
|z| sin e
d’ou

/ eMR (N A)dA|| < C,

Y

17
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donc

211
5

1
T (2) _/e’\ZR (A, A)dX defini pour \ € yet z € By

cest -a-dire

1
IT (2)|| = ,/e)‘ZR (A, A)dA|| < K tel que K est constante.

21
3

2¢M€cas on definit

1
T (2) /e)‘zR (A, A)dX pour A€y etz € X5 =

2
5

En suivant les mémes étapes de démonstration on trouve que ; pour que T(z) soit définie

sur le contours () comme le montré ces fig(3) et(4)

c(A)

18



:Fl,r
=
-5 A (2 + 5- £)
:}J 3,
(figd)

2.2 Calcul fonctionnel d’opérateurs sectoriels dans H™

Introduction

Cette partie montre le calcul fonctionnel d’opérateur sectorial dans H et pour cela nous
définissons quelques espaces fonctionnels et en plus nous cherchons 'existence de la
résolvante d’opérateurs sectoriels et la caractérisation du probléme posé.

Définition 15S0it A un opérateur linéaire fermé avec domaine dense (E = (A)) dans

un espace de Banach E On dit que A est sectoriel si
1) 1l existe 6 € [0, 7] tel que o (A) C Xy ={A € C: |arg(\)| < 8} U {0}
2) V>0 ona [AR(NA)|| <M, VieC-%,

L’ angle spectral w (A) d’opérateur sectorial definit par
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w(A)=1Inf {0 €[0,7] tel que 1),2) sont verifieés}

Définition 16 Pour A un opérateur sectoriel avec l’angle spectral w (A) dans le cas
0€ p(A) et pour w(A) <0 < u <7 on pose

Su0={A€C— {0} : Jarg (V)] < i}

on a les espaces fonctionnels

H(X,0)={f:%.0— C, f holomorphe} ,

HZ (B,0) ={f € H (Zp0) : [[flloo <00}

L’espace des fonctions holomorphe,bornées

H® (Su0) ={f€H (Zuo):Is>0: fp "€ H®(S,0)}
et

F (Eu0)={feH(Xu0):3s>0:f¢*ec H®(E,0)},
tels que

$(0 = et = s,y = S 47 ()3 € Do)

On défini le contour yypar( figh)

2
~
VvV IA
@)
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s 2 11

¥e

(fig 5)

Définition 17Soit A un opérateur avec sectorial I’ angle spectral w (A) tel que
w(A) <O < pu<m ety le contour d’intégral ,alors on définit | opérateur f(A)
comme suit

1) Pour f e H(X,0)
f(A)z;m/ FOVR (A, A)dA

2) Pour :f € F (¥,0)on choisi k € N tel que

Fo* € Hg® (11 f1l0)
onpose  f(A) =y F(A)(f4") (A)
D(f(A) ={zeE: fo*(4)zeD(v7*)}
Remarques 9

1) Pour les définitions (1), (2) et (3)on peut utiliser le calcul fonctionnel précédent.

2) Dans le cas ou A est un opérateur sectoriel avec l’angle spectral w (A) tel que
w(A) < §,A est dit bissectoriel et w(A) = w (A).

Ce qui nous méne aux opérateurs bissectoriels.que I'on va développer au chapitre suivant
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Chapitre 111

OPERATEURS BISSECTORIELS

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous étudions une classe spéciale d’opérateurs linéaires fermés appelés
opérateurs bissectoriels,Le nom bissectoriel vient du fait que le spectre de ces opérateurs
est contenu dans un secteur double Nous verrons plus tard que ces opérateurs sont trés
importants pour I’étude des équations différentielles du premier ordre.

Définition 18 Soit A un opérateur linéaire fermé.On dit que A est bissectoriel s’il
existe 0 € [O, g] et ¢ >0 tel que

1) 0 (A) C Sp={z€C:larg(£2)] <0} U{0}

2) IR (z,A)| < iz pour tout z € C/Sp.
L’angle spécral @ (A) =inf {0 € [0,%] telle que ces conditions 1)et 2) sont vérifiées} .

Si 0 € p(A) on peut défini les deuz spectres suivants

o (A)={A€o(A):Re(N) <0}

ot (A)={A € (A):Re(\) >0}

o + —
et on défini les secteurs F(,’R,FG?R

t Ret? sit<—1 —tRet? sit<—1
FQ_’R: —Re ™ s —1<t<1 7F3:R: Re ™ & —1<t<1
—tRe ™ sit>1 tRe ™™ sit>1
tel que
w(A)SGSgetR>0,teRetB(R,0):{)\e(C:]/\\SR}Cp(A)
voir fig (6)
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G (A)

T+ &

Remarque 10

pour justifier I’écriture F;{ Roet 1“;7 R»> ONL POSE

p= Rt
1-Pour
F;R:FIUFQ_ Ul'gett < -1
on a
Rt<—-R
d’ou
-0 <p<—R

Pourz € I'] ,on a
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2= —pelTt0) — _peimeit — _ <_pei0) — Rt
d’ou
z:pew sit<—1
Pourz € I'; ;on a

z=—Re tel que —0 < a <0,

Posons —0 < « < 6 on trouve

—-0< —-a<0

on a encore

<

| D

—0 < -«
0 0
En poant t = —*et pourz € I'; ,on troouve

z=—Re™ tel que —1<t<1.

Sit>1 = Rt> RdoncR < p <+

Pourz € I'; ;on a

i(m—0)

i =it _ —if

z = pe —pe

= pe
d’ou

zely = z= —Rte

2-Pour la décomposition F;’R = Ff U I‘;“ U Fg’
Sit< —1lon a
Rt < —R
d’ot

—Rt>R
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on a encore

d’ou

donc pour z € I‘fon a

z = —pew = —Rteio,

d’ou

2 = —Rte' sit<-—1

pour z € Fgron a

z=Re™ tel que —0 < a<0

En posant —0 < a < 6,0on a

—-0< —-—a<

d’ou

D

b oz
0 =0

En posant t = _TQOH trouve

d’ou’
z=Re tel que —1<t<1
Sit>1l,0na
Rt> R
donc
—Rt<—-R
d’ou

—oco< —Rt<—-R
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d'ousi z € F; on a
z = Rte " tel quet>1

Remarquell

Puisque 0 (A) =0~ (A)Uc™ (A) on a

tel que

ST(H) = {zeC:larg(2)| <0}

ST() = {z€C:|arg(—2)| <0}

Lemmel
St A un est opérateur linéaire fermé alors les propriétés suivantes sont équuvalentes
i) L’ opérateur A est bissectoriel avec 0 € p (A)

i1) 11 existe une constante b > 0 telle que

1
vbz{zec: Re ()] < b<1+|1m<z>|>} Cp(A),
et
IR (5 A)| < —2—  pour tout e
Z, < ur tou z
1+ P b
Démonstration :
1) = 1) est évidente car
IR A) < —2 <P p>0
’ T 14z Tz T

c’est-a-dire

b
1R (2, Al < Pl Vs Cp(A)

alors

Vo Cp(A)eto (A) C SpuU{0},

d’ou A est bissectoriel .
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i) = i)

Supposons que A est bissectoriel,et montrons que Vj, C p(A) et |R (2, A)| < 4

14|z

on a

IR (2, A)]| = || AR (2, 4) A1 = || (2R (=, A) + 1) A7,
car

[(A=2)R(z,A) =1] = [AR(2,A) —zR(z,A) =1],
d’ou

AR (z,A) = zR(z,A) + 1,

donc

IR (2, A)|| = [|(2R (2, 4) + 1) AH| < [I(zR (2, A) + D |[A7}

dou

IR (2, A)l| < (c+ 1) |47

carA est bissectoriel on a
2|17 (2, Al < e,
d’ou
IR (2, A)l| < (c+ 1) [|[A7

et
L+ 2D IR (2, Al = IR (2, A)|| + 2] [|[R (2, A)|| < (e + 1) [[AH] + é 2| =0

donc
b
(1+z])

A+ 2D Rz A <b = R (2 A)] <

(fig 7)
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G7(A)

ESTEN

(fig 7)

Remarquel2
L’ensemble V, tel que V;={z € C: [Re (z)| < (1 +[Im (2)])} C p(A) est

géométriquement la solution de systéme

y—br+1>0

—y—bzr+1>0
:(0,0) €
—y+br+1>0

| y+tbz+1>0

3.2 Semi-groupes analytiques liés a un opérateur bissectoriel

Soit A un opérateur bissectoriel tel que 0 € p (A) et soient les courbes I'y , et ,F; 7-On

défini sur F les opérateurs suivants
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1
T () - m/e’\tR(A,A)d)\t>0et

Ty r
1

T () = m/e_”R()\,A)d)\t>0

+
PG,R
Comme A est bissectoriel,ces intégrales convergentes

c’est-a-dire

IR (2, A)|| < ¢ dans L(E).

D’apres le théoreme de Cauchy (T~ (t)),- et (T" (t)),5( sont des semi-groupes
analytiques

Lemme?2

+
Pour tout € D (A) les applications t — T~ (t) x sont differentiables pour tout ¢ > 0

et on a
+
dT~

@ _
7 %= +A(t)x

Démonstration :

soit x € D (A) et t > 0 pour tout (T~ (%))~

dA

Lim = Lim—
s—0 S s—0 271

T (t+s)z—T (t)x 1 / (eMi+s) — M) R (), A>:r

_ 1 At
= 5 / AeMR (N, A) zd A
F;R
1 1
= — / eMzdh+ —A [ AeMR (N, A) zdA
211 21

Lo r Lo r

car

AR (M A) = T+ AR (), A)

En fermant la courbe I'y ;, par des cercles de diamétre,croissant ,sur la gauche,et on

utilisant le théoréme de Cauchy,
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on a

/ eMzd\ =0,

-

0,R
d’ou
T (¢ T~ (¢
Lim (t+s)z ()mzAT_(t)x
s—0 S
De la méme facon, nous obtenons
T (¢ —TH (¢ 1
Lim Tt Es)T Wz 1 [ \e R () A)2dA = — AT* (1) 2
s—0 S 211
Ti g

Lemme3 SoitA un opérateur bissectoriel et (T~ (t));50:,(TT (t)),5q des semi-groupes

correspondants alors(T~ (t)),s0,(TT (t)),5¢ commutants et on a
T (t). T (s) =0 Vt, s> 0.

En plus ,on a T~ (t) et T (t) est exponentiellements stables pour t — co.
Définition 19 Soit A un bissectoriel nous définissons les opérateurs Q—, QT sur

l’espace de Banach FE tels que

D(Q) = {x eX: It/ivz)’LT_ (t)x existe} etQ x = %i%%T_ (t)z¥z € D (Q7)
D(Q") = {x eX: It/irng+ (t)x existe} etQtx = ltliTngJr (t)avz € D (QT)

Définition 20 Soit A un opérateur linéaire dans [’espace de Banach E de domaine

D (P).On dit que P est une projection si

D(P) = D(P*)={zeD(P)/PxeD(P)},

Px = P%x  pourtout z € D(P)
Proposition 1 Les opérateurs Q etQ™ sont deux projecetion dans E telle que
Q QT =0=Q7Q"

30



Démonstration

on a
2 R B
(@) = LT @) LigT™ (O
= Lim T (t+s)x
t—0s—0
= LimT™ )z =Q" (),
d’ou

De la méme facon on obtient

@)’z =Q" (@) et D((Q7)*) 2 =D (Q")
D’apres le lemme (3) on a
Q Qtr = . LoimOT* T (8)z2=0=QTQ =z
3.3 Calcul fonctionnel d’opérateurs bissectoriels dans H*

3.3.1 Projection spectrale

Dans cette section,nous considérons deux genres de projections, Le premier est la
projection spectrale du calcul fonctionnel d’opérateurs bissectoriels, et le deuxiéme

est la projection initiale qui survient des semi -goupes analytiques qui sont définis

plus haut.Pareillement aux opérateurs sectoriels,On a les espaces fonctionnels suivants :

-Pour u € [0, %] , 7> 0,nous definissons les deux ensembles S, . et S:ZT par

Spr =98, U SIT ( fig 8)
tel que
+ .
St = {zeC:lag(2)] < p.l2| > 7}
7, = {zeCilarg(~2) <l >}
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T+ 1L

(fig 8)

On definit 'espace des fonctions holomorphes,sur S, , par

H (Sur) ={f:Sur—C,f est holomorphe}

Remarques 13
1) f est une fonction holomorphe qui signifie que f est analytique ou f verifie les
conditions de Cauchy-Rimman.

2) On définit la norme

[flloo = I1flloo,s,, , = Sup{f (A): A € Spur}

telle que
feH (Sur)

3) On définit ’espace des fonctions holomorphes bornées comme suit
HY® (Sur) =A{f € H(Sur) [ flloo < o0}
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4)On définit I'espace
H® (Sur) ={f€H(Suy):3s>0,fp > H® (Su,)}

et 'espace

F (Sur)={f€H(Su,):3s>0,fp°c H® (S,,)}

tel que

w(C)ZzetW(A)<u<g,r>0

En plus, on a
H® (Spr) CH® (Sur) CF (Sur) CH(Suy)

Démonstration
-Soit f € Hi°c-a-d f € H et onads >0fp %€ H®
d’ou

£l oo < o0,

on a encore
11l [[07°] oo < 00,
d’ou
[flle <00 = feH™,
et par suite, on a
HG® C H™.

-Si f € H*on a f € H par définition
Donc

H° CH* CH .
-SifeF (S,,),onaf e H par définition,
donc

FcH

SifeH®onalf|, <oo.
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Comme

1
©° (C) = E
on a
16 (Ol H . ] <o0is>0
donc
1f ©° (Ollse <0 = f©*(¢) € H*,
d’ou
H> (Sur) CF (Sur)
Enfin, on a

Hg® (Spur) € H® (Sur) C F(Sur) C H(Sur)

Définition 21 Soit A un opérateur bissectoriel dense tel que 0 € p(A),
w(A) <0 <p<Fet0<r <R tel que B(R,0)C p(A),alors on difini

Vopérateur linéaire borné f (A) pour tout f € HZ® (S,,) par

f4) = 2mp9/Rf A
_ 2m/f /\Ad)\+/f R\, A)dA

ry,

Cette intégral est absolument convergente dans L (F) car

c

I RO S G

< rrj“ s>0

Remarquel4

La définition de f (A) est indépendante du choix de 6 € (w (A4), ) et R > r. Pour tout
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AeL(FE)ona

Lemme 4 Soit A un opérateur lineaire bissectoriel avec 0€ p (A)et (fa), une fonction
uniforeme bornée dans HG® (S,,) telle que || fo| o — 0,alors

i) §’il existe c et s > 0 tel que [fo (¢)] < ¢ pour tout ¢ € Sy, et tout a, alors

[ fo (A —0

ii) S’il existe M > 0 tel que| fo (A)| o < M pour tout «, alors
fa (A)u — 0 pour tout uweFE

Démonstration

i) Comme l'intégral

C C,
MR AN < [ £ ¢
/f” (. 4) —/|A|1+|A|
0,R Ly r

est convergente uniformément, alors,pour tout «,il existe € > Oet r > 0 tels que

/ 1o )R (N, A)dA] < e,
rr

ou

En plus on a

[ aovronn <ifle [ 1RO -0

o,r/ T o Por/ TT
comme
[falloe — 0
d’ou
[fa (A)lloo — 0.
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ii) Soit go (¢) = f“éO telle que ¢ = Supy || fa (N[, >0, on a

lga (Q)] < T(él pour ¢ € Sy, et tout a.D’aprés i),on a

1

lga (Do =I5~ [ 9a (X)) B(A A)dA

Lo r o

[
= 27”/ SR A)d

r
0,R 00

1
o 1o Wl | [ ROVA Q| = 0donc [ga ()] — 0.
6,R )

Supposons x € D (A) ,alors il existe y € E tel que z = R(0,A)y et ce ,d’aprés la

définition de la resolvente et du théoréme de Cauchy on a

fald) = — / fa (N R(M A) R (0, A) ydA

21
To.r

- QLM fai/\)dAR(O,A)y;m/ga(A)R(A,A)yd,\

To,r Lo r

= —ga(A)y donc f, (A)u — 0 pour tout u € E

Définition 22 Pour tout f € F' (S,,) et pour un choiz de k € N tel que

f(pk 6 H(())o (Sﬂﬂ") )

On définit f (A) par

F () = @A) (f6F) (4),
D(f(A)) = {:L‘ ek: (f(pk> (A)z e D (tp(A)fk>}

tel que f (A) vérifie
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si

p(A)=A""

D(f(A)):{:ceE: (f(pk) (A)z e D(cp(A)k)}et v € D(Ak)

on a

f R (A, A) AFzd

f(A)e = A" (f¢") (A
Lo,r

Théoréme2 Soit A un opérateur bissectoriel dense avec 0€ p(A) et soit (fa), une
fonction uniforme bornée dans H* (S,).

S’il existe M tel que || fo (A)|| < M pour tout o, f € H® (S,,) tel que

Sup {fa () = f(Q): C€H® (Sur),[¢| <7} — 0 pour tout r' >0,
alors

fa (A ur— f(A)u pourtout we E,f(A)e L(E)et|f(A)] <M.

Définition 23 Si A est un opérateur bissectoriel alors,nous définissons les projections

spectrales correspondant & A avec

P~ =3 (A)et PT =" (A)

tel que

0,Re(¢)>0 N 1,Re(() >0

x (¢)= et " (¢)=

1,Re(¢) <0 0,Re(¢) <0

1l est clair que

5 (¢), »7(¢) € H® (Su,) pour tout u€ (O, g) et r > 0.
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Proposition 2 Soit A un opérateur bissectoriel dense avec 0 € p(A) et P* les

projections spectrales correspondantes & A,alors P sont des opérateurs lineaires denses

dans ’espacede Banach E et on a

* D(A)CD(P")=D(P")=D

* Pm+ Pt =1/D

« (P7)? = P~ et(P*)® = PTcest -a-dire P* sont des projections
* PPPT = PTP~=0/D

tel que

D= er:/R()‘;\A)md)\eD(A) = :ceE:/R()‘;\A)md)\eD(A)

— +
Lor Lor

Théoréme3 Soit A et QF, P* les projections spectres correspondantes ¢ A alors
D(A)c D(Q*) c D(P*) =D,
et

Q x = P x pourtout r €D (Qf) ,

Qtx = Ptz pour tout x € D (Q+)

d’ouQ™* est fermable,en plus , on a

Q=P xetQte=Pz

3.3.2 Exemples d’opérateurs bissectoriels avec projection spectrale bornée et

non bornée

Exemple 2 Si A le générateur d’un CO-semi-groupe analytique,.(T (t)),~odans l’espace

de Banach E tel que o (A)NiR = @ alors les projections spectrales PTsont bornées, et

on a

1
P+:2m,/R()\,A)d>\:P
2l

38



tel que v C CT = {z € C: Re(z) > 0}est le tour de courbe convenable & o (A).En plus

l’espace de Banach E est une somme directe,c’est-a’-dire

E=FE 1 ®&FE,ou' Ey=PE, Ey=(—-P)E.

La somme directe de E donne une décomposition de l’opérateur A telle que

Al Bl — By Ajx = Ax Vr € E;
Az:D(AQ):D(A)ﬁEQZAQ.r:ALL’ V:L’ED(AQ)

donc Ajest un opérateur borné dans Eyot o (A1) = ot (A) et 0 (A2) =0 (A),et on a

R(MNA)=R(NA)/X; pour tout A € p(A)eti =1,2.
En plus,on a
TH () = e™M/E = MP/E,
TT(t) = T(t)/Bs=T(t)(I-P)/E,
Démonstration Siw (A4) <0ona Pt =P~ = 0.pour w(A4) > 0 et comme
o (A)NiR = @, alors A un opérateur bissectoriel pour un angle spectral convenable

w (A) avec o (A)borné soit € D (A) et choisir w (A) <0 <pu<Fet0<r <R

voir la définition (18),s0it la courbe

'yS:{Se“:—9<t§9},

alors on a
1 A A
271 A
F; R
o1 R(\ A)
= Lim— — 1A
e omi / N AwdA
'y gNB(s,0)
1 A A
= — | Lim / MAxd)\ — Lim/R(/\’)A:Ud)\
2w | s—oo A 5§—00 A
F;RHB(S,O)UVS Vs
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Comme si s — co,on a
F(;RHB(S,O)U% =yCCt

d’ou

+6
1 (A A) . ;
+ - | ZA7 _ o it
Pz = 57 3 (A= A+ X)zdA 2m,£;z2.} R (Se", A) zdt
“o

ol
1 1 1
ol Y

1
_ /R(A,A)dA:P:r
Y

2mi

ol F; r est défini précedemment.Comme P est borné sur £ ;nous obtenons
Pt =P e L(E).Dapres la proposition (2) on a P~ € L(E) et E est une

somme directe

E=FE ®FE,ou' Ey=PE, Ey=(I-P)E

telle que Ejet Ey sont deux sous- espaces férmés de E .Pour A; soient o (4;)et R (A, A;)ou
(i=1,2) .Comme

Lim [ e MR (X A)d\ =0,
Vs

nous obtenons pour z € Fyet t>0

1
e~tMg = ,/e_/\tR()\,Al)P:Bd)\
27i ),

1
= — / e MR (X, A) Prd\

211 y
= QLm / e MR(\ A) zd\ — /e_AtR NA)dAN | =TT )z

+
FQ,R Vs
d’ou

My =TH(t) = TH(t)=e ™M /E = MP/E,

pareillement pour = € Ej.
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T(t)/Eox = T({t)(I—-P)x
1 At
= — A)(I—P
- /e RO\ As) (I — P)zd\
Ty n
1
= ,/e”R(A,A) zd\ =T (t)x
271
Ty r
Exemple 3 Si —A est le générateur d’un CO-semi-groupe analytique. (S (t));>qdans
lespace de Banach E tel que o (A) NiR = @,alors les projections spectrales P*sont

bornées.

On a
_ 1
2

P R(\A)dN=Q
/

tel que v C C~ = {z € C: Re(z) <0} est le tour de courbe convenable o o~ (A).En

plus 1’espace de Banach E est un somme directe c’est-a-dire

E=FE®FE, ou F1=QF , EQZ(I*Q)E

La somme directe de E donne une décomposition de l'opérateur A telle que

A1 Ei — E : Ayx = Az Vx € By

Ay :D(Ay) =D (A)NEy: Ayx = Az Vo € D (Ag)
donc Ay est un opérateur borné dans Ey,0t o (A1) =0~ (A),0(As) = o1 (A)
et R(\, A;)) = R(\, A) /X; pour tout X € p(A) et i =1,2.

En plus,on a

T (t) = eM/E =MQ/E;

TH(t) = S(t)/E2=5(t)(I-Q)/E
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3.3.3 Décomposition spectrale d’opérateurs bissectoriels

1) Cas borné
Théoréme 4 Soit A un opérateur bissectoriel dans | ’espace de Banach E avec
0 € p(A).Posons les projections spectrales correspondantes PTet P~ bornées,

alors E est une somme directe c’est-a-dire

E=EFE ®E, avec E,=P E, Ey=P'E.

La division de E en somme directe induit une décomposition spectrale de 'opérateur A

comme !

A1:D(A)=D(A)NE, — E;: Ajx = Az Yz € D (4;)

Ay D(A2) =D(A)NEy — Ey: Ayx = Az Vo € D (Az)
tel que o (A1) =0~ (A) et o (A2) =0T (A) et en plus les opérateurs Ajet —Asy
sont des générateurs des CO-semi-groupes analytiques.(T~ (t) /E1),sqet (T () /E2),50
sur Fj,(respectivement Es) qui sont fortomant continus si t — 0,Finalement
T~ (t)/E2=0et TT(t)/E1 =0 pour tout t > 0.
Démonstration D’aprés la bornétude de P et P~ ,nous obtenons une décomposition
de [ ’espace de Banach E en somme directe.On définit maintenant :

D(4)=D(A)NE; et Aiw=Ax Yz € D(A4;) (i =1,2),0n a pour tout z € D (A)

P~z € D(A)etAP z = P~ Az, diou A; (D (4;)) C E; (i=1,2)
et on a
o(A)=0(A1)Uo (Az)

En plus ,il est clair que o (A1) CC™ car si 2z CCT et w(A)<O<p <get
0<r<R tel que B(R,0)C p(A).

Nous définissons g € HG® (S,,,,) par




donc g (A) = 5= / Md/\ € L(E) pour tout x € D (A).

T 2m

FG,R

On obtient :

(- A)g(A)z— P = — <(Z—A)R(>\,A)$_AR()\,A)x>d>\

2mi D) A
F(;,R
1 z(A—A)
= [ 227 p0nA
omi | 2o n XA wd
F;,R
1 z
= — [ — 2 _zdx
271 / )\(z—)\)x
F;,R

Comme g(A) € L(E) et P~ € L(E),onag(A)ECD(A)et (z—A)g(A)= P.
En plus comme P~ Commute avec A et g(A),et comme g(A)FE1 C E

alors g(A) /| E 1(2— A1) =1 payet (z—A1) g(A) / E1=1 g, donc z € p(Ay).
De la méme fagon, on montre que o (A2) C Ct d’ot pour tout x € By = P~ E

nous obtenons :

T-(t)a=T ()P =P T (t)z € E;

donc T~ (t) E1 C Ej.

Soit x € ExN D (QT) alors d’apreés le lemme (3) on a :

T-Hx=T t)Pte=T t)QTx=T"(t) LimT* (s)xr = LimT~ (t) T" (s) =0,

50 50
comme EsN D (QV) est dense dans Es nous obtenons T~ (t) / F2 = 0.0n a les mémes
résultas pour(T™T (t));~q donc (T7 (t))=q, (T (t));=gest une famille d’opérateurs sur
E; (respectivement Es) .

Estimons maintenant, la résolvente R (XA, A;) sur E; pour tout

Ne p(4) N{reC:lag(£N)| < w(A)} (i=1,2)

tel que R(X\, A1) = [;° e~ MT~ (t)dt pour tout
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)\GZ:{zEC:|arg(2)|§ 0} U{0}pour w(A) <0< pu< %,R>O.
0

D’aprés la définition de T~ (t) et le théoréme de Fibini,nous obtenons

o0 oo 1
/ e NT (t) dt = / e M _— /e“tR(u,A) xdpdt
0

0 2mi

1 R
_ L[ R Ax,
271 (A —p)
Ty r

Notons que lintégrale pré-citée est convergente d’aprés le lemme(1) .

Soit x € D (A) ,alors

Rt = [ 1 & RpA) o [ RlmA)x
F/“—WA an= [ Gt [ an= [ SR

Pour x € D (A;),d’ou

[ee) o
()\—A)/ e NT™ () xdt = / e MT™ () (A — A) zdt
0 0
L[ RuA) - A)
= A
2ri C—pu W
F;R
1 [ R(uA) 1 1
= [ 2 adp [ Axd
o p At on | S
F;R F(;,R
= P zx+0
= T .

Comme X € p (A1) et D (Ay) est dense dans Ajalors R(X\, Ar)z = [)° e NT™ (t) zdt .
Pour tout x € Eyon obtient de la méme fagon le résultat correspondant pour R (X, Az),

car (T~ (t));~qest exponentiellement stable pour t — oo et intégrable autour de 0

44



Lemme (3)d’ou pour tout constante ¢ > 0,

IR A < H/OOO M (1) dt H << oo,

donc est R (A, A1) est bornée dans ), et comme A est bissectoriel ,AR (X, Ay)est
borné sur les rayons {re=® :r >0} si AR (X, A1) est borné pour tout A € 3,

d’ot Ay est le générateur d’un semi-groupe analytique,donc (T~ (1))~ génére Ay

qui est aussi fortement continu pour t — 0.

Les résultats correspondants o Az et (T (t)),so surEs sont obtenus de la méme fagon.
Corollaire 1Soit A un opérateur bissectoriel ,dense dans l’espace de BanachE tel que

les projections spectrales correspondantes PTet P~ sont bornées,alors on a :

D(@7) = D(@Q")=E
Q x = Pz

Qtz = Pz pour tout reFE

2)Cas non borné

Pour les projections spectrales correspondantes a un opérateur bissectoriel non borné ,
nous définissons un espace de Banach D tel que la partie d’opérateur A dans D est un
opérateur bissectoriel et les projections spectrales correspondantesPTet P~sont borné.
Dans ce cas, QT et P* sont identique.

En pluse, nous définissons un espace de Banach F' tel que les projections spectrales
correspondantes sont bornées d’ou’les espaces de Banach F' et D peuvent t étre des
sommes directes de E qui est l’espace intermédiaire entre D et F.

comme P+ Pt = Ip , la norme du graphe de PTet P~ sur D = D (P~) = D (P") est
équivalent & n’importe quelle norme de graphe considérée.

Nous notons par D I’éspace de Banach muni de la norme du graphe notée par |..||

qui est définie comme suit :

Izl p = ll=ll + || P~ =]
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pour tout € D = D (P~) nous considérons la partieAp de opérateur A dans D défini
par

D(Ap)={x € D:Ax € D}, Apx = Az Vax € D(Ap)

lemme 5 Pour tout Ap et A ona

o (Ap) = o (4)

En plus Ap est bissectoriel c’est -a’-d ire :

IAR (X, Ap)||p < c¢  pour tout A €iR

Démonstration
Comme

o(Ap) =0 (A)

d’apres un théoréme(3) on a

D(A)CDsi yeDet A€ p(Ap),

d’ou

IAR (A, Ap)| (I[P~ + llyl)

IN

cllyllp

donc Ap est bissectoriel .
Théoréme 5 Soit A un opérateur bissectoriel dense dans | ’espace de Banach E avec
0€ p(A) et Ap la partie d’opérateur A dans D,précedemment défini, alors | ’espace

de Banach D est une somme directe c’est-a-dire :
D= D ®Dy telque Di=P D et Dy=P D

Cette somme directe donne la décomposition de l'opérateur Ap comme suit :
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Ap, : D(Ap,) =D (Ap)NDy — Dy : Ap,x = Apz Vz € D (Ap,)
Ap, :D(Ap,) =D (Ap)N Dy — Dy : Ap,v = Apz Vz € D (Ap,)
tel que
o(Ap,) =0 (A) ,0(Ap,) =07 (4)

En plus
Ap, et —Ap,sont les générateurs des CO-semi-groupes (T~ (t) /D1);~q et (TF (t) /D2)y0
dans Dl, D2.

Finalement,on a

(T~ (t) /Dg)t>0 =0et (T (2) /Dl)t>0 = 0 pour tout t>0

Démonstration
On a
=k (Ap) et Ph=rT(Ap) si yeD,
alors
Pry = Py
Ply = Py,
et
1Poull, = [P7wll+|[(P)%y]| = 2ll1P~wll <21l
1Pl = [[PTll+ 1P Pyl <2lyllp

donc les projections spectrales correspondantes & l'opérateur bissectoriel Ap sont

bornées sur D.
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Chapitre IV

REGULARITE MAXIMALE D’UNE EQUATION
DIFFERENTIELLE DU PREMIER ORDRE SUR LP(R,E)

Soit I’équation différentielle
w () = Au(t) + f(t)  (teR) Q)
tel que A est un opérateur linéaire fermé dans 1 ’espace de Banach F et f € Lp(R, F)

pour tout 1< p < oo.

4.1 Solution exacte sur Lp(R,E)

4.1.1 L’existence et l'unicité

Définition 24 Pour f € Lp(R, E), on dit que u € Lp(R, E) est la solution exacte de

(I) si fg u(s)ds € D (A) et s’il existe v € E tel que

w(t) = o + A/Otu(s)ds + /Ot f(s)ds (t €R)
et on dit que u est la solution forte de (I) si u € WYP(R,E) N Lp(R, D (A)) et u
vérifie(I) .
Remarquel5
On a u'(t) — Au(t) = f(t) et comme f € Lp(R, E) ,on a u'(t) € Lp(R, E) et
u(t) € D (A) En plus u(t) € Lp(R, D (A)),alors u € W'P(R, E) avec

WLP(R,E) = {u € Lp(R,E) sl existe g€ Lp(R,E) tel que w =g dans D/(R, E)}

Définition 24 On défini la transformation de Carleman pour u € Lp(R, E) par

A 0) = JoZ e Mu(t)dt ,Re(X) >0
— [0 e Mu(t)dt, Re (X) < 0
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proposition 2 Soit A un opérateur linéaire fermé sur l ’espace de Banach E telle que
o(A)NiR =@ Si v e Lp(R, E) est la solution exacte de I’equation homogéine (lp),
alors u = 0.

Démonstration :

Soit la transformation de Carleman de la solution exacte pour Re () # 0 d’ou

A 1 1 A

Comme X € p(A) pour A € iR, on obtient

ﬁ(A)—%Aﬁ(A) - %x — ﬁ(A)—%Aﬁ(A)z%:p —
ﬁ()\) <I—§\A>x = %x = )\ﬁ()\) <I—iA>x:x =
UM A—A) = z = u(\) =R\ A)z.

Comme R (A, A)z est holomorphe, d’ou, pour A € iR sp(u) =& et u=0
Ensuite, nous considérons 'opérateur M, de la solution pour 'equation (I)dans

Lp(R, E) qui est défini par :

D (M,) = {f € Lp(R, E) : Juy € Lp(R, E) tel que uy est la solution exacte de If}

Myf = wuy

M, vérifie, pour x¢ donné Myf = (M,f,xs) telle que M, =pioM, ou est p
la, premiere projection borné et M, est borné d’aprés le théoréme du graphe fermé.

Pour a > 0, nous définissons :

LP(R,E) = {f :R— E  measurable ||f|,, < oo}

1= ( [ He—at'f@)H”dt)’l’

pour f € LE(R, E), la fonction u € L5(R, E) est la solution exacte de I'equation (I).

tel que

Remarquel6
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En plus nous définisons ’application

L5(R,E) — LI(R,E)

~

u — u=e My ()

u est un isomorphiseme entre L5 (R, E) et Lp(R, E).
Lemme 7 Soit 1 <p< oo ,a>0et f € LE(R, E),alors u € LL(R, E)est la solution

exacte de (If) si et seulement si u est la solution exacte de

’ ~ ~
~

W) = AU(t) + () —asen(t) U(t)  (teR) (1y)

Démonstration Soit u € LL(R, E)la solution exacte de (I7),donc il existe z € E tel

u(t) =x+ A/Otu(s)ds + /Otf(s)ds

Pour % (t) = e~y (t),en faisant une integration.par parties ,on truove

A /0 “(s)ds + /0 s = A / Ceelsly (s)ds + /0 “Fs)ds
oA feon | (i [12)8
+e“|t/0 f(s) ds—i—a/ot <sgn —als / f(r dr) ds
. (A/(]tu(s)ds—i—/otf(s)ds) 4
asgn (1) /0 ol (A /O Cw(r)dr + /O ) d7~> ds

= e M (u(t) — z) + asgn (t)/o el (u (s) — z) ds

que

= a(t)—i—asgn(t)/oa(s)ds—l-x

d’ou

/ ds+/ f(s)ds = N()+asgn()/ta(s)ds+x:>
/ F(s)d

u(t) = A/ s)ds + s—asgn(t)/otﬂ(s)ds—i—x
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donc u estune solution de (}f)

si u est une solution de (}f) on montre que u € L5 (R, E) est la solution exacte de
(If) en suivant les mémes étapes.

Théoréme 6 Soit 1 < p < oo et A est un opérateur linéaire fermé dans | ’espace de
Banach E tel que pour tout f € Lp(R, E) il existe une solution exacte unique,

u € Lp(R, E)de l'équation différentielle (1), donc iR € p(A) et il existe une canstante
C > 0 telle que |R(i (,A)|| < C pour tout ¢ €R

Théoréme 7 SoitA un opérateur bissectoriel dense avec 0€ p(A),alors pour tout

f € Lp(R, E), il existe une solution unique uy € Lp(R, E) de Uequation (If) telle que

w ()= (K= f s

ou

K (s) = T (s),s>0

Tt (-s5),s<0
4.2 Régularité maximale
Définition 25 L’opérateur A vérifie la régularité mazimale-Lp de I’équation(I) si pour
tout f € Lp(R, E) il existe une solution unique uy € WYP(R, E) N Lp(R, D (A)) de

Uequation(I) ;.

D’aprés le théoréme du graphe fermé,’opérateur de la solution
M, : Lp(R,E)— WP (R,E)
f— u ¥
est borné.
Théoréme 8 SoitA un opérateur linéaire fermé et dense dans | ’espace de Banach E

et soit l’équation(1)qui vérifie la régularité mazimale-Lp pour tout p € (1,00),alors

iR € p(A)et il existe une constante C > 0 telle que :

, C
IR GC AN < g

pour tout ¢ € R
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Proposition 4 Soit A un opérateur linéaire fermé et dense dans | ‘espace de Banach

E. Pour iR € p(A), s’il existe une constante C >0 telle que

Q

IR GC A < s

pour tout ¢ € R,alors il existe une constante b >0 telle que

Vi={z € Ci Re(a)] < § 1+ IIm ()} < ()

et

|R(z,A)| < pourtout z €V

1+ |z]
Démonstration

Pour i¢ € iR € p(A), on pose I'équation

R(z,A) = (z—A) ' R@EC, A R(C, A)
= (z—iC+iC—A)"TRGEC, AT R3¢, A)
= [(z—iC+i¢ — A) R(i¢, A)] " R (i, A)

= [I+(z—i¢) R(i¢,A)] ' R(i¢, A)

pour z =1+ 1i¢ € C avec n =Re(z) et ¢ =Im(z).

Ona par hypotheése

et comme z — i = n,on a

N ¢
z—1C) R (i, A)|| < .
It VJREG AN < 77 H
Nous obtenons z € p (A) si % < l,donc V, € p(A) pour tout b > 0.

Soit
( )

b
2 4

+1




la solution positive de ’equation

avec ce choix de b,on a l’estimation

IR A < ||+ (2 = i¢) RGi¢, ]| IR (i€, A)
1 1

X
_ InlC 14+
1— 25 €]

Lo 14+, 1
1-€ 14 [¢] 14 [¢|

< Ut (1+1)><1
- 1-¢\b L+|¢

1+¢|

IN

IN

d’ou

b
R(z,A)| < ——2¢€ V.
IR A < 17 € Vi

Théoréme 9 Si l'opérateur A verifier la régularité mazximale-Lp pour tout p € (1,00),
alors A est un opérateur bissectoriel avec 0 € p(A).

Remarquel?

Par comparaison des résulats précédent pour une équation différentielle du premier ordre

avec une condition de Cauchy.

u'(t) = Au(t) + f(t) (t=0)
u(0) = xo

(cP)

tel que A est un opérateur linéaire fermé et f € Lp(R,E), o € E .En pluse A vérifie
la régularité maximale-Lp de (CP), si A est le générateur d'un Cp-semi-groupe
analytique.

Théoréme 10 SoitA un opérateur linéaire fermé et dense dans | ’espace de Banach E
vérifiant la régularité maximale-Lp de U'equation (1) (respectivement (CP)), alors

A vérifie la régularité mazimale-Lq pour q € (1,00), c’est -a-dire la régularité
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maximale-Lp est indépendante de p.

Théoréme 11 Soit E un espace U.M.D et A un opérateur bissectoriel tel que ’ensemble
{isR(is,A) : s € Rs € R — {0}} est R-bornitude,alors A vérifie la régularité maximale
de l’équation (1)

Démonstration

Soit f € F 71D (R, E),si nous calculons la transformation de Fourier de (1),

on obtient

()] = FlAu) + )] = isFu(s) = AFu(s) + F (f(s))
=  Fu(s)(is—A) =F f(s)

—  ru(s) = R(is, A) F f(s)

Donc pour M (s) = R (is, A),on a Fu(s) = M (s) F f(s) tel que M (s)

(defini dans le chapitr 1) donc

M(s)f=F""MFf (%)

D’aprés (x),0on a f u(s) = R (is, A) F f(s),et on a u(s) = F 1 (R (is, A) F f(s)) donc
u(s) = M (s) f et on note uy = M (s) f.
D’ou

M (s) = R (is, A) € C* (R, L (E))

car

M:R— L(E),s— M(s)=R/(is, A)

tel que A un est opérateur linéaire borné,et M (s) = R (is, A) est le multiplicateur
de la fonction d’opérateur f — u= M (D) f.

Si on considére le multiplicateur M (s) = AR (is, A) € C* (R, L (E)),il vérifie les
conditions de théoréme de Weis.

Comme Au € L? (R, E).ou u € LP (R, D (A)) de la méme facon on a u € L? (R, E)
c’est-a-dire u € WHP(R, E),d’ott u= M (D) f est la solution forte de 'equation (I)

d’apres le théoreme de Weis M (D) etendu & un opérateur borné tel que :
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M (D) : LP (R, E) — LP (R, D (A)) N W'P(R, E)

pour tout f € LP (R, E) cette solution et unique voir la proposition (2)
d’ou A vérifie la régularité maximale de I’équation (I).
Corollair 3 soit A un opérateur bissectoriel sur [ ’espace de Hilbert H avec 0 € p(A)
alors A vérifie la régularité maximale de 'équation(I) .
proposition5

i)l existe un espace de Banach E et un opérateur bissectoriel A avec projection
spectrale bornée ne vérifiant pas la régularité mazimale de 'equation (1)

i) Il existe un opérateur bissectoriel A sur | ’espace de Hilbert H wverifiant la

régularité mazximale de l'equation (I) tel que les projections spectrales non bornées.
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Résumeé

Le présent travail est consacré a I'élude d'une classe
d'équations différentiels Opérationnelles a coefficient
opératoriel bissectoriel, sur tout I'axe réel. On établit |la
régularité maximale Lp.

La méthode d'étude est basée sur le Théoréme de
Weiss sur multiplicateurs dans les espaces de Banach type
UMD.



Abstract

The present work is devoted to the study of one class of
operator differential equations, with bissectorial operator
coefficient, on the real axis. We establish the L p-maximal
regularity.

The method of study is based on Weiss theorem of
multiplications in the UMD Banach spaces.
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