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Résumé

L’objectif de cette thése est la modélisation et 1’étude mathématique et
informatique en epidémiologie [1] avec une application particuliere : la
propagation de 1’épidémie du VIH/SIDA dans la willaya de Tamanrasset.
L>épidémie du VIH/SIDA fait I’objet d’une surveillance accrue depuis des
années et certaines méthodes de contrdles et de surveillances ont etaient mis en
place par des médecins et des mathématiciens chercheures.

- La premiére partie est consacrée a I’analyse mathématique du modéle de
population[4, 5,10, 20, 21] , il s’agit de mod¢le relativement réaliste, qui
consiste en un systéme d’équations différentielles lin€aires avec des conditions
initiales. I’objectif est donc de procéder a I’analyse de ce mod¢le, en étudiant les
solutions possibles et leurs comportement a long terme (a 1’infini) [2, 3, 6,7, 10],
cette analyse repose sur la recherche de la stabilité et des points d’€quilibres .

- La deuxiéme partie, consiste a prendre des modéles stochastiques dans le cas
discret [8,14,15,16] et d’essayer d’estimer la taille finale de 1’épidémie [9]
[article publier dans la revue de constantine, science et thechnologie 2009]

- Dans la troisieme partie, on considére une nouvelle méthode « perturbation
singuliére » qui consiste a perturber non a déformer notre systeme c-a-d réduire
un systéme assez complexe ou assez long, dans le sens de diminuer le nombre
d’équations sans perte d’informations, et d’essayer de trouver les solutions sous
les mémes conditions que le systeme initiale, en appliquant les différentes
échelles de temps (lentes et rapides), et ce en appliquant ces resultats a
I’épidémie du SIDA dans la willaya de Tamenrasset, en considérant toutes les
classes de susceptibles avec les différents sous groupes de chaque classe, en
essayant de d’établir un modele d’équilibre pour réduire notre systéme

[Khallil 1996].

- Dans la quatrieme parti, on présente une programmation d’un modele SIR
avec une conclusion et une synthése

-Enfin dans la derniére partie ; est présentée la synthése de ’article publié dans
la revue de Constantine, basé sur I’estimation de la taille finale de 1’épidémie.
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Summary

The objective of this thesis is the modeling and studying mathematics and
computer science in epidemiology [1] with a particular application: the spread of
the HIV / AIDS in the town of Tamanrasset. The HIV / AIDS is the subject of
increased scrutiny for years and some methods of control and surveillance have
were set up by doctors and researchers mathematicians.

- The first part is devoted to the mathematical analysis of the population model
[4, 5, 10, 20, 21], it is relatively realistic model, which consists of a system of
linear differential equations with initial conditions . The objective is to proceed
to the analysis of this model by studying the possible solutions and their
behavior has long-term (at infinity) [2, 3, 6, 7, 10], this is based on research
stability and equilibrium points.

- The second part is to take stochastic models in the discrete case [8, 14, 15,16]
and to try to estimate the final size of the epidemic [9] [Article published in the
journal of Constantine, year 2009].

- In the third part, we consider a new method "singular perturbation” which is a
disturbance has not distort our system ie to reduce a rather complex system or
long enough, in the sense of reducing the number of equations without loss
information, and try to find solutions under the same conditions as the original
system, by applying different time scales (slow and fast), and by applying these
results to the AIDS epidemic in the town of Tamenrasset, considering all classes
likely with different subgroups of each class, trying to establish an equilibrium
model to reduce our system [Khallil 1996].

- The fourth part is a summary of the article published in the journal of
Constantine, which is based on estimating the final size of the epidemic.

- The end, we apply a simulation of an SIR model with a conclusion and
summary.
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Partie |

Chapitre I : Modeles épidémiques déeterministes

I. Introduction

L’¢épidémiologie, qui est I’étude des maladies infectieuses est un domaine
important ou la modélisation a donne d’importants résultats permettant de
trouver différent parameétres, de prédire 1’évolution et la propagation de certaines
maladies et de choisir les meilleures stratégies et modéles de contréle.

Vu I’ampleur de certaines maladies qui attire I’attention internationale , comme
la grippe aviaire , le SRAS, le VIH, la rougeole , la malaria et d’autres maladies
importantes , les épidémiologistes se demandent , si pour rendre plus efficace les
recherches typiquement médicales , ils ne pouvaient pas utiliser des méthodes
mathématiques , si derriére un processus de contagion, ne se cachaient pas des
lois ; et la réponse fut positive.

Ils construisent des ‘’mod¢les * qui traduisent schématiquement la propagation
de certaines maladies contagieuses, et I’é¢tude de ces modéles devrait permettre
de mieux comprendre les phénomenes épidémiques et donc de mieux les
controler.

Les premiers modeles ont commenceés au début du 20éme siécle (1906) avec un
modele pour I’épidémie de la rougeole qui plus tard (1929) sera reformulé au
moyen d’équations de récurrence. En 1911 et 1917, on voit apparaitre les
premiers modeles utilisant les équations différentielles pour le paludisme.

L’ épidémiologie mathématique a marqué sa premiere victoire en 1927, lorsque
W.K.Kermack[19,22] , médecin en santé public. et A.G McKendrick,
biochimiste ,ont mis au point un modele simple des épidémies ,modéle valide
sur les épidémies de peste en Inde .Selon ce modéle ,lorsqu’un infectant venant
de ’extérieur s’infiltre dans une population , la maladie peut se propager
soudainement puis disparaitre d’une fagon tout aussi soudaine sans infecter
toute la population ce que 1’on observe dans d’innombrables épidemies au
cours des siécles. Kermack et Mckendrick présentent les premiers modéles qui
mettent en évidence un effet de seuil pour la propagation de 1’épidémie.

Les premiers modeles stochastiques apparaissent en 1928(Reed et Frost).
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1.1 La modélisation

Elle se fait de facon déterministe ou stochastique a une échelle de temps
continue ou discret.

Les modeéles deterministes avec temps continu sont appropriés dans le cas
des grandes populations. Et la modélisation se fait sous forme d’un
systéme d’équations différentielles.

Les modeéles stochastiques intéressant pour de plus petites populations,
leurs étude mathématique est plus compliquée et leur comportement se
fait souvent par simulation.

Une modélisation commence par la description du probléme a étudier, sa

mise en equation différentielle sous différentes hypothéses ; son étude par
des techniques mathématiques ou de simulation et a la fin I’interprétation

de son comportement par rapport aux parametres identifiés et estimés.

1.2 But de la modélisation

L’expérimentation n’est plus possible.
Les modeles sont donc utiles pour :

- comprendre les évolutions constatées.
- comparer des maladies.

- comparer 1’effet de plusieurs méthodes de contréle. Ceci peut étre fait de
maniere théorique ou par des simulations pour différentes valeurs des
parametres et différentes données ;

- choisir des stratégies optimales de distribution de vaccin pour éradiquer
certaines maladies.

-ldentifier des données a rechercher ou a enregistrer.
-Prédire I’étendue et la taille des épidémies.

- s’obliger a clarifier et a préciser les hypotheses.
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1.3 Hypothéses et but de la modélisation

L’¢étude d’une épidémie porte essentiellement sur 1’évolution des relations
entre le groupe de malades infectieux et celui des individus pouvant étre
contaminés dans une population donnée. Le but des modélisations en
épidémiologie est de prédire 1’évolution de la maladie étudiée. Ce qui permet
ensuite d’agir en proposant des thérapies adéquates ; par exemple un
traitement de masse curatif (administration médicamenteuse ; mesures
hygiéno-diététique...) et/ou préventif (vaccination dans certains cas).

Selon Bayley [8], [9], I’étude d’une épidémie se fait sur un échantillon et a
partir des résultats obtenus, on essaye de construire un modeéle pour toute une
population.

Nous considérons tout d’abord une situation simple ou un petit groupe
d’individus qui ont contracté une maladie infectieuse sont insérés dans une
large population d’individus susceptibles de ’attraper. Que va-t-il se

passer ?I’infection va-t-elle s’éteindre rapidement ou se propager ? Un état
endemique est il possible ? (c-a-d maintien d’un sous groupe porteur de la
maladie).

1.4 Notation

On subdivise une population en compartiments ou dans chacun se trouve une
catégorie de gens.

S : «susceptibles » les individus qui ne sont pas malades mais susceptibles de
le devenir.

| : « Infectieux » les individus malades et capables de transmettre 1’infection.

R : «retirés » les individus qui ont contracté la maladie et qui ne peuvent plus
la transmettre (immunisés de fagon permanente, isolés, morts). Ce groupe est
approprié a certaines maladies.

E : « exposés » les individus exposés a la maladie.

On peut aussi introduire pour certaines maladies des parametres comme :

*la période d’incubation : temps entre le moment ou 1’on est infecté et le
moment ou les symptomes apparaissent.

*|a période de latence : temps entre le contact initial et le moment ou 1’on est
contagieux.
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Et donc avant de modéliser, il faut avoir une image compléte et réaliste sur la
biologie de la maladie .par exemple :
-la durée de la période d’incubation.
-immunisation (statut) apreés 1’infection.
La deuxiéme étape est la collecte de données sur les caractéristiques
démographiques, épidémiologiques et biologiques de I’infection (taux de
transition) et de la population (taux de mort, taux de naissance ...)
Et finalement la troisieme étape consiste dans le choix (parcimonieux) du
modeéle :

S—I

S—I—R

S—E—I—R

Sont les modeéles les plus utilisés dans la modélisation des maladies.

infectieuses.
Certains types de modéles s’appliquent a des maladies bien précises et pas
d’autres.
Par exemple, le modele S—E—I—R est approprié a la rougeole, il tient compte
de la période de latence (environ 8 jours).Sil n’ya pas de période de latence, cad,
les individus sont infecticux aussitot qu’ils sont infectés, le modele S—I—R
est une alternative du modéle S—E—I—R.
Hypotheses dans le cas des modéles S—I, S—I—S et S—I—R.
Pour pouvoir modéliser effectivement, il est toujours nécessaire de faire des
hypothéses simplificatrices.
L’écriture du modeéle permet de les expliciter et en conséguence de mieux faire
apparaitre leurs implications et les limitations qu’elles entrainent. Nous ferons
les hypotheses suivantes :

(a) la maladie est transmise par contact direct infecté et susceptible. Cette

hypothese est appropriée pour les maladies virales telles que la grippe, la
rougeole, le SIDA, ou bacterienne comme la tuberculose, mais pas pour
des maladies qui se transmettent par I’intermédiaire d’un vecteur animal
comme la rage ou la malaria.

(b) 1l n’ya pas de temps de latence.

(c) Tout les susceptibles le sont uniformément et tout les infectés sont
également contagieux.

(d) La taille de la population reste fixé, égale a N. tous les modeéles peuvent
étres généralises en considérant des taux de naissances et de mort. le plus
souvent on fait I’hypothese que les taux de naissances et de mort
s’équilibrent. (cette hypothese est appropriée pour une €épidémie de courte
durée (comme la grippe, les maladies infantiles).
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Il : Rappel sur les systemes d’équations différentielles

[1.1 Introduction

Considérant I’équation différentielle :

= = Fx) e (2.1)

dt

Ou

x4 (1) fl(t,xl,x:l, e X))
*= (.’1’: [I’:]) Et f[t,_’x:] = ;

fn[trxj_.!--- T .xn

qui est une fonction non linéaire dex,, x5, ... cc..., x,,.

La solution de (2.1) est difficile a obtenir ; mais on peut obtenir une solution

explicite que nous verrons plus tard .Les questions que 1’on se pose sont les

suivantes :

1- Existe-t-il un point x* = (x3,.....,x2)* ne dépendant pas de t tel que x(t)=x*
soit solution de (2.1) ? un tel point s’il existe est appelé “’point
d’équilibre”’.

2- Soit ¢(t) une solution de (2.1). Supposons que ¢(t) soit une seconde solution
de (2.1) ; avec ¢(0) tres proche de ¢(0) c'est-a-dire, pour tout j=1,2,....
ng; (0) = ¢; (0). Mais quand t— co ; @(t) reste t’elle proche de ¢(t) ou diverge
t’elle ?.

Cette question fait référence au probleme de stabilité c’est le probleme le plus
fondamental dans 1’étude qualitative des équations différentielles.
3- quand t— o= que se passe t’il pour X(t) solution de (2.1) ? les solutions
tendent t’elles toutes vers des points d’équilibre ? si tel n’est pas le cas
tendent t’elles vers une solution périodique ?

Page 12



These de Doctorat Es-Sciences

Définitionl (point d’équilibre)

Yt = (xf, . ., x5, € R™ estun point d’équilibre de cette equation (2.1) ssi
flt,x)=10 .

Exemple 2.1.1
Chercher les points d’équilibres du systéme d’équations différentielles
d_x — 1 _ . d_y .3 ]
dt 1=y XY
Solution
(XO int d’¢ ilib . 1 . _ 3 _ .
yo) est un point d’équilibre si et seulement si 1 —y, = 0 et x; + y, = 0 Ce qui
donne y, =1 et x,= -1 .Ainsi (_11) est le seul point d’équilibre de ce systéme.

Remarque :

_Le probléme de stabilité est généralement difficile a résoudre, car on ne sait pas
en genéral résoudre explicitement 1’équation (2.1).

Le seul cas maniable est celui ou f(t,x) est indépendante det, de telles
équations différentielles sont dites ¢’ autonomes’’ .et méme pour les équations
différentielles autonomes ,il ya seulement deux cas, généralement, ou nous
pouvons compléetement résoudre la question de stabilité. Le premier cas est celui
ou f(x)=Ax (cas dit linéaire), le second cas est celui ou nous sommes
uniquement intéressés par la question de la stabilité d’un point d’équilibre de

x =f(x) .
11.2 Stabilité des systemes linéaires

Dans cette partie, nous nous intéressons au probléme de stabilité des solutions
des équations differentielles autonomes.
Soit X= @(t) une solution de I’équation différentielle

x =f(X) (2.2)
On veut savoir quand ¢(t) est stable ou instable, c-a-d nous voulons savoir si
toute solution ¢(t) de (2.2) initialement (a I’instant t=0) suffisamment proche
de @(t) reste proche de @(t) pour tout instant futur (t= 0).
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11 .3 Définition 2 (Stabilité, instabilite)

La solution x= @(t) de (2.2) est stable si toute solution de ¢(t) (2.2)
suffisamment proche de @ (t) a I’instant t=0 reste proche de @ (t) pour tout
temps futur t.
C-a-d @ (t) est stable si :

ve = 0,36 = §(8) , tel que

lo;(© —0; )| <8si |pj(0)—0;(0)] <86 ; j=1,....,n;t>0
Pour toute solution g(t) de (2.2).

-La solution x= @ (t) de (2) est instable s’il existe (au moins) une solution ¢(t)
de (2.2) qui soit proche de @ (t) a I’instant t=0 mais ne le soit pas(proche)
pour tout temps futur t.

Remarque :
Dans le cas des équations différentielles linéaires la stabilité peut étre
completement résolue.

&= Ax (2.3)

Théoréme 1

Soit x= @(t) une solution de (2.3)
a) X est stable si toutes les valeurs propres de A sont de partie reelle

strictement négative.

b) X est instable si au moins une des valeurs propre de A est de partie réelle
strictement positive.

¢) Supposons que toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle = 0 et
que i, =ioy, ............, 4, = ig; sont de partie réelle nulle.

Supposons de plus que 4, =ig; soit de multiplicité d’ordre k; .cela

signifie que le polyndme caractéristique de A est de la forme :
P( A)=(A—ig)* ... (A—ig)* .q(A)
Ou tous les zéros de (1)  sont de partie réelle strictement négative. Alors x
est stable si A posseéde pour tout j, k, vecteurs propres linéairement
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indépendants associés a la valeur propre A; =ig; . Sitel n’est pas le cas, toute
solution ¢(?) est instable.

2.3 Conséquences du théoréme

Si toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement négative ;
alors toute solution x(t) de (2.3) tend vers 0 lorsque t— co .

Par conséquent x(t)=0 est un point d’équilibre (solution de (2.3)) et toute
solution ¢(t) de (2.3) _tend vers celle-ci lorsque t tend vers 1’infini.
Ceci est un type de stabilité plus fort que le précédent appelé stabilité
asymptotique.

Définition 3 (stabilité asymptotique)

Un point d’équilibre x(t)= x* de (2.2) est dit asymptotiquement stable, si toute
solution (t)  de (2.2) suffisamment proche de x* a I’ instant t=0 non
seulement reste proche de x* pour tout temps futur, mais tend vers x* lorsque t
tend vers I’infini.

Remarque :
La stabilité¢ asymptotique de toute solution x= @(t) de (2.3) est équivalente a la
stabilité¢ asymptotique de la solution d’équilibre x(t)=0.

2.4 Stabilité des points d’équilibres

On s’intéresse maintenant a 1’équation :
x=Ax + g(x) (2.4)

Ou g(X) =(g4(x), v n, g, (x)) €St trés petit devant x.
Spécifiqguement, on suppose que les fonctions
e DT - —91® _ gont des fonctions continues de x,, ....x,

max{lz,l...Jx, I} ° " mex{lx, Lo lxg I}

S’annulant en x, = 0; ....;x,, = 0.

Si g(0)=0 Alors x(t)=0 est un point d’équilibre de (2.4) .

La question qui se pose est si ce point est stable ou instable, or la solution de
(2.4) est assez difficile . Toute fois, si x est trés petit, alors g(x) I’est devant Ax.
Ainsi, il semble plausible que la stabilité du point d’équilibre x(t)=0 de (2.4) soit
déterminée par la stabilité de la partie linéaire de 1’équation : x = Ax.
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Théoreme 2

: e 26 9 - :
Supposons que la fonction vectorielle et et T soit une fonction

continue des variables x,,....x, , nulle en x=0.alors
a) Le point d’équilibre x(t)=0 de (2.4) est asymptotiquement stable s’il est
asymptotiquement stable pour la partie linéairex = Ax .d 'une maniére
équivalente, x(t)=0 de (2.4) est asymptotiquement stable si toutes les
valeurs propres de A sont de parties réelles strictement négatives.

b) Le point d’équilibre x(t)=0 de (2.4) est instable si au moins [ 'une des
valeurs propres de A est de partie réelle strictement positive.

c) La stabilite de x(t)=0 de (2.4) ne peut étre déduite de celle du point
X(t)=0 du systéeme x = Ax si toutes les valeurs propres de A sont de partie
réelle =0 avec au moins I’une d’entre elle imaginaire pure.

Le théoreme 2 peut étre utilise pour déterminer la stabilité des points
d’équilibres d’équations différentielles autonomes quelconques .soit x* un
point d’équilibre de 1’équation différentielle

x = f(x) (2.5)
Posonsz(t) = x(t) — x*(z(t) = (Zl(t),....,zn(t)), alors
z2=x=f(x*+2) (2.6)

Il est clair que z(t) = 0 est un point d’équilibre de (2.6) et la stabilité du point
x(t) = x* est équivalente a celle du point z(t) = 0.

Lemmel

Supposons que la fonction f de la variable x=(x4, ....x,,) soit deux fois
continment différentiable au voisinage du point x*, alors on peut écrire
flx*+z) =f(x")+ Az + glz) = Az + g(=2) (2.7)

Ou z - —QETI} est une fonction de z s’annulant en z=0.

max :,{z,_f_.....u

Démonstration
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L’équation (2.7) est une conséquence immédiate de la formule de TAYLOR
qui dit que les composantes f; (x* + z) = f; (x*) + Uy )zl 4o LG )zn +9;(2)

dx1 dxy

9;(2)

Ou z - est une fonction continue de z s’annulant en z=0 .

max {|z1|,...|zn |}

flx*+z) =f(x")+ Az + g(z) = Az + g(2)

df1(x") df1(x")
/6x1 0xy \
Avec A= : : .
\afn(x*) 3 fn (x*) /

0x1 0xy

Le théoréme (2) et le lemme 1 nous fournissent un algorithme d’étude de la
stabilité¢ d’un point d’équilibre x(t) = x* de ’équation x=f(x):
1- Poser z=x—x"

2- Mettre f(x* +z) sous la forme 4z + g(z) avec g fonction polynomiale des
variables z,, ..., z, composée de monomes de degré >2.

3- Déterminer les valeurs propres de A. si toutes les valeurs propres de A ont
une partie réelle strictement négative, alors x(t) = x* est alors
asymptotiquement stable (localement). Si une des valeurs propres de A a
une partie réelle strictement positive, alors x(t) = x* est instable.

Le systeme se réécrit sous la forme

d oy (-1 —1\[u uv

a(v) - ( 1 —3) (v) B (3172 + v3)
La matrice (_11 :;) admet une valeur propre double A=-2<0, par conséquent,
la solution d’équilibre x(t) = 1,y(t) = 1 du systéme est (localement)

asymptotiquement stable.
(i)  Stabilité du point (-1.-1)

Soit u=x+1etv=y+1,alors

du dx _ -1 )1 )=+
dt = dt = u v)=Uu v uv
dv _dy 3 2 _ .3
E—E—(u—l)—(v—l) =u—-3v+3v°—v
Le systeme se réécrit sous la forme

20=0 DO -G")
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La matrice (1 _13) possede une valeur propre négative 1, = —1 —+/5 et une

valeur propre positived, = —1 + /5, par conséquent la solution d’équilibre
x(t) =-1,y(t) = -1 du systéme est instable.

2.5 Comportement a long terme des solutions

Dans cette partie on étudie le comportement de toutes les solutions de 1’équation
différentielle :

xy fi(xg e, %,
=f(x) ; xz(i) ; f(x)( : ) (4.1)

x?‘! fn[xl-'""-'x?!

Ce probleme a été completement résolu dans le cas particulier f(x) = Ax.
Comme nous 1’avons vu dans (2.2) et (2 .6) , toutes les solutions x(t) de x = Ax
présentent un des 4 types de comportement.

1) x(t) est une fonction de t,

2) X(t) est une fonction périodique de t,
3) X(t) est non bornée lorsquet — o= ,
4) x(t) tend vers un point d’équilibre lorsque t — oo ,

on donnera des conditions suffisantes pour que toute solution x(t) de (4.1) de
condition initiale x(0) suffisamment proche d’un point d’équilibre =¢ doit tendre
vers ce point lorsque t tend vers I’infini.

Lemme?2

Soit g une fonction croissante ( resp; décroissante) de t pour tout ¢ = ¢, et

majorée par une constante c. alors g a une limite finie lorsque t tend vers
[’infini.

Lemme3

Supposons qu 'une solution x(t) tend vers un vecteur = lorsque t tend vers
Uinfini. alors, = est un point d’équilibre
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111 : Le modele S-I

I11.1 Introduction

Dans ce mode¢le I’infection se propage par contact entre les individus, mais au
travers de laquelle, il n’y a pas de “’retirés’’ (morts, isolés...).

A la fin tous les individus susceptibles deviennent infectés.

Ce genre de modeles s’applique pour certaines maladies ou il n’ya pas de mort
ou isolation.

Le modeéle.

550

£(t) : est la constante de proportionnalité (taux d’infection, ou de contact) par

unité de temps.

Les équations différentielles s’écrivent :
ds(t
e HONGUE!
dit) _

2O = poswI
(3.1)

Avec S(0) +1(0) =N
A cause de I’infection on remarque que quand S(t) décroit, I(t) croit ; et on voit

aussi que @:O, ce qui implique que vt = 0, S(t)+I(t)=constante= N .

En remplacant S(t) par N-I le systéme (3.1) se réduit a I’équation différentielle

suivante
di(t
% = BN —1®)I®), 1(0) = Ih(= 1.
Ceci est une équation difféerentielle logistique, donc admet pour solution :
I(t): IDI:SD‘FID:]?'BI:SD-I-ID}E
Sp+IpetSotolt

On remarque que lorsque t tend vers I’infini I(t)— 5,+ I, = N, ce qui signifie
qu’a la longue tout les individus serons infectes.
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I11.1.1 Point d’équilibre

d=ie) dI (e}

=0 etdr

ni augmentation ni diminution (i e pas de variation au cours du temps), si on part
de ce point le systeme reste dans cet état.

la recherche des points d’équilibres est trés importante, car dans tout les cas les
trajectoires (ensemble des couples (S(t) ; I(t),t>0) du systéeme vont tendre

(asymptotiquement , t— o) vers 1I’un des points d’équilibres , et celui-Ci sera dit

Ce point est obtenu en posant : =0 c¢’est un point ou il n’ya

> asymptotiquement stable’’.

111.1.2 Recherche des points d’équilibres pour le modéle S-1

dlf r}

En posant —==0, on en déduit deux points d’équilibres

(S; =8, +1,,I; =0) et (S5 =0,I; =5, + I)

Le point (5; .17) est appelé  ’point de non endémie “’ car il n’ya pas de
propagation de I’épidémie , s’il n’ya pas au moins un individu infectieux ;quant
au deuxiéme point (53 .I5) c’est le point vers lequel la trajectoire va tendre ;

donc c¢’est un équilibre dit “’asymptotique’’

Remarques : en pratique on ne recueille pas le nombre de personnes infectées ,
mais le nombre de nouveaux cas d’infectieux (Taux d’incidence ) par unité de
temps (jours ,mois, années, ....).

I11.2. Le modele S-I-S

111.2.1 introduction

550 SE

Ce modéle correspond a certaines maladies comme la tuberculose ¢’est un
modele qui ne procure pas d’immunité

28 = —pOSMIE)+ (DI(L)
= RSB (D)—c (D)I(E)

dI (t) (3.2)
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Avec S(0)+1(0)=S,+I, =N

Ou

o (t) : est le taux de guérison par unité de temps d’individu infectieux
B(t): est le taux d’infection par unité de temps.

Le systeme se réduit :

darie) GN-—a _ _
28 —;3{ ; f}f , 1(0) = I,.

¢’ estune équation différentielle logistique , Si le terme AN- « =0 donc
I (BN —a)e FN-@t

()= FloleP™ et 7 BN—a =0
° ’ sinon
1+81,t
Remarque :
SifN—a >0

o
Quand t — co, I(t) — {N B
0 sinomn

N
Posons Ry = ﬁ? alors

I(t) —

f—oo

B
0 , Ry=1

La condition R, = 1 conduit a dire qu’il ya disparition de I’infection et maintien
d’un état endémique sinon.

(i
gw—— , si Ry>1

3.2.2 Interprétation de la condition r, =1

Soit J(t) le nombre d’infectieux a I’instant 0 qui le sont encore au temps t.
J(t) vérifie I’équation différentielle suivante :
9 — _aj(e), J(O)=J, Alors J(t) =Le™ ,t=0

dt

fD“ J(w)du = f; représente le temps total pendant lequel les individus infectieux

au départ le sont restés avant de guérir et de redevenir susceptibles.
D’ou en divisant par I, (le nombre de départ) on obtient que 1/, correspond a
la durée moyenne d’inféctivité (durée moyenne de la maladie).d’ou

- BN est le nombre moyen de contacts infectants effectué par unité de temps.

- Ry = i—‘ est le nombre moyen de contacts infectants effectués par infecté

pendant sa période d’infectivité (appelé aussi le nombre de reproduction de
base).
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- R, =1 indique que chaque personne infectieuse doit avoir au moins un

contact infectant ( i.e ; qui puisse transmettre 1’infection) pendant sa période
d’infectivit¢é moyenne pour que la maladie se maintienne a un niveau
endémique.

111.3 Recherche des points d’équilibres pour Le modéle S-1-S

dlfith

De la méme maniére en posant =

0 , on obtient deux points d’équilibres :
(S;=N,I; =0) et (5; =g =N —5;)

Le point (5;,1;) est appelé point de non endémie (car il n’ya pas de
propagation de 1’épidémie s’il n’ya pas au moins un individu infectieux.

Et le point(5;.15) c’est le point vers lequel la trajectoire va tendre, ¢’est un
équilibre asymptotiquement stable.

111.4 le modele S-1-R (sans naissance ni mort)

Ce modeéle confére une immunité permanente contre la réinfection, d’ou
I’introduction du compartiment R qui peut aussi représenter les individus isolés
ou morts.

Le modéle :

FimiE

£ : Nombre de nouveau cas infecté par unité de temps qui est proportionnel au
nombre de contacts entre S et |
¥ . Transition de S vers R (taux de guérison ou de malades isolés)

1/ y : Durée moyenne de la maladie
D’ou le systéme
=0 = —pOSOI®
Z0 = pO)sOI)—o (OI() (34)

T =% (DI

S(0)+1(0)+R(0)=5, + I, + R, =N=cst

avec 0=S(t) +I(t) =N ,vt=0, S(O)+(0)+R(0)=5,+[,+R,=N

La aussi, la taille de la population N est constante .en effet en additionnant les
équations de (3.4),
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on obtient N*(t)==r = =2+ £ 4 T =0 0o a:

N(t) = S(t) + I1(t) + R(t) = constante .Ainsi les fonctions positives S,I et R sont
majorés par N.

les deux premieres équations du systeme ne faisant pas intervenir R,
L’¢étude de ce systéme peut se ramener a celle du systéme (3.5) :

ds(t)

o —p(6)S(D)I(t

di(t)
—== B(OS)I(t) — a(t)I(t)

0<SWEO+I()<N Vt=>0,50)+1(0)=S,+1,+Ry =N.

a

Dans toute la suite on notera § = ;
Situation épidémique et de non épidémique
Supposons que 0 < Sy < N,0<Iy<NetRy,=0. At=0ona
dl <0, siSy <6
%LO = 1o(BS —a) {> 0, si Sy>6
De plus, S’(t)<0, vt = 0.Ainsi St) <S5, , etsi
e S,<¢&,alorspour tout ¢t >0, s(t) < ¢ ,quiimplique que vt > o0, I’(t)<0.En
conclusion ,lorsque ¢ — +, I’infection disparait car on verra plus loin que
| vas decroitre vers 0.

e S, > ¢, alors pour tout t tel que s, > s, I’(t)>0.Cela signifie qu’il existe un
t,>0, tel que vt € [0;t4[,1(t) > I,. On dit que I’on ait en situation
épidémique (car I1(t) > I, pour un certain t>0).En tout temps t=¢, ,

S(t) = 8 et I' (t) = 0, puisque POUr t > t;,5(t) < & ce qui implique que I’(t)<0.ie
| décroit .on verra plus loin que 1—0

¢ Le nombre de reproduction de base (basic reproduction number)

So
R():F

Ce qui précéde montre un comportement radicalement différent du systeme
(3.4)

Selonque S, <6 & 55—0 < 1 (situation non épidémique) ou S, > 6 < 55—0 > 1
So

(situation épidémique). Posons R, = < alors il ya épidémie si R, > 1 et
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absence d’épidémie (disparition rapide de la maladie) si Ry < 1
. Ry détermine quand il ya ou il n’ya pas d’épidémie.
So

1 R 1 p p
Ry = 5= ;,BSO . comme dans le cas du modele S-I-S, — représente la duree

moyenne d’infectivité ou la durée moyenne de la maladie , « représente le taux
de contact infectant causé par un individu infecté durant sa période
d’infectiosité , et donc R, , représente le nombre de contact infectant causé par
un individu infecté durant sa période d’infectivité , et pour qu’il y ait épidémie ,
chaque individu infecté doit contaminer plus d’un individu.

Etude qualitative du systéme (3.5)

¢ Les points d’équilibres :

soit dff) = S'(£)=0 et

S(t)=0, soit I(t)=0.

En reportant ces expressions dans la seconde (I’(t)=0), on obtient 1(t)=0 et
S(t)e [0,N] , d’ou les points d’équilibres P+ du systeme (3.5) sont de la forme
(5,0) avec S* [0, N].

la solution de €St obtenue en résolvant (tant que I(t) #0) :

dl(t)
dt

= I (t)=0. La premiére (S’ (¢)=0) nous donne soit

di(t) I®)(B®)SE) —a®) 6 e IO —
BO - —amsoi - L Tse SO =5l0=1h

Cette équation différentielle est a variables séparées, sa solution est :

()=l + [{(—1+2)dS = 1, — 5(£) + S In(S(D)) + 5, — 5 In(S,).

I’'(t)=0 = S=d = etlafonction S(t) - I(S) atteint son maximum en ce
point. Ainsi

Ige = I + So— 6 +6In ().

o

* Etude des trajectoires dans le plan S-1

En divisant membre a membre la premiere et la troisieme équation du systéme
(3.4), on obtient :
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das@) _ pOsS®I@®) _ BSOSO . ds(t) _  R(®) .
drR(t) a(It) at) &8 )

_R®
Vvt >0,5(t) = Spe &

Puisque pour tout ¢t >0, 0naR(t) < N,alors Vt =0,5(t) = Soe_%t) > 0 qui
implique qu’a la limite S(«) = S,, > 0 (la fonction t - S(t) est décroissante car
S’(t)<0, vt >0 et minorée par 0 donc lim,_, S(t) = S,, > 0 existe et Vérifie

Se €10,N]).

D’autre part, R’(t)>0 pour tout ¢t > 0, donc t — R(t) est décroissante et comme
elle est majorée par N, alors la aussi lim,_., R(t) = R,, eXiste et R, €10,N] .
Comme vt > 0 I(t)=N-S(t)-R(t), on en déduit que lim,_., I(t) =1, existe et
vérifie 1, € 10, N] .Montrons que I, =0 .

a(t)le
2 )

Supposons que I, > 0, alors R () t:;a(t)loo ie pour € =
AT > 0 tel que vVt > T, R'(t) — a(t)l, > —¢,

cad vt >T, R(t) > % > 0.

D’ou

t

L Loy )1, )1,
J R(u)du>]a(1;) du =>Vt>T,R(t)>R(T)—a(2) T+a(2) tt—>+oo
T —00

T

Ce qui contredit le fait que R est majoree donc I, = 0.

Alors(s(t), 1(t) p— (S, 0) = (8%,0) = Py, point d’équilibre. pour un (Sy; I,) initial,
la trajectoire coupe I’axe (une seule fois car celle ci est strictement concave) des
abscisses (I=0) au point d’équilibre P, . La valeur S, €10, N] est méme dans
I’intervalle]o, §[. (car la décroissance strict a lieu des que S(t)<s .

Ainsi si un petit groupe d’infectés I, est insérer dans un groupe de susceptibles
S, avec S, < &, alors la maladie disparait rapidement .

Par contre, si S, > &, alors I(t) croit tant que S(t) decroit vers § , atteint son
maximum I,,.., lorsque S= ¢ puis décroit vers O lorsque S décroit vers s, .

La propagation de linfection ne s’arréte don pas par manque de susceptibles
mais par manque d’individus infectieux (infectés). En particulier, un certain
nombre d’individus susceptibles n’auront jamais été malades.
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*Comment trouver S, ?

R(t) . .
De S(t) =S,e” s etde R, =N-S, —1I, =N —S,, on obtient en faisant tendre
N—-Sw»

. “Reo _N=Se
t— oo (ala limite) S, =Spe s =Spe” s
De maniere équivalente, si on note s, et par s.,, respectivement les proportions
initiales (a t=0) et finale (a t=w) d’individus susceptibles, alors on a
N
Ses = Sge 3T

: s : v
S., est donc solution de 1’équation x = Sye 5" ™ qvec 0 < x < § .On montre que
cette equation admet une solution unique et celle-ci peut étre déterminer
numériguement par approximations successives.

*Nature des points d’équilibres

On a vu que les points d’équilibre du systéme (3.4) sont les points (S.,,0,R.,) .la
matrice Jacobienne j(Q*) du systéme linéarisé autour d’un point Q* est

0 —B(®)S, 0

0 B()(Sw—96) O

0 a(t) 0
Le spectre de j(Q*) estl’ensemble {0,a(S., — )}, S, — 8 <0 et 0 estune valeur
propre double. Ainsi les points propre double @* sont des points d’équilibres
dégénérés car det (j(@")=0.
On a vu auparavant que Q* sont stables si et seulement si E, le sous-espace
propre associé a la valeur propre double 0 est de dimension 2.
Or E, = {(x,y,2z) € R3,y = 0} estun plan vectoriel de ®3 donc les points Q*
sont stables. On peut meme affirmer qu’ils sont asymptotiquement stables.

*Solution approchée dans le cas d’une épidémie dite non sévere
Partons de S(t) = Soe_% , comme R (t) = a(t)I(t) = a(t)(N — S(t) — R(t)) on en
déduit que

R(t)

R () = a(t)(N —R(t) — Spe” 5 ).

Supposons que %” petit (par exemple & grand devant R(t), épidémie dite non
sévere) alors :

R R? _ , SoR  SoR?
zl—g+2—52, par suite ,R (t):a(N—R—SO+T+252
(I est nécessaire d’aller jusqu'a I’ordre 2 car S, ~ § on aurais

R'(t) = a(t)(N —S,) ie pas de terme en R).

_R
5

e
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R®)=a®W-5S+(2-1)r+28 | cad

= dt
S S R?
a(t) (N So + (60 1) 2052)

Qui donne
2

R(t) = i—o{% — 1+ a(t)tanh (1 yat — CD)}

Ou tanh désigne la fonction tangente hyperbolique.

y=\/(%_ ) +25010 et & =tanh” (y(i;o ))

d’ou
825y
R(t) t—>_oo) Roo = g(? -1+ Y) (36)
De plus, si
ZSOR «(2- 1) alors y =21 et par suite R., ~ 25 (1 - ).
0
Remarque
Comme tanh(u)’=sech?(u)= L= ( 2 )
7 cosh?(u) elte U
Car sech(u) = — (u) ,on adonc
202 1
R(t) = sech? (— ayt — <1>)
25, 2

*Estimation de la taille de I’épidémie lorsque Sy ~ § et Sy > &

Posons S, = 6§ + € avec e > 0,§ =0(1) iee Kb
En reportant 1’expression de S, dans (3.6), on obtient

o) €
Ry, ~25 (1 _ —) = 2¢6 2) = 2¢+06(1)

1
5te sre-2(1+3
Comme S, =N —Re — I, = N — Ry, = Sy + Iy + Ry — R, €t COMMeE I, ~ 0 et que
R, = 0 on en déduit que S, ~ Sy — R, = 5 —e d’ou
Liptar = Ip — (So — Sw) ® Sy — S ® § — € €St le nombre approximatif d’individus
infectés durant I’épidémie.
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*Estimation des parameétres du modele

De I(S) = Iy + S, —S+61n(;—0) =N —R, —s+51n(55—0)
Et de s(t) —2 S0 (< 8) etdel(t) —0 onen déduit les estimations de & et R,

suivantes :
1 a In(S/Se) In(Sy/S)
5§ B N-S,  Sp—S.

In(So/Se) ~ Sln(So/Soo)

N-So S0—Sw
Les quantités S, et S,, peuvent etres estimées par une étude serologique faite
avant et apres 1’épidémie. On peut en outre estimer le nombre maximum
d’individus infectés :

Pour SOzN=>R0=SO

o)
0

En général il est difficile d’estimer le taux de contact g car il dépend de la
maladie étudiée, mais peut aussi dependre de facteurs et comportement sociaux.

*Reéduction de R,

Comme mesure preventive, afin d’empécher 1’apparition d’une épidémie , si
des individus infectieux sont introduit dans une population saine ou des
susceptibles peuvent contracter I’infection.il est nécessaire de rendre R, < 1
(ou a un degré moindre essayer de diminuer R, ) de sorte que la manifestation
disparaisse rapidement sans qu’il y ait eu d’épidémie. On peut parfois y arriver
par immunisation. Cette mesure aura pour but de transférer d’emblée certain
individus de compartiment S vers le compartiment R ; donc de réduires,. Si une
fraction p de la population est immunisée avec succes, alors le nombre i’nitial de
susceptibles passerade S, as’, = (1-p)S, ,cequidonnera R’y = 55_0 =
(1-p)So

s
Sionveut®R', < 1, alors il faudra vacciner toute la proportionp > 1 — Rio .0n voit

que plus R, est grand, plus grande sera la proportion p de gens a vacciner.

, YT - R .
Exemple d’étude ; cas d’une épidémie dite sévere (% non petlt)

Epidémie de grippe (INFLUENZA) dans un internat en Angleterre en 1978.
(Source : British Médical Journal, numéro du 4mars 1978)

N =763;t,=0=22janvier 1978,I, =1 =S, = 762.
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L’épidémie a été sévere car % n’est pas petit, on a donc recours au systeme
entier (ajustement aux données) puisqu’on ne peut plus utiliser les
approximations vues précédemment. L’analyse de ces données a montré que la
durée moyenne de la maladie était d’environ 2,5 jours.

Les résultats de I’article sont :

B ~ 0.00218,5 ~ 202.
On a un programme basé sur une grille pour estimer conjointement g et &5 . Les

résultats donnent :
B ~ 0,00221, a ~ 0,43995 = § ~ 199,43 , Ry = 3,77

IV : Le modeéle S-1-R-S (sans naissance — mort)

IV.1 Le modeéle

A
SE:»—:»R—:»S

dS(t) = —B(®)SOI(L) + I(DR(t)
dR (t) = A(O)I(t) — 9(OR(t)

S(O)+I1(0)+R(0O)=S,+1,+R,=5,+[,=N
S’ ()+I’()+R’(1)=0 = vt = 0,
S(E)+It) +R(t)=N=5S,+ [, +R,(=0)=5,+1,

Dans ce cas aussi ce systeme se réduit au systéme suivant :

dS(t) = (—BDS®) +9(6))I(2) + () (N — S(1))

t 2)
M = (B()S(t) — A(t)I(t)

0 =S(@)+I(t) = N; avec S, +1,=N.
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4.2 Recherche des points d’équilibres

=0 =rr=0 ou5*=_) et (S=0= r1° [sgj_il?; +51'5':I

Soit 1; = 0 et 5; = N, qui donne le point P;= (5:,1;) et 55 = % ; et

8 BN -1

8_—
s;=5 et =37

, Qui donne le point P; =(55.13).

Remarque. P; existe si et seulementsi 7 =03 i.e. Sietseulementsi
BN—Az=0.
IN-5) I(BN +9)

I(5) = 22 5 ['(S) = 510y

t1' (S) <0
BS +0 etl (5

On en déduit que I est une fonction de s strictement décroissante et convexe
sur ’intervalle[0; S].

4.3 Stabilité des points d’équilibres

as' .p} as' ") . .
soit 1) = ;(p*j_( 2 )= (P e s

ar' ey ar'(eh) GBI i
a5 ar

La matrice Jacobienne du systéeme linéarisé autour du point p*;

T =tr(J(S*,I")); et p = detifJ (S*,I")), respectivement la trace et le déterminant de
la matrice(s*, 1% .

4.3.1 Stabilité du point P’

r=1en=(3 “Gn_2)

La matrice étant diagonale, les valeurs propres de J, sont: A,=—8 et A,= fN — 4.
P; étant localement asymptotiquement stable ssi 4,<0 et 1,<0. (ou de maniéere
équivalente ssit, =tr(j,) = —9+BN-1<0et p, = (J,) = —9(BN — 2) > 0).
Soit R, —E— , alors Py est localement asymptotiquement stable ssi r, <1
(nceud stable) etdans ce cas I; < 0 i.e. P; n’existe pas.
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4.3.2 stabilité du point P;

Nécessairement N — 9 >0 = R, =1

—(BL;+09) —(B+79
=1y = ((FEFO) )

Soit 7, = tr(J) = —(BI; +9) et p, = (J,) = —=B(A+I)I;.

Alors 7, < 0et p, > 0 ce qui signifie que lorsque P; est toujours localement
asymptotiquement stable, n’oublions pas que cela signifie aussi que R, > 1

.Mais dans ce cas P; existe toujours et est alors instable car la valeur propre

4,>0 ; il est alors appelé un point selle, donc toujours instable.

V: Le modele S-1-R (avec naissances-morts dues a la maladie)

Ce modele peut étre utilisé pour modéliser une maladie qui peut étre fatale
pour certains individus infectieux. Pour une telle maladie, la classe R des
individus retirés ne doit contenir que les individus guéris, pas ceux retirés par
mort due a la maladie.

Dans ce cas N n’est plus constant au cours du temps. Le modele le plus
simple consiste a supposer un taux de naissance constant :

K A

:Si—:rR
l Ll L
Hoal w

I' (1) = BOSOIE) = ADI(®) — a(®I(®) — p(OI(L)

{ §' (1) = u(®OK (&) = BOSDIE) — u®)S(®)
R'(t) = A(DI(t) — u(OR(L)

Avec S(0)+1(0)+R(0)=N(0)

Ou

u(t)K (t): Nombre de naissances (par unité de temps)

u(t) : Taux de naissance (par unité de temps et par individu).

K : la taille maximale possible (constante) plutot que la taille de la population
notée d’habitude N(t)=S(t)+I(t)+R(t),

al . Nombre de morts dues a I’infection.

Al : Nombres d’individus guéris, avec immunité contre la réinfection.

@’ Taux de mort de la classe R
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Comme on a supposé a >0, il vient que N(t)=S(t)+I(t)+R(t) est non constante
au cours du temps. De plus comme pour les modéles précédents R ne figure
pas dans les deux premiéres équations du systeme non linéaire ; celui-ci se
réduit au systeme suivant :

I'(t) = BOSOI(E) — (u(t) + a(t) + AN

S' (1) = u(OK () — BOSOIE) — u(6)S()
SO + IO = N(O)

Recherche des points d’équilibres
Attty
(2
(S’(1)=0= (BI* + u)5* —uk = 0). i€ I*(S*)="Kﬁ;5’iy

Soit I = 0 etS; = K, qui donne P;=(5;.1;) €t

T'®)=0 =I1"=0,0us" = Si $* < K) et

«_ MK . =.-1+rx+,l.,a H : — = rx
L=, 5 e s;==,— , quidonne lepoint P;=(5;5) .
Remarque

P; existe si et seulementsiI; >0 cad R, =

#+a+l>1 ukK —(u+a+21)=0 ou

[N . _ uK
d’une autre maniére : R, =—— >1.
u+a+i

Soit J(S*,1%)= J(P*)=|

as’' as'
LNED) a—f;U’*)]
al

_[-BOI -1 —BS”
Lopr pOS™ — (@) + a(t) + A(D)

La matrice Jacobienne du systeme linéarisé autour du point P*, t=tr(J(S*,1¥)),
et §=det(J(S*,1*))respectivement la trace et le déterminant de la matrice
J(S*,17%).

Stabilité du point P}

o [-B() —BOK ()
h=IPD =1 BOK(E) — (B(L) + a(t) + A(D))
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La matrice étant diagonale, les valeurs propres de J, sont :
M=-0etl,=pK—@+a+1)=(B+a+1) (R, —1).

P[" est localement asymptotiquement stable si et seulement si 1; <0et1, <0 (ou
de maniere équivalente ssi 7; = tr(J;) < 0 et §; = detij,) > 0.

P/ est lass ssi®R, <l (nceud stable) et dans ce cas, I; <0 i.e. Py’ n’existe pas.

Stabilité du point d’équilibre P>

Nécessairement R, >1 et dans ce cas 1,>0, par suite P;* existe mais est instable
comme point selle.

py < [FBE+D S
]2—](P2)—[ 321; ,35;—(+2a+/1)

K
[+ Em5) - —Erat)

p (:H B ) 0

Soit ©,=tr(J,)=—(BI; + <0 et detify,)=p%S;1; > 0 ce qui signifie lorsqu’il
existe P, est toujours l.a.s.
Conclusion :

S*(OFR*(OFR*(O=N"(t)= pn(OK()-pO1D)-aO1(D).

A 1’équilibre endémique P;, N’(t)=0 nous donne N3;= —I; et la population se
réduit de =I5 individus.

Le parametre a peut étre interprété comme décrivant la pathogeénicite (aptitude
d’un germe a provoquer une maladie. Elle est fonction de la virulence du germe

et de la réaction de I’hote : ¢’est les défenses naturelles et défenses spécifiques)
du germe provoquant la maladie.

*si a est grand, il est peu probable que =, >1.

*si a est petit, la taille totale de la population a 1’état d’équilibre endémique N;
est proche de la capacité maximale K de la population.

Ainsi une diminution de K provoquée par la maladie sera effective pour des
maladies pathogénicité intermédiaire.
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Les modéles S-I1-R avec naissance —mort S-I-R-S et S-1-S supportent un point
endémique, ce qui propose que la condition d’existence d’un tel point vient du
flux de nouveaux susceptibles, soit au travers des naissances, soit au travers des
guérisons sans immunité contre la réinfection.

Dans le cas des maladies infectieuses sans moyen de guérison, c-a-d il n’ya pas
d’immunité contre la maladie, comme par exemple VIH/SIDA on propose un
modeéle a deux types, on ne s’intéresse qu’aux deux populations des HIV qu’on
notera S(t) et celle des Sidéens noté I(t).

Page 34



These de Doctorat Es-Sciences

Parti Il : MODELES STOCHASTIQUES

L’ approche stochastique est importante pour 1’étude de 1’évolution d’une
épidémie quand la taille de la population est relativement petite.
On utilisera un modéle a temps discret avec comme unité de temps, la période
de latence (qui peut varier de un a plusieurs jours).
Il existe deux modeles classiques :
a) Modele de REED et FROST
b) Modele de GREENWOOD

| MODELE DE GREENWOOD ET REED-FROST
Soient X, : Nombre de susceptibles au temps t.

Y. : Nombre d’infectieux au temps t.

Sous les conditions initiales X ,=x, et Y,=y,>1
Soit P : probabilité de contact entre les infectieux et les susceptibles
B . Probabilité que ce contact provogue une infection
a : Probabilité g Yy qu’il n’y est aucune infection aprés contact
Ona a=1-P+P(1-p5)=1-Pp

Supposons que I’infectieux Y, est identifié et est retireé de la population on
obtient :

Xt +Yt = X t-1
Dans ce cas « peut étre consideré comme la population des non infectieux.

Et le nombre d’infecticux Yy autemps t est détermine par x,_, et x, ie

yt = X~ X et
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PIX.Y) e = (Wt KY) = (W) e (1)

P(x,t)t,(x,y)t+1

— % X _[ X X N
e t+1 1_ Va1 . t+1 1_ X¢ —X¢—1 .
(x )a l-a) (x Ja (l-a)

t+1 t+1

Ou {X,;t=0,1....} estune chaine de Markov avecY,, =X, - X,,,.

En particulier dans le modéle de REED-FROST un individu susceptible au
temps ‘t’ reste susceptible au temps ‘t+1’ si tout contact avec un infectieux ne
produit pas d’infection.

Cet événement se produit avec une probabilité o c.-a-d. X, =~ Bin(X,,a")

N n . .

Ou {Bin(n,ﬂ')=(_jﬂ'1(l—ﬂ')n_],j =0,...... n}

J
Et la matrice des probabilités de transitions de la premiére étape a pour éléments
Py dONnée par :

- Xt VXt 1 Yt ) Yes1 (2)
P(x,t)t,(x,y)Hl - X . (04 ( - ) '
T+

Il s’ensuit que les réalisations (X,y), ,(X,¥),.....(X,y), de I’épidémie ont pour
probabilité une chaine binomiale de produits de la forme (2) .

Remarque :

Le nombre d’infectieux dans une chaine binomiale successive est déterminé par
une distribution binomiale.

En particulier de (1) ona:

E(X.. /X )=a X,

E(X, /X,=X,)=a'X,

E(Y ., /X,=X,)=a"" (1-a)X,.

Ce qui implique que E(X,) —»0 quand t— .

I1) Méthode des p. g. f du modele de GREENWOOD

La matrice donnée dans (1) est triangulaire d’ordre (x,+1) et est égale a :
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1

l-«o a
Gro 2 i S U (3)
(1_a)xo Xo(l—a)X"_la (XZOJ(].—Q)XO_ZQZ eooa®

On s’intéresse au premier temps T quand il n’y a pas d’infection et au nombre
W de susceptibles infectés.
Numériquement il est facile de trouver la distribution jointe de T et W.

Soit p; = Pr(X,=i)=4,; ona
Ou p'=Pr {xtzj,ytzo}:

Ou pour tout entier t>1 et j=0,.....1,

Xo—(t-1)

t-1
2P Py (4)

i=j+1

Pij:Pr{XHl: j/Xt:i’Yt>_O} = (;j(l_a)ijaj'

En utilise (4) pour calculer récursivement P:’_‘kl

Priw.T)=(kn)/ X,=1Y,=0f = P{YP . = Prea™ .

En utilisant la méthode des fonctions de probabilités génératrices (p,g,f) on peut
trouver la distribution de (W,T).
On rappelle que I’épidémie s’arréte au moindre entier ‘t” tel que Y, =0, ou par

€quivalence, au moindre ‘t” tel que X, = X ;.
En partitionnant la matrice (3) comme suit P=P+Q ou Q=diag(l,«,....a®) et

0
l-a 0 :
5 = (1-a)? 2(l-a)a 0
X
l-a)° x,1-a)"a (20)(1—05)“_20(2 0

Ou P : est une matrice triangulaire des probabilités de transitions qui ne permet
aucune répetition.

Et Q : matrice des probabilités de répétitions de 1I’état X, ie pour la transition

Xa=if = X, =if.
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Pour un certain état i et pour Y, =0 on obtient :

PAT=)= AP QE  (t=1L,ece..... X,+1)
Ou A'=(0,0,............ ,1) : vecteur des probabilités initiales correspondant a Pr
X, =x)=let E'=(L,1,....... ,1) : vecteur ligne unité.

Le processus permet de mettre exactement (t-1) vers le bas le début des
transitions de x, a travers des états intermédiaires pour terminer comme

somme des états X ,-(t-1),........ ,0, sans repetitions.et de s’arréter au temps t
quand I’état (X, =if est répéter .
La distribution des probabilités des fonctions genératrices est donnée par :

P.(0) = A'(i B OU)QE = A(I-F)QE .o (5)

ou P!=0 pourj>X,+1.

Exemple 1

Considérons un modele de Greenwood pour une famille de trois susceptibles et
un infectieux avec une matrice de probabilité de transitions :
1

l-a a .
(l-a)® 20-a)a a’ :
(l-a)® 301-a)a 301l-a)a® o

Lap,g,f ¥, (9) de ladurée de 1I’épidémie est égale a :

1 1
0,0,0,1) (1-B) 0| % [=(0,0,0,1)(1 +6P +6°F* +6°F)a |
o a
a3 a3
1. .. 0 _
=000, T lig 7% P -
o1 l-a)° 2a(l-«) 0
1 (l1-a)® 3a(l-a)* 3a’(l-a) O
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0 : Lo 0 S 1

+ o7 0 2 0 SR RS 0 o . . 0 a2
20(1-a) 0 0 . 0 0 0 . a
3a(l-a)’(l+a) 6a’(l-a)> 0 0 6a’(l-a)® 0 0 O a’

OuPr(T=1)= «®, Pr(T=2) = (1-a)’ +3c*(1-a)’ +3a*(1-a) ,

Pr(T=3) = 3e(l+a)l-a)’+6a’(l-a)’,

Pr(T=4) = 6a’(l-a)°.

La somme de ces probabilités est égale a 1.

Pour trouver la p,g,f de la taille de I’épidémie W , en tenant compte qu’a tout
temps le nombre X, décroit ,le nombre d’infectieux croit, pour une période de
transition ou X, croit, la matrice P(¢) des p,g,f pour les nouveaux infectieux

est égale a :

0
1-a)p 0
(- a)p)® 2a(1-a)p

(@-a)p)* (Xl"ja«l—a)co)*“ (ija*“(l—axo 0
Ou la n°™ sous-diagonale est I’ensemble des probabilités équivalentes dans P
multiplier par ¢" pour n=1,...x,. De la méme maniére P?(¢) a pour éléments
Pr(X,,, = j/ X, =i) multiplier par ¢’ qui refléte le total des (i-j) infectieux au
temps t+1 et t+2 . en utilisant les mémes arguments et utilisant la relation (5) ,
on montre que la p,g,f jointe de (W,T), ou W est la taille totale de 1’épidémie ,
est donnée par

¥, 1 (0.0)= A -P(p)"RE  (|¢<1]g<1).

Exemple 2
Pour le méme exemple que précédemment on explicitera la p,g,f jointe .

I11 propriétés du Modéle de Reed-Frost

Dans le modele de Reed Frost avec X, =x,>Y, =Y, , la matrice de transition

a pour élément (3) .tan disque dans le modéle de Green Wood il suffit de
connaitre X, pour chaque instant.
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Ce qui nous oblige a connaitre X, et Y, en méme temps , ou de la méme
maniére a connaitre X,_, = X, +Y, pour {(X,,X,)t=212.} qui est une chaine de
Markov ;si on suppose que X_, =X, +Y, =X, +Y, on aura une chaine de Markov
bivariée .

La matrice des probabilités de transitions de P, ,, ., . s écrit comme une
matrice de partition P d’ordre (x, +1)° x(x, +1)* donnée par :

I:)OO O O
p=| Mo T £ I (6)
P, P

Xol XoXo

Ou chaque sous- matrice P;est carré d’ordre (x, +1) avec P, = (P(k,i),(l, j)) pour
_ _ k o
Puivay = PIOXY) e = (U DIXY), = (k)] = (Ij(l—a')’a" :

Et Py =0 ailleurs
Pour j<k<x,+1-j ona P, égalesa:

0 0 0 0
0 0 0 0
(1-a')! 0 0 0
0 (j+Da'(l-a')! - 0 0
: : 0 0
Xo i(X—]) iyj
0 0 "™V (-a') 0
_ XO_ -

Posons A’ =(0,...,0,1,0,..,0) oulvienta laplace de (x,y), , il vient que la
durée T de I’épidémie a
Pr(T=t)=AP'QE, avec E'=(1,1,1,...,1)et P=Q+P ou Q est une matrice
carré d’ordre (x, +1)* ie constitué des premiers (x, +1) colonnes de P dans (6) et
le reste sont égaux a zéro. T a pour fonction génératrice ;

¥_(0)=A(l -P) 1 QE

Et de la méme maniére la probabilité des fonctions genératrices jointe de (W, T)
ou W est la taille totale de 1’épidémie et T sa durée est égale a

¥, 1 (0,0) = A1 —P () 6QE
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Ou P(p) est égale a P modifiée (ie 1’élément dans la j’éme sous diagonale des
composants de la matrice P, dans (6) est multiplié par ¢’.

Remarqgue

Il est clair que I’utilisation des mode¢les de Greenwood et Reed-Frost est
similaire ou identique malgre que le dernier demande plus de calculs.

IV chaine avec une probabilité d’infection qui varie entre les sous-groupes

Abbey(1952), Bailey(1955), Becker(1989) ont utilises les chaines de modeles
binomiales, mais une question s’est poser, Si tous les individus ont la méme
susceptibilité d’infection.

Ou I’introduction du taux de non infection « qui varie entre les sous-groupes.

Remarque :
Si a suit une loi gamma les calculs mathématiques sont plus faciles.

Soit P : probabilité de contact entre les x, individus par unité de temps.
B : Probabilité de transmission conditionnellement au contact.
Soit P 4 : Probabilité d’infection.
a =1-Pg : Probabilité de non infection.

On assure que « varie d’un sous groupe a un autre.
f () : Fonction densité de lav.a « .

Notons P(a) = P|(X,Y)qr /@] 0U (X,Y)qr ={(X,Y);t=01....T}.
On souhaite atteindre la moyenne P(«) pour toute valeur de « dans (0,1).

On donne j P(a).f (a).da

a=0
Ou f () : fonction béta de la forme (1-a)**a"*/B(a,b) pour a,b>0.
On illustre la procedure des deux modéles de Greenwood et Reed-Frost avec les
probabilités de transitions données dans (1) et (2).
Dans le cas précedent ces probabilités sont de la forme binomiales :
P (@) = P[Xt+l =X :i] = [;J(l_a)i+jaj .
Supposons que « suit une loi béta, en intégrant sur i et j pour tout entier aet b
on obtient :

e = e
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_ (1\B@+i—jb+j)
j B(a,b)

il (a+i-j-1.ab+j-1.b

-0  (@+b+i-D..(a+h)

a) Cas de la chaine de Greenwood

En tenant compte que X, =x, pour t=0,....... , T.
La probabilité P(«) de tels réalisation est égale a :

X X
( Oj(l_ 05) X oM ( T—lJ(l_a)XTle a
X X

1 T

— R Xt—l Xo—Xt ,Tzlx‘
= [l;[( x j:|(1—a) a .

Moyennant sur toutes les valeurs de « on obtient

1 % B(a+x0—xT,b+ixt)
!P(a)f(a)da— {H( H BaD) :

t=1

b) Cas du modele de Reed-Frost

Si laréalisation (X,,Y,)=(x,,Y,) pour t=0,....,T alors

A {H(Xx ﬂ (maty @)

t=1 t

T X i}/t—lxl
— H( tlj . (1_ay171)><t7r><x at
t=1 Xt
- ﬁ(thJ ) (XH tJ (e a
=1 \_ % k=0 k
= Z A’
j

En intégrant sur les valeurs de « on trouve
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(-« ”“ _ B(a, j+h) _ b+ j-1D...... b
I B(ab) =LA B(a,b) Zj:j(a+b+j—1) ....... (a+b)’

i

V : Taille finale de I’épidémie
(avec une période d’infection arbitraire)

En comparant la structure mathématique de la chaine binomiale du modeéle
de Reed-Frost avec le modele de Kermack-McKendrick , et la possibilité
d’observer 1I’épidémie comme « un processus de branchement de la population
finale » on propose une examination (fermée) des probabilités caractéristiques
des deux modeles.

Ces modeéles peuvent étres considérés comme des ensembles généraux et étudier
leurs spécificités caractéristiqgues comme des ensembles de larges classes.
Soient pour chaque instant t

X, : Ensemble des susceptibles.

T, : Ensemble des infectieux.
Z, : Retirés (morts ou guéris ...).
Et soit la distribution binomiale jointe

o0

Plv(X)=k] = _f()l:j(l—eﬁs) e AP B Ads . L (V,1)
0
Ou
v(X) : Nombre de nouveaux infectés

s : Période d’infection v.a suit une loi exp(—)

Remarque
Chaque susceptible X devient infectieux avec une probabilité égale a (1-e ™).
Sachantque Y, >1ona:

Yo =Y, ~141(X,), Xpi =X, =V(X) oo, (V,2)
Ou les v.a {(X,):t=01,..} sont indépendantes de p probabilité (V, 1).

On peut aisement trouver la distribution de X,.posons
P'=Pr{X, =i}, P.(i)=Pr{v(X,)=k/X, =i}
Quand Y, >1ona

P/ = Z, P (0,...;N) e (V.,3)
Ou Pi°_5Ni.
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Exemple
a) soit un modéle stochastique de propagation d’une épidémie, et {P, }la P,

distribution de la taille totale, ou P, =P, , ,, sous les conditions initiales
P, =1, les quantités P, =Pr( pour t ou il y’a i susceptibles et j infectés)
sont definies récursivement par :

Po = PiPosp (i=n-1,...,0)
Py =Py j (j=b-1,...,0)
P, =puP.; +aP,s  (i=n-1,...,1;j=b-1,...,1)
Po =0iP; (i=n,...,1).

Ou p, :/+p:1—q.

Définissons T =inf{t: X,,, >N} ,de (V,2) on montre que T est la taille totale de
1I’épidémie (avec les infectieux initiaux) ; ie

T=N+1-X,=2, . (V,4).
De (V, 3etd) la distribution de T est donnée par :

PT=k) =P =P, = P, PA(N+L=K) oo, (V.,5).

On voit qu’on peut remplacer la distribution exponentielle de S par une
distribution arbitraire, pour la période d’infection, avec une fonction densité

F()
Ce qui nous conduit a différentes distributions binomiales jointes pour k=0,...,
X .0na

Plv(X) =k] T( J(l—eﬂs)"eﬂs(“’dF(s). .............. (V,0).

Baley (1990) utilise (V,2) pour montrer que la distribution de la période
d’infection S croit dans le sens stochastique , ou décroit dans le sens convexe , la
distribution de taille totale croit dans le sens du méme ordre.

Exemple

Cet exemple indique comment utiliser une approche pour calculer la distribution
de la taille totale {P, } .

Supposons qu’on a P, = pl% ou p® =4, et pour j=b,...,1 et i=n,...,0,
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pi(j_l) = Z(pm - Pisadi ) IO.(+’3

r=0

= (P + P (P + Pia (P + (P + Py B0,

= g (p + L Py (i<n-1).
i+1

Ces calculs sont numériquement stables.
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Partie 111 : Perturbation d’un modéle épidémiologique SIR

I Introduction

L’¢étude théorique de la dynamique d’une population conduite a des modeles
complexes dus a la complexité intrinseque du phénomene, grace aux interactions
et a I’état de la dimension.

Dans notre étude on va présenter un modele décrivant la dynamique d’une
épidémie du VIH/SIDA dans quatre communes de la wilaya de Tamanrasset
(sud d’Algérie) ; ce choix est du a plusieurs facteurs :

- Position géostratégique

- Flux migratoire (brassage nationaux, étrangers-nationaux)

- 1200Km de frontieres entre le Niger et le Mali pour les wilayas de
Tamanrasset d’ou le programme spécifique pour Tamanrasset et le Sud
Algeérien.

- Possibilité de faire des prélevements de sang dans le cadre d’un examen de
routine (FNS, Glycémie ....

Cette étude est baseée sur le « Rapport sur ’enquéte de sero surveillance
sentinelle du VIH dans 4 communes de Tamanrasset ».

Il Modeéle épidémiologique

On va présenter dans cette section un modele mathématique, en considérant les
différents processus épidémiologiques et démographiques et a la fin on
introduira un mode¢le d’équilibre.

I1.1 description du modeéle :

Notons « S » : les susceptibles classés en trois groupes notés « S, ».

Tel que S, : PS (professionnels du sexe)
S, - HSH (hommes ayant des relations avec des hommes)
S, : CPN (consultation prénatale).
Ag Migrants dans chaque groupe S, .

Et chaque groupe « i » est formé de « j » sous groupes avec j=1,....,6.
Pour j=1: « &ge » classé en k,=1,...,7 .
j=2 : « NI : niveau d’instruction » classé en k,=1,...,6 .
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: « SM : situation maritale » classé en k,=1,...,4 .

: « Sexe » classé en k,=1,...,2 .

. « classe socio professionnelle » classé en k. =1,...,2 .
. « nationalité » en k,=1,...,2.

Ou k; : nombre de classes dans chaque Sous groupe.

Le modele est présenté par le diagramme suivant :

N L = o
1
CD o1 B~ W

— > F(S.T)
Ay Sljkj 4 |1jkj
\ \
F(S.T
A, —Vszjk — |2jk o «— Vg

f—

R
Ha ,u\
o
_ F(S.T)

Ou s : taux de passage d’un infectieux vers un sidéen.
u; - Taux de mortalité de la classe I.

Ce qui nous conduit a €crire le systeme d’équations différentielles suivant :

Suiy = Ag =4Sy —F(S,1)Sy -
Sk = Agy = 1,855, — F(S,1)S,, -
Ssi, = Ay = 1Sy, —F(S,1)Sg -
Lk, = F(S, )8y — (1 + )Ny, -

| 2j, = F(S,1)S, —(#, + ), -
ik, = F(S,1)Sg5, — (45 + )y -
R=6(laj, +l2i,+1i,) — R+ A,.

Ou
F(S,1) : force de I’infection ; définie par: F(S,1)= asS+a,l +a
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3 3
Avec S=>'S,; 1=>1,; et a : paramétre d’infection extérieur.

i=1 j=1
Remarque :

Tous les parameétres dans ce systeme sont positifs, car ils représentent des
quantités positives avec une signification biologique.
Soit le vecteur W= (S, S, s Ssj » L, » Ly, » sy, » R) SOUS les condition initiales

w(0), les états de cette variable représentent la taille de la population , on
suppose que w(0) >0.

La structure du modele assure que I’état des variables demeure non négatif dans
le temps.

11.2 échelle de temps

Dans cette épidémie les parameétres épidémiologiques sont plus rapides que les
paramétres démographiques, ce qui nous amante a introduire un parametre
temps (scalling parametre) ¢ tel que :

o a, 5
ag=—; a,=—; 6=—.Avec 0< g<<L.
&g &g &

Considérant une population de tailleN,, , on assure que N, a., N, a, sont des

parametres de méme ordre que les parameétres du modele .

Le parametre o est trés petit par rapport aux autres parametres
épidémiologiques et son ordre est inférieur a I’ordre des paramétres
demographiques.

Finalement on assure que & a le plus petit ordre.

Dans ce cas le systeme précédent a deux échelles de temps.*il est raisonnable
de prendre en compte que les individus passent plus de temps dans la classe des
susceptibles que dans celle des infectes, pendant ce temps le processus de retrait
se propage plus rapidement que ’infection, ce qui implique que & a le plus
grand ordre que N,a.,N, a, et les paraméetres qui restent dans le modele.

Dans ce cas on introduit un second parametre de temps ¢ tel que

o .
0=— avec 0< ¢ <<g<<1.
&

Et dans ce cas on peut obtenir trois échelles de temps.
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Remarque

Toutes ces suppositions de 1’ordre de magnétiseur des paramétres seront
verifiées par leurs valeurs numériques qui assurent une échelle de temps qui
assurent une échelle de temps qui seront distingués par des simulations
numériques.

11.3 Equilibre

Le modele épidémiologique propose deux équilibres ;

Un équilibre trivial, qui correspond a I’extinction de la population (desease-free
equilibrium) ceci va étre le point endémique stable.

Notre systeme a un seul état endémique, qui provient du fait que tous les
parametres sont positifs.

Dans le systeme (1), il n’existe pas d’extinction de la population, et le point zéro
n’est pas un équilibre.

Si on considére «=0 (il n’ya pas d’infection extérieure), 1’équilibre est donné
par :

W =(S"1i,, S 2,5 3k, ,0,0,0,R")
Et on peut facilement trouver w"™.

III L’ordre du Modéle réduit

En utilisant les différent parametres echelle de temps, on peut appliquer la
« théorie des perturbations singulieres » pour faire une approximation du
systéme initial par un autre systéme de dimension inférieure.

Considérant un modele standard de perturbation singuliere

x =f(t,x,z,e); Xe R";X(t,)=£&(e).
ez=g(t,x,2,e); ze R" ;z(t,)=d(s).  .evrvririnnnns. (a)

Notons z=h(t,x) le quasi équilibre solution de g(t,x,z,0)
Le systeme réduit est x- = f(t,x,h(t,x),0) ................. (b)

En prenant y=z-h(t,x) , on défini le systéme couche limite par :
g_y = GEXYHFNEX),0) oo ()
1%

La théorie de la perturbation singuliere nous donne le résultat suivant (KHALIL
1996)
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Théoréme 1(Approximation pour & suffisamment petit)

Supposons que les conditions sont satisfaites pour tout

(tx,z-h(tx),e) € [0,«[.B,.B,.[0.5.

-Les fonctions f, g et leurs dérivées partielles respectives a (x,z, ¢ ) sont continus
et bornées.

-la fonction h(t,x) et le Jacobien (5g(t,x,z,£)/6z a une dérivée partielle bornée.
- le Jacobien &f (t, x, h(t, x),0)/ ox est borné.

- les conditions initiales &(s)et ¢(¢) sont des fonctions réguliers enc.

-l’origine du systeme réduit (b), exponentiellement stable.
-origine du systéme couche limite (c) exponentiellement stable uniformément en

(t,x).
Alors :
3 des constantes positifs », et u,et & tq

v [EQ)]| <y, [2(0) = hity — £(0))]| < e, €L
O<e<<¢ oOna:

La perturbation singuliére de (a) a une solution unique
X(t, £); z(t,¢) définie vtt>t, >0 ;
et x(t, )-x"()=0(¢)
Z2(t,e)-h(t, x " (1)-y' (/) =0(¢).
Uniformément pour tout t e[t,,oo[ , ou X" (t) et y’(¢)sont solution de (b).
En plus pour toutt,>t, et ¢ " <s"ona:
2(t,&)-h(t, X (t)) = (&) tend uniformément pour t e|t, .

Théoréme 2(stabilité pour & suffisamment petit)

-f(t,0,0, £)=0(t,0,0,£)=0

-I’équation g(t,x,z,0)=0 a une racine isolée z=h(t,x) tq h(t,0)=0

-les fonctions f ,g et h et leurs dérivées partielles du second ordre sont
bornées pour z-h(t,x) € B,.

-l’origine de (b) est exponentiellement stable.

-l’origine de (c) exponentiellement stable uniformément en (t,X).

= [’origine du systeme initiale (a) exponentiellement stable.
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[11.1 Deux échelles de temps
Soit le changement de variable :
A,=S, +l,, +R.

A,=S,, +l, .

A=S, *ly

Ce changement nous permet d’identifier les variables lentes et rapides , et
chaque variable rapide est exprimée en fonction des variables lentes , pour
garder notre systéeme et nous permet de le réduire .

Les variables rapides arrivent plus vite au quasi équilibre, donc notre systeme
peut s’écrire de la manicre suivante :

A=A = A= 5 (g + 1) - iR+ A,
A=A, —i,A,- 5 )5,

A, = A A- 6 |3jkj

elyy, = &S, 1,)(A-R-1)-51,—ud,
gI-zj.kj=(5F(S,I,.9).(A2—I2)—5'I2—;125I2
gl'sjkj=6F(S,I,g).(A3—I3)—5'I3—,u3513
R=A+5(, +1,+1;)— R

Ou &(S,l,e)=a'sS+a'| | +ax

Posons X=( A,A,,A,R) et Z=(1,,1,,1;,) ;
Ce systéme prend la forme d’un modéle autonome de perturbation singuliere :

eZ =Q(X,Z,&) cevriinin.n (b).
Dans ce cas X et Z sont respectivement les variables lentes et rapides
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Le systeme (b) a un seule non-négatif quasi- équilibre quands — 0.

Z" = (1;,15,15) =h(X)=(0,0,0)

En substituant ce quasi-équilibre dans le systéme lent (a) on obtient le systeme
linéaire réduit :

A=A — A — 1R+ Ag

A=A, - 1A,

A=Ay = 115A

R =A; — /R

Qui est un systeme lin€aire plus facile d’étudier sa stabilité.
Et le point d’équilibre n’est pas le point trivial (0,0,0,0) mais un point non nul.
Sous certaines conditions on trouve un état d’équilibre non négatif :
X'=(A,A,A,,R") avec
A=ty A=t gt pate

H H, Hs H
Et apres certains calculs matriciels on peut facilement trouver le jacobien de
cette matrice.

Conclusion

Théoreme 1) le modéle réduit donne une bonne approximation du systeme
initial avec Z=Z"=h(X)

Théoreme 2) donne un état endémique du systéme initial et globalement stable.
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Partie VI : simulation d’un modéle SIR avec Matlab
(Appliqué a la wilaya de Tamanrasset)

Programme de simulation :

o°

o\°

Simulation du modele SIR
Integration par la méthode d'Euler

o°

o°

clft;
hold on

plot ([0,0],"+");
axis ([0 10 0 1]);

% Constantes du systéme différentiel.
% On peut discuter 1l'influence de r et a.

o n W H
[

R O O

e

~. ~.

o°

La boucle de calcul : méthode d'Euler explicite.

o\°

for t=0:dt:Tmax,
dS=-r*S*I;
dI=r*S*I-a*I;
dR=a*I;
S=S+dt*dS;
I=T+dt*dI;
R=R+dt*dR;

pointS = t+i*S;
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pointR = t + i*R;
pointI t 4+ 1*1;

plot (pointS,'");
plot (pointR, 'green');
plot (pointI, 'red');

end

En appliguant un programme Matlab a un modele SIR et en considérant les
différents taux de transfert entre les compartiments, sur une enquéte qui a était
réaliser sur quatre communes de la willaya de Tamenrasset : (Rapport sur
D’enqueéte de séro-surveillance sentinelle du VIH dans 4 commune de
Tamenrasset en 2008) dans le cadre d’un projet de coopération Algero-Belge.
Une autre enquéte a était mener pendant les années 2000,2004 et 2007, en se
basant sur certains données et tableaux de ces rapports dont on donnera quelques
exemples, et en considéerant certains taux on a obtenus une illustration graphique

dont voici :
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Tableau n° 2: Taille des échantillons prévus pour la surveillance biologique
des CPN, des PS, des HSH et des migrants

Taille de Taille de
la Taille de Taille de Taille de |P’échantillon
SITES |population|I’échantillon | I’échantillon | I’échantillon| Migrants
de la CPN PS HSH
commune
ABALESSA| 10203 100 50 40 -
AIN 5700 -
AMGUEL 120 50 i
AIN 10459
GUEZZAM 140 50 i 50
TAZROUK 100 50 - 50
TOTAL 460 200 40 100

Abalessa

Ain Amguel

Ain Guezzam

Tazrouk

Tableau 1: Population d’étude de I'enquéte de séro-surveillance sentinelle de 2008

Consultantes
prénatales

CPN

Professionnelles du sexe

PS

Hommes ayant des
rapports sexuels
avec les hommes

HSH
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ICONSULTANTES PRENATALES - CPN|

Tableau 2: Distribution par tranche d’dge des 433 CPN dans I'enquéte de séro-surveillance sentinelle des 4
communes de Tamanrasset en 2008

15-19 41 9.47 0 0
20-24 104 24.02 0 0
25-29 115 26.56 0 0
30-34 76 17.55 0 0
35-39 61 14.09 0 0
40-44 28 6.46 0 0
45-49 8 1.85 0 0
Total 433 100 0 0

Tableau 3 : Distribution des 433 CPN par tranche d’age dans les 4 sites de I'enquéte de séro-surveillance sentinelle
des 4 communes de Tamanrasset en 2008

20-24 27 27.00 35 30.97 32 33.68 J 10 8.00 104 24.02
25-29 26 26.00 32 28.32 20 21.05 |37 29.6 115 26.56
30-34 10 10.00 17 15.05 9 9.48 40 32.00 76 17.55
35-39 12 12.00 1 9.73 10 10.53 || 28 22.40 61 14.09
40-44 9 9.00 9 7.96 4 4.21 6 4.80 28 6.46

45-49 4 4.00 3 2.65 0 0 1 0.80 8 1.85
Total 100 100 113 100 95 100 |} 125 100 433 100
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Tableau 4: Distribution du niveau d’instruction chez les 433 CPN de I’enquéte de séro-surveillance sentinelle des 4
communes de Tamanrasset en 2008

N
~

46 0.

28
2

—
o
[\

1
433 [10g

H

Tableau 5 : Distribution de la classe socio professionnelle des 433 CPN dans I’enquéte de séro-surveillance
sentinelle des 4 communes de Tamanrasset en 2008

433

Tableau 6: Distribution du statut marital chez les 433 CPN de I'enquéte de séro-surveillance sentinelle des 4
communes de Tamanrasset en 2008

Mariée]

Tableau 7 : Age moyen, médian minimum et maximum des 433 CPN dans I’enquéte de séro-surveillance sentinelle
des 4 communes de Tamanrasset en 2008

Abalessa 100 2787 +7.84 26.00 16.00 47.00
Ain Amguel 113 2849 +7.11 27.00 16.00 46.00
Ain Guezzam 95 24.86 +6.93 24.00 15.00 43.00
Tazrouk 125 30.54 £5.27 30.00 18.00 46.00
Total 433 28.15+7.05 27.00 15.00 47.00
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Tableau 8 : Distribution du lieu de résidence des 433 CPN des 4 communes dans I'enquéte de séro-surveillance
sentinelle de Tamanrasset en 2008

Abalessa 64 64
Silet 27 27
Iglen 9 9
Total 100 100
~ ANAMGWEL ~ Nombre %
Ain Amguel 103 91.2
[frakh 6 53
Arak 4 3.5
Total 113 100

Ain Guezzam 89 93.7
Ideless 6 6.3
Total 95 100

Tazrouk 81 64.8
Ideless 44 35.2
Total 125 100

Tableau 9 : Distribution de la nationalité des 433 CPN par site d’étude dans I'enquéte de
séro-surveillance sentinelle des 4 communes de Tamanrasset en 2008

Abalessa 100 85 15 15.00 13 maliennes
2 nigériennes
Ain Amguel 113 102 10 8.85 9 maliennes
1 nigérienne
Ain Guezzam 95 94 1 1.05 1 nigérienne
Tazrouk 125 125 0 0.00 -
Total 433 406 26 6.00 26
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INFECTION VIH CHEZ LES CONSULTANTES PRENATALES

Tableau 10 : Distribution des 433 CPN et prévalence du VIH par site d’étude dans I'enquéte de
séro-surveillance sentinelle des 4 communes de Tamanrasset en 2008

Abalessa 100 23.09 0 0
Ain Amguel 113 26.09 0 0
Ain Guezzam 95 21.94 0 0
Tazrouk 125 28.88 0 0
Total 433 100 0 0.00

IPROFESSIONNELLES DU SEXE - P§|

Tableau 13: Distribution par tranche d’dge des 161 PS dans I’enquéte de séro-surveillance sentinelle des 4
communes de Tamanrasset en 2008

<15 ans 1 0.62 0 0
15-19 21 13.04 0 0
20-24 32 19.88 1 3.13
25-29 31 19.25 1 3.23
30-34 24 14.91 0 0
35-39 24 14.91 0 0
40-44 9 5.59 0 0
45-49 5 3.11 0 0

<15 14 7.73
Total 161 100 2 1.24
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Tableau 14 : Distribution des PS par tranche d’age dans les 4 sites dans I'enquéte de séro-surveillance sentinelle
des 4 communes de Tamanrasset en 2008

<15 1 2.00 0 0 0 0 0 1 0.62
15-19 7 14.00 0 0 3 21.05 11 | 1358 21 13.04
20-24 4 08.00 1 14.29 8 [3368 19 | 2346 32 19.88
25-29 6 12.00 0 0 3 [2105 22 | 2716 31 19.25
30-34 4 08.00 4 57.14 5 1948 11 | 1358 24 14.90
35-39 4 08.00 2 | 2857 2 10.53 16 | 19.76 24 14.91
40-44 8 16.00 0 0 0 1 1.23 9 |559
45-49 4 08.00 0 0 1 | 421 0 0 5 311
> 49 I 12 24.00 I 0 0 I 1 0 I 1 1.23 I 14 8.70
Total 50 100 7 100 23 100 81 | 100 161 100

Tableau 15: Distribution du statut marital chez les 161 PS de I’enquéte de séro-surveillance sentinelle des 4
communes de Tamanrasset en 2008

90
Mariée) 4
euve) 9
Total 161 100

Tableau 16: Distribution du niveau d’instruction chez les 161 PS de I’enquéte de séro-surveillance sentinelle des 4
communes de Tamanrasset en 2008
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Tableau 17 : Distribution de la classe socio professionnelle des 161 PS dans I’enquéte de séro-surveillance
sentinelle des 4 communes de Tamanrasset en 2008

Sang 135
Femmes de ménage]
Eléves et étudiantes| i 2.48

Tableau 18 : Age moyen, médian minimum et maximum des 161 PS dans I'enquéte de séro-surveillance sentinelle
des 4 communes de Tamanrasset en 2008

E

Abalessa 36.74 £14.45 38.50 14.00 65.00
Ain Amguel 7 32.00+5.45 34.00 20.00 36.00
Ain Guezzam 23 27.26 + 8.66 27.00 15.00 50.00
Tazrouk 81 27.28 £6.97 26.00 16.00 55.00
Total 161 30.42 £ 10.89 29.00 14.00 65.00

Tableau 19: Distribution par sexe des 161 PS dans I’enquéte de séro-surveillance sentinelle des 4 communes de
Tamanrasset en 2008

Féminin 159
Masculin
Total 50 7 23 81 161
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Tableau 20: Distribution de la nationalité des161 PS par site d’étude dans I'enquéte de
séro-surveillance sentinelle des 4 communes de Tamanrasset en 2008

Abalessa 50 49 1 2.00 malienne
Ain Amguel 7 6 1 14.28 malienne
Ain Guezzam 23 23 0 0

Tazrouk 81 91 0 0 -
Total 161 159 2 1.24 2

INFECTION VIH CHEZ LES PROFESSIONNELLES DU SEXE

Tableau 21: Distribution des 161 PS et prévalence du VIH par site d’étude dans I'enquéte de
séro-surveillance sentinelle des 4 communes de Tamanrasset en 2008

Abalessa

Ain Amguel 7 43 0 0
Ain Guezzam 23 14.3 1 4.35
Tazrouk 81 50.3 1 1.23
Total 161 100 2 1.24

Tableau 22: Description des 2 PS séropositifs par sexe, par dge, par nationalité et par site dans I'enquéte de séro
surveillance sentinelle des 4 communes de Tamanrasset en 2008

Ain Guezzam Algérienne
Tazrouk Algérienne
Total 1 1 - 2
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MIGRANTS

Tableau 25: Distribution par tranche d’dge des 120 migrants dans I’enquéte de séro-surveillance sentinelle des 2
communes de Tamanrasset en 2008

15-19 13 10.83 0 0
20-24 39 32.50 1 2.56
25-29 25 20.84 0 0
30-34 18 15.00 0 0
35-39 9 7.50 0 0
40-44 5 4.17 0 0
45-49 7 5.83 0 0
>49 4 3.33

Total 120 100 1 0.83

Tableau 26 : Distribution des migrants par tranche d’dge dans les 2 sites dans I'enquéte de séro-surveillance
sentinelle des 2 communes de Tamanrasset en 2008

15-19 4 6.90 9 14.52 13 10.83
20-24 17 29.31 22 35.47 39 32.50
25-29 16 27.58 9 14.52 25 20.84
30-34 5 8.63 13 20.96 18 15.00
35-39 6 10.34 3 4.84 9 7.50
40-44 3 5.17 2 3.23 5 417
45-49 5 8.62 2 3.23 7 5.83
> 49 2 3.45 2 3.23 4 3.33
Total 58 100 62 100 120 100

Tableau 27: Distribution du statut marital chez les 120 migrants de I’enquéte de séro-surveillance sentinelle des 2
communes de Tamanrasset en 2008
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Tableau 28: Distribution du niveau d’instruction chez les 120 migrants de I’enquéte de séro-surveillance sentinelle
des 2 communes de Tamanrasset en 2008

Tableau 29 : Distribution de la classe socio professionnelle des 120 migrants dans I'enquéte de séro-surveillance
sentinelle des 2 communes de Tamanrasset en 2008

Commergants 9 7.50

81.66

Tableau 30 : Age moyen, médian minimum et maximum des 120 migrants observées dans I'enquéte de séro-
surveillance sentinelle des 2 communes de Tamanrasset en 2008

Ain Guezzam 58 29.74 £ 10.52 27.00
Tazrouk 62 27.35+9.10 24.00 17.00 60.00
Total 120 28.51+9.84 26.00 15.00 68.00

Tableau 31: Distribution par sexe des 120 migrants dans I’enquéte de séro-surveillance sentinelle des 2 communes
de Tamanrasset en 2008

Masculin 53 62 115
Féminin 5 0 5
Total 58 62 120
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Tableau 32: Distribution de la nationalité des 120 migrants par site d’étude dans 'enquéte de
séro-surveillance sentinelle des 2 communes de Tamanrasset en 2008

Malienne 12.06 11.29 11.67
Nigérienne 49 84.48 55 88.71 104 86.67
Mauritanienne 1 1.72 0 0 1 0.83
Nigériane 1 1.72 0 0 1 0.83
Total 58 100 62 100 120 100

Tableau 33: Distribution des 120 migrants et prévalence du VIH par site d’étude dans I’enquéte de séro-surveillance
sentinelle des 2 communes de Tamanrasset en 2008

Ain Guezzam 48.33
Tazrouk 62 51.67 0 0
Total 120 100 1 0.83

Tableau 34: Description du migrant séropositif au VIH par sexe, par age, par nationalité et par site dans 'enquéte
de séro surveillance sentinelle des 4 communes de Tamanrasset en 2008

Ain Guezzam Malienne
Tazrouk - .
Total 0 1

Page 65



These de Doctorat Es-Sciences

Tableau 39 : Distribution du niveau d’instruction chez les 10 HSH de 'enquéte de séro-surveillance sentinelle du
site d’Abalessa en 2008

Total 100)

Tableau 38: Distribution du statut marital chez les 10 HSH de I’'enquéte de séro-surveillance sentinelle du site
d’Abalessa en 2008

Tableau 37: Distribution par tranche d’dge des 10 HSH dans I'enquéte de séro-surveillance sentinelle du site
d’Abalessa en 2008

25-29 1 10.0 0 0

30-34 4 40.0 1 25
35-39 1 10.0 0 0

40-44 2 20.0 0 0

45-49 0 0 0 0

60-65 2 20.0

Total 10 100 1 10

Tableau 40 : Distribution de la classe socio professionnelle des 10 HSH dans I’enquéte de séro-surveillance
sentinelle du site d’Abalessa en 2008
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Illustration graphique
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Fig 1l:graphe montrant le comportement de chaque compartiment pour I’année

2000, alpha=4 ,611,beta0,88 .
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modele SIR 2000,alpha=12.60;beta=1.26
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Fig 2:graphe montrant le comportement de chaque compartiment pour I’année

2000 ; alpha=12,60; beta=1,26.

SIR 2004 alpha=4,611;beta=0,7
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Fig 3: année 2004 ; alpha=4,6; beta=0,7.
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Fig 4: année 2004 ; alpha=12,80; beta=1,24.
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Fig 5:année 2007 ; alpha=4,611; beta=0,48.

Page 69



These de Doctorat Es-Sciences
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Fig 6: année 2007 ; alpha=12,8; beta=1,94.
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Fig 7: année 2008 ; alpha=4,611; beta=0,1.
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SIR 2008 alpha=12,60 beta=1,24
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Fig 8 :graphe pour 1’année 2008 ; alpha=12,8; beta=1,24.

Conclusion

Nous avons vu dans la partie ci-dessus, le résultat de simulations informatiques
par Matlab des équations du modele SIR en utilisant les différentes valeurs des
parameétres appliqué dans des situations réelles pour 1’enquéte effectuee sur les
quatres communes de Tamanrasset pendant les années 2000,2004,2007 et 2008 ;
ces parametres alpha et beta ont ete calculés a partir des tableaux données pour
les différentes classes de susceptibles et d’infectieux (S;=CPN; S,=PS;
S5=IST ou HSH).

Nous avons vu aussi des figures ci-dessus, avec notre modele et les conditions
imposees, que le choix de notre modele confirme bien des résultats déja obtenus
par d’autres méthodes telles que la méthode d’Euler. On confirme bien qu’il ya

une epidémie quand le taux de reproduction de base Ry > 1.

Page 71



These de Doctorat Es-Sciences

D’apres ces figures, nous constatons une augmentation du taux des retires pour
chaque année et pour différentes valeurs de alpha et beta, ce qui est tout a fait
logique, car ceux retirés (sidéens) le reste.

Ainsi le taux (nombre) des infectieux augmente pendant une certaine période
puis diminue, ce qui est compréhensible, car apres une certaine période
d’inféctiosité, les infectieux(HIV) deviennent sidéens et le reste, et bien

évidemment le nombre des susceptibles diminue.

Synthése

Les mathématiciens et les experts médicaux devraient intensifier leurs efforts a
trouver un remeéde pour le SIDA. Par conséquent, nous concluons avec les
recommandations suivantes:

* Nous recommandons que les organiSmes gouvernementaux et autres (ONG)
devraient coopeérer avec des mathématiciens dans leurs programmes VIH /
SIDA.

* Les modéles mathématiques comme ceux étudiés doivent étre appliqué dans
la résolution de lutte contre les problémes VIH / sida.

* Les gouvernements, les ONG et les individus devraient financer et encourager
les recherches mathématiques pour le VIH / SIDA.

* Les ripostes nationales a 1'épidémie de VIH / SIDA doivent étre renforcés et
élargis pour assurer I'équilibre dans les interventions entre les zones urbaines et
rurales, ainsi que dans les stratégies d'intervention - prévention, au traitement et
aux soins pour les individus vivants avec le VIH / SIDA.

* I'intervention préventive devrait étre congue pour cibler les jeunes personnes
au niveau des classes primaire et secondaire en particulier en utilisant des
campagnes mediatiques de sensibilisation

» continuer a se concentrer sur la jeunesse (information) pour assurer une
tendance a la baisse des nouvelles infections.
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Parti 111 : Modeles épidémiologiques du SIDA

Resumé
L’objectif de cet article est de présenter la modélisation mathematique de la
propagation de I’infection dans le contexte de la transmission du virus de
I’immunodéficience humaine(VIH) et du syndrome d’immunodéficience
acquise(SIDA).
Ces modeles sont basés en partie sur les modeles proposés dans le domaine de la
modélisation mathématique du SIDA.
padle
i (g J5 ) (8 (V) s b elg il Al ) dadai llac) g Jlaall 1 (e Caagll
) AIDS Sl deLiall (i da 3la 5 VIHA_pil) de il
Al A 3 Al 1 dsdaill Jlae g ds i) zaleill e Lgta s Ja 8 i 7 3laill o2a
ASHAM[6] &=

Abstract

The aim of this paper is to present mathematical modeling of the spread of
infection in the context of the transmission of the human immunodeficiency
virus (HIV) and the acquired immunodeficiency syndrome (AIDS).

These models are based in part on the models suggested in the field of the AIDS
mathematical modeling as reported by ISHAM [11]

Keyword: HIV-AIDS-Mathematical model, Birth-Death process 2000
mathematics Subject Classification :60J20 ,60J75,60J80.
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Introduction

Une population de taille n fixé comprend deux sous-populations notées X et
Y. La population X représente les individus susceptibles (ou a risque) et Y est la
population des infectieux. On s'intéresse a I'évolution de I'infection déclarée
dans la population totale supposée fermée. Ceci définit deux processus
stochastiques (x(t);t>0) et (y(t);t>0) ou a chaque instant t (t>0): x(t) (resp. y(t))
représente la taille de la population X (resp. Y).

La diffusion de I'épidémie aux susceptibles est naturellement dépendante des
contacts possibles entre susceptibles et infectieux. Si on suppose que dans un
intervalle de temps relativement petit [t,t+At], un infectieux ne peut avoir au
plus qu'un seul contact (cette hypothese de contamination est réaliste dans le cas
par exemple de I'épidémie du SIDA), alors il est Iégitime de penser que le
nombre de contacts est proportionnel au produit X(t).Y(t).At. Le nombre
d'apparition de nouveaux cas infectés pendant cet intervalle de temps At ne peut-
étre que proportionnel au nombre de contacts possibles et est mesuré par
a.X(t).Y(t).At ou a est le taux d'infection.

Le taux d'infection a dépend de multiples facteurs de contamination et ce taux
peut prendre une forme expressive selon le mode de contamination actif.

On présente ci-dessous quelques modeéles équivalents a des modéles suggérés
dans le cadre de la modélisation mathématique de I'épidémie du SIDA introduits
par ISHAM [1].

| Présentation des modeles épidémiologiques du SIDA

Il s'agit d'une population subdivisée en deux sous-populations X et Y des
susceptibles et des infectieux .Ces sous - populations se comportent en général
comme deux populations pouvant avoir des dynamiques d'évolution distinctes.
Lorsque la population globale est fermée (ni émigration, ni immigration), alors
la dynamique de I'une des deux sous-populations explique entiérement la
dynamique de la population totale.

Les modeles épidémiologiques du SIDA

On suppose la population globale composée d'individus susceptibles et
d'individus infectieux. On désigne par X la population des susceptibles et par Y
celle des infectieux. Le caractére complexe de cette derniere population conduit
a la subdiviser en différentes classes "homogenes"”. Cette caractérisation est
basée sur la nécessite de contrdler les infectieux.

Entre ces différentes populations, on peut observer une dynamique
caractérisée par des mouvements intra et inter populations susceptibles de
I'expliquer.
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Le modele simple a une population a deux types

Un modele simple décrivant la diffusion de I'épidémie dépend des contacts
possibles entre susceptibles et infectieux, sous I'nypothese que dans un intervalle
de temps relativement petit [t,t+At], un infectieux ne peut avoir au plus qu'un
seul contact; et de fluctuations intra population résultant d'immigration ou
d'émigration . Le modéle simple peut étre illustré par le diagramme suivant :

o] vl
X 5y
ul wl

ou

a : est le taux d'apparition de nouveaux infectieux (séropositifs),

u : est le taux de retrait (ou individus retirés) de la population X

i’ : est le taux de retrait (ou individus retirés) de la population Y

o :est le taux de naissance dans la population X

v . est le taux d'immigration dans la population Y.

Le nombre d'apparitions de nouveaux cas infectés pendant cet intervalle de
temps At est alors mesure par o.X(t).Y(t).At+v.At-p". Y(t).At.

Le modele a trois types

Un modele devant tenir compte d'une politique de sante basee sur le controle
devant entrainer I'isolement des infectieux (séropositifs et sidéens declares), fait
que l'apparition de nouveaux infectieux ne devrait resulter que de contacts entres
susceptibles et infectieux qui s'ignorent. Ceci conduit a decomposer la
population des infectieux en deux classes :

* Les individus infectieux (séropositifs) qui s'ignorent, notée Y.

* Les individus infectieux (séropositifs et sidéens) qui le savent, notée Z.
Ce modeéle dit a trois types est décrit par le diagramme

6l vl pl
B
X->Y>Z7Z->yu

plooopl
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ou

a est le taux d'apparition de nouveaux infectieux (séropositifs) qui s'ignorent.
B est le taux d'apparition de nouveaux infectieux détectes.

o est le taux d'immigration dans la population X.

v est le taux d'immigration dans la population Y.

p est le taux d'immigration dans la population Z.

u est le taux de retrait (ou individus retirés) de la population X ou Y.

i’ est le taux de retrait (ou individus retirés) de la population Z.

Le nombre d'apparitions de nouveaux cas infectés pendant cet intervalle de
temps At est ici mesuré par o.X(t).Y(t).At+v. At-(u+p). Y (t).At.

Dans le modele a trois types, les individus séropositifs détectent et sidéens
sont confondus.

Le modele a quatre types

Comme il est admis qu'un séropositif est considéré comme un individu "sain"
(absence de manifestations pathologiques du SIDA), ceci nous amene a
envisager une subdivision de la classe des infectieux en deux sous populations :
celle des séropositifs et celle des sidéens. L'utilité de cette distinctions permet de
différencier le taux de mort dans chacune de ces sous population et de mesurer
aussi la période moyenne, le taux de passage a I'état de sida avere, et estimer la
taille de la population des sidéens; et également de mesurer I'efficacité d'un
programme de détection de nouveaux infectieux séropositifs. Si on désigne par
Z la population des séropositifs détectes et par Z, celle des sidéens averes, le
modele précédent dit a quatre types est decrit par le diagramme suivant :

ol vl

XSY 527 —u

ul owl Bl OB
Z, «— p

nl

Page 76



These de Doctorat Es-Sciences

ou

a est le taux d'apparition de nouveaux infectieux (séropositifs) qui s'ignorent.

K est le taux d'apparition de nouveaux séropositifs détectes.

B est le taux d'apparition de nouveaux sidéens.

u est le taux de retrait (ou individus retirés) de la population X ou Y ou Z;.

' :est le taux de retrait (ou individus retirés) de la population Z,.

o :est le taux de naissance dans la population X.

v :est le taux d'immigration dans la population Y.

p :est le taux d'immigration dans la population Z,.

Dans ce modele, le nombre d'apparitions de nouveaux cas infectés pendant cet
intervalle de temps At est ici mesur¢ par

0. X(1). Y (). AtHv. At-(k-p+B). Y (£). At.

On se propose de développer I'étude de chaque modele en considérant d'abord
la version déterministe de ces modeles et ensuite la version stochastique. Suivant
alors Isham, cette étude sera menée d'abord dans le cadre d'une population
fermée et ensuite dans le cadre plus général d'une population ou la taille de la
population est sensible a des facteurs externes (mort, émigration et
immigration), auquel cas la variable n(t)=X(t)+Y(t) (la taille de la population a
I'instant t) est une variable aléatoire dynamique.

Il Le modele simple a deux types

Il s'agit du modeéle simple a une seule sous-population d'individus infectieux.
Ce modeéle est décrit par le diagramme (1).

Le modeéle déterministe

Dans un intervalle de temps [t,t+At] la taille de la population X des
susceptibles subit une variation égale
X (t+AL)-X(H)=-0.X(1). Y (t). At+38.At-p. X (t). At
et celle des infectieux une variation égale a
Y (t+At)-X(t)=o. X(t). Y (t). At+v. At-p. Y (t). At

Et par suite, les équations différentielles régissant ce modele s'écrivent
=8 = —ax(t)y(t) - px(t) + 6

1y ) a
@) % = ax()y(t) —p y(t) + v

Page 77



These de Doctorat Es-Sciences

sous la condition initiale y(0)=m et x(0)+y(0)=n. Ce systeme est non linéaire et
on peut, sous la condition qu'a tout instant t>0: x(t)+y(t)=n(t), le réécrire sous la

forme :

= = —ax(©) () ~ x(©) — px(t) + 8

20 = ax()y(t) - £ y(t) +v

On commence par examiner le cas particulier ou la population est isolée
(i.e. p=p'=6=v=0),.et le modele est illustré par le schéma

a
X ->Y

Cette hypothése valide au début de I'épidémie, assure qu'en tout instant t>0,
on a x(t)+y(t) = n(t) = n. Dans ce cas, le systeme d'équations différentielles ci-
dessus se réduit a un signe pres a une seule equation differentielle non linéaire et
nous prenons par exemple I'équation :

20 = afn - y(Oly (). )

Admettant pour solution particuliere y(t)=n. En considerant ensuite le
changement de variable (t) = n + % , I'équation (2) se ramene a une équation
différentielle linéaire :

dw(t)

=anw(t) + a
T (®)
dont les solutions sont fournies par
1 0 1
w(t) = ¢y exp(nat) — - = % exp(nat) — -

D'ou nous déduisons la solution en y(t):

_ ny(0)
y(t) - o
y(0) = (¥(0) — n)expifi-nat)
Au début de I'épidémie, on peut admettre que x(0)=n, aussi la solution
précédente peut-étre approcheée par

y(t)=y(0).exp(nat).

Si maintenant on suppose que la population des susceptibles est ferme et celle
des infectieux est soumise a des départs seulement (mort ou émigration),
situation reflétée par le diagramme
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a
X =Y
I
Alors le systeme d'équations différentielles régissant ce modéle devient dans ce

cas

&G — _ax(D)y(t)
(l) dt

% = ax(D)y(t) — 1 y(t)

sous la condition initiale x(0)+y(0)=n(0)=n.
Ce systéme est non linéaire et peut-étre réécrit sous la forme :

dx(t) _

— == —ax(t)(n(t) — x(1))

28 = a(n(t) - y(£)y(®) — w'y(®)

ou n(t) = x(t)+y(t)

propositionl En tout instant t>0, on a

() =n—u fyydu .
Et en particulier, si t est petit, on a
n(t) =n— u ty(0).

L'expression analytique de n(t) ne nous facilite pas pour autant la résolution
de notre systéeme d'équations différentielles. Cependant au tout début de

I'épidemie, on peut admettre que x(0)=n, et dans ce cas, on peut produire une
solution explicite du systéeme

x(t) = x(0)exp % (1—expa(n—p)t)
y(t) = y(0)expla(n — p)t]

Dans la situation ou I'épidémie est au dela de ses premiers stades d'évolution, la
dynamique de celle-ci peut-étre expliqué par l'introduction d'une variable
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auxiliaire Z(t). La variable auxiliaire Z compte le nombre d'individus retires de
la population des infectieux a tout instant t (t>0). Avec ces notations, on a

n(t) =n—z()

Ou z(t) est le nombre d'individus retirés de la population Y. Si on note Z la
population des infectieux retirés, le systéeme précédent peut étre complété par
une troisieme equation

dz(t) _

—— = uy@).

Avec la condition initiale z(0)=0, et on note p = % le taux relatif d'inactivite.

La premiere équation montre que la fonction x(.) est une fonction décroissante
de t, et la seconde équation qui s'écrit

28 = y(0)[x(t) - p] 2)

montre que si x(0) < p, alors la populations des infectieux décroit et nous
assistons a une extinction rapide de I'épidémie; et si x(0)>p, nous assistons au
début de la propagation de I'épidémie. Aussi, le nombre minimal de susceptibles
permettant la propagation de I'épidémie est x(0)=p et ce nombre est appelé seuil
de propagation.

Le rapport des équation 1) et 3) de ce systeme, nous fournit une solution en x
fonction de z:

x(t) = x(0)exp (— %)

D'autre part, compte tenu de la relation n(t)=n-z(t), la derniere équation de ce
systeme devient

dz(t)
dt

u [n — 2(¢t) — x(0)expif— %)] (3)

Proposition 2 : Si Z;—t) est petit, on obtient pour solution de I'équation (3) :

2 1x(0 ol o
2(6) = £5-[X2 — 1 + AtanhiG 't - 0)]
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ou

= 1((2) 1) (D) =g () ()

A l'aide de cette solution on peut réécrire (dZ—it)) sous la forme :

5 - () @

ce qui montre que le graphe de (22 est symétrique par rapporta t = 20),
q q grap ” m

Et nous déduisons directement de (3) et (3") une solution de y(t):

y(© = ((p*A*)/(2x(0))) (1/(cosh*((1/2)An't — )

et aussi une solution en x(t):

1 = 50050 |- (2) (25) ((42) ~ 1+ 2 e (2) - 0) )|

En conclusion, la variable axillaire apporte une information certaine sur
I'évolution de I'épidémie a travers les individus inactifs. Ce résultat est conforté
par le fait que les solutions trouvées sont fonctions des taux d'infection et de
retrait o et p'. D'autre part, a la limite quand t—-+oo, la variable

2
Z(t) - P -1+

(x(0)) (&f))

etsi 2O o (XD _ 1) etsi I'épidémie se développe
p? P

(i.e. x(0)>p) , alors z(t) — 2p <1 - (xp_()))) et si on pose x(0)=p+c avec (o/p)
petit, alors z(t)—2c et x(t)—p-c lorsque t—-+oo. En d'autres termes, la
dynamique de I'épidémie est traduite a la limite, par 2o susceptibles devenus
infectieux auxquels correspondent 26 infectieux retirés.

On considere maintenant la situation ou il y a immigration vers la population

des infectieux. Le modele est représenté par le schéma
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Les équations régissant ce modeéle sont dans ce cas :

20 = —xx(O)y(t)
dy (t)

'O —oc x(0)y(6) = 1 y(©) +v

avec la condition initiale x(0)+y(0)=n(0)=n. La également, la taille de la
population fluctue en fonction du taux de retrait p' et du taux d'immigration v. Et
suivant le développement ci-dessus, au début de I'epidémie on peut exhiber des
solutions du systeme et on trouve

x(t) = x(0) exp (— 1) exp {ﬁ + % expla(x(0) — p)t]}
\Y
YO = o=+ [0 + ] explae(0) ~ o)1)

Lorsque I'epidémie est a un stade d'évolution avance, nous introduisons de
nouveau la variable auxiliaire Z(t). Celle-ci satisfait I'équation

dz(t) ,
( ” >= L.y (o).
Avec la condition initiale z(0)=0. Cette fois-ci, on a
(%2) = ay(®. [x(t) = p] +v (2)

ce qui montre que I'épidémie a tendance a se propager rapidement si x(0)>p et
d'ailleurs, elle ne risque pas de s'éteindre si x(0)<p si bien sir le taux
d'immigration v est important.

Et de la méme maniére que ci-dessus, en observant cette fois-ci que

<dz(tt)> =y [n —z(t) + v —x(0)exp (— <?>>]
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et sous I'nypothése que ( E)) est petit, on obtient comme équation approchée

dz(t) , pR (. %*(0) 2 x(0) ,
dt _“Zx(O){ T e [ ()_x(O)( 1)] }

p

0= (EE2) o)

avec la constante @ la méme que celle de la proposition 1. De méme, on dérive
de cette solution des solutions approchees de x(t) et y(t), on trouve

2
avec A= \/(MZ(O)M) + ((X(p—o)) - 1) et dont la solution est donnée par

x(t) = x(0)exp [——p—2<%0) -1+ Atanh( Wt— @))]

p*A? 1
2x(0) ooh2 (% — @)

y(t) =

avec A spécifié ci-dessus.
La dépendance de la solution x(t) par rapport a v est confortée par la liaison
entre les équations en x(t) et y(t).
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