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Introduction

En 1632| Galilei (1632) a introduit pour la premiere fois en géométrie, I'idée
principale d’ajustement d’un nuage de points par une droite qui a été in-
terprétée par la suite comme un outil de prédiction.

En statistiques cette idée a été interprétée a expliquer une variable aléa-
toire a travers une autre. Autrement dit on cherche a étudier ou a trou-
ver une relation entre deux variables aléatoires (v.a) réelles Y (variable ré-
ponse) et X (variable explicative / co-variable). Ce lien peut étre modélisé
par plusieurs manieres citons par exemple la régression, la régression mo-
dale (le mode conditionnel) et le quantile conditionnel. Il existe plusieurs
approches pour estimer ces modeles. Nous renvoyons le lecteur a Zhou
et Liang | (2003) qui ont utilisé l'approche a noyau de 1'opérateur de ré-
gression pour estimer la médiane conditionnelle. Ils ont montré la norma-
lité asymptotique de 'estimateur construit lorsque les observations sont
a mélangeantes. Une généralisation de cet estimateur a été proposée par
Gannoun et al. (2003). Ces derniérs ont établi la convergence presque com-
plete et la normalité asymptotique de ces estimateurs. Gannoun (1991) ont
construit deux estimateurs non paramétriques de la médiane condition-
nelle par les méthodes du médianogramme et du noyau pour des obser-
vations a-mélangeantes, pour faire de la prévision a différents horizons.

Demongeot et al|(2010) ont proposé un estimateur de la densité condi-
tionnelle et ils ont établi la convergence ponctuelle et uniforme presque
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complete ensuite ils ont utilisé ces résultats pour étudier les propriétés
asymptotiques de I'estimateur du mode conditionnel par la méthode des
polyndmes locaux.

L’étude de modeles non paramétriques par la méthode du noyau liés au
quantile conditionnelle et a la régression modale fait 1’objet d'une litté-
rature abondante. Les premiers résultats sur ces modéles ont été obtenus
par Gannoun et al.| (2002) qui ont proposé I'estimateur non paramétrique
a noyau de la fonction répartition en suite dans le méme article, ils ont
proposé l'estimateur non paramétrique a double noyau de la fonction du
quantile conditionnel .

Collomb et al.| (1987)) ont montré la convergence uniforme de l'estimateur
anoyau de la fonction du mode conditionnel lorsque les observations sont
¢p-mélangeantes.

Pour la dimension infinie, les premiers résultats sur la pévision par le
mode conditionnel et les quantiles conditionnels ont été traités par Ferraty
et Vieu (2006). IIs ont précisé la vitesse de convergence presque complete
des estimateurs a noyau pour ces fonctions. D’autres auteurs ont travaillé
dans ce cadre. Nous pouvons citer par exemple, Ezzahrioui et Ould Sai
(2005), Dabo-Niang et Laksaci | (2007), Ezzahrioui et Ould Sai| (2008) et
Messaci et al.| (2015).

La modélisation et I'approche non paramétriques a noyau ne sont pas
I"'unique difficulté rencontrée en statistique, une autre complication sou-
vent rencontreé est 1'existence de données incompletes. Cette incomplé-
tude est essentiellement due a deux phénomeénes : la censure et la tronca-
ture. Lemdani et al.| (2009) ont introduit un estimateur du quantile condi-
tionnel pour des données aléatoirement tronquées a gauche et ils ont étu-
dié sa convergence presque sfire avec vitesse de convergence ainsi que
la normalité asymptotique. Dans le cas des données censurées a droite,
Ould Said (2006)) a introduit un estimateur du quantile conditionnel et il a
étudié sa convergence presque siire. Ce dernier en collaboration avec
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Ould-Said et Sadki (2008a) ont proposé un estimateur non pramétrique
a double noyau du quantile conditionnel et ils ont étudié ses propriétés
asymptotiques. D’autre auteurs comme Khardani et al. (2010) et/Ould Said
et Cai| (2005) ont traité les propriétés asymptotiques de 1'estimateur d’un
autre modele de prévision qui est le mode conditionnel.

Bien que la censure a droite soit la plus courante dans la pratique, d’autres
types de censure, généralisent cette censure. La littérature est beaucoup
plus riche en censure double que de censure mixte qui est plus récente.
Dans cette these, on va s’intéresser particulierement aux deux types de
censure, en considérant des modeles non paramétriques ou la variable
explicative est complétement observée et la variable réponse est censu-
rée. Plus précisément, les points étudiés sont la prévision par le quantile
conditionnel ot la variable d'intérét Y est soumise a une censure mixte et
la prévision par le mode conditionnel ot la variable d’intérét Y est dou-
blement censurée. Turnbull| (1974) étudie ce genre de censure, il a proposé
des estimateurs, pour les fonctions de survie des variables latentes, véri-
fiant des équations de self-consistance et plusieurs travaux sont basés sur
ce modele. Citons, sans prétendre a 'exhaustivité, Chang et Yang] (1987),
Chang| (1990), Ren| (1997) et Boukeloua et Messaci| (2016). Pour la pévision
aux données réelles du contexte de censure double, se référer a| Lin ef al.
(2002) et Miller et Halpern! (1982).

Dans le contexte de censure mixte, les premiers résultats ont été obtenus
par [Patilea et Rolin/ (2006) qui ont généralisé 1'estimateur de Kaplan et
Meier| (1958) et ils ont établi sa convergence uniforme presque siire ainsi
que sa normalité asymptotique. Tandis que l'estimation par la méthode
des poids a été utilisée pour la premiere fois en 2010 par Messaci (2010)
qui a étudié un autre outil de la prévision, c’est la prévision par le mo-
dele de la régression. Cette méthode d’estimation a connu un développe-
ment continu. En effet, Kebabi et Messaci| (2012) ont donné une vitesse de
convergence presque compléte aussi bien ponctuelle qu'uniforme de l'es-
timateur a noyau étudié par Messaci (2010).
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Aouicha et Messaci|(2019) ont montré la convergence en moyenne quadra-
tique avec taux de l’estimateur a noyau de la densité conditionnelle et pour
I'estimateur a noyau de la densité (inconditionnelle) Boukeloual ( 2015) a
montré sa convergence en moyenne quadratique. Boukeloua et Messaci
(2016)) ont établi sa normalité asymptotique. D’autre auteurs comme Mes-
saci et Nemouchi (2011) et Messaci et Nemouchi (2013) ont exposé la loi
du logarithme itéré de I'estimateur de la fonction de survie.

Cette these, comprend donc deux idées :

La premiere contribution de cette these porte sur un résultat de conver-
gence uniforme presque stire ainsi qu'un résultat de normalité asymp-
totique pour 1" estimateur de la fonction du mode conditionnel dans un
modele doublement censuré et une application sur les données de trans-
plantation cardiaque de Stanford. C’est 1’objet du Chapitre

En ce qui concerne la deuxiéme contribution qui est dans le Chapitre
nous établissons la convergence presque complete et nous donnons avec
précision un taux de convergence de 1" estimateur non-paramétrique de la
fonction du quantile conditionnel dans un cadre de censure mixte avec des
notions préliminaires sur la convergence presque complete et I'inégalité de
Bernstein.

On peut considérer le premier Chapitre (1| comme une boite a outils ot
se regroupe deux sections. La premieére section |1.1|est dédiée aux rappels
des notions essentielles sur les différents modeles et les différents types
de censures utilisées tout au long de notre travail. La présentation de la
technique des classes de Vapnik-Chervonenkis (les V-C classes) est 1’objet
de la deusiéme section

Enfin, nous précisons que le traitement des données (simulations et ap-
plications réelles) est réalisé a 1’aide de logiciel d’analyse statistique R, au
Chapitre[d]



Chapitre 1

Données censurées et les classes
V-C

1.1 Introduction aux données censurées

La notion de la censure est liée a ce qu’on appelle le temps de défaillance
ou la durée de vie qui s’écoule jusqu’a la réalisation d'un certain événe-
ment attendu mais sans avoir acces a toute I'information, et pour laquelle
on a perdu certaines données pour une raison ou une autre. Ces données
sont appelées des données censurées. Le cas non observé le plus courant
est le cas de la censure a droite et il y a une autre censure c’est la censure a
gauche mais ce ne sont pas les seules.

Dans ce travail , nous allons mettre en lumiere deux types de données in-
completes, I'une concerene la censure mixte et 1" autre concerene les don-
nées doublement censurées qui peuvent aussi empecher 1’observation de
la vraie durée et qui générent d’'un mélange de données censurées a droite
et a gauche selon les modeles de |Patilea et Rolin (2006) et de [Turnbull
(1974).
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Maintenant, nous présentons les différents modéles de censure et un peu
plus loin, nous détaillerons des estimateurs auxquels nous nous intéresse-
rons.

Censure a droite

Dans cette censure, 1'événement d’intérét échappera a I'observation c’est-
a-dire la durée d’observation peut se terminer et que I'évenement étudié
n’a pas encore eu lieu. On peut I'expliquer par un exemple médical, le suc-
cés de l'intervention n’aura lieu qu” a la fin de la période observationnelle.
De facon formelle, le succés d"une chirugie est décrite par la variable d’in-
térét Y et la durée d’observation est décrite par la variable R, dans ce cas
la, on ne connait qu'une borne inférieure de Y, c’est-a-dire Y > R.

Censure a gauche

Dans cette censure, on sait uniquement que la variable d’'intéré Y est in-
térieure ou égale a une variable connue L. Autrement dit on ne connait

qu’'une borne superieure de Y.
L'individu a déja subi I’événement avant qu’ il ne soit observé.

Prenons par exemple L'apprentissage de la marche d’un bébé. L'age au-
quel un bébé commence a marcher est a partir de 10 mois, cette periode
est la durée observée.

Certains parents peuvent se rappeler les causes qui permettent au bébé de
marcher tes tot, avant I’age de 10 mois comme :

- Le bébé a déja développé les muscles qui permettent la marche.

-Le cerveau du bébé est capable d’envoyer les messages appropriés aux

muscles.
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Mais ils ne peuvent pas se rappeler a quel I’age le bébé a commencé exacte-
ment la marche ? IlIs donnent seulemment une durée inferieure de 10 mois,
c’est le cas ot la durée observée pour ce bébé est alors censurée a gauche,
c'est-a-dire Y < L.

Censure double ou mixte

Les deux phénomeénes de censure mixte et double conduisent au cas ol
I’échantillon contient des données censurées a droite et a gauche en méme
temps.

e On parle de censure mixte lorsque une information est censurée au sens
du modele I qui est proposé par Patilea et Rolin/ (2006). Dans ce modéle,
les trois variables aléatoires Y, L et R sont positives indépendantes o1 Y’
représente la durée d’intérét et L et R sont les durées de censure a gauche
et a droite respectivement. Au lieu d’observer un échantillon de Y on
observe un échantillon de variables indépendantes et de méme loi que
(Z = max(min(Y, R), L), A) ou

0, siL<Y <R,
A={1, siL<R<Y,
2, si min(Y,R) < L.
est I'indicateur de censure.
e Par contre, dans un modele de censure double, on considére les censures

a droite et a gauche comme deux phénomenes liés et agissant indépen-
damment de la valeur exacte qui est irrémédiablement perdue.

Autrement dit la variable d’interét Y est indépendante du couple (R, L)
et P(L < R) = 1. Au lieu d’observer un échantillon de Y on observe un
échantillon de variables indépendantes et de méme loi que (Z = max(min(Y, R), L), J)
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1 siL<Y <R
0=<% 2 si¥ >R,
3 siY <L,

est I'indicateur de censure.

Dans la littérature d’autres modeles ont été proposés notamment la cen-
sure par intervalle qui est présentée par Turnbull| (1976), avec plus de dé-
tails.

Censure par intervalle

Dans la pratique, il n’est pas toujours possible de disposer d'un échan-
tillon de données censurée a droite, une observation censurée par inter-
valle, comme son nom l'indique, ne fournit aucune information sur la
vraie variable d’intérét et fournit des informations concernant un inter-
valle la contenant. On sait que ce type de censure permet de présenter les
données censurées a gauche ou a droite par des intervalles du type [0, b]
et [b, +00[, respectivement.

Types de censure

I. La censure de type I (fixe) Ce type de censure décrit une expérience
pendant une certaine période de temps, dans ce cas 13, on a fixé le temps
de censure par une constante " T". En général, ce mécanisme est renconté

dans les applications industrielles.

Prenons I’exemple de tester 200 ampoules électriques au bout d"un certain
temps "T", au lieu d’observer les 200 ampoules qui nous intéressent, on
observe uniquement "Y;" le nombre d’ ampoules ayant défaillé avant le
temps terminal ¥; < 7" sinon Y; > 7. Une autre fagcon consiste a observer
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une variable Z; telle que Z; = min(Y;, T'),d; = lyy,<py pouri = 1,.n ol d;
I'indicateur de censure, qui détermine si Y a été censuré ou non .

IL. La censure de type II (attente) Ce type se caractérise par la fixation de
nombre d’événements a observer et ot la durée de 'expérience n’est pas
limitée. Par exemple, si on a n= 300 ampoules, nous laissons la durée de
I'expérience ouverte (c’est-a-dire elle est aléatoire) jusqua ce que les 70 pre-
mieres ampoules sont tombées en panne. Donc le temps de censure ou le
temps de défaillance est aléatoire (Y7, ..., Y,,). L'observation dure jusqu’a ce
qu'un nombre d” ampoules k=70 parmi les n=300 sources soient détectées
( c’est-a-dire non aléatoire).

Dans cette censure, on observe (Z1,61), ..., (Z,,,) au lieu d’observer un
échantillon de durés de survie (Y1,...,Y,) ot Z; = min(Y;, Yy)et 6; =

Livieny-
IIL. La censure de type III (ou censure aléatoire de type I)

Ce type est basé sur deux échantillons aléatoires, 1'une est la durée obser-
vée totale qui est tirée aléatoirement et peut étre une borne supérieure ou
inférieure a la durée de survie d’intérét qui n’est pas maitrisée (c’est-a-dire
elle est aussi aléatoire). Autrement dit on peut considérer le temps de cen-
sure ou le nombre d’événements observés comme une variable aléatoire Y
dont I’échantillon correspondant est (Y7, .., Y;,) et on éxprime la vraie durée
de I'expérience par une autre variable aléatoire C dont I’échantillon cor-
respondant est (C1, .., C,,), donc au lieu d’observer directement (Y3, ..., Y},)
on observe les couples (Z1,61), ..., (Zy,9,) avec  Z; = min(Y;,C;), 0; =
Livi<eny-

Dans ce modele qualifié de censure aléatoire, I’ indépendance est une hy-
pothese importante entre la variable aléatoire de la censure et I’evénement
étudié . Cela signifie que les perdus de vue ne le sont pas pour des raisons
liées a I’événement étudié.

Dans la sous section qui va suivre nous nous intéressons a la construction
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des principaux estimateurs qui jouent un role essentiel dans notre travail.

1.1.1 L’estimateur de Kaplan-Meier

Dans le cas ot1 on a des données completes, la fonction de répartition de la
variable d’'intérét Y s’estime de maniere tres simple en utilisant la fonction
de répartition empirique qui est une fonction en escalier, continue a droite,
admettant une limite a gauche et mettant un poids 1/n sur chaque point Y;
d’un échantillon denv. a. i.i. d. Y7, ..., Y;, de méme loi que Y . Autrement
dit pour toutt € Ron a

E,(t) = L D lixi<n
n
Mais, dans la pratique, lorsque Y est censurée, il est impossible d utiliser I’
estimateur empirique puisqu’il fait intervenir des quantités non observées.
Nous nous intéressons donc dans cette partie a un autre estimateur de la
fonction de répartition mais pour les données censurées a droite. Dans ce
cas la nous disposons de deux échantillons Y7, ..., Y, et Ry, ..., R,

représentant les durées d’intérét et les temps de censure de méme loi que
Y et R respectivement qui sont indépendantes. Alors au lieu d’observer
Y; on observe le couple Z; = min(Y;, R;), ainsi que l'indicateur de censure
9; qui vaut 1 si la durée d’intérét est observée, et 0 si elle est censurée,
i.e 0; = l{yv,<gr,}- Dans ce contexte de censure, Kaplan et Meier| (1958) ont
étudié I'estimateur de la fonction de répartition de Y/, donné par la forme
suivante,

pour z < Zn) ol Z(py = max{Zy,..., Z,}

0:7;<z

ou B(z) = >0, 1yz,50}-
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1.1.2 Les estimateurs self-consistants

Plusieurs modeles non paramétriques ont été proposés pour 1'étude de la
censure double. Le modeéle de Turnbull (1974) est le plus utilisé. Dans ce
modele, au lieu d’observer un échantillon de Y on observe un échantillon
(Z; = max(min(Y;, R;), L;), 0;) de variables indépendantes et de méme loi
que (Z = max(min(Y, R), L), ) out R et L sont respectivement des variables
de censure a droite et a gauche, telles que R, L et Y sont positives et indé-
pendantesou L < R p.set

1 iL<Y <R
d=1< 2 si¥ >R,
3 siY <L,

est I'indicateur de censure.

Les estimateurs non paramétriques pour les fonctions de survie Sy, Sy et
St notés respectivement par Sy, Si et S} qui sont proposés dans ce mo-
dele ne sont pas pour autant faciles a utiliser, car ils sont donnés par des
équations intégrales dont les solutions ne sont pas connues explicitement.
Ces équations sont appelées les équations de self-consistance et elles sont
détinies dans Ren|(1997) pour tout ¢ > 0 par les formules suivantes

S (¢) 1—38"@)
s _ o) _/ v ) jom, +/ v ) 4000,
v <t S () () T ()

avecfugt:OsiS@(t) :0etj;<u:OsiS)(,”)(t) =1

(n)
sg>(t>:1+/ M, t < B,
u<t Sy (u)
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= [ M,
teu 1= S () T

ou

Q](t) = P(Z > t? 5 = .])7 an)(t) - %Z?:l 1{Zi>t,6i:j}7j - 17 27 37
QW(t) =32 QM (1), A, =min{Z;Sp(Z) < 1} et B, = max{Z; Sp(Z;) > 0}.

1.1.3 L’estimateur de Patilea et Rolin

Dans le cas ou les données sont soumises a la fois a la censure a gauche
et a la censure a droite, au sens du modele I [Patilea et Rolin| (2006), au
lieu d’observer un échantillon de Y on observe un échantillon du couple
(Z,A) ot Z = maz(min(Y, R), L) voir (1.1), auquel nous nous référons par
modele de censure mixte. Avant de donner la construction de 1'estimateur
produit limite S,, de la fonction de survie de la variable d’intérét Y, rappe-
lons les quantités et les notations suivantes.

Soit M(t) = i, M®)(t) la fonction de répartition de Z ou1
M®(t)y=P(Z <t,A=k), pourk=1{0,1,2}, (1.1)

sont les sous-distributions de la fonction de répartition de Z qui peuvent

s’écrire comme suit

—~
(=)
=
~—~
~+
~—
I

/0 Fy(u-)Sk(u_) dFy (u). (1.2)
MO (1) = / Fy(u)Sx () dF(u), (1.3)

M) = [{1= Sx(w)Satw)} dFy(u), (1.4
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En s’inspirant des étapes suivante, Patilea et Rolin! (2006) ont proposé leur
estimateur qui est donné par (1.5).

IIs ont consideré d’abord deux variables Y’ = min(X, R) et L dans un mo-
dele de censure a gauche et ils ont estimé la fonction de répartition de Y.
Puis ils ont utilisé 1" estimateur de la fonction de répartition de Y’ pour
estimer la fonction répartition de la variable d’intérét ¥ en considérant
un modele de censure a droite. a partir d'un échantillon (Z;, A;)1<i<n, du
couple (Z, A) et en remplacant les relations (1.2),(1.3),(I.4) par leurs esti-
mateurs empiriques, qui jouent un role important pour obtenir 1'estima-

teur de la fonction de survie Sy, donné par

N1 "N B DOl
Su(Z) =1-Fu(2Z)) = ]] {1 —Ul_l_NH}, (1.5)

1<I<j

ol (Z;)1<j<p sont les valeurs distinctes des Z; prises dans 1’ordre croissant,
et

1<i<n 1<i<n

pour0 <[ <2etl<j<B.

1.2 Rappels sur les classes (V-C) et 'inégalité de
Talagrand
Cette section est consacrée a la présentation d’un outil nécessaire a notre

recherche, qui nous a permis d’étudier en détail certaines propriétés de
notre estimateur Cet outil permet d’obtenir des bornes supérieures
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pour certaines probabilités concernant la norme du supremum du proces-
sus empirique indexé par des classes de fonctions de Vapnik-Cervonenkis.
C’est I'inégalité exponentielle de type Talagrand | (1996).

11 a bénificié d"une large utilisation et sous différentes versions selon les
conditions imposées aux classes de Vapnik-Cervonenkis dans la recherche,
nous citons Ould Said et Lemdani| (2006), Khardani et al.| (2011), Giné et
Guillou! (2001), Blondin | (2004) et Bouzebda et El-hadjali | (2020).

Avant de donner l'écriture formelle de cette inégalité , nous commengons
par introduire des notions et quelques propriétés sur les classes de Vapnik-
Cervonenkis.

Nous rappelons d’abord le concept trés puissant des classes V-C d’en-
sembles et de fonctions voir Van Der Vaart et Wellner (1996).

1.2.1 Les classes (V-C) d’ensembles

Définition 1.1. Soit € une classe de sous-ensembles d'un ensemble X’ et
soit{xy,...,z,} C X.Onditque € préleve un sous-ensemble A C {z1,...,z,}
s'il existe C' € € tel que A=CnN{zy,...,z,}. On dit que € pulvérise
{z1,...,2,} si tous les sous-ensembles de ce dernier sont prélevés par €.

Définition 1.2. On appelle taille VC ou dimension VC de 'ensemble ¢ le
plus petit n € N* pour lequelle aucun sous-ensemble de & de cardinal
n n’ est pulvérisé par €. Si € pulvérise tous les ensembles de tailles arbi-
traires, sa taille VC est infinie. Cette dimension est notée en général V(¢)
ou VCD(€). De maniere plus formelle, on introduit la taille des préleve-
ments A, (&;zq,...,2z,) qui correspond au nombre de sous-ensembles de
{z1,...,2,} que € peut prélever, et la taille VC d’une classe € par
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ATz, .. x,) =card{CN{zy,...,z,}: C e}

77777

L’ensemble € est appelé classe de Vapnik-Cervonenkis ou classe V-C si sa
taille VC est finie : V(€) < +o0.

Exemple 1. La classe des intervalles C = {] — oo, t] : t € R} est une classe V-C
de dimension VC égale a 1.

La classe C arrive a expulser un point mais pas deux points. En effet si t,t, € R
avec ty < ty alors I'ensemble {t,,t,} n’est pas pulvérisé par C car C n’arrive pas
a prélever {to} puisque V't > to,] — oo, t] N {t1,ta} # {ta} et YVt < ty, | —00,t]N
{t1,t2} ne contient pas t,.

Pour d’autres exemples on peut voirVan Der Vaart et Wellner| (1996) page
135 et| Kosorok| (2008) page 156.

Les propriétés des classes V-C d’ensembles

Maintenant on rappelle les propriétés de stabilité des classes V-C . Autre-
ment dit, des opérations des classes V-C (comme 1"union, I'intersection, ...)
donnent encore une classe V-C.

Lemme 1.1. Soit € et © des classes V-C d’un méme espace X et soient
¢: X = Vet Z — X des fonctions fixées.

¢ = {C°: C € &} est une classe V-C,

CND={CND:Ce¢€ DeD} estuneclasse V-C,
CUD={CUD:C €€ Dec D} estuneclasse V-C,



Chapitre 1. Données censurées et les classes V-C 18

¢(C) est une classe V-C si ¢ est injective

(&) est une classe V-C.

Si €, D sont des classes V-C respectivement des ensembles X et ) alors
¢ x D est une classe V-C de X x ).

Démonstration. Voir (lelemme 2.6.17 page 147)|Van Der Vaart et Wellner
(1996) O

1.2.2 Les classes Vapnik-Cervonenkis de fontions

La classe des fonctions indicatrices § = {1j_o4 : t € R} de dimension 1 a
été introduite pour la premiere fois par [Vapnik et ervonenkis (1981) et en
s’inspirant de son nom.

Définition 1.3. Soit § une classe de fonctions mesurables définies sur X et
a valeurs réelles. Si la classe des sous-graphes des fonctions de § (le sous-
graphede f € Fest Oy = {(z,t) : v € X xR, t < f(x)} forme une classe
V-C d’ensembles de (X x R), alors § est appelée classe V-C (ou classe V-C
de sous-graphes).

Les propriétés des classes V-C de fonctions

Soient § et G des classes V-C de fonctions d"un espace X et
g: X =R, ¢:R—>Ret ¢:2Z— X des fonctions.

SANG={fNg:feF,gec G} estuneclasse V-C de fonctions (rappel :
a A'b=min(a,b);

§VG={fVyg:feF, gec G} estuneclasse V-C de fonctions (rappel :
a Vb = max(a,b);

§T={{f >0} : f € T} est une classe V-C d’ensemble,

—F est une classe V-C de fonctions,
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S§+g={f+g:f €T} estuneclasse V-C de fonctions,
§-9={fg: [ €F} estune classe V-C de fonctions ,
o ={f(¢v): f € F} estune classe V-C de fonctions ,

¢ o § est une classe V-C de fonctions si ¢ est monotone.

Démonstration. Voir Van Der Vaart et Wellner| (1996) ( le lemme 2.6.18
page 147). O

On se donne un espace métrique (E, d) et un ¢ > 0. Le nombre de e-
recouvrement de 'espace métrique (E, d) noté N(E, d, €) est défini comme
le nombre minimal de boules ouvertes de centres dans E et de rayon ¢ re-
quis pour couvrir I'ensemble E. Une classe de fonctions mesurables§ est
une classe V-C de fonctions par rapport a I'enveloppe M s’il existe une
fonction mesurable M presque partout finie avec | f| < M pour toute fonc-
tion f € §, et des nombres réels K et v tels que :

K v
NGB, [ oo el|Flle) < (?)  0ce<l

Par ailleurs, nous avons besoin du lemme suivant dans la suite.

Lemme 1.2. |Giné et Guillou|(1999)

(a). Si § est finie alors § est une classe V-C par rapport a I'enveloppe max{|f|/ f €
3t

(b). Si § = {fs : x € J} ot | est une partie de R et 0 < f.(s) < f,(s)
pour tout x,y € J o < yets € X alors § est une classe V-C par rapport a
M = sup{|f|/f €}

(c). Si §1 et 2 sont deux classes V-C par rapport a M, et M, respectivement, alors

{fi+ fo)fLe€T, fo€Fatet{fi— fo)/fL €T, f2 € Fo} sont des classes V-C
par rapport a (M? + M2)/2.

Pour la preuve de ce lemme, veuillez consulter l'article de Giné et Guillou
(1999).
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1.2.3 Inégalités de type Talagrand

Sous certaines conditions, Giné et Guillou (2001) ont pu trouver des nou-
velles bornes supérieures des inégalités de |Talagrand | (1994) et|Talagrand

(1996). Dans notre travail nous nous intéressons a 1" inégalité suivante
montrée par Giné et Guillou (2001) ( voir proposition (2.2)).

Proposition 1.1. Giné et Guillou|(2001)

Soit {X,, n > 1} une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et iden-
diguement distribuées et soit § une classe de fonctions V-C mesurable uniformé-
ment bornée. Nous considérons o7, et Uy, tels que o7 > sup sz Varf(Xy),

Un > supsez || flloo €t 0 < 0, < U,. Alors, il existe des constantes C' et A. telles

que
P |sup| Z(f(X1> — B(f(X)))] > 77]
St
< Cexp _éUiIOg 1+ s 2
" C (Vo + Un/1o8(AT, /)
pour

n>bB (1.6)

U, log <AUn) +v/no,y | log (AJUn>

On n




Chapitre 2

Estimation a noyau du quantile
Conditionnel

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux estimateurs non-paramétriques
de la fonction répartition conditionnelle et du quantile conditionnel dans

un modele de censure mixte.

Nous commencons par rappeler quelques outils et resultats relatifs a la
convergence presque complete et a I'inégalité de Bernstein, Nous présen-
tons également la définition de 1’estimateur du quantile conditionnel in-
troduit par Gannoun et al.| (2002) en absence de censure. Dans le cadre de
la censure a droite, on est passé par la défintion de Ould Said (2006) et
Ould-5Said et Sadki (2008a). Enfin, nous proposons d’estimer la fonction
du quantile Conditionnel par un estimateur dans le cas ot la variable ré-
ponse est soumise a une censure mixte ( relation2.9) et nous montrons sa

convergence presque complete uniforme avec un taux.

21
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2.1 La convergence preseque complete et I'in-

égalité de Bernstein

La convergence preseque compléte que nous avons utilisée est plus forte
que la convergence presque sir et la convergence en probabitité mais elle
n‘implique pas la convergence en moyenne quadratique. Dans les der-
niéres années elle se répand largement dans la statistique non-paramétrique
des données fonctionnelles. nous citons par exemple Ferraty et Vieu (2006),
Ezzahrioui et Ould Sai (2008) et Messaci et al.| (2015) et pour les données
censurées voir Kebabi et Messaci (2012), Kitouni et al.| (2015).

Ci-dessous nous donnons la définition formelle de la convergence presque
complete et ses propriétés puis nous présentons une version de 1'inégalité
exponentielle de type Bernstein, dont nous avons besoin pour 1'établisse-
ment des résultats que nous avons choisis de reprendre.

2.1.1 Définitions et propriétés

Nous comencons a rappeler quelques définitions et propriétés de ce type
de convergence.

Définition 2.1. Soient (U,,) et (V},) deux suites de nombres réels. Nous sup-
posons que (V,,) ne s’annule pas a partire d'un certain rang. On dit que
(U,) est dominée par (V,,) s’il existe un nombre réel M et un entier n,, tel
que, pour tout n > ng, on obtient

|Un| < M|V, |,

et nous notons U, = O(V,,).
Définition 2.2. La définition de la convergence presque complete est ap-
parue pour la premiere fois dans les travaux de Hsu et Robbins (1947).

On dit que la suite de variables aléatoires réelles (X, ),cny converge presque
completement vers une variable aléatoire X lorsque n — oo si
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Ve>0, > P[X,—X|>¢] <o,
neN
et on note par :

lim X,, = X, p.co.

n—00

Définition 2.3. La vitesse de convergence presque complete

On dit que la vitesse de convergence presque complete de la suite de va-
riables aléatoires réelles (X,,),cn vers X est d’ordre (U,) ((U,,) étant une
suite numérique déterministe), si et seulement si :

Jeg >0, Y PlIX, - X| > U] < o0,
neN

et on écrit
X, —X = Op.co(Un)-

Nous passons maintenant aux proprétés de ce mode de convergence.
Proposition 2.1. Soient [, et I, deux nombres réels et (U,,) une suite denombres
réels tels que lim,,_, . U, = 0, nous avons

i) Silim, o X, =, p.co.etlim,_, Y, =, p.co, alors

a) lim,_,o(X,, +Y,) =1, + 1, p.co,
b) lim,,_,(X,Y,) = L., p.co.,
c) lim, o0 Xin = i p.co. lorsque ,, # 0.

ii) Si X, —ly = Ouco(Uy) et Yy, — 1y = O, 0(U,,), alors
W) (Xp+Y,) =L~y = Oy (U),
b) (XnYn) = luly = Opeo(Un),
c) XLH — i = Op.co.(Uy) lorsque I, # 0.

ii1) Si X,, = Opco.(Uy) et lim,,_, Y,, = [, p.co, alors
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11) XnYn = Op.co.(Un)/
b) );—: = Op.co.(Uy), lorsque 1, # 0.

Démonstration. voir Ferraty et Vieu, (2006).

2.1.2 Inégalités de type Bernstein

Nous allons donner une version des inégalités exponentielles de type Bern-

stein qui nous facilite notre recherche. Soit {X,,,n > 1} une suite de va-

riables aléatoires réelles, indépendantes et centrées.
Proposition 2.2. Si

!
¥m > 2, |B(X")| < (m?) (a;)26™ 2,

_ g2
<2expy ——— ¢,
= 2P 2(1+ )

alors

n

D

=1

Ve > O, P Xz > €An

0t (a;)1<i<n Sont des réels positifs, b € R* et A2 = a3 + a3 + a3 + ... + a?.

Démonstration. cf. Bernstein| (1946).

Corollaire 2.1. Ferraty et Vieu|(2006)

a) S'il existe une constante positive M < oo, telle que | X| < M, alors on a

>

i=1

VaEO,P(

- <9 —en
en ex —_—
=P (1
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b) Supposons que (X;)1<i<n dépendent de n et posons o2 = E(X?), s'il existe
M =M, < oo telque |X;| < Metsii <C < ooetU, =n"'o2logn
vérifie lim,,_,, U,, = 0, nous trouvons

_ZX Opco \/U_n)

Démonstration. a) En utilisant la proposition2.2lavec a = 02, A2 = no” et
b = M nous obtenons a).

b) Comme 2= — 0, il suffit d’appliquer le résultat a) pour & = £y\/U,,
donc il existe une constante C" telle que

2]
il > eV U, §2€Xp o o8N
2 (1420, /M22)
< 2n_C,53.

Pour ¢, bien choisi le terme de droite est le terme général d'une série
convergente. Le corollaire est donc démontré . O

2.2 Introduction del’estimateur du quantile condi-

tionnel

2.2.1 Dans le cas des données completes

En absence de censure, plusieurs approches ont été développées pour l'es-
timation des quantiles conditionnels, citons sans prétendre a I'exhausti-
vité, Samanta|(1989), Honda (2000), Ying Liang et Ua-Alvarez |(2009), Gan-
noun et al.[(2003), Gannoun| (1991). Gannoun et al.| (2002), ont proposé un
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estimateur a noyau de la fonction de répartition conditionnelle
F*(y) .= P(Y < y|X = z), a l'aide de l'indicatrice 1yy,<,), défini pour
y € R par

YLK (55) 1w
Fi(y) = - "
Zi:l K (h_l)

n

(2.1)

ol (X;,Y;) est un échantillon de (X,Y"). Notons f(z,y) la densité de pro-
babilité conjointe de la derniere paire de variables. La fonction K est une
densité de probabilité, appelée noyau et h,, est une suite de nombres réels
strictement positifs tendant vers 0 et appelée fenétre.

Il en découle naturellement un estimateur du quantile conditionnel ¢; d’ordre
p (p €]0,1[), défini par

tyn =infly € R, F(y) > p}. (2.2)

<z .
ou ¢ est donné par

t, =inf{y € R, F"(y) > p}. (2.3)

Comme l'estimateur (2.1) n’est pas dérivable , ils ont suggéré une généra-
lisation de cet estimateur, en remplacant 1'indicatrice par une fonction de
répartition admettant une densité de probabilité.

On obtient alors I'estimateur de la fonction répartition conditionnelle
par le noyau produit (double noyau) F(y) :

n =X, =Y
SLE(ER) A (5
YK (529)

Fr(y) (2.4)
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ou g, représente la fenétre de lissage qui tend avec une certaine vitesse
vers 0 lorsque n tend vers l'infini.

2.2.2 Dans le cas des données censurées a droite

Dans la suite de cette section, nous passons a une classe d’estimateurs du
quantile conditionnel ou les observations Y; sont soumises a un mé-
canisme de censure a droite c’est a dire qu’on a seulement des observa-
tions du triplet (X;, Z; = min(X;, R;),0; = lgy,<r,}), qui a été défini dans
la sectionI.1} Dans ce modele, 1'estimation non paramétrique du quan-
tile conditionnel a suscité beaucoup d’intérét. Le premier qui a proposé
cet estimateur a 1’'aide de l'indicatrice est Ould Said (2006) d’abord il a
estimé la fonction de répartition conditionnelle F'*(y) en se basant sur
I'idée de |Carbonez et al.| (1995) (qui a été reprise par Kohler et al.| (2002),
alors 1’ estimateur a noyau de F**(y) est donné par

5 Liz,<y
Fy:f,dl Wzn { Y ’
Z S
) Sil{z;<y}

SR () 5
S K ()

7’L

(2.5)

ou 5, est I'estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de survie Sy de R et
les poids W; ,, sont des fonctions mesurables de x dépendant de X;, X....X,,.

En fin Ould Said (2006) a énoncé des résultats sur la convergence uni-
forme presque stir de I'estimateur du quantile conditionnel dans le cas des
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observations i.i.d, mais cet estimateur n’est pas dérivable ce qui a rendu
difficile I’établissement de sa normalité asymptotique, danc Ould-Said et
Sadki (2008a) ont construit un nouvel estimateur de la fonction de réparti-
tion conditionnelle par la méthode des noyaux qui est donné par

i K (50) H(52) 8
S K (55 Su(2)

F®(y) = : (2.6)

et ils ont établi ses propriétés asymptotique (la vitesse de convergence
uniforme presque siir et la normalité asmptotique). Au final, ils ont dé-
duit facilement la formule de 'estimateur du quantile conditionnel non-
paramétrique [2.3]et ses propriétés.

2.3 Estimation du quantile conditionnel dans le

modele de censure mixte

2.3.1 Le modele

Notre travail rentre donc dans le cadre de la censure mixte correspondant
au modéle I de Patilea et Rolin|(2006) et abordé dans la sous section (1.1.3)
Autrement dit, nous observons l'échantillon (X}, Z;, Ai){lgisn} du couple
(X,Z,L),A) ou Z = max(min(Y, R), L), avec les variables aléatoires posi-
tives et indépendantes Y, R et L représentant, respectivement, la variable
d’intérét, la variable de censure a droite et la variable de censure a gauche.
L'indicateur de censure A est de la forme suivante :
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0 siL<Y <R,
A=¢ 1 siL<R<Y,
2 simin(Y,R) < L.

2.3.2 Estimation et hypotheses

Dans cette section, nous proposons un estimateur non paramétrique du
quantile conditionnel et nous montrons sa convergence uniforme presque
complete, avec un taux. Avant de développer le détail de construction de
notre estimateur, nous allons introduire des quantitées et des notations qui
nous seront indispensables.

Dans ce qui suit, pour toute variable aléatoire U, nous notons 7y = sup{t :
Fy(t) < 1} et Iy = inf{t : Fy(t) > 0} ot Fy(u) = P(U < u) et Sy(u) =
1 — Fy(t) sont respectivement la fonction de répartition et la fonction de
survie. Sous 1" hypothese A ci-dessous et I'indépendance de Y, R et L, on
a

E (10 /X,Y) = Sp(Y)FL(Y). 2.7)

On peut la montrer facilement. Pour tout B dans ¢ (X, Y") (tribu engendrée
par le couple (X,Y)) il existe un borélien C' tel que B = (X,Y)(C).

L'indépendance de (X,Y') et (L, R) permet d’ecrire
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—/C . (Licy<r) dP(xy,L.R)
X

:/c y (Licy<r) dPx,y) ® AP R).
XY

Sous 1" hypothese A; ci-dessous puis on applique le théoreme de Fubini et
I'indépendance de R et L, nous avons

/ (Lazg) dP = / (/ (Licy<r) dP(L,R)) dPxy)
B c R2

+

= / (/ (1l<y) dPL X / (1y<r) dPR> dP(ny)
C R+ R+

. / (FL(y)Sr(y)) dPx vy
C

_ / Fi((Y1)Sr(Y1)dP.

car F est continue. De plus, F(Y)Sg(Y') étant clairement mesurables par
rapport a o(X,Y), le résultat en découle.

Dans ce modele, rappelons que Messaci (2010) a proposé une estimation
de E(g¢;(X,Y)), donnée par :

n

lea— i Xi7 ZZ
B(gi(X.Y)) = %Z A fﬁ 7 ! (28)

oug : R* - R.
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En effet, en utilisant la relation (2.7) dans 'expression précédente, nous
trouvons que

Il
&5

E(l{A 0191 ( X Z) )

S(Z)F P (M) /)
91

(
=B (imnm® eea/xn)
— B(g(X,Y)),

car F est continue. De plus, F(Y)Sgr(Y) étant clairement mesurable par
rapport a o(X,Y), le résultat en découle.

Comme Sg, Fy, sont généralement inconnues, nous les remplacerons par
leurs estimations données respectivement parS,,, F,. S, est introduit par
Patilea et Rolin|(2006) et F;, est obtenu par Kaplan et Meier| (1958). Puis, en
suivant les relations (2.4), (2.8), il est facile de construire un estimateur non
paramétrique de la fonction de répartition conditionnelle comme suit :

i) ey Laco i) PR (@)

falz) = == Ki(w), (2.10)
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est I’estimateur du noyau de la densité fx(x) de X,

1 & Liamoy Ki(z)Hi(y)
nhy 2 S, (Z0) Fa(Z) + V'

P (z,y) = (2.11)

et V,, est une suite de réels strictement positifs, permettant d’obtenir une
borne inférieure non aléatoire appropriée pour le dénominateur.

A partir de 1" estimation de la fonction de répartition conditionnelle, on
peut attaquer le probleme de prédiction en définissant un estimateur a
noyau du quantile conditionnel ¢; comme suit :

ton =inf{y € R, F""(y) = p}, (2.12)

ot t; est donnée dans la relation (2.3). Rappelons que 7, est la médiane
conditionnelle.

Nous aurons aussi besoin de poser

1 zn: 1{Ai:0}Ki(x)Hi(y)

F7 (x,y) = ,
NnlTy) = T L Sp(Z)FL(Z)

(2.13)

F(x,y) = F*(y) fx(z). (2.14)

Maintenant nous considérons I’hypothése suivante

Ay max(ly, ) < Ig.

On peut appliquer le théoreme 1 de Kitouni ef al.| (2015) qui donne pour
0 < min(Tr, Ty ),
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sup |Su (1) — Sp(w)] = Oy ( k’g”) . (2.15)

u<6 n

Grace a la relation (3) dans Kitouni ef al. (2015), pour tout ¢ > min(ly, Ir),

t>60 n

sup |Fu(t) — Fu(t)] = Oy ( 10g”) | (2.16)

Le reste de nos hypotheses (énoncées ci-dessous) sont, grosso modo, stan-

dard dans le cadre de I'estimation du noyau.

Aq
As

As

Asg

: K est une densité bornée a support compact et [ tK(¢)dt = 0.

: H est une fonction de distribution avec une dérivée H' vérifiant

[H'(t)dt =1, [tH'(t) = 0et [t*H'(t)dt < oo a un support compact.

: La fonction de distribution conditionnelle F*(y) a une dérivée pre-

miére continue par rapport a y, notée f*(y). De plus, l'application
F définie dans (2.14) est deux fois continiment dérivable autour de
(z, y)-

: hy, g, satisfont : lim,,_, o h,, = 0, lim,,_,o g, = 0, lim,,_,, nh,, = 00,

. 4
lim,, 00 nh2 = 0, lim,, % =0.

: La densité marginale fx de la variable X est deux fois contintiment

dérivable autour de z, fx(z) > 0.

: Pour tout v € R, l'application partielle f(.,v) est différentiable et

3M > 0,3N, tel que Vy € N,, Vv € R, |[20) < 7.
Maintenant, dans ce cadre, nous utilisons les hypotheses utilisées
dans Messacil (2010).

1 (R, L), (X,Y) sont indépendants et F}, est continue .
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Ag : 3T <Tret I > I telqueVn e N, Vi(1<i<n), A, =0 = [<
Z; <Tp.s.
2.3.3 Résultats et preuves

Le but de la présente partie est de donner un comportement asymptotique
de l’estimateur a noyau du quantile conditionnel, ¢;" que nous avons déja
introduit par la formule (2.9).

Ce comportement asymptotique est décrit dans le théoreme suivant.

Théoreéme 2.1. Sous les hypotheses A, — As, nous avons
1
tom = tpl = Ohn) + O(gy) + O(ngy,) + Opeo (\/?) |

Pour cela nous avons besoin de la proposition suivante qui joue un role

important :

Proposition 2.3. Sous les hypotheses : Ay — Ag, Nous avons :

|3 (y) = F2(y)] = O(h2) + O(g2) + O(hngn) + Op.co (W) '

Démonstration. Nous devons utiliser la décomposition suivante pour
prouver la proposition.

z,m R n _ paxm _ z,m Fﬁ,n(%?/) - F(‘T’y)_fn<x> — f(x)
Erm(y)—F (y) = Fy" (y)—Fy™ (y)+ A e

F(y),
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F ()

Dans ce qui suit, C désigne une constante générique.

ou  Fp(y) =
La preuve de la proposition 2.3 découle des lemmes suivants.

Lemme 2.1. Sous les hypotheses A, Ay, A, et Ag nous avons

z,m x,m llogn
Fn’ (y>_F1n7 (y)‘ _OP~CO< W) :

Démonstration. On obtient a partir des hypotheses A et A,.

H y—Zi) n y—Z1>
z,m [T, m — o - -
Ey™(y) — F, (y)} = D Wai(@) a0y (Z)FN(Z) + V. 2 Wai@)liazorg (Z)Fu(Z:)|

Y

" ‘FL(Zi)SR(Zi) — F(Z:)Sr(Zi) + Fo(Zi)Sr(Zi) — Fo(Zi)Sn(Zi) — Vi,
- SUp;>g |Fu(t) — Fir(t)| + SUPy< |Sn(t) = Sr(t)| + Va
< 2 Wi (FDS(T) + V) L) Sa(T)

Sous I'hypothese A, les relations (2.15) et (2.16) permettent d’écrire

supgiery [Sn(t) = Sr(t)] +supgspy [ FL(t) = FL(t)] = Op.eo ( 105”) :

p.co p.co

et S, (1) — Sg(T) et F,,(I) — Fr(I) quand n — oo, ainsi que nous avons
> or, Whi(z) = 1. Alors, on peut conclure que
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|2 (y) — F2™ ()] = Op o ( ) '

Enfin, la preuve est terminée en utilisant le dernier résultat et I'hypothese

~ logn
E2™(y) = F7™(y) = Opeeo <\/ ni ) : (2.17)

A4, on obtient

O
Lemme 2.2. Sous les hypotheses A, — As et A; ona
EFY, (z,y) — F(z,y)| = O(h®) + O(gn®) + O(hngn)-
Démonstration 2.1. comme (X;, Z;, ;) sont identiquement distribués, on a
- K (z) ( 1is,=13H1(y) )}
EFG (z,y)=FE FE X ) 2.18

15, =13 H1(y)
SR(IYl)FL(Yl) Xl)'

Nous allons commencer par le calcul de ce termeE (
En utilisant (3.3), une intégration par parties et I’hypotheése Ny, on obtient

[ (y - ) 7 (0)do,

dn
= [P (= wg) ' (w)du. (2.19)

Ls, =13 Hi(y)
b <SR<Y1>FL<Y1>




Chapitre 2. Estimation a noyau du quantile Conditionnel 37

Le dernier résultat avec (2.18), nous permet d’écrire

r—Uu

ER ) = o [ K () ([ 70 - wadrm) s
_ / / K(2)F(x — 2hy, y — wgn) H' (w)dwd>. (2.20)

Sous As, le développement de Taylor combiné avec A, — A, implique que

EFy, (2,y) = F(z,y) = O(h}) + O(g2) + O(hngn). (2.21)

Lemme 2.3. Sous les hypotheses A, — As, Ag nous avons

~ < [logn
EFN,n(x7y) - FN,n(’x?y)‘ = OP-CO ( nh ) :

Démonstration. Posons A;(z,y) = vi(z,y) — Evi(z,y),

. lea.—ovH Ki(z N
ot yi(z,y) = {ff;s;}( Zil)(;fi ( Zli() ) Sous les hypotheses A, A, et Ag, nous pou-

vons montrer que

C
iz, y)| < ST M. (2.22)

Nous devons maintenant borner 02 = EA2(z,y) < E~i(z,y).

x|

; _i ) 1{A1=0}H12(y)
Eyi(z,y) = h?E Ki(@)E SE(Z\)Fi(Zy)

n
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Sous les hypotheses A;, A; et As on peut voir que

Ki(x
E/YIZ(xvy) < hnsi(g)pg([)E }lLi)E(Hl(y”Xl) ’
ol la derniere égalité est dérivée de la méme maniere que la relation (2.20).

Les hypotheéses A3, A, et A, combinées a un développement de Taylor au-
tour de (x,y) et a la borne de I’application F’ définie dans (2.14), permettent
d’écrire F K,ll—im)E (Hy(y)| X 1)] < C, donc on peut conclure que

Evi(w,y) < (2.23)

Tla

Maintenant, on est en mesure d’appliquer l'inégalité exponentielle de type
Bernstein par le corollaire A.9-i Ferraty et Vieu (2006). Cette inégalité com-
binée aux relations 1) et 1) donne directement : pour tout € < ”MQ

n62hn

P [|EF’]\,”n(x,y) — Fﬁfn(m,yﬂ > e} < 2e” 10 .

La condition A4, avec ¢ = ¢ log” et pour ¢ suffisamment grand, montre
0
que le terme de droite est le terme général d"une série convergente.

Lemme 2.4. Sous les conditions Ay, A et Asona:

i) Efa(z) = fx(z) = O(hy?), it) Efa(x) = fal2) = Opeoly/ 750)-
et dit) I > 0,> "7, P(fulz) <m) < oo
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Démonstration. La preuve découle de la méme facon que le lemme 4 de
Kebabi et Messaci| (2012) [

Passons maintenant a la démonstration du theoréme

Démonstration. Montrons d’abord que lim,, , ¢, = ¢, p.co
La propriété de continuité de F'~'(y) au point F*(t?) peut s’écrire :

Ve >0, Jg(e) > 0, |[F*(y) — F*(t7)| < qle) = [y —t3] <«

En prenant y = {777, on arrive finalement au résultat suivant

Aple), Plltyy — iyl > e <PIFI(E) — FU (&) > ple)].

Parce que
Fr(tom) = FY(£2) = p. (2.24)
Depuis
y =t (2.25)

I'expression précédente peut étre réécrite comme suit :

Ip(e), Plltyn" — 1] > e <P[IF*(y) = F(y)] > p(e)],

ce qui implique

lim ¢
n—00

pm =1, Dp-co. (2.26)

p,

Le développement de Taylor de la fonction F*(y), conduit a I’existence de
" entre t" et t tel que :
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Fo(tyy) — Fo () = (L' = 1) 7 (7). (2.27)

En combinant la relation (2.26)) et I'hypotheése A3, ensemble, il s’ensuit que

lim f(t;") = f*(t;), p.co

n—oo
ce qui implique que
Ik >0, > Pfr(tr") < k] < oo. (2.28)
n=1

Revenons a 'expression du développement limité (2.27) et en utilisant les
relations (2.24), nous trouvons que

1

t:p,m _ t([ — FCE tm,m _ F:I? tz,m .
( p,n p) [ ( p,n ) n( p,n )] fm<tz,*)

]

La combinaison du dernier résultat avec (2.25), (2.28) et la proposition
2.3permet de terminer la preuve du théoreme

]



Chapitre 3

Les propriétiés asymptotiques de
I’estimateur a noyau du mode
conditionnel dans la présence des
données doublement censurées

Dans ce chapitre, la problématique abordée est 1’estimation non paramé-
trique de la fonction du mode conditionnel. Nous considérons un modele
de censure aléatoire double et nous construisons un estimateur a double
noyau du mode conditionnel. Nous étudions sa convergence uniforme
presque stire sur un compact ainsi que sa normalité asymptotique. Ce tra-
vail a fait 1’objet d"une publication dans la revue "Journal of Communica-
tions in Statistics - Theory and Methods" Benchoulak et al. (2024).

41
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3.1 Définition de I’estimateur

Soit X une variable aléatoire réelle et soit Y une une variable aléatoire non
négative telle que la densité f(z,y) de (X, Y') existe. Tout le long de ce cha-
pitre, fx (resp. f(¥)(.|z), cette notation est introduite pour faciliter I'étude)
représente la densité marginale de X (resp. la densité conditionnelle de Y’
donné X = ). Donc, pour tout z tel que fx(z) #0,ona fO(y|z) = fx(’yg

De plus, pour toute v. a. 1. T, Sp(t) = P(T > t) désigne la fonction de sur-

viede T.

Dans le cas de données compleétes, en se basant sur I’échantillon (X, Y;)1<i<n
de n copies indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) de (X,Y),
il est bien connu qu’un estimateur & double noyau f, .(y|z) de f©(y|z) est
donné par

>k () ()
Yo ()

ou K et H sont des fonctions noyau appropriées et h,, est une suite de

fae(ylz) = (3.1)

nombres réels strictement positifs tendant vers zéro (voir Collomb et al.
(1987)).

Mais, dans notre contexte, ¥ est doublement censuré, nous ne pouvons
donc observer qu'un échantillon d’observations i.i.d. (X;, Z;,d;)i1<i<, de
(X, Z = max(min(Y, R),L),0), ou R et L sont des v.a.r. de censure non
négatives telles que L < R p.s. et

1 fL<Y <R
0=4¢2 ifY >R
3 itY <L,
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est I'indicateur de la censure. Notre objectif est d’estimer (% (y|z) a par-
tir de ’échantillon (X}, Z;, 6;)1<i<» et d’en déduire un estimateur pour le
mode conditionnel sur un ensemble compact G’ C |0, co[. On suppose que
le mode conditionnel #(x) est unique sur le compact G’, il est défini par

0(z) = argmax O (y|z). (32)

3.2 Hypothses et principaux résultats

Suivant Chang et Yang| (1987) et Chang (1990), nous utilisons les hypo-
théses suivantes.

H, : Sy, Sg et Sy, sont des fonctions continues de ¢t pour ¢ > 0 et 0 <
Sy (t) < 1pourt > 0.

Hy :0< P(L <t< R)= Sg(t)— SL(t) pour tout ¢ > 0.

H;: (X,Y)et (L, R) sont indépendants.

Hy :llexistea, 5,0 < oo < B < o0, tels que P(L €]0,a]) =0et P(L < ) =
1.

H5 . SR(O) = Sy(O) = 1,SL(OO) = SR(OO) = Sy(OO) = 0.

Sous H; et Hs, on peut facilement montrer que

E (L= |(X,Y)) = Sa(Y) = Sp(Y). (3.3)

Dans ce cas, pour tout B} dans o(X,Y) (tribu engendrée par le couple
(X,Y)) il existe un borélien A tel que By = (X,Y) "1 (A)).



Chapitre 3. Les propriétiés asymptotiques de I'estimateur a noyau du mode conditionnel dans la
présence des données doublement censurées 44

Les hypotheses H;, H; et le théoréeme de Fubini permetent d’ecrire

/ 1{51}dP:/ (1<y<r) dP
B B

/
2 2

(Licy<r) dP(x v,L.R)

/ 2
o XR%

/ (Licy<r) dPxy)y ® dPr, R

/ 2
2XR+

(L

2 +

(Licy<r) dP(L,R)> AP x vy

P(L <y < R)dp(xvy)

/
2

(Sr(y) — Sc(y)) dPxy).

/
2

I
— T

Ainsi, pour toute fonction A} : R? — R (telle que les espérances suivantes

existent), nous avons

F <;§<_1>}h %o ) - (E (1{6 e S);Y;)/(X’Y))
5 SRh/ XY )E(l{ail}/(X,Y))>
= E(Ry(X,Y)),

sous H| — Hs.

Comme Si—95), est généralement inconnu, nous proposons d’estimer E(h5(X,Y))
par
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l n 1{6 _1}h (XZ, ZZ) (3'4)
n = |S$N(Z) - SUNZ)| + Vi

ol la suite V,, := 1/n sert a éviter la division par zéro et Sg%") (resp. Sé")) est
'estimateur self consistant de Si (resp. S;) introduit dans Turnbull (1974)
et défini dans Ren| (1997) pour tout ¢ > 0 par les équations suivantes :

S (1) 1—S™@)
S(”) — Q(n) _/ Y dQ(”) U +/ Y dQ(n) w),
v u<t S}(,n) (u) 2 (4] t<u 1 — Sﬁ(/n) (u) s (u)

avecfu<t:OsiS¥‘)(t) :Oetj;<u:05:iS§,”)(t) =1,

(n)
sg><t>:1+/ M, t < By,
u<t Sy (u)

St =~ / AWy
g eul—SWw) T

ouQ;(t) = P(Z>1.6=7), Q)= 1Y Lzses-d =1.2.3
QM(t) = fZOQn() A, =min{Z;; S}(Z;) < 1} et B, = max{Z;; Sy (Z;) > 0}.

I1 découle de Chang et Yang| (1987), que sous les hypotheéses H; — H; on a

te[0,00)

P | sup |Sl(%n)(t) — Sg(t)] — 0, as n — oo] =1 (3.5
te[0,00)
et
P | sup ]S](:n)(t) —S.(t)] =0, as n — oo] =1 (3.6)
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D’aprés 1' et 1) et en fixant H;(y) :== H (%) et K;(z) = K (%),

on propose comme estimateur de f(©(y|z)

i) i= o > Kol

est 'estimateur par noyau de la densité fx(z) de X et

1 & 1{5_1}K( x)H;(y)
nhi =185 Z) — ST Z)| + Vi

fn,o(fﬁ, y) =

Ainsi, compte tenu de (3.2) un estimateur non paramétrique naturel 6,,(z)
de 6(z) est défini comme suit

0 (x) = argmax £\ (y|z). (37)
yeqG’

Posons

fno 2,7) h2 Z 1{5 —1}K (Z(y))

Il faut aussi introduire pour p = 1,2 la p-ieme dérivée partielle par rap-
portayde £ (y|r) (resp. £9y|z)), notée f® (y|x) (resp. £ (y|z)). Posons
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H® (y) comme la p-ieme dérivée de H au point % pourp=1,2, f ) (ylz)

(2

qui est donnée par

" fnp@ y)
Pylr) = @) (3.8)
ou . )
Fo (o) = };}H Z 1{5 —1}K (z )H (v) (3.9)

De la méme maniere, la p-iéme dérivée partielle de f, o(z, y) par rapport a
y est donnée par

Lisi= l( VH" (y)
Fanle.) = WZ 5.z (3.10)

Nous avons également besoin des hypothéses suivantes qui sont standard
dans le cadre non paramétrique (voir par exemple Khardani et al. (2010)).

Ny : Le noyau K est une densité bornée a support compact et telle que
[xK(z)dx = 0.

N; : Le noyau H est une densité deux fois contintiment dérivable a sup-
port compact et telle que [ xH (z)dz = 0.

N, : Les ensembles {gox,y(u, v) =K (%) H®) <yh—7> rEG, yE G’}, ou
G est un ensemble compact de R, sont des classes bornées Vapnik-
Cervonenkis (V-C) de fonctions mesurables (voir Giné et Guillou

(1999)).

logn ) etnhd® — 0,sin — co.
nhf n )

Ngl

N, : La densité marginale fx(z) de la variable X est contintiment déri-
vable et elle vérifie inf,c¢ fx(x) > 0.
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N5 : La densité jointe f(.,.) est bornée et trois fois contintiment dérivable.

Les remarques suivantes sont utiles dans la suite du chapitre.

Remarque 3.1. 1l est clair que dans les expressions de f,, et f,,, Z; = Y;.
Donc, comme H a un support compact (sous Ny) et h,, — 0 (sous Vs), pour
n assez grand il existent deux constantes 7" > 0 et ' > 7" telles que

Vy € G, Vi = 1,n, Z; € [T",T] dans les expressions de fnvp et fn,p (pour
p=0,2).

Remarque 3.2. L'hypothese N; implique que les dérivées H®) sont bornées
pour p =1, 2.

Maintenant, nous énongons dans la proposition[3.1|la convergence presque
stire uniforme de l'estimateur de la densité conditionnelle que nous avons
introduit et de ses dérivées. Ensuite, la méme convergence de 1'estimateur
du mode conditionnel 6,,(x) est donné dans le Théoreme3.1]

3.2.1 Convergence de 6,(x)

Proposition 3.1. Sous les conditions Ny — N5 et Hy — Hs, pour p = 0 — 2, nous
avons

lim sup sup | £ (ylz) — fP(ylz)] =0 pas.

n—=0 zeG yeG’

Pour dériver le résultat suivant, nous devons ajouter une hypothese stan-
dard qui stipule la propriété d"unicité uniforme du mode conditionnel.

Va > 0, 3b > 0 tel que pour toute fonctionn : G =+ R, ona
sup |0(x) — n(x)| > a = sup |[fO(O(z)]x) — fO((z)le)] = b (3.11)
zelG

zeG
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Théoréme 3.1. Sous la condition (3.11) et les conditions de la Proposition 3.1
on obtient
lim sup |0,(z) —0(x)| =0 p.s.

n—o0 zeG

Remarque 3.3. Pour le cas particulier des données censurées a droite, Ould
Said et Cail (2005) et Khardani et al. (2010) ont établi des taux de conver-
gence pour leurs estimations du mode conditionnel. Mais, a notre connais-
sance, il n'y a pas de taux de convergence presque siire pour les estima-
tions Sgl) et Sé"). Ainsi, nous ne nous attendons pas a dériver un taux de

convergence pour notre estimateur 6, (x).

Dans toute la suite, C représente une constante générique.

Démostration de la Proposition 3.1]

En utilisant (3.8) avec les hypotheses N, et N5 — N;, on peut écrire

SUP, e SUPyecr | Fn(,Y) = Fap(®,9)|}
sup sup | £ (y|z) — [P (ylo)| € —SF—LEE 2P 2
zeG yeG’ inf,eq fn(x)

| Seco sup e { | fup(2,y) = Efap(@.)| + |Efop(z,y) — 2L}
inf:rEG fn(x)
, SPaeaSUPyea FILI fo(w) = Efa(@)] + [Efalx) — fx(x)[}

inf,cq fx<l'> inf,cq fn(l')

Remarquons que pour n suffisamment grand inf,cq f,(z) > 0 (voir le
lemme 3.4 ci-dessous).

La preuve de cette proposition est alors une conséquence des lemmes sui-

vants.
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Lemme 3.1. Supposons que Ny, N1, N3, N5 et Hy— Hj sont réalisées. Nous avons

lim sup sup | fop(,9) = fup(2,9)| =0 p.s.

n—=0 rcq yeG’

Démonstration. Remarquons que sous H; et H,, nous avons

inf (Sp(t) — Si(t)) > 0, (3.12)

te[T,T]

ou 7" et 7" sont définis dans la Remarque

De plus, compte tenu de et de (3.6), on a pour n assez grand

Vte [T, T ],SI(;)( ) =5\t )—I—Vn > # (rappeler que lim,, ., V,, = 0).
Ce terme, combiné avec (3.9), (3.10), et Remarque 3.1} implique que

supyerrry |(SH (1) — Sr(t) + (S(t) — SL(®)| + Vi,

sup sup |frp(@,9) = frp(@,y)| <2

veG yeGr ’ (infyerr m(Sr(t) — SL(t))?
"\ Ki(2)HP (y)
X sup su st I . 313
p R D = (3.13)

En vertu des relations (3.5), (3.6) et du fait que lim,, ., V;, = 0 et que

SUD,e SUD e | &S @) gyf, y)| < 00 (sous N5), il suffit de prouver que
. or
limy, 00 SUP,e SUPyer | frp (T, y) — gyf, Y) | =0p.s, ou

fop(z,y) = # S Ki(x)Hi(p)( ). A cette fin, nous écrivons

OP f(x, P f(x, .
Jap(@,y) — % = [fap(zy) = Efap(z,y)] + [Efup(z,y) — %] =
Wl(p)—i-Wz(p), ol Wl(p) = fap(z,y)—Efop(x,y) et Wz(p) = Efmp(x,y)——apf(x’y).

oyP

¢ D’'une part, nous avons

lim sup sup |[WiP| = 0, (3.14)

N—=0 xcG yeq’
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En vertu du Lemme 3.2fci-dessous) si on prend la constante 1 au lieu de la
Les=1y

Variable m .

e D’autre part, le fait que lim,, o SUp, ¢ SUP,ccr WP =0 p.s.découle de
la preuve du lemme [3.3(ci-dessous), en utilisant la constante 1 au lieu de

la variable ﬁ ]

Lemme 3.2. Sous les hypotheses Ny, N1, N3, N5, Hy et Hs, nous avons pour
p=0-—2.

»f(x,y)

E.fn,p(xay) - 8yp

lim sup sup
n=0 peG yeG!

o

oP f(=z,y) ‘ <

Démonstration. Comme (X;, Z;, ;) sontidentiquement distribués, sup,cqr [=5,5
oo ( En vertu de N5), nous avons

: 0" f(z,y) K (@), ( Ls-nH” ()
Efoo,(z,y) — ————| = |E E
Fuale: ) = =50 W\ Salvh) — S0
X))
En utilisant (3.3) et en faisant p intégrations successives par parties, on
obtient

o>f(x,y)
Xl ] — a—yp .
(3.15)

(p)
11 faut d’abord calculer le terme éE (%

1 H(P)(y)
X\ |=—FE -
1) hy | Sr(Y1) — Sp(Yr)

:hiz/H(p <9h‘”> f(v] X7)dv

_ /H (y];”) £O (0] X, ) dv.

1 1 _ H(p)
E( =131 (y)

h_fz SR()/I) — SL(}/l) E (1{51:1}|(X1>}/1>) |X1]
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En combinant cela avec la relation (3.15)) et en utilisant un changement de
variable, on obtient

B fp(,y) — %’ =|[[K(z)H(w) P e—zhny—whn) g, gy — LIE9))

oyP oyP

Ainsi, sousNy, N; et Nj, par le dévloppement de Taylor, il exist (z*,y*) a
I'intérieur du segment qui relie (z,y) et (z — zh,,,y — wh,,) tel que

r apf(l', y)
supsup |Ef,(x,y) — ——=
xeg ye(I})' / ’p( y> oyp
apf<$ B th Yy — whn) (9pf(x, y)) ’
= K(z)H — dzd
gy | [ [ Keomon (FE=5 )
FHf(a*,yY) FHf(a*, YY)
< —zh,————>~> —wh,—————>> | dzd
<swpsup | [ [ K ( 7 L v ) s
=O0(h,) — 0, asn — oo, (3.16)
en vertu deNs. O

Lemme 3.3. Sous Ny, Ny, Na, N3, N5, Hy et Hy, nous avons pour p=0-2

- ~ logn
sup sup | fp(2,y) = Efnp(@,y)| = O (\/ —2p+2)
zeG yeG’ nhn

Démostration. Considérons pour p = 0,2 la famille d’ensembles sui-
vante
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1 1{Z<v<r} r—1u y—-v
. ) l _ x K H(p) z
5 {¢ ylw, 0, 17) nhE2 Sr((vAT) VL) = Sp((vAT) VL) ( h, ) ( han ) 7

reG, yeG}.

§n sont des classes V-C bornées grace a 'hypothése N, et au lemme 2.6.18
de Van Der Vaart et Wellner| (1996).

De plus, nous avons

1 oo [l o
infyeipr 1)(Sr(t) — Si(t))
= super|t(z)| est la norme du sup)

sup ||ty lloe < h = U,

z,yes’n

et

PRV L) s [ [ 82 (5) [ (yiv)12<s£<($’i)gzc<lz>>2

o K2 H(p) )} f(x_thy_whn)d d
T2 2P+2 S hn) — Sp(y — why))z
nh r(y — why) = Sp(y — why))

< HKH2||H(” IS 52
- thip” (infyerr ) (Sr(t) — SL(t))? "

avec 0,, < U,, pour n assez grand.

Donc I'inégalité de Talagrand (voir Giné et Guillou (2001), proposition 2.2)
donne

P SU.p |Z wmy XM}/;sz’R) <w$,y<X7KLJ R)))| > 77]

Yo,y €8n

1 Un
< Cexp ———log 1+ "

O C (Viiow + Uy I8(AT, /)
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pour

n> B , (3.17)

U, log (AU") + v/no,4 | log (iU">

On n

ou A, B et C sont des constantes positives.

Ainsi, en choisissantn = D, /%, avec D est une constante positive (ce

choix de 7 vérifie (3.17) pour n assez grand), on a

- ~ logn
P (sup sup | fop(@,y) — Efop(z,y)| > D\/ 2p+2>
z€G ye@’ nh"

<(Ce —b nf?%”% nhp tei[;l/f,T]wR(t) ~5:0) X
X
=2 ClIK oo [H® [ o0

1
D, = F Koo IHP oo
nhiy

nhit? inf  (Sp(t)—SL(t)
te[T!,T)

log |1+

Kl | ® 1 AllKlloo 1HP) || oo
K |2 [H® |27/ Flloo e Og(hn|u<u2umwuzxﬁnmm
C +

)

T]

V/nhZPY2inf (Sp(t)—SL(t) nhi ™ inf (Sp(t)-SL(t))
te[T!,T) te[T’,

Puisque log(1 + u) ~ u quand u — 0, le terme a droite est de ’ordre de

2
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logn
. —Dy/nlognhy infier z1(Sa(t) = Su(t) Dy )= | Klloo [|1HP o
exp :
Cll Koo 1P oo inf (Sk(t) —Sc(1))
te[T",T)

nhy( inf (Sk(t) — Si(1)))?

te[T',T]

CIKZ [[HP 3] f o

D2(infte[T/’T] (Sp(t)—Sp(1))?
—Cn 2| K2 1HP) 2] fllco

Par un choix approprié de D, on peut faire de ce terme O(n~%/2) qui est
un terme général d'une série convergente, donc par le lemme de Borel-
Cantelli, on en déduit le résultat revendiqué. O

Lemme 3.4. Sous les hypotheses Ny, N3 et Ny, on a

i) lim sup |Ef,(x) — fx(z)| =0, #) lim sup|f.(z) — Ef.(x)| =0 p.set
G

n—=00 Ly =00 g

i13) 30 > 0 tel que ;gg fn(x) > 0 pour n assez grand.

Démonstration. Lapreuve dei) (resp.ii)) est semblable a celle du lemme
(resp. Le lemme [3.3), en utilisant la constante 1 au lieu de la variable

Ts,=1y Hi(y)
hnSr(Y:)—SL(Y:)

Il reste a prouver 7).

et en utilisant N, au lieu de Ns.

De i) et ii), on déduit immédiatement que lim,,_,o sup,cq | fn(z) — fx(2)] =
0. p.s. Dong, 3ng € N tel que Vn > ng sup,cq | fn(z) — fx(2)] < M

Cela implique que Vn > ng inf,cq fr(z) > infzeGQ fx(@) 0
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Démostration du Theorem[B.1l Cette preuve est classique mais, du fait de
sa brieveté, nous choisissons de la rappeler. Nous avons

sup | f (0, (2)|2) — f*(0(x)]2)] < Sup [FO(On(@)|2) = 17 (On(2)]2)]

zeG

+sup 2 (0n(2)]z) = FOO(2)]2)]

< 2sup sup | £V (y|z) — fO(yl|z)].
zeCG yeG’

Il reste a appliquer (3.11) et la proposition [3.1|avec p = 0 pour obtenir le
résultat annoncé.
O

3.2.2 Lanormalité asymptotique de 6,,(x)

Dans cette sous section, nous établissons la normalité asymptotique de
'estimateur a noyau du mode condititionnel par ce théoreme

Théoréme 3.2. Soit v € R, si fP(0(z)|x) < 0, sous les conditions H, — Hs,
Nog — Nset Nsona

Vi (6,(x) — 6(2)) 2 N0, 0%(x)),

Do .
ol — désigne la convergence en loi et

o*(a) = Je.0) IO
[Sp(0(2) = S1(0))] (22 /(x,6(2))

avec (|12 := ([ ¢*(x)dx)"/? pour toute fonction 1 de carré intégrale.

Ce résultat généralise le théoreme (3.7) de Khardani et al.|(2010) au cas des
données doublement censurées.
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Démonstration. Un développement de Taylor de fy(Ll)(.|x) en 0(x) autour
de 6,,(x), combiné avec la relation (3.8)), permet d’écrire la décomposition

suivante.

For(2,0(2)) = for(z,0(x))
nht(0,(z) — 0(x)) = \/nhi=—= R N’
VAR5 =) = R
e foi(z,0(z)) — Efpa(z,0(x))

~

Faa(@,0u(2))

u 0, (x) est entre 0,,(x) et O(x).

Alors la preuve de ce théoreme est une conséquence directe des étapes sui-
vantes.

Etape 1 Nous prouvons que /nhi|f,1(z,0(x)) — foi(z,0(z))| 0,
ot désigne la convergence en probabilité.

En procédant comme dans la relation (3.13), pour p = 1, on obtient

Vb fur (2, 0(2) = fai(z, 0(z))| < 2¢/h3 v ZK(

Va(supepro (S8 () — SP7 (1) = (Sr(t) — Si(t)] + Vi)
(infyeir 7 (Sr(t) — Si(t))? '

o (42

x (3.18)

Sous les hypotheses H,, Hy, Hy et Hs, d’aprés le Théoreme 3.1 de Chang
(1990)
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Vi sup (SR (1) — S5 (1)) — (Sr(t) — Sw(t))| = Op(1) (3.19)
te[T’,

et nous avons \/nV,, = \/LE —0,sin — oo.
> 1 1 —Xi 1) ( 0(=)-Y;
Il reste a traiter le terme s Y K (ZT) HD (xh_n) _

La relation (3.14) pour p=1 donne

1 n
o (f
n ;=1

De plus, nous avons

IN
L

:nhb,//m( rf(u,v)dudv
:nhﬁ//f@( ){ )<h%>rf(x—z,9(a:)—w)dzdw.

On peut montrer comme dans la preuve du théoreme de Bochner (voir
théoreme 1A de Parzen| (1962)) que

] () () e
= f(z,0(x //KQZ (w)]” dzdw.
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et puisque nh;, — oo, on obtient
lim,, o, Var [ﬁ Y K (”‘;j() HD (_9(’*2;’@)} =0.

Ainsi —= 3" K (%) HW (9(92—;1/> converge en moyenne qaudratique

vers 0. Par conséquent
— > K (%) HW (%) 24 0. En combinant cela avec (3.18) et
(B.19), on obtient que +/nhk|fo1(z,0(z)) — fui(z,0(z))| == 0.

Etape 2 Nous prouvons que limn_m V/nhiE fn,l(x, 0(x)) =
En procédant comme dans (3.16) on obtient

VAL o 002) = /g (Efuate 000 - X 0,00 )
:m//m { e — )_whn)_%;@”] dzduw

oy & f(x,0(x)) 0°f(x,0(x))  2*hy O*f(a,y")
= 4 K _ n
nh, / / (2)H { &L’ay wha 0y? + 2 0x20y
w?hy P f(x*, y") 2 P f (", y")

ou (z*,y*) compris entre (z,y) et (v — zhy,,y — why,).

Donc les hypotheses Ny, Ny, N3 et N5 donnent

VnhAiEf 1 (z,0(z)) = O(\/nh8) = 0 as n — oo.

Etape 3 Nous prouvons que /nht[f,1(x,0(z)) — E fo1(z, 6(x))] est asymp-
totiquement normal.
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Nous avons /nhi[f,1(z,0(x)) — Efu1(z,0(x)] = 20, Lin,

N

ou

Fin = Vnh2 \  Se(Z) = Su(Z;) Vnh? Sr(Zi) = 51(Z:)

Il suffit donc d’appliquer le théoréme central limite de Lindeberg, pour

! (1{&-1}H£”<e<x>>m<x>>_ ! E(l{ai1}H§”<9<x>>m<x>),

cela il faut vérifier que pour tout € > 0

n

. 1 )
e Var(3 L Lin) 2 b (Li’"l{lLi,nbe Var(sr, Li,m) =0

En vertu de la bornitude de HV) et K (voir remarque 3.2/ et 1’ hypothese
Np) et la relation (3.12), on a

C
|L17n| S .

nh% infte[T’,T](SR(t) — SL(t))

Ainsi, l'inégalité de Chebyshev-Bienayme permet d’écrire

n

1

E (L? 1 )
Var(S", Lin) ; in L e/ VAT, L)

C
< — .
— e(infyepr 1 (Sr(t) — Si(t)))*nh2Var(y/nhi foi(x, 6(x))

Il reste a calculer lim,,_,, Var(y/nh? fn,l(x, 0(x)). Nous avons
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Var(y/nhi fi (2, 0(z)) = nVar(Ly )
L Var (1{51:1}&( LS ><9<x>>>

Sr(Z1) — Si(Z1)
_ 1 Ve K3 () (H{V)2(0(x))
(Sr(Z1) — SL(Z1))?

_ L sy Ki(2) HV(0(x)\ _
E( EREAREATS )“Al B

D’une part, la relation (3.16) pour p = 1, I'hypothese Nj et le fait que

dy peIIIl | C
h ( SR(Zl> Sl (Zl) TLE f ,1(:[:,0(,%‘)) — “

De plus, en utilisant (3.3) et un changement de variable, on obtient

M [ o@)-vi\\>
K@ [ oo (B (%52)) |
h? (Sr(Y1) = SL(V1))?

‘i/ K (x_u)/ o (%50) 2f(U|X1)fx(U)dudv

1

— w)dzdw.

D‘

l\)
\
—
:‘ﬁ

=
(Y]
:*lN
N——
S— —
=
=
N
e
N—
N—
[N}
—
)
|
N
>
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Soit a = min(G') et b = max(G’) (a > 0 car G’ C]0, co), puisque HY) a un
support compact, il existe v > 0 tel que —v < % <v,donc —vh, <w <
vh,,. Alors, pour n assez grand, ona —1 < w < § et (0(x) —w) € [5,b+ 1].

Ainsi, Ay = & [ [ K* (h—> (H{” (%)>2gb(m—z,0(x)—w)dzdw,01‘1 (u, v) =

fu,v)
Sr(v)—SL (V) 1[%§v§b+1}'

A partir de la nous pouvons montrer comme dans le théoreme de Bochner

(voir le théoreme 1A de Parzen| (1962)) que

im _ f(x,0(z)) 20 (HD (w)2dzdw
i A= g sy | OO w s

Etape 4 Dans cette étape, montrons que f,, »(z, 0,(z)) N w.

En effet, notons que

Foali () = LD <o) - HLELAD)

Oy? 0y?
0*f(x,0,(x))  0*f(z,0(x))
+ Oy? B Oy? '

Pour le deuxieme terme, puisque 6,,(z) N 6(x) (grace au théoreme
pour G = {z}) et puisque 6, (z) est entre 6, () et §(x), nous avons 6, (z) N
0(x).

Donc, £@0n(@) P, 5%

5 — = (2)) par la continuité de %.

Pour le premier terme, nous avons

. 821 (x, . . . "
sup a1~ ZLED < sup | ot ) = Fuato] + sup |Fuato) — Efoatin
Y Y Y
r azf('ru y) ’
+sup |Efno(x,y) — ———=|.




Chapitre 3. Les propriétiés asymptotiques de I'estimateur a noyau du mode conditionnel dans la
présence des données doublement censurées 63

i. En vertu du Lemme3.1]pour p=2, on en déduit que

lim sup |fn72(x, y) — fmg(l', y)| =0 p.s. (3.20)

n—00 yeG’
ii. En vertu du Lemme[3.3|avec p=2, on obtient

lim sup |fn,2(xa y) - Efn,Q(xa y)| =0 p-s. (321)

n—o00 yeG’
iii. Enfin, en appliquant le Lemme [3.2]avec p = 2, on obtient

=0, ps.

. 1 2f(z
limy, 00 SUpPyeqr ‘Efn,Q('ra y) - %

En combinant cela avec (3.20) et (3.21), on peut voir que

SUP,ecr Foa(z,y) — %‘ 50 quand n — oo. En combinant cette

convergence avec les étapes 1, 2 et 3, nous obtenons le résultat voulu.

O



Chapitre 4
Simulation et données réelles

Dans ce chapitre nous nous intéressons a la présentation de nos études des
prévisions mais cette fois sur des données générées et finies pour les deux
phénomenes de censure mixte et double .

Dans un premier temps, nous commengons par étudier le comportemant
de l'estimateur de la fonction de la médiane conditionnelle qui est un cas
particulier de I’estimateur de la fonction du quantile conditionnel ( on met
p=1/2 dans la relation (2.12)) et par comparer sa qualité avec la vraie fonc-
tion de médiane pour certains modeles .

Dans un second temps, nous nous concentrons sur la prévision via le mode
conditionnel sur des données générées finies afin d’ examiner la bonne
performance de son estimateur. En outre nous réalisons des simulations
sur la normalité asymptotique sur des échantillons finis pour illustrer nos
études. En fin nous appliquons notre estimateur sur des données
réelles pour confirmer nos résultats théoriques.

64
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4.1 Etude numérique I

Dans cette section, nous allons illustrer nos résultats théoriques par une
étude de simulation sur des données générées qui est menée pour évaluer
la performance de l'estimateur non pramétrique de la fonction de la mé-
diane conditionnelle comme annoncé avant. On génere n points selon les
deux modeéles connus suivants.

Le modele linéaire M1:Y = X + 0, 2,

Le modele non linéaire M2 : Y = exp(0,5X — 0,9) + 0,2¢ ot les vaa.r. X
et e sont générés suivant une loi exponentielle de parametre 1/3 et une loi
normale standard respectivement.

Nous prenons un noyau d’Epanechnikov pour K et la fonction de distri-
bution H(z) = [*__ 3(1 — 2%)1j9,1(2)dz. En ce qui concerne la fenétre, cette
derniére est sélectionnée par minimisation de la distance maximale entre
'estimateur et la fonction de la médiane conditionnelle théorique sur un
ensemble de valeurs de fenétre dans %, € [0,0.3].

Les variables de censures sont générés suivant des lois exponentielle, les
parametres de ces lois ; et v, sont choisis de facon a ajuster le pourcentage
de censure (CR) et on a ajouté 0.01 a la variable de censure a droite pour
confirmer ’hypothese Nj.

1) Effet de la taille d’échantillon : Grace aux figures (4.1) et (4.2), il est
possible de vérifier les performances de 1'estimateur non paramétrique
de la fonction médiane conditionnelle pour un taux de censure fixe, nous
pouvons observer une amélioration de la qualité d’ajustement a la droite
théorique lorsque n augmente. Et la méme remarque pour le modele non
linéaire.

2) Effet du taux de censure : Les figures 4.3 et 4.4 illustrent la simulation de
I'estimateur non paramétrique de la fonction médiane conditionnelle pour
une taille d’échantillon fixe et une variation du taux de censure, nous pou-
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FIGURE 4.4 — M2, n = 500 et de gauche a droite CR = 0%, CR ~ 30% et
CR~ 60%

vons voir que lorsque le taux de censure augmente, la qualité d’ajustement
se détériore légerement pour les deux modeles.
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4.2 Etude numérique II

4.2.1 Laconvergence

Nous examinons d’abord les performances pour des échantillons finis de
l’estimation du mode conditionnel 6,,(z), introduit dans (3.7), pour les mo-
deles usuels suivants.

M1:Y = X +0,2¢, M2:Y = exp(0,5X —0,9) +0,2¢;etM3:Y =
cos(1,5X)+0,2¢, ot les via.r. X et e sont indépendantes et suivent respec-
tivement la loi exponentielle de parametre 1/3 et la loi normale standard .
La variable de censure a droite est choisie comme R = L+V/, ol la variable
de censure a gauche L et la variable V' suivent la distribution exponentielle
avec les parametres \; et A\, respectivement. Cela garantit que L est plus
petit que R p.s. puisqu’il s’agit de modeles de données doublement cen-
surés. Nous prenons différentes valeurs de \; et A\, pour obtenir différents
taux de censure (CR). On choisit le méme noyau d’Epanechnikov pour
K et H. Enfin, on utilise une fenétre optimale obtenue en minimisant la
norme supremum entre la densité conditionnelle estimée et la vraie sur
un ensemble de valeurs de la fenétre sur [0, 0.3].

Nous évaluons d’abord I'effet des taux de censure en fixant la taille d’échan-
tillon (Figures 1 — 3). Ensuite, nous fixons le taux de censure pour véri-
tier 'effet de la taille d’échantillon les figures 4-6. En conclusion, comme
on peut s’y attendre, la qualité de 1’ajustement s’améliore lorsque la taille
d’échantillon augmente ou que le taux de censure diminue. Aussi, la qua-
lité de 1’estimation semble étre acceptable a travers tous nos résultats.
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FIGURE 4.6 — M2, n = 300 et de gauche a droite CR = 0%, CR ~ 30% et
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FIGURE 4.7 — M3, n = 500 et de gauche a droite CR = 0%, CR ~ 30% et
CR~ 60%



Chapitre 4. Simulation et données réelles

70

o
— True curve
Estimated curve

7 - True cuve
Estimated curve

7 = True curve
Estimated curve

FIGURE 4.8 — M1, CR ~ 30% et de gauche

n = 500

7 - True curve
~ Estimated curve

- True curve
— Estimated curve

= 300, et
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4.2.2 Normalité asymptotique

Dans cette partie, nous montrons le comportement gaussien 1’estimateur
du mode conditionnel 6, (x). On utilise les mémes modeles de régression
M1, M2 et M3 du paragraphe précédent et on considére pour chaque
modele, le cas correspondant a un taux de censure d’environ 30%. A un
point fixé z € R (qui sera précisé pour chaque modéle), on géneére 200
échantillons de taille 300 des variables X, Y, R et L et on calcule la valeur
de 6,(x) qui correspond a chaque échantillon. Ensuite, on centre ces va-
leurs en supprimant ¢(z) et on les normalise en divisant par 1’écart-type.
Pour comparer la distribution d’échantillon obtenu avec la distribution
gaussienne, nous tragons 1’histogramme de cet échantillon et son estima-
teur de densité a noyau par rapport a la densité de la distribution gaus-
sienne standard. Nous utilisons également le graphique Q-Q plot comme
outil supplémentaire pour vérifier la normalité. Les résultats obtenus sont
donnés dans les figures 7—9 ci-dessous. Ces résultats sont en faveur d"une
bonne approximation par la distribution normale standard de la distribu-
tion asymptotique de 6, (z) convenablement normalisée.
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4.3 Application et données réelles

Dans cette section, nous appliquons notre méthodologie sur les données
de transplantation cardiaque de Stanford. Cet ensemble de données se
trouve dans Miller et Halpern! (1982) ainsi que quelques explications a son
sujet. Il contient les durées de survie des patients ayant requ une trans-
plantation cardiaque. Suivant Miller et Halpern| (1982) nous ne traitons
que n = 157 patients pour les quels le score d’inadéquation 75 est connu.
Comme dans Miller et Halpern (1982) et Shen| (2012), la variable réponse
dans notre étude est le log;, du temps de survie (en jours). Par ailleurs, la
variable explicative est 1’age au moment de la greffe. Le temps de survie
est censuré a droite et nous avons 55 observations censurées a droite et 102
observations completes. On procede comme dans Shen|(2012) pour inclure
la censure a gauche. Plus précisément, on génere 102 variables (L;);<;<102a
partir de la distribution uniforme sur l'intervalle [1, 3] et on prend le maxi-
mum entre les log,, du temps de survie ( les observations complétes) et
L;. Cela donne un échantillon doublement censuré. Nous obtenons 55 de
données complétes, 55 de données censurées a droite et 47 censurées a
gauche.

Soit (Z;)1<i<n 'échantillon doublement censuré obtenu, (¢;)1<i<, 1'indica-
teur de censure correspondant et (X;);<;<, désigne "échantillon de la va-
riable explicative (1'age au moment de la greffe). Nous procédons comme
suit. On divise I'échantillon (X}, Z;, 6;)1<i<» en deux parties : ’échantillon
d’apprentissage et I’échantillon de test. L'échantillon d’apprentissage est
composé de 79 observations et I’échantillon de test est composé des 78 res-
tants. En utilisant le méme noyau d’Epanechnikov pour K et H et la tech-
nique de validation croisée pour choisir la fenétre optimale, nous nous ba-
sons sur 1’échantillon d’apprentissage pour calculer I’estimateur du mode
conditionnel 6,,(X;) (80 < ¢ < 157) pour les valeurs X; de 1’échantillon test.
Ensuite, nous représentons les valeurs prédites (6,,(X;))so<i<157 par rap-
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FIGURE 4.14 — Prédiction du mode conditionnel

port aux vraies valeurs (Z;)so<i<157 ce qui donne la figure 10. Nous tragons
également la premiére bissectrice pour montrer la qualité de la prédiction.
On remarque que le nuage de points (Z;, 0,(X;))so<i<157 est proche de la
premiére bissectrice ce qui montre que 1'estimation du mode conditionnel
¢, donne une bonne prédiction des valeurs Z;. Ceci est confirmé par le
calcul de I'erreur moyenne quadratique suivante :

157
1

e L) — . 2 —
MSE = — > (0.(X:) — Z;)* = 0,3337.

1=80



Extensions et perspectives

Il reste beacoup de questions sans réponses :

e Dans le chapitre 2, nous n’avons obtenu qu'un résultat de convergence.
Il serait alors intéressant d’étudier la normalité asymptotiques de 1’esti-
mateur de la fonction du quantile conditionnel par la méthode du double
noyaux. On pourra aussi penser a étudier ce dernier dans le cadre dépen-
dant (sous divers types de dependances : ¢p-mélange, a-mélange, associa-
tion, etc).

o Il serait aussi intéressant d’étudier le comportement de 'estimation de
la fonction du quantile conditionnel dans le cadre de données doublement
censurées dans un contexte non-paramétrique.

e Une question importante concernant 1'étude des propriétés asympto-
tiques des différents outils de prévision pour des données dépendantes
I serait donc intéressant d’étudier la loi du logarithme itéré pour le pro-
cessus empirique dans ce contexte

e Une autre piste consiste a étendre nos travaux au cas d'un espace de
dimension infinie.
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Résumé

Dans cette these, nous nous intéressons a la prévision non-paramétrique
via l'estimation du mode conditionnel et du quantile conditionnel.

Les modeéles considérés ici sont les modéles censurés aléatoirement, le pre-
mier selon Turnbull/(1974), on observe dans ce contexte le max(min(X, R), L)
avec L < R presque slirement et qui est utilisé dans différents domaines
pratiques. Le second modéle selon Patilea et Rolin/ (2006) est semblable au
modele doublement censuré mais X, i et L sont indépendantes.

Nous réservons un chapitre a construire un estimateur du quantile condi-
tionnel basé sur des données soumises a la censure mixte, ensuite nous
étudions la convergence uniforme presque compléte en précisant la vi-
tesse de convergence sous des conditions usuelles.

Un autre intérét est de proposer et d’étudier un estimateur a noyau de la
fonction du mode conditionnel pour un échantillon constitué de variable
i.i.d et que la variable d'intérét est sujette a une censure double. Nous mon-
trons la convergence presque siire de cet estimateur . Enfin, nous établis-
sons sa normalité asymptotique.

Des études de simulation sont conduites afin de tester les comportements
de nos estimateurs pour un échantillon de taille finie et pour valider nos
résultats de la normalité asymptotique . Enfin nous appliquons notre es-
timateur du mode conditionnel sur des données de transplantation car-
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diaque de Stanford , en se basant sur les travaux de Miller et Halpern
(1982) et|Shen! (2012) .

Mots clés : la censure mixte, la censure double, la convergence presque
slire, non-pramétrique, taux de convergence presque complete, la norma-
lité asymptotique, estimateur du quantile conditionennel, estimateur du
mode conditionnel, simulation, application.



Abstract

In this thesis, we are interested in non-parametric prediction according to
the conditional mode and conditional quantile estimation.

The models considered here are the randomly censored models, the first
according toTurnbull (1974), we observe in this context the max(min(X, R), L)
with L < R almost surely and which is used in different practical fields.
The second model according to Patilea et Rolin| (2006) is similar to the
double censored model but X, R and L are independent.

We reserve a chapter to construct a conditional quantile estimator when
the variable of interest is twice censored, then we study the uniform almost
complete convergence by specifying the rate of convergence , under usual
conditions.

Another interesting topic is to propose and study a kernel estimator of
the conditional mode function for a sample consisting of r.r.v. variables
and such that the variable of interest is subject to double censoring. We
prove the almost sure convergence of this estimator. Finally, we establish
its asymptotic normality.

Simulation studies are conducted in order to the behavior of our estima-
tors for a sample of finite size and to validate our results of asymptotic nor-
mality. Finally we apply our conditional mode estimator on heart trans-
plant data from Stanford, basing on the work of Miller et Halpern| (1982)
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and Shen| (2012).

Keywords : Twice censoship, double censorship, non-parametric, almost
sure convergence, almost complete convergence rate, the asymptotic nor-
mality, conditional quantile estimator, conditional mode estimator , simu-
lation, application.
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