REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L'ENSEIGNEMENT SUPERIEUR
ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
UNIVERSITE MENTOURI CONSTANTINE

FACULTE DES SCIENCES EXACTES
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

THESE

Présentée pour |'obtention du diplédme de:
DOCTORAT EN SCIENCES
Theme
Etude Spectrale d'une Classe de Problemes
aux Limites non Locaux

Option
EQUATIONSDIFFERENTIELLES

Par :
ABDELHAK BERKANE

Devant lejury :

Président: A.L.MARHOUNE Prof Univ. Constantine

Rapporteur: M.DENCHE Prof Univ. Constantine

Examinateurs. A.AIBECHE Prof Univ. Setif
B.SAADALLAH Pr of E.N.S.Kouba
L.CHORFI Prof Univ. Annaba
N.HAMRI Pr of Univ.Constantine

Soutenuele . . . .




Remer ciements

C'est tout naturellement que mes premiers remerciements sadressent a
monsieur e professeur M. DENCHE pour I'attention et la disponibilité
dont il asu faire preuve au cours de ces années de thése.

Je voudrai s également remercier les membres de mon jury Mr A. L.
MARHOUNE professeur al'université de Constantine, Mr A.AIBECHE
professeur al'université de Setif, Mr B. SAADALLAH professeur al'ENS
Kouba, Mr L. CHORFI professeur al'université de Annaba et Mr
N.HAMRI professeur al'université de Constantine pour I'honneur qu'ils
m'ont fait en portant leur attention sur ce travail.

Enfin je terminerai en remerciant mon épouse pour le soutien moral
dont elle a su me gratifier durant cette période.



gadlal)

Cwe 3y Andad ALiald Aalead s Al 20 Hal Jaall 138 aiady
‘;AM\M\UALEJALJ.& Qﬁcé}iﬁ\:\.ﬁj\

Jae Allaall Jall dglan g 5 35n 5 el @IS 5 4y 5 pam oy i i
ool Gyl Ul i Jadi e Jall o Cadis laaay i )

sy Sise sn Ay pad) Al g Al Jigall of S s
5 Asna fige dadd g cidy el Juleadl o da g ydaall Al joiad o) Al
e Ja s Aidd Al o3¢ Jal) o



Résume

Cetravail est consacré al'éude d'un probleme aux limites pour une
égquation différentielle abstraite du premier ordre avec condition aux
limites du type intégrale. On établit des conditions necessaires et
suffisantes qui garantissent |'existence et I'unicité de la solution du
probléme en question, puis on établit une estimation a priori. On montre
auss que |'opérateur engendré par le probleme étudie est un opérateur de
Fredholm. Enfin on considére e probléme abordé dont le coefficient
opératoriel est perturbé par un opérateur borné, et on montre que la
solution du probleme perturbé est stable.

M ots clés. Equation Différentielle Abstraite, Semi-groupe analytique, Propriété de
Fredholm, Condition Intégrale, Probleme bien posé.



Abstract

Thiswork is devoted to the study of a problem for abstract first
order linear differential equation with integral boundary
conditions. We obtain necessary and sufficient conditions for
theunique solvability and well-posedness. We also study the
Fredholm solvability. Finally, we obtain a result of the stability
of solution with respect to small perturbation.

K eywor ds. Abstract Differential Equation, Analytic Semigroup,
Fredholm Property, Integral condition, Well-posed Problem.
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INTRODUCTION



Le premier papier consacré a un probléme aux limites non local avec conditions aux
limites du type intégrales revient a [1]. Les conditions non locales plus générales pour
différents types d’équations aux dérivées partiellles ont été considérées plus tard dans
[2, 3, 4, 5, 6, 10]. Pour les modeles physiques de tels problémes voir [1, 10, 11, 17], et
les références qui s’y trouvent. Ce travail est consacré a ’étude de certaines classes de
problémes aux limites pour une équation différentielle abstraite du premier ordre avec
condition aux limites de type intégrale. Il est composé d’une introduction et de trois
chapitres.

On commence tout d’abord au premier chapitre par un bref rappel sur les principales
notions utilisées tout le long de ce travail, & savoir les semi-groupes fortement continus,
analytiques, les opérateurs de Fredholm et les lattis de Banach.

Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude d’un probléme aux limites pour une équa-
tion différentielle abstraite du premier ordre avec condition aux limites du type intégrale.
I’étude est basée sur la réduction du probléme posé & une équation opératorielle, on
établit des conditions nécessaires et suffisantes qui permettent de garantir I'existence et
I’unicité de la solution du probléme en question, puis on établit une estimation & priori.
On montre aussi que 'opérateur engendré par le probléme étudie est un opérateur de
Fredholm. Enfin on considére le probléme abordé dont le cocfficient opératoricl cst per-
turbé par un opérateur borné, et on montre que la solution du probléme perturbé est
stable.

Au troixiéme chapitre on étudié une équation différentielle abstraite du premier ordre
avec une condition aux limites du type intégrale contenant en plus de la fonction inconnue
sa dérivée. On montre 'existence et 'unicité de la solution et on établit une estimation &
priori. On montre aussi que I'opérateur engendré par le probléme étudie est un opérateur

de Fredholm. Enfin on montre que la solution du probléme perturbé est stable.



Chapitre 1

Notions Preliminaires.

Rappellons certaines résultats qui seront utilisés tout le long de ce travail.

1.1 Rappels sur les semi-groupes

La plupart des résultats exposés dans cette section se trouvent dans [9, 12, 18].

1.1.1 Semi-groupe fortement continu

Soit E' un espace de Banach, muni de la norme ||.||. Dans toute la suite, on notera

par I, 'opérateur identité sur E.

Définition 1.1 Etant donnée une famille (U(t));>0 d’opérateurs linéaires bornés sur I,
nous dirons que cette famille est un semi-groupe fortement continu sur E si et seulement

si les trois propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) U(t+s)=U@)U(s) pour t >0 et s >0,
(ii) U(0)x = z, pour tout x € E,

(iii) Pour tout z € E fixé, 'application : t — U(#)z est continu sur [0, cof.



Un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés est aussi appelé Cy
semi-groupe.
Au semi-groupe U(t), on fait correspondre la famille d’opérateurs A, pour h > 0,

définie par

(U(h)e — @), pour h > 0 et pour ¢ € E.

S| =

A]L(')Q -

Cette famille nous permet de définir le générateur infinitésimal d’un semi-groupe.

Définition 1.2 Le générateur infinitésimal du semi-groupe (U(t))i>o est lopérateur A
définit sur le domaine

D(A) = {x e E, }lin%Ah:U existe} )

par

pour x € D(A), Az =lim Apx .

h—0

L’espace D(A) est muni de la norme du graphe [[v[| 4y = [[o] + [[Av].

Exemple 1.1 Si A est un opérateur borné, alors A est le générateur infinitésimal du

semi-groupe (U(t))i=q, 0t
o0 tn
U(t) =exp (At) = A (1.1)
n=0
Dans ce cas, t — U(t) est continue de R, dans £ (F) et est une famille des isomor-
phismes, réciproquement tout semi-groupe & famille des isomorphismes continu au sens
de la norme d’opérateurs s’écrit sous la forme (1.1) et son générateur infinitésimal est
compact. Nous allons rappeler des propriétés fondamentales d’un semi-groupe fortement

continu (U(t));>p de générateur infinitésimal A, qui serviront pour la suite. Les preuves

de ces résultats se trouvent entre autres dans les ouvrages [9, 12, 18|.

Théoréme 1.1 Soient (U(t))i>0 un semi-groupe fortement continu sur E et A son géné-

rateur infinitésimal. Alors on a les propriétés suivantes :
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(i) t — ||U(t)]| est bornée sur tout intervalle compact [0,77].
(ii) Pour tout z € F, la fonction ¢ — U(t)x est continue sur R .

(iii) U(t) est exponentiellement borné, c’est-a-dire : il existe deux constantes réelles M

et w telles que : pour tout ¢ > 0,
U] < M exp (wt) .

L’ensemble des nombres w admissibles admet une borne inférieure wy (—oo < wy <
+00), appelé taux de croissance exponentielle du semi-groupe.

wp est donné par la formule suivante :

o1 .t
wo = lim= log |U(1)]] = inf-log |U (1)

(iv) Pour tout x € Eett > 0,on a

1 t+h
tlgg}r? / U(s)xds = Ul(t)x.
t

(v) Pour tout z € Eett >0, on a

t

/U(s)xds € D(A).

0

et
t
A/U(s)xds =U(t)r — z.
0
(vi) Pour tout x € D(A) et t > 0, U(t)x € D(A), donc U(t)z est dérivable et on a

dU (t)x
dt

=AU(t)z = U(t)Ax.

(vii) Pour tout z € D(A) et t > 0,5 >0,

t

Ut — U(s)a = / U(r)Azdr = ]AU(T)MT.

S



Corollaire 1.1 Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu

(U(t))=0 sur E, alors D(A) est dense dans E et A est un opérateur fermé.

Remarque 1.1 D’apres le corollaire, le graphe de A est un sous espace fermé du produit
E x E. Alors, on peut munir D(A) d’une structure d’espace de Banach en considérant

sur D(A) la norme, dite norme du graphe, définie par :

Pour tout « € D(A),

o1l peay = 1ol + [[Av]] -

Il est clair qu’un semi-groupe définit au plus un générateur infinitésimal. Le résul-
tat suivant montre que la réciproque cst vraic ¢t qu'un scmi-groupe liné¢aire est cn fait

caracterisé par son générateur infinitésimal, d’ou I'expression :

Théoréme 1.2 Soient (U(t))>oet (V(t))i>0 deux semi-groupes fortement continus de
méme générateur infinitésimal A. Alors U(t) = V(t) pour tout t > 0. Le lien entre le
semi-groupe et son générateur infinitésimal, est établi au moyen de la résolvante du géné-

rateur.

Théoréme 1.3 Soient E un espace de Banach et A le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe U (t) sur E, tel que ||U (t)|| < Mexp (wt). Si B est un opérateur linéaire borné
sur E, alors A+ B est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe S (t)de classe Cy sur
E, qui vérifie

IS (t)]| < Mexp(w—+ M| BJ)t.

Définition 1.3 Soit A un opérateur linéaire fermé dans E.

(a) L’ensemble résolvant de A, noté p(A) est

p(A) = {\ € C /(A — A) lexiste et born¢ dans E}, i.e. 'ensemble des \ pour les-

quels les trois propriétés suivantes sont vérifiés :



(1) (M — A) est injectif,
(i) RN — A)=FE,
(iii) (M — A)~! est un opérateur borné.
Pour un opérateur fermé le théoréme du graphe fermé donne (iii) a partir de (i) et
(ii). On définit pourA € p(A), la résolvante de A par
R(AA) = (M — A)7!

(b) Le spectre de A est 'ensemble o(A) = C\p(A).

Théoréme 1.4 (Hille-Yosida) Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un opéra-
teur fermé A, o domaine dense D(A), soit le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
fortement continu, est qu’il existe deux réels M et w tels que : VA € R, A > w,on a
A€ p(A) et

IR, A < M -, pour tout n > 1.

1
(A —w)n
Théoréme 1.5 Soient (U(t))i>0 un semi-groupe fortement continu sur F, wq le taur de

croissance exponentielle de U (t) dont le générateur infinitésimal est A. Alors,

(1) Pour tout z € E et A > wg, p=A+ipu, ona
R(p, A)x = /exp(—pt) U(t)xdt.
0

(2) Pour tout x € D(A) et v > maz(0,w), on a

t y+ioc
" 1 dp
J(s)rds = — t A)—.
[ = o [ e o) Rip )%
0 y—ioc

1.1.2 Semi-groupe compact

Définition 1.4 Un Cy semi-groupe (U(t))i>o sur E est dit compact pour tout t > to si
U(t) : X — X est un opérateur compact pour tout t > to ; (U(t))i>0 sur E est dit compact

si U(t) est compact pour tout t > 0.



Remarque 1.2 Si (U(t))i>o est compact, alors en particulier I est compact et E est
nécessairement de dimension finie. Si U(ty) est compact pour un certain t; > 0, alors

U(t) est compact pour tout t > ty.

Théoréme 1.6 Soit (U(t))i=o un Cy semi-groupe. Si U(t) est compact pour tout t > t,

alors U(t) est continu au sens de la norme d’opérateurs pour tout t > ty.

Théoréme 1.7 Soit (U(t))i>0 un Cy semi-groupe et A son générateur infinitésimal.
(U(t))e=0 est compact si et seulement si U(t) est continu au sens de la norme d’opérateurs

pour tout t > 0 et R(\, A) est compact pour un X\ € p(A).

Théoréme 1.8 Un opérateur linéaire A avec p(A) # (0, est a résolvante compacte si

R(X, A) est compact pour un X € p(A).

Théoréme 1.9 Soient (U(t))i>0 un Cy semi-groupe et A son générateur infinitésimal de
domaine D(A) avec p(A) # 0, on pose Ly = (D(A), |||/l pa)) les assertions suivantes

sont équivalentes :

(i) A est a résolvante compacte.

(ii) L’injection canonique i : Fy, — FE est compacte.

1.1.3 Opérateurs sectoriels ou du type (p,M)

Définition 1.5 Soit A un opérateur linéaire sur E. On dit que A est sectoriel si les deux

propriétés suivantes sont satisfaites :

(1) A est fermé, & domaine D(A) dense dans F,

(2) Jp €)0, 5[, IM > 1 et a € R, tels que :

Sap =N € C\NFaet p <l|arg(A—a)| <7} C p(A)

10



et

M
YA e S, ., |RO A < ——.
S P H ( )H |A—CL|

On dit aussi que A est de type (¢, M).
Exemple 1.2 Si A est un opérateur linéaire et borné sur E. Alors, A est sectoriel.

Si A est un opérateur auto-adjoint & domaine dense dans un espace de Hilbert, alors

A est sectoriel.

Proposition 1.1 Si A est sectoriel sur E et B est un opérateur linéaire tel que :

(i) D(A) c D(B),

(ii) Yoz € D(A),Ve > 0,3k(c) > 0
I1B(@)|| < e [[A(x)]| + k(o) [l]

Alors, A + B est sectoriel sur F.

1.1.4 Semi-groupe analytique

Définition 1.6 Un semi-groupe (U(t));>0 sur un espace de Banach E, est dit semi-groupe

analytique, si pour tout t > 0, les opérateurs U(t) sont linéaires continus et vérifient :

(i) U(0) =1, pour tout t > 0et s >0,U(t+s) = U(t)U(s),
(ii) Ve € E lim U(t)z = =,
t—0+

(iii) Vx € E, lapplication : t — U(t)x est analytique sur |0, co].

Théoréme 1.10 Si —A est un opérateur sectoriel sur E, alors A est le générateur infi-

nitésimal d’un semi-groupe analytique, noté (U(t))i>o0, avec

U(t) = % / exp (M) RO, A)d),

11



ou I' est un contour dans p(A) avec : lim arg\ = £0, pour un certain 0 € |5, 7[. Et

|A|—o0

alors, U(t) est analytique sur un secteur :
S ={t#0;]|argt| < e},
contenant l’aze réel positif, et si VA € o(A), ReX > 0, alors :
IU(t)|| < cexp(—at),

et
¢
|AU (t)|| < - XD (—at).
Ici c et a sont des constantes, indépendantes de t. Réciproquement, si A est le générateur

infinitésimal d’un semi-groupe analytique, alors —A est sectoriel.

Proposition 1.2 Pour qu’un semi-groupe (U(t))i>o soit analytique sur E, il suffit qu’il

soit différentiable et que sa dérivée vérifie

[

vt €0, T, || DU (t)u|| < T, pour un certain T > 0.

1.1.5 Rappels d’Analyse Fonctionnelle

Théoréme 1.11 Soit A : E — F un opérateur linéaire borné, oi E et F sont deux
espaces de Banach sur le méme corps k. Si l'opérateur inverse A= . F — E existe, alors

il est borné.

Théoréme 1.12 Soient un espace de Banach E et un opérateur A € L (E) tel que ||A]] <

1. Alors I — A est continiment inversible et vérifie la majoration

. 1
I = A7 = =y

Théoréme 1.13 Soient un espace de Banach E et deux opérateurs A, B € L (E). Sup-

posons que A soit contindment inversible et que |[B — A|| < |A~Y||”". Alors B est conti-

nament inversible et vérifie la majoration

A~

-1
1570 = =y
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Définition 1.7 Soient E et F' deux espaces de Banach sur le méme corpsk. Un opérateur
linéaire borné A : E — F est appelé un opérateur de Fredholm si dim N (A) < oo et
codim R (A) < oo. Nous noterons F (E, F) l'ensemble de tous les opérateurs de Fredholm

de E dans F.

Définition 1.8 L’indice d’un opérateur de Fredholm est la fonction o valeurs entiéres
suivante :
ind : F(E,F)—1Z
A +— ind(A)=dim N (A) —codim R (A).

Proposition 1.3 Soit A : E — F un opérateur linéaire de Fredholm, ot E et F sont
deux espaces de Banach sur le méme corps k. Alors

(1) A est surjectif si, et seulement si ind (A) = dim N (A).

(2) A est injectif si, et seulement si dim N (A) = 0.

(3) A cst bijectif si, ¢t sculement si ind (A) = dim N (A) = 0.

(4) L’équation Au = b, u € E, est bien posée si, et seulement si ind (A) = dim N (A) =

0.

Théoréme 1.14 Soient E et F deuxr espaces de Banach sur le méme corps k. Alors
opérateur

B+ (C: E — F est de Fredholm d’indice zero sous les conditions suivantes :
(i) L’opérateur linéaire B : E — F est borné et bijectif,

(ii) L’opérateur linéaire C': E — F' est compact.

1.1.6 Lattis de Banach

Définition 1.9 Un espace vectoriel E sur R, muni d’une relation de l'ordre <, est appelé

un espace vectoriel ordonné si ces axiomes sont satisfaits

13



(LO); v S y= 2+ 2 < y+ 2z pour tout z,y,z € K,
(LO); x Sy = Az < \y pour tout 7,y € F et A € Ry.

Un lattis vectoriel est un espace vectoriel ordonné tels que = V y = sup{z,y} et
x Ay = inf {x,y} existent pour tout z,y € E.

Un lattis vectoriel est appelé aussi un espace de Riesz ou un lattis linéaire. Si (E, <)
est un espace vectoriel ordonné, le sous ensemble F, = {z € F: x = 0} est appelé un

cone positif de F. Les éléments x € £, sont appelés positifs.

Définition 1.10 Soit E un lattis vectoriel. Pour tout x € E, on définit 7 =2V 0,2~ =
(—x) VO, |z| =2V (—x). 7,27 et || sont appelés la partie positive, la partie négative,

et le module (ou la valeur absolu) de x, respectiverment.

Proposition 1.4 Soit E un lattis vectoriel. Pour tout x € K, on a x = 27 — 1 et

|z| =at + 2.

Définition 1.11 Soit FE, F' deux espaces vectoriels ordonnés et soit T : £ — F un
opérateur linéaire. T est appelé positif (dans le symbole : T = 0) si Tx =2 0 pour tout
x = 0;T est appelé strictement positif (dans le symbole : T > 0) si Tx > 0 pour tout

x> 0.

Proposition 1.5 Si E, F' sont des espaces vectoriels ordonnés, l’ensemble K C L(E, F)
de tous les opérateurs linéatres positifs satisfait K + K C K et A\K C K pour tout A = 0.
Si KN —K = {0}, alors K est le cone positif pour un ordre appelé ordre canonique de
L(E,F); si F'# {0}, KN —K = {0} est équivalente & E = E, — E_ est vérifiée, en

particulier, toutes les fois E est un lattis vectoriel.

Définition 1.12 Soit I un lattis vectoriel. Une semi-norme (norme) p sur E est appelée
une lattis semi-norme (lattis norme) si |z| < |y| implique p(z) < p(y) pour tout x, y € E.
Si p est une lattis norme sur E, la paire (E,p) est appelée un latlis vectoriel normé si, de

plus, (E,p) est complet il est appelé un lattis de Banach.

14



CHAPITRE II
Probléme aux Limites pour une Equation Différentielle

Abstraite du Premier Ordre avec Condition Intégrale.
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Chapitre 2

Probléme aux Limites pour une
Equation Différentielle Abstraite du
Premier Ordre avec Condition

Intégrale.

2.1 Introduction

Le premier papier consacré a ’étude d’un probléme aux limites non local avec des
condition du types intégrales revient a [1]. Les conditions non locales plus générales pour
différents types d’équations aux dérivées partiellles ont été considérées plus tard dans
[2, 3, 4, 5, 6, 10]. Ce chapitre est consacré a 1’étude d'un probléme aux limites pour
une équation différentielle abstraite du premier ordre avec condition aux limites du type
intégrale. L’étude est faite par la réduction du probléme & une équation opératorielle,
on établit sous certaines conditions imposées sur le coefficient opératoriel des conditions
nécessaires et suffisantes qui garantissent 'existence et I'uncité de la solution, puis on

établit une estimation & priori. On montre aussi que 'opérateur engendré par le probléme
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étudié est un opérateur de Fredholm. Enfin on considére le cas ou le coeflicient opératoriel
est perturbé par un opérateur borné, et on montre que la solution du probléme perturbé

est stable.

2.2 Position du Probléme

Dans l'espace de Banach E on considére I'equation différentielle

du(t)
dt

= Au(t), 0<t<T, (2.1)

ou A est un opérateur fermé définit de E dans E a domaine dense D (A) et générateur

infinitésimal d’un Cy semi-groupe U(t), 0 <t < T.

Définition 2.1 La fonction u(t) = U(t)f, 0 < t < T, correspondante a un certain élé-
ment f € E est dite solution généralisée de l'équation (2.1). Si, de plus , f € D (A), alors

la solution u(t) = U(t)f est dite solution classique.

Remarque 2.1 Dans le cas ot f € D (A), [ coincide avec l’état initial u(0) de la solution

corréspondante u(t).

Supposons que 1'élément [ est inconnue, et qu’a 1’équation (2.1), on associe la condi-

tion supplémentaire
T

/w(t)u(t)dt =g, (2.2)

ol g € E est donnée. Ici w(t) est une fonction scalaire mesurable a variation bornée sur

l'intervalle [0, 7] .

Remarque 2.2 L’intégrale figurant dans (2.2) est bien définie au sens de Bochner pour

toute fonction u(t) = U(t)f.

Définition 2.2 On appelle solution généralisée du probléme (2.1), (2.2) toute fonction

u(t) = U(t)f, 0 < t < T, correspondante & un certain élément f € E et vérifiant la
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condition (2.2). Si, de plus, f € D (A), alors la solution correspondante u(t) = U(t)f du

probléeme(2.1), (2.2) est dite solution classique.

2.3 Existence et unicité de la solution

Tl est clair qu'une solution généralisée de 1'équation (2.1) peut étre representée sous la
forme u(t) = U(t)f, on f € E. Par conséquent, la fonction u(t) = U(t)f est une solution

généralisée du probléme (2.1), (2.2) si elle vérifie I'équation

T
[~y (23
0
Notation. On note par B l'opérateur définit de £ dans £ par
Bf =g, (24)

ol

T
Bf = /w(t)U(t)fdt.
0
Remarque 2.3 Lopératuer B est borné de E dans F.
Ainsi on a le lemme suivant.
Lemme 2.1 L'opérateur B applique E dans D(A).

Démonstration. Tout d’abord si f € D(A), alors u(t) = U(t)f est une solution
classique de P'équation (2.1) ct

d

U(WAS = AU@)f = SO0
Par conséquent
T T
BAf = [ w®)U(t)Afdt = /w(t)AU(t)fdt.
0 0
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Comme A est un opérateur fermé, il s’ensuit que

T

/ W) AU (L) fdt — A / w(U(L) fdl — ABY.

0

D’ou Bf € D(A), et en plus

ABf = [wioZwon = [wwdvo.

En utilisant une intégration par parties, on obtient

T

[uwdw®n = w@us -wor - [ Vo).

0

Considérons maintenant le cas ot f est un élément arbitraire de £, comme D(A) est
dense dans E alors il existe une suite {f,} C D(A) convergente vers f.

Comme B est un opérateur borné, alors Bf,, — Bf et

ABf, = wT)U(T) o = wl0)f — [ U@ fudw(e) —
w(T)U(T)f —w(0)f — /U(t)fd(w(t)),pour n — 00.

0
De nouveau comme A est un opérateur fermé, il s’ensuit que Bf € D(A) et

T
ABf = w(D)U(@)] = w0 - [ V@O Fdlw() 2.5)
0
Donc, pour tout f € E on conclut que Bf € D(A). m

Remarque 2.4 Si g € END(A), alors le probleme (2.1), (2.2) n’admet pas de solution

généralisée.
Remarque 2.5 La solution f est classique i.e, f € D (A) si, et seulement g € D (A?).

Démonstration. Notons par

Bi={gC B u(t)=U®) ], ou f € D(A)},
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et montrons que Fy = D(A4?). On a
=B(D(A)) =B ((M ~A)™'E)=B(R\(A) E).

Tout d’abord montrons que Ry (A) et B commuttent.En effet soit f € E, on a

T T

BR(A)f = [w®U 0 R it = [w® B0 (0 fi,

0 0

et comme Ry (A) est fermé, alors

BRy (A) f = Ry (A <7w fdt) Ry (A) Bf.
0
Donc
BRy(A)f = Ry (A) Bf Vf € E.
Dot
BRy(A) = Ry (A) B.
D'ici on a

Ey=B(D(A)=B(\ - A) ' E)

d’otl le resultat. m

Lemme 2.2 Pour tout g € D (A), la fonction u(t) = U(t)f est une solution généralisée

du probleme (2.1), (2.2) si, et seulement si l’élément [ satisfait 'équation opératorielle

Uf =19, (2.6)
ol
U=J- K+ )L, (2.7)
avec J, K, et L sont des opérateurs bornés définis par
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J=w(0)], (2.8)

K = w(T)U(T) + / U (t)d(—w(t)), (2.9)
L= / w(t)U (#)dt, (2.10)

et l'élément W € F dans 'équation (2.6) & la forme
U= (M —A)g (2.11)
Remarque 2.6 Les intégrales des fonctions opératorielles sont définies au sens de la

topologie forte de L (E).

Démonstration du Lemme 2.2. Supposons que pour tout g € D (A) la fonction
u(t) = U(t) f est une solution généralisée du probléme (2.1), (2.2), alors la fonction u(t) =

U(t)f veérifie 'équation
w(t)U(t) fdt = g.

En appliquant Popérateur (A — A), ot A € p(A) & cette derniére, on obtient

M —A) [ wt)U)fdt = (N — A)g.

O\s = O\ﬂ

Comme 'opérateur A est fermé, il s’ensuit que

T T
= /\/ (t)fdt — /w () fdt = (AN — A) g, (2.12)
0 0
d’autre part, comme la fonction u(t) = U(¢)f est une solution généralisée de 1’équation

(2.1), on a

A / W)U () fdt — / w()AU(L) fdt = / w(t)U () fdt — / w(t)%(U(t) £)dt
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T

Y / WU (1) fdt — / w)d (UL)f) = (A — A) g.

En intégrant par parties le terme

Juwawon,
on obtient
/w(t)d(U(f)f) = w(T)U(T) f —w(0)f - /U(t)fd (w(t)) . (2.13)

De (2.12) et (2.13) on trouve

Y / WU ) fdt — w(TYU(T)f + w(0)f — / Ut)fd(—w(t)) = (M — A) g

Ainsi donc on a bien I’équation opératorielle pour 1’élément f

Uf=Jf —Kf+\Lf=1. (2.14)

ou J, K, et L sont des opérateurs linéaires définis par les formules (2.8), (2.9), (2.10)
respectivement et 1’élement ¥ est definit par (2.11).

Il reste maintenant & montrer que les opérateurs définis par les formules (2.8), (2.9), (2.10)
sont bornés.

Il est clair que 'opérateur J est un opérateur borné.

D’autre part de (2.9) on a pour tout f € F

T T

1571 = |wmyo @+ [ Usd o) < lu@u@s)+ | [ v

0 0

< () (s, 10071) + ( sup 10001 ) Var {-uio)} 1)

< (el (sup 10O1) + (sup 101 Var (=)} ) 151 = 1.

0<t<T
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ol C > 0 est une constante indépendante de f. Ainsi opérateur K est borné.

De (2.10) on a pour tout f € FE

0<t<T

T
1L = / w(t)U () fdt|| < Tsuplw(®)| sup U]
. 0<t<T

< (Tsup |w(t)] sup IU(t)II) A< CIAI
0<t<T

0<t<T

ou C' > 0 est une constante indépendante de f. D’ou l'opérateur L est borné.
Réciproquement supposons que pour tout g € D (A) Iélément f est une solution de
I’équation opératorielle

Uf=Jf—-Kf+ALf =1,

ie.,

w(0)f — w(TU(T)[ — / Ut fd(—w(t) + A [ wU)fd = (M — Ay, (2.15)

St~

De nouveau en intégrant par parties le terme

—w(T)U(T)f + w(0)f - / Ut) fd (~w(®))
on obtient

—w(TYU(T)f +w(0)f +w(T)U(T)f —w(0)f —

St~

WA U f) = — / wt)d (U@ F).

D’ici et de (2.15), résulte que

v [wwuinsa - [wodUa) = 0= ),

d’on

E (U@)f)dt = (N — A)g.

/\/Tw(t)U(t)fdt/Tw(t) i

De nouveau comme A est un opérateur fermé et la fonction u(t) = U(t)f est une solution

généralisée de 'équation (2.1) alors on a
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T

A / WO U(t) fdt — A / WU fdt — (AT — A) g,
d’on

(M — A) [ wUE)fdt = (A — A) g,

St~

comme \ € p(A) alors

M — A= A) [ w)U@)fdt = (N —A) (M —A)g,

St~

d’on

w(t)U(t) fdt = g.

Ct~—~—x

Ainsi la fonction u(t) = U(t) f est une solution généralisée du probleme (2.1), (2.2). D’ou

le lemme est démontré.

Remarque 2.7 Dans la définition de l'opérateur U et I’élément W, on a choisit le para-
métre \ arbitrairement dans p(A) et ce pour montrer l’équivalence entre le probléeme (2.1),
(2.2) et équation opératorielle (2.6). Puisque ce choix ne joue pas un réle important dans
le raisonnement ci-dessus. D’ot par la suite on va considérér \ fixé dans p(A) pour que

Uopérateur U et I'élément U, soient déterminés d’une maniére unique.

Théoréme 2.1 Pour tout g € D (A) le probléme (2.1), (2.2) admet une solution géné-

ralisée unique si, et seulement si U™' € L (E).

Démonstration. L’équivalence du probléme (2.1), (2.2) et 'équation (2.6) découle
du Lemme 2.2. Montrons que pour ’éxistence et I'unicité de la solution généralisée du
probleéme (2.1), (2.2) il est nécessaire et suffisant que U™ € L (FE).

La suffisance est évidente, en effet, si U™t € L (F), alors la fonction u(t) = U(t)f, o

f = U710, ct ¥ cst défini par (2.11), scra la solution généralisée unique du probléme
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(2.1), (2.2).

Nécessité : Supposons que pour tout g € D (A) le probleme (2.1), (2.2) admet une solution
généralisée unique. Alors pour tout ¥ défini par (2.11) il existe une solution unique de
(2.6). D’autre part si g € D (A), alors I’élément U € E. Par conséquent, (2.6) admet une
solution unique f pour tout ¥ dans E, i.e., 'opérateur inverse U~} : E — F existe, puisque
l'opérateur U est borné, par le théoréme de Banach sur ’homoemorphisme, U~ € L (E),

ainsi le théoréme est démontré. m

2.4 Estimation & priori

Maintenant on montre que pour la solution du probléme (2.1), (2.2) on a I'estimation

& priori suivante.

Théoréme 2.2 Supposons que pour tout g € D (A) le probléme (2.1), (2.2) admet une

solution généralisée unique. Alors pour cette solution on a l’estimation
lu()] < Cllgll) (2.16)
ot C > 0 est une constante indépendante de g.

Démonstration. Spposons que le probléme (2.1), (2.2) admet une solution généra-

lisée unique. Alors en vertu du Théoréme 2.1 cette solution s’écrit sous la forme
u(t) =U(t)f, on f=U", U 'eL(E),
et ’élément ¥ est donné par la formule (2.11). Par conséquent,
A1 < [lo= e

D’ici, on a

lu(@|| =V < sup U@ < sup U@ IS]]
0<t<T 0<t<T
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<sup |[U@)|||[U| %] = sup [[U@)][||U ] (A = A) g
0<t<T 0<t<T
< C(llgll + 11 Agll) = C(llglll)

ot C' > 0 est une constante indépendante de g. Ainsi le théoréme est démontré. m

Remarque 2.8 Dans l'estimation (2.16) en general ||Ag|| ne peut pas étre remplacé par
llg|l plus exactement on ne peut pas avoir Uéstimation ||u (t)|| < C'|g||, pour tout choix

de la constante C > 0.

En effet, soit £ = BU (—o0,+00) l'espace de fonctions uniformement continues et

bornées sur R munit de la norme usuelle, ||.|| = sup |.|. Considérons le probléme suivant :
z€R

ou (z,t) _ ou (z,1)

5 pe —u(x,t), zeR, t€[0,1]; (2.17)
T
/11, (x,t)dt =g (x), x € R. (2.18)
0

Il est clair que le probléme (2.17), (2.18) s’écrit sous la forme

du(t)
4O au) (2.19)
/ w(t)dt =7, (2.20)
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ot u(x,.):[0,T] — BU (—00, +0)
t— u(z,t) =u(t)
A= (L -1),g=g(x) et u(t)=u(xzt).
Il est clair aussi que 'opérateur A est le générateur infinitésimal du Cj semi-groupe
(U (t)),50 défini par (U (t) f) (v) = exp (—t) f (z +t), ot f € B = BU (—o0,+oc). Car
A est fermé, & domaine dense, {\;Re A >0} C p(A4) et D(A) = O (—o0, +00) .
En effet on a :

D(A) = {f eE: limw (f) existe},

h—0 1

comme

lim @O0 () (z) = lim YANE@S(e)

h—o ! h—0
— lim &M (@4t)— f(x)
h—0 h
— i @RS @) f@th)+f@+h)—f(@)
h—0 h
= ,%{%Mf (@ + h) + limy, o L2110
vu le fait que
. ooexp(=h)—1
i PNy ) - ),
car f est continue, et
fle+h)— f(x) ,
1 =
}LILI(l) h f (I)

Ainsi
D(A) = {fEE:f' eE} — O (00, 100).
Estimons maintenant U (t)

Pour tout fe E f#0o0na

() fIl = sup (U (t) f) ()] = sup [exp (=) f (& + )] < exp (=t)sup|f (x)],

z€ER zeR
d’on
10 () fIl < exp (=) [ fII,Vf € Ef #0,
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ainsi

W < exp(—t).Nf € E [ #0,
alors
supl Tl < exp (1)
donc
[0 (0] < exp (~1).
Posons
9(2) = g0 (o) =~ s () — exp (= T)sin 1 (o + 7))
WZ - [cos (nz) — exp (=T cos (n (v + 7)),

et notons par
u(x,t) =uy (z,t) = exp (—t)sin(n(x + 1))
la solution correspondante du probléme (1), (2) En vertu du Théoréme 2.1 cette solution

est unique pour tout n € N. En effet on a :
T T
/un (z,t)dt = /exp (—t)sin (n(x +t))dt.
0 0
En faisant une intégration par partie deux fois on obtient :
T
/un (x,t)dt = g, (x).
0
D’autre part
2(n+1)

O — 0,m — +o0.

gnll = sup |gn ()] <
z€R
mais
|t (., 1)]] = sup |uy, (x,t)] = sup |exp (%) sin (n (z + 1))| = exp (—t) # 0 ¥t > 0.
rz€ER z€ER
Ce qui montre que I'estimation
lu (Ol < Cllgll

n’a pas lieu pour tout choix de C.
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Définition 2.3 On dira que le probléme (2.1), (2.2) est bien posé, si pour tout g € D (A)
le probléeme (2.1), (2.2) admet une soluton générlisée unique u(t) = U(t)f, ot [ € E, et

que cette solution dépend contindment du second membre.

Corollaire 2.1 Le probléeme (2.1), (2.2) est bien posé si, et seulement si U™' € L(E).

2.5 Propriété de Fredholm du probléme

On montre maintenant que sous certaines conditions ; imposées sur le coeficient opé-
ratoricl A ct la fonction poids figurant dans la condition intégrale ; 'opératcur engendré

par le probléme en question est un opérateur de Fredholm.

Définition 2.4 Le noyau du probléme (2.1), (2.2) est l'ensemble des éléments u(t) =

U(t)f, f € E qui sont solutions du probléme homogéne suivant

Si cet ensemble contient seulement 1’élément nul, alors le noyau du probleme (2.1), (2.2)

est dit trivial.

Lemme 2.3 Le noyau du probléme (2.1), (2.2) coincide avec le noyau de 'opérateur U .

C’est un sous espace fermé de E.

Lemme 2.4 Yg € D (A) le probléeme (2.1), (2.2) admet une solution généralisée unique

si, et seulement si son noyau est trivial.

Corollaire 2.2 Le probléme (2.1), (2.2) est bien posé si, et seulement si son noyau est
trivial.

Enoncons maintenant le résultat princpal de cette section.
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Théoréme 2.3 Supposons que le le semigroupe U(t) est compact pour t > 0, el que la
fonction w(t) est continue & droite au point t = 0 et w(0) # 0. Alors pour le probléme

(2.1), (2.2) on a
1. Son noyau est de dimension finie ;

2. Si son noyau est trivial, alors Yg € D (A) ce probléme est bien posé.
La démonstration du Théoréme 2.3 est basée sur le lemme suivant.

Lemme 2.5 Sous les mémes conditions du théoréme précédent. Les opérateurs K et L

définis par les formules (2.9) et (2.10) sont compacts.

Démonstration. En premier lieu, montrons la compacité de L.

Soit € > 0, et
T

L= / w(t)U (1)t

&€

Puisque U(t) est un opérateur compact pour chaque t > 0, L. est compact et pour tout

f € E on a 'éstimation

0<t<e

|Lf — Lfll = /'w(t)U(f)dt < e(sup |U(t)f] sup |w(t)])
) 0<t<T

<e(sup U] sup |[w(®)]) || f]]
0<t<e 0<t<T

de plus,

e(sup [U(1)]| sup |w(t)]) [If]| — 0 quand e — 0.
0<t<e 0<t<T

Par conséquent I'opérateur L est compact comme étant une limite uniforme d’une suite
d’opérateurs compacts. Montrons maintenant la compacité de 'opérateur K. Ecrivons
Iopérateur K sous la forme
K = K, + K,
ol
Ky =w(TU(T),
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T

K, = / U () d(—w(t)).

Puisque lopérateur U(T') est compact, alors Popérateur K est compact. Pour 'opérateur

K5 soit € > 0 et
T

/U(t)d(—w(t)).

€

]{25

De nouveau puisque opérateur U(t) est compact pour chaque ¢t > 0, K. est compact, et

pour tout f € F on a I'éstimation

=)

VKaf — Kouf]| = / U(t) fa(—w(t))

0

< (p ||U<t>f||) Var {(~w(®)} §

0<t<

< (sup |rU<t>\) Var ((~w(®)} [5 /]

0<t<e

< CVar{—wt)} [5 [ 11,

de plus Var {—w(t)} |§— 0 quand £ — 07, et par conséquent K, est compact comme
étant une limite uniforme d’une suite d’opérateurs compacts. Comme la somme de deux
opérateurs compacts est compact il s’ensuit que 'opérateur K est compact, ainsi le lemme
est démontré. m

Démonstration du Théoréme 2.3. Comme w(0) # 0, alors J~! € £ (E). D’autre
part du lemme précédent les opérateurs K et I sont compacts, donc 'opérateur U =
J — K + AL est un opérateur de Fredholm. D’otl son noyau est de dimension finie. Ainsi 1
est démontré. Maintenant montrons 2. Si le noyau du probléme est trivial, alors en vertu
du Lemme 2.3 le noyau de 'opérateur U est trivial donc U~ € £ (E) car 'opérteur U est

de Fredholm. Dot le probléme (2.1), (2.2) est bien posé. Ainsi le théoréme est démontré.

Remarque 2.9 Le Théoreme 2.3 montre que lopérateur U engendré par le probléme

(2.1), (2.2) est de Fredholm d’indice zéro.
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2.6 Applications
Maintenant on va illustrer les résultats obtenus par des exemples.

Théoréme 2.4 Soit w(t) une fonction non négative non croissante pour t € (0,7 telle

que w(t) > 0 quand t — 07, et supposons que le semi-groupe U(t) satisfait l’estimation
[U(#)] < M exp(—pt),

avec les constantes M > 1, 3 > 0.

Alors le probleme (2.1), (2.2) est bien posé.
Avant d’aborder la démonstration de ce théoréme on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.6 ||.||; et |.||, sont équivalentes, ot ||.||, est définit par
I, = sup lexp(SHU ORI, 1 € E,

de plus on a

U@, < exp(=Ft).
Démonstration. On a pour tout h € £

Al < [|All; = sup [[exp(Bt)U(t)h|| = sup exp (5t) [[U(t)A]|
>0 >0

< supexp (80) Mexp(~60) 1] < M 1]
t>

t>0

On a donc, pour cette norme équivalente
Ul = sup [lexp(3s)(U(s)U ()R] = sup exp(Bs) [|(U(s + £)hl]

= sup [exp(—Ft) exp(5 (s + 1)) [[(U(s + t)h]| < exp(=F1) [l

s>0
car {s+t >0} C {s>0}. Ainsi lc lemme cst démontré.
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Remarque 2.10 Sous les conditions du théoréme précédent le spectre o(A) de l'opérateur
A est contenu dans le demi-plan {\ : Re A < — < 0}, ce qui implique que 0 € p (A),ainsi

le probleme (2.1), (2.2) est équivalent & I’équation opératorielle,
(w(O) —K)f =19,
ot Vopérateur Kest donné par( 2.9).et ¥ = —Ag.

Montrons maintenant le théoréme.
Démonstration du Théoréme 2.4. Le but de la démonstration est de montrer que

(w(0)I — K)~' € L (FE), pour cela il suffit de montrer que
1K1, < w(0).

Estimons maintenant 'opérateur K.

Pour tout f € I on a

A1 = U + [ v siu)
< lo@UE)l, + | [ U -u)

< (w(T) exp(=pT)) | fIl + /exp d(=w(t)) | [£1I-

En intégrant par parties le second membre de cette derniére inégalité, on obtient que

1K flly < (w(T)exp(=8T)) | /]| = (w(T) exp(=5T)) || /]

Fw(O) If| = | B | exp(=pt)w(t)dt | || f]]

—

0
T

O LFIl={ 8 [ exp(=B8t)w(t)dt | || f]|-
/
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T
Puisque /3 [ exp(—pt)w(t)dt est positive sous les hypothéses du théoréme, il s’ensuit que
0

T
w(0) — b’/exp(—b’t)w(t)dt < w(0),
0
donc
1K flly < w(©) | £
ainsi
1Ky < w(0).

Par conséquent en vertu du Théoréme 2.1 le probléme (2.1), (2.2) est bien posé. Ainsi le

théoréme est démontré.
Remarque 2.11 Dans le cas ou T = +oo ce résultat coincide avec [21].

Dans toute la suite nous supposerons que F est un espace de Banach ordonné par
un cone fermé E.. Si L € L (F) est un opérateur positif, i.e., L(E,) C E,, nous écrirons

L > 0. Un semigroupe U (t) est dit positif si U(t) est positif pour tout ¢ > 0.

Théoréme 2.5 Soit w(t) une fonction non négative non croissante pour t € [0,T1], telle
que w(t) > 0 quand t — 01, et supposons que le semi-groupe U(t) engendré par l’opérateur
A est positif et compact pourt > 0. Supposons que le spectre de lopérateur A est contenu
dans le demi-plan

{AeC:ReA<0}.

Alors le probléeme (2.1), (2.2) est bien posé.

Remarque 2.12 Si le semi-groupe U(t) est positif, alors R (N, A) = (A — A)~'est une

fonction opératorielle positive pour tout A € p (A). Notons par
s(A) =sup{ReA: A co(A)}

la limite spéctrale de A.
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Remarque 2.13 Si U(t) est compact, la condition
IU0)]] < M exp(—5t)

est équivalente a s(A) < 0.

Remarque 2.14 Si s(A) <0, alors 0 € p(A).

Remarque 2.15 Si U(t) est positif et s(A) < 0, alors le probléme (2.1), (2.2) est équi-

valente o l'équation opératorielle

Uf =1,
ou
U=J-K,
avec
J =w(0)I,
T

K =w(T)U(T) + / U(t)d(—w(t)).

0

Démonstration du Théoréme.2.5 En premier lieu, on montre 'unicité de la solu-
tion du probléme homogene associe au probléme (2.1), (2.2), puis, on conclut la démnstra-
tion du théoréeme a l'aide du Théoréme 2.3. Fixons un élément u(t) = U(t) f appartenant
au noyau du probléme (2.1), (2.2) et montrons que u(t) = 0, i.e., f = 0. En utilisant
le fait que l'espace F est un lattis, I’élément f s’écrit sous la forme f = fF — f,
ou ft = sup(f,0), f~ = sup(—/f,0). Il est clair que I'on a, f© > 0, /= > 0 et

inf(f*, f7) = 0. De plus, il est évident que la fonction u(t) = U(t) [ veérifie
T

/w(t)U(t)th = /w(t)U(t)fdt. (2.21)

0

Notons par ¢ I'élément de F définit par 'un des membres de 1’égalité (2.21).

De (2.21) on obtient facilement

Ao+ Jft =K  Ap+Jf =Kf, (2.22)
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ol les opérateurs J, I sont donnés par (2.8), (2.9) respectivement. On a
Ap+ Jft>0,Ap+Jf >0,
cela résulte du faite que le semi-groupe U(t) et Popérateur K sont positifs, d’ot
—Ap <inf(Jf", Jf). (2.23)

Posons x = inf(Jf*, Jf~). Comme J = w(0)I > 0, alors > 0. De plus, puisque J 1 > 0,
les inégalités Jf+ > x, Jf~ > z impliquent J~'x < inf(f*, f~) = 0, donc = < 0, on
obtient forcément que, x = 0. D’ici et de (2.22), on conclut que Ap > 0. De la Remarque

2.10 on déduit que ¢ < 0. D’autre part de la définition de ¢ on a

T

0= /w(t)U(t)f*dt > 0.

0

Donc, ¢ = 0, i.e., w(T)U(T)fT = 0, don U(T)f* = 0. D’ici et de I'éxpression de
lopérateur K, il s’ensuit que K f* = 0, et donc Jf* = 0, puisque J est inversible, alors
/1 = 0. De la méme maniére on montre que f~ = 0, et donc f = T — f = 0. Maintenant
en utilisant la compacité de U(t), et le Théoréme 2.4 on obtient le résultat. Par conséquent

le probléme (2.1), (2.2) est bien posé. D’ou le théoréme est démontré.

2.7 Probléme perturbé

Cette partie est consacrée a 1’étude du probléme (2.1), (2.2) ou le coefficient opé-
ratoricl cst perturbé par un opératcur borné, plus cxactement considérons le probléme

suivant :

du(t)
dt

= (A+ Bu(t), 0<t<T, (2.24)

/'11)(7‘,)?1,(7‘,)(17‘ =g, (2.25)

ou B € L (F). Introduisons la notation suivante A = A + B. Comme B est un opérateur
linéaire borné, Uopérateur A avec D(A) = D(A) est générateur d’un Cyy semi-groupe U (t)
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[18]. On montre que le probleme perturbé est bien posé. Plus exactement on a le théoréme

suivant :

Théoréme 2.6 Supposons que le probleme (2.1), (2.2) est bien posé. Alors il erxiste un
nombe § > 0, dépendant seulement de A et w(t), tel que si |B]| < § pour 0 <t <T', alors
le probleme (2.24), (2.2) est bien posé. Pour tout € > 0 le nombre § peut étre choisit tel
que

() = u@)|| < =gl (2:26)

ou

~

(1) = U()f et u(t) = U1/,
sont des solutions des problémes (2.1), (2.2) et (2.24), (2.25), respectivement correspon-

dant a g € D(A) donné.

Remarque 2.16 De l'estimation (2.26) résulte que Hﬂ(z‘) — u(t)H — 0 quand | B|| — 0.
Ainsi, la solution du probléme bien posé (2.1), (2.2) est stable par rapport aux faibles

perturbations de ['opérateurA.

Démonstration. Sans restreindre du cas général on peut supposer que § < 1. Nous

choisissons les constantes M et o (M > 1, a € R) telles que 'estimation
[U(0)] < M exp(ar).

est vérifiée pour le semi-groupe U(t). Dans ce cas les relations suivantes sont vérifiées pour

lc semi-groupe perturbé U (t) [18].
|| < mrexpia+ar B,

H&(t) - U(z‘)H < Mexp(at) [exp(M || B||t - 1].

Puisque ||B]| <d <1, pour 0 <¢<T ona

~

Hﬁ(t)” < M, ‘U(t) . U(t)H < My(exp(MT3) — 1). (2.27)
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(Les constantes My, Ms, ... sont des constantes dépendantes seulement des données du
probleme (2.1), (2.2), i.e., de A, et w(t)).

Par un raisonement analogue a celui du Lemme 2.2, on montre que le probléme (2.24),
(2.25) est équivalente a 1’équation opératorielle (7 } = \Tl, ol T} = } — IN( + /\Z avec les
opérateurs }, K , L définis par les formules (2.8), (2.9), (2.10) en remplacant U(t) par
U (t), et le parametre \ est choisit le méme dans p (;l) Np(A).

En effet, comme

s(A)<aets(A+B)<a+M|B| <a+ M,

alors on peut choisir A = o+ M + 1.
En utilisant la forme explicite des opérateurs U, U, et I'estimation (2.27), il est facile

de montrer que

Hﬁ - UH < My((exp(MT6) — 1)). (2.28)

En effet pour tout f € F on a

[6-0) ] = |G- rin) - s s aug|

Kf-[?f+AL7—ALfH

car JNf =Jf.
D’ou
|(T-v) | <@y |oa -vm)| i
+ oo -vo|imacuw) v fool|io - ool
< (Jw (T)| My(exp(MT8) — 1) + TMyVar {(—w(t)} |E (exp(MT6) — 1)+
+ 1Al TM, sup, w (£)] (exp(MT6) = D) | f]| <

< Ms((exp(MT3) = 1)) [/l

d’ou l'inégalité cherchée.
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De lestimation (2.28) résulte que HU -U H — 0 quand § — 0. Par conséquent, pour

¢ suffisamment petit,

U-U H peut étre choisit aussi petit que l'on veut. D’autre part

comme le probléme (2.1), (2.2) est bien posé, alors, U=! € £ (FE). Choisissons ¢ telle que

oo = po

~-1
d’ont on déduit que U € L(FE). Ce qui implique que le probleme (2.24), (2.25) est bien

posé.
Montrons P'estimation (2.26), il est clair que
~ -l
f=UWet f=U V¥,
ou U, et ¥ sont définis par la formule (2.11). En utilisant la forme explicite de \f/, ¥ et le
faite que

|w - w| <.

par conséquent

o] < rwn+|jw - | < Mgl
D’ou

~ ~—1 ~ ~
R U | R U | R

~—1
<M \U U Wl ++8[|u gl

~—1

gz\[5[ U —-uvt

+6} (lld. (2.20)

En combinant (2.29) et (2.27), on obtient

~ ~

[ —ue)| = |v@r - vwr+ U -vwys)

=lew-n+(vo-vw) |
<|vm||||F =]+ |[ve - v i

~

< Mg [ v -—-ut

+ 5} (gl + CM(exp(MTE) = 1)([l|4]l]).
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Comme
ol

U —UY —0quand § — 0,

cela résulte du faite que

H[}—UHHOquand(SHO.

Alors on a l’estimation cherchée. Ainsi le théoréme est démontré. m
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CHAPITRE III
Probléme aux Limites pour une Equation Différentielle

Abstraite du Premier Ordre avec Condition Intégrale Générale.
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Chapitre 3

Probléme aux Limites pour une
Equation Différentielle Abstraite du
Premier Ordre avec Condition

Intégrale Générale.

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a 1’étude d’un probléme aux limites pour une équation dif-
férentielle abstraite du premier ordre avec une condition aux limites du type intégrale
contenant en plus de la fonction inconnue sa dérivée. L’étude est faite par la réduction du
probléme posé & une équation opératorielle. On montre sous certaines conditions impo-
sées sur le coefficient opératoriel et les fonctions poids figurants dans la condition intégrale
que le probléme en question est equivalent a une équation opératorielle. On établit des
conditions nécéssaires ct suffisantes qui garantissent 1'éxistence ct 'unicité de la solution,
puis on établit une éstimation & priori. On montre aussi que l'opérateur engendré par

le probléme est un Fredholm. Enfin on considére le cas o le coefficient opératoriel est

42



perturbé par un opérateur borné, et on montre que la solution du probléme perturbé est

stable.

3.2 Formulation du probléme

Dans l'espace de Banach E on considére 'equation différentielle

du(t)
dt

— Au(t), 0<t<T (3.1)

ol A est un operateur fermé définit de £ dans E & domaine dense D (A) et générateur

infinitésimal d’un analytique Cj semi groupe U(t), 0 <t < T.

Définition 3.1 La fonction u(t) = U(t)f, 0 < t < T, correspondante a un certain élé-
ment [ € E est dite solution généralisée de 'équation (3.1). Si, de plus, f € D (A), alors

la solution u(t) = U(t)f est dite classique.

Remarque 3.1 Dans le cas ou f € D(A), f coincide avec l’état initiale u(0) de la

solution correspondante u(t).

Supposons que Pétat initial f est inconnue, et a ’équation (3.1) on associe la condition

supplémentaire
T

/wl(t)u(t)dt + /wg(t) dl;it) dt =g (3.2)

0

ou g € E est donnée. Ici w; () est une fonction scalaire mesurable & variation bornée sur

Iintervalle [0, 7], et wy(t) € C1[0,T]. Partout dans ce chapitre on suppose que w;(0) = 0.

Remarque 3.2 Sous les conditions précédentes lintégrale qui figurant dans (5.2) est bien

définie au sens de Bochner pour toute fonction u(t) = U(t)f.

Définition 3.2 On appelle solution généralisée du probléme (8.1), (5.2) toute fonction
u(t) = U@)f, 0 <t < T, correspondante & certain élément f € E et vérifiant la re-
lation (3.2). Si, de plus, f € D (A), alors la solution correspondante u(t) = U(t)f du

probleme(3.1), (3.2) est dite solution classique.
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3.3 Existence et unicité de la solution

Il est clair qu'une solution généralisée de 1’équation (3.1) peut étre représentée sous

la forme u(t) =U(t)f,oun f € E

Par conséquent, la fonction u(t) = U(t)f est une solution du probléme (3.1), (3.2) si elle

vérifie I’équation
r r dU(t)f
/ wi (DU (8) fdt + /wg(t)Tdt — g

0 0
En faisant une intégration par parties, on obtient

wa(TVU(T) ] + / (w1 () — wi(0)U (1) fdt = g.

Notation. On note par B l'opérateur définit de £ dans F, par

T
Bf = wo(TYU(T)f + /(wl (t) — w;(t))U(t)fdt
0
Remarque 3.3 La relation (3.3) s’écrit sous la forme
Bf =g.
Ainsi on a le lemme suivant.
Lemme 3.1 Lopérateur B est borné et applique E dans D(A).

Démonstration. Pour tout f € £ on a

17| = wﬂTﬂNTﬁﬁl/hm@M—wﬂﬂﬂNﬂfﬂ

swmnmmm+tﬂmm@mmet

< @U@+ [ [) - o) [v i a
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< lua( D U@ 1] + ( [ w0 = wi0)] dt) sup (U]

< (wm @)+ ( [ - w0 dt) OiggTUw)) 111

< (w2<T>| [V +T sup |(wa(t) = wh(t)

up wwu) T
0<t<T

< O

ou C' > 0 est une constante indépendante de f. D’ou 'opérateur B est borné.
Maintenant soit f € D(A), alors u(t) = U(t)f est une solution classique de 1’équation

(3.1) et UNAS = AU(t)f = S(U0)).

dt
Par conséquent,

T

BAf = wy(T)U(T)Af + / (wn (1) — wy(£)U (1) A fdt

= WAV + [(nlt) - @AV D fie

0

Comme A est un opérateur fermé, il s’ensuit que
T U
wa(TYAU(T) f + [(w(t) — wy(t))AU(L) fdt
0

— Awn(T)U(T)f + bf(uu(t) () (0) )

D’ou Bf € D(A), et
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En utilisant une intégration par parties, on obtient que

ABf = wp(T)AU(T) f + (wn(T) = wa(T)HU(T) f

—(w1(0) — wy(0))f - OfU(f)fd('wl(t) — wy(1)).

Considérons maintenant le cas ot f est un élément arbitraire de E, comme D(A) est
dense dans F alors il existe une suite {f,,} C D(A) convergente vers f. Comme B est un
opérateur borné, alors Bf, — DBf et

ABf, = wiTYAU(T) f, + (uwn(T) — wy(T)U(T),

— (0 (0) — wh(0)) fu — f U(#) fadon (1) — (1)) —

ws(T)AU(T)f + (un(T) — wy(T)U(T) S
(s (0) = w3 (0))f = [ V) dlar(5) — 0, quanct = .

De nouveau comme A est un opérateur fermé, il s’ensuit que Bf € D(A) et

AB = wy(T)AU(T) f + (wy(T) — wy(T)U(T) f »
—(wi(0) — wWh(0)f — [U() fd(wi(t) — w)(D)). |

0

Donc, pour toute f € E on conclut que Bf € D(A). =

Remarque 3.4 Si g € END(A), alors le probléeme (3.1), (3.2) n’admet pas de solution

généralisée.

Lemme 3.2 Pour tout g € D(A), la fonction u(t) = U(t)f est une solution généralisée

du probléme (3.1), (3.2) si, et seulement si I’élément [ satisfait I'équation opératorielle

Uf =1,
ou
Uf=Jf— Kf+ ALf.
avec J, K, L sont des opérateurs linéaires bornés définis par les formules
Jf = (w1 (0) — wy(0)) f — wy(T)AU(T) f, (3.5)
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T

K7 = (w(@) - ) 0@+ [vsa- (w0 -w0)), 69

0
T

Lf = (U + [ (wn(t) - us(0) U@ (.)

0
et

U = (A — A)g. (3.8)

Remarque 3.5 Les intégrales des fonctions opératorielles sont définies dans la topologie

forte de L (F)

Démonstration du Lemme 2.3 Supposons que pour tout g € D (A) la fonction
u(t) = U(t) f est une solution généralisée du probleéme (3.1), (3.2), alors la fonction u(t) =

U(t)f vérifie équation

T

/wﬁwwﬂhﬁ/m@ﬂgﬁﬁ—g

0 0

En intégrant par parties le terme

on obtient

w()()f+/@«)—wme@ﬂﬁ:g
0
En appliquant I'opérateur (Al — A), ou A € p(A) a cette derniére on obtient

(A — A) (( JUT)f + / (w()w;(f))U(t)fdt) — (M- A)g.

Comme 'opérateur A est fermé, il s’ensuit que

T

Nn(TYO(T) f — wn(TYAU(T) f + A / (w1 (1) — wy(£)U (1)

0

/ — wy(D)AU () fdt = (AT — A) g, (3.9)
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d’autre part, comme la fonction u(t) = U(t)f est une solution généralisée de 1’équation

(3.1), on a
Nas(T)U(T) S = wsTYAVT)S +A [ (w0) = D)V 0
/ - wz U(t) fdt
= \as(T)UD)S — wnDAUDS 42 [ ()~ w0
/T (w1 (t) — wi(t )fdf
= \es(T)UT)S = w( DAV = A [ (wn0) = )V 0)
/ —wy () (U ) f) (3.10)
— (M= A)g.
Ainsi on obtient que (3.9) est équivalente a (3.10).
De nouveau en intégrant par parties le terme
[~ wawnn,
on obtient .
[ (w0 = wsi)) a@onn) = (wil2) - wy)) v s
— (a0 = wh0)) £~ [ U7 (wn(0) - w00) (3.11)

De (3.10) et (3.11) on trouve

(11)1(0) - w;(O)> f—w(TAU(T)f — (wl(T) - w;(T)) ur)f
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T

— [0 (= (wa0) = w0) ) + DU 42 [ i) = )V 0 fae

=N —A)g.

Ainsi donc on a bien I’équation opératorielle pour 1’élément f

Uf=Jf —Kf+\Lf =1. (3.12)

Il reste maintenant a montrer que les opérateurs définis par les formules (3.6), (3.7), et
(3.8)) sont bornés.

1l est clair que I'opérateur J est un opérateur borné, car pour tout f € E on a

1771 = | (er(0) = wh(0) = wa(T)AU(T){ |
< | (wa(0) — (@) I + (D] 7 1]
< ([wn () = wh ()| + lwa) 2 ) 11

<l

ol C' > 0 est une constante indépendante de f.

D’autre part de (3.6) on a pour tout f € F

T

1571 = | (wn(T) = i) s + [ O s (= (wn(0) - 30

0

/T wi(t) = wi(t)))

< ‘(wl(T) — 11/2(T)>’ ( sup ||U(¢ )f||> <Osup ||U (¢ )f||> Var {f (wl(t) — 11)/2(75))} )

0<t<T

< | - i) v«

(1) = )| (s 00 ) +
((sup, 10GON) Var {~ (wx(0) - w300}

<

1/l
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< Ol

o C > 0 est une constante indépendante de f. Ainsi I'opérateur K est borné. De (3.7)

on a pour tout f € I

ILfI] =

wn(TU(T)f + / (wnt) — () U(0) et

< Jwa(T)U(T) f1] +

/ (wnt) — wy(t)) U0) fet

< (|w2<T>| [T+ T sup | (wn(6) — ws(t))| OigngU(t)n) 11

0<t<T

< O

ot C' > 0 est une constante indépendante de f. D’ou I'opérateur L est borné.
Réciproquement supposons que pour tout g € D (A) Pélément f est une solution de
I’équation opératoriclle

Uf=Jf—-Kf+ALf=1Y,

(1(0) = wy(0)) J = waTYAU(T) S = (wi(T) ~ wy(T)) UT)[
- / U(t)fd (— <wl(t) - w;(t))) FAw(TYU(T)f + A / (wi(t) — wiy (U () fdt (3.13)

En intégrant par parties le troixiéme terme de ’éxpression suivante

(110) = w3)) £ = (wn(D) = () U@ = [V (= (wslt) = wii1))).
on obtient

(w1(0) — w0)) £ — (wn(T) = wi(T)) UT)F + (wa(T) — wy(1)) U(D)f



__ / (wr()) = wh0) AU (1))

D’ici et de (3.13), on obient

T

Awa(TYU(T) f = wa(T)AU(T) f + A / (wr(t) — wn(E)U(E) fdt

0

/ (wl(f) — w;(t)> dU#)f) =~ A)g,

d’on
T

Awa(TYU(T) f = wa(T)AU(T) f + A / (wr(t) — wn(E)U(t) fdt

= [ (w0 = wi) 5 COS) it = 01 = A

De nouveau comme A est un opérateur fermé et la fonction u(t) = U(t)f est une solution
généralisée de 1'équation (3.1) alors on a

T

Noa(TYU(T) [ — wn(T)AU(T)f + A / (wn (1) — wy(1)U (1) ft

T

4 / (wi(t) = wh(t)) (U ) dt = (AT = A) g,

0

(Al = A) (M(T)U(T)f + /(wl(t) - wé(l‘))U(t)fdt) = (A —A4)g,

comme A € p(A) alors

(AT = 4) (A - A) (wz(T)U(T)f = [ - w;(t))U(t)fdt>

0

=M =AM = A)yg,

donc

wn(TYU(T)f + / (un(t) — wy(E)U (1) fdt = g,
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d’ot1, de nouveau en faisant une intégration par parties on obtient

/ wn (OU(L) fdt + / wQ(t)dUT(;)fdt =g

0 0
Ainsi la fonction u(t) = U(t)f est une solution généralisée du probleme (3.1), (3.2).

D’ot le lemme est démontré.

Remarque 3.6 Dans la définition de l'opérateur U et [’élément W, on a choisil le para-
métre \ arbitrairement dans p(A) et ce pour montrer l’équivalence entre le probléeme (3.1),
(5.2) et I’équation opératorielle (3.6). D’ot par la suite on va considérér \ fixé dans p(A)

pour que opérateur U et ’élément U, soient déterminés d’une maniére unique.

Théoréme 3.1 Pour tout g € D (A) le probléme (3.1), (3.2) admet une solution géné-

ralisée unique si, et seulement si U=' € L (E).

Démonstration. ’équivalence du probléme (3.1), (3.2) et I’équation (3.6) découle
du Lemme 3.2.
La suffisance est évidente, en effet, si U~™' € £ (E), alors la fonction u(t) = U(t)f, ou
f=U"10, et ¥ est défini par (3.5), sera la solution généralisée unique du probléme (3.1),
(3.2).
Nécessité : Supposons que pour tout g € D (A) le probléme (3.1), (3.2) admet une solution
généralisée unique. Alors pour tout W défini par (3.5) il existe une solution unique de (3.6).
D’autre part si g € D (A), alors I'élément ¥ € I. Par conséquent, (3.6) admet une solution
unique f pour tout ¥ dans F, i.e., I'opérateur inverse U~! : F — FE existe, puisque
I'opérateur U est borné, par le théoréme de Banach sur ’homoemorphisme, U1 € £ (E),

ainsi le théoréme est démontré. m

3.4 Estimation a priori

Dans cette partie on va montrer que pour la solution du probléme (3.1), (3.2) on a

I’estimation & priori suivante.
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Théoréme 3.2 Supposons que pour tout g € D (A) le probléme (3.1), (3.2) admet une

solution généralisée unique. Alors pour cette solution on a l’estimation

lu@)Il < C(llgll) (3.14)

ot la constante C' > O est indépendante de g.

Démonstration. Supposons que le probléeme (3.1), (3.2) admet une solution géné-
ralisée unique. Alors du Théoréme 3.1 cette solution s’écrit sous la forme u(t) = U(t)f,
ou

f=U1 Ute L(FE), et I'élément ¥ est donné par la formule (3.8).

Par conséquent

< o e
Ainsi on a
lu@)l = U@ Il < sup [[U@)fII < sup U@ S]]
0<t<T 0<t<T
<sup [UA)| U 1] = sup [[UD U II(A — A) gl
0<t<T 0<t<T
< C (gl + 1Agll) = C(llglll)

ot C' > 0 est unc constantc indépendante de g. Ainsi le théoréme cst démontré. m

Définition 3.3 On dira que le probléeme (3.1), (3.2) est bien posé, si pour tout g € D (A)
le probleme (3.1), (3.2) admet une solution généralisée unique u(t) = U(t)f, ou f € E,

et que cette solution dépend contindment du second membre.
Corollaire 3.1 Le probleme (3.1), (3.2) est bien posé si, et seulement si U™ € L (E).

Dans la suite nous utilisons constamment ce fait, sans mention spéciale.
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3.5 Propriété de Fredholm du probléme

Dans cette partie on va montrer que sous certaines conditions imposées sur les données
du probleme(3.1), (3.2) 'opérateur engendré par le probléme en question est un opérateur

de Fredholm.

Définition 3.4 Le noyau du probléme (3.1), (3.2) est 'ensemble d’élément u(t) = U(t) f,

f € E qui sont solutions du probléme homogéne suivant

) — Au(t), 0<t<T

T T
Ofwl(t)u(t)dt + Ofwz(t) W) g — 0.

Si cet ensemble contient seulement I’élément nul, alors le noyau du probléme (3.1), (3.2)

est dit trivial.

Lemme 3.3 Le noyau du probléme (3.1), (3.2) coincide avec le noyau de ’opérateur U.

C’est un sous espace fermé de E.

Lemme 3.4 Yg € D (A) le probléeme (3.1), (3.2) admet une solution généralisée unique

st, et seulement si son noyau est trivial.

Corollaire 3.2 Le probléeme (3.1), (3.2) est bien posé si, et seulement si son noyau est

trivial.
FEnongons maitenant maintenant le résultat principal de cette partie.

Théoréme 3.3 Supposons que le semi-groupe U(t) est compact pour t > 0 et que la
fonction wy(t) — wy(t) est continue o droite au point t = 0, et soit J' € L(E). Alors

pour le probléme (8.1), (3.2) on a
1. Son noyau est de dimension finie;

2. Si Son noyau est trivial, alors Vg € D (A) ce probléeme est bien posé.
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La démonstration du Théoréme 3 3 est basée sur le lemme suivant.

Lemme 3.5 Supposons que le semi-groupe U(t) est compact pourt > 0 est que la fonction
wi (1) — wy(t) est continue & droite au point t = 0 et J~' € L(E). Alors les opérateurs I

et L définis par les formules (3.6) et (3.7) sont compacts.

Démonstration. En premier lieu, nous montrons la compacité de L. Soit € > 0, et

T
L= un(UD)S + [(@n(t) = wyl)U(0 1.
£
Puisque U(#) est un opérateur compact pour chaque ¢ > 0, L. est compact.
De plus comme I’éstimation

=

ILf — Lof] = / (wn(t) — wy(1)U (1) ft

0

< e(sup U FI] sup [wi(t) — wy())
0<t<e 0<t<T

< e(sup [[U(t)]| sup
0<t<e 0<t<T

wi(t) = wy()]) 1]

cst vérifieé pour tout f € E ct

e(sup |U(1)]| sup | (wn(6) = wh(t))[) 7] — 0 quand & — 0%
0<t<T

0<t<e
alors on déduit que 'opérateur L est compact, cela résulte du faite qu’il est limite uniforme

d’une suite d’opérateurs compacts. Ecrivons 'opérateur K sous la forme
K = Kl + KQ)

ol

55



Puisque l'opérateur U(T') est compact, alors opérateur K est compact. Pour 'opérateur

K soit € > 0 et considérons

K. = / U()d(~(wy (1) — wy(t)))

De nouveau puisque Popérateur U(t) est compact pour chaque t > 0, Ky cst compact, ct

pour tout f € F on a ’éstimation

|Kof — Koof]| = / U(8) fd(— (w1 (t) — wi(t)))

< (s 17O 1) Var {~ws(0) - wson} I

< <sup ||U(t)||> var{—(wl(t) —w;(t>)} o A1

0<i<e
< CVar {= () = wi ()} 5 111

de plus Var {—(wi(t) — wy(t))} [5— 0 quand e — 07, ct par conséquent K cst compact

comme étant une limite uniforme d’une suite d’opérateurs compacts. Comme la somme

de deux opérateurs compacts est compact il s’ensuit que 'opérateur K est compact, ainsi

le lemme est démontré.

]

Démonstration du Théoréme 3.3 D’aprés le lemme précédent les opérateurs K
et L sont compacts et comme J ! € £ (F) (par hypothése) alors il s’ensuit que 'opérateur
U = J—K+M\L est un opérateur de Fredholm. D’otl son noyau est de dimenssion finie, ainsi
1 est démontré. Montrons maintenant 2. Si le noyau du probléme (3.1), (3.2) est trivial,
alors en vertu du Lemme 3.3, le noyau de I'opérateur U est trivial, donc U™' € L(E),
car l'opérateur U est de Fredholm. D’ou le probléme (3.1), (3.2) est bien posé. Ainsi le

théoréme est démontré.

Remarque 3.7 LeThéoréme 3.8 montre que l'opérateur U correspondant au probléme

(3.1), (3.2) est de Fredholm d’indice zéro.
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3.6 Applications
Dans cette partie on va illustrer les résultats obtenus par des exemples.

Théoréme 3.4 Soit wy(t) une fonction & variation bornée sur (0,1, et que ws(t) €
C1[0,T7] telles que wy(0) = wo(T) = 0; wy (t)—wsy(t) non négative non croissante ; continue
a droite a t = 0 telle que wy(0) —wy(0) > 0 et supposons que le semi-groupe U(t) engendré
par Uopérateur A satisfait lestimation ||U(t)|| < M exp(—[5t) avec les constantes M > 1,

B> 0. Alors le probléeme (3.1), (3.2) est bien posé.

Démonstration. Considérons I’équation opératorielle (3.6), sous les conditions du
théoreme cette derniere est de la forme ((wi(0) — w,(0)) I — K) f = ¥, cela résulte du
faite que le spectre o(A) est contenu dans le demi-plan {A: ReA < -3 <0}, doa 0 €
p(A). Le but de la démonstration est de montrer que ((w;(0) — w,(0)) I — K)71 e L(E)

pour cela il suffit de montrer que
1], < 1w1(0) — wy(0)
par rapport a une certaine norme ||.||, équivalente a ||.||, ou
1ply = Sup IU(t) exp(Bt)]|,h € E

1l est facile de montrer que ||U(t)||, < exp(—0t). Donc, pour cette norme équivalente, on

a pour tout f € F

1K Al = | (0) — wr Do)+ [ U5 (- (onte) — uyio)

1

< [ — s pwrs| + | [vsa (o - wr0)

1

< ((wn(®) — ) exp(1)) 1]+ | [ exp(300d(wntt) — uzie)) | 171
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En intégrant par parties le second membre de cette derniére inégalité, on obtient que

VK I, < (on(T) = wi(T)) exp(=BT) || = (s (T) — wi(T)) exp(=BT) | £]
n(0) — wi(O)) S]] — B (f exp(— 1) wi (1) — w;<t>>dt) 11
_ (<w1<o>—uv ﬁfexp ~Be) (1) — ;<t>>dt) T

T
Puisque 3 [ exp(—38t)(w(t) — wy(t))dt est positive sous les hypothéses du théoréme, il
0

s’ensuit que

T
(w1 (0) — LUQ b’/exp (wn(t) — w;(t))dt < wy(0) — w;(()).
0
donc
1Kl < (w1(0) = wn0)) £
ainsi

1], < w1(0) — wy(0).

Par conséquent le probléme (3.1), (3.2) est bien posé, d’ou le théoréme est démontré. m
Remarque 3.8 Dans le cas ot T = 400 et wy(t) =0 ce résullat coincide avec [21].

Dans toute la suite nous supposerons que F est un espace de Banach ordonné par
un cone fermé E,. Si L € L (F) est un opérateur positif, i.e., L(E,) C E, nous écrirons

L > 0. Un semi-groupe U(t) est dit positif si U(t) est positif pour tout ¢ > 0.

Théoréme 3.5 Soit wy(t) une fonction & variation bornée sur [0,T] et wo(t) € C*[0,T)]
telles que wy(0) = 0,wy(T) > 0, et w(t) — wy(t) non négative non croissante ; continue &
droite au point t = 0 telle que wy(0) — wy(0) > 0. Supposons que J~* € L(E), J~* > 0.
Supposons aussi que le semi-groupe U(t) engendré par l'operator A est positif et compact
pour t > 0. Finallement, nous supposons aussi que le spectre de l'opérateur A est contenu

dans le demi-plan {\ € C: Re X < 0}. Alors le probléme (3.1), (3.2) est bien posé.
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Remarque 3.9 Si le semi-groupe U(t) est posilif et s(A) < 0, alors le probléeme (3.1),

(3.2) est équivalent a ’équation opératorielle

Uf =0,
ol
U=J-K,
avec
J = (w1 (0) — wy(O)T — wo(T)AU(T), (3.15)
T

K = (wi(T) = ay)UD) + [ U@d(~wn(t) - (1) (3.16)

0
Démonstration du Théoréme.3.5 Montrons tout d’abord 'unicité de la solution
du probléme homogene associe au probléme (3.1), (3.2), puis, on conclut la démonstration
a laide du Théoreme 3.3. Fixons un élément u(t) = U(t)f appartenant au noyau du
probléme (3.1), (3.2) et montrons que u(t) = 0, i.e., f = 0. En utilisant le fait que ’espace
E est un lattis, ’élément [ s’écrit sous la forme f = f* — f~, de plus, il est évident que
la fonction u(t) = U(t)[f veérifie
T i
wa(U(T)f+ + [(wit) — wy()U () fHedt =
o (3.17)
= wa(TYU(T) f~ + [(un(t) — wy())U(1) [~ dt.
0
Notons par ¢ I’élément de E défint par 'un des membres de I’égalité (3.17). En appliquant

l'opérateur A a (3.17) on obtient facilement
Ap b Jft =Kf* Ap v Jf = Kf~, (3.18)

ou les opérateurs J et K sont définis dans (3.15), (3.16) respectivement. Comme le semi-
groupe U(t) et opérateur K sont positifs, alors, Ap + Jf+ >0, Ap + Jf~ > 0, et, par
conséquent,

—Ap <inf(JfT, Jf). (3.19)
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Posons o = inf(Jf*,Jf~) > 0. Comme J = (w;(0) — wy(0))] — wy(T)AU(T) > 0, alors
x > 0. De la méme maniére comme .J~! > 0 par hypothése, alors les inégalités Jf*+ > x,
Jf~ > x impliquent que J 'z < inf(f",f7) = 0. Donc x < 0. Ainsi x = 0. D’ou de
(3.19), on conclut que Ay > 0. De la Remarque 3.9 on déduit que ¢ < 0.

D’autre part de la définition de ¢ on a

T

w—wxﬂU@ﬁ++/@Mﬂ—wW»wwﬁﬁz0.

Done, ¢ = 0, i.c., wo(T)U(T)f+* =0 ct fT(wl(t) —wy(tN)U () fTdt =0, dou U(T) f+ = 0.
D’ici et de (3.16), il s’ensuit que K f+ = (E), et donc Jf = 0, puisque .J est inversible, alors
/1 = 0. De la méme maniére on montre que f~ =0, d’ou f = f© — f = 0. Maintenant en
utilisant la compacité de U(t) et le Théoréme 3.3 et la Remarque 3.9 on obtient le résultat.

Par conséquent le probléme (3.1), (3.2) est bien posé. Ainsi le théoréme est démontré.

3.7 Probléme perturbé

Cette partie est consacrée a I’étude du probléeme (3.1), (3.2) ou le coeficient opératoriel
est perturbé par un opérateur borné, plus exactement considérons le probléme suivant

du(t)
dt

= (A+ Bu(t), 0 <t < T, (3.20)

/wﬁm@ﬁ+/wmﬂgmﬁ—g (3.21)

~

ol B € L(E). Introduisons A = A + B. Puisque B est un opérateur lineaire borné,
lopérateur A avec D(A) = D(A) est générateur d’un analytique Cy semi-groupe U(t)
[18]. On montre que le probléme perturbé est bien posé. Plus exactement on a le théoréme

suivant

Théoréme 3.6 Supposons que le probleme (3.1), (3.2) est bien posé. Alors il existe un

nonbre § > 0, qui dépend seulement de A, wy(t), et wo(t) tel que si||B|| < 0 pour0 <t <T
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et wy(T') = 0, alors le probléeme (3.20), (3.21) est bien posé. Pour tout € > 0 le nombre §

peut étre choisit tel que

i) = u)| = <o, (3.22)

ou u(t) = Ut)f et u(t) = U(t)f sont des solutions des problémes (3.1), (3.2) et (3.20),

(8.21), respectivement correspondant ¢ g € D(A) donné.

Remarque 3.10 De l'estimation (3.22) résulte que

) — u(t)H 0 quand ||B|| — o.
Done, la solution du probleme bien posé (3.1), (3.2) est stable par rapport aux faibles

perturbations de 'opérateur A.

Démonstration. Sans restreindre le cas général on peut supposcr que § < 1. Nous
choisissons les constantes M et o (M > 1, a € R) telles que 'estimation ||U(¢)|| <
M exp(at) est vérifice pour le semi-groupe U(t). Dans ce cas les relations suivantes sont

vérifiées pour le semi-groupe perturbé U (t) [18] :
| < arexptia+ 1By,

Hﬁ(t) - U(t)H < Mexp(at) [exp (M ||B||t) — 1].

Puisque ||B]| <5 <1, pour 0 <t <T on a

o] <.

‘I}(t) - U(t)” < My(exp(MT6) — 1). (3.23)

(Les constantes Ny, My, ... sont dépendantes seulement des données du probléme (3.1),
(3.2) Jie., de A, wy(t), et wa(t).)

Par un raisonement analogue a celui du Lemme 3.2, om montre que le probléme (3.20),
(3.21) est équivalente a I'équation opératorielle (7 ;‘ = \fl, ol [} = N] — [N( + /\Z avec les
opérateurs }, K , L définis par les formules (3.5), (3.6), et (3.7) en remplagant U(¢) par

U (t) et le parametre A est choisit dans p (A) Np(A). En effet, comme s(A) < a et

s(A4+ B) <a+ M ||B|| < a+ M, alors on peut choisir que, par exemple, A = o+ M + 1.
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En utilisant la forme explicite des opérateurs U et U, Pestimation (3.23), on montre
facilement que

Hﬁ - UH < My((exp(MT5) — 1)). (3.24)

De l'estimation (3.24) résulte que HU -U H — 0 quand 6 — 0. Par conséquent, comme §

est suffisamment petit,

U-U H peut étre choisit aussi petit que ’on veut. D’autre part
comme le probleme (3.1), (3.2) est bien posé, alors, U~! € £ (F). Choisissons § telle que

~ o1
HU — UH < |UY". on obtient que U € L (E). D’out le probleme (3.20), (3.21) est

bien posé

I
Montrons maintenant 1’éstimation (3.22), remarquons que f = U~'¥, f =U ¥, ou ¥,
et ¥ sont définis par la formule (3.8). En utilisant la forme explicite de ¥, W et la relation

| B|| < 0, on obticnt

|| <alal,

et, par conséquent

o] < nwn+ v - v < 2nigl.

D’ou
~ ~—1 ~ ~
[r=s <l —o )| + o e -
<M U =Y gl + 8 T Nl
~—1
gzw5[zf e +6]|wu. (3.25)

En combinant (3.25) et (3.24), on obtient

~ ~ ~ ~

Ha@e) — u(t)H =

— o - p+ @ - veng|

< lg|||7 - 7| +|lrw - v 171

~—1

< Mﬁ[ u —-uvt

+ 5} gl + CMa(exp(MTd) — 1) [l[g]]| -
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Comme
ol

U —UY —0quand § — 0.

car

H[}—UHHOquand(SHO.

Alors on a l'estimation cherchée. Ainsi le théoréme est démontré. m
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