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Abstract

This thesis proposes a new distribution, called as A Size Baised Gamma Lind-
ley distribution (SBGal). Various statistical properties like stochastic ordering, mo-
ment method, maximum likelihood estimation, mean deviations and limiting distri-
bution of extreme order statistics is established. An application of the model to a
real data set is presented finally and compared with the fit attained by some other

well-known one and two parameters distributions.



Résumé

Dans cette thése nous introduisons une nouvelle distribution nomée A Size Bai-
sed Gamma Lindley(SBGal). Diverses propriétés statistiques telles que l'ordre
stochastique, la méthode du moment, I'estimation du maximum de vraisemblance,
les écarts moyens et la distribution limite des statistiques d’ordre extréme sont éta-
blies. Une application du modéle & un ensemble de données réelles est finalement
présentée et comparée a ’ajustement obtenu par d’autres distributions bien connues

a un et deux parameétres.
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Introduction

La qualité des procédures utilisées dans une analyse statistique dépend forte-
ment sur le modele de probabilité supposé ou la distribution. A cause de cela, des
efforts considérables ont été déployés dans le développement de grandes classes de
distributions de probabilité standard ainsi que des méthodologies statistiques perti-
nentes. Cependant, il reste beaucoup de problémes importants ot les données réelles
ne suivent aucune des modeles de probabilité standard.

Soit X une variable aléatoire suivant la distribution & un parameétre avec la fonc-

tion de densité ,
9 1 —0x
F+ze™ g
fla;0) = 1+6 (L)

0, sinon

Introduit par Lindley (1958). Cette distribution a suscité I'intérét de nombreux cher-
cheurs et a été généralisée plusieurs fois par divers auteurs. En premier lieu, Sankaran
(1970) utilisé (L) lorsque le parameétre suit une loi de Poisson pour dériver leur dis-

tribution de Poisson Lindley (PLD) discréte avec fonction de densité

0°(x + 0 + 2)e "
L+0) 7

frip(x;0) = x=0,1,....0 > 0.

Par ailleurs, certains chercheurs ont proposé de nouvelles classes de distributions
basées sur des modifications de la distribution de Lindley, y compris leurs propriétés.
L’idée principale est toujours dirigée en intégrant les anciennes distributions a des
structures plus flexibles voir (Ghitany et al. (2008, a), Mahmoudi and Zakerzadeh

(2010), Dolati (2010), Asgharzadeh et al. (2013), Zeghdoudi et al. (2017,2018,...).



En raison de I'existence d’un seul paramétre, la distribution de Lindley ne fournit
pas suffisamment de flexibilité pour analyser différents types de données a vie. Pour
augmenter la flexibilité a des fins de modélisation, il sera utile d’envisager d’autres
alternatives de cette distribution.

Les distributions Size Baised, constituent un cas particulier de la forme plus géné-
rale connue sous le nom de distributions pondérées. Introduites pour la premiére fois
par Fisher (1934) pour modéliser la détermination biais, les distributions pondérées
ont ensuite été formalisées dans une théorie unificatrice par Rao (1965). De telles
distributions apparaissent naturellement dans la pratique lorsque les observations
d’un échantillon sont enregistrées avec une probabilité inégale, telle que la probabilité
proportionnelle & dessins de taille (PPS). En bref, si la variable aléatoire X a la distri-
bution f(x;#), avec paramétres inconnus 6, la distribution pondérée correspondante

est de la forme

£ (0.0) = w(z) f(x;0)

E(w(X))
ot w(x) est une fonction de pondération non négative telle que E(w(X)) existe.
Un cas particulier des distributions pondérées, les distributions biaisées par la taille
est proposé par Rao (1965) lorsque la fonction pondérée est de la forme w(z) = z°,
appelée distribution d’ordre biaisé par la taille 5, ou § = 1 ou = 2, appelé longueur.

respectivement a base de zones et a zones biaisées. Par conséquent, la densité de la

distribution biaisée en longueur est définie par



fL:%, —00 < x < 00. (0.1)
Les distributions pondérées ont de nombreuses applications, nous tenons a citer
quelques-uns des résultats les plus récents sur les size baised.

Warren (1975) a été le premier a les appliquer dans le cadre de ’échantillonnage
de cellules de bois. Van Deusen (1986) est arrivé indépendamment a la théorie de la
distribution biaisée par la taille et 'appliquer a la distribution appropriée des don-
nées de diametre a hauteur d’homme (DHP) issues d’inventaires par échantillonnage
horizontal (HPS) (Grosenbaugh, 1958).

Par la suite, Lappi et Bailey (1987) ont utilisé des distributions pondérées pour
analyser les données d’incrément de diamétre HPS. Plus récemment, des distributions
pondérées ont été utilisées par Magnussen et Al. (1999) pour récupérer la distribution
des hauteurs de la canopée a partir de mesures au scanner laser. En écologie, Dennis et
Patil (1984) utilisent des méthodes stochastiques. équations différentielles pour arriver
a une distribution gamma pondérée en tant que fonction de densité de probabilité
stationnaire (PDF) pour un modeéle de population stochastique avec des effets de
prédation. Dans les pécheries, Taillie et Al. (1995) ont modélisé des populations de
stocks de poissons utilisant des distributions pondérées. Récemment, Arooj Ayesha

(2017) a introduit et étudier une nouvelle distribution nommée Size Baised Lindly

avec densité de probabilité

0*(1 +z)e % (0 +z +2)

> 0.
116 ) &

fSBL (:E,@) =
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Zeghdoudi et Nedjar (2016a, 2016b) ont récemment introduit une nouvelle distri-
bution, nommée distribution Gamma Lindley, basée sur des mélanges de distributions
gamma (2,6) et de Lindley & un paramétre. ou la fonction de densité de la variable

aléatoire X est donnée par :

0*((8+ B0 — )z + 1)
B(1+0)

z>0,0>0,08> %

fear(x;0,8) =

Dans cette thése, nous introduisons une nouvelle distribution de durée de vie en
utilisant les modeéles pondérés (Size Baised) donné par la relation (0.1).

Notre projet de recherche est structuré de la maniére suivante :

Le premier chapitre est consacré aux rappels des certaines définitions et certains
résultats qui nous utilisons par la suite a savoir : généralités et quelques distribu-
tions de probabilités, fonction W de Lambert, fonction quantile, statistiques d’ordre
extrémes, estimation MM et MV, courbe de Lorenz.

Dans le chapitre II, nous faisons une synthése sur la distribution de size baised
Lindley en nous inspirant des travaux de Lindley (1958), Ghitany et al. (2008, a) et
Arooj Ayesha (2017).

Le chapitre III se focalise sur la nouvelle distribution & deux parameétres (size bai-
sed gamma Lindley) dont on donne quelques propriétés a savoir : courbe de Lorenz,
méthode des moments, estimation du maximum de vraisemblance et la distribution de

limitation des statistiques d’ordre extréme. Plusieurs simulations sont établies pour

examiner le biais et I’erreur quadratique moyenne des estimateurs des paramétres ob-
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tenus par la méthode du maximum de vraisemblance et leur application dans I'analyse

de survie. Par ailleurs, une comparaison des distributions est obtenue.
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Chapitre 1

Généralités et quelques notions

probabiliste

Dans cette introduction on présente les caractéristiques essentielles des données a

analyser ainsi que les outils techniques permettant de décrire leur distribution.

1.1 Variables aléatoitres continues

Si on considére la variable aléatoire X (X > 0),représentant la durée de vie, alors sa
loi de probabilité peut étre définie par I'une des cinqg fonctions équivalentes suivantes
(chacune des fonctions ci-dessous peut étre obtenue a partir de I'une des fonctions).

Fonction de répartition

Soit F' la fonction de répartition de la variable X , s’il existe une fonction f
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positive, intégrable telle que :
F(x)=P(T<x)= f(t)dt (1.1)

Fonction de densité

C’est la fonction f > 0 f telle que,

/000 f(x)de =1 (1.2)

Fonction de survie

La fonction de survie pour x fixé est définie comme :
S)=P(X>z)=1-F(x),r>0 (1.3)

Sachant que S décroissante, continue a droite avec S (0) =1 et tlimS (t) = 0.
Risque instantané i (ou taux de hasard)
La fonction de risque instantané est la fonction
/(@)

h(t) = % (1.4)

Si cette fonction n’est pas une densité de probabilité on peut définir le taux de

hasard comme suit :

Pr <X <z+ Az|X > 7]
Az—0 Az

Taux de hasard cumulé H
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La fonction de risque cumulé est donnée par :

Avec I’égalité suivante entre fonction de survie et fonction de risque cumulé :
H(z) =—InS(x) (1.7)

Le temps moyen et la variance de la durée de survie

Le temps moyen de survie E(X) et la variance de la durée de survie V(X) sont

définis par les quantités suivantes :

B(X) /0 " St (1.8)

2

Var(T) — 2 /0 " S (w)dt — ( /0 N S(:c)dt) (1.9)

Ainsi on peut déduire l’espérance et la variance & partir de n’importe laquelle des

fonctions F, S, f, H,h (mais pas l'inverse).

1.2 Fonction W de Lambert

La fonction Lambert W est définie comme l'inverse & plusieurs valeurs de la fonc-

tion w —we ". Elle a de nombreuses applications en mathématiques pures et appli-

quées.
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Fic. 1.1: Fig. 1.1 : Les deux branches de la fonction de Lambert

La fonction W de Lambert (Lambert 1758) est une fonction complexe multivaluée

définie comme étant la solution de 1’équation :
W (z)exp (W (2)) = z. (1.10)

Ou z est un nombre complexe. Si z est un nombre réel tel que z > —1/e alors W(z)
devient une fonction réelle et il y a deux possibles branches réelles.

La branche réelle prenant des valeurs dans |-0o, —1] est appelée la branche négative
et notée W_j.

La branche réelle prenant des valeurs dans [—1, co[ est appelée la branche principale
et notée W, .Tous les deux réelles branches de W sont représentés sur la figure.1.1.
En plus de I’équation. (1.5), Lémeray [14] a indiqué que d’autres équations peuvent
étre résolues en termes de la fonction W de Lambert. A cet égard, le lemme suivant,

sera essentiel dans notre thése.matiére

Lemme 1.1 (Lémeray et al. [14])
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Soient a,b et ¢ des nombres complexes fixés. La solution de [’équation z+ab®* = c

par rapport a z € C est :

1 C
z=c— MW(ab log ())

Ou W représente la fonction W de Lambert.
Preuve. Pour tous nombres complexes a,b et ¢ fixés, on doit résoudre 1’équation
z + ab® = ¢ par rapport & la variable complexe z. Multiplier par blog (b) les deux

coOtés de cette équation, I’équation résultante peut étre écrite comme suit :

(¢ — z)log(b) exp((c — z)log(b)) = ab®log(b). (1.11)

On considére maintenant 1'équation (1.16) conjointement avec l’équation (1.15). Il
est clair que (¢ — z)log(b) est la fonction W de Lambert de argument complexe

ab®log(b). Par conséquent, on a
W (ablog(b)) = (c — z) log(b).

Ce qui implique le résultat souhaité. Ceci termine la preuve du lemme 1.1.

1.3 Fonction Quantile

Soit X une variable aléatoire et F' sa fonction de répartition, la fonction quantile

est définie par

Qx (u) = F7 (u) = inf {x tel que Fx (z) > u.} 0<u<]l1. (1.12)
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Pour toute valeur de u €]0, 1], la notion F'désignant I'inverse généralisé a gauche

de F.

1.4 Convergence

Définition 1.1
Une suite (X,)nen de variables aléatoires est dite convergente en probabilité vers

la variable aléatoire X si:

lim P (| X, — X|>¢) — 0,Ve > 0. (1.13)

Soit (X, )nen une suite de variables de fonction de répartition F, et X une variable
aléatoire de fonction de répartition F. On dit que la suite de variable aléatoire (X, ) en

converge en loi vers la variable aléatoire X ou en distribution si

lim F,,(z) = F(x) (1.14)

n—oo

On dit que (X,,)nn converge presque stirement vers X si

Plim X, =X)=1 (1.15)

n—oon,

La suite (X,,)ney converge en moyenne quadratique vers la variable aléatoire X si

lim E[(X, — X)*=0 (1.16)

n—oo
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Théoréme 1.1.( Théoréme central limite )
Soit (Xp)nen une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi de

probabilité, d’éspérance mathématique m et de variance o*).on pose

Zp =20 UN(0,1). (1.17)

Alors, quand n — 400, Z, tend en loi vers une variable normale centrée réduite.
La variable aléatoire Z,, converge en loi vers la loi normale centrée réduite. C’est

une conséquence du TCL qui assure que :

\/H(Xn—m) LN(O,az).

1.5 Estimation

Soit (X7, X, ...., X,,) un échontillon prélevé d’une population de la probabilité
Iy dépendant de un ou plusieurs paramétres 6.11 s’agit d’éstimer 6 sur la base de
I'observation d'un échantillon prelevé de cette polulation.

Définition 1.2

Un estimateur d’un parameétre inconnu 0 est une statistique dont la valeur est une
estimation du paramétre 0.1 estimateur d’un paramétre d’une population donnée par

un evaleur unique est dite estimation ponctuelle du parameétre.
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1.5.1 Estimateur sans Biais

Définition 1.3
Un estimateur 0 = f (1,2, ..., x,) de 0 est dit sans biais si (9) =0 (ou 0 est

le parameétre inconnu & estimer)

Biais (9) -5 (9) — 0. (1.18)
est appelé le biais de l'estimateur ou 0 est estimateur quelconque de 6, Lorsque

Biais (é) = 0, 'estimateur est dit sans biais , et si Biais (@) > 0, 'estimateur est

dit positivement biaisé.

1.5.2 Erreur quadratique moyenne

L’erreur quadratique moyenne (Mean Squared Error en anglais) appelée aussi
risque quadratique est ’espérance du carré de l’erreur entre la vraie valeur et sa
valeur estimée.

MSE (en) —E (<en - 9)2) . (1.19)

Le risque quadratique M SFE permet de mesurer 'erreur faite en estiment 6 par
O,
0, est un bon estimateur de 6 si Biais(én) est nul et si MSE (9n> est petit. Entre

deux estimateurs sans biais de #, on choisira I’estimateur possédant le plus petit risque

quadratique.
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Si le risque est faible , ’estimateur 0 est proche de . L’erreur quadratique moyenne

1.5.3 Construction d’estimateurs

Si ’on cherche & évaluer un parameétre inconnu 6 d’une loi de probabilté Py, on dis-
pose de différentes méthodes pour construire un estimateur : Méthode des Moments,

Méthode du maximum de vraisemblance...etc.

Méthode des Moments

Elle consiste & estimer les paramétres recherchés en égalisant certains moments
théoriques( espérence mathématique, variance etc...) (qui dépendent de ces para-
metres) avec leurs contreparties empiriques(moyenne empirique, variance empirique
etc...)

Autrement dit, si # = F(X), alors 'estimateur de 6 par la méthode des moments

est
. 1
0,=X=-» X, 1.20
HX; (1.20)
Plus généralement, pour 6 € O, si E(X) = (), ou ¢ est une fonction inversible,

alors I'estimateur de 6 par la méthode des moments est :
0n = 90_1<9>'

De la méme maniére, on estime la variance de la loi des X; par la variance empirique

de I'échantillon S22 =13 (X; — )_()2 :
i=1



21
Méthode du maximum de vraisemblance

Définition 1.4
Soit (X1, Xa,... X;;) un n—échantillon de loi Py, Soit fj la densité de probabilité

associée & Py. La fonction de vraisemblance de l’échantillon (X1, Xs, ... X,,)s’écrit :

L0 @1, e, 0) = 11 fx (2,50) (1.21)

Définitionl.5

On appelle estimateur du maximum de vraisemblance,la variable aléatoire réelle
0, qui maximise la fonction de vraisemblance . L’estimateur de maximum de vraisem-
blance (MV') de 6 est la variable aléatoire correspondante. Donc 0, sera en général

calculé en maximisant la log-vraisemblance :

A

0, = argmaz log L(0; x4, ..., x,).

A

Quand 0 = (04, ...,04) € O et que toutes les dérivées partielles ci-dessous existent, 0,

est solution du systéme d’équations appelées équations de vraisemblance :

\V/] - {]_, ...,d}, %IOgL(07xla wrn) = 07
J

2
O1 %logL(H;xl,...,xn) < 0.

J

1.6 Courbe de Lorenz

La courbe de Lorenz est une représentation graphique qui met en relation la

fraction "2%” d’une population détentrice d’une part d’une grandeur(richesse), a la
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part "y%” de la grandeur détenue. Elle a été développée par Max O. Lorenz en vue
d’une représentation des inégalités de revenu. Dans le cas de ’analyse des revenus, la
courbe de Lorenz L(P) représente la part du revenu total détenue par la proportion

P €0, 1] d’individus les plus pauvres :

revenu total des plus pauvres

L(P) =

revenu total

La courbe de Lorenz pour une variable aléatoire X positive est définie comme le

graphe du rapport

;f tF (1)

Lp) = L— o0<pP<1
IR0
OuP = F(x)
L(P) - E(X|X SE?;(P)’(XSx)
L(P) = E(XlE)EXS) nP (1.24)

Avec les propriétés L(p) < p, L(0) =0 et L(1) = 1. Si X représente le revenu annuel,
L(p) est la proportion du revenu total qui revient aux personnes ayant les revenus les
plus faibles de 100p%. Si tous les individus gagnent le méme revenu alors L(p) = p
pour tout p. La zone située entre la ligne L(p) = p et la courbe de Lorenz peut étre
considérée comme une mesure de I'inégalité des revenus, ou plus généralement, de la
variabilité de X, voir Gail et Gastwirth [20] et Dagum [2] pour une vaste discussion

des courbes de Lorenz.
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Chapitre 2

Distribution de Lindley et ses

applications

2.1 Introduction

Dans cette séction , on propose la distribution de Lindley a un seul parameétre et
étudier ses propriétés de base. Cette distribution est introduit par Lindley en 1958
comme combinaison d’Exp(f#) et de Gamma (2, 6). Plus de détails sur la distribution
de Lindley peuvent étre trouvés dans les travaux Ghitany et d’autres chercheurs (

[16],[17] ) .



2.2 Distribution de Lindley
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Soit Y] ~ exp(f) et Yo ~ Gamma(2,0) deux variables aléatoires indépendantes.

On considére la variable aléatoire X = Y] et X = Y, avec les probabilités respective-

ment P} = et P = 1_41r(9 sachant que 6 > 0.

0
1+0
La fonction de densité de X est donnée par :

0%(1 + x)e 0

f(z;0) = 50 z,0 >0 (2.1)
La fonction de répartition correspondante est :
F(z)=1- %e—%; r>0,0>0 (2.2)
La premiére dérivée de (2.1) est :
%f(a:) = 1(129(1 — 0 — fOz)e .
Il en résulte que
(1) pour 0 < 1, % () = 0 implique que g = 1%9 est le point critique unique &

laquelle f(z) est maximisée.
(i1) pour § > 1, L f(z) <0, c-a-d . f(x) diminue en = .

Par conséquent,le mode de cette distribution est :

e 0<0<1

Mode(X) =

0, ailleurs
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3 ——
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Fic. 2.1: Fig. 2.1 : Présentation graphique de la foncyion de densité pour quelques
valeurs de 0 , noir (6 = 0.5) ; rouge (6 = 1);bleu (0 = 2).

2.3 Moments et mesures connexes

Le moment d’ordre k de la distribution de Lindley est :

KO+ k+1)
=B (XM =" k=1,2, ...
He= B (X = o)
d’otl, on a :
o 0+2) o 20+3) | 6(0+4) 24 (0 +5)

= 0(9_‘_1)7#2 = 62 (6—.—1)7”3 = 93(9_'_1)7#’4 = 94(9+ 1)
Le moment centré d’ordre k de la distribution de Lindley est défini par :
k k
r | k—r
pe=BE{(X-p)}=>" g, (=)™
r=0 r

D’ou, on a

C0P+40+2  ,  2(0°+60°+60+2) 3 (30" + 240° 4 440 4 320 + 8)

lu2_ 92(0+1) =0 71“3_ 93(9+1)3 ,,U4: 94(0+1>4
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¢
O

FiG. 2.2: Fig. 2.2 : Présentation graphique du coefficient de variation v (noir), le
coefficient de dissymétrie/ 3, (rouge) et le coefficient d’aplatissement (B, (bleu) .

Le coefficient de variation (v), le coefficient de dissymétrie Skewness (1/5;) et le

coefficient d’aplatissement Kurtosis (f35) sont :

V4042
T 0+2
2 (6° + 66% + 66 + 2)
(0% + 40 +2)
3 (360" + 246° + 440 + 320 + 8)

(6% + 46 + 2)

Skewness(\/B,) =

Kurtosis (8y) =

Tableau 1.1. Skewness, kurtosis et coefficient de variation pour certaines valeurs

du, parameétre 0.
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0 | Skewness pour LD | Kurtosis pour LD | CV pour LD
0.1 1.42249 6.024845 0.7392464
0.5 1.512281 6.342561 0.8246211
0.9 1.600732 6.710286 0.8730337
1.3 1.670306 7.032192 0.9035183
1.7 1.723992 7.299966 0.9240714
2.1 1.765821 7.520627 0.9386284
2.5 1.798906 7.702946 0.9493337
2.9 1.825478 7.854595 0.9574452
3.3 1.847123 7.981736 0.9637429

Remarque 2.1 :
(1) v est une fonction croissante en 0 et (1/\/5) < v < lyvoirFig2.2
(i1) \/B1est une fonction croissante en 0 et \/2 < \/B; < 2; voirFig2 : 2.
(1ii) PByest une fonction croissante en 0 et 6 < 55 < 9.;v0irFig2 : 2.
Théoréme 2.1

Soit X ~ Lindley (6). Alors
Mode (X) < Median (X) < E (X).

Preuve. Soient M = Mode (X), m = Median (X) et p=E(X) = %. Depuis la



fonction de répartition de la distribution de Lindley, il en résulte que :

1—Le—(1—9), 0<0<1 1
F(M) = 1+6 ,F(me):§
0 ailleurs
et
F(N):1_+—te 0+1,
(1+6)

Notons que F'(M) est une fonction décroissante en 6 € (0, 1) et, pour tout 6 > 0,

0<F(M)<1-2e"1<(1/2).
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De méme, F(u) est une fonction croissante en 6 > 0 et (1/2) <1—3e™2 < F(u) < 1.

Enfin, étant donné que F(z) est une fonction croissante en = > 0. Il est facile de

vérifier que F(M) < F(me) = 3 < F(u), alorsona M < m < p.

2.4 Fonction de hasard et fonction de survie

Soit
. PX<z+Az|X>z) flz)  0P(1+u)
h<x)_Alggo Az C1—-F(z) 0+1+0x
et
B 0+ 140,
S(z)=1-F(x) = 7o ¢

La fonction de taux de hasard et la fonction de survie de la distribution de Lindley,

respectivement.

Remarque 2.2
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3 ot—
S(x) |
2 ——
1 _\\
O ¥ 1 t T ¥ 1 t T i
O 2 4 6 S 10
xX

Fic. 2.3: Fig. 2.3 : Présentation graphique de la fonction de survie pour quelques
valeurs de 6 , noir( #=0.5); rouge ( #=1); bleu ( §=2).

(ii) Comme ‘Lh(z) = 2111;2, h(z) est une fonction croissante en x et 60 en plus

% < h(z) < 6.

2.5 Ordre stochastique

Théoréme 1.5
Soient X ~ Lindley(6,) et Y ~ Lindley(03) : Si 01 > 0y alors X =, Y et donc
X =X, Y et X X, Y.

Preuve. Notons d’abord que

fx(@)  01(1+0,) —(61-02)t
w - Eave) 0
On a, pour #; > 60y,
d fx(t) fx(t)
Ty R T
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3 —
h(x) |
2 —
1 e
_/
O I ; I I {
O 2 4 6 8 10
X

Fic. 2.4: Fig. 2.4 : Présentation graphique de la fonction de taux de hasard pour
quelques valeurs de 6 , noir( 0=0.5); rouge ( 0=1); bleu ( 0=2).

IxW) ot décroissante en X. Alors X =i Y. Les états restants découlent des implica-

fr ()

tions dans (1.18).

2.6 Courbe de Lorenz

La courbe de Lorenz pour une variable aléatoire X positif est défini comme le
graphe du rapport

L(F(x)) = (2.3)

E(X|X < 2)F(z)
E(X)

Pour la distribution de Lindley (1.9) on a,

EX|X <z)F(z) = 0(1+6) 140

240 —0z 19
+ ¢ {§+1+9x2+2x+x6}.

Ainsi, a partir de (1.9), on obtient la courbe de Lorenz pour la distribution de Lindley
comme suit :

B 0(1+0)(1—p) |2 5
L(p)=1- @+ 0)(1+0+6m) {5—1—14—91’ +2x—|—x9}.
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Ou z = F~Y(p) avec F(-) donnée par (2.2).

2.7 Statistiques d’ordre extrémes

Si X1, ..., X,, un échantillon de n variables aléatores qui suivent la distribution de

Lindley et si X = (X;+-++X,,)/n représente la moyenne d’échantillon alors par le

Vi(X-E(X))

se rapproche de la distribution normale standard
Var(X)

théoréme central limite

quand n — oo.

Théoréme 2.3
Parfois, on serait intéressé o étudier la loi asymptotique des valeurs extrémes

M, = max(Xy,...,X,) et m, = min(Xy,...,X,), Pour la fonction de répartition

définie dans (2.2), on constate que :

1—-F(t+x)

tli@ T F (1) = exp(—0x).
et
-~ F(tr)
e

Ainst, il en résulte du Théoréme 1.4. ( Leadbetter et al. [21] ) qu’il doit y avoir les

constantes de normalisation a, > 0,b,,c, > 0 et d, de telle sorte que :

P{an(My —by) < 2} — —exp{(—bz)}.

et

P{c,(m, —d,) <z} —>1—exp(—z). (2.4)
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Comme n — o00. La forme des constantes de normalisation peut également étre dé-
terminée. Par exemple, en utilisant le Corollaire 1.1 ( Leadbetter et al. [21] ), on peut

voir que a, = 1 et b, = F7(1 —1/n) avec F(-) donnée par (2.2)

2.8 Fonction Quantile de la distribution Lindley

D’aprés la fonction de répartition de la distribution Lindley définie en (2.2). 11
convient de noter qu’est continue et strictement croissante de sorte que la fonction de
quantile X est Qx (u) = Fx' (u),0 < u < 1. Dans le résultat suivant, on donne une
expression explicite de () x en fonction de la fonction W de Lambert.

Théoréme 2.4

Pour tout 6 > 0, la fonction quantile de la distribution Lindley X est :

1 1 0+1

Ou W_y désigne la branche négative de la fonction W de Lambert.
Preuve. Pour tout 0 fize, @ > 0, soit u € (0,1). On doit résoudre ’équation Fx (x) = u

par rapport a x, pour tous X > 0 comme suit :.
O+1+0x)e ™ =(0+1)(1—u). (2.6)
En multipliant par —exp (—0 — 1) l’équation (2.6), on obtient :

—O0+1+0x)exp(—0—1—0z)=(0+1)(u—1)exp(—0—1). (2.7)
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D’aprés Uéquation (2.7), conjointement avec ['équation (2.5), on voit que — (0 + 1 + Ox)
est la fonction W de Lambert de largument réel (6 + 1) (u —1)exp (=0 — 1) .Alors,

on a

W(e}(pe(%l)(u—n)_—(0+1+9x),0<u<1. (2.8)

Toujours, pour tout 0 >= 0 et x = 0 il est immédiat que 0 +140x > 1 et il peut égale-
ment étre vérifié que puisque u € (0,1). Il pour, en prenant en compte les propriétés
de la branche négative de la fonction W de Lambert a présenté en premiér chapitre,

Iéquation (1.15) devient

0+1
W, (m(u— 1)) — —(0+1+6x). (2.9)

Ce qui implique le résultat. la preuve du théoréme est terminée.

2.9 Estimation

2.9.1 Estimation par la méthode des moments (MoM)

Etant donné un échantillon aléatoire X7, .., X,, de la distribution de Lindley

(2.1), 'estimateur des moments (MoM ) de 6 est :

—(X—l)+;/y(X—1) +8X’7>0. (210

HMOM =

Le théoréme suivant montre que 'estimateur 6,,,); de 6 est biaisé.

Théoréme 2.5
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L’estimateur 9MOM de 0 est positivement biaisée, i.e. E <9> —0>0.

2
—(t—1)+\2/t(t—1) +8t’ Vi > 0.

Preuve. Soient 0501 = g (7) et g(t)=

1

3 2
% 1+ 3t° 415t 49t 41

| >0, g(t) est strictement convexe.
[(t—1)>+8t] ¢

Comme ¢ (t) =

Ainsi, par I'inégalité de Jensen, on a E (g (7)) > g [E (7)} . Enfin, étant donné que

B(s () =) =9 (577 ) = (2.11)

On obtient
E (9M0M> > 0.
Le théoréme suivant donne la loi limite de @ MoM -

Théoréme 2.6

L’estimateur Oyron de 0 est convergeant et asymptotiquement normal :
o P 1
N (9 — 9) 2N (0, —2) . (2.12)
o
L’intervalle de confiance de 6 pour un seuil de confiance 100 (1 — «) % est donné par :

(2.13)

Ot za est le (1 — 5) percentile de la distribution normale standard.
Preuve. Etant donné p est finie, X EiR i. g (t) est une fonction continue a t = p,

g (X ) g g (1), c'est-a~dire 0 L 9. Comme o2 < 00, par le théoréeme central limite,

o1n a

Vi (X —p) 2 N (0,07). (2.14)
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En outre, puisque g (1) est différentiable et g' (1) # 0, par la méthode Delta, on a :
— P ’ 2
Vitle (%) =9 00) 2 8 (0. [ 0] 0?) 2.15)

Enfin, étant donné que

X) = 0 ' —1 1+ 3u 1
9(X) = Ororr,g(n) =0, et g (u) =5 |1+ _

2 (11— 1)* + 8u

2.9.2 Estimation par la méthode du maximum de vraisem-

blance

Soient X; ~ LD(#),i = 1,n n variables aléatoires. La fonction de logvraisemblance

est :

Ini(z;;0) =2nInf —nln(0 + 1) + Zln (z;+ 1) — nfX. (2.16)

i=1

L’estimateurs de la méthode du maximum de vraisemblance ¢ v de 6 est une solution

de I’équation :

Oolnl(z; 5,60) 2n  — n
06 6 (0+1)
On obtient
S— S— 2 J—
(X4 (X 1) X
Oy = — ,X > 0.
2X
Avec
P nl(z;; 3,0) 2 x?
PRI N
00 0 — (0z; +0)

Remarque 2.3
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L'estimateur de la méthode des moments 0 Mo €t Uestimateur du maximum de

vraisemblance 0y du paramétre 0 sont les mémes.

2.10 Simulation

Cette section étudie le comportement des estimateurs du maximum de vraisemblance 0 MV
pour un échantillon de taille finie (n). La simulation est réalisée pour chaque couple
(0;m), ou 8 =0.1,1,9 et n = 20,40, 60, 80,100. Alors on a I’algorithme suivant :
- Choisir les valeurs initiales de §y pour spécifier la distribution de Lindley ;
- Choisir la taille de I’échantillon n ;
- Générer N échantillons indépendants de taille n de LD(6);
- Calculer les estimations 6 mv de 0 pour chacun des N échantillons ;
- Calculer :

(1) La moyenne des estimateurs obtenus sur tous les NV échantillons

1N /.
biais moyen (0) = NZ <@i - @0) :

i=1

(17) L’erreur quadratique moyenne EQM des estimations simulées

EQM (0) = %ﬁ (éi . @0)2. (2.17)

1=1

Tableau 2.1 : les biais moyens de [’estimateur 0



n =01 |0=1 0=9

20 | 0.00265 | 0.03068 | 0.41459
40 | 0.00118 | 0.01699 | 0.18019
60 | 0.00090 | 0.01060 | 0.13665
80 | 0.00061 | 0.00746 | 0.09073
100 | 0.00058 | 0.00570 | 0.07728

Tableau 2.2 : la moyenne EQM de [’estimateur 0.

n | 6=01]60=1 |6=09
20 | 0.00028 | 0.03335 | 4.25425
40 | 0.00013 | 0.01543 | 1.91203
60 | 0.00009 | 0.01024 | 0.22017
80 | 0.00007 | 0.00752 | 0.90044
100 | 0.00005 | 0.00590 | 0.70490

Remarque 2.4
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(1) Le tableau 2 :1 présente un biais positif, comme indiqué dans le théoréme 2 :3

Le tableau montre également que le biais diminue (augmente) quand n(0) aug-

mente

respectivement.



38

(17) Le tableau 2 :2 montre que Uerreur quadratique moyenne diminue (aug-
mente)

lorsque n(0) augmente respectivement .

2.11 Distribution de Gamma Lindley (Gal)

2.11.1 Introduction

Dans cette subsection, on propose la distribution de Gamma Lindley. Cette dis-
tribution est introduit par H. Zeghdoudi, S. Nedjar en (2016)([9], [11] ) comme un
mélange de Gamma (2,6) et de Lindley(0).

Soit Yy ~ Gamma(2,6) et Yo ~ LD(#) deux variables aléatoires indépendantes. Pour
0>0,0> % les parameétres d’échelle et de mélange respectivement , on considére
la variable aléatoire X = Y; et X = Y5 avec les probabilités respectivement P, = %

et P2:%

La fonction de densité de X est donnée par :

0°((B+ 0 — )z + 1)e %
B(1+0)

x>0,0>0,5> (2.18)

fGaL(x; 97 6) =

Remarque 2.5

Si 5 =1, cette distribution est la distribution de Lindley LD (0).
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Par conséquent, le mode de cette distribution est :

8O+ B — 20 20
CH A

Mode(X) =4 0(B+56—0) (2.19)
0, ailleurs.
On peut facilement trouver la fonction de répartition de Gal :
(08 +B—0)(0x+1) +0)e " 0
Faa =1- ; ,0 : —. 2.2
Gar () 301 0) x>0 >06>1+0 (2.20)

Pour plus détail voir(Zeghdoudi et Nedjar [9]).

2.11.2 Moments et mesures connexes

Proposition 2.1
Soient X1, Xs, ..., X, n variables aléatoires indépendantes de GaL(0, 3). La fonc-

tion génératrice de S =Y ., X;, est donnée par :

My(t) = (%)% (%)n (2.21)
d'oi
My (t) = B(X) = <9ﬁt>2 (9§(Zf 1_)75) | (2.22)

Remarque 2.6
La fonction génératrice des moments pour X et S existent
(E(e!) < 00) si seulement si t < 0.

Corollaire 2.1
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Soit X ~ GaL(0,[3) le moment d’ordre 1,2 et la variance de X sont :

28(1+6) -6 o 680 +63— 40
65(1 +6) B(X) = BO* + o>
— (=280 + 0)2 + (2 + 60)5% — 25(80 — 330* + 26>
V) = = | (629221+9)2( :

E(X) (2.23)

Théoréme 2.6
Soit X ~ GaLD(0,8), M = Mode(X),me = Median(X) et Moyenne(X) =
w=E(X) Alors
M < me < p. (2.24)
Preuve.Voir Théoréme 1 (Zeghdoudi et Nedjar (2016))[9)].
Fonction de hasard et la La fonction de survie

Soit

 feal®)  ((B408—0)z+1)6°
1= Fgu () 0B+08—0)x+B+08

hGaL ((L’)

et

(08+B—0)(0x+1)+0)e
B(1+6)

La fonction de taux de hasard et la fonction de survie de la distribution de Gamma

SGaL(x) =1- FGaL(fL‘) =

Lindley,
respectivement.
Proposition 2.2
Soit hgar(x) la fonction de taux de risque de X . Alors hgar(x) est croissante.

Preuve. D’aprés Glaser (1980) et & partir de la fonction de densité (2.18)

(2) = foar(x) _ (820465 +a6” — 265 — 26°5)
g fear () T (B—0+08) +1 '
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2
T (B 09++ Z§)+ 1>2 > 0,Vx, 3,0 alors hg,r () est croissante.
xf — a0 +x

Ordres Stochastiques

Comme p'(z) =

Théoréme 2.7
Soient X; ~ GalL(0;,5;), i = 1,2 deux variables aléatoires.
Si 91 = 92 et 51 > 62, alors Xy <, XQ,Xl <hr XQ,Xl < Xo et X1 <.z Xo.

Preuve. On a

le (t) _ 9%52 (1 + 02)((ﬁ1 + 5191 — 91) t+ 1)6—(91—02)t
fx:(t) 038, (14 01)((By + Ba2 — 02) t + 1) '

Ixq (1)
fX2 (®)

>, on peut trouver

B101 — By + (81 — By) + (62 — 61)
(tB,01 + 15, — t01 + 1) (102 + By — thy + 1)

Pour simplifier, on utilise In (

d fX1 (t)
%m(ﬁﬂ>

A cet effet, si 6, = 65 et B < By, 0n a %ln<

>:_<91_92>+

fX1 ®
fX2 (t)

) < 0. Les états restants découlent

des implications dans (1.8).

2.11.3 Courbe de Lorenz

La courbe de Lorenz pour la distribution de Gamma Lindley

93679x

2260% + 20z + 2) L+l
28(1+6) — 0

0 0*

L(p) =1 (5+69—9)(

Ou z = F~!(p) avec F(-) donnée par (2.20).

2.11.4 Statistiques d’ordres extrémes

Si Xy, ..., X,, un échantillon de n variables aléatoires qui suivent la distribution de

Gamma Lindley et si X = (X;+--+X,,)/n représente la moyenne d’échantillon alors
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Vi(X-E(X))

par le théoréme central limite
Var(X)

se rapproche de la distribution normale
standard quand n — oo.
Théoréme 2.8

On va étudier la lot asymptotique des valeurs extrémes

M, = max(Xy,...,X,) et m, = min(Xy,...,X,), Pour la fonction de répartition

définie dans (2.20), on constate que

1= F(t+x)
t@gl——F(t) = exp(—0z).
et
F(tr)
i F(t)

Ainsi, il résulte du théoréme 1.3 (théoréeme 1.6.2 dans Leadbetter et al. [21] ) qu'il

doit y avoir normalisation constantes a,, > 0, b,,c, > 0 et d,, de telle sorte que :

Pr{a,(M, —b,) <z} — exp(—exp(—0z)).

et

Pric,(m, —d,) <z} —1—exp(—z). (2.25)

Comme n — o0. La forme des constantes de normalisation peut également étre déter-
minée. Par exemple, en utilisant le Corollaire 1.1 (Corollaire 1.6.3 de Leadbetter
et al. [21].), on peut voir que a, = 1 et b, = F~}(1 — 1/n) avec F(-) donnée par

(2.20).
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2.11.5 Fonction Quantile de la distribution de Gamma Lind-
ley

Dans le théoréme suivant, on donne une expression explicite de (Jx en fonction
de la fonction W de Lambert.
Théoréme 2.9

Pour tout 8 = 0,8 > -2 la fonction quantile de X qui suit la distribution de
1+0

Gamma Lindley est :

B B(1+0) 1 BA+0)(y—1) —_sate
QX(“)__9(5(1+9)—9>_5W—1< aro -0 ° ) 0 <u=l.

(2.26)
Ou W_y désigne la branche négative de la fonction W de Lambert.

Preuve. Voir Théorémel( Zeghdoudi et Nedjar (2016))[11] H.

2.11.6 Estimation
Estimation par la méthode des moments (MoM)

Etant donné un échantillon aléatoire Xj, ..., X,,, de la distribution de Gamma

Lindley (2.20), en utilisant le premier moment m et la variance s* on a :

_28(1+06)-6 2 — (=280 4 0)? + (2 + 60)3% — 23(50 — 336 + 20%)
B+ T 3%6% (1 + 6)
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On résout ce systéme non linéaire pour tous s > 0, m > 0, pour trouver les estimateurs

des moments 701/ ct 3 wons de 0 et B respectivement comme suit :

~

~ 1 ~
eMoM = > 3 (2m+\/§\/ —82+m2> et /BMOM = N N .
s*+m (1+8) (2 m)
(2:27)

L’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance

Soient X; ~ GaL(0,3),i = 1,n , n variables aléatoires. La fonction de logvrai-

semblance est :

Inl(x;;0,8) = 2n1n9—n1n5—nln(9+1)+iln((ﬁ—l—Gﬁ—G)xi—l—l)—Hixi. (2.28)

=1 =1

Les dérivées de Inl(x;; 0, 3) par rapport a fet 5 sont :Les deux équations (2.42) et

(2.43) ne peut pas résoudre directement, on doit utiliser la méthode de Fisher Scoring,

on a .
9%Lnl(x;;8,0) 0%Lnl(x:;3,0) é —9 OLnl(z;;3,0)
00” 9008 o1 00 (2.29)
9%Lnl(x;;8,0)  02Lnl(x;;3,0) B . 5 OLnl(x;;5,0)
oBo0 032 6=0, 0 a8 A
o b=
=Po

L’équation (2.29) peut se résoudre de fagon itérative ou 6, B, sont les valeurs
initiales de 0, (.
Les estimateurs dans le cas de I'observation unique (disons x;) pour le vecteur de

paramétres (6, ) peut étre écrit comme suit :

Oy =1
(2.30)

) 1
Buv = 112
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0 _ 28(146)—-0 __
E<‘9MV> — Tep(1+0)

(2.31)

E(BMV> = e (26 + B0 — 0 — B> + 67).

2.12 Distribution de Size Biased Lindley Distribu-

pd

tion et ses propriétés :

Les distributions biaisées par la taille apparaissent naturellement dans plusieurs
contextes forestiers et écologiques. Les relations de pouvoir simples (par exemple,
la surface terriére et le diamétre & hauteur de poitrine) entre les variables sont 1'un
de ces domaines d’intérét découlant de la perspective de la modélisation. Un autre
échantillon, un échantillon probabiliste proportionnel a la taille (PPT), se trouve dans
les méthodes les plus largement utilisées pour échantillonner les matériaux debout ou
morts et tombés dans la forét. Il est souvent souhaitable ou nécessaire d’estimer une
valeur paramétrique. modele de densité de probabilité basé sur des données biaisées
par la taille. Les méthodes traditionnelles d’égale probabilité peuvent ne pas étre
appropriées, ou peuvent étre moins efficaces dans de telles circonstances, et il est
préférable de procéder & une estimation en utilisant une théorie biaisée par la taille.

Les distributions biaisées par la taille apparaissent naturellement dans plusieurs
contextes forestiers et écologiques. Simple relations de pouvoir (par exemple, la surface
terriére et le diameétre a hauteur de poitrine) entre les variables sont une ce domaine

d’intérét découlant d’une perspective de modélisation.
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Les distributions biaisées par la taille constituent un cas particulier de la forme plus
générale connue sous le nom de distributions pondérées. Introduit pour la premiere
fois par Fisher (1934) pour modéliser la détermination biais, ensuite les distributions
pondérées ont été formalisées dans une théorie unificatrice par Rao (1965). De telles
distributions apparaissent naturellement dans la pratique lorsque les observations d’un
échantillon sont enregistrées avec une probabilité inégale, telle que de probabilité
proportionnelle & dessins de taille (PPS). En bref, si la variable aléatoire X a une
densité f(x;0), avec parameétres inconnus 6, la densité pondérée correspondante est

de la forme Size-biased distributions de forme :

o (0, g) _ @ (0
E(w(X))

ol w(z) est une fonction de pondération non négative telle que E(w(X)) existe.
Un cas particulier des distributions pondérées, les distributions biaisées par la taille
est proposé par Rao (1965) lorsque la fonction pondérée est de la forme w(z) = 27,
appelée distribution d’ordre biaisé par la taille 3, o1 8 = 1 ou § = 2, appelé longueur.
respectivement a base de zones et a zones biaisées. Par conséquent, la densité de la
distribution biaisée en longueur est défini par

xf(z,0)

fL:W, -0 < xr <00,

la densité de La distribution de Lindley sera briévement discutée

Dans cette section, on introduit la distribution de taille biaisée Lindley et étudier
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ses propriétés de base. Plusieurs propriétés de cette distribution telles que les mo-

ments, la mesure de I'asymétrie, le kurtosis, la fonction génératrice de moments, la

fonction génératrice de caractéristiques, le coefficient de la variation, de la fonction de

survie et de la fonction de risque qui sont dérivés pour comprendre plus briévement

la structure de la distribution proposée. De plus, on converti la foncion de densité de

la distibution Lindley (2.1) en son equivalent en fonction de taille (0.1).En suite, on

trouve la fonction de densité de Lindley Biaisée sous la forme suivante :

03(1 + x)e 0"

> 0.
2+0 v

fspr (z,0) =

Et la fonction de distribution cumulative du SBL est :

2 —2e7% — (24 0x) +0(1 — e (1 + 20))
240

FSBL(SE,Q): , x>0

2.12.1 Fonction de survie et fonction de hasard

On a la fonction de survie

—0z
Sspr(t) = 2: S10+2 = a6 + 220 + 20°),
et la fonction de hasard
fSBL(m) . 93(1+Z‘)

h(x) = = )
(z) 1— Fspr(z) 0 +2— 26% + 20x + 226*

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)
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2.12.2 Moments et mesures connexes

Le moment d’ordre k de la distribution de Size Baised Lindley est :

2

my, = B(X") = [(k+ DO+ k+2)] (2.36)

9k+2

d’ou, on a :

(043 6(0+4) |, 24(0+5) 120(0+6)

SR A ANl A Mt A et LA 2.37
M=o+ " e Fer™ 12 (2:37)

Le moment centré d’ordre k de la distribution de Size Baised Lindley est défini par :

E ok
o =EB{(X =)} =) i (=)

D’ot, on a
2(0 +3) 2(0° +60+6)
M1 = oo M2 — 2 2 =0,
0(0+2) 0(6 + 2)
4(6° +96% + 1800 + 12) 24 (0* + 120° + 420° + 600 + 30)
Hs = y g = :

0% (0 + 2)° 0* (0 + 2)*



SBLD 1y Lo s m Std. Dev
6 =0.1] 29.52381 | 299.7732 | 5999.784 | 449591.7 | 17.31396
0 =0.5 5.6 11.84 47.872 708.4032 | 3.44093

0 =09 ]| 2988506 | 3.584798 | 8.148448 | 65.90233 | 1.297429
0= 1.3 | 2.004662 | 1.683321 | 2.675344 | 14.75241 | 1.297429
0 =1.7| 1.494436 | 0.9650163 | 1.181765 | 4.916901 | 0.9823524
0= 2.1 | 1.184669 | 0.6207837 | 0.6188595 | 1.025826 | 0.7878983
0= 2.5 | 09777778 | 0.4306173 | 0.3620521 | 1.002462 | 0.6562144
6 =2.9 | 0.8304011 | 0.3150689 | 0.2290128 | 0.5418929 | 0.56131

6 = 3.3 | 0.7204117 | 0.2398822 | 0.1535249 | 0.3168071 | 0.4897777
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Tableau 2.3. Moments et écat type pour différentes valeurs du parameétre 6.
Le coefficient de variation (), le coefficient de dissymétrie Skewness (\ /B 1) et le

coefficient d’aplatissement Kurtosis (f,) sont :

\/2(6* 160 +6)
200+3)
4(6° + 96% + 1800 + 12)
(2(0% + 60 + 6))2
24 (0* + 126° + 426° + 600 + 30)
(2(6% + 60 + 6))2 '

~y

Skewness(\/;) =

I

Kurtosis (35)

Table 2.4. Skewness, kurtosis et le coefficient de variation de SBLD pour certaines

valeurs du parameétre 0



0 | Skewness pour SBLD | Kurtosis pour SBLD | CV pour SBLD
0.1 1.155969 5.003023 0.5864406
0.5 1.175044 5.053324 0.6144518
0.9 1.200544 5.128277 0.6335461
1.3 1.224981 5.206302 0.6472056
1.7 1.246606 5.279858 0.6573401
2.1 1.265265 5.34658 0.6650788
2.5 1.28125 5.406111 0.6711283
2.9 1.294946 5.458867 0.6759504
3.3 1.306718 5.505525 0.6798582

20
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Chapitre 3

Distribution de Size Baised

Gamma Lindley (SBGal)

immédiate propriétés

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on propose une nouvelle extension de la distribution Gamma
Lindley appelée la distribution de Size Baised Gamma Lindley (SBGaL). Plusieurs
propriétés de cette distribution telles que la méthode du moment, I’estimation du
maximum de vraisemblance et la distribution limite des statistiques d’ordre extréme
sont établies. Une étude de simulation est réalisée pour examiner le biais et ’erreur

quadratique moyenne des estimateurs du maximum de vraisemblance des parametres.
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.................... teta(1)=5.B(1)=1.5
I teta(2)=0.15.B(2)=0.25
5t teta(3)=4,B(3)=6 =
teta(d)=1.5 B(4)=1
teta(5)=0.25,B(5)=4
al teta(G)=1,BE)=3

Fic. 3.1: Fig 3.1. Présentation graphique de la fonction de densité pour quelques
valeurs de 6 .

3.2 Distribution Size Baised Gamma-Lindley (SB-

GaLD) et certaines propriétés

En faisant une transformation de la fonction de densité de la distibution Gamma
Lindley (2.18) en utilisant la formule (0.1), on trouve la fonction de densité de Size

Baised Gamma-Lindley :

63 ((B+B0—0)a?a)e0
28(1+0)—6

0

si x,0>0et 8> 15

fsBGarL(7;0;8) = (3.1)

0 sl non

Et la fonction de distribution cumulative du SBGal est :

0*(B+ 68 — 0)
26(1+6)—0

6
> +0r+1)e™siz,0>0et f>— (3.2

Fspgar(x) =1—( 150
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teta(l)=5,8(1)=1.5 N
------------ teta(@)=0.15; B(2)=0.25
teta(3)=4 ,B(3)=6
tetafdy=1.5,B{4)=1
tetal5)=0.25 B(5)=4
teta(B)=1 ,B(E)=3 i

10 15 20 25 30 35 40

Fic. 3.2: .2. Présentation graphique de la fonction de répartition pour quelques valeurs

de 0 .

Par conséquent, le mode de SBGal. est donné par :

08— 30)41/(B+05—0)2+2
(18+ﬁ2)+ (IB+/3 )+4 3266[0

9F+05-0) ) a0 !

Mode(X) =

0 si non

3.2.1 Fonction de survie et la La fonction de hasard

Les fonctions de survie et de hasard sont :

6°(B+68—-96) , L
Bare " TlErpe o (3.4)

Sspca(x) =1 — Fspaau(x) = ( 9

et

h(z) = fspgar(T) 0*((8+ 08 — 0)a® + x)

11— Fspear(x)  0(B+08—0)22+ (26(1+0)(z + 3) (3.5)
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3.3 Statistiques Moments, courbe de Lorenz et ordre

extréme

3.3.1 Moments et mesures connexes

Le kiéme moment sur 'origine du SBGalL est :

(e 6~ 1 6 (—5k+6F —1)
my, = B(X*) =3 — - — 3.6
k (X0 6~ 01 (28(1+6)—0) 25 6~ (3:6)
Proposition 3.1
Soit X1, Xo, ....... , X, nvariables aléatoires indépendantes de la distribution SBGaL(0, (3).

Puis la fonction génératrice du moment (mgf) de S =>"" | X;, est donnée par :

-1 t
Mx(t) = E(e"*) = 6° - :
0= B =G~ msa e —oe—op) 7
et
Mi(t) = 6% (e — t ) (38)
TUTT -0 (28(1+68) —0)(t—0)° '
Preuve. Soit X;, Xo, ....... , X, variables aléatoires indépendantes , nous avons

( -1 t o
(t—0)*  (26(1+065)—-0)(1t—0)°

Ms<t) = E(ets) = Mx(t)n = 93n

Remarque 3.1
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La fonction génératrice de moment pour X et S existes (E(e™) < 00) que si
<.
Corollaire 3.1

Soit X ~ SBGaL(0, ) alors la moyenne et la variance de X sont :

2 1 o 68(1+0)—40
EX) =5 -850 -0 &) = qosaro -0 (39)
3 1
Var(X) = 7210 =07 (3.10)
Preuve.
On a
a2 1 o g _ 6B(1+0)—40
BX) =M (=0 =5~ 55070 -¢ ) =M =0= 5050759
(3.11)
et la variance
2 5 3 1
Var(X) = E(X?®) — E(X) — — (3.12)

T (28(1+0)—0)
Remarque 3.2

La relation entre les moments est la suivante :

—g = Mgy — Q—_k, k=0,1,2,. ... (3.13)
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Cette égalité a été vérifiée avec démonstration par récurrence.
Théoréme 3.1
Soit X ~ SBGaL(0,5), M = mode(X), me = median(X), p = E(X), et

6>0,6> L Alors

140
M < me<pu (3.14)
Preuve.
Soit
3 2 _ 0242 g \/ﬁ 7(5+057%9)+ (5+95*9)27%
FSBGGL(M):I_([(ﬁ+9ﬁ—50)+( (B+68—06)2 — 4] )+(B+06—59)+ (B+68—6) - % G 7

(2B8(1+0)—0)(B+08—0) (B+068—0)

03—06 0)—46)* 0)—40 _6804+0)—40
Fspgar(p) =1 — <(ﬁ+ [3(26()1(%()1_2)% ) + 62%((1110))—49 + 1)e” 280+0)-7

Notez que

65(10)-40 _ [(B+08—20)+/ (B+05—0)2— 2

28(1+0)—0 ) (105=0) < 2 pour 3 >

—_— 1
1+0 (3.15)

Il est facile de vérifier que
F(M) < F(me) < F(u),

et finalement, on obtient

M < me < p.
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3.3.2 Courbe de Lorenz

La courbe de Lorenz pour une variable aléatoire positive est définie comme le
graphique du ratio
E(X \X <)

LF@) = =50

Contre F (x) avec les propriétés L(p) = p, L(1) = 1. Si X représente un revenu
annuel, L(p) est la proportion du revenu total revenant aux individus ayant les 100p%
revenus les plus bas. Si tous les individus gagnent le méme revenu, alors L(p) = p
pour tout p. La zone située entre la ligne et la courbe de Lorenz peut étre considérée
comme une mesure de 'inégalité des revenus, ou plus généralement de la variabilité
de la variabilité de x .see [27] et de [2] pour une analyse approfondie de Lorenz.
courbes. Pour la distribution exponentielle, il est bien connu que la courbe de Lorenz

est donnée par :

L(p) =p{p+ (1 —p)log(1l —p)}

Pour la distribution en (3.2),

_ oo 6
E(X \X <2)F(2)=5550057-6—3 B(GHGG)_@[(5—1—0[3—«9)(5+6x+30x2+02x3)+2—|—2«9x+02x2)

Ainsi, en (3.2) nous obtenons la courbe de Lorenz pour la distribution Size Biased

Gamma Lindley comme
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2
(28(140)—0)(LAPEI=0) 12 1 914 1)[(8+05—0) (8 +63-+3022+0%2%)+2+200+0%22]e 0

1 _ 28(1+6)—0
L(p) =1 (68(14+0)—40) [ or—g w+7+ 5] (3.16)
ou z = F~1(p) avecF(.)donné par (3.2).
3.3.3 Statistiques de commande extrémes
Si X1,..., X, est un échantillon aléatoire de (3.1) et si X = Zt=tXn designe
I’échantillon signifie alors par le théoréeme de la limite centrale habituelle \/ﬁ()\(’—]?g))
ar

se rapproche de la distribution normale standard comme n — oo. Parfois, on serait
intéressé par 'asymptotique des valeurs extrémes M, = max (Xy,..., X,,) et m, =

min (X, ..., X,,). Pour le c.d.f. en (3.5), on peut voir queet

1—-F(t+ ) 02

tlg?ol——F(t) =e (3.17)
F(tx)
o F () (3.18)

Ainsi, il ressort du théoréme 1.6.2 de [21] doit étre des constantes de normalisation

Gy by, ¢, >0 et d, telque :

P(a, (M, —b,) <z) — e

n—o0

(3.19)

La forme des constantes normatives peut également étre déterminée. Par exemple, en

utilisant le corollaire 1.6.3 dans [21], on peut voir que a, = 1 et b, = F~! (1 — %)

avec F'(.) donné par (3.5 ).
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3.4 Estimation des parameétres

3.4.1 Estimation du maximum de vraisemblance (ML)

Dans cette section, nous discuterons de ’estimation ponctuelle sur les paramétres
qui indexent la fonction .Laissez la fonction log-vraisemblance d’une seule observation

(disons) pour le vecteur de parameétre s’écrivant comme suit :

Ini(z;0,8) =30 +In((8+608—0)x; +1)+Inz; — 0x; —In(26(1 +60) —0) (3.20)

Les dérivées de Inl(x;;0) par rapport & 6 et 3 sont :

dinl(x;0,5) 3 20 —1 o (B —1)x;
b 6 28140 =6 " (Br08 0w 11 (3:21)
dinil(z;;60,8)  2(1+0) (14 0)x;
a3 231+ 0) -0 (Bro8—0)m +1 (322)

L’estimateur du maximum de vraisemblance 8 de 0 et B de [ est obtenu en résolvant

les équations non linéaires (3.21) et (3.22) fournies

6 = (3.23)

SHEN

T+ 2

et
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E(0) % (3.24)
B - 20((8+ 08 — 0)(1 — 20) 4 0) + 203 (—4(8 + 65 — 0) + 2)e* B(—20)

26(1+6)—0

3.4.2 Moments estimés

En utilisant le premier moment m et my second moment sur la distribution SBGal,

nous avons

3 1
S — 2
Ve 6 ) gy (3:25)

12 6

2 0(2B(1+0)—0)

Ol my = 52 4+ m? et s2est la variance. Nous résolvons ce systéme non linéaire et nous

A~ o~

trouvons le couple (0, 3) , Ou (5, B) > 0 également s > 0,m > 0,la résolution du

systéme non linéaire (3.25) donne :

40 — 0°m
0> —6mf+6=0et 3= 26
Il est facile de vérifier que la solution de
~ 2 _9g2
7 3m +v/3vVm s (3.27)
mo

et
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~ 2
~ 40 — 0 m

= = = 3.28
’ 2(1+6)(3—6m) (3.28)

3.5 Simulation

Dans cette section, nous étudiants le comportement des estimateurs MV pour un
échantillon de taille (n) finie.Une étude de simulation comporte les étapes suivantes
est effectuée pour chaque triple (n,0,3),,ou=0.1,0.5,13,5=0.1,0.5,0.75
, 1,6 et n=10,30,50.

choisir les valeurs initiales de 6, 3, pour les éléments correspondants du vecteur
de parameétres ©= ( 6; ) pour pour spécifier la distribution SBGal.

Choisir les valeurs initiales 0y, 3, pour les éléments correspondants au vecteur de
parameétres © = (0, 3) pour spécifier la distribution SBGal;

- Choisir la taille de I’échantillon n ;
-Générer N échantillons indépendants de taille n & partir de SBGaL(0, 3);
~Calculer les estimations © ) de © pour chacun des N échantillons;

-Calculer la moyenne des estimateurs obtenus pour N échantillons,

11X /A
biais moyen (©) = NZ <@i — @0>

i=1

et I'erreur quadratique moyenne



MSE (©)

1

- Ni_i1 (éi B ®°>2‘
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Tableau 3.1 : Biais moyen des estimations simulées 0 = 1,0 = 6.0 = 1,8 =

0.1.0=1,8=0.75

0=1,0=6 0=1,0=06 §=1,5=0.75
biais (6) biais () biais (6) biais (3) biais (6) biais (j3)
n =10 [ 0.004 3 —0.5549 | 0.166 6 0.016 2 0.0500 —0.0250
n =30 [ 0.0014 —0.1849 | 5.5556 x 1072 | 0.0054 1.6666 x 102 —0.0020
n =50 | 0.0008 —0.1109 | 3.3334 x 1072 | 0.0032 0.0100 —0.0012
0=01,8=1 0=0508=1 §=303=1
biais (0) biais (B) | biais (0) biais () | biais (0) biais ()
n = 10 [ 0.0004 —0.0911 | 0.0100 —0.0680 | 0.1800 —0.0858
n =30 | 1.5800 x 10~* | —0.0303 | 3.3333 x 1072 —0.0226 | 0.0600 —0.0286
n =150 0.0096 x 1072 | —0.0182 | 0.0020 —0.0136 | 0.0360 —0.0171
0=3,=08 0=05,=05 0=0.1,=0.5
biais (0) biais () | biais (0) biais (B) | biais (0) biais ()
n =10 | 0.9000 0.8286 0.0250 —0.0149 | 0.0010 —0.0408
n = 30 | 0.3000 0.2762 8.3333 x 1073 —0.0049 | 3.3333 x 1074 —0.0136
n =50 | 0.1800 0.1657 0.0050 —0.0029 | 0.0002 —0.0081

Le tableau 3.1 montre que 6 est biaisé positivement et que le biais(f) — 0,0 — 0,




et [ est biaisé négativement si 5 > 0,5 et le biais(5) — 0, 5 — 0.

Tableau 3.2 : [’erreur quadratique moyenneMSE
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0=1,6=6 0=1,5=0.5 0=1,=0.75

MSE(6) MSE(B) | MSE(9) MSE(B) MSE(6) MSE(B)
n =10 | 1.8922 x 107* | 3.080 | 0.2777 0.0026 0.0250 0.0062
n =30 | 6.3075 x 107> | 1.0267 | 0.0925 8.8551 x 107 | 8.3333 x 1073 0.0020
n =50 | 3.7845 x 107> | 0.6160 | 0.0555 0.0005 0.0050 0.0012

0=0.1,p=1 0=05p0=1 0=3,5=1

MSE(6) MSE(B) | MSE(®) MSE(B) MSE(6) MSE(B)
n=101{23x10"° 0.0830 | 0.0010 0.0463 0.3240 0.0736
n =30 | 7.6800 x 10~7 | 0.0276 | 3.3 x 10~* 0.0154 0.1080 0.0245
n =50 | 4.6080 x 10~7 | 0.0166 | 0.0002 0.0092 0.0648 0.0147

0=3,0=08 0=0.53=0.5 0=0.1,=05

MSE(6) MSE(B) | MSE(0) MSE(B) MSE(6) MSE(B)
n=10 | 8.1 6.8669 | 6.25 x 1073 0.0022 0,1x107* 0.0166
n=230 2.7 2.2889 | 2.08 x 1073 0.0007 3.3x10°° 0.0055
n=>50 | 1.62 1.3733 | 0.0012 0.0004 0.2x10—-5 0.0033

Le tableau 3.2 montre que MSE(#) et MSE(3) — 0,pour § — 0 et n — oo
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3.5.1 Application aux ensembles de données réelles

Dans cette section, nous illustrons I'applicabilité de la distribution en considé-
rant deux ensembles de données différents utilisés par des chercheurs différents. Nous
avons également ajusté Lindley généralisé par H. Zakerzadah, A. Dolati (2010), quasi
Lindley par R. Shanker, A. Mishra (2013), Two-Parameter Lindley de R. Shanker, S.
Sharma (2013), Weibull et lognormal distributions.

Dans chacune de ces distributions, les parameétres sont estimés a 'aide de la mé-
thode moment car elle est simple, facile & manipuler, exacte et, pour la comparaison,
nous utilisons des valeurs de log-vraisemblance négatives (—LL), le critére d’informa-
tion d’Akaike (AIC) et des informations bayésiennes. critére (BIC) qui sont définis
par —2LL +2q et —2LL + glog(n), respectivement, ou est le nombre de parameétres
estimés et n la taille de I’échantillon. Une autre statistique de test K —S (Kolmogorov
— Smirnov) définie comme K — S = sup |F,(z) — F(z)| ou F,(z)est une fonction de
distribution empirique et F'(x) une fonction de distribution cumulative est calculée

et affichée pour tous les ensembles de données.

Example 1

Nous considérons dans Lawless de J. F. Lawless (2003), pages 204 et 263, deux
séries de données réelles. Le premier représente les temps de défaillance (mm) pour un
échantillon de quinze composants électroniques dans une accélération test de durée

de vie : 1.4, 5.1, 6.3, 10.8, 12.1, 18.5, 19.7, 22.2, 23, 30.6, 37.3, 46.3, 53.9, 59.8, 66.2.
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Le second ensemble de données est le nombre de cycles jusqu’a la rupture pour 25
échantillons de fil de 100 cm, testés & un niveau de contrainte particulier : 15, 20, 38,
42, 61, 76, 86, 98, 121, 146, 149 , 157, 175, 176, 180, 180, 198, 220, 224, 251, 264, 282,
321, 325, 653.

Tableau 3.3 Comparaison entre les distributions
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Données Distribution B 0 Y —LL K-S | AIC BIC

n=15 Generalized Lindley | 1.203 | 0.064 | 0.083 | 64.080 0.095 134.16 | 136.28

n =15 GaL 1.129 | 0.684 64.015 0.094 132.03 | 133.45

m = 27.546 QLD 4.016 | -0.99 1504 0.93 3012 | 3013.4
s = 20.059 TwoPLD 0.0704 | 1.110 0.196

Gamma 1.442 | 0.052 64.197 0.102 132.39 | 133.81

Weibull 1.306 | 0.034 64.026 0.450 132.05 | 133.47

Lognormal 1.061 | 2.931 64.626 0.163 135.25 | 136.67

SBLD 1.84 64.107 0.106 133.23 | 135.55

SBGalL 1.295 | 0.84 63.52 0.089 132.02 | 133.33

Série2 Generalized Lindley | 1.505 | 0.012 | 0.018 | 152.369 0.137 310.74 | 314.39

n =25 GaL 1.086 | 0.010 152.132 0.129 308.26 | 310.7

m = 178.32 QLD 0.0107 | 8.514 1045.9 0.94 2131.8 | 2156.2
s = 131.097 TwoPLD 0.0107 | 0.125 0.232

Gamma 1.794 | 0.010 152.371 0.135 308.74 | 311.18

Weibull 1.414 | 0.005 152.440 0.697 308.88 | 310.7

Lognormal 0.891 4.880 154.092 0.155 312.18 314.62

SBLD 0.080 155.12 0.159 313.56 | 315.78

SBGaL 1.112 | 0.069 151.35 0.125 307.67 | 310.7

Selon le tableau 3, nous pouvons observer que la distribution gamma-Lindley biai-
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sée par la taille fournit le plus petit —LL, AIC, K — S et BIC' valeurs comparées aux
distributions de Lindley généralisées, Gamma Lindley, quasi-Lindley, distributions de
Lindley & deux parameétres, Gamma, Weibul, Lognormales, biais de taille, et corres-
pondent donc mieux aux données de tous les modeéles considérés.

Conclusion et Perspectives

Ainsi, nous avons réussi a introduire une nouvelle distribution nommée "distri-
bution de Size Baised Gamma Lindly" dont la distribution de Lindley basée sur
la taille (SBL), est un cas particulier, a été introduite pour modéliser les données
de comptage excluant structurellement les comptages nuls. L’estimation de ses pa-
rameétres a été discutée en utilisant la méthode du maximum de vraisemblance et la
méthode des moments. Une étude de simulation est réalisée pour examiner le biais
et 'erreur quadratique moyenne des estimateurs du maximum de vraisemblance des
parameétres. Plusieurs applications du modéle & un ensemble de données réelles sont
enfin présentées et comparées a I’ajustement obtenu par quelques autres parameétres
bien connus. L’adéquation des ajustements a été évaluée en termes de valeurs AIC,
de valeurs BICet de courbes de densité. Nous pouvons montrer que la distribution
gamma-Lindley basée sur la taille peut étre utilisée assez efficacement pour analyser
des données réelles et la science actuarielle.

Nous pourrons dans nos recherches futures proposer d’autres distributions a sa-
VOIT :

- Invese pseudo Lindley distribution.



- Size baised Zeghdoudi distribution

- Size baised pseudoLindley distribution .
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