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Avant-propos

L’ étude des propriétés du mouvement Brownien, et plus généralement des processus de
Lévy sur R® a été un des sujets les plus importants dans la théorie des probabilités. La
dimension de Hausdorff et la mesure de Hausdorff ont été trés utiles pour de telles études
depuis le travail de pionnier de Lévy (1953) et Taylor (1953, 1955,1967).

La naissance de la géométrie fractale due en grande partie au travail de Benoit Mandelbrot,
a apporté de nombreuses idées nouvelles et des outils géométriques originaux (tels que la
dimension d’empilement, les densités moyennes, les multifractales) servant aux études des
propriétés fines des processus stochastiques. Dans la derniere décennie, non seulement divers
résultats ont été obtenus sur le mouvement Brownien et sur les processus de Lévy stables,
mais il y a eu aussi un grand intérét pour I’étude d’autres processus de Markov tels que les
diffusions sur des fractales (ensembles), les processus de Feller.

L’objectif que nous visons en premier dans ce mémoire qui nécessite des connaissances
préalables notamment dans la théorie de la mesure et de I’intégration, la théorie des processus
stochastiques, les espaces vectoriels normés et métriques, etc., est d’exposer et de faire la
synthése de travaux récents sur les propriétés fractales des trajectoires des processus de
Markov, étudier la dimension de Hausdorff et la dimension d’empilement de I’image d’un
processus de Markov en donnant la preuve d’une formule générale pour les deux quantités en
termes des fonctions de transition du processus en question, ce qui généralise les résultats bien
connus de Pruitt (1969), Taylor (1986b), etc., et enfin de poser quelques problémes qui restent
ouverts. Dans le développement historique de I’étude des propriétés des trajectoires des
processus de Markov, des résultats ont été souvent obtenus pour le mouvement Brownien en
premier, puis pour les processus stables symétriques d’indice « , et ensuite pour les processus
de Lévy généraux ou les processus de Markov. A chaque étape de généralisation, quelques
propriétés spéciales du processus sont utilisées. A cause de son importance dans la théorie
générale des processus de Markov, nous nous concentrons principalement sur des résultats
récents sur les trajectoires des processus de Lévy, en mettant I’accent sur les méthodes
applicables a des processus de Markov plus généraux.

Ce mémoire est organisé comme suit. Au chapitre 1, nous rappelons en premier la définition
du processus de Markov, établi a I’origine pour la modélisation du mouvement d’une
particule qui se meut sans mémoire dans un espace mesurable, accompagnée de quelques-
unes de ses propriétés basiques. Cette méme section sera complétée au chapitre 3. par une
autre portant sur différentes classes de processus de Markov, notamment les processus de
Lévy et les processus additifs. Nous donnons ensuite une présentation sommaire du
mouvement Brownien sur lequel je me permets une reflexion, accompagnée d’une liste tres
réduite de ses propriétés saisissantes.

Au chapitre 2, nous ferons une rapide présentation assez simpliste des notions de courbes et
de dimension (fractale) dans le cas déterministe, accomplissant le r6le de fondement pour une
reformulation ultérieure adaptée au cas aléatoire qui nous intéresse, et ornée d’illustrations
afin de faciliter I’assimilation de ces concepts faisant office d’outils analytiques servant en fait
a essayer de comprendre un tant soit peu de quelle maniére une courbe, ou plus généralement
un ensemble quelconque, occupe I’espace.

Le chapitre 3, que nous qualifierions de noyau de ce mémoire, est constitué en sections. A la
section 2, nous introduisons plusieurs classes de processus de Markov dont les propriétés des
trajectoires seront discutées. Nous rappelons leurs définitions et quelques-unes de leurs
propriétés basiques qui nous serviront dans la suite. Dans la section 3, nous rappelons les
définitions et les propriétés de divers outils de la géométrie fractale ; ceci inclut la mesure de
Hausdorff et la dimension de Hausdorff, la mesure d’empilement et la dimension d’empi-
lement, le profil de la dimension d’empilement, capacité, et multifractales. La section 4 étudie



la dimension de Hausdorff et la dimension d’empilement de I’image d’un processus de
Markov. Nous donnons la preuve de la formule générale pour la dimension de Hausdorff et la
dimension d’empilement de I’image par ce méme processus de I’intervalle [0,1] et la dimen-
sion de Hausdorff de I’image d’un ensemble E entermes des fonctions de transition du
processus, ce qui étend les résultats bien connus de Pruitt (1969) et Taylor (1986).

La section 5 porte sur la mesure de Hausdorff exacte et la mesure d’empilement exacte de
I’image par un processus de Markov de I’intervalle [0,1]. Quelques techniques utiles pour
I’évaluation des mesures de Hausdorff et d’empilement sont discutées.

Les sections 6 et 7 portent sur les propriétés fractales des ensembles dits de niveau et les
images inverses. La section 8 traite des résultats sur les dimensions de Hausdorff et
d’empilement uniformes pour I’image et I’image inverse d’un processus de Markov.

La section 9 porte sur I’existence des points multiples d’un processus de Markov ou de
I’intersection des processus de Markov indépendants, et sur les propriétés fractales de I’en-
semble des points multiples et I’ensemble des temps multiples quand ils ne sont pas vides.
Diverses approches du probléme de I’intersection sont discutées.

Nous signalons que nous avons a regret et pour garder un volume raisonnable a ce mémoire,
omis de parler de résultats portant sur les densités moyennes et les distributions de mesure
tangente et sur I’analyse multifractales des processus de Markov. Toutefois, nous donnons
une liste de références exhaustive a la fin du mémoire dans lagquelle, nous pouvons toujours
trouvé les titres des livres et articles sur le domaine, qui pourraient nous intéresser.

Dans le chapitre 4, nous faisons une bréve présentation du calcul stochastique. Nous donn-
ons une construction de I’intégrale de 1t et présentons les techniques de résolution des
équations différentielles stochastiques. Ce chapitre nous servira en fait a notre deuxiéme
propos dans ce mémoire portant sur les trajectoires des particules avec bruit Brownien ou
quantiques, les équations différentielles stochastiques permettant de mettre en équation le
mouvement des particules.

Dans le chapitre 5, nous donnons une rapide présentation de la mécanique classique et de la
mécanique quantique ou nous introduisons deux notions trés importantes dans la mécanique
quantique a savoir I’inversion du temps et la dualite. Nous proposons pour finir de carac-
tériser, en utilisant les outils de la géométrie fractale introduits au chapitre 3, les trajectoires
guantiques, ce qui nécessite une connaissance encore plus profonde des notions de mécanique
quantique et également de bien savoir la construction de la mesure de probabilité tempo-
rellement inversée et celle de la mesure de probabilité qui peut étre lue dans les deux sens du
temps normal et inversé, introduites dans ce méme chapitre. Ainsi nous posons deux
questions, la premiére portant sur la représentation de Kolmogorov temporellement inversée,
et la seconde qui porte sur la représentation de Schrédinger.

Remerciements. Je remercie naturellement ma famille et mes amis. Mes remerciements
vont également aux membres du jury, notamment au Professeur Abdellatif Bencherif-Madani.
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Résumé. Ce travail fait I’objet d’une synthése et d’un exposé de travaux récents sur les
propriétés fractales des trajectoires des processus de Markov, dans quoi plusieurs questions
sont posées, et d’une étude de la dimension de Hausdorff et la dimension d’empilement de
I’image d’un processus de Markov, ou il est donné la preuve d’une formule générale pour les
deux quantités en termes des fonctions de transition du processus en question, ce qui géené-
ralise les résultats bien connus de Pruitt (1969) et Taylor (1986). La classe des processus de
Markov considérée ici inclut les processus de Lévy dansR?, les diffusions sur des fractales et
surR?, les processus de Feller déterminés par des opérateurs pseudo-différentiels, etc.

Le deuxiéme dessein visé dans ce mémoire est d’introduire deux notions trés importantes
dans la mécanique quantique a savoir I’inversion du temps et la dualité des processus de
Markov, lesquelles servent a déterminer deux représentations de la mesure de probabilité
servant a caracteériser les trajectoires des particules quantiques, la premiere étant la mesure de
probabilité temporellement inversée et la seconde étant la mesure de probabilité pouvant étre
lue dans les deux sens du temps, normal et inverse, et ensuite de poser deux problémes sur la
caractérisation fractales des trajectoires quantiques en utilisant ces deux derniéres mesures de
probabilité.

Mots clés : Processus stochastiques, fractales aléatoires, dimensions de Hausdorff, dimension
d’empilement et systémes de particules.



Abstract.  This is a synthesis and a summary on the sample path properties of Markov
processes, especially fractal properties of random sets and random measures, in which some
questions are posed, and also a study of Hausdorff dimension and packing dimension of the
range of Marko process, where is given a proof of a general formula for both quantities in
terms of the transition functions of the process, which generalises the well known results of
Pruitt (1969) and Taylor (1986). The class of Markov process considered here include Lévy
process in R? , diffusions on fractals and on R Feller processes determined by pseudo-
differential operators and so on.

The second purpose of this work is to introduce tow very important notions in quantum
theory of particles, that is, time inversion and duality of Markov processes, which serve to
determine tow representations of the probability measure serving in characterising quantum
paths, the first one being the probability measure temporally inversed and the second one
being the probability measure that can be read in the tow sense of time, normal and inversed,
and then to pose tow questions about characterisations of quantum paths in terms of the last
tow probability measures.

Keys words: Stochastic processes, random fractals, Hausdorff dimension, packing dimension
and particles systems.



Chapitre 1. Processus Stochastiques

1. Processus de Markov

Dans cette section nous allons en premier rappeler la définition du processus de Markov,
établi a I’origine pour la modélisation du mouvement d’une particule qui se meut sans
mémoire dans un espace mesurable (S, .S'), accompagnée de quelques-unes de ses propriétés

basiques. Cette méme section sera complétée au chapitre 3. par une autre portant sur diffé-
rentes classes de processus de Markov, notamment les processus de Lévy et les processus
additifs. Pour la théorie générale des processus de Markov, on se réféere a Blumenthal et
Getoor (1968) et Khoshnevisan (2002).

Soit (S,p) un espace métrique complet séparable et compact muni de la o —algebre .S.
Nous assumons qu’il existe une mesure aléatoire g sur S qui joue le réle d’une mesure de
référence. Rappelons qu’une mesure aléatoire est une mesure de Borel o —finie réguliere
(i.e., uB =sup uF = iGr;fB uG , avec B un Borélien quelconque,et ou F et G sont respectivement

FcB

un fermé et un ouvert quelconques de S) sur (S, S) qui est finie sur les ensembles compacts.
Une famille de fonctions { P, (x,4):0<s<t}, o0 P, (x,4):Sx .S — R, =[0,), est ap-

pelée un systéme de fonction de transition sur S si les conditions suivantes sont verifiées :
(i)  Pourtous 0<s<¢etpour chaque xe S fixé, P_(x,e) estune mesure de

probabilité ;
(ij) ~ Pourtous 0<s<tetpourtout AeS,P (x,A4) estunefonction de x mesurable ;

(iti) Pourtous 0<s<t<u, xeSettout 4§,
(1) P, (x,4)= [P, (x.dv)P,(y.4) .
N

La relation (1) est I’équation de Chapman-Kolmogorov. Si, en plus, la fonction de transition
P (x, 4) satisfait

P, (x,.4)=P,(0,4-x)

pour tous 0<s<t<u,xeSettout 4S8, alors nous disons que la fonction de transition
Pw(x, A) est homogene dans [’espace. En haut, 4 —x = {y —-XxX:ye€ A}.

Une fonction de transition P (x,4) est dite temporellement homogeéne s’il existe une
famille de fonctions {P.(x, 4),z > 0} telles que P, (x,4)=P_(x,4) pour tous 0< s <. Dans
ce cas, I’équation de Chapman-Kolmogorov peut étre écrite sous la forme

() P..(x.4)= [ P(x.dy)P(y.4).

Plus tard, nous écrirons aussi P(t,x, ) pour P(x, A4).
Un processus stochastique X ={X(¢), M, M, P*} & valeurs dans (S,.S) est appelé un

processus de Markov par rapport a la filtration { A, ¢+ >0}(i.e., M, est une o —algebre pour
tout +>0 et M, < M, pour tous 0<s<¢) associé en vertu du théoreme d’extension de



Kolmogorov a la mesure de probabilité définie dans (4), et ayant P_Y't(x,A) comme fonction de

transition, dans la mesure ou
(i) Xestadapté a {M,},ie, X (t) est mesurable par rapport & A; pour tout ¢ >0 ;
(ii) Pour tous 0 < s < ¢ et toute fonction mesurable f'sur (S, .S)

3) ELf(X(0) M1=P, f(x(s))

ou

P.f(x) jf (x.dy)

(4) P”(dxo,dxl,...,dxn):,u(dxo) o,tl(xmdxl)'”P . ( a1rdx, )

[
Nous avons également la mesure de probabilité associée a I’instant s et de point de départ x
P(s,x)(dxl""’dxn):R,,tl(’x:dxl)Ptl,tz (xl;dxz)"'Pt,,,l,z ( ao1rdx,, )
En laissant f =1, et en prenant I’espérance conditionnelle par rapport a X(s) dans (3), nous
voyons que P, (x,-) est la distribution conditionnelle de X (), sachant X (s)= x.

Si la fonction de transition P, (x A) est temporellement homogeéne, alors X est appelé un
processus de Markov temporellement homogene par rapport a {M;}. Quand M,
éa{X(s):sSt} pour tout z>0, nous écrivons X:{X(t),teR+,Px,xeS} ou simple-
ment X ={ X(¢)t>0}.

Nous assumons que X est régularisé en ce sens que ses trajectoires sont continues a droite
avec des limites a gauche (cadlag), la filtration compléetée (ou augmentée) {J,, 1 >0} (i.e., S

est complete par rapport a # en ce sens qu’on lui adjoint tous les ensembles négligeables par
rapport au, et 3, contient ces mémes ensembles négligeables) est continue a droite
(fe,3,=3,,=N3,), et que X posséde la propriété de Markov forte, c’est-a-dire, pour tout

s>t

temps d’arrét U (i.e., une variable aléatoire (v.a) telle que {U <t} € T,), nous avons
E[f (XU + )13y )= By v f (X)),
ol 3, ={B:BN(U <1t)e3J,}. Sauf mention du contraire, nous considérerons toujours les

processus de Markov temporellement homogéne.
Soit {P} une famille de fonctions de transition sur (S, S). Nous disons que{P} est hon-

néte (conservatrice et strictement Markovienne sont aussi utilisés) si la condition de norma-
lité suivante est vérifiee
P(x,8)=1 Vtx

La possibilité P(x,S)<1doit étre autorisée dans la théorie (comme c’est le cas dans la théorie
stochastique des particules quantiques). La signification intuitive est que 1—B(x,S) repré-

sente la probabilité que notre particule de Markov soit disparue au temps ¢. il est convenable
d’adjoindre & S un état de mort 0 générant une extension S, =SUd. Soit S; la plus petite

o —algébre contenant S et{0}. La famille de fonctions de transition{P} s’étend de fagon
naturelle a une famille de fonctions de transition {Pja} sur (S,,Ss): pour >0,

i)  P°(x,0)21-P(x,S) (xeS,t>0);

(ii)  P7(,8)=¢,, lamasse unité en 0 ;

(iii)  P*(e,0)= P(e,e) sur SxS.

t



Soit B,(S) I’espace de toutes les fonctions mesurables bornées de S vers R. Relativement &
la fonction de transition (temporellement homogene) P,(x,A), nous définissons I’opérateur de
transition 7, sur B,(S) par

Zf(x):jf(y)ﬂ(x,dy) pour tout > 0et f e B,(S),
et T,/ (x)= f(x). Alors I’équation de Chapman-Kolmogorov entraine que {7,z >0} est un
semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur B,(S), i.e., T.oT =T, pour tous s,t>0.

Nous disons qu’un processus de Markov X est symétrique (en dualité dans le contexte de la
mécanique quantique, introduit au chapitre 5.) si pour toutes fonctions 1, g e CC(S),

(6) [ T g()uuldx) = [ g(o)T, £ (x)uell),
ou C(,(S) représente I’espace de toutes les fonctions continues sur S a support compact (i.e.,
nulles en dehors d’un compact donné).

Maintenant, pour des raisons de simplicité, nous assumons S c R et soit CO(Rd) I’espace

de Banach des fonctions continues sur R? qui tendent vers 0 a Iinfini), muni de la norme de
la convergence uniforme |/ =sup f(x).
xeS

Définition 1. Un processus de Markov X ={X(z),t e R ,P",xe S} est appelé un processus
de Feller si {7, >0} est un semi-groupe de Feller, i.e., pour chaque f e CO(R") ,

(i) Tfe CO(R”’) pour tout >0 ;

(i) i/ - f]=0.
En outre, si pour tout >0, T, est une application de B, (S) vers CO(Rd), alors {7,,t 20} est

appelé un semi-groupe de Feller fort et le processus X est appelé un processus de Feller fort.
Le générateur infinitésimal A du semi-groupe {7,,# > 0} est défini par
Tu—u

Au =lim
t—0 t

, Yu e D(4),

ou
Tu—u

D(4)={ue Co(Rd)i lim existe par rapport a [}

est appelé le domaine de A. I’opérateur (4, D(A4)) est un opérateur défini clos (i.e., son image
reste dans C, (R”’)) et dense dans CO(R"), et détermine {7,,# > 0} de fagon unique.

Quand la fonction de transition B(x,o) est absolument continue par rapport a la mesure u
(i.e., celle-1a s’annule aussi pour chaque Borélien pour lequel celle-ci s’annule) sur (S, .S), X

posséde une densité de transition qui sera notée par p,(x, y). Par conséquent, pour tout x € S,
et 4.5,

P(x, 4)= [ p,(x,»)uldy).

Une condition suffisante pour I’existence d’une densité de transition est que X posséde la
propriété de Feller forte ; voir Hawkes (1972).

En second, nous rappelons la définition des processus de Markov auto-similaires, lesquels
étaient en premier introduits et étudiés par Lamperti (1972) pour les processus de Markov sur
[O,oo) sous le nom semi-stable. Plus tard, Graversen et Vuolle-Apiala (1986) ont considéré

des processus de Markov auto-similaires sur R“ ou R“\{0} et ont cherché les connections
entre les processus de Markov auto-similaires multidimensionnelles et les processus de Lévy.



Nous assumerons toujours, sauf mention du contraire, que I’espace des états (S, S) estR?,

R“\{0} ouR?, munis des & —algébre de Borel usuelle. Soit & un point adjoint & S comme
point isolé (état de mort) et soit H > Qune constante. Un processus de Markov temporellement
Homogéne X ={X(¢)teR,,P",xeS} a valeurs dansSU{0} est appelé processus de
Markov H-auto-similaire (H-self-similar Markov process) si sa fonction de transition
P(t,x, 4) satisfait :

@) P(0,x,4)=1,(x) pourtous xeS,4€S, et

(8) P(t,x,A): P(at,aHx,aHA) pour tous £ >0,a>0,xeSet 4€ S,

ou pour ce R quelconque c4 ={cx:xe A}. La constante H est appelée I’indice de I’auto-
similarité de X. les conditions (7) et (8) sont équivalentes a

9) {X(t),tZO,PX,xeS}i{a’HX(at),tZO,P“HX,xe S}

d
ou X =Y signifie que les processus X et Y possedent les mémes distributions de dimension
finie. Si (8) est la seule condition vérifiée pour une constante a >1, alors X est dit semi-auto-
similaire avec indice H. Une telle constante a >1 est dite époque du processus (cf. Sato
(1999)) et ceci est souvent utile dans les démonstrations des théoremes de convergence pour
X. Voir, par exemple, Fkushima et al. (1999), Wu et Xiao (2002b).

2. Mouvement Brownien

1. (Q,F,P) étant un espace de probabilité donné, nous donnons ci-apres la définition d’un

processus stochastique des plus importants, accompagnée de quelques résultats pour le moins
saisissants dont les preuves peuvent étre trouvées dans L.C.G. Rogers et D. William (1997).

Tout d’abord, je me permets , avant de présenter la définition de cet objet mathématique
gu’est le mouvement Brownien, et quelques-unes de ses propriétés saisissantes, d’oser donner
une réflexion sur celui-1a : le mouvement Brownien, qui est un processus stochastique, est en
raison de sa définition mathématique continu et nulle part différentiable en ce sens que si I’on
représentait sa trajectoire comme le déplacement d’une particule ponctuelle sur un plan et
dans le temps, alors celle-la ne disparaitrait jamais du regard de celui qui est en train de
I’observer quelque petit qu’il soit, et ne monterait jamais avant d’étre descendue. Par
consequent, je le crois, tout comme les courbes fractales (cf.chapitre 2), une illusion
mathématique causée par I’adoption des mathématiques modernes de la notion de I’infini qui
est en fait inconcevable de quelque maniére que ce soit par I’homme ; on ne peut pas, par la
définition méme mathématique du mouvement Brownien, concevoir I’espace d’un instant ce
gu’est sa trajectoire (son mouvement). Cependant, on pourrait dire qu’elle est fort probable
passee par tel endroit a tel instant...

Définition 1.1. Un processus stochastique a valeurs dans R (pour le mouvement Brownien
dans R“, voir chapitre 4), {B, :¢< R, } est un mouvement Brownien s’il a les propriétés :

(1.2) (l) Bo(w): 0;

(ii)  L’application 71— B, (w) est une fonction continue de ¢ € R* pour tout o ;

(iii)  Pour tout ¢,h>0,B, , — B, est indépendante (v.a) de {B, :0<u<t}, et a une
distribution Gaussienne de moyenne 0 et de variance 4.

Les conditions (1.2) (ii) et (i) sont les plus importantes; si B={B,:teR,} est un
mouvement Brownien, {& + B, :¢ € R, } est regardé comme étant un mouvement Brownien de



point de départé ; le point de départ & peut étre une valeur réelle fixe, ou une v.a
indépendante de B.

Le fait de savoir ce qu’est un mouvement Brownien est sans doute bien moins important
que de savoir ce pour quoi on I’étudie. Il est donné ci-dessous quatre raisons principales
justifiant ceci :

¢ Virtuellement, toute classe de processus stochastiques intéressantes contient
le mouvement Brownien : celui-ci est une martingale, un processus Gaussien,
un processus de Markov, une diffusion, un processus de Lévy,...;
¢ Le mouvement Brownien est suffisamment concret permettant de faire
explicitement des calculs.
¢ Le mouvement Brownien peut étre considéeré comme un outil de
construction ; en effet, les résultats les plus importants sur le mouvement
Brownien disent que généralement, les processus dans certaines classes
peuvent étre obtenus en faisant une séquence de transformation sur le
mouvement Brownien ;
¢ La derniere mais pas des moindres, le mouvement Brownien est en soi un
beau et riche objet mathématique.
Théoréme 1.3. Existence et unicité
1l existe un espace de probabilité sur lequel il est possible de définir un processus
(B, )O .« ayant les propriétés suivantes :

(i) By(w)=0;

(ii) L application t+— B,(@) est une fonction continue de t € [0,1] pour tout @ ;

(iii) Pour tout 0<s<t<1 B, —B, est indépendante de{B,:0<u<t}, et a une
distribution Gaussienne N(0,t —s), t — s étant la variance.
Preuve : (cf. [197]). Cette référence nous donne une preuve due a Ciesielki qui est en fait

I’ultime raffinement de I’idée originale de Wiener de représenter le mouvement Brownien
comme étant des séries de Fourier aléatoires.

Corollaire 1.4. [l existe un espace de probabilité sur lequel le mouvement Brownien peut étre
défini.

L’idée est simple ; nous pouvons construire sur un espace de probabilité donné des copies
du processus donneé dans le théoreme 1.3 et les combiner ensemble pour avoir un processus
comme énonceé dans la définition 1.1.

En effet, si I’on note ces copies en question par (Bt” )neN , on peut définir (B,)_, comme
suit

(2
B, =Y B/ +BY,.
j=0
Note :  L’unicité dans le théoreme 1.3. est dans le sens des distributions ; le mouvement
Brownien peut donc étre regardé comme étant un élément aléatoire a valeurs dans C(R+,R)

auquel est associé la mesure de probabilité dite mesure de Wiener sur C(R*,R).(C(R*,R)
étant I’ensemble de toutes les fonctions continues de R* dans R).

2. Le mouvement Brownien est une martingale
Soit {B, :#>0} un mouvement Brownien, et définissons 3, =o(B,,s <t). Alors, nous

t
montrons facilement que (Bt,‘:st) est une martingale, en rappelant qu’un processus

>0



stochastique X =(Q, P,(X,).,.{F,}.,) est dit une martingale (resp. sous-martingale, sur-
martingale) si les X, sont intégrables, adaptées, et on a:
(4.10) E(X,,/F)=X, ps. Vts>0
(resp. E(X,,,/F)>X,,E(X,,,|F)<X,, psVs,t>0)

Puisque B, — B, suit une loi normale centrée de variance ¢—s, indépendamment de J_, nous
avons

E[(B,-B,)I3,]=t-s,
mais

E[(B,-B,)I3,1=E[B*I3,]- B2,

Il résulte alors que

E(B?-113,)=B2-s.

t
Nous concluons que
(2.1) B’ —t est une martingale

Ce simple fait est un élément fondateur des intégrales stochastiques (cf. chapitre : 4) ; une
fois la théorie développée, il sera possible de prouver la réciproque de (2.1) :

Théoréme 2.2. Lévy.
Soit (X , );zo une martingale continue (i.e., a trajectoires continues), X, =0 et supposons
que
X? —t est une martingale

Alors X est un mouvement Brownien.

Le théoréme 2.1. ne précise pas par rapport a quelle filtration {F, }t20 X est une martingale,
ceci n’est pas nécessaire; si X est une martingale par rapport a {E }tzoet satisfait les
hypothéses du théoreme 2.2 alors X est un {E} -mouvement Brownien en ce sens que X

satisfait (1.2) (i) - (i) et la condition forte :

(1.2)(iii) Quelque soit ¢,4>0,X,,, — X, est indépendante de Fet a une distribution

normale de moyenne nulle et de covariance 4.
Un résultat important découlant aussi du théoreme 2.2 dit que :

>0

P{limsup B, =, liminf B, =—w}=1
t—

t—©

Nous montrons également et facilement que

(2.3) exp{eB, —%HZZ} est une martingale.

3. Le mouvement Brownien est un processus Gaussien
Dans le cas général, un processus (X, ) _, indexé par un ensemble T (a valeurs dans R)

est un processus Gaussien si, pour tout n-uplet (¢,,...,z,)e T", la loi de (X(z,),..., X(¢,)) est

Gaussienne multivariable (a valeurs dans R"). La loi de X est ainsi définie par les fonctions :
ult)=EX,, p(s,t)=cov(X , X,)

(ceci veut dire que nous pouvons déterminer la loi de (X(z,)...,X(z,)) pour tous

t,...,t, €T ,unefois u et p données). On assume sans perte de géneralité que x=0.



Il est évident que (B, ),., est Gaussien de moyenne nulle et de covariance
(3.2) p(s,t):S/\t,s,tZO
Réciproquement, nous affirmons que tout processus (X , )tzo continu a droite a valeurs dans R,

qui est Gaussien de moyenne nulle et de covariance (3.1), est un mouvement Brownien. Cette
propriété permet de Vérifier rapidement si un processus est un mouvement Brownien, et les
quatre exemples simples mais importants suivants servent d’illustration a ¢a :

(3.2) le processus (- B, )., est un mouvement Brownien ;

(3.3) pour touta >0, le processus (Bt - B, )m est un mouvement Brownien ;

(3.4) pour tout ¢ =0, (cB 2) est un mouvement Brownien ;
tlc® /120

(3.5) le processus (E[ )tzo défini par

est un mouvement Brownien.
Les preuves de ces propriétés sont triviales, & I’exception de la preuve de la continuité au

point 0 de B. Mais ceci n’est pas difficile, nous avons
F={B-0y=NUJ N {‘Eq‘él/n},
nm ge0()[0.1/m]

puisque B est certainement continu sur(0,00). Mais les processus (§t )t>0 et (B, )t>0 sont
continus et ont la méme distribution (il sont Gaussiens de méme covariance), donc

P(F)=P(F)=1
owF={B->0}=UJ ) {‘Bq‘ <1/n} , lequel événement, par définition, est certain.

nm qeQ()[0.1/m]

La propriété (3.5) donne le résulte saisissant suivant.

Lemme 3.6. Nous avons
P (sup B, =+m,inf B, =—w0)=1
¢ t
Le lemme 3.6. implique directement que, presque strement, pour tout a € R,{¢:B, =a } n’est
pas majoré. Ainsi, le mouvement Brownien est récurrent - il revient a son point de départ.

4. Le mouvement Brownien est un processus de Markov
Le mouvement Brownien est un processus de Markov (homogene dans le temps) ; pour
toute fonction Borélienne bornée f:R— R et 5,>0

(4.1) Elf(B,,)3,]=Pf(B,) P-ps,
ou le semi-groupe de transition (P,)_, est défini par

t>0

+Jiof”f(xvy)f(y)dy t>0



2
ol p,(x,y)=02m)" exp{— %} est la densité de transition Brownienne. La propriété

de Markov (4.1) est immédiate de la définition du mouvement Brownien. Il est facile de
s’assurer que ( )t>0 est un semi-groupe vérifiant I’équation dite de Chapman-Kolmogorov :

(4.3) P, =PP =PPF (5120).

t+s

La propriété de semi-groupe (4.3) entraine que I’on doit avoir dans un sens

P
(4.4) ci” —|ur@1(3+s—3)=P§=§P,

ou
G- lim 1(P ~1)
est le générateur infinitésimal de (P,) _,. Or, sil’on prend f e CZ(R)* alors

lim= (Pf f)x Ilmjf(“y\/_) ()exp(_y_sz_y

-0 ¢ 1—0 2 \/Z
. dy 1
=lim "\x + exp| —— |—=—==f"
i [ 01+ s oo -2 <2
(ou @ <(0,1) dépend de /1 ). Ainsi le générateur infinitésimal du mouvement Brownien est
_14d?
AT YER

du moins quand il est appliqué a CZ(R).
De (4.4), nous trouvons que, pour f € CZ(R),

L Pr()= gP) = (1) ().

Ce qui conduit & I’équation de retour de Kolmogorov (Kolmogorov’s backward équation)
pour la densité de transition du mouvement Brownien :

0 1 0?

- =——7p,\X,y).

P ey)=5 -5, (xy)
Utilisant la deuxieme partie de (4.4), il nous vient :

5 _E "
Eaf(x)—e Gf0) =5 B f (x),

et en intégrant par partie, nous obtenons I’équation dite équation d’avancement de
Kolmogorov (pour la densité de transition du mouvement Brownien :

P 102
Ep,( y)—an—zpt(x,y)

Cette équation est bien connue en physique ; elle est dite équation de diffusion (cf.chapitre :5),
parce qu’elle détermine le flux de chaleur physique.

5. Insertion de Skorohod (Skorohod embedding)
Avant tout, nous donnons la définition d’une marche aléatoire qui se trouve étre une suite

dev.a (S,) _ telles que, pour n>0 :

n>1

! Cb2 (R) est I’ensemble de toutes les fonctions deux fois contindment différentiables bornées.



Sn = ZXI !
i=1
ou les X, sont des v.a indépendantes et identiquement distribuées, de variance finie.

Dans bien des cas, une marche aléatoire de moyenne nulle et de variance finie se comporte
comme un mouvement Brownien et nous allons voir ¢a plus précisement.
Nous supposons que F est la distribution des deplacements de la marche aléatoire ; ainsi

TxF(dx)zO, J.sz(dx)z(72<oo,

—00

Le but est de trouver un temps d’arrét 7' pour un mouvement Brownien tel que :
(5.1) B, aune distribution F et ET =0"

Nous donnons tout d’abord la proposition suivante qui en réalité servira d’outil a la
démonstration du théoréme confirmant I’existence de cette propriété (5.1).

Proposition 5.2. Siz =inf{t: B, e (a.b)}, ot a <0<b sont fixés, alors <o ps., et

(5.2) (i) P(B,:b):b_“ ,

(if) ET:|ab|.
Nous définissons ensuite I’élément aléatoire qui prend le couple de valeurs a <0< g
suivant la distribution
w(da,db)=y(b—a)F (db)F_(da),
ol F, sont respectivement les restrictions de F & [0, ), (- ,0) et
0
bF, (db) =~ [ aF" (da)=% [/ (a).

—00

y =

O 3y 8

Puis posons,
T=inf{u:B, ¢(a,p)}

Théoréme 5.3. Insertion de Skorohod : La loi de B, estF, et ET =o°

Nous savons maintenant comment exprimer une marche aléatoire en fonction du
mouvement Brownien; nous prenons 7, =7 comme décrit plus haut, puis effectuons la

méme construction pour le mouvement Brownien (Bm - B, )t>0( ce fait enoncé ci-dessous
repose sur la propriété de Markov forte du mouvement Brownien) pour obtenir un temps
d’arrét 7, de moyenne o et tel que B, ., — B, posséde une distribution F. Maintenant,
1 2 1
posons T,=T7,+7T, et procédons de maniere similaire pour le mouvement
Brownien(B, ., — B, ) . Nous arrivons & la fin & construire une suite de temps d’arrét
2 2 /120

T,=0<T, <T, <---, qui Vérifie le résultat suivant.

Théoréme 5.4. Le processus (S, )nzo =(B(T ))nzo est une marche aléatoire associée a la

n

distribution de déplacement F et ET, =no?.

6. Principe d’invariance de Donker . Soit F une fonction de distribution de moyenne nulle
et de variance 1. Utilisons le théoréme 5.4. pour obtenir une marche aléatoire associée a F.
Maintenant, définissons pour chaque » la fonction aléatoire



(6.1) S”(t)znl’{(t—k/n)SM+(m—tﬂ NP ae
n

n n

. . . L k k+1
Ceci est une fonction continue par morceaux linéaires (pour = <¢<———, S"(¢) est le segm-
n n
1 k
ent d’extrémité B, etB, ), égalea n *S,en chaque point de la forme 7 =—.
' n
Théoréme 6.2. Principe d’invariance de Donker.
Le processus (S ! (t))OStSl converge faiblement vers (B, )0 <o, quand n—> o en ce sens que
pour toute >0, il existe un n, =n, (8) assez grand tel que pourn =n,,

(6.3) P{sup $"(t)- B"(t) >g}£g

0<r<

otr B" est un mouvement Brownien ; en fait, nous définissons
1

(n) _ ., 2
B"=n?*B,
Note : Ce théoréme nous permet pour le moins de saisir intuitivement la notion du
mouvement Brownien comme étant une limite faible de marches aléatoires.

7. Martingales exponentielles et les distributions du premier-passage
Nous utiliserons la martingale exponentielle (Brownienne) (2.3) pour en tirer la loi de
H, =inf{{>0:X, =x} (x>0),
ol X, =B, +ct est mouvement Brownien (a tendance)
Fixons un A > 0. Nous affirmons de (2.3) que
exp(ax, — At)=exp[6B, — (1 — & )]
est une martingale si tant est que

/1—6’c=£<92.
2

Ceci étant,
O=p+Vc?+24—c,0u O=a=—c-c?+21 (a<0<p)
Ainsi la martingale exp(BX, — Ar) est bornée sur [0,H ] , donc nous pouvons utiliser le
théoréme de I’échantillonnage optionnel (voir [196]) pour conclure que
1= E[exp(BX(H,)-AH )]= ™ Ee™™",
de quoi

(7.1) Ee ™ = exp% x(\/ c?+2A - c)}

La transformée de Laplace ™ peut étre explicitement inversée pour donner

P(H, edt)ldt =—= exp[—(x—ct)Z/ZI]

\2m?

de (7.1), nous concluons en prenant la limite quand A 4 Oque :

1 c>0
P(Hx <OO): 672‘c‘x

c<0

10



Ainsi, si la tendance est négative(c <0), le mouvement Brownien a tendance, avec une
probabilité positive, échouera a atteindre le niveau x fixé a I’avance. (ceci n’est en fait pas
surprenant, puisque ¢ X, —2>>¢).

8. Propriété des trajectoires du mouvement Brownien
Les trajectoires du mouvement Brownien sont on ne peut plus fascinantes, et les résultats
énoncés ci-dessus attestent de cela.

Théoréme 8.1. Presque stirement, B n’est nulle part continu Lipchitzien. En particulier, B
n’est nullement différentiable partout.

Par ailleurs, nous avons le résultat suivant (voir Mackean, H.P. Stochastic integrals)

8.2 Théoréme : Lévy.

P IgiwsupsupLBfl:l =1.

=<t[25log(1/ 5]z

Ce résultat doit étre compare a la loi du logarithme itéré :
P<limsup B =1;=1.

o [210g log(1/ t)]%

Nous énoncerons ce résultat comme théoréme; notons que, encore que la loi du logarithme
iteré soit verifiée presque en tout point de la trajectoire, le théoréme 8.2 nous assure qu’il y a

1
des endroits ot I’oscillation est plus grande que [25 log log(1/ )]z .
Une autre propriété frappante de la trajectoire du mouvement Brownien se traduit par :

Théoreme 8.3. Presque stirement, le mouvement Brownien n’a aucun point de croissance :
P(35>0,s>0:B,_, <B <B_,,Vhel0,5])=0.

9. La proprieté de Markov forte

Théoréme 9.1. Soit (B,),.,

(Q, F, {F, } P) , et soit T un temps d’arrét fini. Alors le processus
B" =B, -B, t>0

t T P+t

un mouvement Brownien sur un espace de probabilité filtré

est un mouvement Brownien indépendant de F, .

10. Réflexion. L’idée de base de la réflexion du mouvement Brownien trouve son origine
dans la notion de marche aléatoire symétrique simple. Poura € R , définissons
H_=inf{t>0:B =a}
Théoréme 10.1. Fixonsa € R . Le processus
B B, t<H,
' 2a-B, t=zH,
est un mouvement Brownien.

11. Mouvement Brownien Réfléchissant et temps local. Si (B,)., est un mouvement
Brownien, alors un mouvement Brownien réfléchissant est un processus stochastique

11



identique en loi a (|B,|),ZO . Celui-la est un processus continu non négatif et est en fait aussi un

processus de Markov. La propriété de Markov n’est pas immédiate, parce que nous avons pris
une fonction d’un processus de Markov (x»—>|x|, en I’occurrence), qui n’est pas en genéral

Markovien. Le résultat suivant précise ce fait.

Lemme 11.1. Soit’ (S.5) et (S', §) deux espaces mesurables et supposons que la fonction
mesurable @ (S, J)— (S’ , J) est surjective, que (E)
Markov fort et que (Q,)
tout [ €b S’ (I'’ensemble des fonctions bornées ‘3 -mesurable),
(11.2) P(fo®)=(0.f)e®.

Alors (Q, ) o €St un semi-groupe de transition de Markov, et si X est processus de Markov

0 €St un semi-groupe de transition de

1o @St une collection de noyaux de probabilité sur S’ tels que, pour

associé au semi-groupe de transition (P,)_, alors ®(X) Markovien associé au semi-groupe

de transition (Q, ) 0

(Un noyau de probabilité O sur S’ est une application O : S' X§"— [0,1] telle que Q(x,o) est

une mesure de probabilité pour chaque xe S’ , et Q(o, A) est mesurable pour chaque 4 € §).
Dans notre cas, le semi-groupe de transition est le semi-groupe Brownien (4.2), et

®(x)=|x|. Si nous définissons, pour f e C,(R"),

t>0

00

0, 1(¥)= [P, (x. )+ P ()l ()i =] (2) p( S jzcosh(ﬂ)f@)dy

t
0
Alors il est trivial de vérifier (11.2).
La propriété de Markov forte de |B| découle de celle du mouvement Brownien, comme tout

temps d’arrét pour la filtration de |B| est un temps d’arrét pour la filtration de B.
Maintenant, considérons le processus (S,,S, — B, )

Yt

lequel est un processus de Markov

>0 !
fort continu dans (R*)z.(S, =sup(B, :u<t)). Pour voir la propriété de Markov forte,
observons que, pour tout temps d’arrét fini 7,

(11.3) (Syer Sy — By )=(S, v (B, +5,)(S, - B,)vS, -B,)

ou §[ =B, B, et Et :sup{f?u ‘U gt}. Comme B est indépendant de F,, la loi du future de
(S,S—B) si F, estdonnée, dépend seulement de (S, , B, ). On montre en se basant sur les

résultat vus précédemment que S-B est simultanément un processus de Markov et un
mouvement Brownien réfléchissant associé au méme semi-groupe de transition. Nous
énoncons maintenant un fait important decouvert par Lévy disant qu’en regardant la trajectoire
de S-B, nous pouvons connaitre S. En effet, fixons ¢ > 0 et definissons
T=influ:S, - B, >¢}
Alors il n’est pas difficile de voir que S, doit avoir une distribution exponentielle de
moyenne ¢ . Ensuite, définissons
T/(£)=0,T,(¢)=inf{u>T(¢):S, - B, > &}, T, =influ>T (s):S, - B, =0}, et
Ult,e)=sup{k: T, (g)<t}
Notons que U(o,g) est croissante pour toute >0, et qu’en utilisant la propriété de Markov
forte les v.a S(7;(s)), S(T, (¢)) - S(T,(¢)), S(T; (¢) - S(T, (¢))).... sont indépendante et

T+t~ T+t

2 « Soit » étant 1a une conjonction doit donc rester invariable !

12



identiqguement distribuées de distribution exponentielle de moyenne & . Ainsi
U(H,,&)=suplk:S(T, ()< a}

aura une distribution de Poisson de moyenne —. Puis pour « fixé, considérons
&

z,=2"U(H,2")
qui a une moyenne a . Si 3, =o(Z, 1k >n), nous affirmons que (Z,,3, ) est une martingale
inversée (i.e, E(X,,/3,)=X,), etque
Z —Z, pseten L' °®
Ce qui nous assure que EZ_ =a; maisvarZ, =a2" —->0,EZ, =a,Z, L 5at
impliquant que Z_ =a p.s. Somme toute,
Ii’[n 2™ U(Ha 27" ): a p.s.

Il vient alors que

P(lim2™ U(Ha ,2"’): a pourtout ae Q") =1,
et commeU(s,¢) est croissante, nous concluons que
P( lim 2‘”U(Ha,2‘"): S, pourtout t>0)=1

Par ailleurs, |B| ayant la méme distribution que S — B , nous pouvons alors lui appliquer la

méme construction, et par conséquent obtenir un processus (unique) appelé temps local
Brownien.

Théoréme 11.4. Lévy.
1l existe un (unique) processus croissant continu [ tel que |B,|—lt est un mouvement

Brownien. Le processus | croit seulement quand |B| =0 et peut étre exprimé en fonction de
|B| par la formule
I =lim270(,2™)
n

on U (t, 6‘) est défini comme précédemment pour |B| )

12. Loi du logarithme itéré
Théoréme 12.1.

(B,) o €tant un mouvement Brownien. Alors, on a

B —=1r=1
[2¢10g log(1/¢)]2

ou ce qui revient au méme par la propriété (3.5) de l'inversion du temps

P:limsup

10

P:limsup 5, -=1p=1.
" [2rloglog(l/ 1))z

® I’ensemble des fonctions intégrables muni de la norme usuelle
* Cette notation signifie que la convergence est au sens de la norme usuelle de I’ensemble des fonctions de carré

intégrable L?.
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Chapitre 2. Courbes et dimension fractale

Dans ce chapitre basé sur la référence [236] contenant les preuves de tous les résultats et
propriétés énoncés ci-dessous, nous ferons une rapide présentation assez simpliste des notions
de courbes et de dimension (fractale) dans le cas déterministe, accomplissant le réle de
fondement pour une reformulation ultérieure adaptée au cas aléatoire qui nous intéresse, et
ornée d’illustrations afin de faciliter I’assimilation de ces concepts faisant office d’outils
analytiques servant en fait a essayer de comprendre un tant soit peu de quelle maniere une
courbe, ou plus généralement un ensemble quelconque, occupe I’espace. Nous entendrons
alors la mesure dans le sens de longueur, sauf mention du contraire. La longueur d’un
intervalle u est L(u) .

1. Notions élémentaires
1.1. Ensembles fermés et intervalles contigus

La longueur d’un intervalle 1 =[a,b] ouJa, b[, est

L(1)=b-a

La longueur L(V) d’un ouvert V se calcule sans plus de difficulté : un tel ensemble est soit
un intervalle, soit une réunion d’intervalles ouverts disjoints. Il suffit donc de faire la somme
des longueurs de ces intervalles. On en deduit la longueur des ensembles fermés de la facon
suivante :

Supposons un tel ensemble, F, inclus dans un intervalle[a, b]. Lorsque a est le plus petit
élément de F, et b le plus grand,[a,b] est appelé intervalle fondamental de F : c’est le plus
petit intervalle contenant F. le complémentaire de F dans son intervalle fondamental est un
ensemble ouvert. Il est donc formé d’intervalles ouverts disjointsC,,C,,..., en quantité finie
ou dénombrable. Nous appelons ces intervalles les contigus, relatifs a F. Selon la regle de

Borel, on obtient :
L(F)=b-a->"L(C,)

n
» Un point d’un ensemble fermé F est dit isolé s’il est le centre d’un intervalle ne contenant
aucun autre point de F. Un ensemble composé de points isolés est dit discret.

1.2. Ensembles parfaits
Un ensemble parfait est un ensemble ferme, sans point isolé.
Un ensemble nulle part dense est un ensemble dont la fermeture ne contient aucun intervalle.

Exemple : Ensemble de Cantor ou triadique

C’est a Cantor que revient le crédit d’avoir construit le premier fermé non dénombrable,
mais ne contenant aucun intervalle. On I’obtient en 6tant & Iintervalle [0,1] un premier
contigu C,, qui est le segment [1/3,2/3]. Il reste deux intervalles fermés [0,1/3] et [2/3,1], sur
lesquels on répéte la méme opération, dans le rapport 1/3, et ainsi de suite. A la n-eme étape,
on obtient une réunion de 2" intervalles fermés disjoints de longueur 3™, a I’intérieur
desquels on retire un contigu, centré au milieu, de longueur 3.
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Nous pouvons donner une généralisation de I’ensemble de Cantor. Ceci est I’opération
consistant a Oter d’un segment guelconque, un contigu centré au milieu. Pour que cette
construction soit possible, il faut donc que la suite (In) des longueurs des contigus a enlever a

chaque étape, vérifie
2 <1

nx1

L’ensemble ainsi construit est parfait, dit symétrique.

1.3. Représentation des parfaits par des arbres : intervalles blancs
Soit un ensemble parfait F, de segment fondamental [O,l]. Pour tout entier n, on peut

diviser cet intervalle en 2" intervalles dyadiques fermés, de longueur 2" : ce sont les
intervalles de rang n. Parmi ceux-la, éliminons ceux dont I’intérieur ne contient aucun point
de F. les autres contiennent au moins un point de F a I’intérieur, donc en fait une infinité
puisque aucun point de F n’est isolé dans F ; appelons-les les intervalles blancs. Ces derniers
possedent quelques propriétés les rendant utilisables graphiquement :

¢ Quelque soit n, les intervalles blancs de rang n recouvrent F.

¢ Tout intervalle blanc de rang n est inclus dans un intervalle blanc de rang n-1,

et contient soit un soit deux intervalles blancs de rang n+1.

D’ou I’idée de représenter les intervalles blancs de rang n par des points, que I’on appelle
sommets, reliés a ceux du rang n-1 par des segments, symbolisant la relation d’inclusion
(figure 1)

Figure 1.

2. Recouvrement et dimension
2.1. Ensemble de mesure nulle

Un ensemble linéaire est dit de mesure nulle si, pour toute >0, on peut trouver des
intervalles u,,u,,... (en quantite finie ou dénombrable), tels que

EcUun
ZL(un)Sg

n
ou de maniére équivalente (cf. [236]), I’ensemble E est dit de mesure nulle, s’il peut étre
recouvert par une suite(u, ) d’intervalles, dite recouvrement de Vitali, telle que

0] chaque point de E appartient & une infinité de ces intervalles ;
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(i) D Lu,)<o.
2.2. On appelle ensemble épaissi ou saucisse de Minkowski de E, la réunion de toutes les
boules B, (x) centrés en tout point de E :

E(e)=JB.(x)

xeE

Sur la droite, ces boules deviennent les intervalles[x — &, x + £].

2.3. Occupation de I’espace et ordre de croissance

La longueur de la saucisse de Minkowski, L(E(g)), d’un ensemble E, est d’autant plus
grande que I’ensemble occupe davantage d’espace, vu a la précisione. Lorsque E est un
ensemble fermé de mesure nulle, cette longueur tend vers 0 avece. Etant donné deux
ensembles E,, E, de mesure nulle :

L’ensemble E; aura un degré d’occupation de I’espace
supérieur a celui de E, si L(E, (£)) tend moins vite vers 0

que L(E,(g)) lorsque & tend vers 0.

Note :
0] On dit que la fonction f positive tend vers 0 plus vite que la fonction g positive si

On dit aussi : I’ordre de croissance vers 0 de f est plus élevé que celui de g, et on écrit :
f>gqgoug=<f
(i)  On dit que f et g sont équivalentes s’il existe deux constantes c,et c, telles que
pour tout X,
f(x)

O<c <—=<<¢,
g(x)
On dit aussi : les fonctions f et g sont du méme ordre de croissance, et on utilise la
notation f =g

(i) Enfin, s’il existe une constante c telle que, pour tout X,

on écrit
f>-g ou g<f

2.4. Ordre de croissance et dimension
Est-il possible de quantifier la notion d’occupation de I’espace ? La réponse est

affirmative, a condition de disposer d’une hiérarchie bien déterminée des ordres de
croissance. Nous sommes toutefois ramenés a ne considérer qu’une famille restreinte de
fonctions bien spécifiées qu’on appellera échelle de fonctions.

Une échelle de fonctions au voisinage de 0 est une famille de fonctions definies dans un
voisinage de 0, sauf éventuellement en 0, telle que si f, g sont deux fonctions quelconques de
cette famille : ou bien f =g, oubien f > g, oubien f<g.

Nous pouvons citer quelques exemples d’échelles suivants :
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Echelle logarithmique :
B
F :{fmﬂ'n(x): x“(logn éj (a,B)eR:,ne N,}

log, signifie que le log est composé n fois. Cette famille peut se révéler utile dans certain cas

d’analyse fine de courbes irréguliéres, telles que la trajectoire du mouvement Brownien.
Echelle des fonctions puissance :
F={f,(x)=x“,a >0}

La comparaison entre les fonctions de cette échelle est immeédiate, car ceci revient a la
comparaison des réels « positifs.

Si I’on choisit cette échelle de référence, il existe un moyen tres simple de calculer I’ordre
de croissance d’une fonction quelconque, si cet ordre existe : la fonction f a I’ordre de
croissance « au voisinage de 0 si

. log f(x
lim 29 "\ ():a
x—0 |ogx
Le degré d’occupation de I’espace d’un ensemble linéaire E est d’autant plus grand que
I’ordre de croissance vers 0 de la quantité L(E(g)) est plus petit. Relativement & I’échelle des

fonctions puissance, nous définissons donc la dimension fractionnaire a partir de I’ordre de
croissance, en posant
Dimension de E =1- (ordre de croissance de L(E(¢)))

Lorsque cet ordre de croissance existe. Notant la dimension A, nous avons, lorsque la limite

existe :
A= Iim(l——log L(E(‘g))J
£—0 |Og &

2.5. Formulation équivalente de la dimension
Supposons que, pour tout &, E puisse étre recouvert par N(g) intervalles de longueur &,

d’intérieurs disjoints, rencontrant tous E, si E comporte une infinité de points, ce nombre va
tendre vers I’infini lorsque & tend vers 0. Par ailleurs, Quelle que soit la fagcon dont les
intervalles sont choisis, on trouve

A(E)= |im'°g—N(‘9).
-0 ||og g|

Nous avons également le lemme tres utile suivant.

Lemme : Pour toute suite (£, ) de réels tendant vers 0, telle que

lim129%n _y
n Ioggn+l
ona
A(E) = lim 29N ()
n Jloge,|

Nous avons, par exemple, pour un ensemble parfait F, si I’on appelle o, = a)n(F) le nombre
d’intervalles blancs, et comme la suite (2’“) vérifie bien la condition ci-dessus,

AF) = tim 22 (F)
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Méme formule pour un ensemble E quelconque, a condition de changer légérement la
définition de @, : il faut prendre le nombre total d’intervalles dyadiques fermés rencontrant

E. On peut aussi prendre des intervalles dyadiques semi ouverts a droite, ou bien a gauche.
Ces variations ne changent rien a I’ordre de croissance de @, .

2.6. Exemples de calcul de dimension
= Si E est de longueur non nulle, L(E(¢))> L(E), Ve, donc A(E)=1.
= Supposons que E est formé de tous les points de la suite(n”),n>1, ou B est un
parameétre positif fixé. On peut y ajouter le point {0} si I’on veut un ensemble fermé. Soit
¢, =n” —(n+1)” =n~? les longueurs des contigus. Lorsque ¢,,, <2s<c,
L(E(£))= longueur de (0,(1+ n)‘ﬂ)+ 2ng=n"*
D’ou I’on tire
A(E)=1_i __1
p+1 [+1

. . o 1.
= Si E est un ensemble parfait symétrique, de rapport constant a < > ie. | =(1-2a)"". E

se trouve recouvert par 2" intervalles de longueursa”. Avec N (a” )= 2", on obtient
log 2

A(E)=-2
llog a|

2.7. Quelques propriétés de la dimension
Nous supposons que A(E) existe, en tant que limite, pour un ensemble E supposé borne :

1. A estmonotone : si E, estinclus dansE,, alors
) AE)<AE,)
2. Si E désigne la fermeture de I’ensemble E :
A(E)=A(E)
3. A eststable : étant donnés deux ensembles E, et E,,

A(E, UE,) = max(a(E, ). A(E, )

{
0<A(E)<1
5. A est invariante par homothétie : si T(E)=a

droite,
A(T(E))=A(E)
6. A est invariante par un type plus général de transformations: T peut étre une
application telle qu’en tout point X,

im 109 (Y)-T(2)) _,
=x log(y—-2)
2.8. Dimension supérieure et inférieure
Nous avons supposé jusqu’a maintenant que le rapport

log L(E(z))

loge

4. Pour tout E sur la droite,

E +b est une telle transformation de la
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convergeait. De facon générale, nous posons en gardant la notation A pour la limite
supérieure :

A(E)=lim sup(l—wj dimension supérieure
&0 |Og¢9

5(E)= Iiminf[l—wj dimension inférieure
&0 |Ogg

3. Cas bidimensionnel
3.1. Courbes de longueur infinie

Dans cette section, nous notons la mesure de Borel dans le plan par A, et nous définissons
une courbe T" comme étant I’image d’un intervalle [a,b] (intervalle temporel) par une
application continue y(t), injective (pour quel soit une courbe simple), a valeurs dans le
plan. La variable t qui parcourt [a, b] étant considérée comme le temps, #(t) est la position a
I’instant t, et T est la trajectoire. Lorsque I', entierement parcourue dans le temps fini b-a,
est de longueur infinie, la vitesse du mouvement le long de T" est nécessairement non bornée,
et infinie en certain points. Il vaut mieux ne plus parler de vitesse .Cette notion est remplacee
par celle de mesure sur T' (ou espace du mouvement dans le contexte de la mécanique
quantique, cf. chapitre : 5), mesure induite par la paramétrisation. Nous disons que (cf. [236],
chapitre : 6. §2) que

La mesure de toute partie de la trajectoire T" est le temps passé
dans cette partie au cours du mouvement.

Il'y a plusieurs fagons de déterminer si une courbe est de longueur infinie :
0 Etantdonné k +1réelst, =a<t, <---<t,,, =b, on appelle courbe polygonale d’appro-

ximation de T la courbe P, formée de k segments d’extrémités #(t, ), »(t,,, ) i=1...,k.

On dira que
T est de longueur infinie si la longueur L(P, ) tend vers I’infini.

¢ Une autre caractérisation est possible grace a la saucisse de Minkowski vue ci-dessus et

définie par
p )~ Ue. (0

xell

Nous avons :

Théoréme 3.1. Soit I" une courbe simple, de longueur finie : sa longueur est donnée par
L(r)= IimM
£—0 2¢

Al(#))

&

On dit donc que :

" est de longueur infinie si

3.2. Dimension
Les concepts vus précédemment s’étendent naturellement au plan, de fagon a classer
entre elles les courbes ou méme entre eux tous les ensembles bornés du plan. Nous
définissons la dimension (fractale) d’un ensemble E du plan par
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dim E = 2 (ordre de croissance de A(E(g))),

lorsque cet ordre de croissance existe, celui-ci étant la limite du rapport
log A(E(¢))
loge
lorsque ¢ —» 0.
Nous posons

A(E)=lim sup(z _IogA—(E(g))j dimension supérieure
&0 |og P

S(E)=lim inf(Z—IogA—(E(g))j dimension inférieure
&0 |og &

Note : les quantités & (-) et A(-) auxquelles sont adjoints d’autres quantités ou indices

introduits dans le chapitre 3, sont souvent appelées les indices d’entropie de Kolmogorov
inférieur et supérieur.
On retrouve pour ces indices les mémes propriétés de monotonie, de fermeture et de stabilite.
On a aussi pour E dans le plan
0<A<?2
A est également invariante par certaines transformations T du plan (cf. [236]) :

A(TE)=A(E)
La dimension inférieure posséde également ces propriétés sauf celle de stabiliteé.

3.3. Exemple de courbe de longueur infinie et de calcul de dimension
Soit la spirale T" (cf. figure :2) définie en coordonnées polaires (,0,9) par

plt)=t"
0<t<1,
o)==

ou 0 < a <1. On peut ajouter a cette courbe I’origine O (correspondant au paramétre t = 0)
pour obtenir un ensemble fermé. Chaque spire S, correspondant aux valeurs

1ol
k+1 k

. - . 1
du parameétre est de longueur finie, mais plus grande que ey ; en effet, la courbe coupe I’axe
de référence aux points de coordonnées polaires (p,9)=(k_a,2k72'), donc la longueur de

chaque spire S, est plus grande que la distance de O au point y(%j (qui vautkia). Comme la

L 1 . o
série Z—a diverge, la courbe totale est de longueur infinie.
k>1

La k°™ spire, S, , a donc une longueur de I’ordre dek ™, et dist(S, ,S, ;) =k ™.

1 N -
De maniére générale, pour deux ensembles E, et E, , nous écrivons
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Donc sie =k, la saucisse T'(¢) se trouve composée :
Ka 2a
(1 D’un « noyau » de diametre équivalent ak ™ = g+, d’aire équivalente a g+ .
2a
(i) et d’une « queue » d’aire équivalente ag-k** =g,

Ainsi, noyau et queue sont du méme ordre, et

2a 2
Al)=06{)=2-——"=——.
( ) ( ) a+l a+l
Lorsquea — 1, la dimension tend vers 1. Lorsquea — 0, elle tend vers 2, sans jamais

I’atteindre avec ce type particulier de spirale ; pour obtenir A(F)z 2, il faudrait une fonction

1
llogt]”

p(t) qui tend vers 0 moins vite que toutes les fonctions puissance, telle p(t)=

Figure 2.

3.4. Recouvrements classiques : boites et boules

Diverses formulations de la dimension ont été présentées dans le cas unidimensionnel
pour les ensembles bornés de droite. Nous en donnons au cours de ce paragraphe des
équivalentes, dans le contexte du plan.

Nous appelons d la distance euclidienne dans le plan et d_ la distance définie par

doo = max {|X1 - y1|’|X2 - YZ|}
ou (x,,x,) et (y,,y,) sont respectivement les coordonnées de x et y.
Les deux ensembles B, (x)={y:d(x,y)<e}et C_(x)={y:d_(x,y)< &} désignent donc le

disque de centre x, de rayon & et le carré de centre X, de cotés de longueur &, paralleles aux
axes, que I’on appelle souvent boite.
d et d_ étant clairement équivalentes, la dimension d’un ensemble E peut alors s’écrire

dist(E,,E,)= max{sup dist(x, E, ), supdist(x, E, )}

xeE; xeE,

ou dist(x, E, )= inf d(x, y) avec d la distance euclidienne. Nous appelons cette quantité distance de
yek

Hausdorff entre E, etE, .
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oa { LJc. ()

A(E)=1i 2— <t
(E) =t 2= g,

= Boites disjointes. Effectuons un quadrillage, ou un pavage, du plan par des carrés de coté
£ (voir figure 3), disjoints mais pouvant posséder des frontieres communes. Appelons
w,(E) le nombre de ces carrés qui recouvrent I’ensemble E. Alors, nous avons
. lo E
A(E)= Ilmsung()
>0 ||Og g|
Certaines variantes de cette formule utilisent des suites discretes de valeurs de ¢ :
Pour toute suite (gn) de réels tendant vers 0, telle que le rapport

loge,
Iog €n+1 ’
tend vers 1, on a
logw
A(E) = limsup 92,
&—0 ||og gn

Figure 3. La réunion de toutes les boites, rencontrant E, d’un pavage de cbté ¢, constitue
une approximation de la saucisse de Minkowski de E.

En particulier, les boites dyadiques d’ordre n sont des carrés du type

{L j+1}{£ k+1}
2" 2" 2" 2n |

ou j et k sont des entiers. La dimension, qui est en fait toujours la méme,
logw,,
A(E)=limsup 9%,
n nlog2

est parfois appelée dimension de boite.
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= Minimum de boules recouvrantes. Appelons N_(E) le nombre minimum de disques
B, (x), centrés sur E, et qui recouvrent E (figure :4). On a alors

: logN, (E)
AE)=1 —

Figure 4. Le recouvrement d’un nombre minimum de disques, centrés sur E, de rayone, et
recouvrant E, constitue une approximation de la saucisse de Minkowski.

4. Courbes fractales
Les courbes fractales sont caractérisées par deux propriétés. Elles sont :
M Non rectifiable, en ce sens qu’une courbe est non rectifiable si elle est de longueur
infinie.
(i) Homogenes, en ce sens que chacune des parties d’une courbe fractale est
semblable au tout.

4.1. Une courbe fractale n’est nulle part rectifiable

Comme une courbe fractale T est a la fois non rectifiable et homogene, cette propriété de
non rectifiabilité doit étre partout surI", donc sur tout sous-arc de la courbe. Une telle courbe
est dite nulle part rectifiable.

Posons 6. (x) I’angle minimum du cone, appelé cbne local, centré enx_, un point deT", et
contenant tous les points de T" a distance inférieure a& . Nous donnons alors la caractérisation
des courbes fractales suivante :

On dira que T n’est nulle part rectifiable si elle possede I’une ou I’autre de ces trois
propriéteés :
» Tout sous-arc de T", non réduit a un seul point, est de longueur infinie.
> Entout point x, de T", I'angle Hg(xo) ne tend pas vers 0, autrement dit :

limsupé,(x.)>0.

> En tout point x_de T, le rapport A[x (x."nx)])/ diam*(x.nx) ne tend pas vers 0,
autrement dit :
limsup Al x (x.nx)])/diam*(x. nx)>0.
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ol A est la mesure de Borel sur le plan, x(x. N x) est I’enveloppe convexe? du sous-arc
x.nx de T, et diam?(x_~x) est le diamétre® de ce méme sous-arc.

4.2. Caractérisation d’une courbe fractale
On appelle taille une fonction d’ensembles, généralement notée taille(E), qui vérifie les

trois conditions suivantes :
1. taille(E) est équivalente au diameétre (voir la paraphrase ci-dessous) : il existe deux
constantes c, etc, > 0, telles que, pour tout ensemble borné E,
c,diam(E) < taille(E ) < c,diam(E)
2. taille(E) est croissante :
E, c E, = taille(E, ) < taille(E, )
3. taille(E) est continue par rapport a la distance de Hausdorff (cf. § 3.3).

Un exemple évident de fonction taille, est le diametre lui-méme. Mais il y en a d’autres,
par exemple,
taiIIe(E): Longueur du plus petit rectangle de cotés paralléles

aux axes qui contient E.
1

ek

Admettant qu’une fonction taille ait été choisie. Soit T" une courbe paramétree, image par
I’application continue y de I’intervalle [a,b]. Ce qu’on appelle arc local autour d’un point
#(t) quelconque de T, est I'image d’un intervalle [t—z,t+7] : celle-ci dépend de 7, demi-
largeur de la fenétre d’observation.

Nous pouvons définir, grace a cette paramétrisation, une fonction taille locale, elle est
construite de fagon & &tre continue sur tout I’intervalle[a,b], et & ne pas subir de variations
importantes aux bords (aux voisinages de a et de b). Donc, pour t e [a,b] etz €]0, (b—a)/2],
on pose

C’est bien une grandeur équivalente au diametre, avecc, =1, etc, =

taille (y(a)ny(a+2z) si t—r<0;
T(t,7)= taille (y(t—7)Ny(t+7) sias<t—r<t+r<b;
taille (y(b—2z)ny(b) sib<t+z.

La fonction

_ 1 &
T, =——|T(t7)dt

b-a-
est une taille moyenne locale, et le rapport T_/2z est une évaluation de la vitesse moyenne
locale, la variable t étant considérée comme le temps.

. : TI(t, .
On dira que I' est fractale sile rapport (—T) tend vers I’infini lorsque 7 tend vers O,

T

uniformément par rapport a t.

2 Pour la définition de I’enveloppe convexe d’un ensemble donné, voir I’annexe de [236] ou un bon livre de
topologie générale.
De fagon générale, pour un ensemble E quelconque, nous appelons diamétre de E la quantité

diam(E)= sup d(X, y), ou d est la distance euclidienne.
X,yeE
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4.3. Exemple de courbe fractale
La courbe T" que nous allons décrire se construit a I’aide de ses polygones
d’approximation.

Etant donné un segment orienté S, et un angle ¢,Os¢s%, appelons ®, I’opération qui

consiste a remplacer S par la courbe polygonale ®¢(S), de méme extrémités que S, constituée

de quatre segments égaux formant avec S les angles 0,¢9,—¢ et 0 respectivement (figure 5).la
longueur de chacun de ces segments est donc L(S)/2(1+cosg).

S

Figure 5. Le segment S est remplacé par la courbe polygonale ®¢(S) de mémes extrémites,
formée de quatre segments égaux.

On se donne une suite d’angles(¢k), et I’on part d’un segment initial P, de longueur 1. On
forme la courbe polygonale P, :®¢1(PO). On pratique sur chacun de ses quatre segments
I’opération ®, : ceci donne au total une courbe polygonale P, faite de 16 segments, et ainsi
de suite : P, est obtenue a partir de P, , en remplagant chacun de ses segments au moyen de
Iopération®, . Cette courbe P, est faite de 4% segments, tous de longueur
AT 1
=2 1i:1[1+cos¢ﬁi '

Lorsque k augmente indéfiniment, les courbes P, , de longueur L(P, ) =4I, , convergent vers
une courbe I' au sens de la distance de Hausdorff. La longueur L(I")=IlimL(P,) peut étre
finie ou infinie selon le choix de la suite (4, ) : si @, ne tend pas vers 0, T' est de longueur
infinie : il s’agit alors d’une courbe fractale.

Remargue : Nous verrons plus loin que de fagon générale les ensembles dits fractals sont
caractérises uniquement par leurs indices dit les indices fractals, parmi ceux-ci les indices
d’entropie de Kolmogorov supérieur et inférieur A ets, ainsi que la dimension de Hausdorff
définie ci-dessous.

5. Dimension de Hausdorff
Définition : On se donne un ensemble E quelconque. En général, on note R un
recouvrement de E qui est une famille d’intervalles dont la réunion contient E, et

|%] =supl(u) la borne supérieure des longueurs d’intervalles de %. On considére des
ueR

recouvrements d’un type spécial appelés recouvrements de Vitali de E (cf. 8§ 2.1). On ne
considere que des recouvrements dénombrables. On peut les caractériser ainsi: Un
recouvrement R de E est un recouvrement de Vitali s’il peut se décomposer en sous-
famillesR ,, ou chaque R, recouvre E et

lim|:,| =0.
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Des recouvrements de ce type ont été utilisés par E.Borel pour définir les ensembles de
mesure nulle. En continuant dans cette voie, on peut dire qu’un ensemble est plus "rare"
qu’un autre s’il peut étre recouvert par des familles d’intervalles dont la série des longueurs
converge plus vite. Une facon de quantifier cela consiste a définir I’exposant de la
convergence de la série des longueurs, soit

eR)=inf {a,) L) <}
En effet, dés que|R| <1, lasomme )" L(u)* est une fonction décroissante de o ; il existe

une valeur critique unique (éventuellement infinie) au-dessus de laquelle la série converge. La
dimension de Hausdorff est définie a I’aide de ces valeurs critiques :

dim(E)=inf {e(R) o0 R est un recouvrement de Vitali de E}

5.1. Propriétés
1. Pour tout ensemble E de la droite : 0<dim(E)<1.
2. dim est monotone :
E, c E, = dim(E,) < dim(E,)
3. dimest o—stable:

dim(U E, j =supdimE,
K k
4. Pour tout ensemble E,
dim(E)< A(E),
ol A(E)=inf {supA(E,), oli les E, sont bornés, et E < UE, } .

Pour tout ensemble borne E
dim(E)<5(E)< A(E).
5. Si la dimension est strictement inférieure a 1, la longueur de I’ensemble est nulle. Ou
encore :
L(E)>0=dim(E)=1
6. dim est invariante pour toute transformation T de la droite telle que pour tout x, le
rapport

log(T(y)-T(z)
logly - 2|
tend vers 1 lorsque y et z (y = z) tendent vers x. Dans ce cas dim(T(E))=dim(E) pour
tout E.

Note : La dimension de Hausdorff et ses propriétés peuvent se généraliser au plan ou a un
espace de dimension supérieure a 2 en considérant tout simplement les mesures adéquates.
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Chapitre 3. Fractales aléatoires et
Processus de Markov

1. Introduction

L’¢étude des propriétés du mouvement Brownien, et plus généralement des processus de
Lévy sur R%a été un des sujets les plus importants dans la théorie des probabilités. La
dimension de Hausdorff et la mesure de Hausdorff ont été trés utiles pour de telles études
depuis le travail de pionnier de Lévy (1953) et Taylor (1953, 1955,1967).

La naissance de la géométrie fractale due en grande partie au travail de Benoit Mandelbrot,
a apporté¢ de nombreuses idées nouvelles et des outils géométriques originaux (tels que la
dimension d’empilement, les densités moyennes, les multifractales) servant aux études des
propriétés fines des processus stochastiques. Dans la derni¢re décennie, non seulement divers
résultats ont été obtenus sur le mouvement Brownien et sur les processus de Lévy stables
(voir Lawler (1999) pour un bel exposé sur les propriétés fractales du mouvement Brownien),
mais il y a eu aussi un grand intérét pour 1’étude d’autres processus de Markov tels que les
diffusions sur des fractales (ensembles), les processus de Feller, voir la monographie de
Barlow (1998), Jacob (1996) et les références y figurant pour plus d’information.

L’objet de ce chapitre, basé principalement sur 1’étude de Xiao publiée en 2004, est
d’exposer et de faire la synthése de travaux récents sur les propriétés des processus de
Markov, étudier la dimension de Hausdorff et la dimension d’empilement de 1’image d’un
processus de Markov en donnant la preuve d’une formule générale pour les deux quantités en
termes de fonction de transition du processus en question, ce qui généralise les résultats bien
connus de Pruitt (1969), Taylor (1986b) etc., et enfin de poser quelques problémes qui restent
ouverts. Dans le développement historique de 1’étude des propriétés des trajectoires des
processus de Markov, des résultats ont été¢ souvent obtenus pour le mouvement Brownien en
premier, puis pour les processus stables symétriques d’indice o (0<a <2), et ensuite pour
les processus de Lévy généraux ou les processus de Markov. A chaque étape de
généralisation, quelques propriétés spéciales du processus sont utilisées. A cause de son
importance dans la théorie générale des processus de Markov, nous nous concentrons
principalement sur des résultats récents sur les trajectoires des processus de Lévy, en mettant
I’accent sur les méthodes applicables a des processus de Markov plus généraux.

Soit X ={X (t),t >0} un processus de Markov a valeurs dans un espace métrique (S, p).
Tout au long de ce chapitre, nous nous intéressons aux propriétés des trajectoires de X, c’est-
a-dire les propriétés de la fonction X(t.)= X(t,@) pour e Q fixé. Quand nous disons que
les trajectoires du processus X ont une propriété P presque siirement (avec probabilité positive
respectivement (resp.)), cela signifie que I’ensemble { w e Q: X(-,a)) a la propriété P} est un
événement de probabilité 1 (de probabilité positive, resp.). Ce qui suit sont quelques exemples
d’ensembles aléatoires générés par X :

Image : X([0,1]) ={xeS:x=X(t) pourun te[0,1]} ;
Graphe : GrX ([0,1]) = {(t, X (t)) e [0,1]xS :t e[0,1]} ;
Niveau : X‘l(x): {teR,: X(t): X}, Xe$S ;

Image inverse : X '(F)={teR,: X(t)eF},ou FeS.
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Au cour de ce chapitre, nous utiliserons K pour représenter des constantes finies positives
et non spécifiques qui peuvent différer d’une ligne a un autre. Quelques constantes
spécifiques sont représentées par K ,K,,... . La distance Euclidienne et le produit scalaire

ordinaire dans R’ sont représentés par |0| et <0,0> , resp. La mesure de Lebesgue dans R? est
notée par A, . Etant donné deux fonctions réelles g et h surR®, g ~h signifie qu’il existe une

constante positive et finie K telle que K 'h(x)< g(x)< Kh(x) pour tout x € R®. Nous utilisons
A =B pour indiquer que A est défini par B.

2. Processus de Markov

2.1. Processus de Lévy. Les processus de Lévy forment une classe importante des processus
de Markov. Outre le mouvement Brownien, on a attaché une importance considérable a
I’étude du processus de Lévy général, en théorie tout autant qu’en applications. Pour plus
d’information nous nous référons aux livres récents de Bertoin (1996) et Sato (1999) pour la
théorie générale et a Bertoin (1999) pour 1’étude des subordinateurs. En plus, nombre de
propriétés des processus de Markov plus généraux peuvent étre obtenues en les comparant a
des processus de Lévy appropriés, voir Schilling (1996,1998 a, b).

Un processus stochastique X ={X(t),t20} sur un espace de probabilité (€,3,P) a
valeurs dans R?, est appelé un processus de Lévy, si pour chaque s>0 et chaque t>0, la
I’accroissement X (t+5)— X (t) est indépendant du processus { X (r),0<r<t} et posséde la
méme distribution que X (s) (i.e., X a des accroissements stationnaires et indépendants), et tel
que la fonction t— X (t) est continue en probabilité (i.e.,pour tout ¢ > 0 et pour touts,>0,

lim P(X(t)- X (s} > &) = 0). En particulier, P(X(0)=0)=1.

Pour tout X € R?, la loi du processus X+ X sous P est notée par P*. Nous écrivons indiffér-
emment P ou P°. Notez que P*(X(0)=x)=1, ceci étant, sous P*, le processus part de X.

Sous P, les distributions de dimension finie d’un processus de Lévy X sont complétement
déterminées par la distribution deX(l). Il est bien connu que la classe possible des
distributions pour X (1) est précisément la classe des lois infiniment divisibles, lesquelles sont
définies comme suit : une mesure de probabilité x sur R°est infiniment divisible si, pour
chaque n, il existe une mesure de probabilité¢ y, telle que si V,,...,V, sont des éléments

aléatoires indépendants de distribution 4, alors
d
Vi+-+V, =pu.
Ceci entraine que pour tout t > 0 la fonction caractéristique de X (t) est donnée par
Elexpi(£, X (t))]=e,
ou en vertu de la formule de Lévy-Khmtchme
H | X I X 5
2.1) w(é)=i(a &)+ 525 +I{1 gitx<) < |X|>} L(dx), VEeR?,
+
ou aeR%est fixé, ¥ est une matrice dxd symétrique définie non négative et L est une
mesure de Borel sur R®\{0} qui satisfait

[ L) <on

Rdl+|X|
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La fonction  est appelée I’exposant de Lévy de X, et L est la mesure de Lévy correspondante.
Il y a un bon nombre de différentes caractérisations de . Notez que 1,//(0): 0 et par le
théoréme de Bochner la fonction &1 e ") est continue et définie positive pour chaque
t >0 puisque celle-la est la transformée de Fourier d’une mesure de probabilité (i.e.,cette

derniére fonction est donnée parj gl y7A (dx), ou u, représente la distribution de probabilité

de X(t)). De ce fait, par un théoréme de Schoenderg (1938) (voir aussi dans Berg et Prost
(1975)), ’exposant de Lévy w est une fonction continue définie négative. Nous verrons que
I’exposant de Lévy y jouera des rdles importants dans 1’étude des processus de Lévy et
diverses propriétés des trajectoires de X peuvent étre décrites en termes de w . A cet égard,
notons également que

Rel//(f)z 0 et Ret,//(— §) VEeRY,
ou la notation Re signifie la partie réelle d’'un nombre complexe.

Un processus de Lévy X dans R?est appelé symétrique si — X et X possédent les mémes
lois de probabilité¢ de dimension finie sous P. Ceci est en accord avec la propriété de symétrie
des processus de Markov disant que pour toutes fonctions f et g continues sur S a support

compact, on a
] £ 6T0(x)u0x) = ] G0, (c)a)
pour une mesure de Borel g ou T, représente le semi-groupe associé au processus de Markov.

I1 est clair que X est symétrique si et seulement siw(é ) >0, pour tout £ € R?.
Dans ce qui suit nous donnons quelques cas spéciaux de processus de Lévy.
(@) . Processus de Lévy stable. Un processus de Lévy X dansR? est appelé un processus de
Lévy stable d’indice & € (0,2] si la mesure de Lévy L est de la forme
dr
T v(dy), vx=ry,(r,y)eR, xS,,

ou S, ={ye R¢ :|y| =1} est la sphére unité dans R® et V(dy) est une mesure de Borel finie

(2.2) L(dx)=

arbitraire sur S, . Dans la littérature, les processus de Lévy stables dansR" d’indice a =1
sont
aussi appelés processus de Cauchy. Il résulte de (2.1) et (2.2) que I’exposant de Lévy y, d’un

processus de Lévy stable d’indice « € (0,2] peut aussi étre écrit sous la forme

v, = S~[K§ y>‘“|:1_isgn(<§, y>)tan[”—2aﬂM(dy)+i<§,yo> sia#l,

w. (€)= [|(&. y>\{1 - i%sgn(@, y))logl(&, y)\}l\/l (dy)+i(&,y),

ou la paire (M , ,uo) est unique, et la mesure M est appelée la mesure spectrale de X. tan et
sgn représentent respectivement la fonction tangente et la fonction sgn X qui prend la valeur 1
si x>0, —1si Xx<0 etO0 sinon. Voir Samorodnisky et Taqqu (1994). Quand d =1, y, peut
étre exprimé sous la forme

(2.3) v, = a“|§|{l+iﬁsgn(§)tan(%}+ icf,uo} si a =1

W, = Glfl[l +i %ﬁsgn(f)logliﬂ +iéu,,
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ou les constantes satisfont 0 >0, —1< <1 et 4, € R. Nous assumons toujours que toutes

les distributions stables’ sont non dégénérées ; ceci étant, la mesure M n’est pas portée par
aucun ensemble de dimension d —1 de S,. alors, il est possible de voir qu’il existe une

constante finie et positive K, telle que
(24) Rey, (&)= K", £eR”.

Un processus de Lévy sable sur R® d’indice a € (0,2] est dit strictement stable si son expos-

ant de Lévy y, est de la forme

(2.5) v, (£)=|¢" [w, (& yM(dy),
W, (f, y) = {1 =1 sgn«f, y>)tan[%ﬂ . <|§, y> ,a#1
ou
w (&, y)= <|§ y> +%<c§, y)log|(, y)
Et, en plus, quand « =1, M doit aussi avoir 1’origine comme son centre de masse, i.e.,
(2.6) [yM(dx)=0

Voir par exemple, Samorodnisky et Taqqu (1994). Nous remarquons que les processus de
Cauchy asymeétriques (i.e., les processus de Cauchy dont la mesure spectrale M ne satisfait pas
(2.6)) ne sont pas strictement stables. La présence du terme logarithmique est la source de
nombreuses difficultés associées a I’étude des propriétés des trajectoires du processus de
Cauchy asymétrique, lesquels doivent étre étudi€s séparément.

Il vient de (2.5) que les processus de Lévy strictement stables d’indice & sont (1 / a)— auto-

similaires (sous P*pour tout X € R?). Réciproquement, un processus de Lévy auto-similaire
doit étre strictement stable, voir Sato (1999). Une classe particulicrement intéressante
s’impose d’elle-méme quand on laisse M étre la distribution uniforme sur S, .dans ce cas,

l//(f): 0“|§|ﬂ pour une certaine constante o >0, et X est appelé processus de Lévy stable

isotropique d’indice « . Notez que les processus isotropiques sont quelques fois appelés, dans
la littérature, processus symétriques. Il est bien connu que quand a=22">c"'X est un
mouvement Brownien. Ceci est un processus Gaussien avec des trajectoires continues. Tout
autre processus de Lévy stable posséde des trajectoires discontinues.

Comme il a été découvert par Taylor en (1967), il est naturel de distinguer deux types de
processus de Lévy strictement stables : ceux du type A, et ceux du type B. un processus de
Lévy strictement stable est du type A, si

p(t,y)>0,vt>0,vyeR’,
ou p(t, y) est la densité de X(t) ; tout autre processus de Lévy stable est du type B. Taylor
(1967) a montré que si @ € (0,1), et si la mesure M est concentrée sur un hémisphere, alors X

est du type B, tandis que tout autre processus de Lévy strictement stable d’indice a # 1est du
type A.

! Pour une fonction de distribution F de fonction caractéristique @ . Nous disons que F (ou @) est stable, si pour

toute paire de nombres réels positifs b1 et b2 il existe des constantes a et b (>0) telles que

p(bt)p(b,t) = p(bt)e™.
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(b) . Subordinateur. Un subordinateur est un processus de Lévy dans R ayant des
trajectoires croissantes. De fagon équivalente, une processus de Lévy X a valeurs réelles est
un subordinateur si et seulement si ¥ =0 dans (2.1) (i.e., X ne posséde pas la partie dite parie

. R
Gaussienne), sa mesure de Lévy L est concentrée sur [0,00) et satlsfaltLXL(dx)< . Dans

I’étude d’un subordinateur X, il est plus convenable d’utiliser la transformée de Laplace

Elexp(-uX (1))]= exp(- g(u)).
ol g(u)=cu+_[[1—exp(—ur)]L(dr),

et ¢ >0 est une constante, et L est la méme mesure de Lévy. La fonction g est appelée 1’expo-
sant de Laplace de X. L’on montre (voir Sato (1999)) que si c=0 et L(R+)< o, alors X est
un processus de Poisson composé (nous pouvons dire sans trop s’étendre sur ¢a qu’un proces-
sus de Poisson composé X est un processus stochastique qui s’écrit sous la forme Y o N ou Y
est processus de Markov a temps discret et a valeurs dans un espace dénombrable, et N est un
processus de Poisson ordinaire (cf. Kallenberg (1997)) et ses trajectoires sont des fonctions de
pas (ou étagées) ; autrement dit, les trajectoires de X sont strictement croissantes.

Mis a part le fait qu’ils soient des objets mathématiques d’un grand intérét, les subor-
dinateurs sont un outil trés important dans 1’étude des propriétés fractales des processus de
Lévy (par exemple les ensembles dits de niveau 0 (X = O)), ils peuvent aussi étre utilisés pour

générer un processus de Lévy. Ceci dit, si 7={7,,t 20} est un subordinateur avec 7, =0 et
qu’il est indépendant d’un processus de Lévy X, alors le processus Y défini par Y(t) = X(z‘t)

est aussi un processus de Lévy (ceci est appelé un subrdinateur au sens de S. Bochner). La
fonction de transition de Y peut étre exprimée par

P(Y(t)e B)= [P(X(s)e B)P(z, e ds).

0
Pour plus d’information, voir Bertoin (1996,1999).
(c) . Processus de Lévy stable associé un opérateur. Un processus de Lévy X = { X (t),t >0}
dans R(d >1) est dit stable associé & un opérateur si la distribution v de X(l) est non
dégénérée en ce sens qu’elle n’est pas portée par hyperplan de dimension d —1, et v est
strictement stable associée a un opérateur, i.e., il existe un opérateur linéaire A sur R” tel que

v' =t*v  pour tout t >0,
ou V' représente ce que I’on dira la t-eme puissance de convolution de la loi infiniment divi-
sible v (i.e., la mesure de probabilité associée a la puissance t-eme de la transformée de
Fourier de v ) et t*v est la mesure image de v associée a ’opérateur linéaire t*, défini par
th = i—(logt)n A"

N (
L’opérateur linéaire A est appelé un exposant de X. L’ensemble de tous les exposants
possibles d’une loi stable associée a un opérateur est caractérisé dans le théoreme 7.2.11 de
Meerschaert et Sheffler (2001).

D’autre part, un processus stochastique X = { X (t),t >0} est dit auto-similaire associé a un

opérateur s’il existe un opérateur linéaire B sur R? tel que pour tout ¢ >0

d
{X(ct)t=0}={c®X(t)t>0},
ou B est appelé un exposant de X auto-similaire.

31



Hudson et Mason (1982) ont prouvé que si X est un processus de Lévy dans R’ tel que la
distribution de X(l) est non dégénérée, alors X est auto-similaire associé a opérateur si et
seulement si la variable aléatoire X (1) est strictement stable associée a un opérateur. Dans ce
cas, tout exposant de X (1) est aussi un exposant auto-similaire.

On montre, voir Meerschaert et Sheffler (2001), que tout processus de Lévy strictement
stable est associé & un opérateur d’exposant A=a 'l , ou | est I’opérateur identité surR® . Le
processus de Lévy X ={ X (t),t >0} défini par

X (t)= (X, (t)..... X, (t))
ou X,,...,X, sont des processus de Lévy stables indépendants a valeurs dans R d’indices

respectifsa,,...,a, € (0,2], est appelé un processus de Lévy avec des composantes stables. Ce
type de processus de Lévy a été étudi¢ en premier par Pruitt et Taylor (1969), et il est
quelquefois utile dans la construction de contre-exemples (voir Hendricks (1972)). 1l est facile
de vérifier que X est stable associé a I’opérateur d’exposant A qui a «;,...,a;" sur la

diagonale et 0 ailleurs. Pour mieux connaitre ce processus, voir Meerschaert et Sheffler
(2001).

Maintenant revenons aux processus de Lévy généraux. Dans le but d’étendre des résultats
sur les trajectoires du mouvement Brownien et les processus de Lévy stables aux processus de

Lévy généraux dans R®, Blumenthal et Getoor (1961) ont introduit les indices suivants £, 5"
et S" (voir plus bas pour les définitions) et ont obtenu quelques propriétés des trajectoires en
termes de ces indices. Plus tard Pruitt (1969) et Hendricks (1983) ont défini les indices y et
y', resp., et ont montré leur lien avec la dimension de Hausdorff de I’image des processus de

Lévy. Voir les articles de Taylor (1973,1986a), Fristed (1974) et Pruitt (1975). 1l est un
probléme intéressant que de comprendre les relations entre ces indices. Des résultats
apparentés et des problémes ouverts peuvent étre trouvés dans Pruitt et Taylor (1996).

Pour étre plus spécifique, I’indice supérieur S de X est défini en termes de sa mesure de

Lévy L comme suit

2.7) B=inf {a>0: [|y"L(dy)<e}=inf {a>0:r"Lly:|y|> rj—=>0}.
lyl<1
Les paramétres " et ' dépendent du comportement de Rey a I’infini,
(2.8) B'=sup {a>0: é‘im|§|_a Rey(&)=ow}
: a0 1= exp(~Rey/(¢))
(2.9) B=sup {a>0: [l dé< oo}
RU | Rey/(¢)

Blumenthal et Getoor (1961) ont monté que 0< "< '< <2 et ces indices peuvent étre
distincts. Cependant, quand le processus X est strictement stable d’indice @ € (0,2], tous les

indices égalent r .
Quand X est un subordinateur d’exposant de Laplace g, Blumenthal et Getoor (1961) ont
défini I’indice

o - a-l1
(2.10) G:sup{aélzju—du<oo},
xC

)

et ont montré que chacun de o et de I’indice £ peut étre exprimé en fonction de I’exposant
de Laplace ¢
o=sup{a=0: limu*“g(u): 0 },
U—o0
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p=inf {« ZO:limufag(U)=0}‘

Il ont également prouvé que 0<f'<c < f<I1. Plus tard, Horowitz (1968) trouva une

représentation pour ¢ par la mesure de Lévy,
X

O =Ssup {a : XaPlJ. L(y,OO)dyX—_)O)OO } ;
0
en outre, il a montré que dim, X([0,1])= o p.s., oit dim,, E représente la dimension de
Hausdorrff de E. voir le paragraphe 3.1. pour sa définition.

En étudiant la dimension de Hausdorff de ’image d’un processus de Lévy général X dans R*
Pruit (1969) a défini I’indice y en se basant sur le comportement de la moyenne du temps

passé dans une boule de petit diametre :
1
(2.11) 7/=sup{a20:limsupr’aJ.P{|X(t1£r}dt<oo}.
r—0 0

Pruitt (1969) a montré que pour un subordinateur ¥ = o (ceci est li¢ au résultat susmentionné
de Horowitz (1968)) et pour un processus de Lévy symétrique y =min {/',d }, mais en
général [' et ¥ peuvent étre différents.

L’indice y est difficile a calculer de la définition de Pruitt. La question d’exprimer cette
indice en termes de I’exposant de Lévy iy a été posée dans Pruitt (1969,1975) et celui-ci a

réussi a obtenir quelques résultats partiels. Ce probléeme a été récemment résolu par
Khoshnevisan, Xiao et Zhong (2003) qui ont montré que

(2.12) y=sup{a<d: I Re( ! J ddi<oo}.
{eerTep1) I+ l//(cf) |§|
Le parametre y' est di @ Hendricks (1983),
1
(2.13) y'=sup {a > 0:liminf r*“jP {X@)<r}dt<oo}.
0

Taylor (1986b) a prouvé que ' égale la dimension d’empilement (cf. §3.2) de I’image de X.
Pour un subordinateur X, il vient des résultats de Fristedt et Taylor (1992) sur la mesure
d’empilement (cf. § 3.2) de I'image X([O,l]) que y'=f ; voir aussi Bertoin (1999). Quand
(2.13) n’est pas facile d’évaluer pour un processus de Lévy général, il serait utile de
représenter »' en termes de I’exposant de Lévy y, comme (2.12) pour y .

Utilisant les résultats de Blumenthal et Getoor (1961), Pruitt (1969), Taylor (1986) et
Bertoin (1999) sur les dimension de Hausdorff et d’empilement de X ([0,1]), nous avons les

relations suivantes entre les indices 7, 7', S et ',

0<pAd<y<y'<pBAd,
et pour un subordinateur, y = o < y'= . Pour plus de résultats sur les relations qui existent
entre ces indices, voir Pruitt et Taylor (1996).

2.2. Processus Additifs. Un processus stochastique X = { X (t),t >0} sur un espace de
probabilité (Q, 3, P), a valeurs dans R", est appelé un processus additif si, pour tous S,t >0,
I’accroissement X (t +s)— X (t) est indépendant du processus { X(r),0<r <t}, X(0)=0p.s.,
et tel que la fonction t — X (t) est continue en probabilité.

Notez qu'un processus additif a des accroissements indépendants, sauf que les
accroissements peuvent ne pas étre stationnaires. Par conséquent, il n’est pas en général
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temporellement homogene. La classe des processus additifs est trés large. Par exemple, si X
est un processus de Lévy dans R? et T(S) est une fonction non aléatoire qui est croissante et
continue  droite, alors Y(s)= X (z(s)) définit un processus additif.

D’un intérét particulier est la classe des processus additifs auto-similaires. Nous disons que
le processus X = { X (t),t >0} auto-similaire au sens large si pour tout a > 0,a # 1, il existe

une constante b = b(a)> 0 et une fonction c(t): R, — R telles que

{X(at)te R+}i{bX(t)+ c(t)teR,}.
En vertu du théoreme 13.11 dans Sato (1999), nous savons que si un processus additif X est
auto-similaire au sens large, alors il existe une constante H > 0 telle que b(a) =a" pour tout
a>0. la constante H est dite I’indice de 1’auto-similarit¢ de X. Si c(t)=0, X est auto-
similaire comme défini précédemment.
Rappelons qu’une mesure de probabilité v sur R est dite auto-décomposable ou de Classe
L si, pour tout a > 1, il existe une mesure de probabilité p, sur R’ telle que

o(g)=rvla"¢)p,(¢) veeR’,
ou v est la transformée de Fourier de v. Il est facile de voir que toute distribution stable sur

R est auto-similaire (cf. Sato (1999), mais la Classe L est beaucoup plus large que la classe
des distributions stables.

Il est bien connu qu’un processus de Lévy X est auto-similaire si et seulement s’il est
strictement stable. Pour les processus additifs, il existe un résultat analogue. Ceci est dii a Sato
(1991), qui a montré que

M Si X ={ X(t),t >0} est auto-similaire au sens large, alors pour tout t >0, la
distribution de X (t) est auto-décomposable.

(ii)  Pour chaque distribution v sur R auto-décomposable et non triviale (ne prenant
pas uniquement que les valeurs 0 ou 1) et toute constante H >0, il existe un
processus X tel que X est auto-similaire d’indice H et la distribution de X (t) est

V.
De ce fait, les processus additifs auto-similaire sont aussi appelés processus de Classe L. On
se réfere a Sato (1999) pour plus d’information sur les processus additifs.

A I’opposé de la riche théorie des processus de Lévy, peu de travaux de recherche ont porté
sur les propriétés des trajectoires des processus additifs. Notez que chaque distribution v de
Classe L entraine deux types de processus a accroissements indépendants, I'un est un
processus de Lévy et ’autre est un processus de Classe L. Ces deux processus ont v comme
distribution de probabilit¢ au temps t=1. Il est intéressant de comparer leurs propriétés
probabilistes. Quelques résultats s’y rapportant ont été récemment établis. Par exemple, Sato
(1991) et Watanabe (1996) ont compar¢ le comportement asymptotique des processus additifs
auto-similaires croissants X = { X (t),t >0} quand t > 0 et t > oo avec ceux des subardina-

eurs stables. Yamamuro (2000a, b) a obtenu un critére pour la récurrence et la tendance (com-
renez de ces deux propriétés les mémes données pour le mouvement Brownien au premier
chapitre) des processus de Classe L, lesquelles difféerent de celles des processus de Lévy.
Cependant, nous pouvons dire que peu de résultats sur les propriétés fractales des trajectoires
ont été établis pour les processus de Classe L généraux.

2.3. Processus de Markov de type Lévy et Opérateurs pseudo-différentiels

Dans les dernie¢res années, nombre d’auteurs ont étudié des processus de Markov qui sont
dans un certain sens comparables aux processus de Lévy. Dans ce paragraphe, nous
discuterons brievement des processus de Feller associés a des opérateurs pseudo-différentiels
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et se référons a Jacob et Schilling (2001) et Kolokoltsov (2001) pour plus d’information.

Pour simplifier, nous prenons S =R?. Soit C’ (Rd) I’espace des fonctions infiniment
différentiables sur R? & support compact et soit C, (Rd) I’espace de Banach des fonctions
continues sur R? qui tendent vers 0 a I’infini, munis de la norme de la convergence
uniforme||0||. Un opérateur pseudo-différentiel est un opérateur q(x, D) sur C” (Rd) de la

forme

Al Du(x)= (22) ** [ ol (e

ou la fonction ¢:R%xR? —C (dans I’ensemble des nombres complexes), appelée le
symbole de I’opérateur q(x, D), est supposée étre mesurable en (X,§) et de croissance
polynomiale en &, et ou U est la transformée de Fourier de u. Celle-ci est donnée dans ce cas

par
0(&)=(2x) " J.e‘i<§’x>u(x)dx .
Rd
Soit X ={ X(t),t eR,,P* xe R¢ } un processus de Feller a valeurs dans R?Y. Nous
représentons son semi-groupe et son générateur infinitésimal par {T,,t>0} et(A, D(A)),

resp.
Définissons la fonction 4, : R x R? — C par
(2.15) A (%, &€) = EXfexp—i(£, X (£) - X)),

laquelle est la fonction caractéristique de I’élément aléatoire X(t)—x sur I’espace de
probabilité (Q, 3, PX). Sous certaines conditions de régularité sur X, Jacob (1998) prouve que
la restriction de T, sur C (Rd) est un opérateur pseudo-différentiel de symbole 4, (X, &), ceci

étant, pour u e C” (Rd ),

Tu(0)=(272)*" [e™2,(x.£)-a(&)ae,
et si I’espace des fonctions test C (Rd )c D(A), alors le générateur infinitésimal (A, D(A))
peut étre exprimé par

(2.16) Au(x)=—(27) *" [e™“Iq(x.£)-a(E)dé, vueC,(R)
ol _q(X,§)=1tir{)1% ,

et ﬂ,t(x,ﬁ) est définie comme dans (2.15). En d’autres mots, A est un opérateur pseudo-
différentiel de symbole q(x,&).
Il est facile de voir que si X est un processus de Lévy dans R” d’exposant i/, alors son

opérateur de transition et son générateur infinitésimal sont des opérateurs pseudo-différentiels
de symboles A, (X, ¢ ) =e W) e q (X, cf) = l//(cf), respectivement. Plus précisément,

Au(x)=-(27) " [e*y(&)-a(E)dé, vuecy(RY).
Notez que les deux symboles sont constants en X et les opérateurs pseudo-différentiels
correspondants sont dits avoir des coefficients constants.
Plus généralement, un théoréme de Courrége (1965) (cf. Jacob (1996)) implique que, si
C""(Rd ) est inclus dans D(A), alors le symbole q(x,&) de A est localement borné et pour tout

c

X fixé, celui-ci est donné par la formule de Lévy-Khintchine,
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(2.17) a(x,&)=i(a(x),&) + %(g,z(x)@ +| [1 —e! +%}L(x, dy), VéeRY,

I+y

ou a(x),Z(x) et L(x,dy) satisfont les mémes conditions que (2.1).

Similaires aux études des processus de Lévy, les méthodes analytiques de Fourier (utilisant
les transformées de Fourier) sont trés utiles dans I’étude des propriétés probabilistes des
processus de Feller associés a un opérateur pseudo-différentiel. Etant donné un tel processus
X, une question intéréssante est de trouver des propriétés de X en utilisant le symbole q(x, 5).
L’une des approches est de comparer le symbole q(x,f) avec une fonction continue définie
négative t//(rf ) Par exemple, Schilling (1998a,b) a montré que, sous des conditions appropri-
ées, q(x,cf)z 1//(5) entraine des €évaluations sur le semi-groupe {T,,t >0} de X et celui du

processus de Lévy d’exposant t//(f) ; de quoi des propriétés asymptotiques de la dimension
de Hausdorff peuvent étre tirées. Le comportement de X est dans un certain sens similaire au
comportement du processus de Lévy d’exposant w(f ) Sous des conditions plus restrictives, il
est méme possible d’obtenir des évaluations des fonctions de transition similaires a celles
d’un processus de Lévy d’exposant l,//(f) ; voir Negoro (1994).

Plus généralement, des propriétés des trajectoires des processus de Feller X peuvent étre
décrites en fonction des propriétés asymptotiques de son symbole q(x, f). Schilling (1998a,b)
a introduit divers indices en termes de q(x, cf) similaires a ceux introduits pour les processus
de Lévy basés sury, et a étudié les propriétés de la dimension de Hausdroff et de croissance

de X.
2.4. Diffusion fractionnaire. Dans le but de donner un traitement unifié des diffusions sur
des fractales (ensembles, voir ci-dessous) variées, Barlow (1998) définit la classe des diffu-
sions fractionnaires. Méme si les suppositions y figurant sont un peu restrictives, ces
processus de Markov peuvent bien faire I’objet d’une analyse utilisant des méthodes
Markoviennes et des techniques de la géométrie fractale.

Les définitions suivantes d’un espace métrique fractionnaire et d’une diffusion fractionnaire
sont tirées de Barlow (1998).
Définition 2.2. Soit (S, p) un espace complet séparable et localement compact et g une
mesure aléatoire sur ( S,S'). Le triplet (S, 0, ,u) est appelé un espace métrique fractionnaire

(EMF) si les conditions suivantes sont satisfaites :
(@) . (S, p) posséde la propriété du point central, i.e., pour tous X,y € Sil existe un ze S tel
que

1
plx2)=plz.y)==p(xy) ;
(b) . Il existe une constante d, > 0 et des constantes positives C, et C, telles que

(2.18) ¢’ < u(B(x,r))<c,r' pour tous xeS,0<r<r, =diam(S)(le diamétre de S, cf.
chapitre 2.).

Entre autres exemples de EMF, nous pouvons citer R® muni de la distance euclidienne |0| et
de la mesure de Lebesgue 4, .
Définition 2.3. Soit (S, P, ,u) un espace métrique fractionnaire. Un processus de Markov X =

{X(t).,t>0,P*,x €S} est appelé une diffusion fractionnaire sur S si
(a) . X est une diffusion de Feller conservatrice a valeurs dans S.
(b) . X posséde une densité de transition symétrique p(t, X, y) = p(t, Y, x) (Vt>0;¥x,yeS),
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laquelle est, pour tout t > 0, continue en (X, y).
(c) . Il existe des constantes positives «, f,7,C,,...,C, telles que

(2.19) Cit ™ exp {—C,p(x,y)"t7 } < plt,x, y) < et exp {—c,p(x, y) 't 7},
pour tous X,yeS et 0<t<r/.

Nous rappelons qu’une diffusion de Feller est un processus de Feller satisfaisant les
quelques propriétés supplémentaires suivantes : nous rappelons que le temps de vie ¢ d’un

processus X est défini par
¢ =inf {t: X(t)=2} ( & étant ’état de mort (cf. chapitre 1.)).
0] Les trajectoires t > X (t) sont continues sur [O, 4 ) ;
(i) Le domaine D(A) du générateur infinitésimal de X inclut C_ (S)
Les conditions susmentionnées sont un peu trop restrictives. Pour étudier les propriétés des
trajectoires de X, les conditions importantes sont (2.18) et (2.9). On montre (voir Barlow
(1998)) que sous ces deux conditions, o =d, / S .

Exemple de diffusion fractionnaire. [Processus de diffusion sur R?]
Pour tout nombre A € (0,1], soit A(1) la classe de toutes les fonctions mesurables prenant

leurs valeurs dans I’espace des matrices carrées symétriques d’ordre d xd ,a: R* - R? ® R*
qui satisfont la condition dite elliptique,

d
/1|§|2 < Zaij (X)§i§j S%|§|2 pour tous X,y € R®
i,j=1
Pour tout ae A(1), soit .Z =V-(aV) I’opérateur différentiel partiel de deuxiéme ordre

correspondant (ici V représente 1’opérateur gradient du 1% ordre). En vertu du théoréme
I1.3.1. de Strook (1988), nous savons que .Z est le générateur infinitésimal d’une diffusion d-

dimensionnelle X = { X(t),t >0}, qui est continue forte de Feller. En outre, sa densité de
transition p(t,x,y)e C((O,oo)x RY x Rd) satisfait I’inégalité

2 2
1 exp[ MJ < p(t, X, y) < ta% exp[ u}

Kt?/2 t Kt

Pour tout (t,X,y)e(0,00)xR*xR?, ot K =K(a,d)>1 est une constante. L’estimation ci-
dessus est due a Aronson (1967) (voir Strook (1988)). Ainsi, X est une diffusion fractionnaire
avec a=0d/2,f=2et y=1.

Si S < Ret le triplet (S,

Kamagai (2002) pour des études portant sur les diffusions fractionnaires sur lesdits d-
ensembles).

, ,u) satisfait (2.18), alors S est dit un d-ensemble (voir Chen et

3. Quelques outils de la géométrie fractale

Dans cette section, nous rassemblons des définitions et quelques propriétés élémentaires de
la mesure et de la dimension de Hausdorff, la mesure et la dimension d’empilement, la
capacité, et I’analyse multifractale. Toute ceci nous servira d’outils pour 1’analyse finie des
propriétés des processus stochastiques discutés dans ce chapitre. Plus d’information sur la
géométrie fractale peut étre trouvée dans Falconer (1990,1997).

3.1. Mesure de Hausdorff et dimension de Hausdorff. Soit ® la classe des fonctions
¢:(0,6) = (0,00) qui sont continues a droite, monotone croissante avec (0, )= ltln(’)l o(t)=0

et telles qu’il existe une constante finie K > 0 telle que
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<K, pour 0<S<%5.

(3.1)
o(s)
Une fonction dans @ est souvent appelée une fonction de mesure.
Pour ¢ € @, la mesure ¢ —Haudorff de E — R est définie par

(32) p-m(E)=liminf {Y p(2r):E c UB(x,K)r <&},

ou B(X, r) représente la boule ouverte de rayon r centrée en X. La suite des boules satisfaisant
les deux conditions dans (3.2) est appelée un ¢ —recouvrement de E. il est bien connu et on le
vérifie sans peine que @ —M est une mesure extérieure et tout ensemble de Borel dans R est
@ —m —mesurable. Une fonction ¢ € @ est appelée une fonction de mesure de Hausdorff
exacte (ou correcte) pour Esi 0 <o —m(E) <.

Remarque 3.1. Dans (3.2), nous utilisons uniquement des recouvrements de E par des
boules, ainsi @ —m est souvent appelée une mesure de Hausdorff sphérique dans la

littérature. Sous (3.1), @ —m est équivalente a la mesure de Hausdorff définie en utilisant des

recouvrements par des ensembles arbitraires.
La dimension de Hausdorff de E est définie par
dim, E =inf {a >0:5* -m(E)=0}.

Le lemme suivant est souvent utile dans la détermination des bornes supérieures pour les
dimensions de Hausdorff de I’'image, le graphe et les images inverses. Les preuves des
premicres inégalités peuvent étre trouvées dans Kahane (1985a) ou Falconer (1990). La
dernicre fut prouvée dans Kaufman (1985) et Monrad et Pitt (1987). Pour la définition du
temps local, voir la section 6.1.

Lemme 3.2. Soit I < R™ un hypercube (produit de N intervalles, N étant un entier positif
guelconque)). S’il existe une constante ae(O,l) telle que pour tout & >0, la fonction

f:1 — R? satisfait une condition de Hélder uniforme d’ordre « — ¢ sur |, alors pour tout
Borélien Ec |,

dim,, f(E)gmin{d,idimH E},
(24

dim,, Grf(E)Smin{ldimH E,dim, E+(1-a)-d}
(04

Si, en plus f a un temps local borné sur I, alors pour tout Borélien F < R?,
dim,, f'(F)< N —ad +adim, F.

Holder. Nous disons de fagon générale que la fonction f(x) est de Holder uniforme
d’ordre (ou d’exposant) H s’il existe une constante C telle que pour tout X',
£ (x)— f(x) < cfx—x|".
La dimension de Hausdorff est intimement liée a la capacité de Bessel-Riesz, comme il a été

découvert par Frostman (1935). Plus généralement, soit S un espace métrique quelconque
muni de la & —algébre de Borel S. Un noyaux est une fonction mesurable x : S x S — [0, 0].

Pour une mesure de Borel & sur S, I’énergie de u par rapport au noyau x est définie par

| () =[] (%, y)aa(e)ee(cly).

SxS
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Pour A ¢ S, la capacité de A par rapport a x , représentée par Cap, (A), est définie par

Cap, ) =| jnf,

£

ou P(A) est la famille des mesures de probabilité portées par A, et par convention ™' =0.
Notez que Cap, (A)> 0 si et seulement s’il existe une mesure de probabilité¢ x sur A de x —

¢énergie finie. Nous considérons principalement le cas ou K'(X, y): fQX— y|) , ou f est une

fonction non négative et non croissante. En particulier, si f(r)=r", alors le Cap,
correspondant est appelé la capacité de Bessel-Riesz d’ordre « et est notée par Cap,. La
dimension de capacité de A est définie par

dim_(A)=sup {a>0:Cap,(A)>0}.

Le théoréme de Frostman (cf. Kahane (1985a)) dit que pour un compact A quelconque dans
R?, dim, (A)=dim_(A). Ce résultat donne un moyen analytique utile pour le calcul de la
borne inférieure de la dimension de Hausdorff. SoitA — R®, afin de montrer que
dim,, (A)> @, on a seulement besoin de trouver une mesure x sur A telle que la o —
énergie de w est finie. Pour des ensemble aléatoires et déterministes, tels que les ensembles
auto-similaires® ou les images d’un processus stochastique, il existe des choix naturels de 4.

Etant donné une fonction de mesure ¢ € ® et un ensemble E = R?, il est souvent plus
compliqué d’évaluer la mesure de Hausdorff (o—m(E). De (3.2) nous voyons qu’afin
d’obtenir une borne supérieure pour la ¢ —mesure de Hausdorff de E, il est suffisant de
construire une suite de &, —recouvrements de E telle que &, = 0 et les sommes corréspond-
antes soient bornées. Cependant, il est plus difficile d’utiliser directement la définition ci-
dessus pour obtenir une borne inférieure pour @ — m(E), car on a besoin de considérer tous les

recouvrements possibles de E par des ensembles de diamétre inférieur a ¢. Cette difficulté
peut usuellement étre contournée en appliquant le théoréme de densité suivant di a Rogers et
Taylor (1961), (voir aussi Taylor et Tricot (1985)), lequel est un raffinement du lemme de
Frostman (voir Kahane (1985a)).

Pour une mesure de Borel 1 quelconque sur R%et ¢ € @, la @ — densité supérieure de u

5;5’ (x) = limsup —’U(B(X° ) .
r—0 (0(2r)
Lemme 3.3. Etant donné ¢ ®, il existe une constante positive K telle que pour une

= 4(R)< o et tout Borélien E < R,

en X € R? est définie par

mesure de Borel 4 quelconque sur R® avec 0 < |u

Nnous avons
(33) K™u(E)inf {D}(x)} "< p—m(E)< Klulsup DI (x)} .

Remarque 3.4. On peut définir la mesure de Hausdorff sur un espace métrique quelconque
(S, ,0) en remplagant dans (3.2) la distance euclidienne par po. Nous utiliserons cette
remarque dans la section 7, quand on étudiera les intersections de 1’image d’un processus de
Markov avec un ensemble de Borel dans I’espace des états. De toute évidence, la seconde
inégalité dans le dernier lemme peut ne pas étre vraie dans un espace métrique général. Une

2 Un ensemble est dit auto-similaire s’il est construit de parties qui sont géométriquement similaires a tout
’ensemble. Par exemple, si C représente I’ensemble de Cantor (cf. ch. 2), alors C =C, UC2 ou

C,=CNJ[01/3]et C,=CN[2/3,1] sont des copies similaires de C , vues a I’¢échelle 1/3.
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condition suffisante pour (3.3) est que S posséde une dimension structurelle finie, i.e., pour
tout 0 <a<l, il existe une constante M telle que chaque sous-ensemble de S avec un
diameétre suffisamment petit & peut étre recouvert par M ensembles de diametre pas plus
grand que ao . Nous nous référons a Howroyd (1994) pour plus d’information sur les
mesures de Hausdorff sur les espaces métriques généraux.
3.2. Dimension d’empilement et mesure d’empilement.

La mesure d’empilement et la dimension d’empilement, qui peuvent respectivement égaler
la mesure de Hausdorff et la dimension de Hausdorff, ont été introduites par Taylor (1982),
Taylor et Tricot (1985), comme concept dual a la mesure de Hausdorff et la dimension de
Hausdorff. Afin de caractériser la structure géométrique d’un ensemble (fractal, en ce sens
que toutes les dimensions définies au cours de cet exposé sont égales), il est plus avantageux
d’établir des résultats sur les quatre quantités.

Pour ¢ € @, définissons la fonction d’ensemble ¢ — P(E) sur RY par
34 Q- P(E) = lingsup {Z:(p(2ri ): B_(Xi, ri)sont disjointes, X, € E,r, <¢},

ou B représente la fermeture de B. Une suite de boules fermées satisfaisant les conditions
dans (3.4) et appelée un & —empilement de E. Contrairement 8 @ —m, @ — P n’est pas une

mesure extérieure. Toutefois, nous pouvons en construire une notée @ — p en la définissant
comme suit

(3.5) p-p(E)=inf {Yp-P(E,): ECUE,}.

La quantité ¢ — p(E) est appelée la mesure d’empilement de E. Taylor et Tricot (1985) ont
prouvé que @ — p(E) est une mesure extérieure métrique ; ainsi tout Borélien dans R est

@—p mesurable. Si ¢(s)=s",s“—p(E) est appelée la mesure d’empilement o —
dimensionnelle de E. La dimension d’empilement de E est définie par

(3.6) dim, E =inf {a@>0:5“ - p(E)=0}.
11 vient de (3.5) que pour tout E c R?,
3.7) o-p(E)<p-P(E).

Ainsi nous pouvons appliquer (3.7) pour déterminer une borne supérieure pour @ — p(E).
Cependant, il n’est pas souvent facile de déterminer ¢ — P(E) parce que nous avons besoin de
considérer tous les empilements possibles dans (3.4). Une borne inférieure pour ¢ — p(E)

peut étre obtenue en utilisant le théoréme sur la densité suivant (pour une preuve, voir Taylor
et Tricot (1985)).
Lemme 3.5. Pour une fonction ¢ € ® donnée, il existe une constante K >0 telle que pour

une mesure de Borel quelconque sur R avec 0 < || = u(Rd )< o et un ensemble de Borel
quelconque E = RY,

(3.8) K™ u(E)inf {D}(x)} "< o= p(E) < K[lufsup £ DL(x)3 ",

xeE

ou

D°(x) = liming #BT)
r—0 ¢(2r)
est la ¢ —densité inférieure de u en x.

Il 'y a une définition équivalente pour dim, E qui est quelques fois plus convenable a

utiliser. Pour tout & > 0 et un ensemble borné quelconque E < R?, soit
N,(E, &)= le plus petit nombre de boules de rayon & nécessaires pour recouvrir E et
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Nz(E, g) = le plus grand nombre de boules disjointes de rayon & centrées sur E.
Alors nous avons
N,(E,e)<N,(E,&)<N,(E,&/2).
Pour simplifier la notation, nous é&crivons indifféremment N (E, 8) pour NI(E, 8)
ouN,(E,¢).
Alors les dimensions de boites de E supérieure et inférieure (introduites au deuxiéme chapitre
sous les notations A et ¢ ) sont définies par

dimsE = limsuplOgN—(E’g), et
£0 —loge
dim,E = liminfw,
-0 —loge

respectivement. Si dimgE = dim4E , la valeur commune est appelée la dimension de boites. Il
est facile de vérifier que
(3.9) 0 <dim,, E <dim,E <dimsE <d ,et

0<dim, E <dimsE <d,
Pour tout ensemble borné E < RY. Ainsi dimsE et dim;E peuvent étre utilisées pour
déterminer des bornes supérieures pour dim,, E et dim, E.

Le désavantage avec dimg et dimg, comme il a ét¢ mentionné au chapitre 2, est qu’elles ne

sont pas en tant que dimension o — stables (cf. Tricot (1982)). On peut obtenir des indices
o — stables en posant

dimwsE = inf {supdimsE,,E c UE, },
n n=l1

MMBE = inf {supdi_mBEn,E - U En }
n n=1

En suivant Falconer (1990), nous appelons dimwsE etdim, E les dimensions de boites
supérieure et inférieure modifiées de E. Tricot (1982) a prouvé que dim, E = dimwsE . Par
conséquent, pour un ensemble E = R quelconque,

(3.10) 0 <dimy, E <dimzE <dimws =dim, E<d.

Ainsi, si dimy, E =dim, E, alors les dimensions dans (3.10) coincident.

Puisque la dimension de boites supérieure dimg d’un ensemble est plus facile a déterminer,
le lemme suivant de Tricot (1982) est utile pour le calcul de la dimension d’empilement d’un

ensemble. Rappelons que dims est dite uniforme sur E s’il existe une constante C telle que,
pour tout X € E,

lim dims (E N B(x,r))=c .

r—

Lemme 3.6. Si un ensemble E est compact et dimg est uniforme sur E, alors
dimsE =dim, E.
Il est facile de voir que les bornes supérieures analogues dans le lemme 3.2. restent vraies si

I'on remplace dim,, par dim . Toutefois, contrairement aux cas de la dimension de
Hausdorff, si f est une projection de R" dans R® (d < N ) ouf est un mouvement Brownien
dans R, ces bornes supérieures ne sont plus pertinentes. En fait, Talagrand et Xiao (1996) ont
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montré que pour toute fonction f :R"™ — R%satisfaisant une condition de Holder uniforme

d’ordre ¢ sur, disons, [0,1]", il existe des ensembles compacts E  [0,1]" tels que
dim, f(E)<édimp E.

Pour plus d’information sur la dimension d’empilement des projections, voir Falconer et
Howroyd (1997) et les références y figurant.

3.3. Profil de la dimension d’empilement

Dans ce paragraphe, nous rappelons brievement les définitions des dimensions
d’empilement des mesures et lesdits profils de la dimension d’empilement introduits par
Falconer et Howroyd (1997), et énongons quelques-unes de leurs propriétés €lémentaires.
Voir Howroyd (2001) pour des développements récents.

La dimension d’empilement d’une mesure x sur R® est définie par

(3.11) dim, g = inf {dim, E: 4(E)> 0 et E = R" est un Borélien}.
La dimension d’empilement supérieure est définie par
(3.12) dim}, x =inf {dim, E: #(R*\E)=0 et E = R est un Borélien}.

Les dimensions de Hausdorff supérieure et inférieure de u peuvent étre définies de fagon

similaire. Celles-ci sont notées dim,, # etdim,, u, respectivement. Pour plus d’information
sur ces dernicres quantités, voir Falconer (1997).
Pour une mesure de Borel finie z# surR? et pour tout s > 0, définissons le potentiel

Fr(xr)= [min {1,rsy = x} (dy)
Rd

Les définitions équivalentes de dim, u et dim’; 4 en termes du potentiel Fj (x, r) sont
données par Falconer et Howroyd (1997) :
(3.13)dim, gz =sup {t>0: limionf r Fd”(x, r) =0, u—presque partout (1 —p.p.), Xe R} et
(3.14) dim’, 4 =inf {t>0: liminf r™ F/(x,r)=>, u—pp., xeR"}.
Comme extensions des quantités susmentionnées, Falconer et Howroyd (1997) utilisent le
potentiel s-dimensionnel FS”(X, r) pour définir le potentiel de la dimension d’empilement de
H par
(3.15) Dim 4 =sup {t > 0: liminf r'F“(x,r)=0,u—pp., xeR},
et le profil de la dimension d’emplement supérieure de x par
(3.16) Dim gz =inf {t >0: limnf r'F(x,r)>0,u—p.p., xeR*},
Respectivement. Il est facile de voir que
0<Dim,x <Dim u<s,
etquesi s>d,
Dim, u = dim, g, Dim g =dim u ;

voir Falconer et Howroyd (1997).

Pour un ensemble de Borel E c R?, soit M (E) la famille de toutes les mesures de Borel
finies & support compact inclus dans E. alors dim , E peut €tre caractérisée par la dimension

d’empilement des mesure portées par E,
dim , E =sup {dim, u:ue M7 (E)};
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Voir Hu et Taylor (1994) pour un preuve. Motivés par ceci, Falconer et Howroyd (1997)
définissent le profil de la dimension d’empilement de E — R® par
(3.17) Dim (E = sup {Dim,z: ue M/ (E)}.
On montre facilement que pour des ensembles de Borel E — R?,0<Dim E <s et pour tout
s>d,Dim E =dim E.

Le lemme suivant tiré de Xiao (1998a) donne des bornes supérieures pour Dim  z, Dim, x
et Dim E.
Lemme 3.8. Soit | un hypercube dans R" et soit f:l1 — R® une fonction continue
satisfaisant une condition de Holder uniforme de tout ordre inférieur a « . Pour une mesure
de Borel finie # quelconque surR"™ & support inclus dans I et tout Borélien E < I, nous
avons

(3.18) dim g, < é Dim q 1, dim|, s, < é Dim’, u,

ou u, estlamesureimage de u par f, et

dim f(E)leimadE.
(24

3.4. Analyse multifractale

Dans la géométrie fractale, les multifractales étaient a I’origine utilisées pour analyser la
concentration des mesures et, en particulier, pour quantifier leur structure de singularité.
Actuellement, elles sont devenues un des outils les plus basiques qui peuvent étre utilisés pour
étudier les propriétés fines des fonctions ou des processus stochastiques.

Soit (S,S5) un espace mesurable et h:S — R une fonction mesurable. Soit D une fonction
mesurable définie sur S. alors le spectre par rapport aux fonctions h et D est défini par
(3.19) H(@)=D({xeS:h(x)=8})

Dans D’analyse multifractale, la fonction d’ensembe D(e) est souvent prise comme la

dimension de Hausdorff ou d’empilement. Alors le probleme basique est de calculer les
valeurs de la fonction H(@).

Dans ce qui suit, nous donnons quelques exemples de spectre multifractal.
Exemple 3.9. Soit x# une mesure de Borel localement finie sur (S,S), et soit h(X) la

dimension locale de u en X, ceci étant,
(3.20) h(x)= limw ,
r—0 logr

si la limite existe. Pour tout 8 > 0, soit

E,={xeS:h(x)=0}.
Notez que, pour la plus part des mesures d’intérét, E, est dense dans supp (,u) , le support de 1,
pour des valeurs de 8 pour lesquelles E, est non trivial. Ainsi les dimensions de boites dims
et dimg sont de peu d’usage dans la caractérisation dimensionnelle de E, . Il est plus naturel
de laisser D(e) étre la dimension de Hausdorff ou la dimension d’empilement, alors H (@)=
D(E,) est le spectre multufractal usuel f u (0) et F, (0) de u, respectivement.

Si la limite dans (3.20) n’existe pas, alors on peut considérer les dimensions locales
inférieure et supérieure de x définies par

h(x) = liming 84BT)
r—0 logr
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H(X) =lim supw ,
r—0 logr
respectivement. Quand u est la mesure d’occupation (cf. § 6.1) d’un subordinateur, ce type
de spectre multifractal pour 1 a été étudi¢ par Hu et Taylor (1997,2000).
Nous donnons ci-apres quelques exemples.
Exemple 3.10. Soit f :R™ — R® (N un entier positif) une fonction continue. Définissons son

exposant de Holder local en  t, e R™ par
h,(t,)=sup {a>0:f eC”(t,)},
ou f e C“(to) signifie qu’il existe une constante K >0 et un polynéme P, de degré au plus

égal a [a] (i.e., la partie enti¢re de ) tels que dans un voisinage de t,,
(3.21) |£(t)-P, () < Kt-t,|" .
Notez que si f est continiment différentiable d’ordre [z] dans un voisinage de t,, alors le
polyndéme P, (t) est exactement le développement de Taylor de f en t, d’ordre [«]. Toutefois,
(3.21) peut étre vérifié pour une grande valeur de @ méme si f n’est pas différentiable dans
un voisinage de t; .

Pour S, = {t:h,(t)=6}, la fonction d()=dim,,(S,) est appelé le spectre des singularités
de f. ceci donne une information géométrique sur la distribution des singularités de f. une
fonction f est appelée multifractale quand son spectre des singularités est défini au moins sur

un ensemble d’intérieur non vide. Voir Jacob (2001) pour des études portant sur les fonctions
multifractales.

Exemple 3.11. Soit W = {W(t),t € R, } le mouvement Brownien standard dans R . On montre
que I’exposant local de W est 2 partout sur sa trajectoire. Définissons

h(t) = lim sup [W(t i g)—W(t)| :
£0 A /2g|10g 8|
Alors, pour 8€(01], F(@)={te[0,1]h(t)=0}= D, et est appelé¢ 1’ensemble des points
6 — rapides. SoitD = dim,, , alors H(@) est la dimension de Hausdorff de 1’ensemble des

points @ — rapides étudié en premier par Orey et Taylor (1974). La dimension d’empilement
de F (49) ¢gale toujours 1. Voir Peres et Xiao (2000) pour des détails.

4. Résultats sur les dimensions de Hausdorff et d’empilement pour I’image.
Le premier résultat sur la dimension de Hausdorff a été obtenu par Taylor (1953) qui a

déterminé dim,, W([0,1]) pour un mouvement Brownien dans R%(d >2) ; voir aussi Lévy
(1953). Depuis lors nombre de travaux portant sur le calcul de la mesure de Hausdorff exacte
de I'image d’un mouvement Brownien ou d’un processus de Lévy ont été publiés. On se
réfere a Taylor (1986a) et les références y figurant pour plus d’information.

Dans cette section, nous discutons les dimensions de Hausdorff et d’empilement de 1’image
X([0,1]) d’un processus de Markov & valeurs dans S. les dimensions de Hausdorff et
d’empilement de X(R+) peuvent étre similairement étudiées. En particulier, pour les

processus de Markov quelconque satisfaisant les conditions du théoréme 4.2., la propriété de
Markov et le fait que dim,, X (R, )= sup X([n,n+1]) entrainent que
n=0

dim,, X(R,)=dim, X([0,1]) p.s.
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4.1. Résultats sur la dimension de Hausdorff pour I’image.

En premier, nous résumons quelques techniques usuelles pour déterminer des bornes
supérieure et inférieure pour la dimension de Hausdorff de 1’image X ([0,1]), ou plus généra-
lement, X (E), ou E c B(R+) (un Borélien).

Afin d’obtenir une borne supérieure pour dim,, X (E), nous pouvons utiliser :

Une méthode de recouvrement : trouver une suite de recouvrement de X(E), et
montrer que les sommes correspondantes dans (3.2) sont bornées. Quand X est
continu de Holder, par exemple, le mouvement Brownien sur R ou sur des fracta-
les, alors ceci est donné par le lemme 3.2. Avec I’aide du lemme 4.1. ci-dessous, des
méthodes utilisant I’espérance conditionnelle sont souvent suffisantes pour des
processus de Markov généraux.

Des méthodes dites de co-dimension : la théorie du potentiel “pour les processus de
Lévy implique que si X (E) est polaire pour un processus stable symétrique Y dans
RYd’indice S qui est indépendant de X, alors dim,, X(E)S d — S ; voir la propo-
sition 4.11. pour un résultat général. Nous employons le qualitatif polaire ci-dessus
en ce sens que Y ne prend pas presque sirement les valeurs dans X (E)

Pour prouver les bornes inférieures pour la dimension de Hausdorff de X (E), on peut utiliser

les méthodes suivantes :

Des méthodes, utilisant la capacité, basées sur le théoréme de Frostman. Dans le but
de montrer quedim,, X(E)> y, nous construisons une mesure de Borel aléatoire u
sur X (E) et montrons que # a une y —énergie finie. Une mesure aléatoire naturelle
sur X (E) est la mesure d’occupation. Ces méthodes sont souvent utilisées pour les

ensembles de niveau et les temps d’auto-intersection, ou les mesures aléatoire sont
déterminées part les temps locaux et les temps locaux d’auto-intersection (voir les
sections 8 et 9).

Des méthodes dites de co-dimension : si X(E) n’est pas polaire pour un processus

strictement  stable Y dansR® d’indice S qui est indépendant de X,
alorsdim,, X(E)>
d — /3, voir la proposition 4.11. ci-dessous.

Soit K, > 0 une constante fixée. Une collection A(a) de boules de rayon (diamétre) a dans

un espace métrique (S, p) est dite K, —recouvrante si aucune boule de rayon a dans S ne

peut intercepter plus de K, boules de A(a). Clairement, si S = R?, alors pour chaque entier

n>1, la collection des cubes dyadiques d’ordre n dans R est K, — recouvrante avec K, = 3°.

Le lemme suivant a été prouvé en premier pour les processus de Lévy dans R® par Pruitt et
Taylor (1969). Pour une preuve voir Liu et Xiao (1998).

Lemme 4.1. Soit X :{X(t),tZO,PX} un processus de Markov fort temporellement
homogéne dans S de fonction de transition P(t, x, A) et soit A(a) une collection K, —recou-
vrante fixée de boules de rayon a (O <a< 1) dans S. Pour tout u >0, nous représentons par

M, (a,

s) le nombre de boules de A(a) par lesquelles passe X(t) & un instant t e [u,u +s].

Alors pour tout xe S,

-1
EX[M,(a,s)]< 2K Slilyrg{jl ya/s dtﬂ ,
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ou 1, est la fonction indicatrice de I’ensemble B. (la notation E* signifie que I’intégration se

fait par rapport a la mesure de probabilité P*).

Pour simplifier, nous assumons que S =R’. Le théoreme et les lemmes suivants sont tirés
de Xiao (2004).

Théoreme 4.2. Soit X ={ X(t),t >0,P*} un processus de Markov dans R® de fonction de
transition P(t, X, A) satisfaisant les conditions suivantes :

(4.1) On suppose que sur un intervalle [0, ro], en partant d’un point quelconque x, le temps
moyen passé & I’intérieur de la boule B(x,r), est non nul pour tout r €0, ].

(4.2) P(t,x,B(x,r))= P(t,0,B(0,r)) pour tous t >0,x e R*,0<r<r, .

Alors dim,, X ([0,1])=y,,, P*—p.s., pourtout x € R®, o y,, estdéfini par

1
Viow =SUp{a =0: limsupiaj P(t,0,B(0,r))dt < 0 }.
r-0 I 0
Remarque (4.3). (i). Comme dans le théoréme de Pruitt (1969), nous pouvons exprimer
Iindice 7,,, en fonction des moments de X (t) :
1

. 1 —a
Viow =SUp{a >0: llmsup—aj EQX(t] }it <o},
O
(i). Tous les processus de Markov homogénes dans 1’espace satisfont la condition (4.2) avec
I’égalité.
La preuve de la borne inférieure dans le théoréme 4.2. est basée sur les lemmes 4.4. et 4.5.
ci-dessous. Pour tout t,  [0,1] et toutr > 0, soit

T(t,.n= J.l{\x(tyx(to)\sr}dt
[

0,1]
le temps de séjour de X dans la boule B(X(t,),r).
Lemme 4.4. Il existe une constante & > 0 telle que pour tous t, €[0,1],r >0, tout A > 0 et
xeRY,
(4.3) P*{T(t,,r)> Ar(2r)} <exp-S4,
ou z(r)=E[T(0,r)] .
Preuve : Pour simplifier, nous assumons t, = Oet écrivons T(r) a la place de T(0,r).

Notons d’abord que (4.2) implique que pour tousX € R et r > 0
1

EX[T(r)]= [ Pt x, Bx, r))dt ~ =(r).
0

Pour tout entier n>2 et tout X € R?, le théoréme de Fubini et la propriété de Markov de X
impliquent que

LIRS

—n! jPX [N X(s;)-x(©)<r }1ds,---ds,
J

il

n

| lﬁx(sj)»x(o)‘g}dsl "'dsn

j=

0<s, <+ <8, <I

n

<n! J'PX [H (X(s;)-X©)[<r 31-P(s, = Syi» Xoys B(X,;,2r)) s, -+ ds
j=1

0<s,<-+-<8,<1

<K"nl[E(T(2r))]",
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ou la dernicre étape est obtenue par récurrence et K > 0 est une constante. Ainsi il existe une

constante positive ¢ > 0 telle que
E*| exp §T(r) <2.
r(2r)

Finalement, (4.3) résulte de I’inégalité¢ de Chébyshev.
En utilisant (4.3) et le théoréme de Borel-Cantelli standard, nous avons

Lemme 4.5. Sous les mémes hypothéses du lemme 4.4. Alors pour tout t,  [0,1],

(4.4) fimsup— Tt 1 e o

0 7(2r)log log; 0

ou & > 0 est le méme constante dans le lemme 4.4.
Preuve du théoréme 4.2. : Pour prouver la borne inférieure, nous notons que le lemme 4.5.,
le théoréme de Fubini et le lemme 3.3. impliquent que

(4.5) @, —m(X[0,]])> K P*—p.s., pourtout X € R?,
ou ¢,(r)=r(2r)loglog(1/r). Ainsi dim,, X([0,1])> 7, P*-p-s.

Maintenant, nous prouvons la borne supérieure. Pour tout S > y,,,, nous choisissons « €
(7100 B)- Alors, par la définition de 7,,, il existe une suite (r,) de nombre positifs telle que
rdo et r(rn ) >r’ pour tout n>1. En vertu du lemme 4.1., nous voyons que pour
chaquen >1, X([0,1]) peut étre recouvert par M,(r,,1) cubes dans A(r, ) et

EX[M, (1. 1)) < —— < Kre.
(r,)

Ainsi nous avons s —m(X([0,1])) < P* —p.s., et par conséquent, le théoréme 4.2. est
prouve.
Remarque 4.6. En regardant la preuve nous voyons que le théoréme 4.2. peut étre appliqué a
un processus de Markov qui n’est pas temporellement homogene, pourvu que sa fonction de
transition P,,(x, A) soit comparable a une fonction P(t—s,x, A) satisfaisant les conditions
(4.1) et (4.2).
Remarque 4.7. Le théoréme 4.2 entraine que si les fonctions de transitions respectives de
processus de Markov sont comparables, alors les dimensions de Hausdorff de leurs images
sont égales. Ceci est li¢ aux résultats de Schilling (1996). Une question naturel est que si un
processus de Markov X a valeurs dans R" est comparable a un processus de Lévy stable Y, les
résultats sur la mesure de Hausdorff et la dimension uniforme (cf. section 8) pour Y restent-ils
vrais pour X ? Voir les sections 5 et 8 pour des résultats liés.

Le théoréme 4.2. peut étre convenablement appliqué a des processus de Markov dont les
fonctions de transition peuvent étre estimées, par exemple les processus de Lévy stables, les
mouvements Browniens sur des fractales (Barlow 1998), des processus de Feller associés a
des opérateurs pseudo-différentiels (Schilling 1998), etc. dans bien des cas, y,, peut étre

calculé en termes de caractéristiques plus explicites du processus de Markov X.

Corollaire 4.8. [Barlow 1998] Soit X une diffusion fractionnaire de la définition 2.3., alors
dim,, X ([0.1])=min {d,, 5}

Quand X ={X (t),t >0} est un processus de Lévy général dans R®, Pruitt (19669) a prouvé
que dim, X ([0,1]) =y p.s., oul’indice y est défini dans (2.11). Comme (2.11) peut se révéler
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difficile a calculer, il est plus approprié¢ de représenter y en termes de I’exposant de Lévyy
de X. Pruitt (1969) propose I’issue suivante qui donne une évaluation de y :

y2sup{a<d: j;d—g

121 w(¢) &

En outre, on montre que si, en plusRe 1//(§ ) >2 log|§| (pour de grandes valeurs de |§
_av(&)

1—e ] ddi 3
w(§) )|

Voir Fristedt (1974) pour une discussion plus en détail du travail de Pruitt sur ce domaine.
Récemment, Khoshnevisan, Xiao et Zhong (2003) ont résolu complétement le probléme.

< oo},

), alors

7:sup{a<d:jRe{ o }.
Rd

Théoréme 4.9. Si X représente un processus de Lévy dans R® d’exposant de Lévy y, alors
y:sup{a<d:jRe( ! } ddi<oo}.
b +w(6))ig

Remarque 4.10. Récemment, en utilisant le résultat de Pruitt (1969), Becker-Kern, Meersch-
aert et Scheffler (2002) ont calculédim,, X ([0,1]) pour une classe de processus de Lévy

stables dans R®. Leur argumentation implique diverses estimations probabilistes techniques
de processus de Lévy stables et requiert quelques restrictions sur les densités de transition des
processus stochastiques. Le théoréme 4.9. donne une fagon analytique différente de résoudre
le probleme.

La preuve du théoréme 4.9. dans Khoshnevisan, Xiao et Zhong (2003) repose sur la théorie
du potentiel d’une classe de fonctions aléatoires multiparamétrique de Lévy, appelées les
processus additifs, ce qui ne doit pas étre confondu avec 1’appellation antérieure, et une
méthode dite de co-dimension. Ce que nous expliquons ci-dessous.

Soit X, = { Xa(t),t >0} un processus de Lévy stable isotropique dansR‘d’indicea €

(0,2]. Si @ <d, il est connu qu'un compact F < R? est polaire pour X, ,i.e.,

P{X_(t)e Fpourunt>0}=0
Si seulement si la capacité de Riesz-Bessel Capd_a(F): 0. Kanda (1976) a prouvé que ceci
est vrai pour les processus de Lévy strictement stables dansR®. Au sujet de la théorie du
potentiel des processus de Lévy, voir Sato (1999).

Puisque la capacité de Riesz-Bessel est liée a la dimension de Hausdorff, Taylor (1966) a
proposé d’utiliser 1’'image Xa(R+) d’un processus de Lévy stable comme moyen de mesurer
la dimension de Hausdorff d’un Borélien quelconque F — R®. Plus précisément, Taylor
(1966) a montré que pour un Borélien quelconque F = R?, avec dim, F >d -2,

(4.6) dim, F =d —inf {& > 0: F n’est pas polaire pour X, },
et il a appliqué cette méthode pour calculer la dimension d Hausdorff de I’ensemble des points
multiples (cf. section 9) des processus de Lévy strictement stables (cf. Friestedt (1967)).

Avec I’aide de la théorie du potentiel des processus additifs étudiés dans Khoshnevisan, et

Xiao (2002, 2003a,b) et Khoshnevisan, Xiao et Zhong (2003), la restriction peut étre
supprimée. Rappelons qu’un processus stable additif N-paramétrique d’indice « € (0,2], noté

Xon = 1 X (t).t e RN}, est défini par
Xon = Xl(t1)+"'+ XN(tN)’

ou X,,---, X, sont des processus stables isotropiques indépendants d’indice & . Nous avons
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Proposition 4.11. Pour un Borélien quelconque F — R?,
dim, F =d —inf { Na > 0:F n’est pas polaire pour X },
Cette méthode de trouver dim,, F (voir Khoshnevisan et Shi (2000)) est dite de co-dimension.
Comme application, nous considérons I’exemple suivant.
Exemple 4.12. [O,l]d étant muni de la o —algebre de Borel, supposons que F = F(a)) est une

ensemble aléatoire dans [0,1]' (i.e., lF(w)(X) est mesurable pour X etw) tel que pour tout

compact E ¢ [0,1]d , hous avons
1 st dimy E>y
4.7) PFNE=#Q)=
0 si dim, E<y

Alors en prenant E =X (Rf) pour un ¢ et un N bien choisis, et en appliquant la
proposition 4.11, nous voyons que dim, F =d —y p.s.

Maintenant, nous retournons a 1’étude des propriétés fractales de I’image d’un processus de
Markov X. une fois la quantit¢ dim, X([0,1]) déterminée, deux questions naturelles
s’imposent a nous ; (i) peut-on déterminer dim, X (E) pour tout Borélien E —c R, ?

(ii) y a-t-il une fonction de mesure de Hausdorff exacte pour X ([0,1]) 2

Nous discutons la question (ii) pour les processus de Lévy et des processus de Markov plus
généraux dans la section 5. Dans ce qui suit, nous résumons quelques résultats sur la question

().
Soit X un processus de Lévy dans R d’indice o € (0,2]. Alors, pour un Borélien quel-

conque E < R, , (cf. Blumenthal et Getoor (1960a,b))
(4.8) dim,, X(E)=min {d,adim, E } p.s.
Pour un processus de Lévy général X, Blumenthal et Getoor (1961) ont établit les bornes
supérieure et inférieure suivantes pour dim,, X(E) en termes des indices S, f'et "
introduits au début : pour tout E < R, , presque sliment,
(4.9) dim,, X(E)< Bdim, E si <1

p'dim, E si f'<d,

dim,, X(E)>
min {1, #"dim, E} si f'>d =1

si, en plus, X est un subodinateur, alors

o dim,, E <dim, X(E)< Bdim, E p.s.
Blumenthal et Getoor (1961) ont aussi conjecturé qu’il existe une fonction f :[0,1]— [0,d]
dépendant uniquement de X telle que
(4.10) dim,, X(E)= f(dim, E) p.s.,
et ils ont suspecté que (4.10) peut étre vérifié par la fonction linéaire simple

f(x)=dim, X ([0,1])x.

Cependant, Hendricks (1972) a donné un exemple de processus de Lévy a accroissements
stables pour lequel (4.10) ne peut pas étre vrai pour aucune fonction linéaire f. En fait,
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Hawker et Pruitt (1974) ont prouvé un résultat qui montre qu’en généraldim,, X (E) ne peut

pas étre déterminée par la dimension de Hausdorff de E seulement ; ainsi la conjecture (4.10)
ne peut pas étre vraie pour toute fonction f. Quand X est un subordinateur, Hawker (1978b) a
prouvé que dim,, X(E) est presque sirement égale la dimension de type-Hausdorff de E,

laquelle est définie par inf {a >0:h" — m(E)= 0}, ou h est une fonction déterminée par
I’exposant de Laplace de X et est liée a la fonction de mesure de Hausdorff exacte de I’image
X ([0,1]) obtenue par Fristedt et Pruitt (1971). Soit X un processus de Lévy arbitraire dans R*
d’exposant , Khoshnevisan et Xiao (2003b) ont récemment établi une formule générale
pourdim, X (E) en termes de y pour un Borélien quelconque E — R, . En particulier, si X est
symétrique ou il a I’indice inférieur £"> 0, alors

dim, X(E)=sup {7 €(0,d):Cap, (E)>0},

ou «, estle noyau deéfini par
k, (%, y) = [exp(-lx =y (g [ “de, vxyeR

Il serait intéressant de voir pour quel type de processus de Markov les résultats de
Khoshnevisan et Xiao (2003b) peuvent étre étendus.

D’autre part, Lin et Xiao (1998) ont étudié la question (i) pour des processus de Markov qui
sont approximativement auto-similaire (1998). Nous avons le résultat :

Théoréme 4.14.  SoitX = { X(t),t>0,P*} un processus de Markov temporellement
homogéne fort dans R® de fonction de transition P(t,x, A). Assumons qu’il existe des
constantes positives r,, K, et K, telles que

d
(4.11) P(t, x, B(x,r))> K, min {1,(%} } VxeRY,0<r<r, et

P(t, x, B(y,r))< K, min {1, [t%) v

pour tous X,y e R%avec |x—y|<r, et tout 0<r<r,. Alors pour un Borélien quelconque
EcR,,

(4.13) dim,, x(F)zmin{d,ldimH E} P*—ps.
[94

Les conditions (4.11) et (4.12) peuvent étre satisfaites par des processus de Markov introduits
dans la section 2.

4.2. Résultat sur la dimension d’empilement pour I’image.
Le premier résultat sur la dimension d’empilement et la mesure d’empilement de fractales
aléatoires a été obtenu par Taylor et Tricot (1985), dans lequel ils ont étudié¢ la mesure

d’empilement de I’image d’un mouvement Brownien dans R®avec d >3. Taylor (1980b)
prouve que pour un processus de Lévy quelconque X, dim, X([O,l])= y' p.s., ou ' est
I’indice défini dans (2.13). Quand X est un subordinateur, Fristedt et Taylor (1992)
déterminent la mesure d’empilement exacte de I’image X ([0,1]). II vient de leurs résultats que
si X est un subordinateur, alors dim X([0,1])= B p.s., ou Best Iindice dans (2.7). Ainsi,

pour un subordinateur y'= S .
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Dans le but d’obtenir une borne supérieure pour dim, F, F étant un Borélien, nous

pouvons utiliser I'inégalit¢ dim , F < dimsF pour chercher des recouvrements de F de boules
de rayons égaux. Le théoréme de Taylor et Tricot (1985) (cf. lemme 3.5) demeure 1’outil
principal pour trouver une borne inférieure pourdim F. Une méthode alternative est

d’utiliser le profil de la dimension d’empilement.

Le théoréme suivant, tiré¢ de Xiao (2004), est une extension du résultat de Taylor (1986b)
sur les processus de Lévy a des processus de Markov plus généraux et il est 1’analogue du
théoréme 4.2.

Théoréme 4.15. Soit X = { X(t),t > 0,P*} un processus de Markov dans R® de fonction de
transition P(t, x, A) satisfaisant les conditions (4.1) et (4.2) du théoréme 4.2. Alors

dim, X([0,1)) = ,, P*-ps.,
ou y,, est défini par

rij P(t,0,B(0,r))dt <o }.

0
Preuve : La preuve est similaire a celle de Taylor (1986b). La borne inférieure dim , X ([0,1]) >

Yy =sup {a20: limionf
r—

7y Vvient du lemme 3.5. et la definition de y,,, . Nous notons que, puisque nous employons la

liminf, tout ce dont on aura besoin est le lemme de Fatou et les méthodes utilisant les premiers
moments. D’autre part, afin de prouver la borne supérieure dim ; X ([o.1]) < Yup » 1 est suffisant

de montrer que dimg X (o)) < Y D-S., c€ qui résulte du lemme 4.1.

Pour des applications de ce théoréme, voir Chen et Kumagai (2002). Le théoréme 4.15. peut
étre également appliqué aux diffusions fractionnaires sur un espace fractionnaires S pour
trouver

dim,, X([0,1]) = dim, X ([0,1])=min {d,,3} P*-p.s.

Cependant, la question naturelle suivante sur les processus de Lévy reste ouverte :

Question 4.16.  Soit X un processus de Lévy dansR®d’exposant y, I’indice »', et par
conséquentdim ; X ([0,1]), peut-il étre représenté en termes de y ?
Pruitt et Taylor (1996), en cherchant la relation entre y,y' et d’autres indices, sont arrivés a
se poser quelques questions entre autres :
Question 4.17. Pour un processus de Lévy X dans R?, est-il vrai que
y'=inf {a>0:1lim r‘“T(r) =0 p.s.}

r—0

Nous considérons maintenant la dimension d’empilement de X(E) pour un Borélien
quelconque E c R, . En premier nous notons que si X satisfait les conditions du théoréme
4.14. et E posséde la propriét¢ dim, E =dim, E, alors le lemme 4.1. et le théoreme 4.14.

impliquent
: : . 1. »
(4.14) dim,, X (E)=dim, X (E)=min {d ,Edlmp E} P'—ps.

Quand X est un processus de Lévy strictement stable dans R® d’indice f (0,2], Perkins et
Taylor (1987) ont prouvé que si < d, alors presque sirement
(4.15) dim, X(E)= Bdim, E pour tout Borélien E R, .
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ce résultat est plus fort que (4.14) puisque I’événement nul ne dépend pas de E, aussi (4.15)
est dit un résultat de dimension uniforme, voir section 8. Cependant, quand 2 >d (i.e., d =1,

et f>1), (4.14) n’est pas vérifié pour un mouvement Brownien W. Talagrand et Xiao (1990)
construisent un ensemble compact E — R, tel que dimpW(E)< 2dim , E p.s. Xiao (1997a)

résout le probléme de trouver dim ;W (E) en montrant que
(4.16) dim ,W(E)=2Dim,,E ps.,
ou Dim E est donné dans (3.17).

Nous avons aussi la question suivante.
Question 4.18. Soit X un processus de Markov comme celui donné dans le théoréme 4.14.
Trouver une formule générale pour dim, X (E)

Nous signalons aussi que si X est un processus de Lévy a accroissements stables dans R°
ou un processus de Lévy stable associé a un opérateur a valeurs dans R?, la formule générale
pour la dimension d’empilement de X (E) n’a pas encore été établie.

5. Mesures de Hausdorff et d’empilement pour I’image.
5.1. Mesure de Hausdorff de X ([0,1]).

L’étude de la mesure de Hausdorff exacte de X ([0,1]) ou GrX ([0,1]) consiste en deux
parties : borne supérieure et borne inférieure. Pour un processus de Markov X, il est
relativement facile d’obtenir une borne inférieure pour la mesure de Hausdorff de X ([0,1]). 1l
résulte de la LLI (la loi du logarithme itéré) pour la mesure d’occupation de X (cf. lemme 4.5)
et du lemme 3.3. que
(5.1) o, -m(X[01])>K P*-ps.,
ou ¢l(r)= r(Zr)log logl/r, et r(r): E(T(O, r)) est défini dans le lemme 4.4. et K >0 est
une constante. Dans bien des cas tels que X est un processus de Lévy stable de type A, la
fonction ¢, est en fait une fonction de mesure de Hausdorff exacte pour X ([0,1]) : voir Wu et
Xiao (2002a,b).

Comme pour obtenir une borne supérieure, on a besoin de construire des recouvrements de
I’image de X. cela est le plus utilisé¢ parce qu’un recouvrement économique de X ([0,1]) doit
refléter la structure fine, comme par exemple le comportement de 1’oscillation local des
trajectoires de X. puisque 1’oscillation de X peut changer d’un point a un autre, les ensembles
(cubes ou boules) dans un recouvrement économique doivent étre de dimensions (diameétre,
surface, coté) différentes. Il y a deux approches différentes dans la littérature. Toutes les deux
utilisent les points dits « bons » et les points dits « mauvais ». L’une implique ’espace des
¢tats tandis que I’autre implique I’espace de parametre (le temps).

a . Dans le but de construire un recouvrement de 1’image ou du graphe de X, Taylor
(1964,1967) a classifié¢ les points dans I’espace des états R? en points dits bons et des points
dits mauvais, selon le temps de séjour du processus stochastique passé au voisinage de ces
points. Des résultats sur les probabilités d’arriver a un niveau (cf. section 6) et la propriété de
Markov forte sont nécessaires pour estimer le nombre de cubes dyadiques qui contiennent les
points mauvais.

b . Dans la construction d’un recouvrement économique pour 1’image d’un mouvement
Brownien fractionnaire (MBf). Talagrand (1995) a classifi¢ de méme les points dans 1’espace
de paramétre (ou des indices [0,0)) en temps dits bons et en temps dits mauvais suivant le
comportement asymptotique local du mouvement Brownien en ces points. Le temps t, €[0,1]

est dit bon si loscillation de X autour de X(t,) est faible sur une suite d’intervalles
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[t,—r,t, +r], our, 4 0 si bien que X ([t, —r,,t, +1,]) peut étre recouvert par des boules

de petit rayon. C’est pourquoi I’évaluation des probabilités des petites boules est utile dans le
calcul de la mesure de Hausdorff de I’image et le graphe de X (voir Li et Shao (2001)).
L’ avantage avec I’approche de Talagrand est que les probabilités d’arriver a un niveau de X,
ce qui est difficile a établir puisque le MBf n’est pas Markovien, ne sont pas utiles. Cette
méthode peut étre appliquée a des processus de Markov continus tels que les diffusions fracti-
onnaires (voir Wu et Xiao (2002a,b)).

Nous énongons maintenant un théoreme (cf. Wu et Xiao (2002b)) sur la mesure de
Hausdorff de I’image et du graphe d’une classe de processus de Feller incluant certaines

diffusions fractionnaires. Laissant S =R" ou un sous-ensemble fermé muni de la distance
euclidienne et la o —algebre de Borel S. Soit ¢ une mesure aléatoire positive o — finie sur
(S,5) qui satisfait la condition (2.18) dans la définition 2.2. Rappelons que pour un processus
de Markov satisfaisant les conditions (b) et (C) des définitions 2.2. et 2.3. respectivement, on
aa=d,/p.

Théoreme 5.1.  Soit X un processus de Markov sur S satisfaisant les conditions (b) et (c)
dans les définitions 2.2. et 2.3. respectivement. Si « > 1, alors il existe une constante K >1
telle que pour xe S,P* —p.s,,

(5.2) K™t <@, —m(X[0,t]) < @, —m(GrX]o,t]) < Kt,
pour tout t >0, ot @, —m(r)=r""*loglogl/r.Si a <1, alors pour tout x e S,P* —p.s.,
(5.3) K™t <@, —m(Grx[0,t]) < Kt,

pour tout t >0, 0l @, —m(r)=r"""*" (loglog1/r)" .

Pour finir, nous mentionnons que récemment Li, Peres et Xiao (2002) ont trouvé une
fonction de mesure de Hausdorff exacte pour 1’image W (E) d’un mouvement Brownien, ot
E c R, est un ensemble auto-similaire. Il est intéressant d’étudier le probléme pour des
processus ou des ensembles E plus généraux.

5.2. Mesure d’empilement pour X ([0,1]). L’étude de la mesure d’empilement exacte de
I’image d’un processus stochastique a une histoire plus récente, Taylor et Tricot (1985) ont

prouvé le théoréme suivant sur le mouvement Brownien dans R® (d >3).

Théoreme 5.2. Soit W = {W(t),t >0} un mouvement Brownien dansR® avec d >3. Alors
il existe une constante positive et finie K telle qu’avec probabilité 1,
(5.4) o, - pWwlo,1) =Kt vt>o,

ot ¢,(r)=r* /(logllogr|).

Comme il est le cas dans divers résultats sur les mesures de Hausdorff, la preuve du
théoreme 5.2. se scinde en deux paries : la borne inférieure et la borne supérieure. Pour
prouver la borne inférieure, Taylor et Tricot (1985) font appel au théoréme de la densité
inférieure (cf. lemme 3.5), qui conduit a prouver

(5.5) limint D+ (1)
=0 2 (I’)
ouT, etT, sont deux copies indépendantes du processus du temps de séjour T = {T(r), r>0}%.

Nous notons que (5.5) repose sur la probabilité des petites boules de T(r), ie., P(T(r) <X),

=2 p.s.,

qui, en retour, est lice a M, = m[oaﬁ[\N (t] . Voir Taylor et Tricot (1985) pour plus de détails.
te€|0,

53



Dans le but de prouver la borne supérieure dans (5.4), Tylor et Tricot (1985) utilisent les
bons et les mauvais points. Une autre méthode basée sur I’oscillation locale des trajectoires du
processus peuvent étre trouvée dans Xiao (1996,2003).

Pour le mouvement Brownien dans le plan, le Gall et Taylor (1986) prouvent que pour une
fonction quelconque ¢, la mesure d’empilement ¢ — p(W [O,t]) est ou bien 0 ou bien o, et
ils donnent le critére suivant :

Théoréme 5.3. Soit W = {W(t),t >0} un mouvement Brownien dansR®. Si ¢(r)=
r* log(1/r)h(r), ot h:[0,1)— [0,1) est croissante, alors avec probabilité 1,
0 <o0.

(5.6) Q- p(W [0, t]) = selon que i h(2’2n )

n=l1
0 =0 .

Comme pour la mesure d’empilement du graphe GrW ([0,1]) d’un mouvement Brownien
dans R?, Rezkhanlou et Taylor (1988) ont prouvé que si d >3, alors ¢, dans le théoréme 5.2.
est aussi une fonction de mesure d’empilement pour GrW ([0,1]) (cf. Xiao (2003) pour une
preuve différente). Cependant, si d =1 ou 2, alors similairement a (5.6), pour toute fonction
de mesurep e ®, ¢ — p(W[O,t]) est soit 0 soit o,

Taylor (1986b) a prouvé un résultat similaire a (5.6) pour I’image d’un processus de Lévy
stable dans R? d’indice & < d . D’autres résultats sur le processus de Cauchy asymétrique et
les subordinateurs ont été¢ établis par Rezkhanlou et Taylor (1988), et Fristedt et Taylor
(1992).

Depuis lors aucun résultat sur les mesures d’empilement n’a été établi pour des processus de
Markov autres que ceux mentionnés ci-dessus. Il serait intéressant d’étudier la mesure
d’empilement exacte de I’image et du graphe d’une diffusion fractionnaire et autre processus
de Feller.

Finalement, il est important de mentionner que la mesure de Hausdorff et la mesure
d’empilement associées a une fonction ¢ de I’image d’une fonction f sont intimement liées
aux variations faibles et fortes de f par rapport a ¢, respectivement. Voir Taylor et Tricot
(1985). Les variations fortes et faibles ont été étudiées pour le mouvement Brownien par
Taylor (1972), Fristedt et Taylor (1973) pour les processus de Lévy stables, Xiao (1997¢c)
pour certains processus de Gauss, et Marcus et Rosen (1994) pour les temps locaux des
processus de Markov. 1l serait intéressant d’étudier les variations fortes et faibles de processus
de Feller plus généraux tels que les processus de diffusion sur des fractales.

5.3. Autres questions sur I’image. Nous posons ci-dessous quelques problémes irrésolus
sur la dimension de Hausdorff et la dimension d’empilement de 1’image d’un processus de
Markov X. Le probléme 5.4 a été posé par Taylor (1986a) et reste toujours ouvert en général.

Question 5.4. Pour un processus de Lévy général dans R®, montrer qu’il existe toujours une
fonction de mesure correcte @ € @ qui rend @ —m(X [O,l]) finie et positive, et donner une

méthode pour construire cette fonction ¢ .

Quelques résultats partiels sur les bornes inférieures et supérieures pour la mesure de
Hausdorff de I’image d’un processus de Lévy symétrique dans R ont été obtenus par Dupuis
(1974). 1 résulte du lemme 4.5. que, pour la fonction ¢, (r) = z'(2r)log logl/r,la ¢, —mesure
de Hausdorff de X( [0,1]) est toujours minorée par une constante positive. Cependant, la
mesure de Hausdorff ¢, — m(X [0,1]) ne peut pas étre nécessairement finie, comme c’est le cas
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pour un processus de Lévy stable de type B d’indice a €(0,1), pour lequel une fonction de
mesure de Hausdorftf correcte pour X ([0,1]) a été prouvée par Taylor (1967) qu’elle égale
go(r): r“(loglogl1/r)"* . Ainsi la forme d’une fonction de mesure de Hausdorff correcte

}, non seulement la

peut également étre sensible aux propriétés de h(t,r)=P {|X(t)£ r
moyenne 7(r)=E(T(r)).
Il serait aussi intéressant de déterminer les fonctions de mesure de Hausdorff exactes pour

I’image et autres ensembles aléatoires d’un processus de Feller X correspondant un opérateur
pseudo-différentiel de symbole q(x, 5). Nous avons les questions suivantes :

Question 5.5. Sous quelles conditions sur q(x, & ) peut-on déterminer une fonction de mesure
de Hausdorft exacte ¢ pour X ([0,1]) ? Comment la fonction¢g est-elle liée a q(x,f) ? On
pourrait pour un premier essai considérer un symbole q(x,f) qui est comparable a celui
associé a un processus de Levy stable.

Question 5.6. Trouver les fonctions de mesure de Hausdorff et d’empilement exactes pour
I’image et le graphe d’un processus de Lévy stable dans R?. Les dimensions de Hausdorff et
d’empilement de X ([0,1]), sous quelques conditions additionnelles, ont ét¢ obtenues par
Becker-Kern et al. (2002).

Fristedt et Taylor (1992) croient que si un processus de Lévy X est suffisamment proche du
mouvement Brownien, alors son image poss€de une fonction de mesure d’empilement exacte.
La question suivante est motivée par leurs remarques.

Question 5.7. Trouver des conditions sur I’exposant de Lévy i ou la mesure de Lévy L d’un

processus de Lévy symétrique X dans R?(d >3) de telle sorte que X ([0,1]) posséde une
fonction de mesure d’empilement exacte.

6. Ensembles de niveau des processus de Markov et temps local.
Soit X = { X(t),t >0} un processus de Markov a valeurs dans S. Dans cette section, nous

considérons I’ensemble dit de niveau X, .
-1 . _
X (x,)={t>0:X(t)=x,}, X, €S.
Comme nous nous intéressons a ses propriétés fractales, il est nécessaire en premier de voir si
X (XO) est vide ou non. Pour des processus de Lévy, ce probléme a été complétement résolu

par Kesten (1969) et Bretagnolle (1971).
Pour étudier les propriétés fractales des ensembles de niveau aussi bien que celles des

images inverses X (F) d’un processus stochastique X, nous avons besoin d’avoir une
mesure (aléatoire) portée par X '(x,). Une telle mesure peut étre étendue du temps local
I(X,,t) de X (voir (6.2) ci-dessous) quand I(x ,t) posséde une version qui est continue en
(x,t); voir Adler (1981). Pour un processus de Markov X, le temps local donne plus

d’information sur les ensembles de niveau, voir les propriétés (TL) ci-dessous.

6.1. Temps local : existence et régularité. Notre intérét particulier pour le temps local d’un
processus stochastique X est de I'utiliser pour étudier les propriétés fractales fines des
trajectoires de X.

Pour un ensemble de Borel | ¢ R, , nous définissons la mesure d’occupation d’un processus

X ={X(t)t>0} avaleurs dans R®, sur | par :
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(6.1) 1 (B)=14{tel:X(t)eB}, vBeB(R?).

Si 1, est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue A4, dans R®, nous disons
que X(t) posséde un temps local sur I, et définissons ce temps local, I(s,1), comme la
dérivée de Randon-Nikodym de g, par rapporta A, i.e.,

(6.2) I(x,l):j%(x), vxeR®.

Dans les notation ci-dessus, X est dit la variable spatial et | est la variable du temps.
Quelquefois, nous écrivons 1(x,t) a la place de I(x,[0,t]).

On montre que les temps locaux ont une modification mesurable qui satisfait la formule de
densité d’occupation: pour un Borélien | < R,, et pour toute fonction mesurable

f:R" >R,
(6.3) [ (X (@)t = [ £)(x, 1)dx,
I R
Voir Bertoin (1996) pour une étude des temps locaux d’un processus de Lévy et Barlow et al.
(1986a) pour une étude sur les temps locaux d’un processus de Markov plus général.

Les propriétés principales des temps locaux d’un processus de Markov qui sont d’un intérét
particulier pour nous a utiliser sont les suivantes, lesquelles seront notées (TL) pour s’y
référer facilement.

0] L’inverse de I(X,O) est un subordinateur (voir Blumenthal et Getoor (1968)).
Quand X est un processus de Lévy dans R d’exposant y, alors I’exposant de
Laplace g du subordinateur correspondant est

(6.4) g(u)= { l Re(mjdx]l .

(i) L’image de ce subordinateur différe de X' (X) par au plus un ensemble
dénombrable de points.
Voir Bertoin (1996) pour une preuve de (TL) quand X est un processus de Lévy.
Pour un processus de Lévy X ={ X (t),t >0} dans R, une condition nécessaire et suffisante
pour I’existence du temps local de X est que

1
(6.5) ! Re[H—MJdg <o .

Ceci est prouvé par Hawkes (1986) et est basé sur le résultat remarquable de Kesten (1969,
théoréme 2).

Dans ce qui suit, nous considérons les propriétés de régularité des temps locaux quand ces
derniers existent.
(@) Continuité.  Getoor et Kesten (1972) ont prouvé la nécessité et suffisance de
certaines conditions pour le temps local d’un processus de Markov d’avoir une version,
encore notée 1(x,t), qui est continue en (x,t) (aussi I(x,t) est dit doublement continu). Leurs

résultats ont été¢ adaptés par Barlow au cas spécial des processus de Lévy. Plus tard, une
condition suffisante en termes de mesure de majoration ont ét¢ obtenus par Barlow et Hawkes
(1985), laquelle condition a été prouvée nécessaire par Barlow (1988). Le théoréme dans la
forme donné ci-dessous est pris de Bertoin (1996). Soit

m(e)=4 {aeR :%J.(l - cos(ag‘))Re(@jdf <é¢}.

R
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Théoréme 6.1.  Soit un processus de Lévy dans R d’exposant y satisfaisant (6.5).
Assumons en plus que 0 est régulier® pour lui-méme. Alors X posséde un temps local
I(x,t) continu en (x,t) si et seulement si

1
log——de <.
s

Pour d’autres approches, voir Marcus et Rosen (1992).

Dans une autre approche également, basée sur ’estimation des moments, Berman (1985) a
prouvé la suffisance de quelques conditions pour la continuité double des temps locaux des
processus de Markov, en termes de leurs fonctions de densité de transition. Cette méthode est
appliquée aux diffusions fractionnaires. Cependant, pour les mouvement Brownien définis sur
I’ensemble de Sierpinski (Sierpinski gasket, un ensemble fractal construit de fagon similaire a
la construction de 1’ensemble de Cantor introduit au chapitre 2. Nous pouvons le voir, par
exemple, comme ce qui reste de 1’opération récurrente consistant a enlever indéfiniment de la
surface d’un triangle équilatéral initial la surface du triangle semblable aux sommets centrés
au milieu de chaque c6té du premier), beaucoup plus pourrait étre fait (voir Barlow (1998)).

Le temps local I(X,t) d’un processus de Markov X est intimement 1i¢ a la structure de la

fermeture de I’image R, =X ([0,1]). On montre que si pour un t >0 fixé, I(x,t) est continu
par rapport a X, alors I’ensemble ouvert {x:1(x,t)> 0} < R,. Nombre d’auteurs ont étudié la
structure de R, pour les processus de Lévy (voir Kesten (1976), Barlow (1981) Mountfort et
Port (1991)). Cependant, le probléme de déterminer quand R, n’est nulle part dense n’a pas

été completement résolu. En particulier le probleme suivant de Barlow et al. (1986a) reste
ouvert.
Question 6.2. Supposons X ={ X (t),t >0 } un processus de Lévy dans R de mesure de Lévy

L telle que L(— oo,O) = L(O, oo) =0,

[ AL = et IR{ jd§<oo

R
Si presque slirement il n’existe aucune version continue de , s’ensuit-il que I'image R,

n’est nulle part dense ?
(b) les lois du logarithme itéré et du module de continuité. Notons I(x,t) le temps local

du mouvement Brownien W dans R. les lois du logarithmes itéré (LLI) suivantes pour I(O,t)

et le temps local maximum 17(t) = supl(x,t) de W ont été établies par Kesten (1965) :

xeR

: 1(0,t) :
(6.6) limsup —————— = limsup ————= =2 p.s., et
>0, 4Jtloglogt™  t0, w/tlog logl/
N
(6.7) 1i{ngnf(%J I°(t)= K, p.s.,

ou K, >0 est une constante. Comme application de leurs méthodes de déviation large,

Donker et Varadhan (1977) ont montré la LLI suivante similairement a (6.6) pour le temps
local 1(x,t) d’un processus de Lévy stable symétrique d’indice « < (1,2] :

: 1(0,t) : I"(t)
6.8 I =1 5
() o 0 loglogt e 7 loglog /1) o) s

* On dit qu’un point X est régulier pour lui-méme si 7, =0, P* —p.s.,avec 7, =inf {t >0: X (t) =X}
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ou c(ar)>Oest une constante explicite. Marcus et Rosen (1994) ont étendu les résultats
susmentionnés a tout processus de Lévy symétrique d’exposant de Lévy w, qui varie
régulierement, d’indice o € (1,2]. Voir aussi Bertoin (1995) pour une autre approche basée
sur les subordinateurs.

De I’inégalité

t = [1(x,t)dx < 21°(t) sup|X (s},

0<s<t

On peut voir que les résultats de la forme (6.8) sur les temps locaux sont intimement liés aux
propriétés d’oscillation des trajectoires du processus X. Pour un processus de type A d’indice
a , Taylor (1967) a montré que

. . o loglogl/t Ve
(6.9) liminf — 1 sup|X(S)| =K, p.s.

-0, 0<s<t

Sa preuve est basée sur les estimations des probabilités P { sup|X (s) < ¢ }. Nous mentionnons

0<s<t
qu’il existe aussi une version uniforme de (6.9) pour le mouvement Brownien (cf. Csogo et
Révész (1978)) et autres processus de Lévy (cf. Hawkes (1971c¢)).

Lacey (1990) a considéré des estimations des déviations larges pour le temps local
maximum I*(l) d’un processus de Lévy stable (strictement ) X d’indice « € (1,2] et a prouve
que
(6.10) logP {I"(1)>u} ~ - K,u” quand u — oo,
ou K, >0 et une constante explicite, qui égale C(a) dans (6.8) quand X est symétrique.
(6.10) est pareil au résultat sur P{I(O,1)> u}, obtenu par Hawkes (1971c). Wu (1997) et
Blackburn (2000) ont étendu (6.10) au processus de Lévy d’indice o € (1,2] et d’exposant v,
qui varie régulierement au point 0.

Pour un processus de Lévy X dans R, le module de continuité¢ du temps local I(X,t) en X a
¢été établi par Barlow (1985, 1988), et Marcus et Rosen (1992), par différentes méthodes.
(Pour le temps local d’un mouvement Brownien, les résultats sont dus a Mckean (1962) et

Ray (1963)). Le résultat suivant pour un processus de Lévy stable est de Barlow (1988) : si X
est un processus de Lévy stable dans R d’indice « >1, alors presque stirement pour tout

intervalle | c R ettoutt >0,
_ 1/2
lim b.5)-1(2.5) .| supl (X,t)) ,

sup 7 = C (
slo a,<be<l {b-al<s (a-1)/2 1 xel
Osst |b —~ a| log 7|b |
—al

ou Cc, >0 est une constante explicite dépendant de I’indice & et du parametre S (voir (2.5))

de X(1) seulement.

La liminf du logarithme itéré (6.7) pour le temps local maximum du mouvement Brownien
a ¢été étendue a un processus de Lévy stable symétrique X dans R par Griffin (1985) et a des
processus de Lévy plus généraux par Wu (1992).

Il semble que peu de travail a été fait sur les temps locaux de processus de Feller associés a
des opérateurs pseudo-différentiels. Il serait donc intéressant de voir jusqu’ou 1’on pourrait
étendre les résultats susmentionnés pour ce type de processus de Feller.

6.2. Dimension fractale et des résultats sur la mesure. (a). Résultats sur la mesure. La
dimension de Hausdorff de I’ensemble X (0) a été obtenue par Taylor (1955) pour le
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mouvement Brownien dans R et par Blunmenthal et Getoor (1962) pour les processus de Lévy
stables symétriques dans R d’indice « > 1. IIs ont prouvé que

dim,, X*I(O):l—l p.s.
a

Pour un processus de Lévy général dans R, Blumenthal et Getoor (1964) ont obtenu des
bornes inférieures pour dim, X _(X) en termes des indices S et [".
Dans le cas d’un processus de Lévy X dans R d’exposant i, Hawkes (1974) a étudié la

dimension de Hausdorff de I’ensemble X ~'(0) directement et a prouvé la formule suivante en
fonction de .

(6.11) dim, X '(0)=1-1/b ps,
ou %: inf {y<1:(1+Rel[y’])e LI(R)} ( LI(R) ¢tant I’ensemble des fonctions intégrables),

et ’élément inférieur (inf) de I’ensemble vide est pris comme 1 dans ce cas. Il est important
de signaler que Hawes a montré que le paramétre b est indépendant des autres indices des
processus de Lévy donnés dans le paragraphe 2.1 et a obtenu quelques résultats sur la relation

entrebet £,6.,7.
Les dimensions de Hausdorff et d’empilement des ensembles X ~'(x) d’un processus de

Markov tel que le mouvement Brownien défini sur des fractales ont été considérées par Liu et
Xiao (1998), Bertoin (1999).

(b). Mesures de Hausdorff et d’empilement des ensembles de niveau. Une approche directe
pour évaluer les mesures de Hausdorff et d’empilement d’un processus de Markov X est

dutiliser le temps local comme une mesure naturelle sur 1’ensemble X ~'(x). Alors LLI pour
I(x,e) de la forme

limsupI(x,t+r)—|(x,t—r)
r—0 (p(r)
et le lemme 3.3. donnent une borne inférieure positive pour @ —m(X '(x)). Dans le but

<K ps,,

d’obtenir une borne supérieure, on peut utiliser une méthode de recouvrement similaire a celle
discutée dans le paragraphe 5.1. voir Xiao (1997b).

Comme la mesure d’empilement de I’image d’un subordinateur quelconque a été étudiée par
Fristedt et Taylor (1992), on peut évaluer la mesure d’empilement des ensembles de niveau
d’un processus de Markov en utilisant (TL) et les résultats dans Fristedt et Taylor (1992). Il
serait intéressant de trouver des conditions sur un processus de Lévy X qui assurent que

o — p(X 71(0)) est 0, positive et finie ou o, respectivement.

Question 6.3. Trouver une fonction de mesure de Hausdorff exacte pour les ensembles de
niveau des processus de Feller déterminés par des opérateurs pseudo-différentiels. Etudier la
mesure d’empilement de leurs ensembles de niveau.

Finalement, nous mentionnons que ’ensemble des points zéro (X '(0)) d’un processus de
Markov est aussi lié au probléme de collision des processus de Markov. Soit X,,..., X, , k

processus de Markov a valeurs dans S. le probléeme de collision concerne les questions
suivantes :
0] Sous quelles conditions existe-il un t > 0 tel que

X,(t)=X,(t)="=X,(t) ?
(i) Siles X,,..., X, entrent en collision, quelles sont les dimensions de Hausdorff et

d’empilement de 1’ensemble des points de collision.
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C.={x:X,[t)=--=X,(t)=x pourun t >0 },
et I’ensemble des temps de collision
D, ={t>0:X,(t)=--=X,(t)} ?
Ces deux derniers problémes ont été considérés par Jain et Pruitt (1969) dans le cas de deux
processus de Lévy stables dans R d’indices ¢, et «,. Assumons que «, < «;, par commodité.
Jain et Pruitt (1969) ont montré que des collisions existent presque siirement sil < a, < «,
<2. Cette condition a été affaiblie par Hawkes (1971b,c) a o, >1. Ils ont obtenu les
dimensions :
dim, C, =1—L, dim, D, = az(l—i) p.s.
a a,
Ces résultats ont été généralisés aux cas des processus de Lévy dans R par Shieh (1989) et aux
processus de Markov par Shieh (1995).
Le probléme suivant n’a pas été résolu, méme pour les processus de Lévy stables.

Question 6.4. Trouver, si elles existent, les fonctions de mesure de Hausdorff et et d’empi-
lement pour C, et D, .

7. Images inverses et probabilité d’entrée.
Soit X ={X (t ),t >0} un processus de Markov a valeurs dans un espace métrique R” . Cette

section traite de la question de déterminer quand X_l(F)ﬂ E #J avec une probabilité
positive, o E < (0,0) et F — R® sont des Boréliens, et de calculer des dimensions de
Hausdorff et d’empilement de X '(F)NE .

7.1. Conditions pour X '(F)NE#@. Soit ECR, et F c R des ensembles compacts.
La question de déterminer quand P{ X _1(F)ﬂ E#J }=0 estlié a I’étude des processus de
Markov particulier {(t, X(t)),t >1} a valeurs dans R, xR" (voir chapitre 5). Quelques

conditions nécessaires et suffisantes pour P{X '(F)NE#@ }=0 ont été¢ obtenues par
Kaufman (1972) pour le mouvement Brownien, par Hawkes (1978a) pour des subordinateurs

stables et par Khan (1983, 1985b) pour les processus de Lévy stables symétriques dans R*.
Les conditions sont mieux exprimées en termes de mesure de Hausdorff et de capacité sur

I’espace produit R, x R? muni d’une distance appropriée.
Pour tout 0 <7 <1, nous définissons une distance sur R, x R’ par
pv((S,X),(t,y)):maX{|S—'[ X_y|}'
Pour toute fonction de mesure ¢ € @, la mesure de Hausdorff associée a ¢ sur I’espace

n
s

métrique (R, x RY, p,), est notée @ —m, . La dimension de Hausdorff correspondante est
notée dim,, .

Pour des idées de démonstration du théoréme suivant, voir Testard (1987) et Xiao (1999) ;

Théoreme 7.1.  Soit X ={ X(t),t >0} un processus de Lévy strictement stable dans R®
d’indice « . Soit E = (0,0) et F — R” des ensembles compacts. Soit 7=« si 0<a <1 , et
n=a'sil<a<?2.

(i) Sis’-m(ExF)=0,alorsP{X(F)NE=D}=0;

(i)  SiCap, (ExF)>0,alorsP{X ' (F)NE=J}>0;
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Ou h(s7t; X’ y) = [pq ((Sb X)ﬂ (tﬂ y))]id *
Un résultat de Kaufman et Wu (1982), dit que si X est un mouvement Brownien dans R,
E < (0,0) est un compact et que F ={X,}, alors
P{X'(F)NE =@ }>0 siet seulement si Cap,(ExF)>0.

Ceci nous donne I’idée de croire que la condition (ii) peut étre effectivement une condition
nécessaire et suffisante.

7.2. Résultat sur la dimension de X '(F)NE. Nous donnons ci-aprés un théoréme prouvé

par Hawkes (1971a) pour les processus de Lévy stables isotropiques. Pour une preuve, voir
théoréme 1 de Kanda (1976) (voir aussi Bertoin (1999)).

Théoréme 7.2. Soit X un processus de Lévy strictement stable dans R® d’indice « : soit T’
un support de la distribution de X (1). Si « >d , alors pour tout Borélien F T,

(7.1) dim,, X (Fy=2*rdim, F=d .
a

etsi o <d,alors _
HdimH X_I(F)Hw _ a+d1n;H F-d ’

ol e estla L” —norme dans I"espace correspondant.

Le probléme de trouver la dimension d’empilement de X "' (F), quand X est un processus de

Lévy strictement stable dans R, n’a pas encore été complétement résolu. Quand o >d =1, il
est possible de prouver un résultat analogue a (7.1), dans le sens uniforme, voir section 8.
Cependant, quand « < d, on suspecte qu’un résultat analogue a (7.2) ne peut pas étre vérifi¢

en général et que dim, F seule ne suffit pas a déterminer dim, X “'(F). 1l serait intéressant
d’étudier la question.

Peu de travail portant surdim,, X '(F) a été fait pour un processus de Lévy général ou
autre processus de Markov. La question suivante semble intéressante.

Question 7.4.  Soit X un processus de Lévy dans R? d’exposant y . Est-il possible de
donner une formule pour dim,, X '(F) en termes de v et dedim,, F ?

Maintenant, nous retournons a la dimension de Hausdorff de l’intersectionX’l(F)ﬂ E.
Quand X ={X(t),t >0} est un mouvement Brownien dans R, les dimensions de Hausdorff
de X '(F)NE et X (E)NF ont été considérées par Kaufman (1972). Hawkes (1978a)
généralise des résultats de Kaufman a des subordinateurs stables. Leurs résultats peuvent étre
énoncés comme suit

Jdim,, X~ (F)NE| =dim, (ExF)——,
* a

ou « =2 si X est un mouvement Brownien dans R et par convention, le fait que la dimension
soit négative signifie que I’ensemble X ‘I(F)ﬂ E est vide. Ce résultat peut étre prouvé étre

vrai pour les processus de Lévy strictement stables. Cependant, la dimension de X ’I(F)ﬂ E

est inconnue méme pour le mouvement Brownien.
Une autre question liée est de trouver la dimension de Hausdorff de 1’ensemble le plus petit

F < RY\{0} qui rencontre le mouvement Brownien ou un processus de Lévy stable X =
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{X (t),t >0} dans R", quand t est restreint au Borélien E — R, . Pour étre plus précis, étant
donné E c R, , déterminer I’élément inférieur :

inf {dim, F : F e B(R"),P(X "(F)NE)>0}.
Cette question a ¢été posée par Y.Peres en 1996 en fonction de la dimension de Hausdorff

seulement. Cependant, la dimension d’empilement est utile pour la résoudre.
Xiao (1999) a résolu ce probléme et autres qui lui sont relatifs pour un mouvement

Brownien dans R et a prouvé que pour tout compact E < (0,0),
inf {dim, F : F e B(R"),P(X "(F)NE)=0}=d —2dim E.
La mesure de Hausdorff exacte de X '(F) semble difficile a étudier en général. Il est

raisonnable de considérer en premier la cas ou X est un mouvement Brownien et que F —R®
est un ensemble auto-similaire. D’autre part, il est possible d’évaluer la capacité de X ' (F)

en termes de X et de la capacité de F. le probléme a été considéré par Hawkes (1998) pour un
processus stable symétrique dans R d’indice a € (0,2] et par Khoshnevisan et Xiao (2003b)

pour un processus de Lévy plus général.

8. Dimension uniforme et des résultats de mesure.
Nous notons que les événements exceptionnels de probabilité nulle dans (4.13) et (7.1)

dépendant de E etF cRY, respectivement. Dans bien des applications, nous avons un
ensemble aléatoire E(®) ou F(@)c RY et voulons savoir les dimensions fractales et les

mesures fractales de X (E(w),®) et X ' (F(w), w) . Par exemple, pour un Borélien quelconque

F —R’, nous pouvons écrire I’intersection X (R,)NF comme X(X'(F)), ’ensemble C,
des points de collision comme X(D,) et I’ensemble M, des points dits k — multiples de X
comme X (L' ), ou L' estlaprojection de L, sur R,, voir le paragraphe 9.1. Pour de tels
probleémes, les résultats de la forme (4.13) et (7.1) ne donnent aucune information.

8.1. Résultats de dimension uniforme pour I'image. Kaufman (1968) a été le premier a
montrer que si W est un mouvement Brownien dans le plan, alors
(8.1) P {dim, W(E)=2dim, E pour tout Borélien Ec R, } =1.
Puisque I’événement exceptionnel de probabilité nulle dans (8.1) ne dépend pas de E, on s’y
référe comme étant un résultat de dimension uniforme. Pour un mouvement Brownien dans R,
(8.1) n’est pas vérifié. Ceci peut étre vu pour E =W ~'(0) . Kaufman (1989) a montré qu’avec
probabilité 1,
dimW (E +t) = min {1,2dim , E },

pour tout Borélien E — R, et presque tout t>0. Ici I’événement de probabilité¢ nulle ne
dépend pas de t ni de E.

Nombre d’auteurs ont travaillé sur le probléme d’établir des résultats de dimension

uniforme pour 1’image des processus de Lévy stables et autres processus de Markov. Voir
I’article de Taylor (1986a) pour plus d’information. Nous mentionnons juste que Hawkes et

Pruitt (1974) ont prouvé que pour un processus de Lévy strictement stable X dans R d’indice
a<d,ona
(8.2) P {dim, X(E)=adim, E pour tout Borélien E c R, } =1.

Ils ont aussi montré que pour un processus de Lévy quelconque X dans R® d’indice supérieur

B,
P {dim, X(E) < fdim, E pour tout Borélien EcR, } =1,
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et si en outre, X est un subordinateur, alors
(8.3) P {odim, E <dim, X(E) < fdim, E pour tout Borélien Ec R, } =1.
Pour un processus de Lévy symétrique X dansR", une borne inférieure uniforme pour
dim,, X(E) en termes des indices S",y et y' a été donnée par Hendricks (1983) :

P {dim, X(E)> B"(d —y')(d - )" dim, E pour tout Borélien Ec R, }=1.
Il s’ensuit que pour un tel processus avec y =y', la borne inférieure uniforme pour
dim, X(E) est f"dim, E. En utilisant les processus de Lévy stables d’accroissements
stables, on peut montrer que les deux bornes inférieure et supérieure peuvent étre déduites,
voir Hendricks (1983).

Il est intéressant, étant donné un processus de Lévy X, de déterminer s’il est possible de
trouver une fonction f et une large classe C'de Boréliens E — R, telles que presque siirement
(8.4) dim,, X(E) = f(dim, E) pour tout Borélien E € C.

Hawkes et Pruitt (1974) ont étudié cette question pour des subordinateurs et ont montré que
pour tout subordinateur X d’indice o,

(8.5) P{ dim, X(E) =odim, E pour tout Boré¢lien Ec C'} =1,

ou C={EcR, :dim, E=dim E} (leur définition de C est différente. On peut toutefois
montrer en regardant Talagrand et Xiao (1996), que les deux définitions sont équivalentes). Il
serait intéressant de trouver la classe la plus large C'pour laquelle (8.5) est vérifié.

Clairement, il est utile d’étendre les résultats susdits sur les dimensions de Hausdorff et
d’empilement uniformes a des processus de Markov plus généraux. Si X satisfait une
condition de Holder uniforme, alors des bornes supérieures pour dim,, X(E)et dim, X (E)
peuvent €tre obtenues en utilisant le lemme 3.2. Pour un processus de Markov général, nous
énongons les deux lemmes suivants qui peuvent &tre utilisés pour trouver des bornes
inférieure et supérieure uniforme pour dim,; X(E) et dim ; X(E) (voir Pruitt (1975)).

Nous avons besoin de quelques notations. Soit { t ,n>1} une suie de nombres réels

positifs tels que Ztn" < oo pour un p >0, et soit C, une classe de N, intervalles dans R, de
n=1

longueur t, avec logN, :O(l)|10gtn| (i.e., logN, est dominé par logt, ; notation de

Landau). Par exemple, nous pouvons prendre t, =2" et C, la classe des intervalles

dyadiques d’ordre n dans, disons, [0,1].
Lemme 8.1. [Pour prouver la borne supérieure]
Soit X = { X(t),t >0,P*} un processus de Markov fort dans R" (ou S). S’il existe une suite

(6,) de nombres positifs telle que pour un certain 6 >0,
(8.6) P*{max|X(s)-X>6,}<K;t7, VxeR?,

0<s<t, n’
ou K, est une constante positive, alors il existe un entier positif K,dépendant de p et &
seulement, tel qu’avec probabilité 1, pour de grande valeurs de n, X (1) peut étre recouvert
par K, boules de rayoné, pourtout | C,.

Pour des résultats utilisant le lemme 8.1. sur différents types de processus stochastiques
(voir KoloKotsov) (2002) et Chen et Kumagai (2002)).
Afin d’obtenir des bornes inférieures uniformes pour dim, X(E)etdim, X(E), nous

pouvons utiliser le lemme suivant.
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Lemme 8.2. [Pour prouver la borne inférieure]
Soit X ={ X(t),t >0,P*} un processus de Markov fort dans R" (ou S). Soit {r,,n>1} une

suite de nombres positifs avec Zrn" <oo pour unp >0, et soit D, une classe de N, boules

n=1

de diamétre r, dans R®aveclogN, =O()logr,|. Sil existe une suite (t,) de nombres
positifs et des constantes K, et ¢ > 0 tels que
(8.7) Px{tinf|X(s)—x|2rn}£ K,r’, ¥xeR?,
n <S<00
Alors il existe une constante K ,, dépendant de p et & seulement telle que pour de assez

grande valeurs de n, X '(B) peut étre recouvert par au plus K,, intervalles de longueur r,
pour tout Be D, .

8.2. Ensembles de niveau et image inverse. Des résultats sur les dimensions de Hausdorff
et d’empilement uniformes pour les ensembles de niveau de processus de Lévy stables dans R
d’indice « € (1,2] découlent directement des résultats de dimension uniforme pour les images
des subordinateurs stables. En fait, pour les ensembles de niveau (xX) X '(X) d’une classe de
processus de Lévy, des résultats de dimension uniforme (i.e., I’événement de probabilité nulle
ne dépend pas de X) sur la mesure de Hausdorff exacte de X ~'(X) ont été déterminés.

Quand X est un mouvement Brownien dans R, Perkin (1981) a prouvé qu’avec probabilité 1,

o, —m(X'(x)=1(x,t) V(t,x)eR, xR,

ot @,(r)=(2rloglogl/r)"?. Le résultat a été étendu par Barlow, Perkins et Taylor (1986b) a

une classe de processus de Lévy d’exposants qui varient réguliérement aco. Ceci inclut les
processus de Lévy strictement stables d’indice « > 1, des processus de Lévy d’accroissements
Browniens et des processus de Lévy qui sont proches des processus de Cauchy.

. . —1 r
Comme pour I’image inverse X (F) d’un processus de Markov X, un résultat de
dimension uniforme a été seulement établi dans le cas du Mouvement Brownien. Kaufman

(1985) a montré qu’avec probabilité 1,
dim, W' (F) :%Jr%dimH F pour tout Borélien F c R.

Pour un processus de Lévy strictement stable X dans R d’indice « €(1,2), le résultat

analogue pour X '(F) devrait étre aussi vrai. En fait en vertu des travaux de Kaufman avec
les conditions de Holder pour le temps local de X établi par Donsker et Varadhan (1977), on

peut montrer que
dim,, X '(F)>1- 1 + ldimH F pour tout Borélien F — R.
a «a

9. Points multiples et temps locaux d’auto-intersection.

Depuis les années 1980, un grand progres a été fait dans 1’étude des points multiples. Divers
problémes et conjectures dans Taylor (1986a) relatifs aux processus de Lévy ont été résolus
par Le Gall (1987a,b), Le Gall et al. (1989), Evans (1987a), Fitzsiomms et Salisbury (1989).
Dans cette section, nous discutons quelques-uns de leurs résultats.

9.1. Existence des points multiples. Soit X ={ X(t),t >0} un processus stochastique dans
espace métrique (S, p). Un point X € S est dit un point k —multiple de X s’il existe K instants
distincts t,,...,t, € R, tels que
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Xt)=-=X({)=x.
Si k =2 (ou 3), alors X est aussi dit un point double (ou triple).
L’ensemble des points k —multiples est noté par M, (ou M(® si S=R") et I’ensemble
des temps k —multiples est noté par
L, ={(t,....t,) e R,t,,....t, sontdistincts et X (t,) =---= X(t, ) =X }.
Quand S = R, nous pouvons également écrire L'" pour L, .

Etant donné un processus de Markov X, il existe plusieurs fagons d’étudier 1’existence des
points k —multiples de X, nous en citons quelques-unes ci-apres.
(@) La théorie du potentiel pour X (voir Taylor (1986) et les références y figurant).
(b)  Les temps locaux d’auto-intersection (Geman et al. (1984), Dynkin (1985), Le Gall,
Rosen et Snieh (1989), Rogers (1989), Snieh (1992), etc.). I’idée est que les intersections des
processus de Markov peuvent étre formulées comme le probleme de 1I’ensemble de niveau (0)
d’un processus (fonction) aléatoire, disons, Y, lequel peut étre effectivement étudié par des
méthodes des temps locaux. Les temps locaux de Y sont appelés les temps locaux d’auto-
Intersection de X. L’intérét particulier est de les utiliser pour définir une mesure aléatoire sur
I’ensemble L, des temps multiples. En utilisant cette approche (en citant Y.Xiao), on peut
outre que de prouver I’existence des points multiples, montrer des résultats sur les dimensions
de Hausdorff et d’empilement de L, et M, .
(c) Théorie du potentiel des processus multiparamétriques (Evan (1987a,b), Fitzsimmons
et Salisbury (1989), Khoshnevisan et Xiao (2002).
Pour connaitre d’autres méthodes voir Peres (1996a,1999) et Le Gall (1986b,1987a,b).

Le Gall, Rosen et Shieh (1989) donnent une condition suffisante pour 1’existence des points
k —multiples d’un processus de Lévy en construisant une mesure aléatoire surl, . Ils
supposent 1’existence des fonctions de densité de transition.

Pour énoncer quelques-uns des résultats des auteurs susnommés, nous avons besoin de
quelques notations. Soit X un processus de Lévy dans R? de fonction de transition P(t, X, A):

R, xR xB(R") > [0,1]. Pour tous @ >0,z € R® et B e B(R"), posons
U%z,B) = j e *P(s,z,B)ds.
0

Cette derniére fonction est dite résolvante de la fonction de transition P(t, X, A). Sous la

condition que X possede un opérateur de résolvante de Feller fort (comprendre de cette
appellation la méme chose que pour 1’opérateur de transition introduit au premier chapitre), il

existe pour >0 une fonction unique mesurable u® telle que
(i) U%zB) =J.uq(y—z)dy pour tout B € B(R?) ;
B

(i)  Pourtouty, la fonction z > u®(y —z) est q—excessive.
@iy  u'—u"=(r—q)u’ *u® (produit de convolution).
Voir Bertoin (1996). La famille de fonctions {u?,q > 0} est appelée la famille des densités de

résolvante canonique.
Note : Nous disons en (ii) " q—excessive" en ce sens qu’en général la fonction mesurable f
vérifie :

(1) f est bornée ;

(i)  fsatisfait: 0 <e ™ T, f(x)< f(x),Vt>0,vxeR®;

(iii) (T, f(x)— f(x)) >0 quand t 4 0.
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On dit " uniformément g — excessive " si a la place de (iii) nous avons
(iii”) He"}“tth - fHTO. (nous considérons toujours la norme de la convergence

uniforme).
Théoréme 9.1.  Soit X un processus de Lévy dans R® de densités de résolvante canonique
{u?,q>0} et u'(0)>0. Alors, pour tout entier k > 2, les trajectoires de X possédent des
points k —multiples presque sGrement si et seulement si

”ul(x)]k dx < oo.

[X]<1
Rogers (1989) a étendu la partie de suffisance des conditions du théoréme 9.1. a certaine
processus de Markov sur un espace métrique complet. Ses résultats peuvent étre appliqués
aux diffusions fractionnaires (cf. Barlow (1998)). Il n’est pas établi si sa condition est aussi
nécessaire pour 1’existence des points k —multiples dans ce résultat plus général.

Il existe par ailleurs deux autres méthodes pour étudier 1’existence des points k —multiples
d’un processus de Markov. La premiére consiste a restreindre le temps t a certains ensembles
(fractals). Kahan (1983) considere I’intersection de X(E) et X(F), ou E,F < R,\{0} sont
deux ensembles compacts disjoints et X est un processus de Lévy stable symétrique. Il donne
des conditions nécessaires et suffisantes pour P{X(E)( X(F)=d}>0. Une condition

nécessaire et suffisante en termes de la capacité de ExF a été récemment obtenue par
Khoshnevisan et Xiao (2003b).

Nous mentionnons aussi qu’en utilisant les temps locaux, Shieh (1992), prouve la suffisance
de conditions pour X(E) de contenir des points k —multiples, ou X peut étre un processus de

Lévy dans R® ou autre processus stochastique.

La seconde consiste a se demander quel ensemble A — R® peut contenir des pointsk —
multiples de X. autrement dit, quand peut-on avoir P{A(NM, =} >0 ?

Quand X est un mouvement Brownien dans R® (d =2,3), cette question a été considérée par

Evans (1987b) et Tongring (1988), qui ont prouvé la suffisance de certaines conditions pour
P{ANM, =} >0 . Fitzsimmons et Salisbury (1989) ont prouvé que les conditions

suffisantes de Evans (1987b) et Tongring (1988) sont aussi nécessaires pour le mouvement
Brownien dans le plan. Peres (1999) a prouvé le résultat plus général suivant.

Théoréme 9.2.  Supposons que { A } ¥, sont des ensembles fermés aléatoires de [0,1]° et
gu’il existe une constante 1 < K < oo telle que
K™'Cap, (A) <P { ANA #J} < KCap, (A),

pour tout ensemble fermé A —[0,1]¢ et certaines fonctions non croissantes et non négatives
g; (i=1,...,k). Alors,

P{AN--NANA=D}>0< Cap, ., (9)>0.
Pour des résultats similaires ; voir Khoshnevisan et Xiao (2002).

9.2. Dimension de Hausdorff et mesure de Hausdorff deL, et M, . Les dimensions de

Hausdorff de ’ensemble M, des points k — multiples d’un mouvement Brownien dans R*

ont ét¢ obtenues par Taylor (1966) pour d =2 (et k > 2) et Fristedt (1967) pour d =3 (et
k =2). Ces résultats peuvent aussi étre prouvés en trouvant dim,, L', en premier (rappelons

que L', est la projection de L, sur R,) et ensuite en utilisant le résultat de dimension de
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Hausdorff uniforme (8.2). Si X est un mouvement Brownien dans R® ou un processus de
Cauchy symétrique dans R, il existe des points de multiplicité ¢, ou ¢ représente la puissance
du continu. Le Gall (1986a, 1987b) a prouvé que pour tout ensemble discret E — R, , il existe
presque sirement un z € R* tel que W '(z) posséde la méme structure d’ordre que E. En
particulier, il y a des points de multiplicité X (cardinal des nombres entiers positifs) pour X.
quant a la taille de W ~'(z), Taylor (1986a) a posé la question de déterminer une fonction de
mesure p € ® telle que presque sirement ¢ —m(W ~'(z)) =0 pour tout z € R>. Ce probléme
n’a pas encore €té résolu. Taylor (1986a) a montré que les résultats dans Perkins et Taylor
(1987) impliquent que si b > 2, alors presque sirement (logl/r)™® —m(W ~'(z)) = 0 pour tout
zeR’, il conjectura que la valeur critique pour b est 1. Cela dit, la fonction ¢, (r)=
(log1/r)™ satisfait la condition plus haut pour b > 1, mais pas pour 0 <b <1.

La dimension de Hausdorff de M, a été étudiée par Hawkes (1978c) pour un processus de

Lévy isotropique possédant un fonction de densité de transition, et par Henricks (1974) et
Shieh (1998) pour une classe spéciale de processus de Lévy stables associés a des opérateurs.
Différents travaux étaient faits sur le calcul de dimensions de Hausdorff et d’empilement pour
M, , toutefois le probleme général reste ouvert. Ainsi, la question suivante est intéressante :

Question 9.3.  Soit X un processus de Lévy dansR®. Trouver une formule générale pour
dimy M, etpourdim M, .

Maintenant, nous retournons au probléme de trouver la fonction de mesure de Hausdorff
exacte pourM,. Pour un mouvement Brownien W ={W(t),t >0}, le probléme a été
complétement résolu par Le Gall (1986b,1987a,1989). Pour énoncer ses résultats dans Le Gall
(1989), soit

h (r)= rz(log%logloglog%)k, k>2,et

h,(r) = r(loglogl)z .
r

Soit 1{*’(e) la mesure image du temps local d’auto-intersection ¢\ d’ordre k de W (notons

(d)
que

est une mesure aléatoire sur L, ) par I’application (t,,...,t,) >W(t,). Ceci est une
mesure aléatoire portée par M'? et elle est dite la projection du temps local d’auto-

intersection.

Théoréme 9.4. Soit W = {W (t),t >0} un mouvement Brownien dans R?,
0] Si d =2, alors pour tout entier k > 2, il existe une constante positive c, telle que
p.s.,
h, —m(F M) =c,1(F) pour tout F € B(R?).
(i) Si d =3, alors il existe une constante K,, positive telle que p.s.,
h, -m(FNMP) =K, I(F) pour tout F e B(RY).
Des résultats pareils sur la mesure de Hausdorff de M, pour des processus de Lévy plus

généraux ont ét¢ aussi obtenus par Le Gall (1987b). Son approche consiste en deux parties :
dans la premiere partie, il considere I’ensemble N, des points d’intersection de X,,..., X, ,

67



lesquels sont des copies indépendantes de X, et construit directement une mesure aléatoire 2,

sur N, par:
w4 (A) =1m[C ()] 2, (S, ()N NS ()N A)
ou C(¢&) est la capacité de la boule B(0,¢) et S,(¢) estla & —saucisse de X, définie par

5,(2) = J(X,(9)+B(0.£)).

seR

Ensuite 1l établit des bornes sur les moments de , (A) et les applique pour déduire des
bornes supérieures par la mesure de Hausdorff de N,. Plus précisément, il a trouvé des
fonctions de mesure ¢ et i telles que
@ —m(N, N 1)< pour tout compact | = R?, et
w" —m(N,NA)> Ky (A) pour tout Borélien Ac R?,

ou K >0 est constante dépendant de d, k et la loi de X seulement. La seconde partie de son
argumentation se résume par: puisque M, peut étre identifi¢ a ’ensemble des points

d’intersection des copies indépendantes X,,..., X, de X de points de départs différents. Le
résultat sur M, en découle.Cependant, il n’est pas connu quand@” ~ " . Ainsi aucune fonction
de mesure de Hausdorff exacte pour M, n’a été¢ déja déterminée.

La dimension de Hausdorff d’ensemble L!"’ des points multiples pour un mouvement

Brownien W dans R? (d =2,3) a été obtenue par Rosen (1983) comme suit

9.1) dim,, LYY =% et dim,, L\” =1 pour tout k > 2.

11 a aussi confecturé qu’une fonction de mesure de Hausdorff exacte pour L") est
¢|§d)(r) — r2d/2(10g10g%)d(k1)/2 )

Zhou (1994) a vérifié cette conjecture pour d =3 ; i.e., une fonction de mesure de Hausdorff
exacte pour L est

o) =" loglog )"
Pour d =2, le probléme analogue reste ouvert.

En général, la dimension de Hausdorff de L, n’est pas connue pour les processus de Lévy.
Cependant, si X est un processus de Lévy symétrique dansL'(R?), alors dim,, L, peut étre
déduite des résultats de Khoshnevisan et Xiao (2002) :

dim, L, =sup {b>0: I Lb(p(s)ds <o},

ot IS
ol @ est une fonction de mesure sur R* définie par

k

p(5) =) [ exp(=)[slw(& - &) dé,
R(k-nd j=1
Pour s =(S,,...,S,) € R®. En particulier, si X est un processus de Lévy stable symétrique dans
RY d’indice o € (0,2] et tel que ak > (k —1)d (i.e., L, # @), alors
(k-bd
p—

dim, L, =k -
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Ceci généralise le résultat de Rosen (9.2).
Puisque le probléme 5.4. n’a pas été encore résolu, il pourrait étre plus facile de considérer
le probléme moins général suivant.

Question 9.5.  Soit un processus de Lévy strictement stable dans R® ou une diffusion
fractionnaire. Trouver des fonctions de mesure de Hausdorff h et ¢ telles que

O<h-m(M,)<wet 0<p-m(L,) <.
Relativement a ce probléme, Le Gall (1987b) a conjecturé que si X est un processus de Lévy
stable symétrique dans R’ d’indice ¢, alors une fonction de mesure de Hausdorff pour M, est

h(r) = r* (loglog1)",
r

sia<d eta=ka—-(k-1)d>0,etpour =d =1,

h(r)= r(log%log log log%)k :

Finalement, nous considérons la mesure d’empilement exacte deM,. Le Gall (1987b)
prouve que, si X est un mouvement Brownien dans le plan, alors pour tout entier k >2, M
ne possede pas de fonction de mesure d’empilement exacte et il donne un test intégral pour
@—pP(M?)=0 ou . Plus précisément, nous avons le théoréme 5.1 de Le Gall (1987b).
Theoréme 9.6. Supposons que f :(0,0) > R, est une fonction décroissante telle que la

fonction r > r*f(r) est croissante pour des valeurs assez grandes de r. Soit

o(r) = rZ(log%)k f (log%) .

Alors
0 <0

p—pMP) = selon que i f(2")

n=l1
o =0,
Pour un mouvement Brownien dansR’, Le Gall (1987b) a seulement obtenu le résultat
partiel suivant sur la mesure d’empilement de M}V :
Pour £ >0, soit

1.
Pp(r) = f(IOgF) 7,
alors (i) il existe une constante S>>0 telle que ¢@,—p(M;’)=c0 ps., et (ii)
Py — P(MP)=0 p.s,si f>1.
Le probléme de trouver les fonctions de mesure d’empilement pour MV et L'" n’a toujours

pas été résolu. I est possible en citant Y.Xiao que pour le cas du mouvement Brownien, M >

posséde une fonction de mesure d’empilement exacte, contrairement a L\’ (d =2 et 3).

Remarque : Nous signalons que nous avons a regret et pour garder un volume raisonnable a
ce mémoire, omis de parler de résultats portant sur les densités moyennes et les distributions
de mesure tangente et sur I’analyse multifractales des processus de Markov. Toutefois, nous
donnons une liste de références exhaustive a la fin du mémoire dans laquelle, nous pouvons
toujours trouvé les titres des livres et articles sur le domaine, qui pourraient nous intéresser.
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Chapitre 4. Calcul Stochastique
Intégrales et Equations Différentielles Stochastiques

I. Construction de I’intégrale de 1t0

Nous obtenons souvent en acceptant le caractére stochastique de quelques coefficients
d’une équation différentielle, des modéles mathématiques plus réalistes de la situation.
Prenons a titre d’exemple le cas suivant : considérons le modele de croissance de population
simple

dN

R a(t)N(t), N(0)=N, (constante)
o N(t) est de la population au temps t, et a(t) est le taux de croissance relatif & I’instant t. il
se peut dans bien des cas que a(t) ne soit pas completement connu mais est sujet a des effets
environnementaux aléatoires si bien que nous avons

a(t)= r(t)}+"bruit"

ol nous ne savons du bruit que sa distribution de probabilité. La fonction r(t) est considérée

comme étant certaine (non aléatoire).

De facon générale, les équations différentielles dont certains coefficients peuvent étre
considérés comme stochastiques en raison des effets environnementaux aléatoires, sont dites
équations différentielles stochastiques (EDS), et ce chapitre est voué a étre une présentation
sommaire et introductive des méthodes probabilistes de résolution de ce type d’équations.
Nous pouvons dire par conséquent qu’une solution d’une EDS doit entrainer une certaine
incertitude en ce sens que nous pouvons seulement espérer dire quelque chose sur les
distributions de ces solutions.

1. Mouvement Brownien multivariable (a valeurs dans R")
Considérons le systéme projectif de mesures de probabilité v, , . sur R™ définies par

(1.1) Vit ot (Fl XX Fk)= I p(tl’ X, Xl)p(tZ 1, Xy, Xz)"‘ p(tk —t 1 X Xk)dxl cedXy

Fpx--xFy
x=yf
ou p(t,x,y)=(22t)""* exp —— | pour xeR" fixé, yeR", t>0et 0<t, <---<t,.

Nous utilisons dy=dy,---dy, pour la mesure de Lebesgue et la convention que
p(0,%,y)=45,(y), la masse unité ponctuelle (ou mesure de Dirac) au point x.

Nous affirmons par le théoreme 6 combien connu d’extension de Kolmogorov qu’il existe un
espace de probabilité (Q, F, PX) et un processus stochastique B :(Bt) sur Q tels que les

distributions finies de B sont données par (1.1)
(12

PX(Btl < Fl""’Btk < Fk): Jp(tl,X, X1)p(t2 _tlaxpxz)"' p(tk _tk-l’xk-l’xk)dxl"'dxk

Fpx--xFy

t>0
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Définition 1.2. Un tel processus est appelé (une version de) mouvement Brownien multi-
variable de point de départ x. (notez que P*(B, = x)=1).

Nous pouvons dire de fagon imagée que les propriétés du mouvement Brownien
unidimensionnel données précedemment restent vraies dans le cas présent. Notamment, les
trajectoires de B sont continues par le théoréme de Kolmogorov suivant.

Théoreme 1.4. Théoreme de continuité de Kolmogorov
Supposons que le processus X :(Xt)tZO satisfait la condition suivante : pour tout

T >0 (reel), il existe des constantes positives «, 5, D telles que
a 1+p
E(x, - X,|“)<D - 0<s,t<T

Alors il existe une version continue de X. Nous rappelons que deux processus stochastiques
sont dits versions I’'un de I’autre si
P(X, =Y,)=1 Wvt.
Pour une preuve, voir par exemple Strook et Varadhan (1979, p : 51)
Pour le mouvement Brownien B, il n’est pas difficile de prouver

E(s, - B,|*)=n(n+2)t—s

Notons finalement que si B, =(Bt1,..., Bt”) est un mouvement Brownien n-dimensionnel,

alors les processus unidimensionnels (Bt“))tZO 1< j<n sont des mouvements Browniens
unidimensionnels indépendants.

2. Intégrales de 1t0
Considérons de fagon genérale les EDS de la forme
dX

(2.1) E=b(t,xt)+a(t,xt)-wt
oubet o sont deux fonctions données, et W = (W, ),_, est regardé comme étant un processus
stochastique représentant le bruit (effets environnementaux aléatoires). Se basant sur diverses
situations, par exemple en ingénierie, nous sommes conduits a admettre que W doit posséder
pour le moins les propriétés suivantes :
(i) t, #t, =>W,_ et W_ (v.a) sont indépendantes ;
(if) W est stationnaire, i.e la distribution conjointes de (\Nt1+t e, W
(ii) EW, =0 pour tout t.
Cependant, il se révéle qu’il n’existe pas de processus stochastique raisonnable satisfaisant (i)
et (ii) : un tel W ne peut pas avoir des trajectoires continues.

Nous sommes de ce fait conduits a suivre, entre autres, la construction intuitive suivante
suggérant un remplacement de W par un processus stochastique propre: soit
t, <t, <---<t, =t et considérons une version discréte de (2.1) :

(2.2) Xy = X, =b(ty, X, )AL +o(t, X, W, AL,
ol X, = X(t; )W, =W, , At =t,,, —t,
Nous abondonnons la W —notation et remplagons W, At, parAV, =V, , —V,, ou

) ne dépend pas det ;

t +t
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\Y =(Vt )tZo est processus stochastique approprié. Les conditions (i), (ii) et (iii) sur W
suggerent que V devrait étre a accroissements indépendants avec une moyenne nulle. Il se
trouve que le seul processus convenable avec des trajectoires continues soit le mouvement
Brownien B (voir Knight .1981). Ainsi nous posons V, = B, et obtenons de (2.2) :

k-1 k-1
(2.3) X, =X, + 3 blt,, X, )At, + > olt,, X, JAB,
j=0 j=0

Il reste maintenant a esperer que la limite du cété droit de (2.3) existe dans un certain sens
quand At; — 0. Si c’est le cas, alors en appliquant la notation usuelle de I’intégration nous

devrions aboutir a
t

b(s, X, )ds+"| (s, X, )dB,",
0
et nous adopterons comme convention que (2.1) signifie que X :(Xt)tZO est un processus

satisfaisant (2.4). Ainsi, dans le reste de ce paragraphe, nous exposerons sommairement la

preuve de I’existence dans un certain sens de
t

_[ f(s,)dB, (@)

0
ou B, (a)) est un mouvement Brownien unidimensionnel de point départ I’origine, pour une

classe a déterminer de fonctions f :[0,0)xQ — R,

(2.4) X, =X, +

<Y SE——

Définition 2.5. Soit ¥ = ¥(S,T) la classe de fonctions
f(t,a)): [O,OO)XQ —-R
telles que
(i) (t,w) f(t, @) est B xF -mesurable, o B représente la o -algebre de Borel sur [0, ).

(i) f(t,w) est F, -adaptée. (pour toutt, o+ f(t, @) est F,-mesurable).

(iii)EUSTf(t,a))zdt}<oo. (0<S<TeR).

® Intégrale de 1t

Pour des fonctions f € W nous allons montrer comment définir I’intégrale de Itd
T

7 w)= ] (.08, ()

S
ou B, est un mouvement Brownien unidimensionnel.

Nous appelons ¢ € ¥ une fonction élémentaire si elle est de la forme
(2.6) @(t’ a)): Zej (a)h[tj,tm](t)
J

Notons que puisque ¢ € ¥, chaque e; doit étre th -mesurable et définissons pour une telle
fonction I’intégrale comme suit

2.7) ]‘go(t, a))d B, (a)) = Ze j (a))[BtM - Bt; ka))

Maintenant, nous faisons la remarque importante suivante.
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Lemme 2.8. Isométrie de 1t0
Si (t, w) est élémentaire borné, alors

T 2 T
2.9) E[ [[olt. 0)aB, (w)} - E[ [[tt, a))zdt}
Preuve : immédiate des propriétés de B, .

L’idée est maintenant d’utiliser I’isométrie (2.9) pour étendre la définition d’une fonction
élémentaire a une fonction dans V' . Pour ce faire, nous procédons en trois étapes :
Etape 1: Soit g € ¥ une fonction continue et bornée pour chaque w. Alors, il existe des

fonctions élementaires ¢, € ¥ telles que
T 2
EU (9-¢,) dt}—mo
Preuve : Prendre o, (t, ») Zg( )1[t 0.0,

Etape 2 : Soit he¥ une fonctlon bornée. Alors, il existe des fonctionsg, € ¥ telles que
9, (e, @) est continue pour tout @ et tout n, et

E[ﬂ(h—gn)zdt}wo

Preuve : Prendreg, (t, @)= |y, (s—t)h(s,w)ds, ol w, sont des fonctions non négatives

S S——

continues dans R telles que

(i) v,(x)=0 pour xg—% et x>0.

(ii) Tx//n (x)dx =1.

Etape 3 : Soit f € . Alors, il existe une suite (hn )c ¥ telle que h, est bornée pour chaque
n et

EUST(f —hn)zdtJWo

Preuve : Prendreh, (t, @)= (-n)v (f(t,@)An).
Nous concluons donc que si f € ¥, nous choisissons, en vertu des étapes 1-3, des fonctions
élémentaires ¢, € ¥ telles que

E[E(f —p, )%t]wo.

Alors, définissons

T T
I[f Jw)= [ £(t,©)dB, (0)=lim [ ¢, (t,©)dB, ()
S S
T
La limite existe dansL?(P), puisque [I(/)n (t, w)dB, (a))J forme une suite de Cauchy dans
S

L?(P), par (2.9).
Nous résumons ceci comme suit :
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Définition 2.10. Intégrale de It.
Soit f e ¥(S,T). Alors Iintégrale de 1t6 de f (de S & T) est définie par

T T

(2.11) [ f(t, @)dB (@) =1lim [ ¢, (t, ©)dB, (@) (limite dans L* (P)),
S S

oU (¢, ) est une suite de fonctions telles que

(2.12) EUST(f(t,a))—(pn (t,w))zdt}To

Notons que, en vertu de (2.9), la limite (2.11) existe et ne dépend pas du choix de (¢, ) dont

I’existence est garantie par les étapes 1-3, tant que (2.12) est vérifié. En outre, de (2.9) et
(2.11) nous avons

Lemme 2.13. Isométrie de It

(2.14) E{Ugf(t,w)dBtjz}:EUSTfZ(t,a))dt} pour tout f e W(S,T).

Corollaire 2.15. Si f e ¥(S,T) et f, € ¥(S,T) pour n=12,... et
E[ [[(tto)- 1, w))zdt}wo, alors

]fntde —>j (t,)dB, (w) dans L*(P)

2.16. Quelques Propriétés de I’Intégrale de 116

Théoréme 2.17. Soit f,ge¥(0,T) etsoit 0<S <U <T . Alors
i) [ fdB, = fdB, +[ fdB

(i) [ fdB, =] fdB, +[ fdB, ps.

.. T U T

(ii) L(cf+g)dBt ZCL det+Iu gdB, p.s.(ceR)

T

(iii) EUS det}zo

(iv) J;T fdg est Fr—mesurable.

Preuve : Utiliser la méthode standard d’approximation par des fonctions élémentaires.

Théoreme 2.18. Intégrale de Doob pour les martingales
Si (M,) est une martingale telle que t— M, (w) soit continue p.s., alors pour tous

p>1T >0 (réels) ettout 1 >0

[sup|M E /’t} <iEﬂM K ]
0<t<T AP

Preuve : (voir Revuz and Yor (1991))

En utilisant le théoréme (2.18), nous arrivons a montrer :

Théoréme 2.19. Soit f e (0, T). Alors il existe une version continue en t de

74



t
j f(s,®)dB, (@) , 0<t<T
0
i.e. il existe un processus stochastique continu J, sur (Q, F, P) tel que

t
P(Jt = dethl pour toutt, 0<t<T.
0

Preuve : (cf. [173]).

t
Nous assumerons dorénavant que le processus U f t, a)dB ] est a trajectoires
0 t=0

continues.
Corollaire 2.20. Soit f e ¥(0,T) pour tout T. alors

t

M, (w):J f(s,w)dB, (@)

0
est une martingale associée a la filtration (F,)_, (F, = o(B,;s<t)) et

2.21) P{sup|Mt|2/1}s/1—12EU f(s,a))zds} AT>0.

0<t<T
Preuve : Ceci découle de la continuité de M, , du théoréeme 2.18. Combiné avec I’isométrie de

It6 et la martingale continue :
t

1t @)= [ ¢, (s, 0B, ()

0

t
qui converge uniformément sur [0,T] p.s. versJ, =I fdB, .

3. Extension de I’intégrale de 1t6
L’intégrale de It6 I fdB peut étre définie pour une classe de fonctions plus large que

Y. En premier, la condition de mesurabilité (ii) de la définition 2.5. peut étre affaiblie a celle-
ci:

(ii)” 1l existe une famille croissante de o —algebres H = {H, },_, telle que

a) (Bt )tZO est une martingale par rapport a H et

b) f; est H;—mesurable.
Notez que a) implique F, = H,. Nous pouvons alors effectuer une construction similaire a

celle décrite plus haut pour définir I’intégrale de Itd étendue.

Il vient de cette nouvelle construction qu’en posant, par exemple, F," =
a(B,(s,,),...,B, (S, ,);s, <t),ouB=(B,,..., B, )est un mouvement Brownien multidimention-
nel, nous pouvons définir les intégrales suivantes :

[B,dB, ou [sin(B? +BZ B,
étant donné que B, (t,e)., est une martingale par rapport & (Ft”)
Ceci nous conduit a définir I’intégrale de 1t6 comme suit :

t>0 "

Définition 3.1. Soit B =(B,,...,B,) un mouvement Brownien n —dimensionnel. ¥7"(S, T)
représente I’ensemble des matrices v =(v;(t,®)) d’ordre mxnou chaque élément v,
satisfait (i) et (iii) de la définition 2.5. et (ii)’, par rapport a une filtrationH = {Ht }tzo .
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7 X S——1

Si veW"(S,T), nous définissons, utilisant la notation matricielle
Vig o Vg, dB1
vdB _[ : :
ml t an dB
Comme étant le vecteur colonne mx1 dont la i*™ composante est la somme des intégrales de
Ité étendues unidimensionnelles suivante :

3 [y (5,0)0B, (5,0)

i=ls
La deuxiéme extension de I’intégrale de Itd consiste en I’affaiblissement de la condition (2.5)
(iii) a celle-ci :

(iii)’ PU f(t, o)’ ds<ooJ:1

S

n
éme

Définition 3.2. W,, (S, T) représente la classe des processus f (t, )< R satisfaisant (i) de la

définition 2.5. et (ii)" (iii)’. Nous posons W,, = (\W,,(0,T) , et dans le cas des matrices, nous
T>0

écrivons W, = (\W,,(0,T). SiH = F™, nous écrivons tout simplementW (S, T).
T>0
Ainsi nous pouvons définir :

(3.3) j (s, w)dB, ( —||mj (s, @)dB, (@) (limite en probabilité) pour tout f €W,

en suwant le méme type de constructlon d’approximation standard décrit ci-dessus. La limite
dans (3.3) est indépendante de la suite(f ).

Comme précédemment, il existe une version continue de cette intégrale (voir Friedman
(1975) ou Mckean (1969) pour plus de détailles). Cependant, il faut noter que cette intégrale
n’est pas en général une martingale (voir par exemple B.Oksendal (2000) théoréme de
Dubley. Elle est toutefois une martingale locale” (voir Karatzas et Shreve (1991)).

Il. Formule de 116 et Théoreme de Repreésentation (Caractérisation) par les Martingales
1. Formule de It0
L’intégrale de Itd, comme le montre I’exemple suivant

i 1 1
1.1 B.dB. ==B*—-=t
(L1 |B.dB, =3B -3

n’est pas pratique pour I’évaluation d’une intégrale donnée, aussi a été établie la formule de
Ité servant de moyen pour le calcul direct de certaines intégrales.

Définition 1.2. Soit B = (B, ),.,un mouvement Brownien unidimensionnel sur(Q, F, P). Un

processus de Ité (unidimensionnel) (ou intégrale stochastique) est un processus stochastique
X =(X, )y, sur (Q,F,P) de laforme

(1.3) X, =X, +jfu(s,a))ds+jfv(s,a))st

ouveW, ,telque

76



t
P(Iv(s,a))zds < o0,V > Oj =1
0
Nous assumons également que u est H; —adapté (ou H; est comme dans (ii)’, section 1.3) et que
t
P('ﬂu(v, w)ds <o, vt > 0] =1
0

L’équation (1.3) est souvent écrite sous la forme différentielle
dX, =udt+vdB,

De (1.1), nous pouvons écrire par exemple
d(% ij :%dt+ B,dB,
Nous sommes maintenant en position d’énoncer le premier résultat important de cette partie :

Théoreme 1.4.: La formule de 1td6 unidimensionnelle
Soit X =(X,),., un processus de It6 donné par

dX, =udt+vdB,

Soit g(t, x)e C2([0,0)x R) (i.e. g est deux fois continiiment différentiable sur [0, )x R).
Alors,

t>0

Y, =g(t X,)
est également un processus de It6, et
0 0 102
(L5) dv, =6—$(t, Xt)dt+a—?((t, X, )X, +§aT? a(t, X, )-(dX, )’

ou (dX,)* =(dX,)-(dX,) est calculé suivant les régles :
(16) dt-dt = dB, -dt=dt-dB, =0 , dB,-dB, = dt.
Preuve : (cf. [173]).

Remargue : Notez qu’il est suffisant que g(t,x) soit C? sur[0,0)xU, si U < R est un
ouvert tel que X, eU pour toust >0, € Q. En outre, il est suffisant que g(t, x) est C* par
rapport at, et C? par rapport a x.

1.5. La Formule de It6 Multidimensionnelle
SoitB =(B,,..., B,,) un mouvement Brownien m-dimensionnel. Si chacune des fonctions

aléatoires u,(t, ) et vij(t,a;) satisfait les conditions données dans la définition 1.2.
(1<i<n1< j<m),alors nous avons les n processus de It0 :

dX, =u,dt+v,,dB, +---+v,, dB

dX, =u,dt+v_ dB, +---v  dB

m

Ou, sous la notation matricielle
dX (t) = udt + vdB(t)
ou
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Théoreme 1.6. La formule de Itd générale
Soit
dX (t) = udt + vdB(t)
Un processus de Ito n- dimensionnel. Soit g(t, x)= (g, (t, x)...., g, (t, x)) dans CZ([0,0)xR")

avaleurs dans R". Alors, le processus
Y = g(t’ Xt)
est & nouveau un processus de It6, dont la k®™ composante, Y, , est donnée par
2
av, :a%‘(t, Xt)dt+zi:§—)2(t,xt)dxi +%2}“ aigkj
ou dB;dB; = o;dt,dB, -dt =dt-dB; =0 (&; estle symbole de Kronecker).
La preuve est similaire a celle du théoreme 1.4.

(t, X, )dX,dX

2. Le Théoréme de Représentation (Caractérisation) par les Martingales
Si B=(B,,...,B,) un mouvement Brownien n-dimensionnel, nous avons vu (corollaire

1.2.20) que si ve ¥" = N ¥™*(0,T) alors Iintégrale de Itd

T>0

X, =X, + [ v(s,0)dB;t>0

O —

est toujours une martingale par rapport a la filtration F™. Dans ce paragraphe, nous

énoncerons le théoréme attestant de la réciproque : toute F™ — martingale peut étre
représentée comme une intégrale de 1t6. Ce résultat est dit « le théoreme de représentation
par les martingales ».

En premier, nous énoncons deux lemmes servant d’outils pour la preuve du théoreme
susnommeé.
Lemme 2.1. FixonsT >0. L’ensemble des v.a

0B,.....B bt e0Tlpecs(R")n=12,.]
est dense dans L*(F;, P) : I’ensemble des v.a F, —mesurables de carré intégrable.

Lemme 2.2. L’espace des combinaisons linéaires des v.a. du type

epr h(t)dB, —%T[ hz(t)dt] ; heL2[0,T] (non aléatoire).

0
est dense dans L*(F;,P).
Théoreme 2.3. Théoreme de représentation de Itd

SoitF e L2(F™, P). Alors, il existe un unique processus stochastique f(t, )< ¥"(0,T)
tel que

F—EF +} £t 0)dB(t)
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Théoreme 2.4. Théoreme de représentation par les martingales
Soit B=(Bl,...,Bn) un mouvement Brownien n-dimensionnel. Supposons que

M=(M,)., estune F ™ —martingale et que M, e L%(P) pour toutt > 0. Alors, il existe un
unique processus stochastique g(t, a)) tel que g € ‘P“(O,t) pour tout t >0 et

t
M, = EM, +Ig(s,w):iB(s) p.s. pour tout t >0
0
Pour des preuves de ces résultats, cf. [173].

I11. Exemple. Théoreme d’Existence et d’Unicité pour les EDS.
3.1 Revenons a notre exemple de modéle de croissance de population ou I’on suppose r,

une valeur fixe. Nous avons alors I’équation différentielle stochastique suivante, écrite sous
forme différentielle :

dN, =rN,dt+aN,dB, (avec N, =constante positive)
ou

dlll\'t —rdt+adB, (¥)

t

Ainsi

t
jdl\'l\ls =rt+aB, (B,=0)
0 S
Utilisant la formule de 1t6 pour la fonction

g(s,x)=Inx ; x>0
nous obtenons

d(In N,) _dN, Loy
N, N, 2
Il vient alors que
dN,

—d(InN )+ a2t
. 2
De (*) nous concluons que

N
In—‘:(r—laszaBt
N 2

0

N, =N, eprr—%aZJHaBt}

Nous énongons maintenant le théoréme d’existence et d’unicité pour les EDS.

ou

Théoréme 3.2. Soit T >0 (réel) et b(.-):[0,T]xR" = R", o(,):[0,T]xR" = R™™ deux
fonctions mesurables vérifiant
b(t, x) +|o(t, x) < CQ+|x} x e R", t [0,T]

pour une constante C, (ot |o]” = Yoy ‘2 ) et telles que
Ib(t, x)—bl(t, y)+|o(t, x)-o(t, y| <Djx-y| ; x,yeR",te[0,T]
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Pour une constante D. Soit Z une v.a. qui est indépendante de la o —algébre F™ générée
par (B,(e);s>0) et telle que

E|Z|" <o
Alors I’équation différentielle stochastique
(3.3) dX, =h(t, X, Jdt+o(t, X, )dB, , 0<t<T,X, =2

a une solution continue unigque X, (@) possédant la propriété que X, est adaptée a la

filtration F,* générée par Z et B_(-);s<t, et
2

.
E[[X,] dt<eo.
0
Preuve : (cf. [173]).

Note : Cette solution est dite solution forte. Cependant, s’il nous est seulement donné les
fonctions b(t, x) et of(t, x), et nous cherchons une paire de processus ((Xt, B, ) Ht), sur un

espace de probabilité (Q, H, P), telle que I’équation (3.3) soit vérifiée, alors la solution )Zt

est une famille de

(ou plus précisément ()?t, B, )) est appelée une solution faible. Ici (H, ).,

o —algeébres croissantes, telle que )Zt est H, —adapté et I§t est un mouvement Brownien
associé a (H,),., (cf. section .3).
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Chapitre 5. Mouvement d’une particule quantique
Inversion du temps et Dualité

1. Processus de Markov (généralisé)

Nous introduisons en début de cette section (8 1.1.) le cadre conceptuel de la mécanique
classique dans le dessein de fixer les notations, et de clarifier que la notion de vitesse joue un
role crucial dans la mécanique classique et que, exactement a cause de ce fait, nous devons
quitter le cadre classique, quand on parle du mouvement des particules avec un bruit
(Brownien) parce que la notion de vitesse ne s’applique plus pour un tel mouvement de
particules.

1.1. Mécanique classique

Nous prenons une seule particule pour simplifier, la généralisation a un systéeme de
particules étant routiniére. Une particule se meut dans un espace d’états temporel appelé
espace-temps ;

(t,X)e[a,b]de, —o<a<b<oo
Pour un espace de vitesse donné
v(t,x):(t,x)e[a,b]xR* > R,

nous considérons les solutions x(t) de

dx
111 — =V,
(11.0) 5 = Vt)
ou x(t)représente la position d’une particule dans R a I’instantt < [a,b]. Autrement dit,
t
(1.1.2) x(t)=x(a)+ J. v(s, x(s))ds,

avec x(a): la position initiale de la particule.

En résolvant I’équation intégrale, nous pouvons immediatement voir le mouvement d’une
particule (ou particules) dans I’espace de vitesse. L’équation (1.1.1), ce qui est la méme
chose, I’équation (1.1.2) est I’équation de la dynamique.

Si nous assumons que I’espace de vitesse est indépendant de la variable x(t), I’équation

(1.1.2) se réduit a
(1.1.3) x(t)= x(a)+_|.v(s)ds,

Dans ce cas, nous appelons simplement v(t) la vitesse du mouvement x(t). Pour déterminer

I’espace de vitesse, nous avons besoin de la dite équation du mouvement.
Sous I’hypothése que la vitesse v(t) est bien définie, le Lagrangien est donné par

L(x,v)= %mv2 -V (x),

ou m représente la masse d’une particule et
(1.1.4) V(x):R* >R
est I’espace potentiel ; en outre, nous introduisons le Hamiltonien
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(1.1.5) H(x, p)=% p?+V(x),

ou
p(t):[a,.b]— R®
représente p = mv . L’équation de Hamilton du mouvement est en fait une paire d’équations

oH _ax
(1.1.6) o at

oH __dp’

ox' dt

Ou p= (pl,..., pd) et X =(x1,...,xd) - c’est-a-dire, la 1°™ équation (1.1.6) qui s’accorde avec
I’équation (1.1.3) est I’équation de la dynamique, et la seconde équation (1.1.6) est I’équation
du mouvement, laquelle implique que la fonction potentielle détermine la vitesse (espace)
v(t) par I’équation de Newton du mouvement,

m% =—gradV(x)=-VV(x)

. e 0
V est I’opérateur vectoriel| —,...,— |.
OX OX

Fixer un intervalle de temps fermé [a,b] n’est pas nécessaire en mécanique classique. Nous
avons besoin seulement de fixer un instant t =a pour imposer une condition initiale, mais un
intervalle de temps fermé est nécessaire dans la mécanique quantique”.

Le fait le plus important a retenir & ce moment est que I’équation de Hamilton du
mouvement de la mécanique classique comprend une paire d’équations, I’équation du
mouvement et I’équation de la dynamique, et que nous pouvons obtenir la vitesse d’une
particule dans un espace potentiel V(x) en intégrant I’équation du mouvement. Une fois la
vitesse connue, nous pouvons avoir les trajectoires x(t) en intégrant I’équation de la
dynamique (ou simplement en intégrant deux fois I’équation du mouvement). A I’opposé,
nous ne pouvons pas immédiatement avoir I’espace de vitesse (ou de déplacement) des
particules quantiques, méme si nous intégrons I’équation du mouvement. Nous soulignons
que la description du mouvement des particules quantiques nécessite I’introduction du calcul
stochastique, c’est-a-dire la théorie des processus stochastiques (notamment les processus de
Markov), quand la cinématique des particules classiques est un calcul différentiel classique.
En d’autres mots, pour obtenir les trajectoires des particules quantiques, on doit clarifier la
relation entre I’équation du mouvement et I’équation de la dynamique, ce qui n’est pas une
chose aisée comme en mécanique classique. Nous avons besoin sur ce sujet de faire une
investigation attentive de la cinématique des particules quantiques, c’est-a-dire, la théorie des
processus de Markov.

1.2. Mouvement d’une particule avec bruit
Soit une fonction

a(t,x): (t,x)e[a,b]xR? - R®
Une telle fonction fut appelée ci-dessus espace de vitesse. Cependant, quand on considére le
mouvement de particule(s) avec un bruit (Brownien)oB,, cette appellation se trouve étre
inappropriée. De ce fait, nous appelons a(t,x) un espace de mouvement dans ce qui suit, et
utilisons la notation a(t,x) a la place de v(t, x) pour éviter une quelconque confusion. Si le
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bruit est inopérant, i.e.oc =0, I’espace de mouvement a(t,x) coincide avec I’espace de
vitesse v(t, x).
Pour un espace de mouvement donné a(t, x), considérons I’équation de la dynamique

t
(1.2.1) X, =X, +[a(s,X,Ms+o(B -B,)

ol B, =B, (@) représente un mouvement Brownien d-dimensionnel (cf. chapitre 4.) défini sur
I’espace de probabilité (Q2, B, P). L’Equation (1.2.1) est une généralisation de I’équation
(1.1.2).
Considérons un cas simple avec une vitesse constantevet o =1,

X, =X, +Vt+B,
Nous pouvons interpréter ¢ca comme un mouvement unique uniforme avec une vitesse
constante

x(t)=x(0)+t,
perturbé par le bruit Brownien B, .

—

B, X(t) = x(0) + vt

-

X, =X, +Vt+B,

En généralisant I’équation (1.2.1), nous considerons I’équation différentielle stochastique :
t t
(1.2.2) X, =X, +[als,X,)ds+ [o(s, X, )dB; ,

ou sous la forme différentielle
(1.2.3) dx, =a(t, X, )Jdt+o(t, X, )dB, ,
ol X, estune v.a. avaleurs dans R°.
o(t,x):[a,b]JxR* - R? xR" .
Nous assumerons que o est constante pour des raisons de simplicité, sauf mention du
contraire. L’équation de la dynamique détermine un processus de diffusion (voir la suite) qui

décrit le mouvement d’une particule(s) avec un bruit. Notons que I’EDS (1.2.1) se réduit a
I’équation classique (1.1.2), si o disparait. Plus précisément, nous avons,
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Lemme 1.2.1. Soit X, et x, des solutions des équations (1.2.1) et (1.1.2) resp.
Si a(t, x) est Lipchitzienne continue et X, = x(a), alors
E[sup X, =X, @ <20./(b—a)e""? (K étant une constante).
te[a,b]

Note : Sauf mention du contraire, tous les résultats énoncés dans ce chapitre peuvent étre
trouvés dans [171].

Le lemme 1.2.1. nous affirme que le mouvement X, avec bruit converge dans L' vers la
trajectoire déterministex,, sio 4 0. Toutefois, I’espace de mouvement a(t,x) n’est pas

souvent Lipchitzien continu dans la théorie stochastique des particules quantiques.
Soit B, = (Btl Bt") un mouvement Brownien d-dimensionnel. Avec I’aide de la formule

de Lévy introduite au chapitre 4, nous avons,
dB/dB/ = 5" dt.

B dt 1
D — = = — =00
dt ) (dt)* dt

C’est-a-dire, un mouvement Brownien B, n’est pas différentiable (cf. chapitre 1. th. 8.1.), ou

en d’autre mots, il n’a pas de vitesse. Comme solution de I’équation différentielle (1.2.2) (ou
1.2.3), le mouvement X, avec bruit Brownien n’a pas aussi de vitesse, puisque

X\
a2 (2.

Ceci est la raison (une bonne raison) pour quoi nous n’appelons pas a(t, x) espace de vitesse.

Par conséquent

1.3. Processus de Markov
Pour décrire mathématiquement le mouvement d’une particule avec bruit (ou quantique),
nous avons besoin des processus stochastiques, en particulier le processus (diffusion) de
Markov. Sur cette question, nous nous référons au premier chapitre. Cependant, nous aurons
besoin de faire quelques adaptations nécessaires au développement des idées de ce chapitre.
Nous considérons alors dans cette section les fonctions de transition Q(s, x;t, B),

a<s<t<b, xeR% Be B(Rd) (un borélien), satisfaisant I’équation de Chapman-Kolmo-
gorov,

(1.3.2) Q(s,x;t,B)= IQ(s,x;r,dy)Q(r,y;t,B) s<r<t
et R
(1.3.2) Q(s,x;t,Rd):l

La fonction (probabilité) de transition Q(s, x;t,B) est la probabilité qu’une particule de
point de départ un point x € R? a I’instant s e [a,b] sera trouvée dans le sous ensemble

BcR® alinstant t>s.
Nous posons X ={ X,,t >0} le processus de Markov associé a la mesure de probabilité

Q donnée dans (1.3.3) et définie par les fonction de transition Q(s, x;t, B),

Q(X, edxy, X, €dx,,..., X, edx,y, X, €dx, )=, (dx )@, X3ty 0% Q(t,, X5t X, )-+-
(1.3.3) -Qlt, 4, X, 4;b,dx, ).
ou u, est prise comme distribution initiale relative a I’instant t = a..
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Nous noterons la représentation de la mesure de probabilité donnée dans (1.3.3) par
(1.3.4) Q=[x#Q>>
et nous I’appellerons la représentation de Kolmogorov de la mesure de probabilité Q.

La notation dans (1.3.4) indique que la mesure de probabilité Q est définie par I’équation
(1.3.3) avec une distribution initiale z, relative a I’instant t=a, avec une probabilité de
transition Q(s, X;t, B), et une évolution temporelle (dans le temps) normale de I’instant initiale

t=a a l’instant t=b. L’évolution temporelle normale est extrémement importante dans
I’équation (1.3.3), autrement dit, la représentation de Kolmogorov n’est pas symétrique dans
I’inversion du temps. Nous verrons ultérieurement qu’en plus de la représentation de
Kolmogorov, il y a une autre fagcon (temporellement symétrique) de représenter la mesure
probabilité Q, appelée la représentation de Schrodinger et ce fait se révéle étre d’une
importance capitale dans la théorie quantique.

Nous conviendrons de noter I’espérance (conditionnelle) par rapport une mesure de

probabilité Q aussi par Q et posons {F;} la filtration (toujours supposée continue a droite)
générée par {X ;s<r<t}. Alors nous avons un processus de Markov{X,,te[a,b]F!,Q}
associé aux probabilités de transition Q(s,x;t,B).

Si la mesure de probabilité Q est définie sur Q. =C([a,b], R%)(i.e.,I’espace de toues les
fonctions continues a droite de [a,b] versR?)), par la représentation de Kolmogorov, avec
une probabilité de transitionQ(s,x;t,B), et que la propriété de Markov forte est vérifiée,
c’est-a-dire pour un temps d’arrét S par rapport a{F; }te[a’b], nous avons
(1.35) QLf (X )/ Ff1= Qe [ (Xs0)]
ou

F° ={B:BN{S <t}eF/,, pourtout t e [a,b]}.
alors le processus de Markov {Xt te [a,b], F } est appelé un processus de diffusion.
Une fonction w(t), t<[a,b], est appelée une trajectoire du processus, et X, (w) représente le
mouvement stochastique d’une particule(s) pour un we Q_fixé (resp.Q, i.e.I’espace de

toutes les fonctions continues de [a,b] versR?) . Dans la théorie quantique, si une particule
est dans un état stationnaire, alors le mouvement de la particule peut étre décrit avec une
probabilité de transition temporellement homogene (voir [171] section 3.2, chapitre 4. et
section 7.3.).

1.4. Equation de diffusion
Les processus de diffusion peuvent étre, en vertu d’une méthode analytique célebre de
Kolmogorov (1931), caractérisés par les équations de diffusion. Soit une densité de

probabilité de transition q(s, X;t, y) surR®, qui satisfait I’équation de Chapman-kolmogorov

(1.4.1) a(s.x;t,2)=[a(s,xr, y)dya(r, yit.2)
pour s<r<tetx,zeR?, et la condition de normalité
(1.4.2) [..als.xt,y)dy=1

Alors nous avons,

Théoreme 1.4.1. (Kolmogorov 1936)
Soit q(s, X;t, y) une densité de probabilité de transition dansR?, vérifiant
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.1 ) B
(1.4.3) Igwﬁjug(x)cq(t,x,uh,y)dy_O

(1.4.4) lim+ ()Cq(t,x;t+h,y)(y‘ —x' My =a'(t,x)

hio hJu,(x

: . i i 2\
(1.4.5) Ih'[pﬁ UE(X)Cq(t,x,t+h,y)(y —X )dy_(a ) (t,x )
oll xeR?, et U (x)° représente le complémentaire du voisinage U, (x)={y:|x—y|<e}

dexeR®. Pour f eC?(R), posons

(1.4.6) u(t,x)=[qlt. x:t,y)f (y)dy,
2
et assumons que u(t,x), au(t,_x) et u(tx) sont continues en(t,x). Alors u(t,x) satisfait
ox' ox'ox!
I’équation de diffusion
u 1&, i 0U G ou
147 —+— t, — "t X)—.

Le deuxiéme et le troisiéme termes sans Ies(az(t,x))” et lesa'(t,x), resp. dans I’équation
(1.4.7) sont souvent notés Au et Vu.
Posons q(s,x;t,y) la solution du probléme de valeur terminale” de I’équation (1.4.8) et

du probléme de valeur initiale™ de I’équation (1.4.9). La paire d’équations de diffusion est en
parfaite dualité :

(1.4.8) zt—u+%azAu +a(t,x)-Vu=0
(1.4.9) —86—/:+%02Au ~v(a(t,x)u)=0
Cela étant,

(1.4.10) u(t,x)= _[q(t,x;b, y)f(y)dy, et
(1.4.11) ,u(t,x):_[ f(z)dz-q(a, z;t,x)

On montre (cf. Dressel 1940) que sous certaines conditions de régularité q(s, x;t, y)
satisfait

(1.4.12) q(s, x;t,y) < wlt—s) *'* exp—Alx—t* /(t —s)
avec des constantes x,A >0 dans n’importe quel intervalle de temps fini, et par conséquent
nous avons
(1.4.13) Q(X, - X" < K'I x*(t—s)""? exp- /1|x|2 I(t—s)dx=c(t—s)’, s,te[a,b]
Ceci est la condition de continuité de Kolmogorov (cf. chapitre 4, th 1.4.) qui entraine que la
mesure de probabilité Q définie par (1.3.3) est portée par Q_ = ([a,bR").
Avec q(s,x;t,y) nous définissons la probabilité de transition Q(s,x;t,y) par
(1.4.14) Q(s, x;t, B):J'q(s, x;t,y )l (y)dy, pour s<t

=15(x), pour s=t
Dans ce cas, on note souvent la représentation de Kolmogorov également par

Q=[rq>>,
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et on appelle le processus de Markov {X,.te[a,blF!,Q} un processus de diffusion de
densité de transition q(s,x;t, y).

Remarque : On montre que la densité de probabilité de transition q(s,x;t,y) d’un processus
de diffusion X, (le mouvement continu d’une particule avec un bruit Brownien) est la
solution fondamentale des équations de diffusion (1.4.8) et (1.4.9) avec un espace de
mouvementa(t,x). Réciproquement, la solution fondamentale définit un processus de
diffusion X, .

2. Inversion du temps et Dualité
2.1. Inversion du temps des processus de Markov et dualité

Dans cette section, nous discuterons de I’inversion du temps des processus de Markov
définis sur Q, (i.e. nous assumerons la continuité a droite des trajectoires). En effectuant
I’inversion du temps, nous obtenons la dualité entre les semi-groupes des processus dans une
évolution temporelle normale et inversée, respectivement. La relation de dualité nous procure
alors une quantité additionnelle importante (fonction de phase®) qui est absolument
nécessaire dans la théorie quantique.

Nous considérons dans cette section la probabilité de transition homogene dans le
temps P,(x,B),t >0,x e R?, & laquelle est associé le semi-groupe P, sur I’espace B(Rd) des
fonctions mesurables bornées,

(2.1.1) R (x)= [P (x,dy)f (y).
Si une mesure de probabilité (ou o — finie) m(dx) satisfait
(2.1.2) _|‘F>t f (x)m(dx):j f (x)m(dx)

pour tout t>0 et pour toute fonction non negative f B(Rd), elle est appelée mesure
Invariante du semi-groupe P,. Une mesure o —finie m(dx) est dite une mesure excessive si

elle satisfait I’équation (2.1.2) avec I’inégalité ‘<’ a la place de I’égalité.
Avec une distribution initiale donnée &, nous définissons un processus de Markov
homogene [ X,,t € [0,:0), P, 1, ol

P,[F]= [ u(dx)P,[F]

S’il y a une mesure invariante m(dx), et que nous la choisissons comme distribution initiale,
I’équation (2.1.2) implique
(2.1.3) P.[X, eB]=m(B)
Ce qui signifie que la distribution du processus X, est indépendante (invariante) du temps,
i.e. stationnaire. Dans ce cas le processus de Markov [ X,,t €[0,e0), P, ] est dit Stationnaire.

Soit m(dx) une mesure invariante (ou excessive) du semi-groupe P,. Si un autre semi-
groupe P, satisfait
(2.1.4) [P £ (x)g(xIm(dx) = [ £ (x)R.g(x)m(dx)
pour toutes fonctions Boréliennes a support compact, anrsFA’t est appelé le semi-groupe
associé au semi-groupe P, par rapport a m(dx), ou nous disons que les semi-groupes P, et
P, sont en dualité par rapport & la mesure m(dx).

Si un processus de Markov a une mesure invariante m(dx), nous considérons
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[X,,te[0,T]P,]ou T >0 estune constante. Nous définissons alors I’inversion du temps du
processus a partir de T >0 par

Xt = fot
Ainsi nous définissons le processus temporellement inversé (ou inversé dans le temps)
[X, =X, ,te[0,T]P,] du processus stationnaire [X,,te[0,T]P,]. Nous notons P, la

probabilité de transition de X, . Alors, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 2.1.1. Le processus temporellement inversé [)Zt,te[O,T], P.] est Markovien

homogene dans le temps de semi-groupe ISt qui est I’associé du semi-groupe P, par rapport a

la mesure invariante m(dx).

Dans cette réference, on suppose pour la preuve I’existence des densités, ce qui facilite la
tache, et nous aurons alors, si nous notons p,(x,y) la densité de P, :

p =m X L
p.(x, y)=m(y)p.(, )m(x)

la densité de transition de P

Ainsi nous avons la représentation de Kolmogorov de [ )2t te [O,T] P.1

Pl (Ko, X oo X 1= 06008, 0000 By o (%1%, ) (50, )
Remarque : Si le processus de Markov a une distribution initiale arbltralrey, alors le
théoreme 2.1.1. n’est plus vérifié. Nous devons alors modifier I’assertion comme suit :

Le processus temporellement inversé [Xt,te[O,T],Pﬂ], est un processus de Markov
temporellement non homogene avec une densité de transition

ps.xit,y) = (Y)ps(y, X)%(x)'

ol 4 (x) représente la densité de transition de X, par rapport a P,.

L’existence d’une mesure invariante n’est pas toujours garantie, toutefois, nous pouvons
avoir une mesure excessive m(B) dans (2.1.5). Il est de ce fait possible de discuter de la

dualité dans (2.1.4) par rapport a la mesure excessivem(B).

Lemme 2.1.1. Définissons une mesure m(B) par

(2.1.5) m(B)= [dr | u(dx)P,(x.B)

Alors, c’est une mesure excessive.
Preuve : pour une fonction non négative f B(Rd)

JHf(x)m(dx):Tdrjy(dx PP, f(x jdrju (dx)P., f(x)

_Idrjydef jdrIydef()

:I f (x)m(dx).

Ce qui acheve la preuve.
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L-temps d’arrét. Une variable aléatoire non négative L(a)),a)e Q est dite L-temps d’arrét si
elle satisfait
(2.1.6) {s<L-tj={s<Lo@}, t,;s>0
ou 6, est I’opérateur de changement de temps®. Cette variable-ci est en fait le dernier temps
d’occurrence d’un événement (‘L’ vient du mot anglais Last).
(2.1.6) est équivalente a

(1) t<L(ow)= Lw)=t+L(60);

(i) t>L(w)=L(6w)=0.
La propriété (ii) dit que si un événement se produit au temps L(w) avant t, alors il ne se
reproduira plus aprés t, i.e. L(6,0)=0. Un exemple typique est le temps de sortie d’un sous-
ensemble B d’un processus X,

L, (w)=sup {t,X,(w)e B } (=0, si{t,X,(w)eB}=02)
L’inversion du temps d’un processus de Markov ( X,,t e[O,oo), P,) a partir L-temps d’arrét
L(w) est défini par
Y (@)= X (@), si 0<t<L(w)
=A si L(w)<t ou L(w)=c0

Et Y,(w)= X L), (w),si 0<L(w)< oo, et Y,(@)=A sinon.
Nous avons le résultat suivant clarifiant la signification probabiliste de la dualité, i.e. :

Théoreme 2.1.2. (Nagasawa 1964)
Soit (Xt,te[o,oo), P,) un processus de Markov (diffusion) temporellement homogene

avec un semi-groupe de transition P,, et soit L(a)) un L-temps d’arrét. Alors, le processus
temporellement inversé (Yt,te[o,oo), P,) est un processus de Markov (diffusion)

temporellement homogene avec le semi-groupe de transition I3t ceci étant, pour toutes
fonctions f et g a support compact,
(2.1.7) [P £ (x)g(xIm(dx) = [ £ (x)R.g(x)m(cx)

est vérifiée (I’égalité) par rapport & la mesure excessive m(dx) définie par (2.1.5).

Note : Le semi-groupe F3t du processus temporellement inversé ne dépend pas du L-temps

d’arrét, mais dépend de la distribution initiale x via la mesure excessive m(dx) définie par

(2.1.5). Nous devons donc fixer une distribution initiale quand on parle de I’inversion du
temps.

2.2. Processus de Markov et Dualité spatiotemporels

Les processus de Markov (en particulier les diffusions) temporellement non-homogene
(PMTNH) apparaissent naturellement dans la physique quantique. Pour parler de la dualité
des PMTNH (diffusion), il est techniquement plus approprié de considérer ledit processus de

Markov (diffusion) spatiotemporel (t,Xt) sur I’espace-temps [a,b]x R?, a la place du
PMTNH (diffusion) {X,te[a,blQ} défini surR”, parce que le processus de Markov
spatiotemporel est temporellement homogeéne. Le truc est le suivant.

10.:Q>Q Ow(s)=w(t+s).
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Soit Q(s,x;t,B) une probabilité de transition. Nous définissons une probabilité de transi-
tion temporellement homogene sur I’espace-temps [a,b]x R*
(2.2.1) P.((s,x),dtdy)=Q(s, x;t,dy)s,, (dt) , a<s<s+r<b.

=0, ailleurs
ou o, (dt) représente la mesure (masse) de Dirac™ en r. Il est facile de voir que le processus
de Markov spatiotemporel {(t, X,),t €[a,b]Q} possede la probabilité de transition homogeéne
dans le temps P.((s,x),dtdy), laquelle est la probabilité qu’une particule partant du point
spatiotemporel (t,x)e[a,b]xR" sera trouvée dans une région spatiotemporelle dtdy  [a,b]x
R? aprés un temps écoulé r. En fait
(222) Quolf(Xo X 0 X, ]:jQ s, x;t,d% )+ Q(t, 1, X, 1,0, dx, )F (Xo..... X, )
I ((s,x).dt,dx, )P, _, ((t,, x,),dt,dx, )---

. Ptn—tn,l((t -1 n—l) dt dX )f (XO,...,Xn).
Pour le semi-groupe du processus spatiotemporel nous avons

P, f(s.x)=[P((5.x).dtey) 1 ()
(2.2.3) Prf(s,x):jQ(s,x;s+r,dy)f(s+r,y)
=0, ailleurs,
pour toute fonction mesurable et bornée f sur [a,b]x R®.
La propriéte de semi-groupe de P, découle de celle de la propriété de Markov de Q,, défini

précédemment.
Soit{X,,t[a,b},Q} un processus de Markov temporellement non homogéne de

probabilité de transition Q(s,x;t,B) et une distribution initiale ., i.e. Q =Q, et soit
{t,X,).t e[a,b] Q} le processus spatiotemporel. Notons 4, (B) la distribution de X, i.e.

(2.2.4) 4(B)=Q(X, €B)
Nous définissons, en appliquant I’équation (2 1.5), une mesure excessive m(dtdx) par

(2.2.5) jm (dtdx)f (¢, x) jdrj,u (dx)P. f (a,x)

Ainsi nous avons

Lemme 2.2.1. La mesure excessive m(dtdx), définie par I’équation (2.2.5), de la probabilité
de transition spatiotemporelle P.((s, x),dtdy) (i.e. du processus spatiotemporel

{t, X, )t [a,b] Q}) est donnée par

(2.2.6) m(dtdx) = dty, (dx)

ou ﬂt(B)zQ[xt = B]-

En vertu de I’homogénéité temporelle du processus spatiotemporel, nous pouvons donc parler
de la dualité spatiotemporelle par rapport a m(dtdx). La dualité spatiotemporelle joue un réle

clé dans la théorie quantique.
Nous assumerons pour éviter une complexité technigue que Q(s,x;t, B) posséde une densité

de transition q(s,x;t,y). Ainsi
X)= jy(dz)q(a, z;t,x), t>a
Le semi-groupe spatiotemporel peut étre représenté par
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(2.2.7) P f(s,x):'[q(s,x;s+r,y)dyf (s+r,y), sia<s<s+r<b

r

=0, ailleurs.
Avec la convention que P, =1.
En outre, nous définissons
~ 1 .
(2.2.8) G(s, xty) = a1, ()als, xit,s)—7— si 44 (y)>0
/Ut(y)
=0, ailleurs.
Ce qui est la densité de transition temporellement inversée. Nous définissons également
(2.2.9) Q(s,dx;t,y)=dx-q(s,x;t,y) s<t.
et la probabilite de transition spatiotemporelle inversée
(2..2.10) P (dsdx,(t,y))=6,_, (ds)Q(s,dx;t,y), t-r>0
=0, ailleurs.

Il est clair que I5r (dsdx,t, y) est la probabilité que si I’on remonte le temps en partant de la
position spatiotemporelle (t,y)e[a,b]x R?, nous trouvons notre particule dans une région
infinitésimale dsdx [a,b]xR®, ot s <t.

Nous pouvons alors définir le semi-groupe I5r spatiotemporel inversé par

(2.211) Py, y)zfg(s, x)P. (dsdlx, (t, y)):jg(t —r,x)dx-Gt-r,xt,y), siast—r<t<b
=0, ailleurs.

Avec la convention que I50 =1, ou FAJr s’applique a g(s,x) en partant de la droite. Nous avons

alors.

Théoreme 2.2.2. Les semi-groupes spatiotemporels P, et |3r sont en dualite spatiotemporelle

par rapport a la mesure excessive spatiotemporelle m(dtdx) définie par I’équation (2.2.5),i.e,

(2.2.12) J' g(t,x)P. f (t,x)m(dtdx)= I P.g(t, x)f (t,x)m(dtdx)

pour toutes fonctions f,g € B( [a,b]xR?).

Nous conviendrons de noter le processus de Markov a évolution temporelle normale par
(X,,t Te[a,b]Q) et le processus de Markov temporellement inversé par (X,,t4<[a,b]Q).
Nous avons alors
Théoréme 2.2.3. Le processus temporellement inversé (X,,tde[a,blQ) a une
représentation de Kolmogorov temporellement inversé avec la probabilité de transition
Q(s,dx;t, y)=dx-G(s, x;t,y), ot G(s,x;t, y) représente la densité de transition temporellement
inversée donnée dans (2.2.8); ceci étant, pour a<t <---<t ,<b et toute fonction

mesurable f(x,,...,x, ) sur I’espace produit (R* ", n=12,...
(22.13) Q[ (X, X 1o X, X, )1=

If(xo,...,xn)d(a,dxo;t,xl)QA(tl,dxl;tz,xz)'-'

A

a 'Q(tn—2 ) an—Z ;tn—l’ Xpa )é(tn—ldxn—l ; b’ X, )/ub (dxn ) .

Ce qui doit étre lu de droite a gauche inversement a I’écoulement de temps normal.
L’équation (2.2.13) est la représentation de Kolmogorov temporellement inversée de la
mesure de probabilité Q, et sera notée par

(2.2.14) Q=<<Qu, ],
en opposition avec la notation dans (1.3.6).

91



la notation (2.2.14) indique que Q est définie par la formule intégrale a droite de I’équation
(2.2.13) avec une distribution terminale donnée , et la probabilité de transition

temporellement inversee Q(S,B;t,y), et que le temps avance inversement a I’écoulement
normal t=a <<= t=b.

Note : La formule de dualité dans (2.2.12) joue un réle prépondérant dans la description du
mouvement des particules quantiques (relativiste et non relativiste ).

2.3. Inversion du temps et représentation de Schrodinger
La condition de normalité (1.3.2) a été supposée vérifiee jusqu’a maintenant, ou du moins
nous avons assumé qu’une probabilité de transition Q(s, x;t, B) satisfait

Q(s,x;t,Rd)sl,
sur laquelle on peut effectuer une opération de compactification en lui adjoignant un point

limite 0 (cf. chapitre 1). Cependant, la condition de normalité n’est pas toujours vérifiée,
comme c’est le cas dans la théorie quantique, c’est-a-dire, on peut avoir

(2.3.1) Qls,x;t,RY)>1
Prenons un cas typique simple. L’équation de diffusion avec une fonction potentielle V(x).
ou 1

—=>0"Au+V(x)-u.
ot 2

joue un role important (c’est I’équation du mouvement des particules quantiques non
relativistes ") ou une fonction potentielle V(x) peut prendre des valeurs positives et négatives.
De ce fait, la solution fondamentale pt(x, y) de I’équation ne satisfait pas la condition de
normalité. En fait, I’inégalité (2.3.1) peut se produire & cause du terme potentiel V(x) dans
I’équation.

L’existence de la densité de transition est toujours assumée. Quand celle-ci ne vérifie pas
la condition de normalité, la représentation de Kolmogorov dans (1.3.3) n’est plus applicable
a la densité de transition pour construire une mesure de probabilité Q. Il parait alors sans
espoir de construire un processus stochastique a partir de q(s,x;t, y). Cependant, en suivant

Schrédinger (1936), nous pouvons construire un processus stochastique (Xt,te[a,b],Q).

Pour ce faire, nous avons besoin d’une paire de fonction {gz?a,(/ﬁb }, que I’on convient d’appeler
la loi entrée-sortie (traduction littérale de I’anglais entrance-exist law), laquelle satisfait

(2.32) [ #.(x)dx pla, x;b, y)g, (y)dy =1
a la place de

[ plsx:t,y)dy =1.
Nous définissons dés lors une paire de fonctions ¢(t,x) et ¢3(t x) par

#(t,x)= [ plt. x;b, y)a, (y)dy
#(t,x)= [, (z)dz- p(a, z;t, x)

ol nous assumons la continuité quand t Tb et t{ a, respectivement. En outre, nous requé-
rons

(2.3.3)

(2.3.4) #(t, x)p(t, x)= 0
Alors la condition dans (2.3.2), avec I’équation de Chapman-Kolmogorov, implique
(2.3.5) [ #(t.x)g(t, x)dx =1
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Ce qui est une condition de normalité. En plus, nous obtenons un flux de densités de
distribution

(2.3.6) ult,x)=glt, X)(t, x).
Avec le triplet { p(s, x;t,t), ;/Za,(zﬁb} nous construisons un processus stochastique
(X,,te[a,b] Q) de densité de distribution s(t,x) définie dans (2.3.6).

Suivant une idée de Schrodinger (1931), nous définissons une mesure de probabilité Q, en
termes d’un triplet donné { p(s, x;t, y), &,, 4, }. par

(23.7) QL (X, X\ X, Xy)1=
= J.dxo&a (Xo)p(a’ Xonity, Xl)dxl p(tl’ Xit, X, )dX2
o p(tn—l’xn—l;b’xn )%(Xn )dxn f (XO""’Xn)’

N . , 1
ol a<t <--<t_ <b et f(x,...,x,) est une fonction mesurable bornée sur (R“)'H,

1%
n=12,... . Pour des raisons de simplicité, nous assumerons que ¢, et ¢, sont non negatives,

encore qu’elles puissent prendre des valeurs négatives dans le cas général. La condition de
normalité dans (2.3.2) et I’équation de Chapman-Kolmogorov pour p(s,x;t, y) garantissent

que (2.3.7) définit une mesure de probabilité sur Q = (Rd )[a'b].
Prenant pour garanti que la mesure de probabilité construite ci-dessus est bien définie sur
Q,ou Q_, (pour la construction complete, cf. [171], chapitre 5), nous la représentons par

(2:38) Q=[4,p>><< pgy]
et appelons ceci la représentation de Schrédinger de la mesure de probabilité Q. i.e, du

processus stochastique ( X,,t e [a, b],Q ). Cette représentation (cf. [171], Chapitre 3) est exclu-

sivement pour I’éguation du mouvement).

Le fait a retenir, qui est exprimé par la représentation dans (2.3.8), est que la mesure de
probabilité Q est définie dans une forme temporellement symétrique. En fait, nous lisons la
formule dans (2.3.8) dans le sens temporellement inversé de droite & gauche ou dans le sens
de I’évolution temporelle normale de gauche a droite. Nous devons, de plus, préter attention

au fait que I’équation (2.3.7) contient des données (I;a relatives a I’instant initiale t = a et aussi
¢, relatives a I’instant terminale t=b ; autrement dit, les états intermédiaires a n’importe

quel instant te(a,b) dépendent tout autant des états futures que des états passés, et par
conséquent I’équation (2.3.7) n’exprime pas la propriété de Markov (il y a perte de cette
propriété). De toute évidence, nous prédisons un état intermédiaire X, a I’instant t (a,b) en

se basant sur les données (I’information) F.' v F” ou r <t <s . Nous appelons
(X, .te[ab]lFf vF?,Q)
le Processus de Schrodinger. (pour une construction plus détaillée de ce processus, voir
[171], chapitre 5).
Assumons que I’on dispose des densités de distribution initiale et terminale 4, (x) et

ﬂb(X) comme donnees expérimentales. Combinant les équations (2.3.3) et (2.3.6), nous

voyons que la paire de fonctions ¢3a et ¢, doit satisfaire un systeme d’équations Intégrales
non linéaires
(%)

X

N

#.(x)] pla.x;b, y)(y)dy)
q& )z - pasz));/}()

(2.3.9)
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La résolution de ce systeme dont I’existence était assumée par Schrodinger, n’est pas chose
aisée (ce fait est discuté au chapitre 5, dans [171]).

Le processus de Schrodinger (X,,tela,blF v F’ Q) est défini par une forme
symétrique par rapport a I’inversion du temps, mais n’exprime pas la propriété de Markov
parce qu’il dépend de la loi entrée-sortie {¢3a,¢b}, autrement dit, nous adoptons la filtration

F. v F" d’interpolation. Par ailleurs, un processus stochastique défini par la représentation

de Kolmogorov n’a pas de forme symétrique, mais posséde la propriété de Markov. Nous
devons donc clarifier la relation entre les deux représentations. La mesure de probabilité Q
possede en fait les deux représentations simultanément comme il sera énoncé ci-dessous dans
le théoréeme 2.3.1. Cela signifie que si nous construisons des processus de Schrodinger, nous
obtenons un processus de Markov. Cependant, pour la propriété de Markov nous avons besoin

d’une autre filtration F alaplace de F/ v F’.

Supposons donnée une mesure de probabilité sous la forme de la représentation de
Schrodinger (2.3.7). Pour la représentation de Kolmogorov, nous définissons une paire de
densités de transition par

(2.3.10) als.xt, y)=ﬁ p(s,x;t, y)glt, y), et

(2.3.11) (5.3t )= 4(s,X)p(s, xt, y) =

#(t.y)

Nous pouvons alors formuler I’un des théorémes fondamentaux de la théorie de I’inversion du
temps des processus de Markov.

2.3.1. Théoreme (Nagasawa (1993))
La mesure de probabilité d’un processus (de Markov) stochastique ( X,,t € [a,b],Q)

possede trois représentations
Q = [¢ap >><< p¢b]
= [ ¢a¢aq >>

= << (¢4, ]
ou la premiére ligne symbolise la représentation de Schrodinger, la seconde est la
représentation de Kolmogorov, et la troisieme est la représentation de Kolmogorov
temporellement inversée.
Le théoreme ci-dessus annonce le fait que nous pouvons choisir trois types de
prédiction associés aux fiItrations{Far v FS”},{F;} et{Ftb}. Toutefois, nous devons prendre

garde au fait que nous avons besoin d’une fonction de transition différente pour chaque type
de prédiction.

Note historique

Historiquement, en 1931 les travaux de Schrodinger portaient sur I’inversion du temps, plus
précisément sur « une formule symétrique dans I’inversion du temps» (du mouvement
Brownien en particulier), et il réussit a découvrir par la la représentation de Schrédinger.
Alors, motive par ce dernier resultat, Kolmogorov en 1936-1937 donna une caractérisation de
I’inversion du temps en termes de la dualité de probabilité de transition des processus de
Markov par rapport a une mesure invariante, ou il a naturellement considéré le probleme sous
la représentation de Kolmogorov, et prouva son célebre théoreme sur la relation entre le

ceefficient de déplacement™ et la densité de distribution d’un processus de diffusion. Il est
important de faire remarquer qu’il existait une correspondance personnelle directe entre les
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deux hommes a cette époque. Pour généraliser le théoreme de Kolmogorov de I’inversion du
temps, les L-temps d’arrét furent introduits et la dualité par rapport a des mesures excessives
d’un type particulier fut prouvée par M.Nagasawa 1964 et dés lors I’équivalence des
représentations de Kolmogorov et de Schrodinger fut démontrée en termes de processus de
Markov spatiotemporels (cf. Nagasawa 1993). Il est important de noter que les deux
représentations sont indispensables pour développer la théorie stochastique des particules
quantiques, plus précisément, la représentation de Schrodinger est pour I’équation du
mouvement et la représentation de Kolmogorov est pour I’équation de la dynamique.

3. Trajectoires des particules quantiques et fractales.
Dans I’interprétation stochastique de Nelson de la mécanique d’onde, la trajectoire X(t)

d’une particule de masse m est une fonction continue non différentiable. R.P. Feyman a
montré, sans utilisé le terme fractal introduit par Mandelbrot en 1975, en se basant sur I’ap-
proche de Abbot et Wise (1981) que les trajectoires quantique sont fractales de dimension 2.

Une courbe fractale est une courbe continue non différentiable, générée par une série
d’opérations infinies qui font croitre la longueur par un facteur donné. La courbe de Koch par
exemple (cf. figure 5, chapitre 2), augmente la longueur d’un segment droit dans chaque
opération par un facteur 4/3 quand Ax devient 1/3 Axsi bien que la courbe finale obtenue
apres une suite infinie d’opérations a une longueur infinie.

Nous donnons ci-apres des idées de la démonstration de Nelson et nous renvoyons le lecteur
a la référence [171] pour connaitre plus en détail I’interprétation stochastique de Nelson de la
mécanique quantique. Dans cette démonstration, il est donné une autre formulation
intéressante de la dimension de Hausdorff.

Hausdorff a défini une longueur fractale associée a une résolution Ax et un ccefficient de
dimension fractale D (1) en posant :
(3.2) L =1(Ax)°™*
Le ccefficient D est déterminé par le fait que L doit étre indépendante de la résolution Ax, au
moins quand Ax — 0.

Par une courbe fractale D-dimensionnelle, nous nous référons a une courbe continue non
différentiable satisfaisant la condition de Hausdorff pour D =1.

La discrétisation de la trajectoire quantique en n éléments At donnera une longueur
moyenne de la trajectoire quantique

(I)=n(Al) avec t, —t; =nAt.
L’elément avec la longueur moyenne couvert par une particule quantique est déterminé par la
relation d’incertitude de Heisenberg
h h/at\ h (t -t
(3.2) <|>~_:_<_>:_u,
(Ap) m\Ax/ mn (Ax)
ol h,met p sont respectivement une constante qui égale a h/2 avec h la constante de Planck

que I’on retrouve dans la relation d’Einstein de I’énergie E =hv ou v est dite la fréquence de
la lumiére ou de propagation, m est la masse de la particule et p est égale a h/4 ou A=u/v
est dite la longueur de I’onde avec u la vitesse.

On peut expliquer brievement le principe d’incertitude de Heisenberg comme suit : on peut
montrer que si deux observables, qui sont aussi représentés par des opérateurs, c’est-a-dire des
valeurs d’un systéme que I’on peut mesurer (C’est le cas de la position d’une particule, de sa
vitesse, de sa charge électrique, etc.), ne commutent pas (i.e., on ne peut pas intervertir les
mesures indifféeremment), alors il est impossible d’avoir un état ayant une valeur précise et
unique pour les deux observables a la fois (cela est lié a I’ordre des mesures). C’est le
principe d’incertitude qui est une des conséquences les plus extraordinaires de la physique
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quantique. Par exemple, la vitesse et la position sont deux opérateurs qui ne commutent pas.
Ils sont donc sujets au principe d’incertitude. Celui-ci dit qu’il est impossible de mesurer avec
précision aussi grande que voulue a la fois la vitesse et la position d’une particule. Plus
précisément, si Ax est I’incertitude sur la position (dans une direction donnée) et Av
I’imprécision sur la mesure de la vitesse (dans la méme direction). Alors on aura

AXAV > L ,
27m

ou m est la masse et h la constante de Planck.
Revenons maintenant a la preuve. Cela donnera donc la longueur fractale moyenne <L> avec

(3.1) et (3.2),
D-1 h (tf _ti) D-1
()=o) = L5
Pour que la longueur de Hausdorff soit indépendante de Ax, il est nécessaire et suffisant
d’avoir D =2, ce qui montre que la trajectoire quantique est une courbe fractale de dimension
fractale 2.

Nous proposons de caractériser, en utilisons les outils de la géométrie fractale introduits
précédemment, les trajectoires quantiques, ce qui nécessite une connaissance encore plus
profonde des notions de mécanique quantique pour lesquelles nous nous référons a Elbaz
(1998) et également de bien savoir la construction de la mesure de probabilité temporellement
inversée et celle de la mesure de probabilité qui peut étre lue dans les deux sens du temps,
introduites plus haut, pour lesquelles nous nous référons a Nagasawa (2000). Ainsi nous
posons les deux questions suivantes, la premiere portant sur la représentation de Kolmogorov
temporellement inversée, et la seconde qui porte sur la représentation de Schrodinger.

Question 3.1. Caractériser en calculant la dimension de Hausdorff ou la dimension
d’empilement ou autre dimension vue plus haut, la trajectoire d’une particule quantique en
utilisant la représentation de Kolmogorov de la mesure de probabilité temporellement
inversée.

Question 3.2. Caractériser en calculant la dimension de Hausdorff ou la dimension
d’empilement ou autre dimension vue plus haut, la trajectoire d’une particule quantique en
utilisant la représentation de Schrodinger de la mesure de probabilité qui peut étre lue dans les
deux sens du temps normal et inverse.
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