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Avant-propos 
 
   L’étude des propriétés du mouvement Brownien, et plus généralement des processus de 
Lévy sur dR  a été un des sujets les plus importants dans la théorie des probabilités. La 
dimension de Hausdorff et la mesure de Hausdorff ont été très utiles pour de telles études 
depuis le travail de pionnier de Lévy (1953) et Taylor (1953, 1955,1967). 
   La naissance de la géométrie fractale due en grande partie au travail de Benoît Mandelbrot, 
a apporté de nombreuses idées nouvelles et des outils géométriques originaux (tels que la 
dimension d’empilement, les densités moyennes, les multifractales) servant aux études des 
propriétés fines des processus stochastiques. Dans la dernière décennie, non seulement divers 
résultats ont été obtenus sur le mouvement Brownien et sur les processus de Lévy stables, 
mais il y a eu aussi un grand intérêt pour l’étude d’autres processus de Markov tels que les 
diffusions sur des fractales (ensembles), les processus de Feller. 
    L’objectif que nous visons en premier dans ce mémoire qui nécessite des connaissances 
préalables notamment dans la théorie de la mesure et de l’intégration, la théorie des processus 
stochastiques, les espaces vectoriels normés et métriques, etc., est d’exposer et de faire la 
synthèse de travaux récents sur les propriétés fractales des trajectoires des processus de 
Markov, étudier la dimension de Hausdorff et la dimension d’empilement de l’image d’un 
processus de Markov en donnant la preuve d’une formule générale pour les deux quantités en 
termes des fonctions de transition du processus en question, ce qui généralise les résultats bien 
connus de Pruitt (1969), Taylor (1986b), etc., et enfin de poser quelques problèmes qui restent 
ouverts. Dans le développement historique de l’étude des propriétés des trajectoires des 
processus de Markov, des résultats ont été souvent obtenus pour le mouvement Brownien en 
premier, puis pour les processus stables symétriques d’indice α , et ensuite pour les processus 
de Lévy généraux ou les processus de Markov. A chaque étape de généralisation, quelques 
propriétés spéciales du processus sont utilisées. A cause de son importance dans la théorie 
générale des processus de Markov, nous nous concentrons principalement sur des résultats 
récents sur les trajectoires des processus de Lévy, en mettant l’accent sur les méthodes 
applicables à des processus de Markov plus généraux. 
   Ce mémoire est organisé comme suit. Au chapitre 1, nous rappelons en premier la définition 
du processus de Markov, établi à l’origine pour la modélisation du mouvement d’une 
particule qui se meut sans mémoire dans un espace mesurable, accompagnée de quelques-
unes de ses propriétés basiques. Cette même section sera complétée au chapitre 3. par une 
autre portant sur différentes classes de processus de Markov, notamment les processus de 
Lévy et les processus additifs. Nous donnons ensuite une présentation sommaire du 
mouvement Brownien sur lequel je me permets une réflexion, accompagnée d’une liste très 
réduite de ses propriétés saisissantes. 
  Au chapitre 2, nous ferons une rapide présentation assez simpliste des notions de courbes et 
de dimension (fractale) dans le cas déterministe, accomplissant le rôle de fondement pour une 
reformulation ultérieure adaptée au cas aléatoire qui nous intéresse, et ornée d’illustrations 
afin de faciliter l’assimilation de ces concepts faisant office d’outils analytiques servant en fait 
à essayer de comprendre un tant soit peu de quelle manière une courbe, ou plus généralement 
un ensemble quelconque, occupe l’espace. 
   Le chapitre 3, que nous qualifierions de noyau de ce mémoire, est constitué en sections. A la 
section 2, nous introduisons plusieurs classes de processus de Markov dont les propriétés des 
trajectoires seront discutées. Nous rappelons leurs définitions et quelques-unes de leurs 
propriétés basiques qui nous serviront dans la suite. Dans la section 3, nous rappelons les 
définitions et les propriétés de divers outils de la géométrie fractale ; ceci inclut la mesure de 
Hausdorff et la dimension de Hausdorff, la mesure d’empilement et la dimension d’empi- 
lement, le profil de la dimension d’empilement, capacité, et multifractales. La section 4 étudie   



la dimension de Hausdorff et la dimension d’empilement de l’image d’un processus de 
Markov. Nous donnons la preuve de la formule générale pour la dimension de Hausdorff et la 
dimension d’empilement de l’image par ce même processus de l’intervalle [0,1] et la dimen- 
sion  de  Hausdorff  de l’image  d’un ensemble  E  en termes  des  fonctions  de  transition  du 
processus, ce qui étend les résultats bien connus de Pruitt (1969) et Taylor (1986).  
   La section 5 porte sur la mesure de Hausdorff exacte et la mesure d’empilement exacte de 
l’image par un processus de Markov de l’intervalle [0,1]. Quelques techniques utiles pour 
l’évaluation des mesures de Hausdorff et d’empilement sont discutées. 
   Les sections 6 et 7 portent sur les propriétés fractales des ensembles dits de niveau et les 
images inverses. La section 8 traite des résultats sur les dimensions de Hausdorff et 
d’empilement uniformes pour l’image et l’image inverse d’un processus de Markov. 
   La section 9 porte sur l’existence des points multiples d’un processus de Markov ou de 
l’intersection des processus de Markov indépendants, et sur les propriétés fractales de l’en- 
semble des points multiples et l’ensemble des temps multiples quand ils ne sont pas vides. 
Diverses approches du problème de l’intersection sont discutées.    
   Nous signalons que nous avons à regret et pour garder un volume raisonnable à ce mémoire, 
omis de parler de résultats portant sur les densités moyennes et les distributions de mesure 
tangente et sur l’analyse multifractales des processus de Markov. Toutefois, nous donnons 
une liste de références exhaustive à la fin du mémoire dans laquelle, nous pouvons toujours 
trouvé les titres des livres et articles sur le domaine, qui pourraient nous intéresser. 
   Dans le chapitre 4, nous faisons une brève présentation du calcul stochastique. Nous donn-
ons une construction de l’intégrale de Itô et présentons les techniques de résolution des 
équations différentielles stochastiques. Ce chapitre nous servira en fait à notre deuxième 
propos dans ce mémoire portant sur les trajectoires des particules avec bruit Brownien ou 
quantiques, les équations différentielles stochastiques permettant de mettre en équation le 
mouvement des particules.  
   Dans le chapitre 5, nous donnons une rapide présentation de la mécanique classique et de la 
mécanique quantique où nous introduisons deux notions très importantes dans la mécanique 
quantique à savoir l’inversion du temps et la dualité. Nous proposons pour finir de carac- 
tériser, en utilisant les outils de la géométrie fractale introduits au chapitre 3, les trajectoires 
quantiques, ce qui nécessite une connaissance encore plus profonde des notions de mécanique 
quantique et également de bien savoir la construction de la mesure de probabilité tempo- 
rellement inversée et celle de la mesure de probabilité qui peut être lue dans les deux sens du 
temps normal et inversé, introduites dans ce même chapitre. Ainsi nous posons deux 
questions, la première portant sur la représentation de Kolmogorov temporellement inversée, 
et la seconde qui porte sur la représentation de Schrödinger. 
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Résumé.   Ce travail fait l’objet d’une synthèse et d’un exposé de travaux récents sur les 
propriétés fractales des  trajectoires des processus de Markov, dans quoi plusieurs questions 
sont posées,  et d’une étude de la dimension de Hausdorff et la dimension d’empilement de 
l’image d’un processus de Markov, où il est donné la preuve d’une formule générale pour les 
deux quantités en termes des fonctions de transition du processus en question, ce qui géné- 
ralise les résultats bien connus de Pruitt (1969) et Taylor (1986). La classe des processus de 
Markov considérée ici inclut les processus de Lévy dans dR , les diffusions sur des fractales et 
sur dR , les processus de Feller déterminés par des opérateurs pseudo-différentiels, etc. 
   Le deuxième dessein visé dans ce mémoire est d’introduire deux notions très importantes 
dans la mécanique quantique à savoir l’inversion du temps et la dualité des processus de 
Markov, lesquelles servent à déterminer deux représentations de la mesure de probabilité 
servant à caractériser les trajectoires des particules quantiques, la première étant la mesure de 
probabilité temporellement inversée et la seconde étant la mesure de probabilité pouvant être 
lue dans les deux sens du temps, normal et inversé, et ensuite de poser deux problèmes sur la 
caractérisation fractales des trajectoires quantiques en utilisant ces deux dernières mesures de 
probabilité.  
 
Mots clés : Processus stochastiques, fractales aléatoires, dimensions de Hausdorff, dimension 
d’empilement et systèmes de particules. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Abstract.    This is a synthesis and a summary on the sample path properties of Markov 
processes, especially fractal properties of random sets and random measures, in which some 
questions are posed, and also a study of Hausdorff dimension and packing dimension of the 
range of Marko process, where is given a proof of a general formula for both quantities in 
terms of the transition functions of the process, which generalises the well known results of 
Pruitt (1969) and Taylor (1986). The class of Markov process considered here include Lévy 
process in dR  , diffusions on fractals and on dR Feller processes determined by pseudo-
differential operators and so on. 
   The second purpose of this work is to introduce tow very important notions in quantum 
theory of particles, that is, time inversion and duality of Markov processes, which serve to 
determine tow representations of the probability measure serving in characterising quantum 
paths, the first one being the probability measure temporally inversed and the second one 
being  the probability measure that can be read in the tow sense of time, normal and inversed, 
and then to pose tow questions about characterisations of quantum paths in terms of the last 
tow probability measures.     
 
Keys words:  Stochastic processes, random fractals, Hausdorff dimension, packing dimension 
and particles systems. 
 
 
 
 
 
 
 
 



Chapitre 1. Processus Stochastiques 
 
 
 
 
 
 
1. Processus de Markov 
     Dans cette section nous allons en premier rappeler la définition du processus de Markov, 
établi à l’origine pour la modélisation du mouvement d’une particule qui se meut sans 
mémoire dans un espace mesurable ( S ), accompagnée de quelques-unes de ses propriétés 
basiques. Cette même section sera complétée au chapitre 3. par une autre portant sur diffé-
rentes classes de processus de Markov, notamment les processus de Lévy et les processus 
additifs. Pour la théorie générale des processus de Markov, on se réfère à Blumenthal et 
Getoor (1968) et Khoshnevisan (2002). 

,S

( )ρ,S     Soit  un espace métrique complet séparable et compact muni de la −σ algèbre S. 
Nous assumons qu’il existe une mesure aléatoire μ  sur S qui joue le rôle d’une mesure de 
référence. Rappelons qu’une mesure aléatoire est une mesure de Borel −σ finie régulière 
(i.e., GFB

BGBF
μμμ

⊃⊂
== infsup , avec B un Borélien quelconque,et où F et G sont respectivement 

un fermé et un ouvert quelconques de S) sur ( S ) qui est finie sur les ensembles compacts. ,S
      Une famille de fonctions { ( ) tsAxP ts ≤≤0:,, }, où ( ) ×SAxP ts :,, S , est ap-
pelée un système de fonction de transition sur S si les conditions suivantes sont vérifiées : 

[ )∞=→ + ,0R

( )•,, xP ts(i) Pour tous et pour chaque  fixé,  est une mesure de  ts <≤0 Sx∈
probabilité ; 

( )AxP ts ,,(ii) Pour tous et pour tout  est une fonction de x mesurable ; ,ts <≤0 SA∈
(iii) Pour tous , et tout , uts <<≤0 Sx∈ SA∈

( ) ( ) ( )∫=
S

uttsus AyPdyxPAxP ,,, ,,,  .    (1)                                                  

La relation (1) est l’équation de Chapman-Kolmogorov. Si, en plus, la fonction de transition 
 satisfait  ( AxP ts ,, )

( ) ( )xAPAxP tsts −= ,0, ,,  
pour tous , et tout uts <<≤0 Sx∈ SA∈ , alors nous disons que la fonction de transition 

 est homogène dans l’espace. En haut, { }AyxyxA ∈−=− :( AxP ts ,, ) .      
     Une fonction de transition   est dite temporellement homogène s’il existe une 
famille de fonctions 

( AxP ts ,, )
( ){ }0,,, >tAxP ts ( ) ( )AxPAxP stts ,,, −= telles que  pour tous . Dans 

ce cas, l’équation de Chapman-Kolmogorov peut être écrite sous la forme  
ts <≤0

( ) ( ) ( )∫=+
S

tsts AyPdyxPAxP ,,, .(2)                                                

( )AxPt ,Plus tard, nous écrirons aussi  pour ( AxtP ,, ) . 
( ),tX     Un processus stochastique {=X M, M ,t

xP } à valeurs dans ( S ) est appelé un 
processus de Markov par rapport à la filtration { M

,S
t, }(i.e., M0≥t t est une −σ algèbre pour 

tout  et M  M  pour tous ) associé en vertu du théorème d’extension de ⊂0≥t ts <≤0s t
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( )AxP ts ,,Kolmogorov à la mesure de probabilité définie dans (4), et ayant  comme fonction de 
transition, dans la mesure où 

( )tX(i) X est adapté à {Mt }, i.e.,  est mesurable par rapport à M  pour tout  ; 0≥tt

(ii) Pour tous et toute fonction mesurable f sur ( S ) ,Sts <≤0
( )( )/tXf ( )( )sXfP ts ,=E(3)                                              [ M  ]  s

où  
( ) ( ) ( )∫=

S
tsts dyxPyfxfP ,,,  

( ) ( ) ( ) ( )nntttn dxxPdxxPdxdxdxdxP
nn

;;,,, 1,10,0010 11 −−
= LK μμ  (4)                         

Nous avons également la mesure de probabilité associée à l’instant s et de point de départ x 
( )( ) ( ) ( ) ( )nntttttsnxs dxxPdxxPdxxPdxdxP

nn
;;;,, 1,21,1,,1, 1211 −−

= LK . 
En laissant et en prenant l’espérance conditionnelle par rapport à  dans (3), nous 
voyons que  est la distribution conditionnelle de

( )sXAf 1=
( )tX ( ) .xsX =( )⋅,, xP ts , sachant   

     Si la fonction de transition  est temporellement homogène, alors X est appelé un 
processus de Markov temporellement homogène par rapport à {M

( AxP ts ,, )

}
}. Quand Mt t 

( ) SxPRttX x ∈∈ + ,,,( ){ tssX ≤= :ˆ σ =X pour tout , nous écrivons {0≥t } ou simple- 
ment { }. ( ) 0, ≥ttX=X
     Nous assumons que X est régularisé en ce sens que ses trajectoires sont continues à droite 
avec des limites à gauche (càdlàg), la filtration complétée (ou augmentée) { , } (i.e., S 
est complète par rapport à

tℑ 0≥t
μ  en ce sens qu’on lui adjoint tous les ensembles négligeables par 

rapport àμ , et  contient ces mêmes ensembles négligeables) est continue à droite 
(i.e., ), et que X possède la propriété de Markov forte, c’est-à-dire, pour tout 

temps d’arrêt U (i.e., une variable aléatoire (v.a) telle que {

0ℑ

s
ts

tt ℑ=ℑ=ℑ
>

+ I

tℑ∈} ), nous avons  tU ≤
( )( )[ ] ( ) ( )( )UXfPtUXfE tUUU +=ℑ+ ,/ , 

où { }. Sauf mention du contraire, nous considérerons toujours les 
processus de Markov temporellement homogène. 

( ) ttUBB ℑ∈<I:=ℑU

     Soit  une famille de fonctions de transition sur ( S ). Nous disons que{  est hon- 
nête (conservatrice et strictement Markovienne sont aussi utilisés) si la condition de norma-
lité suivante est vérifiée 

{ }tP }tP,S

( ) ,1, =SxPt xt,∀   
( ) 1, <SxPtLa possibilité doit être autorisée dans la théorie (comme c’est le cas dans la théorie 

stochastique des particules quantiques). La signification intuitive est que  repré-
sente la probabilité que notre particule de Markov soit disparue au temps t. il est convenable 
d’adjoindre à S un état de mort  générant une extension 

( SxPt ,1− )

∂=∂ USS ˆ . Soit S  la plus petite ∂ ∂

{ }tPalgèbre contenant S et{ . La famille de fonctions de transition}∂−σ  s’étend de façon 
naturelle  à une famille de fonctions de transition{ }+∂

tP  sur ( S,∂S ): pour , 0≥t∂

(i)    ( ) ( SxPxP tt ,1ˆ, −=∂+∂ ) ( )0, ≥∈ tSx  ; 
(ii) , la masse unité en ( ) ∂

+∂ =•∂ εˆ,tP ∂  ; 
(iii)    sur ( ) ( ••=••+∂ ,ˆ, tt PP ) S . ×S
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     Soit  l’espace de toutes les fonctions mesurables bornées de S vers R. Relativement à 
la fonction de transition (temporellement homogène) 

( )SBb

( )AxPt , , nous définissons l’opérateur de 
transition  sur  par  ( )SBbtT

( )SBf b∈( ) ( ) ( )∫= dyxPyfxfT tt ,   pour tout et , 0>t

et . Alors l’équation de Chapman-Kolmogorov entraîne que { } est un 
semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur

( ) ( )xfxfT =0 0, ≥tTt

( )SBb , i.e., tsts TTT +=o  pour tous . 0, ≥ts
     Nous disons qu’un processus de Markov X est symétrique (en dualité dans le contexte de la 
mécanique quantique, introduit au chapitre 5.) si pour toutes fonctions , ( )SCgf c∈,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫= dxxfTxgdxxgTxf tt μμ(6)                                            , 

où  représente l’espace de toutes les fonctions continues sur S à support compact (i.e., 
nulles en dehors d’un compact donné). 

( )SCc

( )dRC0     Maintenant, pour des raisons de simplicité, nous assumons et soit dRS ⊆  l’espace 
de Banach des fonctions continues sur dR qui tendent vers 0 à l’infini), muni de la norme de 
la convergence uniforme ( )xff

Sx∈
= sup . 

( ) SxPRttX x ∈∈ + ,,,=XDéfinition 1. Un processus de Markov { } est appelé un processus 
de Feller si { } est un semi-groupe de Feller, i.e., pour chaque ( )dRCf 0∈0, ≥tTt  , 

( )d
t RCfT 0∈(i)  pour tout  ; 0≥t

.0lim
0

=−
→

ffTtt
(ii)  

( )dRC0( )SBbEn outre, si pour tout ,  est une application detT0≥t  vers , alors { } est 
appelé un semi-groupe de Feller fort et le processus X est appelé un processus de Feller fort. 

0, ≥tTt

     Le générateur infinitésimal A du semi-groupe { } est défini par  0, ≥tTt

t
uuTAu t

t

−
=

→0
lim ( )ADu∈∀ , , 

où  

( )
t

uuTRCu t
t

d −
∈

→00 lim:( ) =AD {  existe par rapport à } •

( )( )ADA,est appelé le domaine de A. l’opérateur  est un opérateur défini clos (i.e., son image 
reste dans ( )dRC0 ( )dRC0) et dense dans , et détermine { } de façon unique. 0, ≥tTt

( )•,xPt μ     Quand la fonction de transition  est absolument continue par rapport à la mesure  
(i.e., celle-là s’annule aussi pour chaque Borélien pour lequel celle-ci s’annule) sur ( S ), X 
possède une densité de transition qui sera notée par

,S
( )yxpt , . Par conséquent, pour tout Sx∈ , 

et ∈A S , 
( ) ( ) ( )∫= dyyxpAxP tt μ,, . 

Une condition suffisante pour l’existence d’une densité de transition est que X possède la 
propriété de Feller forte ; voir Hawkes (1972).  
     En second, nous rappelons la définition des processus de Markov auto-similaires, lesquels 
étaient en premier introduits et étudiés par Lamperti (1972) pour les processus de Markov sur 

 sous le nom semi-stable. Plus tard, Graversen et Vuolle-Apiala (1986) ont considéré 
des processus de Markov auto-similaires sur 
[ )∞,0

dR dRou \{0} et ont cherché les connections 
entre les processus de Markov auto-similaires multidimensionnelles et les processus de Lévy. 
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     Nous assumerons toujours, sauf mention du contraire, que l’espace des états ( S ) est,S dR , 
dR \{0} ou , munis des dR+ −σ algèbre de Borel usuelle. Soit ∂  un point adjoint à S comme 

point isolé (état de mort) et soit une constante. Un processus de Markov temporellement 0>H
Homogène { } à valeurs dans( ) SxPRttX x ∈∈ + ,,, { }∂US=X  est appelé processus de 
Markov H-auto-similaire (H-self-similar Markov process) si sa fonction de transition 

 satisfait : ( AxtP ,, )
( ) ( )xAxP A1,,0 = ∈∈ ASx ,(7)                                               pour tous S , et  

( ) ( )AaxaatPAxtP HH ,,,, =(8)                               pour tous et Sxat ∈>> ,0,0 ∈A S, 
où pour  quelconque {Rc∈ =̂cA Axcx ∈: }. La constante H est appelée l’indice de l’auto-
similarité de X. les conditions (7) et (8) sont équivalentes à 

d
=(9)                                        { }( ) SxPttX x ∈≥ ,,0, ( ) SxPtatXa xaH H

∈≥− ,,0, }{  

où signifie que les processus X et Y possèdent les mêmes distributions de dimension 
finie. Si (8) est la seule condition vérifiée pour une constante , alors X est dit semi-auto-
similaire avec indice H. Une telle constante  est dite époque du processus (cf. Sato 
(1999)) et ceci est souvent utile dans les démonstrations des théorèmes de convergence pour 
X. Voir, par exemple, Fkushima et al. (1999), Wu et Xiao (2002b).       

YX
d
=

1>a
1>a

   
      
2. Mouvement Brownien 
 
1.  étant  un espace de probabilité donné, nous donnons ci-après la définition d’un 
processus stochastique des plus importants, accompagnée de quelques résultats pour le moins 
saisissants dont les preuves peuvent être trouvées dans L.C.G. Rogers et D. William (1997). 

( PF ,,Ω )

     Tout d’abord, je me permets , avant de présenter la définition de cet objet mathématique 
qu’est le mouvement Brownien, et quelques-unes de ses propriétés saisissantes, d’oser donner 
une réflexion sur celui-là : le mouvement Brownien, qui est un processus stochastique, est en 
raison de sa définition mathématique continu et nulle part différentiable en ce sens que si l’on 
représentait sa trajectoire comme le déplacement d’une particule ponctuelle sur un plan et 
dans le temps, alors celle-là ne disparaîtrait jamais du regard de celui qui est en train de 
l’observer quelque petit qu’il soit, et ne monterait jamais avant d’être descendue. Par 
conséquent, je le crois, tout comme les courbes fractales (cf.chapitre 2), une illusion 
mathématique causée par l’adoption des mathématiques modernes de la notion de l’infini qui 
est en fait inconcevable de quelque manière que ce soit par l’homme ; on ne peut pas, par la 
définition même mathématique du mouvement Brownien, concevoir l’espace d’un instant ce 
qu’est sa trajectoire (son mouvement). Cependant, on pourrait dire qu’elle est fort probable 
passée par tel endroit à tel instant… 
 
Définition 1.1.  Un processus stochastique à valeurs dans R (pour le mouvement Brownien 
dans , voir chapitre 4), {  est un mouvement Brownien s’il a les propriétés : }dR +∈RtBt :

( )ω0B(1.2)    ( )i = 0 ; 
( )ωtBt a              L’application ( )ii  est une fonction continue de  pour tout +∈Rt ω  ; 

{ }tuBu ≤≤0:          Pour tout  est indépendante (v.a) de ( )iii tht BBht −≥ +,0, , et a une 
distribution Gaussienne de moyenne 0 et de variance h. 
       Les conditions (1.2)  et  sont les plus importantes ; si  est un 
mouvement Brownien, {

{ }+∈= RtBB t :( )ii ( )iii
}+∈+ RtBt :ξ  est regardé comme étant un mouvement Brownien  de 
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ξpoint de départ  ; le point de départ ξ  peut être une valeur réelle fixe, ou une v.a 
indépendante de B. 
      Le fait de savoir ce qu’est un mouvement Brownien est sans doute bien moins important 
que de savoir ce pour quoi on l’étudie. Il est donné ci-dessous quatre raisons principales 
justifiant ceci : 

◊ Virtuellement, toute classe de processus stochastiques intéressantes contient 
le mouvement Brownien : celui-ci est une martingale, un processus Gaussien, 
un processus de Markov, une diffusion, un processus de Lévy,…; 

◊ Le mouvement Brownien est suffisamment concret permettant de faire 
explicitement des calculs. 

◊ Le mouvement Brownien peut être considéré comme un outil de 
construction ; en effet, les résultats les plus importants sur le mouvement 
Brownien disent que généralement, les processus dans certaines classes 
peuvent être obtenus en faisant une séquence de transformation sur le 
mouvement Brownien ; 

◊ La dernière mais pas des moindres, le mouvement Brownien est en soi un 
beau et riche objet mathématique. 

Théorème 1.3.   Existence et unicité  
         Il existe un espace de probabilité sur lequel il est possible de définir un processus 

 ayant les propriétés suivantes : ( ) 10 ≤≤ttB
( )ω0B           ( )i = 0 ; 

[ ]1,0∈t( )ωtBt a          L’application ( )ii ω est une fonction continue de  pour tout  ; 
 est indépendante de{ }tuBu ≤≤0:        Pour tout ( )iii st BBts −≤≤≤ ,10 , et a une 

distribution Gaussienne , ( )stN −,0 étant la variance. st −
Preuve : (cf. [197]).   Cette référence nous donne une preuve due à Ciesielki qui est en fait 
l’ultime raffinement de l’idée originale de Wiener de représenter le mouvement Brownien 
comme étant des séries de Fourier aléatoires.  
 
Corollaire 1.4.  Il existe un espace de probabilité sur lequel le mouvement Brownien peut être 
défini. 
       L’idée est simple ; nous pouvons construire sur un espace de probabilité donné des copies 
du processus donné dans le théorème 1.3 et les combiner ensemble pour avoir un processus 
comme énoncé dans la définition 1.1. 

( ) Nn
n
tB ∈      En effet, si l’on note ces copies en question par  , on peut définir  comme 

suit  
( ) 0≥ttB

[ ]
[ ]

[ ]

∑
−

=
−+=

1

0
1

t

j

t
tt

j
t BBB . 

Note :   L’unicité dans le théorème 1.3. est dans le sens des distributions ; le mouvement 
Brownien peut donc être regardé comme étant un élément aléatoire à valeurs dans ( )RRC ,+  
auquel est associé la mesure de probabilité dite mesure de Wiener sur ( )RRC ,+ ( )RRC ,+.(  
étant l’ensemble de toutes les fonctions continues de R+ dans R). 
 
2. Le mouvement Brownien est une martingale 
     Soit  un mouvement Brownien, et définissons  { 0: ≥tBt } tℑ  = ( )tsBs ≤,σ . Alors, nous 
montrons facilement que ( est une martingale, en rappelant qu’un processus ) 0, ≥ℑ tttB
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stochastique  est dit une martingale (resp. sous-martingale, sur-
martingale) si les 

( ) { }( 00 ,,, ≥≥Ω= tttt FXPX )
tX   sont intégrables, adaptées, et on a : 

( ) ttst XFXE =+ / 0, ≥∀ st(4.10)                                      p.s.      
( ) ( ) 0,..,/,/ ≥∀≤≥ ++ tsspXFXEXFXE ttstttst(resp. ) 

Puisque  suit une loi normale centrée de variance st BB − st − , indépendamment de , nous 
avons  

sℑ

( ) sst BB ℑ− /2E , st −=[ ]
mais  

E [ ]( ) sst BB ℑ− /2 E= [ ] , stB ℑ/2 2
sB−

Il résulte alors que  
( ) sBtBE sst −=ℑ− 22 / . 

Nous concluons que  
(2.1)                                              est une martingale tBt −2

Ce simple  fait est un élément fondateur des intégrales stochastiques (cf. chapitre : 4) ; une 
fois la théorie développée, il sera possible de prouver la réciproque de  (2.1) :   
 
Théorème 2.2.   Lévy. 
       Soit  une martingale continue (i.e., à trajectoires continues),  et supposons 
que  

( ) 0≥ttX 00 =X

 est une martingale tX t −2

Alors X est un mouvement Brownien. 
Le théorème 2.1. ne précise pas par rapport à quelle filtration { } 0≥ttF  X est une martingale, 
ceci n’est pas nécessaire ; si X est une martingale par rapport à { } 0≥ttF et satisfait les 
hypothèses du théorème 2.2 alors X est un { } 0≥ttF -mouvement Brownien en ce sens que X 
satisfait (1.2) (  -  et la condition forte : )i ( )ii

(1.2)  Quelque soit ( )′iii tht XXht −≥ +,0,  est indépendante de et a une distribution 
normale de moyenne nulle et de covariance h. 

tF

Un résultat important découlant aussi du théorème 2.2 dit que : 
 

P 1=−∞=∞=
∞→∞→ tttt

BB inflim,suplim{ }  

Nous montrons également et facilement que  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ − tBt

2

2
1exp θθ(2.3)                                       est une martingale. 

 
3. Le mouvement Brownien est un processus Gaussien 

( ) TttX ∈        Dans le cas général, un processus  indexé par un ensemble T (à valeurs dans R) 
est un processus Gaussien si, pour tout n-uplet ( ) n

n Ttt ∈,,1 K , la loi de  est 
Gaussienne multivariable (à valeurs dans 

( ) ( )( )ntXtX ,,1 K
nR ). La loi de X est ainsi définie par les fonctions : 

( ) ( ) ( )tst XXtsEXt ,cov,, == ρμ  
( ) ( )( )ntXtX ,,1 K(ceci veut dire que nous pouvons déterminer la loi de  pour tous 

 , une fois 0=μTtt n ∈,,1 K μ ρ et  données). On assume sans perte de généralité que . 
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        Il est évident que ( ) 0≥ttB  est Gaussien de moyenne nulle et de covariance  
( ) 0,,, ≥∧= tststsρ(3.1)                                               

Réciproquement, nous affirmons que tout processus ( ) 0≥ttX  continu à droite à valeurs dans R, 
qui est Gaussien de moyenne nulle et de covariance (3.1), est un mouvement Brownien.  Cette 
propriété permet de vérifier rapidement si un processus est un mouvement Brownien, et les 
quatre exemples simples mais importants suivants servent d’illustration à ça : 
(3.2) le processus (  est un mouvement Brownien ; ) 0≥− ttB

( atat BB ≥)−(3.3) pour tout , le processus  est un mouvement Brownien ; 0≥a
( )

0/ 2,0
≥

≠
tct

cBc(3.4) pour tout  est un mouvement Brownien ; 

(3.5) le processus ( ) 0
~

≥ttB  défini par  

0,~
0~

/1

0

≥=

=

ttBB

B

tt

 

est un mouvement Brownien. 
      Les preuves de ces propriétés sont triviales, à l’exception de la preuve de la continuité au 
point 0 de B~ . Mais ceci n’est pas difficile, nous avons 

=F~ 0~ →B{ } {
[ ]

IU I
In m mQq /1,0∈

= nBq /1~ ≤ }, 

puisque B~  est certainement continu sur ( )∞,0 . Mais les processus ( ) 0
~

>ttB  et ( )  sont 
continus et ont la même distribution (il sont Gaussiens de même covariance), donc 

0>ttB

( ) ( ) 1~ == FPFP  
où { } {=F

[ ]
IU I

In m mQq /1,0∈

= nBq /1≤0→B }   , lequel événement, par définition, est certain. 

La propriété (3.5) donne le résulte saisissant suivant. 
 
Lemme 3.6.  Nous avons  

P ( −∞=+∞= ttt
t

BB inf,sup ) 1=  

Le lemme 3.6. implique directement que, presque sûrement, pour tout ,Ra∈ { } n’est 
pas majoré. Ainsi, le mouvement Brownien est récurrent  - il revient à son point de départ. 

aBt t =:

 
4. Le mouvement Brownien est un processus de Markov 
      Le mouvement Brownien  est un processus de Markov (homogène dans le temps) ; pour 
toute fonction Borélienne bornée  et  RRf →: 0, ≥ts

( )[ ] ( )stsst BfPBfE =ℑ+ /(4.1)                                             P-p.s., 
où le semi-groupe de transition ( )   est défini par 0≥ttP

( ) ( ) 0, >∫
+∞

∞−

tdyyfyxpt  

                               ( ) =xfPt  
( ) 0=txf                                                       , 
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( ) ( ) ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−= −

t
yxtyxpt 2

exp2,
2

1πoù    est la densité de transition Brownienne. La propriété 

de Markov (4.1) est immédiate de la définition du mouvement Brownien. Il est facile de 
s’assurer que  est un semi-groupe vérifiant l’équation dite de Chapman-Kolmogorov : ( ) 0≥ttP

( )0, ≥==+ tsPPPPP tsstst(4.3)                                           . 
La propriété de semi-groupe (4.3) entraîne que l’on doit avoir dans un sens  

( ) PPP
sdt

dP
tsts

t =−= +→

1lim
0

G  = G  P , (4.4)                                       

où  

( )11lim
0

−
→ ss

P
s

G =  

est le générateur infinitésimal de . Or,  si l’on prend ( ) 0≥ttP ( )RCf b
2∈ 1 alors 

( )( ) ( ) ( )
∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−+
=−

→→
R

ttt

dyy
t

xftyxfxffP
t π22

explim1lim
2

00
 

( ) ( ) ( )∫ ′′=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +′′+′=

→
R

t
xfdyytyxfxfty

t 2
1

22
exp

2
11lim

2

0 π
θ  

( 1,0∈(où )θ ty dépend de ). Ainsi le générateur infinitésimal  du mouvement Brownien est  

2

2

2
1

dx
dG = , 

( )RCb
2du moins quand il est appliqué à  . 

( )RCf b
2∈ ,  De (4.4), nous trouvons que, pour

( ) =
∂
∂ xfP
t t ( ) (xfPt

″
2
1 ) G P  f(x) = . t

Ce qui conduit à l’équation de retour de Kolmogorov (Kolmogorov’s backward équation) 
pour la densité  de transition du mouvement Brownien : 

( ) ( )yxp
x

yxp
t tt ,

2
1, 2

2

∂
∂

=
∂
∂ . 

Utilisant la deuxième partie de (4.4), il nous vient : 

( ) tt PxfP
t

=
∂
∂ ( )xfPt ′′

2
1

G f(x) = , 

et en intégrant par partie, nous obtenons l’équation dite équation d’avancement de 
Kolmogorov (pour la densité de transition du mouvement Brownien : 

( ) ( )yxp
y

yxp
t tt ,

2
1, 2

2

∂
∂

=
∂
∂  

Cette équation est bien connue en physique ; elle est dite équation de diffusion (cf.chapitre :5), 
parce qu’elle détermine le flux de chaleur physique. 
 
5. Insertion de Skorohod (Skorohod embedding) 
    Avant tout, nous donnons la définition d’une marche aléatoire qui se trouve être une suite 
de v.a telles que, pour  : ( ) 1≥nnS 0≥n

                                                 
1  est l’ensemble de toutes les fonctions deux fois continûment différentiables bornées. ( )RCb

2
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∑
=

=
n

i
in XS

1

, 

où les sont des v.a indépendantes et identiquement distribuées, de variance finie. nX
     Dans bien des cas, une marche aléatoire de moyenne nulle et de variance finie se comporte 
comme un mouvement Brownien et nous allons voir ça plus précisément. 
Nous supposons que F est la distribution des déplacements de la marche aléatoire ; ainsi 

( )∫
+∞

∞−

= 0dxxF ( )∫ ∞<= 22 σdxFx,  . 

 
Le but est de trouver un temps d’arrêt T pour un mouvement Brownien tel que : 
(5.1)                                  a une distribution F    et      2σ=ETTB
     Nous donnons tout d’abord la proposition suivante qui en réalité servira d’outil à la 
démonstration du théorème confirmant l’existence de cette propriété (5.1). 
 
Proposition 5.2.   Si ( ){ }baBt t .:inf ∈=τ , où  sont fixés, alors ∞<τ  p.s., et  ba << 0

( )
ab

abBP
−
−

==τ(5.2)    ( )i , 

          ( )ii abE =τ . 
      Nous définissons ensuite l’élément aléatoire qui prend le couple de valeurs βα << 0  
suivant la distribution 

( ) ( ) ( ) ( )daFdbFabdbda −+−= γμ , , 
[ ) ( )0,,,0 ∞−∞où  sont respectivement les restrictions de F à ±F  et 

( ) ( ) ( )∫ ∫∫
∞

∞−
−+

− =−==
0

0
1

2
1 dxFxdaaFdbbFγ . 

Puis posons, 
inf=T ),(: βα∉uBu{ }. 

 
Théorème 5.3.   Insertion de Skorohod : La loi de  est F, et  2σ=ETTB
    Nous savons maintenant comment exprimer une marche aléatoire en fonction du 
mouvement Brownien ; nous prenons TT =1  comme décrit plus haut, puis effectuons la 
même construction pour le mouvement Brownien ( )

011 ≥+ −
tTtT BB ( ce fait énoncé ci-dessous 

repose sur la propriété de Markov forte du mouvement Brownien ) pour obtenir un temps 
d’arrêt  de moyenne  et tel que 2T ′ 2σ

121 TTT BB −′+  possède une distribution F. Maintenant, 
posons  et procédons de manière similaire pour le mouvement 
Brownien

212 TTT ′+=
( )

022 ≥+ −
tTtT BB . Nous arrivons à la fin à construire une suite de temps d’arrêt  

 , qui vérifie le résultat suivant. L≤≤≤= 210 0 TTT
 
Théorème 5.4.  Le processus ( ) ( )( ) 00 ≥≥ = nnnn TBS  est une marche aléatoire associée à la 
distribution de déplacement  F et . 2σnETn =
 
6. Principe d’invariance de Donker .    Soit F une fonction de distribution de moyenne nulle 
et de variance 1. Utilisons le théorème 5.4. pour obtenir une marche aléatoire associée à F. 
Maintenant, définissons pour chaque n la fonction aléatoire  
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n
kt

n
k 1+

≤≤( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+−= + t

n
kSnktntS k

n 1/ 1
2/1(6.1)                               ,   

n
kt

n
k 1+

≤≤ ,  est le segm- ( )tS nCeci est une fonction continue par morceaux linéaires (pour

kSn 2
1

−

n
kt =ent d’extrémité  et ), égale à en chaque point de la forme . 

kTB
1+kTB

Théorème 6.2.   Principe d’invariance de Donker. 
( )( ) 10 ≤≤t

n tS ( ) 10 ≤≤ttB       Le processus  converge faiblement vers  quand  en ce sens que 
pour tout

∞→n
( )ε00 nn =0>ε , il existe un  assez grand tel que pour ,  0nn ≥

( ) ( ) ( ) εε ≤⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ >−

≤≤
tBtSP nn

t0
sup(6.3)                                  

( )nB  est un mouvement Brownien ; en fait, nous définissons où 
( )

nt
n

t BnB 2
1

−
=  

Note : Ce théorème nous permet pour le moins de saisir intuitivement la notion du 
mouvement Brownien comme étant une limite faible de marches aléatoires. 
 
7. Martingales exponentielles et les distributions du premier-passage 
     Nous utiliserons la martingale exponentielle (Brownienne) (2.3) pour en tirer la loi de  

{ }xXtH tx =>= :0inf     ( )0>x , 
où   est mouvement Brownien (à tendance) ctBX tt +=

. Nous affirmons de (2.3) que       Fixons un 0>λ
( ) ( )[ ]tcBtX tt θλθλθ −−=− expexp  

est une martingale si tant est que  
2

2
1θθλ =− c . 

Ceci étant, 
( )βα << 0cc −++= λβθ 22 , ou  λαθ 22 +−−== cc     

Ainsi la martingale ( tBX t )λ−exp  est bornée sur [ ]xH,0  , donc nous pouvons utiliser le 
théorème de l’échantillonnage optionnel (voir [196]) pour conclure que  

( )( )[ ] xHx
xx EeeHHBXE λβλ −=−= exp1 , 

de quoi 
( ){ }ccxEe xH −+−=− λλ 2exp 2  (7.1)                                  

La transformée de Laplace ∗  peut être explicitement inversée pour donner  

( ) ( )[ ]tctx
t

xdtdtHP x 2/exp
2

/ 2

3
−−=∈

π
 

de (7.1), nous concluons en prenant la limite quand que : 0↓λ
 

( ) =∞<xHP
0
01

2 <
≥

− ce
c

xc   
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Ainsi, si la tendance est négative ( )0<c , le mouvement Brownien à tendance, avec une 
probabilité positive, échouera à atteindre le niveau x fixé à l’avance. (ceci n’est en fait pas 
surprenant, puisque ). cXt sp

t ⎯→⎯− .1

 
8. Propriété des trajectoires du mouvement Brownien   
   Les trajectoires du mouvement Brownien sont on ne peut plus fascinantes, et les résultats 
énoncés ci-dessus attestent de cela. 
 
Théorème 8.1.  Presque sûrement, B n’est nulle part continu Lipchitzien. En particulier, B 
n’est nullement différentiable partout. 
Par ailleurs, nous avons le résultat suivant (voir Mackean, H.P. Stochastic integrals) 
 
8.2 Théorème : Lévy. 

( )[ ]
11

/1log2
supsuplim

2
1

100
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−+

≤≤↓ δδ

δ

δ

tt

t

BBP . 

Ce résultat doit être comparé à la loi du logarithme itéré : 
 

( )[ ]
11

/1loglog2
suplim

2
10

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
↓ tt

BP t

t
. 

Nous énoncerons ce résultat comme théorème; notons que, encore que la loi du logarithme 
itéré soit vérifiée presque en tout point de la trajectoire, le théorème 8.2 nous assure qu’il y a 

des endroits où l’oscillation est plus grande que ( )[ ]2
1

/1loglog2 δδ . 
Une autre propriété frappante de la trajectoire du mouvement Brownien se traduit par : 
 
Théorème 8.3.   Presque sûrement, le mouvement Brownien n’a aucun point de croissance : 

[ ]( ) 0,0,:0,0 =∈∀≤≤>>∃ +− δδ hBBBsP hsshs . 
 
9. La propriété de Markov forte 

( ) 0≥ttBThéorème 9.1.  Soit  un mouvement Brownien sur un espace de probabilité filtré 
 , et soit T un temps d’arrêt fini. Alors le processus { }( PFF t ,,,Ω )

( ) 0, ≥−= + tBBB ttT
T

t  
est un mouvement Brownien indépendant de . TF
 
10. Réflexion.   L’idée de base de la réflexion du mouvement Brownien trouve son origine 
dans la notion de marche aléatoire symétrique simple. Pour , définissons Ra∈

{ }aBtH tx =>= :0inf  
Théorème 10.1.   Fixons . Le processus Ra∈

=tB~     
at

at

HtBa
HtB

≥−
<

2
est un mouvement Brownien. 
 

( ) 0≥ttB11. Mouvement Brownien Réfléchissant et temps local.  Si  est un mouvement 
Brownien, alors un mouvement Brownien réfléchissant est un processus stochastique 
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tBidentique en loi à ( ) . Celui-là est un processus continu non négatif et est en fait aussi un 
processus de Markov. La propriété de Markov n’est pas immédiate, parce que nous avons pris 
une fonction d’un processus de Markov (

0≥t

xx a , en l’occurrence), qui n’est pas en général 
Markovien. Le résultat suivant précise ce fait. 
 

2 Lemme 11.1.   Soit (S,S) et ( , S’) deux espaces mesurables et supposons que la fonction 
mesurable (S,S)→  (  ,S’) est surjective, que

S ′
( ) 0≥ttPS ′:Φ  est un semi-groupe de transition de  

Markov fort et que  est une collection de noyaux de probabilité sur S’ tels que, pour 
tout b S’ (l’ensemble des fonctions bornées S’-mesurable), 

( ) 0≥ttQ
∈f

( ) ( ) Φ=Φ oo fQfP tt(11.2)                                          . 
Alors  est un semi-groupe de transition de Markov, et si X est processus de Markov 
associé au semi-groupe de transition 

( ) 0≥ttQ
( ) 0≥ttP ( )XΦ alors  Markovien associé au semi-groupe 

de transition . ( ) 0≥ttQ
× [ ]1,0→ ( )•,xQS ′(Un noyau de probabilité Q sur  est une application Q : S ′  telle que  est   S’’

( )AQ ,•Sx ′∈  est mesurable pour chaque A ∈  S’).  , et une mesure de probabilité pour chaque 
      Dans notre cas, le semi-groupe de transition est le semi-groupe Brownien (4.2), et 

( )+∈ RCf b( ) xx =Φ . Si nous définissons, pour , 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )∫∫
∞

−
∞

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−=−+=

0

22
2/1

0

cosh2
2

exp2,, dyyf
t
xy

t
yxtdyyfyxPyxPxfQ ttt π  

Alors il est trivial de vérifier (11.2). 
BLa propriété de Markov forte de  découle de celle du mouvement Brownien, comme tout 

temps d’arrêt pour la filtration de  est un temps d’arrêt pour la filtration de B. B
( ) 0, ≥− tttt BSS   Maintenant, considérons le processus  , lequel est un  processus de Markov 

fort continu dans .(( )2+R ( )tuBS ut ≤= :sup ). Pour voir la propriété de Markov forte, 
observons que, pour tout temps d’arrêt fini T, 

( ) ( ) ( )( )ttTTtTTtTtTtT BSBSSBSBSS ~~,~, −∨−+∨=− +++(11.3)                 

{ }tuBS ut ≤= :~sup~ B~TtTt BBB +=
~où  et . Comme  est indépendant de , la loi du future de 

 si  est donnée, dépend seulement de 
TF

( ) ( )TT BS ,BSS −, TF . On montre en se basant sur les 
résultat vus précédemment que S-B est simultanément un processus de Markov et un 
mouvement Brownien réfléchissant associé au même semi-groupe de transition. Nous 
énonçons maintenant un fait important découvert par Lévy disant qu’en regardant la trajectoire 
de S-B, nous pouvons connaître S. En effet, fixons et définissons 0>ε

{ }ε>−= uu BSuT :inf  
Alors il n’est pas difficile de voir que  doit avoir une distribution exponentielle de 
moyenne

TS
ε . Ensuite, définissons 
( ) ( ) ( ){ } ( ){ }0:inf,:inf,0 11 =−>=′>−′>==′ + uunnuunn BSTuTBSTuTT εεεεε , et 

( ) ( ){ }tTktU k ≤= εε :sup,  
( )ε,•U  est croissante pour toutNotons que 0>ε , et qu’en utilisant la propriété de Markov 

forte les v.a ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )K,,, 23121 εεεεε TSTSTSTSTS −−  sont indépendante et  

                                                 
2 « Soit » étant là une conjonction doit donc rester invariable ! 
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ε . Ainsi identiquement distribuées de distribution exponentielle de moyenne
( ) ( )( ){ }aTSkHU ka ≤= εε :sup,  

ε
a . Puis pour a fixé, considérons  aura une distribution de Poisson de moyenne

( )n
a

n
n HUZ −−= 2,2  

( nkZ nn ≥=ℑ : )σ ( )nnZ ℑ,qui a une moyenne a . Si , nous affirmons que  est une martingale 
inversée (i.e., ( ) nnn XXE =ℑ− /1 ),  et que  

3
∞→ ZZ n   p.s et en  1L . 

 ; mais , 4aZaEZ L
nn ⎯→⎯=

2

,02var →= −n
n aZaEZ =∞Ce qui nous assure que , 

impliquant que  p.s. Somme toute, aZ =∞

( ) aHU n
a

n

n
=−− 2,2lim   p.s. 

Il vient alors que  
 

( ) aHU n
a

n

n
=−− 2,2limP(  pour tout ) = 1, +∈Qa

( )ε,•Uet comme  est croissante, nous concluons que  
( ) t

n
a

n

n
SHU =−− 2,2limP(  pour tout ) = 1 0≥t

BPar ailleurs,  ayant la même distribution que BS −  , nous pouvons alors lui appliquer la 
même construction, et par conséquent obtenir un processus (unique) appelé temps local 
Brownien. 
 
Théorème 11.4.  Lévy. 
     Il existe un (unique) processus croissant continu l tel que tt lB −  est un mouvement 

Brownien. Le processus l croît seulement quand 0=B  et peut être exprimé en fonction de 

B  par la formule 

( )nn

nt tUl −−= 2,~2lim   

( ε, )~ tU  est défini comme précédemment pour B . où  
 
12. Loi du logarithme itéré 
Théorème 12.1. 
       étant un mouvement Brownien. Alors, on a  ( ) 0≥ttB

( )[ ]
11

/1loglog2
suplim

2
10

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
↓

tt

B
P t

t
 

ou ce qui revient au même par la propriété (3.5) de l’inversion du temps 

( )[ ]
11

/1loglog2
suplim

2
1 =

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
∞↑

tt

B
P t

t
. 

                                                 
3 l’ensemble des fonctions intégrables muni de la norme usuelle 
4 Cette notation signifie que la convergence est au sens de la norme usuelle de l’ensemble des fonctions de carré 
intégrable . 2L
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Chapitre 2. Courbes et dimension fractale 
 
 
 
 
 
 
      Dans ce chapitre basé sur la référence [236] contenant les preuves de tous les résultats et 
propriétés énoncés ci-dessous, nous ferons une rapide présentation assez simpliste des notions 
de courbes et de dimension (fractale) dans le cas déterministe, accomplissant le rôle de 
fondement pour une reformulation ultérieure adaptée au cas aléatoire qui nous intéresse, et 
ornée d’illustrations afin de faciliter l’assimilation de ces concepts faisant office d’outils 
analytiques servant en fait à essayer de comprendre un tant soit peu de quelle manière une 
courbe, ou plus généralement un ensemble quelconque, occupe l’espace. Nous entendrons 
alors la mesure dans le sens de longueur, sauf mention du contraire. La longueur d’un 
intervalle u est  . ( )uL
 
1. Notions élémentaires  
1.1. Ensembles fermés et intervalles contigus 

[ ]baI ,= ] [ba,       La longueur d’un intervalle  ou , est  
( ) abIL −=  

La longueur  d’un ouvert V  se calcule sans plus de difficulté : un tel ensemble est soit 
un intervalle, soit une réunion d’intervalles ouverts disjoints. Il suffit donc de faire la somme 
des longueurs de ces intervalles. On en déduit la longueur des ensembles fermés de la façon 
suivante : 

( )VL

        Supposons un tel ensemble, F, inclus dans un intervalle [ ]ba, . Lorsque a est le plus petit 
élément de F, et b le plus grand, [  est appelé intervalle fondamental de F : c’est le plus 
petit intervalle contenant F. le complémentaire de F dans son intervalle fondamental est un 
ensemble ouvert. Il est donc formé d’intervalles ouverts disjoints , en quantité finie 
ou dénombrable. Nous appelons ces intervalles les contigus, relatifs à F. Selon la règle de 
Borel, on obtient : 

]ba,

K,, 21 CC

( ) ( )∑−−=
n

nCLabFL  

 Un point d’un ensemble fermé F est dit isolé s’il est le centre d’un intervalle ne contenant 
aucun autre point de F. Un ensemble composé de points isolés est dit discret.  

 
1.2. Ensembles parfaits 
Un ensemble parfait est un ensemble fermé, sans point isolé. 
Un ensemble  nulle part dense est un ensemble dont la fermeture ne contient aucun intervalle. 
 
Exemple : Ensemble de Cantor ou triadique  
         C’est à Cantor que revient le crédit d’avoir construit le premier fermé non dénombrable, 
mais ne contenant aucun intervalle. On l’obtient en ôtant à l’intervalle [  un premier 
contigu , qui est le segment [1/3,2/3]. Il reste deux intervalles fermés [0,1/3]  et [2/3,1], sur 
lesquels on répète la même opération, dans le rapport 1/3, et ainsi de suite. A la n-ème étape, 
on obtient une réunion de  intervalles fermés disjoints de longueur , à l’intérieur 
desquels on retire un contigu, centré au milieu, de longueur . 

]1,0

1C

n−3n2
13 −−n
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   Nous pouvons donner une généralisation de l’ensemble de Cantor. Ceci est l’opération 
consistant à ôter d’un segment quelconque, un contigu centré au milieu. Pour que cette 
construction soit possible, il faut donc que la suite ( )nl  des longueurs des contigus à enlever à 
chaque étape, vérifie 

12
1

1 ≤∑
≥

−

n
n

n l  

L’ensemble ainsi construit est parfait, dit symétrique. 
 
1.3. Représentation des parfaits par des arbres : intervalles blancs 
     Soit un ensemble parfait F, de segment fondamental [ ]1,0 . Pour tout entier n, on peut 
diviser cet intervalle en  intervalles dyadiques fermés, de longueur  : ce sont les 
intervalles de rang n. Parmi ceux-là, éliminons ceux dont l’intérieur ne contient aucun point 
de F. les autres contiennent au moins un point de F à l’intérieur, donc en fait une infinité 
puisque aucun point de F n’est isolé dans F ; appelons-les les intervalles blancs. Ces derniers  
possèdent quelques propriétés les rendant utilisables graphiquement : 

n2 n−2

◊ Quelque soit n, les intervalles blancs de rang n recouvrent F. 
◊ Tout intervalle blanc de rang n est inclus dans un intervalle blanc de rang n-1, 

et contient soit un soit deux intervalles blancs de rang n+1. 
D’où l’idée de représenter les intervalles blancs de rang n par des points, que l’on appelle 
sommets, reliés à ceux du rang n-1 par des segments, symbolisant la relation d’inclusion 
(figure 1) 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
Figure 1. 

 
 
2. Recouvrement et dimension  
2.1. Ensemble de mesure nulle 
       Un ensemble linéaire est dit de mesure nulle si, pour tout 0>ε , on peut trouver des 
intervalles  (en quantité finie ou dénombrable), tels que K,, 21 uu

( )∑ ≤

⊂

n
n

n
n

uL

uE

ε

U
 

ou de manière équivalente (cf. [236]), l’ensemble E est dit de mesure nulle, s’il peut être 
recouvert par une suite ( )nu  d’intervalles, dite recouvrement de Vitali, telle que 

(i) chaque point de E appartient à une infinité de ces intervalles ; 
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(ii)  . ( ) ∞<∑
n

nuL

2.2. On appelle ensemble épaissi ou saucisse de Minkowski de E, la réunion de toutes les 
boules  centrés en tout point de E : ( )xBε

( ) ( )U
Ex

xBE
∈

= εε  

[ ]εε +− xx ,Sur la droite, ces boules deviennent les intervalles . 
 
2.3. Occupation de l’espace et ordre de croissance 

( )( )εEL     La longueur de la saucisse de Minkowski, , d’un ensemble E, est d’autant plus 
grande que l’ensemble occupe davantage d’espace, vu à la précisionε . Lorsque E est un 
ensemble fermé de mesure nulle, cette longueur tend vers 0 avecε . Etant donné deux 
ensembles  de mesure nulle : 21 , EE
 
                       L’ensemble E  aura un degré d’occupation de l’espace 1

( )( )ε1EL                       supérieur à celui de E , si  tend moins vite vers 0 2 

( )( )ε2EL ε                       que   lorsque  tend vers 0. 
   
Note :                                    

(i) On dit que la fonction f positive tend vers 0 plus vite que la fonction g positive si 
( )
( ) 0lim

0
=

→ xg
xf

x
 

On dit aussi : l’ordre de croissance vers 0 de f est plus élevé que celui de g, et on écrit : 
ou  gf f fg p

(ii) On dit que f et g sont équivalentes s’il existe deux constantes et  telles que 
pour tout x, 

1c 2c

( )
( ) 210 c
xg
xfc <<<  

On dit aussi : les fonctions f et g sont du même ordre de croissance, et on utilise la 
notation  gf ≅
(iii) En fin, s’il existe une constante c telle que, pour tout x, 

( )
( ) c
xg
xf
≤ , 

on écrit 
gf f fgp ou  

 
2.4. Ordre de croissance et dimension 
      Est-il possible de quantifier la notion d’occupation de l’espace ? La réponse est 
affirmative, à condition de disposer d’une hiérarchie bien déterminée des ordres de 
croissance. Nous sommes toutefois ramenés à ne considérer qu’une famille restreinte de 
fonctions bien spécifiées qu’on appellera échelle de fonctions. 
   Une échelle de fonctions au voisinage de 0 est une famille de fonctions définies dans un 
voisinage de 0, sauf éventuellement en 0, telle que si f, g sont deux fonctions quelconques de 
cette famille : ou bien , ou bien , ou bien gf ≅ gf f . gf p
Nous pouvons citer quelques exemples d’échelles suivants :  
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Echelle logarithmique : 

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== ∗

+ ,,,,1log,, NnR
x

xxfF nn βα
β

α
βα  

nlog  signifie que le log est composé n fois. Cette famille peut se révéler utile dans certain cas 
d’analyse fine de courbes irrégulières, telles que la trajectoire du mouvement Brownien. 
Echelle des fonctions puissance : 

( ){ }0, >== αα
α xxfF  

La comparaison entre les fonctions de cette échelle est immédiate, car ceci revient à la 
comparaison des réels α  positifs.  
   Si l’on choisit cette échelle de référence, il existe un moyen très simple de calculer l’ordre 
de croissance d’une fonction quelconque, si cet ordre existe : la fonction f a l’ordre de 
croissance α  au voisinage de 0 si 

( )
α=

→ x
xf

x log
log

lim
0

 

Le degré d’occupation de l’espace d’un ensemble linéaire E est d’autant plus grand que 
l’ordre de croissance vers 0 de la quantité ( )( )εEL  est plus petit. Relativement à l’échelle des 
fonctions puissance, nous définissons donc la dimension fractionnaire à partir de l’ordre de 
croissance, en posant 

( )( )εELDimension de E −=1 (ordre de croissance de ) 
ΔLorsque cet ordre de croissance existe. Notant la dimension , nous avons, lorsque la limite 

existe : 
( )( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=Δ

→ ε
ε

ε log
log1lim

0

EL
 

 
2.5. Formulation équivalente de la dimension 

( )εNε ε        Supposons que, pour tout , E puisse être recouvert par  intervalles de longueur , 
d’intérieurs disjoints, rencontrant tous E, si E comporte une infinité de points, ce nombre va 
tendre vers l’infini lorsque ε  tend vers 0. Par ailleurs, Quelle que soit la façon dont les 
intervalles sont choisis, on trouve 

( ) ( )
ε
ε

ε log
loglim

0

NE
→

=Δ . 

Nous avons également le lemme très utile suivant. 
 
Lemme : Pour toute suite ( )  de réels tendant vers 0, telle que nε

,1
log
log

lim
1

=
+n

n

n ε
ε

 

on a 

( ) ( )
n

n

n

N
E

ε
ε

log
log

lim=Δ  

( )Fnn ωω =Nous avons, par exemple, pour un ensemble parfait F, si l’on appelle  le nombre 
d’intervalles blancs, et comme la suite ( )n−2  vérifie bien la condition ci-dessus,  

( ) ( )
2log

lim
n

F
F n

n

ω
=Δ  
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Même formule pour un ensemble E quelconque, à condition de changer légèrement la 
définition de nω  : il faut prendre le nombre total d’intervalles dyadiques fermés rencontrant 
E. On peut aussi prendre des intervalles dyadiques semi ouverts à droite, ou bien à gauche. 
Ces variations ne changent rien à l’ordre de croissance de nω . 
 
2.6. Exemples de calcul de dimension 

( )( ) ( ) εε ∀≥ ,ELEL ( ) 1=Δ E, donc .  Si E est de longueur non nulle,
 Supposons que E est formé de tous les points de la suite , où 1),( ≥− nn β β  est un 

paramètre positif fixé. On peut y ajouter le point {0} si l’on veut un ensemble fermé. Soit 
 les longueurs des contigus. Lorsque ( ) 11 −−−− ≅+−= βββ nnncn nn cc ≤<+ ε21  

( )( ) ββ ε −− ≅++ nnn 21,0( )( ) ≅εEL  longueur de  
D’où l’on tire 

( )
1

1
1

1
+

=
+

−=Δ
ββ

βE  

 

2
1

<a Si E est un ensemble parfait symétrique, de rapport constant  i.e. . E 

se trouve recouvert par  intervalles de longueurs . Avec

( ) 121 −−= n
n aal

( ) nnaN 2=nan2 , on obtient 

( )
a

E
log

2log
=Δ . 

 
2.7. Quelques propriétés de la dimension 
       Nous supposons que  existe, en tant que limite, pour un ensemble E supposé  borné : ( )EΔ

1.  est monotone : si  est inclus dans , alors 1E 2EΔ
( ) ( )21 EE Δ≤Δ  

E  désigne la fermeture de l’ensemble E : 2. Si 
( ) ( )EE Δ=Δ  

3.  est stable : étant donnés deux ensembles et , 1E 2EΔ
( ) ( ) ( ){ }2121 ,max EEEE ΔΔ=Δ U  

4. Pour tout E sur la droite, 
( ) 10 ≤Δ≤ E  

( ) baEET +=5.  est invariante par homothétie : si Δ  est une telle transformation de la 
droite,  

( )( ) ( )EET Δ=Δ  
6.  est invariante par un type plus général de transformations : T peut être une 

application telle qu’en tout point x, 
Δ

( ) ( )( )
( ) 1

log
loglim =

−
−

→
→ zy

zTyT

xz
xy

 

2.8. Dimension supérieure et inférieure 
Nous avons supposé jusqu’à maintenant que le rapport  

( )( )
ε
ε

log
log EL
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convergeait. De façon générale, nous posons en gardant la notation  pour la limite 
supérieure : 

Δ

( ) ( )( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=Δ

→ ε
ε

ε log
log

1suplim
0

EL
E   dimension supérieure 

( ) ( )( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

→ ε
εδ

ε log
log1inflim

0

ELE    dimension inférieure                            

 
3. Cas bidimensionnel  
3.1. Courbes de longueur infinie  
     Dans cette section, nous notons la mesure de Borel dans le plan par A, et nous définissons 
une courbe Γ  comme étant l’image d’un intervalle [ ]ba,  (intervalle temporel) par une 
application continue ( )tγ , injective (pour queΓ soit une courbe simple), à valeurs dans le 
plan. La variable t qui parcourt  étant considérée comme le temps, [ ba, ] ( )tγ  est la position à 
l’instant t, et  est la trajectoire. Lorsque Γ Γ , entièrement parcourue dans le temps fini b-a, 
est de longueur infinie, la vitesse du mouvement le long de Γ  est nécessairement non bornée, 
et infinie en certain points. Il vaut mieux ne plus parler de vitesse .Cette notion est remplacée 
par celle de mesure sur  (ou espace du mouvement dans le contexte de la mécanique 
quantique, cf. chapitre : 5), mesure induite par la paramétrisation. Nous disons que (cf. [236], 
chapitre : 6. §2) que 

Γ

         
                La mesure de toute partie de la trajectoire   est le temps passé             Γ
                dans cette partie au cours du mouvement. 
 
     Il y a plusieurs façons de déterminer si une courbe est de longueur infinie : 

bttat k =<<<= +121 L◊ Etant donné réels 1+k , on  appelle courbe  polygonale d’appro- 
ximation de Γ  la courbe  formée de k segments  d’extrémités ( ) ( ) kitt ii ,,1,, 1 K=+γγkP . 
On dira que 

( )kPL                 est de longueur infinie si la longueur  tend vers l’infini. Γ
◊ Une autre caractérisation est possible grâce à la saucisse de Minkowski vue ci-dessus et 

définie par 
( ) ( )U

Γ∈

=Γ
x

xBεε  

Nous avons : 
 
Théorème 3.1.   Soit  une courbe simple, de longueur finie : sa longueur est donnée par  Γ

( ) ( )( )
ε
ε

ε 2
lim

0

Γ
=Γ

→

AL  

On dit donc que : 
( )( )

∞⎯⎯ →⎯
Γ

→0εε
εA

 est de longueur infinie si  Γ

 
 
3.2. Dimension 

     Les concepts vus précédemment s’étendent naturellement au plan, de façon à classer 
entre elles les courbes ou même entre eux tous les ensembles bornés du plan. Nous 
définissons la dimension (fractale) d’un ensemble E du plan par 
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( )( )εEA(ordre de croissance de ), −= 2dim E

 
lorsque cet ordre de croissance existe, celui-ci étant la limite du rapport 

( )( )
ε
ε

log
log EA

 

. lorsque 0→ε
Nous posons 

( ) ( )( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=Δ

→ ε
ε

ε log
log

2suplim
0

EA
E   dimension supérieure 

( ) ( )( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

→ ε
ε

δ
ε log

log
2inflim

0

EA
E    dimension inférieure                            

( )⋅Note : les quantités δ  et  auxquelles sont adjoints d’autres quantités ou indices 
introduits dans le chapitre 3, sont souvent appelées les indices d’entropie de Kolmogorov 
inférieur et supérieur. 

( )⋅Δ

On retrouve pour ces indices les mêmes propriétés de monotonie, de fermeture et de stabilité. 
On a aussi pour E dans le plan 

 20 ≤Δ≤
 est également invariante par certaines transformations T du plan (cf. [236]) :         Δ

 
( ) ( )ETE Δ=Δ  

 
La dimension inférieure possède également ces propriétés sauf celle de stabilité. 
 
3.3. Exemple de courbe de longueur infinie et de calcul de dimension 

( )θρ ,     Soit la spirale  (cf. figure :2) définie en coordonnées polaires  par Γ
( )

( )
t

t

tt
πθ

ρ α

2
=

=
      , 10 ≤< t

 
où 10 << α . On peut ajouter à cette courbe l’origine O (correspondant au paramètre ) 
pour obtenir un ensemble fermé. Chaque spire  correspondant aux valeurs  

0=t
kS

k
t

k
1

1
1

≤≤
+

 

αk
1du paramètre est de longueur finie, mais plus grande que  ; en effet, la courbe coupe l’axe 

de référence aux points de coordonnées polaires ( ) ( )πθρ α kk 2,, −= , donc la longueur de 

chaque spire  est plus grande que la distance de O au point αk
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

k
1γkS  (qui vaut ). Comme la 

série ∑
≥1

1
k kα   diverge, la courbe totale est de longueur infinie. 

( )1, +kk SSdist 1     La  spire, , a donc une longueur de l’ordre de , et èmek 1−−≅ αkα−kkS . 

                                                 
1 De manière générale, pour deux ensembles  et , nous écrivons  1E 2E
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( )εΓDonc si , la saucisse 1−−= αε k  se trouve composée : 

1
2
+α
α

ε1+− = α
α

α εk(i) D’un « noyau » de diamètre équivalent à , d’aire équivalente à . 

1
2

1 +− =⋅ α
α

α εε k(ii) et d’une « queue » d’aire équivalente à . 
 
Ainsi, noyau et queue sont du même ordre, et 

( ) ( )
1

2
1

22
+

=
+

−=Γ=ΓΔ
αα

αδ . 

Lorsque , la dimension tend vers 1. Lorsque1→α 0→α , elle tend vers 2, sans jamais 
l’atteindre avec ce type particulier de spirale ; pour obtenir ( ) 2=ΓΔ , il faudrait une fonction 

( )
t

t
log

1
=ρ( )tρ  qui tend vers 0 moins vite que toutes les fonctions puissance, telle . 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
Figure 2. 

 
3.4. Recouvrements classiques : boites et boules 
      Diverses formulations de la dimension ont été présentées dans le cas unidimensionnel 
pour les ensembles bornés de droite. Nous en donnons au cours de ce paragraphe des 
équivalentes, dans le contexte du plan. 
     Nous appelons d la distance euclidienne dans le plan et  la distance définie par ∞d

2211 , yxyx −−max=∞d { } 
 où  et  sont respectivement les coordonnées de x et y. ( )21, xx ( 21, yy )

( ) ( ){ }εε ≤= yxdyxB ,: ( ) ( ){ }εε ≤= ∞ yxdyxC ,:Les deux ensembles et  désignent donc le 
ε εdisque de centre x, de rayon  et le carré de centre x, de côtés de longueur , parallèles aux 

axes, que l’on appelle souvent boîte.   
d et  étant clairement équivalentes, la dimension d’un ensemble E peut alors s’écrire ∞d

                                                                                                                                                         

( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

∈∈
1221 ,sup,,supmax,

21

ExdistExdistEEdist
ExEx

( ) ( )yxdExdist
Ey

,inf,
1

1 ∈
=

1E 2E

 

où  avec d la distance euclidienne. Nous appelons cette quantité distance de 

Hausdorff entre  et . 
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( )
( )

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−=Δ ∈

→ ε

ε

ε log

log
2suplim

0

U
Ex

xCA
E  

 Boîtes disjointes. Effectuons un quadrillage, ou un pavage, du plan par des carrés de côté 
ε (voir figure 3), disjoints mais pouvant posséder des frontières communes. Appelons 

( )Eεω   le nombre de ces carrés qui  recouvrent l’ensemble E. Alors, nous avons 

( ) ( )
ε

ωε

ε log
logsuplim

0

EE
→

=Δ  

εCertaines variantes de cette formule utilisent des suites discrètes de valeurs de  : 
( )nε       Pour toute suite  de réels tendant vers 0, telle que le rapport 

1log
log

+n

n

ε
ε , 

tend vers 1, on a  

( )
n

nE
ε
ωε

ε log
log

suplim
0→

=Δ  

 

                              

                              

                              

                              

                              

                              

                              

                              

                              

                              
 

ε   Figure 3. La réunion de toutes les boîtes, rencontrant E, d’un pavage de côté , constitue       
une approximation de la saucisse de Minkowski de E.  
 
   En particulier, les boîtes dyadiques d’ordre n sont des carrés du type  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

×⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

nnnn

kkjj
2

1,
22

1,
2

, 

où j et k sont des entiers. La dimension, qui est en fait toujours la même, 

( )
2log

log
suplim 2

n
E n

n

−

=Δ
ω

 

est parfois appelée dimension de boîte. 
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( )ENε Minimum de boules recouvrantes. Appelons  le nombre minimum de disques 
, centrés sur E, et qui recouvrent E (figure :4). On a alors ( )xBε

( ) ( )
ε
ε

ε log
logsuplim

0

ENE
→

=Δ  

 
 
 
 
 
 
 

 
 
                
             

 
 
 

  
 

εFigure 4. Le recouvrement d’un nombre minimum de disques, centrés sur E, de rayon , et 
recouvrant E, constitue une approximation de la saucisse de Minkowski. 
 
4. Courbes fractales 
      Les courbes fractales sont caractérisées par deux propriétés. Elles sont : 

(i) Non rectifiable, en ce sens qu’une courbe est non rectifiable si elle est de longueur 
infinie. 

(ii) Homogènes, en ce sens que chacune des parties d’une courbe fractale est 
semblable au tout. 

 
4.1. Une courbe fractale n’est nulle part rectifiable 
     Comme une courbe fractale est à la fois non rectifiable  et homogène, cette propriété de 
non rectifiabilité doit être partout sur

Γ
Γ , donc sur tout sous-arc de la courbe. Une telle courbe 

est dite nulle part rectifiable. 
( )oxεθ  l’angle minimum du cône, appelé cône local, centré en , un point deox     Posons Γ , et 

contenant tous les points de Γ  à distance inférieure àε . Nous donnons alors la caractérisation 
des courbes fractales suivante : 
        On dira que n’est nulle part rectifiable si elle possède l’une ou l’autre de ces trois 
propriétés : 

Γ

 Tout sous-arc de , non réduit à un seul point, est de longueur infinie. Γ
 En tout point  de Γ , l’angle ( )oxεθox  ne tend pas vers 0, autrement dit : 

( ) 0suplim
0

>
→ oxεε

θ . 

 En tout point de , le rapport ox Γ A [κ ( ∩ox x )]/ ( ∩2diam xox ) ne tend pas vers 0, 
autrement dit : 

suplim
0→ε

A [κ ( ∩ox x )]/ ( ∩2diam xox ) . 0>
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2xAoù  est la mesure de Borel sur le plan, κ ( ∩ox ) est l’enveloppe convexe  du sous-arc 
∩ 3

ox x  de , et ( ∩2diam xox ) est le diamètre  de ce même sous-arc. Γ
 
4.2. Caractérisation d’une courbe fractale 
      On appelle taille une fonction d’ensembles, généralement notée , qui vérifie les 
trois conditions suivantes : 

( )Etaille

1.  est équivalente au diamètre (voir la paraphrase ci-dessous) : il existe deux 
constantes et , telles que, pour tout ensemble borné E, 

( )Etaille

1c 02 >c
( ) ( ) ( )EdiamcEtailleEdiamc 12 ≤≤  

2.  est croissante : ( )Etaille
( ) ( )2121 EtailleEtailleEE ≤⇒⊂  

3.  est continue par rapport à la distance de Hausdorff (cf. § 3.3). ( )Etaille
Un exemple évident de fonction taille, est le diamètre lui-même. Mais il y en a d’autres, 
par exemple, 
                   Longueur du plus petit rectangle de côtés parallèles ( ) =Etaille
                  aux axes qui contient E. 

2
1

2 =cC’est bien une grandeur équivalente au diamètre, avec 11 =c , et . 

     Admettant qu’une fonction taille ait été choisie. Soit Γ  une courbe paramétrée, image par 
l’application continue γ  de l’intervalle [ ]ba, . Ce qu’on appelle arc local autour d’un point 

[ ]ττ +− tt ,( )tγ  quelconque de , est l’image d’un intervalle  : celle-ci dépend de τΓ , demi-
largeur de la fenêtre d’observation. 
   Nous pouvons définir, grâce à cette paramétrisation, une fonction taille locale, elle est 
construite de façon à être continue sur tout l’intervalle[ ]ba, , et à ne pas subir de variations 
importantes aux bords (aux voisinages de a et de b). Donc, pour [ ]bat ,∈  et ∈τ ]0, /2], 
on pose 

( )ab −

( )aγ ( )τγ 2+a ;0≤−τt                          taille (    si   ∩
                                    ( ) =τ,tT             (taille ( )τγ −t ∩ ( )τγ +t   si ;btta ≤+<−≤ ττ  

                               ( ( )τγ 2−b ( )bγ     si  ∩taille .τ+≤ tb
 
La fonction 

( )∫−
=

b

a

dttT
ab

T ττ ,1  

est une taille moyenne locale, et le rapport ττ 2/T  est une évaluation de la vitesse moyenne   
locale, la variable t étant considérée comme le temps. 

( )
τ
τ,tTOn dira que  est fractale si le rapport   tend vers l’infini lorsque τΓ  tend vers 0, 

uniformément par rapport à t. 
                                                 
2 Pour la définition de l’enveloppe convexe d’un ensemble donné, voir l’annexe de [236] ou un bon livre de 
topologie générale. 
3 De façon générale, pour un ensemble E quelconque, nous appelons diamètre de E la quantité 

( ) ( )yxdEdiam
Eyx

,sup
, ∈

= , où d est la distance euclidienne. 
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4.3. Exemple de courbe fractale 
       La courbe  que nous allons décrire se construit à l’aide de ses polygones 
d’approximation. 

Γ

2
0, πφφ ≤≤  Etant donné un segment orienté S, et un angle , appelons  l’opération qui 

consiste à remplacer S  par la courbe polygonale

φΘ

( )SφΘ , de même extrémités que S, constituée 
de quatre segments égaux formant avec S les angles φφ −,,0  et 0 respectivement (figure 5).la 
longueur de chacun de ces segments est  donc ( ) ( )φcos12/ +SL . 
 
 
 
 
 
 

( )SφΘFigure 5. Le segment S est remplacé par la courbe polygonale  de mêmes extrémités, 
formée de quatre segments égaux. 
 
On se donne une suite d’angles ( )kφ , et l’on part d’un segment initial  de longueur 1. On 
forme la courbe polygonale

oP
( )oPP

11 φΘ= . On pratique sur chacun de ses quatre segments 
l’opération  : ceci donne au total une courbe polygonale  faite de 16 segments, et ainsi 
de suite :  est obtenue à partir de  en remplaçant chacun de ses segments au moyen de 
l’opération . Cette courbe  est faite de  segments, tous de longueur  

2P
2φ

Θ

kP 1−kP
k4kP

kφ
Θ

∏
=

−

+
=

k

i i

k
kl

1 cos1
12

φ
. 

( ) k
k

k lPL 4=Lorsque k augmente indéfiniment, les courbes , de longueurkP , convergent vers 
une courbe  au sens de la distance de Hausdorff. La longueur ( ) ( kPLL lim= )ΓΓ  peut être 
finie ou infinie selon le choix de la suite ( )kφ kφ : si  ne tend pas vers 0, Γ  est de longueur 
infinie : il s’agit alors d’une courbe fractale. 
 
Remarque : Nous verrons plus loin que de façon générale les ensembles dits fractals sont 
caractérises uniquement par leurs indices dit les indices fractals, parmi ceux-ci les indices 
d’entropie de Kolmogorov supérieur et inférieur Δ  etδ , ainsi que la dimension de Hausdorff 
définie ci-dessous. 
 
5. Dimension de Hausdorff 
    Définition : On se donne un ensemble E quelconque. En général, on note ℜ  un 
recouvrement de E qui est une famille d’intervalles dont la réunion contient E, et 

( )ul
u ℜ∈

=ℜ sup  la borne supérieure des longueurs d’intervalles de ℜ . On considère des 

recouvrements d’un type spécial appelés recouvrements de Vitali de E (cf. § 2.1).  On ne 
considère que des recouvrements dénombrables. On peut les caractériser ainsi : Un 
recouvrement  de E est un recouvrement de Vitali s’il peut se décomposer en sous-
famillesℜ , où chaque ℜ  recouvre E et 

ℜ

n n

0lim =ℜnn
. 
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Des recouvrements de ce type ont été  utilisés par E.Borel pour définir les ensembles de 
mesure nulle. En continuant dans cette voie, on peut dire qu’un ensemble est plus "rare" 
qu’un autre s’il peut être recouvert par des familles d’intervalles dont la série des longueurs 
converge plus vite. Une façon de quantifier cela consiste à définir l’exposant de la 
convergence de la série des longueurs, soit 

( ) inf=ℜe { ( ) ∞<∑ ℜ∈

αα
u

uL, }. 

( )∑ ℜ∈u
uL αEn effet, dès que 1≤ℜ , la somme  est une fonction décroissante de α  ; il existe 

une valeur critique unique (éventuellement infinie) au-dessus de laquelle la série converge. La 
dimension de Hausdorff est définie à l’aide de ces valeurs critiques : 
 

( ) infdim =E {  où ( )ℜe  est un recouvrement de Vitali de E} ℜ
 

5.1. Propriétés 
( ) 1dim0 ≤≤ E1. Pour tout ensemble E de la droite : . 

2. dim est monotone : 
( ) ( )2121 dimdim EEEE ≤⇒⊂  

3. dim est −σ stable : 

n
kk

k EE dimsupdim =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
U  

4. Pour tout ensemble E, 
( ) ( )EE Δ≤ ˆdim , 

où  { , où les  sont bornés, et } . ( nEΔsup )( ) infˆ =Δ E nE nEE U⊂

Pour tout ensemble borné E 
( ) ( ) ( )EEE Δ≤≤ δdim . 

5. Si la dimension est strictement inférieure à 1, la longueur de l’ensemble est nulle. Ou 
encore : 

( ) ( ) 1dim0 =⇒> EEL  
6. dim est invariante pour toute transformation T de la droite telle que pour tout x, le 

rapport 
( ) ( )

zy
zTyT

−
−

log
log

 

( )( ) (EET dimdim = )) tendent vers x. Dans ce cas tend vers 1 lorsque y et z ( zy ≠  pour 
tout E. 

 
Note : La dimension de Hausdorff et ses propriétés peuvent se généraliser au plan ou à un 
espace de dimension supérieure à 2 en considérant tout simplement les mesures  adéquates. 
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Chapitre 3. Fractales aléatoires et  
Processus de Markov 
 
 
 
 
 
1. Introduction 
     L’étude des propriétés du mouvement Brownien, et plus généralement des processus de 
Lévy sur dR a été un des sujets les plus importants dans la théorie des probabilités. La 
dimension de Hausdorff et la mesure de Hausdorff ont été très utiles pour de telles études 
depuis le travail de pionnier de Lévy (1953) et Taylor (1953, 1955,1967). 
     La naissance de la géométrie fractale due en grande partie au travail de Benoît Mandelbrot, 
a apporté de nombreuses idées nouvelles et des outils géométriques originaux (tels que la 
dimension d’empilement, les densités moyennes, les multifractales) servant aux études des 
propriétés fines des processus stochastiques. Dans la dernière décennie, non seulement divers 
résultats ont été obtenus sur le mouvement Brownien et sur les processus de Lévy stables 
(voir Lawler (1999) pour un bel exposé sur les propriétés fractales du mouvement Brownien), 
mais il y a eu aussi un grand intérêt pour l’étude d’autres processus de Markov tels que les 
diffusions sur des fractales (ensembles), les processus de Feller, voir la monographie de 
Barlow (1998), Jacob (1996) et les références y figurant pour plus d’information. 
     L’objet de ce chapitre, basé principalement sur l’étude de Xiao publiée en 2004, est 
d’exposer et de faire la synthèse de travaux récents sur les propriétés des processus de 
Markov, étudier la dimension de Hausdorff et la dimension d’empilement de l’image d’un 
processus de Markov en donnant la preuve d’une formule générale pour les deux quantités en 
termes de fonction de transition du processus en question, ce qui généralise les résultats bien 
connus de Pruitt (1969), Taylor (1986b) etc., et enfin de poser quelques problèmes qui restent 
ouverts. Dans le développement historique de l’étude des propriétés des trajectoires des 
processus de Markov, des résultats ont été souvent obtenus pour le mouvement Brownien en 
premier, puis pour les processus stables symétriques d’indice α  ( 20 <<α ), et ensuite pour 
les processus de Lévy généraux ou les processus de Markov. A chaque étape de 
généralisation, quelques propriétés spéciales du processus sont utilisées. A cause de son 
importance dans la théorie générale des processus de Markov, nous nous concentrons 
principalement sur des résultats récents sur les trajectoires des processus de Lévy, en mettant 
l’accent sur les méthodes applicables à des processus de Markov plus généraux. 
     Soit =X { } un processus de Markov à valeurs dans un espace métrique( ) 0, ≥ttX ( )ρ,S . 
Tout au long de ce chapitre, nous nous intéressons aux propriétés des trajectoires de X, c’est-
à-dire les propriétés de la fonction ( ) ( )ω,. tXtX =  pour Ω∈ω  fixé. Quand nous disons que 
les trajectoires du processus X ont une propriété P presque sûrement (avec probabilité positive 

( )ωω ,: ⋅Ω∈ Xrespectivement (resp.)), cela signifie que l’ensemble {  a la propriété P} est un 
évènement de probabilité 1 (de probabilité positive, resp.). Ce qui suit sont quelques exemples 
d’ensembles aléatoires générés par X : 

[ ]( )1,0X [ ]1,0∈t( )tXxSx =∈ :=Image : {  pour un } ; 
Graphe : {[ ]( ) =1,0GrX ( )( ) [ ] [ ]1,0:1,0, ∈×∈ tStXt } ; 
Niveau : {( ) =− xX 1 ( ) xtXRt =∈ + : },  ; Sx∈
Image inverse : {( ) =− FX 1 ( ) FtXRt ∈∈ + : } , où . SF ∈
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     Au cour de ce chapitre, nous utiliserons K pour représenter des constantes finies positives 
et non spécifiques qui peuvent différer d’une ligne à un autre. Quelques constantes 
spécifiques sont représentées par  . La distance Euclidienne et le produit scalaire 
ordinaire dans 

K,, 21 KK
dR dR••, , resp. La mesure de Lebesgue dans •sont représentés par  et  est 

notée par hg ≈dR. Etant donné deux fonctions réelles g et h surdλ ,  signifie qu’il existe une 
constante positive et finie K telle que ( ) ( ) ( )xKhxgxhK ≤≤−1  pour tout . Nous utilisons dRx∈

BA =̂  pour indiquer que A est défini par B. 
 
2. Processus de Markov 
2.1. Processus de Lévy.   Les processus de Lévy forment une classe importante des processus 
de Markov. Outre le mouvement Brownien, on a attaché une  importance considérable à 
l’étude du processus de Lévy général, en théorie tout autant qu’en applications. Pour plus 
d’information nous nous référons aux livres récents de Bertoin (1996) et Sato (1999) pour la 
théorie générale et à Bertoin (1999) pour l’étude des subordinateurs. En plus, nombre de 
propriétés des processus de Markov plus généraux peuvent être obtenues en les comparant à 
des processus de Lévy appropriés, voir Schilling (1996,1998 a, b). 

( ) 0, ≥ttX   Un processus stochastique {=X } sur un espace de probabilité ( ) à 
valeurs dans 

P,,ℑΩ
dR , est appelé un processus de Lévy, si pour chaque  et chaque , la 

l’accroissement  est indépendant du processus {
0≥s 0≥t

( ) (tXstX −+ ) ( ) trrX ≤≤0, } et possède la 
même distribution que  (i.e., X a des accroissements stationnaires et indépendants), et tel 
que la fonction 

( )sX
( )tXt a  est continue en probabilité (i.e.,pour tout et pour tout , 0,≥s0>ε

( ) ( ) 0)(lim =>−
→

εsXtXP
st

( )( ) .100 ==XP). En particulier,  

   Pour tout , la loi du processus dRx∈ Xx + sous P est notée par . Nous écrivons indiffér-
emment P ou 

xP
0P . Notez que , ceci étant, sous( )( ) 10 == xXP x xP , le processus part de x. 

   Sous P, les distributions de dimension finie d’un processus de Lévy X sont complètement 
déterminées par la distribution de ( )1X . Il est bien connu que la classe possible des 
distributions pour  est précisément la classe des lois infiniment divisibles, lesquelles sont 
définies comme suit : une mesure de probabilité 

( )1X
dRμ  sur est infiniment divisible si, pour 

chaque n, il existe une mesure de probabilité nμ  telle que si  sont des éléments 
aléatoires indépendants de distribution 

nVV ,,1 K

nμ  alors 

μ
d

nVV =++L1 . 
( )tXCeci entraîne que pour tout  la fonction caractéristique de  est donnée par  0>t

( )[ ] ( )ξψξ tetXiE −=,exp , 
où en vertu de la formule de Lévy-Khintchine, 

(2.1)                        ( ) ( )∫ ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
+−+Σ+=

dR

xi dxL
x

xi
eai 2

,

1

,
1,

2
1,

ξ
ξξξξψ ξ  ,   ,dR∈∀ξ

où est fixé,  est une matrice dRa∈ dd ×Σ   symétrique définie non négative et L est une 
mesure de Borel sur \{  qui satisfait }0dR

( ) ∞<
+∫

dR

dxL
x

x
2

2

1
. 
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La fonction ψ  est appelée l’exposant de Lévy de X, et L est la mesure de Lévy correspondante. 
Il y a un bon nombre de différentes caractérisations de ψ . Notez que ( ) 00 =ψ  et par le 
théorème de Bochner la fonction ( )ξψξ te−a  est continue et définie positive pour chaque 

 puisque celle-là est la transformée de Fourier d’une mesure de probabilité (i.e.,cette 
dernière fonction est donnée par

0≥t
( )∫ dxe t

xi μξ ,
tμ,  où   représente la distribution de probabilité 

de ). De ce fait, par un théorème de Schoenderg (1938) (voir aussi dans Berg et Prost 
(1975)), l’exposant de Lévy 

( )tX
ψ est une fonction continue définie négative. Nous verrons que 

l’exposant de Lévy ψ  jouera des rôles importants dans l’étude des processus de Lévy et 
diverses propriétés des trajectoires de X peuvent être décrites en termes de ψ . A cet égard, 
notons également que  

( ) 0Re ≥ξψ ( )ξψ −Re  et   , dR∈∀ξ
où la notation Re signifie la partie réelle d’un nombre complexe.  

dR   Un processus de Lévy  dans X X−est appelé symétrique si et  possèdent les mêmes 
lois de probabilité de dimension finie sous P. Ceci est en accord avec la propriété de symétrie 
des processus de Markov disant que pour toutes fonctions f et g continues sur S à support 
compact, on a 

X

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫= dxxfTxgdxxgTxf tt μμ  , 

pour une mesure de Borel μ où  représente le semi-groupe associé au processus de Markov. tT
Il est clair que X est symétrique si et seulement si ( ) 0≥ξψ , pour tout . dR∈ξ
   Dans ce qui suit nous donnons quelques cas spéciaux de processus de Lévy. 

dR(a) .  Processus de Lévy stable.   Un processus de Lévy X dans  est appelé un processus de 
Lévy stable d’indice ( ]2,0∈α  si la mesure de Lévy L est de la forme 

( ) ( )dy
r
drdxL να+= 1 ( ) dSRyrryx ×∈=∀ +,,,  , (2.2)                                  

( )dyνdR1: =∈ yRy doù {=dS } est la sphère unité dans et  est une mesure de Borel finie 

arbitraire sur . Dans la littérature, les processus de Lévy stables dans dRdS d’indice 1=α  
sont  
aussi appelés processus de Cauchy. Il résulte de (2.1) et (2.2) que l’exposant de Lévy αψ d’un 
processus de Lévy stable d’indice ( ]2,0∈α  peut aussi être écrit sous la forme  

( ) ( )∫ +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

dS

idyMyiy 0,
2

tan,sgn1, μξπαξξψ
α

α   si , 1≠α

( ) ( ) ( )∫ +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=

dS

yidyMyyiy ,,log,sgn
2

1, ξξξπξξψα , 

( 0, )μMoù la paire  est unique, et la mesure M est appelée la mesure spectrale de X. tan et 
sgn représentent respectivement la fonction tangente et la fonction xsgn qui prend la valeur 1 
si ,  si  et 0 sinon. Voir Samorodnisky et Taqqu (1994). Quand , 1− αψ0>x 0<x 1=d  peut 
être exprimé sous la forme 

(2.3)                          ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+= 02

tansgn1 ξμπαξβξσψ αα
α ii     si  1≠α

( ) ,logsgn
2

1 01 ξμξξβπξσψ ii +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=  
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11 ≤≤− β R∈0μoù les constantes satisfont ,  et 0≥σ . Nous assumons toujours que toutes 
les distributions stables1 sont non dégénérées ; ceci étant, la mesure M n’est pas portée par 
aucun ensemble de dimension  de  alors, il est possible de voir qu’il existe une 
constante finie et positive K, telle que 

.dS1−d

( ) ,Re α
α ξξψ K≥   .dR∈ξ(2.4)                                                   

   Un processus de Lévy sable sur dR d’indice ( ]2,0∈α  est dit strictement stable si son expos- 
ant de Lévy αψ  est de la forme  

(2.5)                                                 ( ) ( ) ( )∫=
dS

dyMyw ,ξξξψ α
α

α ,  

( ) ( )

( ) yyiyyw

yyiyw

,log,2,,

1,,
2

tan,sgn1,

1 ξξ
πξ

ξξ

α
ξ
ξπαξξ

α

α

+=

≠⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

 où                                     

, M doit aussi avoir l’origine comme son centre de masse, i.e., Et, en plus, quand 1=α
( ) 0=∫

dS

dxyM(2.6)                                                         

Voir par exemple, Samorodnisky et Taqqu (1994). Nous remarquons que les processus de 
Cauchy asymétriques (i.e., les processus de Cauchy dont la mesure spectrale M ne satisfait pas 
(2.6)) ne sont pas strictement stables. La présence du terme logarithmique est la source de 
nombreuses difficultés associées à l’étude des propriétés des trajectoires du processus de 
Cauchy asymétrique, lesquels doivent être étudiés séparément.  
   Il vient de (2.5) que les processus de Lévy strictement stables d’indice α  sont ( )−α/1 auto- 
similaires (sous pour tout ). Réciproquement, un processus de Lévy auto-similaire 
doit être strictement stable, voir Sato (1999). Une classe particulièrement intéressante 
s’impose d’elle-même quand on laisse M être la distribution uniforme sur .dans ce cas,  

dRx∈xP

dS

( ) αα ξσξψ =  pour une certaine constante 0>σ , et X est appelé processus de Lévy stable 
isotropique d’indice α . Notez que les processus isotropiques sont quelques fois appelés, dans 
la littérature, processus symétriques. Il est bien connu que quand  est un 
mouvement Brownien. Ceci est un processus Gaussien avec des trajectoires continues. Tout 
autre processus de Lévy stable possède des trajectoires discontinues. 

X12/12,2 −−= σα

   Comme il a été découvert par Taylor en (1967), il est naturel de distinguer deux types de 
processus de Lévy strictement stables : ceux du type A, et ceux du type B. un processus de 
Lévy strictement stable est du type A, si 

( ) dRytytp ∈∀>∀> ,0,0, , 
où  est la densité de  ; tout autre processus de Lévy stable est du type B. Taylor 
(1967) a montré que si 

( ytp , )
)
( )tX

( 1,0∈α , et si la mesure M est concentrée sur un hémisphère, alors X 
est du type B, tandis que tout autre processus de Lévy strictement stable d’indice 1≠α est du 
type A. 

                                                 
1 Pour une fonction de distribution F de fonction caractéristique ϕ . Nous disons que F (ou ϕ ) est stable, si pour 

toute paire de nombres réels positifs  et  il existe des constantes a et b (>0) telles que  1b 2b
iatebttbtb )()()( 21 ϕϕϕ = . 
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(b) .   Subordinateur.  Un subordinateur est un processus de Lévy dans R ayant des 
trajectoires croissantes. De façon équivalente, une processus de Lévy X à valeurs réelles est 
un subordinateur si et seulement si 0=Σ  dans (2.1) (i.e., X ne possède pas la partie dite  parie 

Gaussienne), sa mesure de Lévy L est concentrée sur [ )∞,0  et satisfait . Dans 

l’étude d’un subordinateur X, il est plus convenable d’utiliser la transformée de Laplace 

( )∫ ∞<
1

0
dxxL

( )( )[ ] ( )( ),exp1exp uguXE −=−  

où                                              ( ) ( )[ ] ( )∫
∞

−−+=
0

,exp1 drLurcuug

et  est une constante, et L est la même mesure de Lévy. La fonction g est appelée l’expo-
sant de Laplace de X. L’on montre (voir Sato (1999)) que si 

0≥c
0=c  et , alors X est 

un processus de Poisson composé (nous pouvons dire sans trop s’étendre sur ça qu’un proces-
sus de Poisson composé X est un processus stochastique qui s’écrit sous la forme  où Y 
est processus de Markov à temps discret et à valeurs dans un espace dénombrable, et N est un 
processus de Poisson ordinaire (cf. Kallenberg (1997)) et ses trajectoires sont des fonctions de 
pas (ou étagées) ; autrement dit, les trajectoires de X sont strictement croissantes. 

( ) ∞<+RL

NY o

   Mis à part le fait qu’ils soient des objets mathématiques d’un grand intérêt, les subor- 
dinateurs sont un outil très important dans l’étude des propriétés fractales des processus de 
Lévy (par exemple les ensembles dits de niveau 0 ( )0=X ), ils peuvent aussi être utilisés pour 
générer un processus de Lévy. Ceci dit, si =τ { 0, ≥ttτ } est un subordinateur avec 00 =τ  et 
qu’il est indépendant d’un processus de Lévy X, alors le processus Y défini par ( )tX τ( ) =tY  
est aussi un processus de Lévy (ceci est appelé un subrdinateur au sens de S. Bochner). La 
fonction de transition de Y peut être exprimée par  

( )( ) ( )( ) (∫
∞

∈∈=∈
0

dsPBsXPBtYP tτ ) . 

Pour plus d’information, voir Bertoin (1996,1999). 
(c) . Processus de Lévy stable associé un opérateur.  Un processus de Lévy =X { } ( ) 0, ≥ttX
dans dR ( ) est dit stable associé à un opérateur si la distribution 1>d ν de  est non 
dégénérée en ce sens qu’elle n’est pas portée par hyperplan de dimension , et 

( )1X
ν1−d  est 

strictement stable associée à un opérateur, i.e., il existe un opérateur linéaire A sur dR tel que 
νν At t=    pour tout  ,0>t

où tν  représente ce que l’on dira la t-ème puissance de convolution de la loi infiniment divi-
sible ν  (i.e., la mesure de probabilité associée à la puissance t-ème de la transformée de 
Fourier de ν ) et  est la mesure image de νAt ν  associée à l’opérateur linéaire , défini par At

( )∑
∞

=

=
0 !

log
n

n
n

A A
n

tt . 

L’opérateur linéaire A est appelé un exposant de X. L’ensemble de tous les exposants 
possibles d’une loi stable associée à un opérateur est caractérisé dans le théorème 7.2.11 de 
Meerschaert et Sheffler (2001). 

( ) 0, ≥ttX=X   D’autre part, un processus stochastique { } est dit auto-similaire associé à un 
opérateur s’il existe un opérateur linéaire B sur dR  tel que pour tout    0>c

d
= ( ) 0, ≥ttXcB{ }( ) 0, ≥tctX { }, 

où B est appelé un exposant de X auto-similaire. 

 31



dR   Hudson et Mason (1982) ont prouvé que si X est un processus de Lévy dans tel que la 
distribution  de  est non dégénérée, alors X est auto-similaire associé à opérateur si et 
seulement si la variable aléatoire  est strictement stable associée à un opérateur. Dans ce 
cas, tout exposant de  est aussi un exposant auto-similaire. 

( )1X
( )1X

( )1X
   On montre, voir Meerschaert et Sheffler (2001), que tout processus de Lévy strictement 
stable est associé à un opérateur d’exposant , où I est l’opérateur identité surIA 1−=α dR . Le 
processus de Lévy =X { } défini par  ( ) 0, ≥ttX

( ) ( ) ( )( ),,,1 tXtXtX dK=  
où  sont des processus de Lévy stables indépendants à valeurs dans R d’indices 
respectifs

dXX ,,1 K

( ]2,0,,1 ∈dαα K , est appelé un processus de Lévy avec des composantes stables. Ce 
type de processus de Lévy a été étudié en premier par Pruitt et Taylor (1969), et il est 
quelquefois utile dans la construction de contre-exemples (voir Hendricks (1972)). Il est facile 
de vérifier que X est stable associé à l’opérateur d’exposant A qui a  sur la 
diagonale et 0 ailleurs. Pour mieux connaître ce processus, voir Meerschaert et Sheffler 
(2001). 

11
1 ,, −−

dαα K

   Maintenant revenons aux processus de Lévy généraux. Dans le but d’étendre des résultats 
sur les trajectoires du mouvement Brownien et les processus de Lévy stables aux processus de 
Lévy généraux dans dR ',ββ, Blumenthal et Getoor (1961) ont introduit les indices suivants  
et "β (voir plus bas pour les définitions) et ont obtenu quelques propriétés des trajectoires en 
termes de ces indices. Plus tard Pruitt (1969) et Hendricks (1983) ont défini les indices γ et 

'γ , resp., et ont montré leur lien avec la dimension de Hausdorff de l’image des processus de 
Lévy. Voir les articles de Taylor (1973,1986a), Fristed (1974) et Pruitt (1975). Il est un 
problème intéressant que de comprendre les relations entre ces indices. Des résultats 
apparentés et des problèmes ouverts peuvent être trouvés dans Pruitt et Taylor (1996). 

β   Pour être plus spécifique, l’indice supérieur  de X est défini en termes de sa mesure de 
Lévy L comme suit 

{ } ∞⎯⎯→⎯>> →0::0 rryyLrαα(2.7)                  inf=β { ( ) ∞<> ∫
<1

:0
y

dyLy αα inf=} { }. 

"β 'β ψRe   Les p aramètres et  dépendent du comportement de  à l’infini, 

(2.8)                                             sup"=β { ( ) ∞=≥ −

∞→
ξψξα α

ξ
Relim:0 } 

(2.9)                                             sup'=β { ( )( )
( ) ∞<

−−
≥ ∫

−

dR

d dξ
ξψ

ξψξα α

Re
Reexp1:0 } 

2'"0 ≤≤≤≤ βββBlumenthal et Getoor (1961) ont monté que  et ces indices peuvent être  
distincts. Cependant, quand le processus X est strictement stable d’indice ( ]2,0∈α , tous les 
indices égalentα . 
   Quand X est un subordinateur d’exposant de Laplace g, Blumenthal et Getoor (1961) ont 
défini l’indice  

(2.10)                                            sup=σ { ( ) ∞<≤ ∫
∞ −

du
ug

u

1

1

:1
α

α }, 

et ont montré que chacun de σ β et de l’indice  peut être exprimé en fonction de l’exposant 
de Laplace g 

sup=σ { ( ) ∞=≥ −

∞→
ugu

u

αα lim:0 }, 
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inf=β { ( ) 0lim:0 =≥ −

∞→
ugu

u

αα }. 

1'0 ≤≤≤≤ βσβIl ont également prouvé que . Plus tard, Horowitz (1968) trouva une 
représentation pourσ  par la mesure de Lévy, 

sup=σ { } ; ( )∫ ∞⎯⎯→⎯∞ →
−

x

xdyyLx
0

0
1 ,: αα

[ ]( ) σ=1,0dim XHen outre, il a montré que p.s., où représente la dimension de 
Hausdorrff de E. voir le paragraphe 3.1. pour sa définition. 

EHdim

dR  En étudiant la dimension de Hausdorff de l’image d’un processus de Lévy général X dans  
γPruit (1969) a défini l’indice  en se basant sur le comportement de la moyenne du temps 

passé dans une boule de petit diametre : 

(2.11)                                   sup=γ { {∫−

→
≥

1

00
suplim:0 Pr

r

αα ( ) rtX ≤ } }. ∞<dt

σγ =Pruitt (1969) a montré que pour un subordinateur  (ceci est lié au résultat susmentionné 
de Horowitz (1968)) et pour un processus de Lévy symétrique d,'βmin=γ { }, mais en 
général 'β γ et  peuvent être différents. 

γ   L’indice  est difficile à calculer de la définition de Pruitt. La question d’exprimer cette 
indice en termes de l’exposant de Lévy ψ  a été posée dans Pruitt (1969,1975) et celui-ci a 
réussi à obtenir quelques résultats partiels. Ce problème a été récemment résolu par 
Khoshnevisan, Xiao et Zhong (2003) qui ont montré que  

(2.12)                                   sup=γ { ( ){ }
∫

>∈
− ∞<⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

<
1; 1

1Re:
ξξ

αξ
ξ

ξψ
α

dR
d

dd }.  

'γLe paramètre  est dû à Hendricks (1983), 

(2.13)                                   sup'=γ { {∫−

→
≥

1

0
0
inflim:0 Pr

r

αα ( ) rtX ≤ } }. ∞<dt

'γ   Taylor (1986b) a prouvé que  égale la dimension d’empilement (cf. §3.2) de l’image de X. 
Pour un subordinateur X, il vient des résultats de Fristedt et Taylor (1992) sur la mesure 
d’empilement (cf. § 3.2) de l’image [ ]( )1,0X βγ =' que  ; voir aussi Bertoin (1999). Quand 
(2.13) n’est pas facile d’évaluer pour un processus de Lévy général, il serait utile de 
représenter 'γ  en termes de l’exposant de Lévy ψ γ, comme (2.12) pour . 
   Utilisant les résultats de Blumenthal et Getoor (1961), Pruitt (1969), Taylor (1986) et 
Bertoin (1999) sur les dimension de Hausdorff et d’empilement de [ ]( )1,0X , nous avons les 
relations suivantes entre les indices βγγ ,',  et 'β , 

dd ∧≤≤≤∧≤ βγγβ ''0 , 
.' βγσγ =≤=et pour un subordinateur,  Pour plus de résultats sur les relations qui existent 

entre ces indices, voir Pruitt et Taylor (1996). 
 

( ) 0, ≥ttX=X2.2. Processus Additifs.   Un processus stochastique { } sur un espace de 
probabilité , à valeurs dans ( P,,ℑΩ ) dR , est appelé un processus additif si, pour tous , 
l’accroissement  est indépendant du processus {

0, ≥ts
( ) (tXstX −+ ) ( ) trrX ≤≤0, }, p.s., 

et tel que la fonction  est continue en probabilité. 
( ) 00 =X

( )tXt a
   Notez qu’un processus additif a des accroissements indépendants, sauf que les 
accroissements peuvent ne pas être stationnaires. Par conséquent, il n’est pas en général 

 33



temporellement homogène. La classe des processus additifs est très large. Par exemple, si X 
est un processus de Lévy dans ( )sτdR et  est une fonction non aléatoire qui est croissante et 
continue à droite, alors ( ) ( )( sXsY )τ=  définit un processus additif. 
  D’un intérêt particulier est la classe des processus additifs auto-similaires. Nous disons que 
le processus =X { } auto-similaire au sens large si pour tout  il existe 
une constante et une fonction 

( ) 0, ≥ttX ,1,0 ≠> aa
( ) dRRtc →+:( ) 0>= abb telles que  
d
=( ) +∈ RtatX , ( ) ( ) +∈+ RttctbX ,{ } { }. 

En vertu du théorème 13.11 dans Sato (1999), nous savons que si un processus additif X est 
auto-similaire au sens large, alors il existe une constante  telle que  pour tout  

 la constante H est dite l’indice de l’auto-similarité de X. Si , X est auto-
similaire comme défini précédemment. 

( ) Haab =0>H
( ) 0=tc.0>a

dR   Rappelons qu’une mesure de probabilité ν  sur est dite auto-décomposable ou de Classe 
L si, pour tout , il existe une mesure de probabilité dRaρ  sur telle que  1>a

( ) ( ) ( ),ˆˆˆ 1 ξρξνξν aa−=  , dR∈∀ξ
où ν̂  est la transformée de Fourier de ν . Il est facile de voir que toute distribution stable sur 

dR est auto-similaire (cf. Sato (1999), mais la Classe L est beaucoup plus large que la classe 
des distributions stables. 
   Il est bien connu qu’un processus de Lévy X est auto-similaire si et seulement s’il est 
strictement stable. Pour les processus additifs, il existe un résultat analogue. Ceci est dû à Sato 
(1991), qui a montré que  

(i) Si =X { } est auto-similaire au sens large, alors pour tout , la 
distribution de  est auto-décomposable. 

( ) 0, ≥ttX 0≥t
( )tX

dR(ii) Pour chaque distribution ν sur auto-décomposable et non triviale (ne prenant  
pas uniquement que les valeurs 0 ou 1) et toute constante , il existe un 
processus X tel que X est auto-similaire d’indice H et la distribution de 

0>H
( )tX  est 

ν .  
De ce fait, les processus additifs auto-similaire sont aussi appelés processus de Classe L. On 
se réfère à Sato (1999) pour plus d’information sur les processus additifs.   
   A l’opposé de la riche théorie des processus de Lévy, peu de travaux de recherche ont porté 
sur les propriétés des trajectoires des processus additifs. Notez que chaque distribution ν  de 
Classe L entraîne deux types de processus à accroissements indépendants, l’un est un 
processus de Lévy et l’autre est un processus de Classe L. Ces deux processus ont ν  comme 
distribution de probabilité au temps 1=t . Il est intéressant de comparer leurs propriétés 
probabilistes. Quelques résultats s’y rapportant ont été récemment établis. Par exemple, Sato 
(1991) et Watanabe (1996) ont comparé le comportement asymptotique des processus additifs 
auto-similaires croissants =X { } quand  et ( ) 0, ≥ttX ∞→t0→t  avec ceux des subardina-
eurs stables. Yamamuro (2000a, b) a obtenu un critère pour la récurrence et la tendance (com-
renez de ces deux propriétés les mêmes données pour le mouvement Brownien au premier 
chapitre) des processus de Classe L, lesquelles diffèrent de celles des processus de Lévy. 
Cependant, nous pouvons dire que peu de résultats sur les propriétés fractales des trajectoires 
ont été établis pour les processus de Classe L généraux.  
 
2.3. Processus de Markov de type Lévy et Opérateurs pseudo-différentiels 
   Dans les dernières années, nombre d’auteurs ont étudié des processus de Markov qui sont 
dans un certain sens comparables aux processus de Lévy. Dans ce paragraphe, nous 
discuterons brièvement des processus de Feller associés à des opérateurs pseudo-différentiels  
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et se référons à Jacob et Schilling (2001) et Kolokoltsov (2001) pour plus d’information. 
( )d

c RC∞   Pour simplifier, nous prenons . Soit dRS =  l’espace des fonctions infiniment 
différentiables sur ( )dRC∞

0
dR  à support compact et soit  l’espace de Banach des fonctions 

continues sur dR  qui tendent vers 0 à l’infini, munis de la norme de la convergence 
uniforme ( )d

c RC∞( )Dxq ,. Un opérateur pseudo-différentiel est un opérateur  sur •  de la 
forme 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫−=
dR

xid duxqexuDxq ξξξπ ξ ˆ,2, ,2/  , 

où la fonction  (dans l’ensemble des nombres complexes), appelée le 
symbole de l’opérateur , est supposée être mesurable en 

CRRq dd →×:
( Dxq , ) ( )ξ,x  et de croissance 

polynomiale en ξ , et où est la transformée de Fourier de u. Celle-ci est donnée dans ce cas 
par  

û

( ) ( ) ( )∫ −−=
dR

xid dxxueu ,2/2ˆ ξπξ . 

   Soit =X { } un processus de Feller à valeurs dans( ) dx RxPRttX ∈∈ + ,,, dR . Nous 
représentons son semi-groupe et son générateur infinitésimal par { } et ( )( )ADA,0, ≥tTt , 
resp. 
Définissons la fonction par  CRR dd

t →×:λ
( ) ( )[ ]xtXiEx x

t −−= ,exp, ξξλ(2.15)                                         , 
( ) xtX −laquelle est la fonction caractéristique de l’élément aléatoire  sur l’espace de 

probabilité ( )xP,,ℑΩ . Sous certaines conditions de régularité sur X, Jacob (1998) prouve que 
la restriction de sur ( )d

c RC∞ ( )ξλ ,xttT  est un opérateur pseudo-différentiel de symbole , ceci 
étant, pour ( )d

c RCu ∞∈ , 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ⋅= − ξξξλπ ξ duxexuT t
xid

t ˆ,2 ,2/ , 

( ) ( )ADRC d
c ⊂∞ ( )( )ADA,et si l’espace des fonctions test , alors le générateur infinitésimal  

peut être exprimé par  
( )dRCu 0∈∀( ) ( ) ( ) ( )∫ ⋅−= − ,ˆ,2 ,2/ ξξξπ ξ duxqexAu xid   (2.16)                         

( ) ( )
t

xxq t

t

1,lim,
0

−
=−

→

ξλξ  , où                                               

( )ξλ ,xtet  est définie comme dans (2.15). En d’autres mots, A est un opérateur pseudo-
différentiel de symbole ( )ξ,xq . 

dR   Il est facile de voir que si X est un processus de Lévy dans ψd’exposant , alors son 
opérateur de transition et son générateur infinitésimal sont des opérateurs pseudo-différentiels 
de symboles  et ( ) ( )ξψξ =,xq( ) ( )ξψξλ t

t ex −=, , respectivement. Plus précisément, 

( )d
c RCu ∞∈∀( ) ( ) ( ) ( )∫ ⋅−= − ,ˆ2 ,2/ ξξξψπ ξ duexAu xid  . 

Notez que les deux symboles sont constants en x et les opérateurs pseudo-différentiels 
correspondants sont dits avoir des coefficients constants. 
   Plus généralement, un théorème de Courrége (1965) (cf. Jacob (1996)) implique que, si 

( )d
c RC∞  est inclus dans , alors le symbole ( )AD ( )ξ,xq  de A est localement borné et pour tout 

x fixé, celui-ci est donné par la formule de Lévy-Khintchine, 
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( ) ( ) ( ) ( )∫
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
+−+Σ+= dyxL

y

yi
exxaixq yi ,

1

,
1,

2
1,, 2

, ξ
ξξξξ ξ ,  , dR∈∀ξ(2.17)            

où  et  satisfont les mêmes conditions que (2.1). ( ) ( )xxa Σ, ( dyxL , )
   Similaires aux études des processus de Lévy, les méthodes analytiques de Fourier (utilisant 
les transformées de Fourier) sont très utiles dans l’étude des propriétés probabilistes des 
processus de Feller associés à un opérateur pseudo-différentiel. Etant donné un tel processus 
X, une question intéréssante est de trouver des propriétés de X en utilisant le symbole ( )ξ,xq . 
L’une des approches est de comparer le symbole ( )ξ,xq  avec une fonction continue définie 
négative ( )ξψ . Par exemple, Schilling (1998a,b) a montré que, sous des conditions appropri- 
ées, ( ) ( )ξψξ ≈,xq  entraîne des évaluations sur le semi-groupe { } de X et celui du 
processus de Lévy d’exposant 

0, ≥tTt

( )ξψ  ; de quoi des propriétés asymptotiques  de la dimension 
de Hausdorff peuvent être tirées. Le comportement de X est dans un certain sens similaire au 
comportement du processus de Lévy d’exposant ( )ξψ . Sous des conditions plus restrictives, il 
est même possible d’obtenir des évaluations des fonctions de transition similaires à celles 
d’un processus de Lévy d’exposant ( )ξψ  ; voir Negoro (1994). 
   Plus généralement, des propriétés des trajectoires des processus de Feller X peuvent être 
décrites en fonction des propriétés asymptotiques de son symbole ( )ξ,xq . Schilling (1998a,b) 
a introduit divers indices en termes de ( )ξ,xq  similaires à ceux introduits pour les processus 
de Lévy basés surψ , et a étudié les propriétés de la dimension de Hausdroff et de croissance 
de X. 
2.4. Diffusion fractionnaire.    Dans le but de donner un traitement unifié des diffusions sur 
des fractales (ensembles, voir ci-dessous) variées, Barlow (1998) définit la classe des diffu- 
sions fractionnaires. Même si les suppositions y figurant sont un  peu restrictives, ces 
processus de Markov peuvent bien faire l’objet d’une analyse utilisant des méthodes 
Markoviennes et des techniques de la géométrie fractale. 
   Les définitions suivantes d’un espace métrique fractionnaire et d’une diffusion fractionnaire 
sont tirées de Barlow (1998). 

( )ρ,SDéfinition 2.2. Soit μ un espace complet séparable et localement compact et  une 
mesure aléatoire sur ( S,S ). Le triplet ( )μρ ,,S  est appelé un espace métrique fractionnaire 
(EMF) si les conditions suivantes sont satisfaites : 

( )ρ,S Syx ∈,(a) .  possède la propriété du point central, i.e., pour tous il existe un  tel 
que  

Sz∈

( ) ( ) ( )yxyzzx ,
2
1,, ρρρ ==  ; 

(b) . Il existe une constante  et des constantes positives et  telles que  1c 2c0>fd

( )SdiamrrSx =≤≤∈ 00,(2.18)   pour tous ( )( ) ff dd rcrxBrc 21 , ≤≤ μ (le diamètre de S, cf. 
chapitre 2.). 

dR   Entre autres exemples de EMF, nous pouvons citer muni de la distance euclidienne •  et 
de la mesure de Lebesgue dλ . 

( )μρ ,,S =XDéfinition 2.3. Soit  un espace métrique fractionnaire. Un processus de Markov   
{ } est appelé une diffusion fractionnaire sur S si  ( ) SxPttX x ∈≥ ,,0,
(a) . X est une diffusion de Feller conservatrice à valeurs dans S. 

( ) ( )xytpyxtp ,,,, =(b) . X possède une densité de transition symétrique  ( ), Syxt ∈∀>∀ ,;0

 36



( )yx,laquelle est, pour tout , continue en . 0>t
(c) . Il existe des constantes positives 63 ,,,,, cc Kγβα  telles que  

(2.19)                 { }exp3
α−tc ( ) γβγρ −− tyxc ,4 ( ) α−≤≤ tcyxtp 5,, exp { }, ( ) γβγρ −− tyxc ,6

pour tous  et . Syx ∈, β
00 rt ≤<

   Nous rappelons qu’une diffusion de Feller est un processus de Feller satisfaisant les 
quelques propriétés supplémentaires suivantes : nous rappelons que le temps de vie ζ d’un 
processus X est défini par  

inf=ζ { } ( ( ) ∂=tXt : ∂  étant l’état de mort (cf. chapitre 1.)). 
[(i) Les trajectoires  sont continues sur ( )tXt a )ζ,0  ; 

(ii) Le domaine  du générateur infinitésimal de X   inclut . ( )AD ( )SCc
∞

Les conditions susmentionnées sont un peu trop restrictives. Pour étudier les propriétés des 
trajectoires de X, les conditions importantes sont (2.18) et (2.9). On montre (voir Barlow 
(1998)) que sous ces deux conditions, βα /fd=  . 

dR    Exemple de diffusion fractionnaire. [Processus de diffusion sur ] 
( ]1,0∈λ ( )λA, soit    Pour tout nombre  la classe de toutes les fonctions mesurables prenant 

leurs valeurs dans l’espace des matrices carrées symétriques d’ordre dd × ,  
qui satisfont la condition dite elliptique, 

ddd RRRa ⊗→:

( )∑
=

≤≤
d

ji
jiij xa

1,

22 1 ξ
λ

ξξξλ   pour tous  dRyx ∈,

( )λAa∈ ( )∇⋅∇= a, soit L Pour tout  l’opérateur différentiel partiel de deuxième ordre 
correspondant (ici représente l’opérateur gradient du 1er ∇ ordre). En vertu du théorème 
II.3.1. de Strook (1988), nous savons que L  est le générateur infinitésimal d’une diffusion d- 
dimensionnelle =X { }, qui est continue forte de Feller. En outre, sa densité de 
transition 

( ) 0, ≥ttX
( ) ( )( )dd RRCyxtp ××∞∈ ,0,,  satisfait l’inégalité  

( )
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −
−≤≤

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −
−

Kt
xy

t
Kyxtp

t
xyK

Kt d

2

2/

2

2/ exp,,exp1
α  

 Pour tout , où ( ) ( ) dd RRyxt ××∞∈ ,0,, ( ) 1, ≥= daKK  est une constante. L’estimation ci-
dessus est due à Aronson (1967) (voir Strook (1988)). Ainsi, X est une diffusion fractionnaire 
avec 2,2/ == βα d 1=γet . 

( μ,, •S )   Si et le triplet dRS ⊂  satisfait (2.18), alors S est dit un d-ensemble (voir Chen et  
Kamagai (2002) pour des études portant sur les diffusions fractionnaires sur lesdits d-
ensembles). 
  
3. Quelques outils de la géométrie fractale 
    Dans cette section, nous rassemblons des définitions et quelques propriétés élémentaires de 
la mesure et de la dimension de Hausdorff, la mesure et la dimension d’empilement, la 
capacité, et l’analyse multifractale. Toute ceci nous servira d’outils pour l’analyse finie des 
propriétés des processus stochastiques discutés dans ce chapitre. Plus d’information sur la 
géométrie fractale peut être trouvée dans Falconer (1990,1997). 
 
3.1. Mesure de Hausdorff et dimension de Hausdorff.  Soit  la classe des fonctions  Φ

( ) ( ∞→ ,0,0: )δϕ  qui sont continues à droite, monotone croissante avec ( ) ( ) 0lim0
0

==
→+ t

t
ϕϕ  

et telles qu’il existe une constante finie  telle que  0>K
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( )
( ) K
s
s
≤

ϕ
ϕ 2 δ

2
10 << s(3.1)                                                   , pour . 

Une fonction dans est souvent appelée une fonction de mesure.  Φ
   Pour Φ∈ϕ , la mesure Haudorff de est définie par  dRE ⊆−ϕ

(3.2)                                ( ) inflim
0→

=−
ε

ϕ Em { }, ( ) ( ) εϕ <⊆
∞

=
∑ iii

ii
i rrxBEr ,,:2

1
U

où  représente la boule ouverte de rayon r centrée en x. La suite des boules satisfaisant 
les deux conditions dans (3.2) est appelée un 

( rxB , )
−ε recouvrement de E. il est bien connu et on le 

vérifie sans peine que dRm−ϕ  est une mesure extérieure et tout ensemble de Borel dans est 
−− mϕ mesurable. Une fonction Φ∈ϕ est appelée une fonction de mesure de Hausdorff 

exacte (ou correcte) pour E si ( ) ∞<−< Emϕ0 . 
Remarque 3.1.   Dans (3.2), nous  utilisons uniquement des recouvrements de E par des 
boules, ainsi m−ϕ  est souvent appelée une mesure de Hausdorff sphérique dans la 
littérature. Sous (3.1), m−ϕ  est équivalente à la mesure de Hausdorff définie en utilisant des 
recouvrements par des ensembles arbitraires.  
   La dimension de Hausdorff de E est définie par  

infdim =EH { ( ) 0:0 =−> Emsαα }. 
   Le lemme suivant est souvent utile dans la détermination des bornes supérieures pour les 
dimensions de Hausdorff de l’image, le graphe et les images inverses. Les preuves des 
premières inégalités peuvent être trouvées dans Kahane (1985a) ou Falconer (1990). La 
dernière fut prouvée dans Kaufman (1985) et Monrad et Pitt (1987). Pour la définition du 
temps local, voir la section 6.1. 
 

NRI ⊂Lemme 3.2.   Soit  un hypercube (produit de N  intervalles, N étant un entier positif 
quelconque)). S’il existe une constante ( )1,0∈α  telle que pour tout 0>ε , la fonction 

 satisfait une condition de Hölder uniforme d’ordre dRIf →: εα − sur I, alors pour tout 
Borélien IE ⊂ , 

Ed Hdim1,
α

( ) mindim ≤EfH { }, 

( ) dEE HH ⋅−+ α
α

1dim,dim1( ) mindim ≤EGrfH } {
dRF ⊂Si, en plus f a un temps local borné sur I, alors pour tout Borélien , 

( ) .dimdim 1 FdNFf HH αα +−≤−  
    
 

( )xf  Hölder.   Nous disons de façon générale que la fonction  est de Hölder uniforme 
d’ordre (ou d’exposant) H s’il existe une constante c telle que pour tout , 'x

( ) ( ) Hxxcxfxf '' −≤− . 
   La dimension de Hausdorff est intimement liée à la capacité de Bessel-Riesz, comme il a été 
découvert par Frostman (1935). Plus généralement, soit S un espace métrique quelconque 
muni de la [ ]∞→× ,0: SSκ−σ algèbre de Borel S. Un noyauκ  est une fonction mesurable . 
Pour une mesure de Borel μ  sur S, l’énergie de μ  par rapport au noyau κ  est définie par  

( ) ( ) ( ) ( )∫∫
×

=
SS

dydxyxI μμκμκ , . 
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( )ΛκCapPour , la capacité de  par rapport à S⊆Λ Λ κ , représentée par , est définie par 

( )
( )

( )
1

inf
−

Λ∈ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= μκ κμκ ICap

P
, 

où  est la famille des mesures de probabilité portées par ( )ΛP Λ , et par convention . 
Notez que  si et seulement s’il existe une mesure de probabilité 

01 =∞−

( ) 0>ΛκCap μ  sur  de Λ   −κ
( ) ( )yxfyx −=,κénergie finie. Nous considérons principalement le cas où  , où f est une 

fonction non négative et non croissante. En particulier, si ( ) α−= rrf , alors le  
correspondant est appelé la capacité de Bessel-Riesz d’ordre 

κCap
α et est notée par . La 

dimension de capacité de  est définie par  
αCap

Λ
( ) supdim =Λc { ( ) 0:0 >Λ> αα Cap }. 

   Le théorème de Frostman (cf. Kahane (1985a)) dit que pour un compact Λ  quelconque dans 
( ) ( )Λ=Λ cH dimdimdR , . Ce résultat donne un moyen analytique utile pour le calcul de la 

borne inférieure de la dimension de Hausdorff. Soit dR⊂Λ , afin de montrer que 
( ) α≥ΛHdim , on a seulement besoin de trouver une mesure μ  sur  telle que la −αΛ  

énergie de μ est finie. Pour des ensemble aléatoires et déterministes, tels que les ensembles 
auto-similaires2 μ ou les images d’un processus stochastique, il existe des choix naturels de . 

dRE ⊂   Etant donné une fonction de mesure Φ∈ϕ  et un ensemble , il est souvent plus 
compliqué d’évaluer la mesure de Hausdorff ( )Em−ϕ . De (3.2) nous voyons qu’afin 
d’obtenir une borne supérieure pour la −ϕ mesure de Hausdorff de E, il est suffisant de 
construire une suite de recouvrements de E telle que 0→nε−nε  et les sommes corréspond- 
antes soient bornées. Cependant, il est plus difficile d’utiliser directement la définition ci-
dessus pour obtenir une borne inférieure pour ( )Em−ϕ , car on a besoin de considérer tous les 
recouvrements possibles de E par des ensembles de diamètre inférieur à ε . Cette difficulté 
peut usuellement être contournée en appliquant le théorème de densité suivant dû à Rogers et 
Taylor (1961), (voir aussi Taylor et Tricot (1985)), lequel est un raffinement du lemme de 
Frostman (voir Kahane (1985a)). 

dR −ϕμ μΦ∈ϕ   Pour une mesure de Borel  quelconque sur et , la  densité supérieure de  
en  est définie par  dRx∈

( ) ( )( )
( )r

rxBxD
r 2

,suplim
0 ϕ

μϕ
μ

→
= . 

Lemme 3.3.   Etant donné Φ∈ϕ , il existe une constante positive K telle que pour une 
mesure de Borel ( ) ∞<=< dRμμ ˆ0dRμ  quelconque sur  avec  et tout Borélien , 
nous avons  

dRE ⊆

(3.3)                        {( )
Ex

EK
∈

− inf1μ ( )
Ex

KEm
∈

− ≤−≤ sup1 μϕ( )xD ϕ
μ ( )xD ϕ

μ} { } . 1−

Remarque 3.4.   On peut définir la mesure de Hausdorff sur un espace métrique quelconque 
( )ρ,S ρ en remplaçant dans (3.2) la distance euclidienne par . Nous utiliserons cette 
remarque dans la section 7, quand on étudiera les intersections de l’image d’un processus de 
Markov avec un ensemble de Borel dans l’espace des états. De toute évidence, la seconde 
inégalité dans le dernier lemme peut ne pas être vraie dans un espace métrique général. Une 
                                                 

]

2 Un ensemble est dit auto-similaire s’il est construit de parties qui sont géométriquement similaires à tout 
l’ensemble. Par exemple, si C représente l’ensemble de Cantor (cf. ch. 2), alors  où 

 et  sont des copies similaires de C , vues à l’échelle 1/3. 
21 CCC U=

[ ]3/1,01 ICC = [ 1,3/22 ICC =
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condition suffisante pour (3.3) est que S possède une dimension structurelle finie, i.e., pour 
tout , il existe une constante M telle que chaque sous-ensemble de S avec un 
diamètre suffisamment petit 

10 << a
δ  peut être recouvert par M ensembles de diamètre pas plus 

grand que δa . Nous nous référons à Howroyd (1994) pour plus d’information sur les 
mesures de Hausdorff sur les espaces métriques généraux. 
3.2. Dimension d’empilement et mesure d’empilement. 
   La mesure d’empilement et la dimension d’empilement, qui peuvent respectivement égaler 
la mesure de Hausdorff et la dimension de Hausdorff, ont été introduites par Taylor (1982), 
Taylor et Tricot (1985), comme concept dual à la mesure de Hausdorff et la dimension de 
Hausdorff. Afin de caractériser la structure géométrique d’un ensemble (fractal, en ce sens 
que toutes les dimensions définies au cours de cet exposé sont égales), il est plus avantageux 
d’établir des résultats sur les quatre quantités. 

( )EP−ϕ dRΦ∈ϕ , définissons la fonction d’ensemble  sur  par     Pour
( ) ( )ii

i
i rxBr ,:2∑ϕ( ) suplim

0→
=−

ε
ϕ EP ε<∈ ii rEx ,(3.4)                  { sont disjointes, }, 

Boù  représente la fermeture de B. Une suite de boules fermées satisfaisant les conditions 
dans (3.4) et appelée un P−ϕ−ε empilement de E. Contrairement à m−ϕ ,  n’est pas une 
mesure extérieure. Toutefois, nous pouvons en construire une notée p−ϕ  en la définissant 
comme suit  

(3.5)                                  ( ) inf=− Epϕ { }. ( )
∞

=
⊆−∑

1
:

n
n

n
n EEEP Uϕ

La quantité ( )Ep−ϕ  est appelée la mesure d’empilement de E. Taylor et Tricot (1985) ont 
prouvé que ( )Ep−ϕ dR est une mesure extérieure métrique ; ainsi tout Borélien dans  est 

p−ϕ  mesurable. Si ( ) ( )Epsss −= ααϕ , −α est appelée la mesure d’empilement  
dimensionnelle de E. La dimension d’empilement de E est définie par  
(3.6)                                     { ( ) 0:0 =−> Epsαα }. infdim =Ep

dRE ⊂ ,    Il vient de (3.5) que pour tout
(3.7)                                                    ( ) ( )EPEp −≤− ϕϕ . 
Ainsi nous pouvons appliquer (3.7) pour déterminer une borne supérieure pour ( )Ep−ϕ . 
Cependant, il n’est pas souvent facile de déterminer ( )EP−ϕ  parce que nous avons besoin de 
considérer tous les empilements possibles dans (3.4). Une borne inférieure pour ( )Ep−ϕ  
peut être obtenue en utilisant le théorème sur la densité suivant (pour une preuve, voir Taylor 
et Tricot (1985)). 
Lemme 3.5.   Pour une fonction Φ∈ϕ donnée, il existe une constante  telle que pour 
une mesure de Borel quelconque sur 

0>K
( ) ∞<=< dRμμ0dR  avec  et un ensemble de Borel 

quelconque , dRE ⊆
( )xDϕ

μ ( )xDϕ
μ(3.8)                             {( )

Ex
EK

∈

− inf1μ ( )
Ex

KEp
∈

− ≤−≤ sup1 μϕ} { } , 1−

où 

( ) ( )( )
( )r

rxBxD
r 2

,inflim
0 ϕ

μϕ
μ

→
=  

est la −ϕ densité inférieure de μ  en x. 
   Il y a une définition équivalente pour  qui est quelques fois plus convenable à 

utiliser. Pour tout 

Epdim

 et un ensemble borné quelconque , soit dRE ⊆0>ε
( ) =ε,1 EN ε  nécessaires pour recouvrir E et   le plus petit nombre de boules de rayon 
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( ) =ε,2 EN ε  centrées sur E.     le plus grand nombre de boules   disjointes de rayon 
Alors nous avons  

( ) ( ) ( )2/,,, 212 εεε ENENEN ≤≤ . 
( )ε,EN ( )ε,1 EN pour Pour simplifier la notation, nous écrivons indifféremment  

ou ( )ε,2 EN . 
Alors les dimensions de boîtes de E supérieure et inférieure (introduites au deuxième chapitre 
sous les notations  et Δ ) sont définies par  δ

( )
ε
ε

ε log
,logsuplimdim

0 −
=

→

ENEB , et  

 
( )
ε
ε

ε log
,loginflimdim

0 −
=

→

ENEB , 

EE BB dimdim =respectivement. Si , la valeur commune est appelée la dimension de boîtes. Il 
est facile de vérifier que  

dEEE BBH ≤≤≤≤ dimdimdim0 ,et (3.9)                                         
dEE Bp ≤≤≤ dimdim0 , 

Pour tout ensemble borné . Ainsi dRE ⊆ EBdim EBdimet peuvent être utilisées pour 
déterminer des bornes supérieures pour  et . EHdim Epdim

Bdim   Le désavantage avec  et Bdim , comme il a été mentionné au chapitre 2, est qu’elles ne 
sont pas en tant que dimension −σ  stables (cf. Tricot (1982)). On peut obtenir des indices 
−σ  stables en posant  

n
n

nB
n

EEE
∞

=
⊂

1
,dimsup Uinfdim =EMB { }, 

n
n

nB
n

EEE
∞

=
⊂

1
,dimsup Uinfdim =EMB { }. 

EMBdim EMBdimEn suivant Falconer (1990), nous appelons et  les dimensions de boîtes 
supérieure et inférieure modifiées de E. Tricot (1982) a prouvé que EE MBp dimdim = . Par 

conséquent, pour un ensemble  quelconque,  dRE ⊆
dEEE pMBMBH ≤=≤≤≤ dimdimdimdim0(3.10)                             . 

Ainsi, si , alors les dimensions dans (3.10) coïncident. EE pH dimdim =

Bdim   Puisque la dimension de boîtes supérieure  d’un ensemble est plus facile à déterminer, 
le lemme suivant de Tricot (1982) est utile pour le calcul de la dimension d’empilement d’un 
ensemble. Rappelons que Bdim  est dite uniforme sur E s’il existe une constante c telle que, 
pour tout Ex∈ , 

( )( ) crxBEB
r

=
→

,dimlim
0

I  . 

Lemme 3.6.   Si un ensemble E est compact et  est uniforme sur E, alors Bdim
EE pB dimdim = . 

   Il est facile de voir que les bornes supérieures analogues dans le lemme 3.2. restent vraies si 
l’on remplace par . Toutefois, contrairement aux cas de la dimension de 

Hausdorff, si f  est une projection de 
Hdim pdim

NR dR dans  ( Nd < ) ou f  est un mouvement Brownien 
dans R,  ces bornes supérieures ne sont plus pertinentes. En fait, Talagrand et Xiao (1996) ont 
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montré que pour toute fonction satisfaisant une condition de Hölder uniforme 
d’ordre 

dN RRf →:
α  sur, disons, [ ]N1,0 [ ]NE 1,0⊂, il existe des ensembles compacts  tels que  

( ) EEf pp dim1dim
α

< . 

Pour plus d’information sur la dimension d’empilement des projections, voir Falconer et 
Howroyd (1997) et les références y figurant. 
 
3.3. Profil de la dimension d’empilement 
   Dans ce paragraphe, nous rappelons brièvement les définitions des dimensions 
d’empilement des mesures et lesdits profils de la dimension d’empilement introduits par 
Falconer et Howroyd (1997), et énonçons quelques-unes de leurs propriétés élémentaires. 
Voir Howroyd (2001) pour des développements récents. 

dR   La dimension d’empilement d’une mesure μ  sur  est définie par  
( ) 0:dim >EEp μ(3.11)                   infdim =μp {  et est un Borélien}. dRE ⊆

La dimension d’empilement supérieure est définie par  
dR E(3.12)                   {infdim* =μp μ:dim Ep ( \ )  et est un Borélien}. dRE ⊆0=

μLes dimensions de Hausdorff supérieure et inférieure de  peuvent être définies de façon 
similaire. Celles-ci sont notées  et , respectivement. Pour plus d’information 
sur ces dernières quantités, voir Falconer (1997).  

μ*dimH μHdim

dRμ  sur  et pour tout , définissons le potentiel    Pour une mesure de Borel finie 0>s

( ) ∫=
dR

s rxF min,μ ( )dyμss xyr −−,1{ }  

Les définitions équivalentes de μpdim  et  en termes du potentiel  sont 
données par Falconer et Howroyd (1997) : 

( rxFd ,μ )μ*dim p

( ) ,0,inflim:0
0

=> −

→
rxFrt d

t

r

μ(3.13) supdim =μp {  −μ presque partout ( −μ p.p.), },et                        

(3.14)                    {

dRx∈

( ) ,,inflim:0
0

=>> −

→
rxFrt d

t

r

μinfdim* =μp  −μ p.p., }.  dRx∈

Comme extensions des quantités susmentionnées, Falconer et Howroyd (1997) utilisent le 
potentiel s-dimensionnel  pour définir le potentiel de la dimension d’empilement de ( rxFs ,μ )
μ  par 

( ) −=≥ −

→
μμ ,0,inflim:0

0
rxFrt s

t

r
(3.15) Dim sup=μs { p.p., }, dRx∈

μet le profil de la dimension d’emplement supérieure de  par   
( ) −>> −

→
μμ ,0,inflim:0

0
rxFrt s

t

r
(3.16) Dim {inf* =μs p.p., }, dRx∈

Respectivement. Il est facile de voir que  
≤0 Dim ≤μs Dim , ss ≤μ*

et que si  ,ds ≥
Dim  Dim  ; μμ ** dim ps =,dim μμ ps =

voir Falconer et Howroyd (1997). 
( )EM c

+   Pour un ensemble de Borel , soit dRE ⊆  la famille de toutes les mesures de Borel 
finies à support compact inclus dans E. alors  peut être caractérisée par la dimension 
d’empilement des mesure portées par E, 

Epdim

( )EM cp
+∈μμ :dim{ } ; supdim =Ep
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Voir Hu et Taylor (1994) pour un preuve. Motivés par ceci, Falconer et Howroyd (1997) 
définissent le profil de la dimension d’empilement de  par  dRE ⊆

( )EM cs
+∈μμ :sup=Es(3.17)                 Dim {Dim }. 

On montre facilement que pour des ensembles de Borel ,dRE ⊆ ≤0 Dim  et pour tout 
, Dim . 

sEs ≤
EE ps dim=ds ≥

   Le lemme suivant tiré de Xiao (1998a) donne des bornes supérieures pour Dim μs , Dim  
et Dim . 

μ*
s

Es

Lemme 3.8.   Soit I  un hypercube dans NR  et soit  une fonction continue 
satisfaisant une condition de Hölder uniforme de tout ordre inférieur à 

dRIf →:
α . Pour une mesure 

de Borel finie NR IE ⊂μ  quelconque sur  à support inclus dans I et tout Borélien , nous 
avons  

α
μ 1dim ≤fp α

μ 1dim* ≤fpDim  Dim  (3.18)                               ,μαd ,* μαd

 est la mesure image de où μ  par f, et  fμ

( )
α
1dim ≤Efp Dim . Edα

3.4. Analyse multifractale 
   Dans la géométrie fractale, les multifractales étaient à l’origine utilisées pour analyser la 
concentration des mesures et, en particulier, pour quantifier leur structure de singularité. 
Actuellement, elles sont devenues un des outils les plus basiques qui peuvent être utilisés pour 
étudier les propriétés fines des fonctions ou des processus stochastiques. 
   Soit (S,S) un espace mesurable et une fonction mesurable. Soit D une fonction 
mesurable définie sur S. alors le spectre par rapport aux fonctions h et D est défini par 

RSh →:

( ) θ=∈ xhSx :( ) DH =θ(3.19)                                         ({ }) 
( )•D    Dans l’analyse multifractale, la fonction d’ensembe  est souvent prise comme la 

dimension de Hausdorff ou d’empilement. Alors le problème basique est de calculer les 
valeurs de la fonction ( )θH . 
    Dans ce qui suit, nous donnons quelques exemples de spectre multifractal. 

( )xhExemple 3.9.   Soit μ  une mesure de Borel localement finie sur (S,S), et soit  la 
dimension locale de μ  en x, ceci étant, 

( ) ( )( )
r

rxBxh
r log

,loglim
0

μ
→

=(3.20)                                                , 

, soit  si la limite existe. Pour  tout 0>θ
( ) θ=∈ xhSx :=θE { }. 

( )μNotez que, pour la plus part des mesures d’intérêt, est dense dans suppθE μ, le support de , 

pour des valeurs de θ  pour lesquelles  est non trivial. Ainsi les dimensions de boîtes θE Bdim  
et Bdim  sont de peu d’usage dans la caractérisation dimensionnelle de . Il est plus naturel 
de laisser  être la dimension de Hausdorff ou la dimension d’empilement, alors

θE
( )•D ( ) =θH   

 est le spectre multufractal usuel ( θED ) ( )θμf ( )θμF μ et  de , respectivement. 
   Si la limite dans (3.20) n’existe pas, alors on peut considérer les dimensions locales  
inférieure et supérieure de μ  définies par  

( ) ( )( )
r

rxBxh
r log

,loginflim
0

μ
→

= , et 
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( ) ( )( )
r

rxBxh
r log

,logsuplim
0

μ
→

= , 

μrespectivement. Quand  est la mesure d’occupation (cf. § 6.1) d’un subordinateur, ce type 
de spectre multifractal pourμ  a été étudié  par Hu et Taylor (1997,2000). 
   Nous donnons ci-après quelques exemples. 
Exemple 3.10.   Soit  (N un entier positif) une fonction continue. Définissons son 
exposant de Hölder local en  par 

dN RRf →:
NRt ∈0

( )0:0 tCf αα ∈>( ) sup0 =th f { }, 

où  signifie qu’il existe une constante  et un polynôme de degré au plus 
égal à [

( )0tCf α∈
0t

P0>K
]α  (i.e., la partie entière de α ) tels que dans un voisinage de , 0t

( ) ( ) α
00

ttKtPtf t −≤−(3.21)                                              . 

Notez que si f est continûment différentiable d’ordre [ ]α  dans un voisinage de , alors le 
polynôme  est exactement le développement de Taylor de f en  d’ordre [

0t
]α( )tPt0 0t . Toutefois, 

(3.21) peut être vérifié pour une grande valeur de α  même si f n’est pas différentiable dans 
un voisinage de . 0t

( ) ( )θθ Sd Hdim=( ) θ=tht f:   Pour {=θS }, la fonction  est appelé le spectre des singularités 
de f. ceci donne une information géométrique sur la distribution des singularités de f. une 
fonction f  est appelée multifractale quand son spectre des singularités est défini au moins sur 
un ensemble d’intérieur non vide. Voir Jacob (2001) pour des études portant sur les fonctions 
multifractales. 
Exemple 3.11.   Soit { } le mouvement Brownien standard dans( ) +∈ RttW , R=W . On montre 
que l’exposant local de W est  ½  partout sur sa trajectoire. Définissons  

( ) ( ) ( )
εε

ε
ε log2

suplim
0

tWtW
th

−+
=

→
. 

Alors, pour ( ]1,0∈θ [ ] ( ) θ=∈ tht ,1,0( ) =θF ≠ ∅, et est appelé l’ensemble des points  , { }
( )θHrapides. Soit , alors HD dim=−θ  est la dimension de Hausdorff de l’ensemble des 

points −θ rapides étudié en premier par Orey et Taylor (1974). La dimension d’empilement 
de ( )θF  égale toujours 1. Voir Peres et Xiao (2000) pour des détails. 
 
4. Résultats sur les dimensions de Hausdorff et d’empilement pour l’image. 
   Le premier résultat sur la dimension de Hausdorff a été obtenu par Taylor (1953) qui a 
déterminé  pour un mouvement Brownien dans [ ]( 1,0dim WH ( )2≥dRd)  ; voir aussi Lévy 
(1953). Depuis lors nombre de travaux portant sur le calcul de la mesure de Hausdorff exacte 
de l’image d’un mouvement Brownien ou d’un processus de Lèvy ont été publiés. On se 
réfère à Taylor (1986a) et les références y figurant pour plus d’information. 
   Dans cette section, nous discutons les dimensions de Hausdorff et d’empilement de l’image 

 d’un processus de Markov à valeurs dans S. les dimensions de Hausdorff et 
d’empilement de 

[ ]( 1,0X )
( )+RX  peuvent être similairement étudiées. En particulier, pour les 

processus de Markov quelconque satisfaisant les conditions du théorème 4.2., la propriété de 
Markov et le fait que ( ) [ ]( )1,supdim

0
+=

≥
+ nnXRX

n
H  entraînent que  

( ) [ ]( )1,0dimdim XRX HH =+  p.s. 
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4.1. Résultats sur la dimension de Hausdorff pour l’image. 
    En premier, nous résumons quelques techniques usuelles pour déterminer des bornes 
supérieure et inférieure pour la dimension de Hausdorff de l’image [ ]( )1,0X , ou plus généra- 
lement, , où  (un Borélien).  ( )EX ( +⊂ RBE )

( )EXHdim   Afin d’obtenir une borne supérieure pour , nous pouvons utiliser : 
• Une méthode de recouvrement : trouver une suite de recouvrement de , et 

montrer que les sommes correspondantes dans (3.2) sont bornées. Quand X est 
continu de Hölder, par exemple, le mouvement Brownien sur 

( )EX

dR  ou sur des fracta-  
      les, alors ceci est donné par le lemme 3.2. Avec l’aide du lemme 4.1. ci-dessous, des  
      méthodes utilisant l’espérance conditionnelle sont souvent suffisantes pour des    

              processus de Markov généraux.  
• Des méthodes  dites de co-dimension : la théorie du potentiel * pour les processus  de 

Lévy implique que si  est polaire pour un processus stable symétrique Y dans ( )EX
( ) β−dR β  qui est indépendant de X, alors EXH ≤ dd’indice dim  ; voir la propo-  

sition  4.11. pour un résultat général. Nous employons le qualitatif  polaire ci-dessus 
en ce sens que Y ne prend pas presque sûrement les valeurs dans . ( )EX

Pour prouver les bornes inférieures pour la dimension de Hausdorff de , on peut utiliser 
les méthodes suivantes : 

( )EX

• Des méthodes, utilisant la capacité, basées sur le théorème de Frostman. Dans le but 
de montrer que ( ) γ≥EXHdim μ, nous construisons une mesure de Borel aléatoire  
sur  et montrons que( )EX −γμ  a une énergie finie. Une mesure aléatoire naturelle 
sur  est la mesure d’occupation. Ces méthodes sont souvent utilisées pour les 
ensembles de niveau et les temps d’auto-intersection, où les mesures aléatoire sont 
déterminées part les temps locaux et les temps locaux d’auto-intersection (voir les 
sections 8 et 9). 

( )EX

( )EX• Des méthodes dites de co-dimension : si  n’est pas polaire pour un processus 
strictement stable Y dans dR β d’indice  qui est indépendant de X, 
alors ( ) ≥EXHdim   

β−d      , voir la proposition 4.11. ci-dessous.    
( )aΛ   Soit  une constante fixée. Une collection 01 >K  de boules de  rayon (diamètre) a dans 

un espace métrique ( )ρ,S −1K est dite recouvrante si aucune boule de rayon a dans S ne 
peut intercepter plus de  boules de ( )aΛ1K . Clairement, si , alors pour chaque entier 

, la collection des cubes dyadiques d’ordre n dans 

dRS =
1≥n dR recouvrante avec . dK 31 =−1K est

dR   Le lemme suivant a été prouvé en premier pour les processus de Lévy dans par Pruitt et 
Taylor (1969). Pour une preuve voir Liu et Xiao (1998). 
 Lemme 4.1.   Soit =X { } un processus de Markov fort temporellement 
homogène dans S de fonction de transition 

( ) xPttX ,0, ≥
( )AxtP ,, ( )aΛ et soit  une collection recou-

vrante fixée de boules de rayon a (
−1K

)10 ≤< a  dans S. Pour tout , nous représentons par 
 le nombre de boules de 

0≥u
[ ]suut +∈ ,( saM u , ) ( )aΛ ( )tX par lesquelles passe  à un instant . 

Alors pour tout , Sx∈

( )[ ] ( ) ( )( )
1

0
3/,1 1inf2,

−

∈ ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤ ∫

s

ayBSyu
x dttXsKsaME , 
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xEoù  est la fonction indicatrice de l’ensemble B. (la notation B1 signifie que l’intégration se 
fait par rapport à la mesure de probabilité ).  xP
   Pour simplifier, nous assumons que . Le théoreme et les lemmes suivants sont tirés 
de Xiao (2004). 

dRS =

Théorème 4.2.   Soit =X { } un processus de Markov dans ( ) xPttX ,0, ≥ dR  de fonction de 
transition  satisfaisant les conditions suivantes : ( AxtP ,, )
(4.1) On suppose que sur un intervalle [ ]0,0 r , en partant d’un point quelconque x, le temps 
moyen passé à l’intérieur de la boule [ ]0,0 rr∈( )rxB , , est non nul pour tout . 
(4.2)   pour tous  . ( )( ) (( rBtPrxBxtP ,0,0,,,, ≈ )) 00,,0 rrRxt d ≤≤∈>

[ ]( ) lowH X γ=1,0dimAlors  p.s., pour tout , où dRx∈−xP  est défini par lowγ

sup=lowγ { ( )( ) ∞<≥ ∫
→

1

00
,0,0,1suplim:0 dtrBtP

rr
αα }. 

Remarque (4.3).   (i).  Comme dans le théorème de Pruitt (1969), nous pouvons exprimer 
l’indice ( )tXlowγ  en fonction des moments de  : 

sup=lowγ { ( )( ) ∞<≥ ∫
−

→

1

00

1suplim:0 dttXE
rr

α
αα }. 

(i).  Tous les processus de Markov homogènes dans l’espace satisfont la condition (4.2) avec 
l’égalité. 
   La preuve de la borne inférieure dans le théorème 4.2. est basée sur les lemmes 4.4. et 4.5. 
ci-dessous. Pour tout  et tout , soit  [ 1,00 ∈t ] 0>r

( ) ( ){ }
[ ]
∫ ≤−=

1,0
0 0

1),( dtrtT rtXtX  

( )( )rtXB ,0le temps de séjour de X dans la boule . 
[ ]1,00 ∈tLemme 4.4.   Il existe une constante  telle que pour tous , , tout0>r0>δ 0>λ et 

, dRx∈
( ) ( )rrtT 2,0 λτ≥(4.3)                                          {xP δλ−≤ exp} , 

où ( ) ( )[ ]rTEr ,0=τ  . 
( )rT ( )rT ,000 =t   Preuve : Pour simplifier, nous assumons et écrivons  à la place de . 

Notons d’abord que (4.2) implique que pour tous  et  dRx∈ 0>r

( )[ ] ( )( ) rdtrxBxtPrTE x τ≈= ∫
1

0

,,, ( ). 

Pour tout entier  et tout , le théorème de Fubini et la propriété de Markov de X 
impliquent que 

dRx∈2≥n

( )[ ] ( ) ( ){ } ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ∫∏∫

=
≤−

1

0 1
10

1

0

1
n

j
nrXsX

xnx dsdsErTE
j

LL          

( ) ( )0XsX j −                         [ {|
n

j 1=
I∫

≤≤≤≤

=
10 1

!
nss

xPn
L

| r≤ }]  ndsds L1

( ) ( )0XsX j −                         [ {|
1

1

−

=

n

j
I ( )( )rxBxssP nnnn 2,,, 111 −−−−⋅∫

≤≤≤≤

≤
10 1

!
nss

xPn
L

ndsds L1r≤| }]  

( )( )[ ]rTEnK n 2!≤ n ,                          
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où la dernière étape est obtenue par récurrence et   est une constante. Ainsi il existe une 
constante positive 

0>K
 telle que  0>δ

( )
( ) 2
2

exp ≤⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
r
rTE x

τ
δ . 

Finalement, (4.3) résulte de l’inégalité de Chébyshev. 
   En utilisant (4.3) et le théorème de Borel-Cantelli standard, nous avons 
 
Lemme 4.5.   Sous les mêmes hypothèses du lemme 4.4. Alors pour tout , [ ]1,00 ∈t

( )
( ) δτ

1

2
1loglog2

,suplim 0

0
≤

→ r

rtT
r

−xP   p.s, (4.4)                                      

où  est le même constante dans le lemme 4.4. 0>δ
   Preuve du théorème 4.2. :   Pour prouver la borne inférieure, nous notons que le lemme 4.5., 
le théorème de Fubini et le lemme 3.3. impliquent que  

[ ]( ) KXm ≥− 1,01ϕ(4.5)                                  −xP p.s.,  pour tout , dRx∈
[ ]( ) lowH X γ≥1,0dimoù ( ) ( ) )/1log(log21 rrr τϕ = −xP p.s.  . Ainsi  

   Maintenant, nous prouvons la borne supérieure. Pour tout lowγβ > , nous choisissons   ∈α  
( )βγ ,low ( )nrlowγ. Alors, par la définition de , il existe une suite  de nombre positifs telle que 

 et  pour tout . En vertu du lemme 4.1., nous voyons que pour 
chaque ,  peut être recouvert par 

( ) ατ nn rr ≥ 1≥n0↓nr
[ ]( 1,0X ( )1,0 nrM ( )nrΛ)  cubes dans  et  1≥n

( )[ ] ( )
α

τ n
n

n
x Kr

r
KrME ≤≤1,0 . 

[ ]( )( ) ∞<− 1,0Xmsβ −xPAinsi nous avons p.s., et par conséquent, le théorème 4.2. est 
prouvé. 
Remarque 4.6.   En regardant la preuve  nous voyons que le théorème 4.2. peut être appliqué à 
un processus de Markov qui n’est pas temporellement homogène, pourvu que sa fonction de 
transition  soit comparable à une fonction ( )AxstP ,,−( AxP ts ,, )  satisfaisant les conditions 
(4.1) et (4.2). 
Remarque 4.7.   Le théorème 4.2 entraîne que si les fonctions de transitions respectives de 
processus de Markov sont comparables, alors les dimensions de Hausdorff de leurs images 
sont égales. Ceci est lié aux résultats de Schilling (1996). Une question naturel est que si un 
processus de Markov X à valeurs dans dR  est comparable à un processus de Lévy stable Y, les 
résultats sur la mesure de Hausdorff et la dimension uniforme (cf. section 8) pour Y restent-ils 
vrais pour X ? Voir les sections 5 et 8 pour des résultats liés. 
   Le théorème 4.2. peut être convenablement appliqué à des processus de Markov dont les 
fonctions de transition peuvent être estimées, par exemple les processus de Lévy stables, les 
mouvements Browniens sur des fractales (Barlow 1998), des processus de Feller associés à 
des opérateurs pseudo-différentiels (Schilling 1998), etc. dans bien des cas, lowγ  peut être 
calculé en termes de caractéristiques plus explicites du processus de Markov X. 
 
Corollaire 4.8. [Barlow 1998]    Soit X une diffusion fractionnaire de la définition 2.3., alors 

[ ]( ) min1,0dim =XH { β,fd } 

   Quand =X { } est un processus de Lévy général dans( ) 0, ≥ttX dR , Pruitt (19669) a prouvé 
que [ ]( ) γ=1,0dim XH γ p.s., où l’indice  est défini dans (2.11). Comme (2.11) peut se révéler 
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γdifficile à calculer, il est plus approprié de représenter  en termes de l’exposant de Lévyψ  
de X. Pruitt (1969) propose l’issue suivante qui donne une évaluation deγ  : 

sup≥γ { ( ) ∞<< ∫
≥

−
1

1:
ξ

αξ
ξ

ξψ
α d

dd }. 

( ) ξξψ log2Re ≥En outre, on montre que si, en plus  (pour de grandes valeurs de ), alors ξ

sup=γ {
( )

( ) ∞<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
< −

−

∫ α

ξψ

ξ
ξ

ξψ
α d

R

ded
d

1Re: }. 

Voir Fristedt (1974) pour une discussion plus en détail du travail de Pruitt sur ce domaine. 
Récemment, Khoshnevisan, Xiao et Zhong (2003) ont résolu complètement le problème. 
 

dRThéorème 4.9.   Si X représente un processus de Lévy dans d’exposant de Lévy ψ , alors 

sup=γ { ( ) ∞<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

< −
>
∫ α
ξ ξ

ξ
ξψ

α d
dd

1 1
1Re: }. 

Remarque 4.10.   Récemment, en utilisant le résultat de Pruitt (1969), Becker-Kern, Meersch- 
[ ]( )1,0dim XHaert et Scheffler (2002) ont calculé  pour une classe de processus de Lévy 

stables dans dR . Leur argumentation implique diverses estimations probabilistes techniques 
de processus de Lévy stables et requiert quelques restrictions sur les densités de transition des 
processus stochastiques. Le théorème 4.9. donne une façon analytique différente de résoudre 
le problème. 
   La preuve du théorème 4.9. dans Khoshnevisan, Xiao et Zhong (2003) repose sur la théorie 
du potentiel d’une classe de fonctions aléatoires multiparamétrique de Lévy, appelées les 
processus additifs, ce qui ne doit pas être confondu avec l’appellation antérieure, et une 
méthode dite de co-dimension. Ce que nous expliquons ci-dessous. 
   Soit { } un processus de Lévy stable isotropique dans( ) 0, ≥ttXα

dR=αX d’indice ∈α  
. Si ( ]2,0 dRF ⊂  est polaire pour ,i.e., αX, il est connu qu’un compact d<α

( ) FtX ∈αP { pour un }  0>t 0=
( ) 0=− FCapd αSi seulement si la capacité de Riesz-Bessel . Kanda (1976) a prouvé que ceci 

est vrai pour les processus de Lévy strictement stables dans dR . Au sujet de la théorie du 
potentiel des processus de Lévy, voir Sato (1999). 
    Puisque la capacité de Riesz-Bessel est liée à la dimension de Hausdorff, Taylor (1966) a 
proposé d’utiliser l’image  d’un processus de Lévy stable comme moyen de mesurer 
la  dimension de Hausdorff d’un Borélien quelconque 

( +RXα )
dRF ⊂ . Plus précisément, Taylor 

(1966) a montré que pour un Borélien quelconque dRF ⊂ , avec , 2dim −≥ dFH

(4.6)                           {infdim −= dFH n’est pas polaire pour },   αXF:0>α
et il a appliqué cette méthode pour calculer la dimension d Hausdorff de l’ensemble des points 
multiples (cf. section 9) des processus de Lévy strictement stables (cf. Friestedt (1967)). 
   Avec l’aide de la théorie du potentiel des processus additifs étudiés dans Khoshnevisan, et 
Xiao (2002, 2003a,b) et  Khoshnevisan, Xiao et Zhong (2003), la restriction peut être 
supprimée. Rappelons qu’un processus stable additif  N-paramétrique d’indice ( ]2,0∈α , noté  

 { }, est défini par  ( ) N
N RttX +∈,,α=NX ,α

( ) ( )NNN tXtXX ++= L11,α , 
où  sont des processus stables isotropiques indépendants d’indiceαNXX ,,1 L . Nous avons 
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dRF ⊂Proposition 4.11.   Pour un Borélien quelconque , 
 n’est pas polaire pour }, infdim −= dFH { FN :0>α NX ,α

Cette méthode de trouver (voir Khoshnevisan et Shi (2000)) est dite de co-dimension. 
Comme application, nous considérons l’exemple suivant. 

FHdim

Exemple 4.12.   étant muni de la [ ]d1,0 ( )ωFF =−σ algèbre de Borel, supposons que  est une 
ensemble aléatoire dans [ (i.e., ]d1,0 ( ) ( )xF ω1 ω est mesurable pour x et ) tel que pour tout 

compact , nous avons [ ]dE 1,0⊂
γ>EHdim                                                                         1   si   

   (4.7)                             ∅≠EFP I( =)  
            0  si  γ<EHdim  
 
   Alors en prenant ( )N

N RXE += ,α  pour un α  et un N  bien choisis, et en appliquant la 
proposition 4.11, nous voyons que γ−= dFHdim  p.s. 
   Maintenant, nous retournons à l’étude des propriétés fractales de l’image d’un processus de 
Markov X. une fois la quantité [ ]( )1,0dim XH  déterminée, deux questions naturelles 
s’imposent à nous ; (i)  peut-on déterminer ( )EXHdim  pour tout Borélien  ? +⊂ RE
(ii)   y a-t-il une fonction de mesure de Hausdorff exacte pour [ ]( )1,0X  ? 
   Nous discutons la question (ii) pour les processus de Lévy et des processus de Markov plus 
généraux dans la section 5. Dans ce qui suit, nous résumons quelques résultats sur la question 
(i). 
   Soit X un processus de Lévy dans dR  d’indice ( ]2,0∈α . Alors, pour un Borélien quel- 
conque , (cf. Blumenthal et Getoor (1960a,b))  +⊂ RE

( ) mindim =EXH(4.8)                                        { Ed Hdim,α } p.s.   
Pour un processus de Lévy général X, Blumenthal et Getoor (1961) ont établit les bornes 
supérieure et inférieure suivantes pour ( )EXHdim  en termes des indices ',ββ et "β  
introduits au début : pour tout , presque sûment, +⊂ RE

( ) EEX HH dimdim β≤(4.9)                                             si 1<β  
                                                                           EHdim'β  si d≤'β , 

( ) ≥EXHdim                                                  
                                                                            1' => dβmin EHdim",1 β{ }  si  ; 
 
si, en plus, X est un subodinateur, alors  

( ) EEXE HHH dimdimdim βσ ≤≤  p.s. 
[ ] [ ]df ,01,0: →Blumenthal et Getoor (1961) ont aussi conjecturé qu’il existe une fonction  

dépendant uniquement de X telle que  
( ) ( )EfEX HH dimdim =(4.10)                                          p.s., 

et ils ont suspecté que (4.10) peut être vérifié par la fonction linéaire simple  
( ) [ ]( )xXxf H 1,0dim= . 

Cependant, Hendricks (1972) a donné un exemple de processus de Lévy à accroissements 
stables pour lequel (4.10) ne peut pas être vrai pour aucune fonction linéaire f. En fait, 
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Hawker et Pruitt (1974)  ont prouvé un résultat qui montre qu’en général  ne peut 
pas être déterminée par la dimension de Hausdorff de E seulement ; ainsi la conjecture (4.10) 
ne peut pas être vraie pour toute fonction f. Quand X  est un subordinateur, Hawker (1978b) a 
prouvé que  est presque sûrement égale la dimension de type-Hausdorff de E, 
laquelle est définie par 

( )EXHdim

( )EXHdim
inf { ( ) 0:0 =−> Emhαα }, où h est une fonction déterminée par 

l’exposant de Laplace de X et est liée à la fonction de mesure de Hausdorff exacte de l’image 
 obtenue par Fristedt et Pruitt (1971). Soit X un processus de Lévy arbitraire dans [ ]( 1,0X ) dR  

d’exposant ψ , Khoshnevisan et Xiao (2003b) ont récemment établi une formule générale 
pour  en termes de ( )EXHdim ψ  pour un Borélien quelconque . En particulier, si X est 
symétrique ou il a l’indice inférieur 

+⊂ RE
0">β , alors 

( ) ( ) 0:,0 >∈ ECapd
γκ

γ( ) supdim =EXH { }, 

 est le noyau défini par où γκ

( ) ( )∫
−

−−= ξξξψκ
γ

γ dyxyx
d

)exp(, ,   dRyx ∈∀ ,

   Il serait intéressant de voir pour quel type de processus de Markov les résultats de 
Khoshnevisan et Xiao (2003b) peuvent être étendus. 
   D’autre part, Lin et Xiao (1998) ont étudié la question (i) pour des processus de Markov qui 
sont approximativement auto-similaire (1998). Nous avons le résultat : 
   
Théorème 4.14.   Soit =X { } un processus de Markov temporellement 
homogène fort dans 

( ) xPttX ,0, ≥
( )AxtP ,,dR  de fonction de transition . Assumons qu’il existe des 

constantes positives et  telles que  20 , Kr 3K
d

t
r
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

α,1( )( ) min,,, 2KrxBxtP ≥ }  , et 00, rrRx d ≤≤∈∀(4.11)                        {

d

t
r
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

α,1( )( ) min,,, 3KryBxtP ≤ { }, 

pour tous avec dRyx ∈, 00 rr ≤≤0ryx ≤−  et tout . Alors pour un Borélien quelconque 
, +⊂ RE

Ed Hdim1,
α

( ) mindim =FXH −xP(4.13)                                  { }  p.s. 

Les conditions (4.11) et (4.12) peuvent être satisfaites par des processus de Markov introduits 
dans la section 2. 
 
4.2. Résultat sur la dimension d’empilement pour l’image. 
   Le premier résultat sur la dimension d’empilement et la mesure d’empilement de fractales 
aléatoires a été obtenu par Taylor et Tricot (1985), dans lequel ils ont étudié la mesure 
d’empilement de l’image d’un mouvement Brownien dans dR avec . Taylor (1980b) 
prouve que pour un processus de Lévy quelconque X, 

3≥d
[ ]( ) '1,0dim γ=Xp 'γ p.s., où  est 

l’indice défini dans (2.13). Quand X est un subordinateur, Fristedt et Taylor (1992) 
déterminent la mesure d’empilement exacte de l’image [ ]( )1,0X . Il vient de leurs résultats que 
si X est un subordinateur, alors [ ]( ) β=1,0dim Xp β p.s., où est l’indice dans (2.7). Ainsi, 
pour un subordinateur βγ ='  .  
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   Dans le but d’obtenir une borne supérieure pour , F étant un Borélien, nous 

pouvons utiliser l’inégalité

Fpdim

FF Bp dimdim ≤ pour chercher des recouvrements de F de boules 
de rayons égaux. Le théorème de Taylor et Tricot (1985) (cf. lemme 3.5) demeure l’outil 
principal pour trouver une borne inférieure pour . Une méthode alternative est 
d’utiliser le profil de la dimension d’empilement.  

Fpdim

   Le théorème suivant, tiré de Xiao (2004), est une extension du résultat de Taylor (1986b) 
sur les processus de Lévy à des processus de Markov plus généraux et il est l’analogue du 
théorème 4.2. 
 
Théorème 4.15.   Soit =X { } un processus de Markov dans ( ) xPttX ,0, ≥ dR  de fonction de 
transition  satisfaisant les conditions (4.1) et (4.2) du théorème 4.2. Alors  ( AxtP ,, )

[ ]( ) upp X γ=1,0dim −xP p.s., 
 est défini par  où upγ

sup=upγ { ( )( ) ∞<≥ ∫→

1

0
0

,0,0,1inflim:0 dtrBtP
rr αα }. 

Preuve : La preuve est similaire à celle de Taylor (1986b). La borne inférieure  [ ]( ) ≥1,0dim Xp

 vient du lemme 3.5. et la définition deupγ upγ . Nous notons que, puisque nous employons la 
liminf, tout ce dont on aura besoin est le lemme de Fatou et les méthodes utilisant les premiers 
moments. D’autre part, afin de prouver la borne supérieure [ ]( ) upp X γ≤1,0dim , il est suffisant 

de montrer que [ ]( ) upB X γ≤1,0dim  p.s., ce qui résulte du lemme 4.1. 
   Pour des applications de ce théorème, voir Chen et Kumagai (2002). Le théorème 4.15. peut 
être également appliqué aux diffusions fractionnaires sur un espace fractionnaires S pour 
trouver 

[ ]( ) [ ]( ) min1,0dim1,0dim == XX pH −xP{ β,fd } p.s. 
Cependant, la question naturelle suivante sur les processus de Lévy reste ouverte : 
 

dR 'γψQuestion 4.16.   Soit X un processus de Lévy dans d’exposant , l’indice , et par 
conséquent , peut-il être représenté en termes de [ ]( 1,0dim Xp ) ψ  ? 

',γγ   Pruitt et Taylor (1996), en cherchant la relation entre  et d’autres indices, sont arrivés à 
se poser quelques questions entre autres : 

dRQuestion 4.17.   Pour un processus de Lévy X dans , est-il vrai que  
inf'=γ { ( ) ∞=≥ −

→
rTr

r

αα
0

lim:0  p.s.} 

( )EX   Nous considérons maintenant la dimension d’empilement de  pour un Borélien 
quelconque . En premier nous notons que si X satisfait les conditions du théorème 
4.14. et E possède la propriété 

+⊂ RE
EE pH dimdim = , alors le lemme 4.1. et le théorème 4.14. 

impliquent  

Ed pdim1,
α

( ) ( ) mindimdim == EXEX pH(4.14)                            { } p.s. −xP

( ]2,0∈βdRQuand X est un processus de Lévy strictement stable dans  d’indice , Perkins et 
Taylor (1987) ont prouvé que si d<β , alors presque sûrement  

( ) EEX pp dimdim β=   pour tout Borélien . +⊂ RE(4.15)                                
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ce résultat est plus fort  que (4.14) puisque l’événement nul ne dépend pas de E, aussi (4.15) 
est dit un résultat de dimension uniforme, voir section 8. Cependant, quand d>β ,1=d(i.e.,  
et 1>β ), (4.14) n’est pas vérifié pour un mouvement Brownien W. Talagrand et Xiao (1990) 
construisent un ensemble compact  tel que ( ) EEW pp dim2dim <+⊂ RE p.s. Xiao (1997a) 
résout le problème de trouver ( )EWpdim  en montrant que  

( ) 2dim =EWp Dim  p.s., E2/1(4.16)                                                
où Dim  est donné dans (3.17).  Es

   Nous avons aussi la question suivante. 
Question 4.18.   Soit X  un processus de Markov comme celui donné dans le théorème 4.14. 
Trouver une formule générale pour ( )EXpdim . 

dR   Nous signalons aussi que si X est un processus de Lévy à accroissements stables dans  
ou un processus de Lévy stable associé à un opérateur à valeurs dans dR , la formule générale 
pour la dimension d’empilement de ( )EX  n’a pas encore été établie. 
 
5. Mesures de Hausdorff et d’empilement pour l’image. 
5.1. Mesure de Hausdorff de X ([0,1]).     
   L’étude de la mesure de Hausdorff exacte de X ([0,1]) ou GrX ([0,1]) consiste en deux 
parties : borne supérieure et borne inférieure. Pour un processus de Markov X, il est 
relativement facile d’obtenir une borne inférieure pour la mesure de Hausdorff de X ([0,1]). Il 
résulte de la LLI (la loi du logarithme itéré) pour la mesure d’occupation de X (cf. lemme 4.5) 
et du lemme 3.3. que  

[ ]( ) KXm ≥− 1,01ϕ −xP  p.s., (5.1)                                             
( ) ( ) rrr /1loglog21 τϕ = , et ( ) ( )( )rTEr ,0=τoù  est défini dans le lemme 4.4. et  est 

une constante. Dans bien des cas tels que X est un processus de Lévy stable de type A, la 
fonction 

0>K

1ϕ  est en fait une fonction de mesure de Hausdorff exacte pour X ([0,1]) : voir Wu et 
Xiao (2002a,b). 
   Comme pour obtenir une borne supérieure, on a besoin de construire des recouvrements de 
l’image de X. cela est le plus utilisé parce qu’un recouvrement économique de X ([0,1]) doit 
refléter la structure fine, comme par exemple le comportement de l’oscillation local des 
trajectoires de X. puisque l’oscillation de X peut changer d’un point à un autre, les ensembles 
(cubes ou boules) dans un recouvrement économique doivent être de dimensions (diamètre, 
surface, côté) différentes. Il y a deux approches différentes dans la littérature. Toutes les deux 
utilisent les points dits « bons » et les points dits « mauvais ». L’une implique l’espace des 
états tandis que l’autre implique l’espace de paramètre (le temps). 
a .   Dans le but de construire un recouvrement de l’image ou du graphe de X, Taylor 
(1964,1967) a classifié les points dans l’espace des états dR  en points dits bons et des points 
dits mauvais, selon le temps de séjour du processus stochastique passé au voisinage de ces 
points. Des résultats sur les probabilités d’arriver à un niveau (cf. section 6) et la propriété de 
Markov forte sont nécessaires pour estimer le nombre de cubes dyadiques qui contiennent les 
points mauvais. 
b .   Dans la construction d’un recouvrement économique pour l’image d’un mouvement 
Brownien fractionnaire (MBf). Talagrand (1995) a classifié de même les points dans l’espace 
de paramètre (ou des indices [0, )) en temps dits bons et en temps dits mauvais suivant le 
comportement asymptotique local du mouvement Brownien en ces points. Le temps 

∞
∈0t [0,1] 

est dit bon si l’oscillation de X autour de ( )0tX  est faible sur une suite d’intervalles 
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[ ], où  si bien que X ([nn rtrt +− 00 , nn rtrt +− 00 ,0↓nr ]) peut être recouvert par des boules 
de petit rayon. C’est pourquoi l’évaluation des probabilités des petites boules est utile dans le 
calcul de la mesure de Hausdorff de l’image et le graphe de X (voir Li et Shao (2001)). 
L’avantage avec l’approche de Talagrand est que les probabilités d’arriver à un niveau de X, 
ce qui est difficile à établir puisque le MBf n’est pas Markovien, ne sont pas utiles. Cette 
méthode peut être appliquée à des processus de Markov continus tels que les diffusions fracti- 
onnaires (voir Wu et Xiao (2002a,b)).   
   Nous énonçons maintenant un théorème  (cf. Wu et Xiao (2002b)) sur la mesure de 
Hausdorff de l’image et du graphe d’une classe de processus de Feller incluant certaines 
diffusions fractionnaires. Laissant  ou un sous-ensemble fermé muni de la distance 
euclidienne et la 

dRS =
−σ algèbre de Borel S. Soit μ  une mesure aléatoire positive −σ finie sur 

(S,S) qui satisfait la condition (2.18) dans la définition 2.2. Rappelons que pour un processus 
de Markov satisfaisant les conditions (b) et (c) des  définitions 2.2. et 2.3. respectivement, on 
a βα /fd= . 
Théorème 5.1.   Soit X un processus de Markov sur S satisfaisant les conditions (b) et (c) 
dans les définitions 2.2. et 2.3. respectivement. Si 1>α , alors il existe une constante  
telle que pour , p.s., 

1≥K
−xPSx∈

[ ]( ) [ ]( ) KttGrXmtXmtK ≤−≤−≤− ,0,0 22
1 ϕϕ , (5.2)                                   

pour tout , où . Si ( ) rrrm fd /1loglog/
2

αϕ =− , alors pour tout , p.s., −xP0>t Sx∈1<α
[ ]( ) KttGrXmtK ≤−≤− ,03

1 ϕ(5.3)                                             ,  

pour tout , où ( ) ( )ααϕ rrrm fd /1loglog1
3

+−=−  . 0>t
   Pour finir, nous mentionnons que récemment Li, Peres et Xiao (2002) ont trouvé une 
fonction de mesure de Hausdorff  exacte pour l’image ( )EW  d’un mouvement Brownien, où 

 est un ensemble auto-similaire. Il est intéressant d’étudier le problème pour des 
processus ou des ensembles E plus généraux. 

+⊂ RE

 
5.2.  Mesure d’empilement pour X ([0,1]).   L’étude de la mesure d’empilement exacte de 
l’image d’un processus stochastique a une histoire plus récente, Taylor et Tricot (1985) ont 
prouvé le théorème suivant sur le mouvement Brownien dans dR ( ). 3≥d
 
Théorème 5.2.   Soit { } un mouvement Brownien dans( ) 0, ≥ttW dR=W  avec . Alors 
il existe une constante positive et finie K telle qu’avec probabilité 1, 

3≥d

[ ]( ) KtWp =− 1,04ϕ  , (5.4)                                              0>∀t
où ( ) )log/(log2

4 rrr =ϕ .  
   Comme il est le cas dans divers résultats sur les mesures de Hausdorff, la preuve du 
théorème 5.2. se scinde en deux paries : la borne inférieure et la borne supérieure. Pour 
prouver la borne inférieure, Taylor et Tricot (1985) font appel au théorème de la densité 
inférieure (cf. lemme 3.5), qui conduit à prouver  

( ) ( )
( ) 2inflim

4

21

0
=

+
→ r

rTrT
r ϕ

 p.s., (5.5)                                               

où  et  sont deux copies indépendantes du processus du temps de séjour { }. 
Nous notons que (5.5) repose sur la probabilité des petites boules de 

( ) 0, ≥rrT=T1T 2T
( )rT ( ) )( xrTP ≤, i.e., , 

qui, en retour, est liée à 
[ ]

( )tWM
t 1,01 max
∈

= . Voir Taylor et Tricot (1985) pour plus de détails. 
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   Dans le but de prouver la borne supérieure dans (5.4), Tylor et Tricot (1985) utilisent les 
bons et les mauvais points. Une autre méthode basée sur l’oscillation locale des trajectoires du 
processus peuvent être trouvée dans Xiao (1996,2003). 
   Pour le mouvement Brownien dans le plan, le Gall et Taylor (1986) prouvent que pour une 
fonction quelconque ϕ , la mesure d’empilement [ ]( )tWp ,0−ϕ   est ou bien 0 ou bien ∞ , et 
ils donnent le critère suivant : 
Théorème 5.3.   Soit { } un mouvement Brownien dans=W ( ) 0, ≥ttW dR . Si ( ) =rϕ   

[ ) [ )1,01,0: →h)()/1log(2 rhrr , où  est croissante, alors avec probabilité 1, 
∞< .                                                              0                                             

( )∑
∞

=

−

1

22
n

n

h[ ]( ) =− tWp ,0ϕ(5.6)                                    selon que   

                                                                                                         ∞ ∞=  . 
[ ]( )1,0GrW    Comme pour la mesure d’empilement du graphe  d’un mouvement Brownien 

dans dR , Rezkhanlou et Taylor (1988) ont prouvé que si , alors 4ϕ3≥d  dans le théorème 5.2. 
est aussi une fonction de mesure d’empilement pour [ ]( )1,0GrW  (cf. Xiao (2003) pour une 
preuve différente). Cependant, si 1=d  ou 2, alors similairement à (5.6), pour toute fonction 
de mesure [ tWp ,0(−Φ∈ϕ , ]ϕ ) est soit 0 soit ∞ . 
   Taylor (1986b) a prouvé un résultat similaire à (5.6) pour l’image d’un processus de Lévy 
stable dans dR  d’indice d<α . D’autres résultats sur le processus de Cauchy asymétrique et 
les subordinateurs ont été établis par Rezkhanlou et Taylor (1988), et Fristedt et Taylor 
(1992). 
   Depuis lors aucun résultat sur les mesures d’empilement n’a été établi pour des processus de 
Markov autres que ceux mentionnés ci-dessus. Il serait intéressant d’étudier la mesure 
d’empilement exacte de l’image et du graphe d’une diffusion fractionnaire et autre processus 
de Feller. 
   Finalement, il est important de mentionner que la mesure de Hausdorff et la mesure 
d’empilement associées à une fonction ϕ   de l’image d’une fonction f sont intimement liées 
aux variations faibles et fortes de f par rapport à ϕ , respectivement. Voir Taylor et Tricot 
(1985). Les variations fortes et faibles ont été étudiées pour le mouvement Brownien par 
Taylor (1972), Fristedt et Taylor (1973) pour les processus de Lévy stables, Xiao (1997c) 
pour certains processus de Gauss, et Marcus et Rosen (1994) pour les temps locaux des 
processus de Markov. Il serait intéressant d’étudier les variations fortes et faibles de processus 
de Feller plus généraux tels que les processus de diffusion sur des fractales. 
 
5.3.  Autres questions sur l’image.   Nous posons ci-dessous quelques problèmes irrésolus 
sur la dimension de Hausdorff et la dimension d’empilement de l’image d’un processus de 
Markov X. Le problème 5.4 a été posé par Taylor (1986a) et reste toujours ouvert en général. 
 

dRQuestion 5.4.   Pour un processus de Lévy général dans , montrer qu’il existe toujours une 
fonction de mesure correcte [ ]1,0(Xm−ϕΦ∈ϕ  qui rend ) finie et positive, et donner une 
méthode pour construire cette fonction ϕ . 
   Quelques résultats partiels sur les bornes inférieures et supérieures pour la mesure de 
Hausdorff de l’image d’un processus de Lévy symétrique dans R ont été obtenus par Dupuis 
(1974). Il résulte du lemme 4.5. que, pour la fonction ( ) ( ) rrr /1loglog21 τϕ = , la −1ϕ mesure 
de Hausdorff de X( [0,1]) est toujours minorée par une constante positive. Cependant, la 
mesure de Hausdorff [ 1,0(1 Xm− ]ϕ ) ne peut pas être nécessairement finie, comme c’est le cas 

 54



pour un processus de Lévy stable de type B d’indice ∈α (0,1), pour lequel une fonction de 
mesure de Hausdorff correcte pour X ([0,1])  a été prouvée par Taylor (1967) qu’elle égale 

 . Ainsi la forme d’une fonction de mesure de Hausdorff correcte 
peut également être sensible aux propriétés de 
( ) ααϕ −= 1)/1log(log rrr

( ) rtX ≤Prth =),( { }, non seulement la 
moyenne ( ) ( )( )rTEr =τ . 
   Il serait aussi intéressant de déterminer les fonctions de mesure de Hausdorff exactes pour 
l’image et autres ensembles aléatoires d’un processus de Feller X correspondant un opérateur 
pseudo-différentiel de symbole ( )ξ,xq . Nous avons les questions suivantes : 

( )ξ,xqQuestion 5.5.   Sous quelles conditions sur  peut-on déterminer une fonction de mesure 
de Hausdorff exacte ( )ξ,xqϕ  pour X ([0,1]) ? Comment la fonctionϕ  est-elle liée à  ? On 
pourrait pour un premier essai considérer un symbole ( )ξ,xq  qui est comparable à celui  
associé à un processus de Lèvy stable. 
 
Question 5.6.   Trouver les fonctions de mesure de Hausdorff et d’empilement exactes pour 
l’image et le graphe d’un processus de Lévy stable dans dR . Les dimensions de Hausdorff et 
d’empilement de X ([0,1]), sous quelques conditions additionnelles, ont été obtenues par 
Becker-Kern et al. (2002). 
   Fristedt et Taylor (1992) croient que si un processus de Lévy X est suffisamment proche du 
mouvement Brownien, alors son image possède une fonction de mesure d’empilement exacte. 
La question suivante est motivée par leurs remarques. 
 
Question 5.7.   Trouver des conditions sur l’exposant de Lévy ψ  ou la mesure de Lévy L d’un 
processus de Lévy symétrique X dans dR (  de telle sorte que X ([0,1]) possède une 
fonction de mesure d’empilement exacte. 

)3≥d

 
6. Ensembles de niveau des processus de Markov et temps local. 
   Soit =X { } un processus de Markov à valeurs dans S. Dans cette section, nous 
considérons l’ensemble dit de niveau . 

( ) 0, ≥ttX

0x
( ) 0:0 xtXt =≥( ) =−

0
1 xX Sx ∈0{ }, . 

Comme nous nous intéressons à ses propriétés fractales, il est nécessaire en premier de voir si 
 est vide ou non. Pour des processus de Lévy, ce problème a été complètement résolu 

par Kesten (1969) et Bretagnolle (1971). 
( )0

1 xX −

   Pour étudier les propriétés fractales des ensembles de niveau aussi bien que celles des 
images inverses ( )FX 1−  d’un processus stochastique X, nous avons besoin d’avoir une 
mesure (aléatoire) portée par . Une telle mesure peut être étendue du temps local 
l( ) de X (voir (6.2) ci-dessous) quand l( ) possède une version qui est continue en 
( ) ; voir Adler (1981). Pour un processus de Markov X, le temps local donne plus 
d’information sur les ensembles de niveau, voir les propriétés (TL) ci-dessous. 

( )0
1 xX −

tx ,0 tx ,
tx ,

 
6.1. Temps local : existence et régularité.   Notre intérêt particulier pour le temps local d’un 
processus stochastique X est de l’utiliser pour étudier les propriétés fractales fines des 
trajectoires de X. 
   Pour un ensemble de Borel , nous définissons la mesure d’occupation d’un processus +⊆ RI

=X { } à valeurs dans ( ) 0, ≥ttX dR , sur I par : 

 55



( )dRBB∈∀( ) 1λμ =BI ( ) BtXIt ∈∈ :{ },  . (6.1)                                     
dRdλSi est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue  dans Iμ , nous disons 

que  possède  un temps local sur I, et définissons ce temps local, , comme la 
dérivée de Randon-Nikodym de 

( )tX ( Il ,• )
, i.e., dλ par rapport à Iμ

( ) ( )x
d
dIxl

d

I

λ
μ

=,(6.2)                                                 ,  . dRx∈∀

   Dans les notation ci-dessus, x est dit la variable spatial et I est la variable du temps. 
Quelquefois, nous écrivons  à la place de [ ]( )txl ,0,( txl , ) .  
   On montre que les temps locaux ont une modification mesurable  qui satisfait la formule de 
densité d’occupation : pour un Borélien , et pour toute fonction mesurable 

, 
+⊆ RI

RRf d →:
( )( ) ( ) ( )∫∫ =

dRI

dxIxlxfdttXf , , (6.3)                                             

Voir Bertoin (1996) pour une étude des temps locaux d’un processus de Lévy et Barlow et al. 
(1986a) pour une étude sur les temps locaux d’un processus de Markov plus général. 
   Les propriétés principales des temps locaux d’un processus de Markov qui sont d’un intérêt 
particulier pour nous à utiliser sont les suivantes, lesquelles seront notées (TL) pour s’y 
référer facilement. 

(i) L’inverse de  est un subordinateur (voir Blumenthal et Getoor (1968)). 
Quand X est un processus de Lévy dans R d’exposant 

( •,xl )
ψ , alors l’exposant de 

Laplace g du subordinateur correspondant est  

( ) ( )

1
1Re

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

= ∫
R

dx
xu

ug
ψ

. (6.4)                                               

( )xX 1−(ii) L’image de ce subordinateur diffère de  par au plus un ensemble 
dénombrable de points. 

Voir Bertoin (1996) pour une preuve de (TL) quand X  est un processus de Lévy. 
( ) 0, ≥ttX=X {   Pour un processus de Lévy } dans R, une condition nécessaire et suffisante 

pour l’existence du temps local de X est que  

( ) ∞<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∫

R

dξ
ξψ1

1Re  . (6.5)                                                     

Ceci est prouvé par Hawkes (1986) et est basé sur le résultat remarquable de Kesten (1969, 
théorème 2). 
   Dans ce qui suit, nous considérons les propriétés de régularité des temps locaux quand ces 
derniers existent. 
(a)   Continuité.   Getoor et Kesten (1972) ont prouvé la nécessité et suffisance de 
certaines conditions pour le temps local d’un processus de Markov d’avoir une version, 
encore notée , qui est continue en ( txl , ) ( )tx, ( )txl , (aussi  est dit doublement continu). Leurs 
résultats ont été adaptés par Barlow au cas spécial des processus de Lévy. Plus tard, une 
condition suffisante en termes de mesure de majoration ont été obtenus par Barlow et Hawkes 
(1985), laquelle condition a été prouvée nécessaire par Barlow (1988). Le théorème dans la 
forme donné ci-dessous est pris de Bertoin (1996). Soit  

( )( ) ( )∫ <⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∈

R

daRa εξ
ξψ

ξ
π

1Recos11:( ) 1λε =m { }. 
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Théorème 6.1.   Soit un processus de Lévy dans R d’exposant ψ  satisfaisant (6.5). 
Assumons en plus que 0 est régulier3 pour lui-même. Alors X  possède un temps local 

 continu en ( txl , ) ( )tx,  si et seulement si  

( )∫
+

∞<
0

1log ε
ε

d
m

. 

Pour d’autres approches, voir Marcus et Rosen (1992). 
   Dans une autre approche également, basée sur l’estimation des moments, Berman (1985) a 
prouvé la suffisance de quelques conditions pour la continuité double des temps locaux des 
processus de Markov, en termes de leurs fonctions de densité de transition. Cette méthode est 
appliquée aux diffusions fractionnaires. Cependant, pour les mouvement Brownien définis sur 
l’ensemble de Sierpinski (Sierpinski gasket, un ensemble fractal construit de façon similaire à 
la construction de l’ensemble de Cantor introduit au chapitre 2. Nous pouvons le voir, par 
exemple, comme ce qui reste de l’opération récurrente consistant à enlever indéfiniment de la 
surface d’un triangle équilatéral initial la surface du triangle semblable aux sommets centrés 
au milieu de chaque côté du premier), beaucoup plus pourrait être fait (voir Barlow (1998)). 
   Le temps local  d’un processus de Markov X est intimement lié à la structure de la 
fermeture de l’image X ([0,1]). On montre que si pour un  fixé,  est continu 
par rapport à x, alors l’ensemble ouvert {

( txl , )
)( txl ,=tR 0>t

( ) 0,: >txlx } . Nombre d’auteurs ont étudié la 
structure de  pour les processus de Lévy (voir Kesten (1976), Barlow (1981) Mountfort et 
Port (1991)). Cependant, le problème de déterminer quand n’est nulle part dense n’a pas 
été complètement résolu. En particulier le problème suivant de Barlow et al. (1986a) reste 
ouvert. 

+⊆ R

+R

+R

Question 6.2.   Supposons =X { } un processus de Lévy dans R de mesure de Lévy 
L telle que ,  

( ) 0, ≥ttX
( ) ( ) ∞=∞=∞− ,00, LL

( ) ∞<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∫ ξ

ξψ
d

R 1
1Re( ) ( )∫ ∞=∧

R

dxLx 1   et . 

( )txl ,Si presque sûrement il n’existe aucune version continue de , s’ensuit-il que l’image  
n’est nulle part dense ? 

tR

(b)  les lois du logarithme itéré et du module de continuité.   Notons  le temps local 
du mouvement Brownien W dans R. les lois du logarithmes itéré (LLI) suivantes pour 

( txl , )
( )tl ,0  

et le temps local maximum ( ) ( )txltl
Rx

,sup*

∈
=   de W ont été établies par Kesten (1965) : 

( ) ( ) 2
/1loglog

suplim
loglog
,0suplim

*

010
==

++ →−→ tt
tl

tt
tl

tt
(6.6)                             p.s., et 

( ) 4
*

2/11

0

logloginflim Ktl
t

t
t

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

→ +

 p.s., (6.7)                                            

où  est une constante. Comme application de leurs méthodes de déviation large, 
Donker et Varadhan (1977) ont montré la LLI suivante similairement à (6.6) pour le temps 
local  d’un processus de Lévy stable symétrique d’indice 

04 >K

( ]2,1∈α( txl , )  : 
( )

( )
( )

( )
( )ααααα

c
tt

tl
tt

tl
tt

/1/11

*

0
/11/110 /1loglog

suplim
loglog
,0suplim

−
→−−→ ++

=   p.s., (6.8)                   

                                                 
3 On dit qu’un point x est régulier pour lui-même si 0=xτ , −xP p.s., avec inf=xτ { }. ( ) xtXt => :0

 57



( ) 0>αcoù est une constante explicite. Marcus et Rosen (1994) ont étendu les résultats 
susmentionnés à tout processus de Lévy symétrique d’exposant de Lévy ψ , qui varie 
régulièrement, d’indice ( ]2,1∈α . Voir aussi Bertoin (1995) pour une autre approche basée 
sur les subordinateurs. 
   De l’inégalité 

( ) ( ) ( )∫
≤≤

≤= sXtldxtxlt
ts0

* sup2, , 

On peut voir que les résultats de la forme (6.8) sur les temps locaux sont intimement liés aux 
propriétés d’oscillation des trajectoires du processus X. Pour un processus de type A d’indice 
α , Taylor (1967) a montré que  

( ) 5
0

/1

0
sup/1logloginflim KsX

t
t

tst
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

≤≤→ +

α

(6.9)                                       p.s. 

( ) ε≤
≤≤

sX
ts0

supP {Sa preuve est basée sur les estimations des probabilités }. Nous mentionnons 

qu’il existe aussi une version uniforme de (6.9) pour le mouvement Brownien (cf. Csögo et 
Révész (1978)) et autres processus de Lévy (cf. Hawkes (1971c)). 
   Lacey (1990) a considéré des estimations des déviations larges pour le temps local 
maximum  d’un processus de Lévy stable (strictement ) X d’indice ( ]2,1∈α( )1*l  et a prouvé 
que  

( ) ul >1* ∞→u(6.10)                                    {Plog } ~  quand αuK6− , 
( )αcoù  et une constante explicite, qui égale 06 >K  dans (6.8) quand X est symétrique. 

(6.10) est pareil au résultat sur P{ ( ) ul >1,0 }, obtenu par Hawkes (1971c). Wu (1997) et 
Blackburn (2000) ont étendu (6.10) au processus de Lévy d’indice ( ]2,1∈α  et d’exposant ψ , 
qui varie régulièrement au point 0. 
   Pour un processus de Lévy X dans R, le module de continuité du temps local  en x a 
été établi par Barlow (1985, 1988), et Marcus et Rosen (1992), par différentes méthodes. 
(Pour le temps local d’un mouvement Brownien, les résultats sont dus à Mckean (1962) et 
Ray (1963)). Le résultat suivant pour un processus de Lévy stable est de Barlow (1988) : si X 
est un processus de Lévy stable dans R d’indice 

( txl , )

1>α , alors presque sûrement pour tout 
intervalle RI ⊂  et tout , 0>t

( ) ( ) ( )
2/1

2/1
2/)1(0

:,0
,sup

1log

,,
suplim ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

−
∈

−≤≤
<−∈↓

txlc

ab
ab

salsbl
Ix

ts
abIba

α

α
δδ

, 

où  est une constante explicite dépendant de l’indice α β0>αc  et du paramètre  (voir (2.5)) 
de  seulement. ( )1X
   La liminf du logarithme itéré (6.7) pour le temps local maximum du mouvement Brownien 
a été étendue à un processus de Lévy stable symétrique X dans R par Griffin (1985) et à des 
processus de Lévy plus généraux par Wu (1992). 
   Il semble que peu de travail a été fait sur les temps locaux de processus de Feller associés à 
des opérateurs pseudo-différentiels. Il serait donc intéressant de voir jusqu’où l’on pourrait 
étendre les résultats susmentionnés pour ce type de processus de Feller. 
 
6.2. Dimension fractale et des résultats sur la mesure.   (a).  Résultats sur la mesure.   La 
dimension de Hausdorff de l’ensemble ( )01−X  a été obtenue par Taylor (1955) pour le 
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mouvement Brownien dans R et par Blunmenthal et Getoor (1962) pour les processus de Lévy 
stables symétriques dans R d’indice . Ils ont prouvé que  1>α

( )
α
110dim 1 −=−XH   p.s. 

Pour un processus de Lévy général dans R, Blumenthal et Getoor (1964) ont obtenu des 
bornes inférieures pour  en termes des indices ( )xXH

−dim "ββ  et . 
   Dans le cas d’un processus de Lévy X dans R d’exposant ψ , Hawkes (1974) a étudié la 
dimension de Hausdorff de l’ensemble ( )01−X  directement et a prouvé la formule suivante en 
fonction de ψ . 

( ) bXH /110dim 1 −=−(6.11)                                                   p.s, 

inf1
=

b
( )RL1∈ ( )RL1où { :1≤γ ( [ γψ ]) } ( Re1+  étant l’ensemble des fonctions intégrables), 

et l’élément inférieur (inf) de l’ensemble vide est pris comme 1 dans ce cas. Il est important 
de signaler que Hawes a montré que le paramètre b est indépendant des autres indices des 
processus de Lévy donnés dans le paragraphe 2.1 et a obtenu quelques résultats sur la relation 
entre b et γββ ,', . 

( )xX 1−   Les dimensions de Hausdorff et d’empilement des ensembles  d’un processus de 
Markov tel que le mouvement Brownien défini sur des fractales ont été considérées par Liu et 
Xiao (1998), Bertoin (1999). 
(b). Mesures de Hausdorff et d’empilement des ensembles de niveau.   Une approche directe 
pour évaluer les mesures de Hausdorff et d’empilement d’un processus de Markov X est 
d’utiliser le temps local comme une mesure naturelle sur l’ensemble . Alors LLI pour 

 de la forme  
( )xX 1−

( •,xl )
( ) ( )

( ) K
r

rtxlrtxl
r

≤
−−+

→ ϕ
,,suplim

0
 p.s., 

et le lemme 3.3. donnent une borne inférieure positive pour . Dans le but 
d’obtenir une borne supérieure, on peut utiliser une méthode de recouvrement similaire à celle 
discutée dans le paragraphe 5.1. voir Xiao (1997b). 

))(( 1 xXm −−ϕ

   Comme la mesure d’empilement de l’image d’un subordinateur quelconque a été étudiée par 
Fristedt et Taylor (1992), on peut évaluer la mesure d’empilement des ensembles de niveau 
d’un processus de Markov en utilisant (TL) et les résultats dans Fristedt et Taylor (1992). Il 
serait intéressant de trouver des conditions sur un processus de Lévy X qui assurent que 

) est 0, positive et finie ou ( )0( 1−− Xpϕ , respectivement. ∞
 
Question 6.3.   Trouver une fonction de mesure de Hausdorff exacte pour les ensembles de 
niveau des processus de Feller déterminés par des opérateurs pseudo-différentiels. Etudier la 
mesure d’empilement de leurs ensembles de niveau. 

( )01−X   Finalement, nous mentionnons que l’ensemble des points zéro ( ) d’un processus de 
Markov est aussi lié au problème de collision des processus de Markov. Soit , k 
processus de Markov à valeurs dans S. le problème de collision concerne les questions 
suivantes : 

kXX ,,1 K

(i) Sous quelles conditions existe-il un  tel que  0>t
( ) ( ) ( )tXtXtX k=== L21  ? 

(ii) Si les  entrent en collision, quelles sont les dimensions de Hausdorff et 
d’empilement de l’ensemble des points de collision. 

kXX ,,1 K
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( ) ( ) xtXtXx k ===L1:=kC {  pour un  }, 0>t
et l’ensemble des temps de collision 

( ) ( )tXtXt 21:0 ==> L=kD { } ? 
Ces deux derniers problèmes ont été considérés par Jain et Pruitt (1969) dans le cas de deux 
processus de Lévy stables dans R d’indices  et . Assumons que 12 αα ≤1α 2α , par commodité. 
Jain et Pruitt (1969) ont montré que des collisions existent presque sûrement si 121 αα ≤<  

. Cette condition a été affaiblie par Hawkes (1971b,c) à 2≤ 11 >α . Ils ont obtenu les 
dimensions : 

)11(dim
1

22 α
α −=DH

1
2

11dim
α

−=CH ,    p.s. 

Ces résultats ont été généralisés aux cas des processus de Lévy dans R par Shieh (1989) et aux 
processus de Markov par Shieh (1995). 
   Le problème suivant n’a pas été résolu, même pour les processus de Lévy stables. 
Question 6.4.   Trouver, si elles existent, les fonctions de mesure de Hausdorff et et d’empi- 
lement pour  et . kC kD
 
7. Images inverses et probabilité d’entrée. 
   Soit =X { } un processus de Markov à valeurs dans un espace métrique( ) 0, ≥ttX dR . Cette 
section traite de la question de déterminer quand ( ) ≠− EFX I1 ∅ avec une probabilité 
positive, où  et ),0( ∞⊂E dRF ⊂  sont des Boréliens, et de calculer des dimensions de 
Hausdorff et d’empilement de  . ( ) EFX I1−

7.1. Conditions pour ∅.    Soit  et ( ) ≠− EFX I1 dRF ⊂+⊂ RE  des ensembles compacts. 
La question de déterminer quand P{ ( ) ≠− EFX I1 ∅ } 0=  est lié à l’étude des processus de 
Markov particulier { } à valeurs dans  (voir chapitre 5). Quelques 
conditions nécessaires et suffisantes pour P{

dRR ×+1)),(,( ≥ttXt
( ) ≠− EFX I1 ∅ } 0=  ont été obtenues par 

Kaufman (1972) pour le mouvement Brownien, par Hawkes (1978a) pour des subordinateurs 
stables et par Khan (1983, 1985b) pour les processus de Lévy stables symétriques dans dR . 
Les conditions sont mieux exprimées en termes de mesure de Hausdorff et de capacité sur 
l’espace produit  muni d’une distance appropriée. dRR ×+

   Pour tout 10 ≤<η , nous définissons une distance sur  par  dRR ×+

yxts −− ,η{ }. max)),(),,(( =ytxsηρ
   Pour toute fonction de mesure Φ∈ϕ , la mesure de Hausdorff associée à ϕ  sur l’espace 
métrique , est notée ),( ηρ

dRR ×+ ηϕ m− . La dimension de Hausdorff correspondante est 
notée . ηdim
   Pour des idées de démonstration du théorème suivant, voir Testard (1987) et Xiao (1999) ; 
 
Théorème 7.1.    Soit =X { } un processus de Lévy strictement stable dans ( ) 0, ≥ttX dR  
d’indice α . Soit  et ),0( ∞⊂E dRF ⊂ αη =  si des ensembles compacts. Soit 10 ≤< α  , et 

 si 1−= αη . 21 ≤< α
( ) ≠− EFX I1(i) Si , alors P{0)( =×− FEmsd

η  ; ∅ } 0=

( ) ≠− EFX I10)( >× FECaph ∅ }  ; (ii) Si , alors P{ 0>
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=),;,( yxtshoù                                               ] . d−[ )),(),,(( ytxsηρ
   Un résultat de Kaufman et Wu (1982), dit que si X est un mouvement Brownien dans R, 

 est un compact et que ),0( ∞⊂E =F { }, alors  0x
( ) ≠− EFX I1 0)( >× FECaphP{ ∅ }  si et seulement si . 0>

Ceci nous donne l’idée de croire que la condition (ii) peut être effectivement une condition 
nécessaire et suffisante. 
 

( ) EFX I1−7.2. Résultat sur la dimension de .   Nous donnons ci-après un théorème prouvé 
par Hawkes (1971a) pour les processus de Lévy stables isotropiques. Pour une preuve, voir 
théorème 1 de Kanda (1976) (voir aussi Bertoin (1999)). 
 

dR αThéorème 7.2.   Soit X un processus de Lévy strictement stable dans d’indice  : soit Γ  
un support de la distribution de . Si )1(X Γ⊂F, alors pour tout Borélien , d≥α

α
α dFFX H

H
−+

=− dim)(dim 1(7.1)                                         p.s ; 

, alors  et si d<α

α
α dFFX H

H
−+

=
∞

− dim)(dim 1 , 

où  est la norme dans l’espace correspondant. −∞L
∞

•

   Le problème de trouver la dimension d’empilement de , quand X est un processus de 
Lévy strictement stable dans

)(1 FX −

dR , n’a pas encore été complètement résolu. Quand 1=> dα , il 
est possible de prouver un résultat analogue à (7.1), dans le sens uniforme, voir section 8. 
Cependant, quand d<α , on suspecte qu’un résultat analogue à (7.2) ne peut pas être vérifié 
en général et que  seule ne suffit pas à déterminer . Il serait intéressant 
d’étudier la question. 

)(dim 1 FXp
−Fpdim

   Peu de travail portant sur  a été fait pour un processus de Lévy général ou 
autre processus de Markov. La question suivante semble intéressante. 

)(dim 1 FXH
−

 
dRQuestion 7.4.   Soit X un processus de Lévy dans  d’exposant ψ  . Est-il possible de  

donner une formule pour  en termes de )(dim 1 FXH
− ψ  et de  ? FHdim

   Maintenant, nous retournons à la dimension de Hausdorff de l’intersection . 
Quand 

( ) EFX I1−

=X { } est un mouvement Brownien dans R, les dimensions de Hausdorff 
de  et  ont été considérées par Kaufman (1972). Hawkes (1978a) 
généralise des résultats de Kaufman à des subordinateurs stables. Leurs résultats peuvent être 
énoncés comme suit  

( ) 0, ≥ttX
( ) EFX I1− ( ) FEX I

αα
1)(dim)(dim 1 −×=

∞

− FEEFXH I , 

où 2=α si X est un mouvement Brownien dans R et par convention, le fait que la dimension 
soit négative signifie que l’ensemble ( ) EFX I1−  est vide. Ce résultat peut être prouvé être 
vrai pour les processus de Lévy strictement stables. Cependant, la dimension de  
est inconnue même pour le mouvement Brownien. 

( ) EFX I1−

   Une autre question liée est de trouver la dimension de Hausdorff de l’ensemble le plus petit 
dRF ⊂ =X\{0} qui rencontre le mouvement Brownien ou un processus de Lévy stable  
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{ } dans ( ) 0, ≥ttX dR , quand t est restreint au Borélien . Pour être plus précis, étant 
donné , déterminer l’élément inférieur : 

+⊂ RE

+⊂ RE
inf { }. 0))((),(:dim 1 >∈ − EFXPRBFF d

H I

Cette question a été posée par Y.Peres en 1996 en fonction de la dimension de Hausdorff 
seulement. Cependant, la dimension d’empilement est utile pour la résoudre. 
   Xiao (1999) a résolu ce problème et autres qui lui sont relatifs pour un mouvement 
Brownien dans ),0( ∞⊂EdR  et a prouvé que pour tout compact , 

inf { ∅}=∈ − ))((),(:dim 1 EFXPRBFF d
H I . Ed pdim2−=

   La mesure de Hausdorff exacte de  semble difficile à étudier en général. Il est 
raisonnable de considérer en premier la cas où X est un mouvement Brownien et que 

)(1 FX −

dRF ⊂   
est un ensemble auto-similaire. D’autre part, il est possible d’évaluer la capacité de  
en termes de X et de la capacité de F. le problème a été considéré par Hawkes (1998) pour un 
processus stable symétrique dans R d’indice 

)(1 FX −

( ]2,0∈α  et par Khoshnevisan et Xiao (2003b) 
pour un processus de Lévy plus général.  
 
8. Dimension uniforme et des résultats de mesure. 
   Nous notons que les événements exceptionnels de probabilité nulle dans (4.13) et (7.1) 
dépendant de E et dRF ⊂ , respectivement. Dans bien des applications, nous avons un 
ensemble aléatoire )(ωE  ou  et voulons savoir les dimensions fractales et les 
mesures fractales  de

dRF ⊂)(ω
)),(( ωωEX  et . Par exemple, pour un Borélien quelconque )),((1 ωωFX −

dRF ⊂ , nous pouvons écrire l’intersection  comme , l’ensemble  
des points de collision comme  et l’ensemble  des points dits  multiples de X 
comme  , où  est la projection de  sur , voir le paragraphe 9.1. Pour de tels 
problèmes, les résultats de la forme (4.13) et (7.1) ne donnent aucune information. 

))(( 1 FXX −
kCFRX I)( +

)( kDX kM −k
)'( kLX kL' kL +R

 
8.1. Résultats de dimension uniforme pour l’image.   Kaufman (1968) a été le premier à 
montrer que si W est un mouvement Brownien dans le plan, alors 

P(8.1)                        { =   pour tout Borélien } . 1=)(dim EWH EHdim2 +⊂ RE
Puisque l’événement exceptionnel de probabilité nulle dans (8.1) ne dépend pas de E, on s’y 
réfère comme étant un résultat de dimension uniforme. Pour un mouvement Brownien dans R, 
(8.1) n’est pas vérifié. Ceci peut être vu pour . Kaufman (1989) a montré qu’avec 
probabilité 1, 

)0(1−=WE

min)(dim =+ tEW {1,2dim }, EH

pour tout Borélien  et presque tout . Ici l’événement de probabilité nulle ne 
dépend pas de t ni de E. 

+⊂ RE 0>t

   Nombre d’auteurs ont travaillé sur le problème d’établir des résultats de dimension 
uniforme pour l’image des processus de Lévy stables et autres processus de Markov. Voir 
l’article de Taylor (1986a) pour plus d’information. Nous mentionnons juste que Hawkes et 
Pruitt (1974) ont prouvé que pour un processus de Lévy strictement stable X dans dR  d’indice 

, on a d≤α
(8.2)                 P { EEX HH dim)(dim α=  pour tout Borélien } . 1=+⊂ RE

dRIls ont aussi montré que pour un processus de Lévy quelconque X dans d’indice supérieur 
β , 

P { EEX HH dim)(dim β≤  pour tout Borélien } , 1=+⊂ RE
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et si en outre, X est un subordinateur, alors  
(8.3)           P { EEXE HHH dim)(dimdim βσ ≤≤  pour tout Borélien } . +⊂ RE 1=

dRPour un processus de Lévy symétrique X dans , une borne inférieure uniforme pour 
 en termes des indices γβ ,"  et 'γ)(dim EXH  a été donnée par Hendricks (1983) : 

               P {  pour tout Borélien } . EddEX HH dim))('(")(dim 1−−−≥ γγβ +⊂ RE 1=
Il s’ensuit que pour un tel processus avec 'γγ = , la borne inférieure uniforme pour 

 est )(dim EXH EHdim"β . En utilisant les processus de Lévy stables d’accroissements 
stables, on peut montrer que les deux bornes inférieure et supérieure peuvent être déduites, 
voir Hendricks (1983). 
   Il est intéressant, étant donné un processus de Lévy X, de déterminer s’il est possible de 
trouver une fonction  f et une large classe C de Boréliens  telles que presque sûrement +⊂ RE

∈E(8.4)                             pour tout Borélien )(dim)(dim EfEX HH = C. 
Hawkes et Pruitt (1974) ont étudié cette question pour des subordinateurs et ont montré que 
pour tout subordinateur X  d’indice σ ,  

∈E(8.5)                       P{ EEX HH dim)(dim σ=   pour tout Borélien C } ,  1=
où C { } (leur définition de C est différente. On peut toutefois 
montrer en regardant Talagrand et Xiao (1996), que les deux définitions sont équivalentes). Il 
serait intéressant de trouver la classe la plus large C pour laquelle (8.5) est vérifié. 

= EERE pH dimdim: =⊂ +

   Clairement, il est utile d’étendre les résultats susdits sur les dimensions de Hausdorff et 
d’empilement uniformes à des processus de Markov plus généraux. Si X satisfait une 
condition de Hölder uniforme, alors des bornes supérieures pour et  
peuvent être obtenues en utilisant le lemme 3.2. Pour un processus de Markov général, nous 
énonçons les deux lemmes suivants qui peuvent être utilisés pour trouver des bornes 
inférieure et supérieure uniforme pour  et  (voir Pruitt (1975)). 

)(dim EXH )(dim EXp

)(dim EXH )(dim EXp

   Nous avons besoin de quelques notations. Soit { } une suie de nombres réels 

positifs tels que  pour un , et soit  une classe de  intervalles dans  de 

longueur  avec 

1, ≥ntn

∞<∑
∞

=1n

p
nt 0>p nC nN +R

nt nn tON log)1(log =  (i.e.,  est dominé par  ; notation de 

Landau). Par exemple, nous pouvons prendre  et  la classe des intervalles 
dyadiques d’ordre n dans, disons, [0,1]. 

nNlog ntlog

nCn
nt

−= 2

Lemme 8.1.   [Pour prouver la borne supérieure] 
   Soit =X { } un processus de Markov fort dans ( ) xPttX ,0, ≥ dR  (ou S). S’il existe une suite 

 de nombres positifs telle que pour un certain , )( nθ 0>δ

(8.6)                                        {xP } ,  , dRx∈∀δ
ntK 7≤nts

xsX
n

θ≥−
≤≤

)(max
0

où  est une constante positive, alors il existe un entier positif dépendant de p et 7K 8K δ  
seulement, tel qu’avec probabilité 1, pour de grande valeurs de n,  peut  être  recouvert 
par  boules de rayon

)(IX

8K nCI ∈ pour tout . nθ
   Pour des résultats utilisant le lemme 8.1. sur différents types de processus stochastiques 
(voir KoloKotsov) (2002) et Chen et Kumagai (2002)). 
   Afin d’obtenir des bornes inférieures uniformes pour et , nous 
pouvons utiliser le lemme suivant. 

)(dim EXH )(dim EXp
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Lemme 8.2.   [Pour prouver la borne inférieure]  
 Soit =X { } un processus de Markov fort dans ( ) xPttX ,0, ≥ dR  (ou S). Soit { } une 

suite de nombres positifs avec  pour un , et soit  une classe de  boules 

de diamètre  dans 

1, ≥nrn

∞<∑
∞

=1n

p
nr 0>p nD nN

dRnr avec nn rON log)1(log = . S’il existe une suite  de nombres 
positifs et des constantes  et 

)( nt

9K  tels que  0>δ

(8.7)                                     {xP } ,  , dRx∈∀δ
nrK9≤nst

rxsX
n

≥−
∞<≤

)(inf

Alors il existe une constante , dépendant de p et 10K δ seulement telle que pour de assez 
grande valeurs de n,  peut être recouvert par au plus  intervalles de longueur  
pour tout . 

)(1 BX −
10K nr

nDB∈
 
8.2. Ensembles de niveau et image inverse.   Des résultats sur les dimensions de Hausdorff  
et d’empilement uniformes pour les ensembles de niveau de processus de Lévy stables dans R  
d’indice ( ]2,1∈α  découlent directement des résultats de dimension uniforme pour les images 
des subordinateurs stables. En fait, pour les ensembles de niveau (x)  d’une classe de 
processus de Lévy, des résultats de dimension uniforme (i.e., l’évènement de probabilité nulle 
ne dépend pas de x) sur la mesure de Hausdorff exacte de  ont été déterminés. 

)(1 xX −

)(1 xX −

   Quand X est un mouvement Brownien dans R, Perkin (1981) a prouvé qu’avec probabilité 1,  
RRxt ×∈∀ +),(),())(( 1

5 txlxXm =− −ϕ    , 
où . Le résultat a été étendu par Barlow, Perkins et Taylor (1986b) à 
une classe de processus de Lévy d’exposants qui varient régulièrement à . Ceci inclut les 
processus de Lévy strictement stables d’indice 

2/1
5 )/1loglog2()( rrr =ϕ

∞
1>α , des processus de Lévy d’accroissements 

Browniens et des processus de Lévy qui sont proches des processus de Cauchy. 
   Comme pour l’image inverse  d’un processus de Markov X, un résultat de 
dimension uniforme a été seulement établi dans le cas du Mouvement Brownien. Kaufman 
(1985) a montré qu’avec probabilité 1, 

)(1 FX −

FFW HH dim
2
1

2
1)(dim 1 +=− RF ⊂ pour tout Borélien . 

   Pour un processus de Lévy strictement stable X dans R d’indice )2,1(∈α , le résultat 
analogue pour  devrait être aussi vrai. En fait en vertu des travaux de Kaufman avec 
les conditions de Hölder pour le temps local de X établi par Donsker et Varadhan (1977), on 
peut montrer que  

)(1 FX −

FFX HH dim111)(dim 1

αα
+−≥− RF ⊂  pour tout Borélien . 

9. Points multiples et temps locaux d’auto-intersection. 
   Depuis les années 1980, un grand progrès a été fait dans l’étude des points multiples. Divers 
problèmes et conjectures dans Taylor (1986a) relatifs aux processus de Lévy ont été résolus 
par Le Gall (1987a,b), Le Gall et al. (1989), Evans (1987a), Fitzsiomms et Salisbury (1989). 
Dans cette section, nous discutons quelques-uns de leurs résultats. 
 
9.1. Existence des points multiples.   Soit =X { } un processus  stochastique dans 
espace métrique 

0),( ≥ttX
),( ρS . Un point  est dit un point Sx∈ −k multiple de X s’il existe k instants 

distincts  tels que  +∈ Rtt k,,1 K
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xtXtX k === )()( 1 L . 
Si  (ou 3), alors x est aussi dit un point double (ou triple). 2=k
   L’ensemble des points multiples est noté par  (ou  si ) et l’ensemble 
des temps multiples est noté par  

dRS =kM )(d
kM−k

−k
=kL xtXtX k === )()( 1 L{  sont distincts etk

k
k ttRtt ,,,),,( 11 KK +∈ }. 

Quand , nous pouvons également écrire  pour . dRS = kL)(d
kL

   Etant donné un processus de Markov X, il existe plusieurs façons d’étudier l’existence des 
points multiples de X, nous en citons quelques-unes ci-après. −k
(a)  La théorie du potentiel pour X (voir Taylor (1986) et les références y figurant). 
(b) Les temps locaux d’auto-intersection (Geman et al. (1984), Dynkin (1985), Le Gall, 
Rosen et Snieh (1989), Rogers (1989), Snieh (1992), etc.). l’idée est que les intersections des 
processus de Markov peuvent être formulées comme  le problème de l’ensemble de niveau (0) 
d’un processus (fonction) aléatoire, disons, Y, lequel peut être effectivement étudié par des 
méthodes des temps locaux. Les temps  locaux  de  Y  sont  appelés  les  temps locaux  d’auto- 
Intersection de X. L’intérêt particulier est de les utiliser pour définir une mesure aléatoire sur 
l’ensemble  des temps multiples. En utilisant cette approche (en citant Y.Xiao), on  peut 
outre que de prouver l’existence des points multiples, montrer des résultats sur les dimensions 
de Hausdorff et d’empilement de  et  . 

kL

kL kM
(c) Théorie du potentiel des processus multiparamétriques (Evan (1987a,b), Fitzsimmons 
et Salisbury (1989), Khoshnevisan et Xiao (2002). 
Pour connaître d’autres méthodes voir Peres (1996a,1999) et Le Gall (1986b,1987a,b). 
   Le Gall, Rosen et Shieh (1989) donnent une condition suffisante pour l’existence des points 

multiples d’un processus de Lévy en construisant une mesure aléatoire sur . Ils 
supposent l’existence des fonctions de densité de transition. 

kL−k

   Pour énoncer quelques-uns des résultats des auteurs susnommés, nous avons besoin de 
quelques notations. Soit X un processus de Lévy dans dR  de fonction de transition  :),,( AxtP

[ 1,0)( →××+
dd RBRR ]. Pour tous  et , posons  dRzq ∈> ,0 )( dRBB∈

∫
∞

−=
0

),,(),( dsBzsPeBzU qsq . 

Cette dernière fonction est dite résolvante de la fonction de transition . Sous la 
condition que X possède un opérateur de résolvante de Feller fort (comprendre de cette 
appellation la même chose que pour l’opérateur de transition introduit au premier chapitre), il 
existe pour  une fonction unique mesurable  telle que  

),,( AxtP

qu0>q
(i)  pour tout  ; dyzyuBzU

B

qq )(),( ∫ −= )( dRBB∈

(ii) Pour tout y, la fonction  est )( zyuz q −a excessiveq − . 
(iii)  (produit de convolution). qrrq uuqruu ∗−=− )(

Voir Bertoin (1996). La famille de fonctions { } est appelée la famille des densités de 
résolvante canonique. 

0, >quq

Note :   Nous disons en (ii) " " en ce sens qu’en général la fonction mesurable f  
vérifie : 

excessiveq −

(i) f est bornée ; 
(ii) f satisfait :  ; d

t
t RxtxfxfTe ∈∀>∀≤≤ − ,0),()(0 λ

(iii)  quand . 0↓t0))()(( →−− xfxfTe t
tλ
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On dit " uniformément  " si à la place de (iii) nous avons  excessiveq −
00⎯⎯→⎯− →

−
tt

t ffTe λ      (iii’)     . (nous considérons toujours la norme de la convergence 
uniforme). 

dRThéorème 9.1.    Soit X un processus de Lévy dans  de densités de résolvante canonique 
{ } et . Alors, pour tout entier , les trajectoires de X possèdent des 
points multiples presque sûrement si et seulement si   

0, >quq 0)0(1 >u 2≥k
−k

[ ] ∞<∫
<1

1 )(
x

k dxxu . 

Rogers (1989) a étendu la partie de suffisance des conditions du théorème 9.1. à certaine 
processus de Markov sur un espace métrique complet. Ses résultats peuvent être appliqués 
aux diffusions fractionnaires (cf. Barlow (1998)). Il n’est pas établi si sa condition est  aussi 
nécessaire pour l’existence des points multiples dans ce résultat plus général. −k
   Il existe par ailleurs deux autres méthodes pour étudier l’existence des points multiples 
d’un processus de Markov. La première consiste à restreindre le temps  t  à certains ensembles 

−k

(fractals). Kahan (1983) considère l’intersection de  et , où \{0} sont 
deux ensembles compacts disjoints et X est un processus de Lévy stable symétrique. Il donne 
des conditions nécessaires et suffisantes pour P{

)(EX )(FX +⊂ RFE,

≠)()( FXEX I ∅} . Une condition 
nécessaire et suffisante en termes de la capacité de 

0>
FE ×  a été récemment obtenue par 

Khoshnevisan et Xiao (2003b). 
   Nous mentionnons aussi qu’en utilisant les temps locaux, Shieh (1992), prouve la suffisance 
de conditions pour  de contenir des points )(EX −k multiples, où X peut être un processus de 
Lévy dans dR  ou autre processus stochastique. 

dR⊂Λ   La seconde consiste à se demander quel ensemble  peut contenir des points −k  
multiples de X. autrement dit, quand peut-on avoir P{ =Λ kMI ∅}  ? 0>

)3,2( =ddR   Quand X est un mouvement Brownien dans  , cette question a été considérée par 
Evans (1987b) et Tongring (1988), qui ont prouvé la suffisance de certaines conditions pour 
P{ ∅}  . Fitzsimmons et Salisbury (1989) ont prouvé que les conditions 
suffisantes de Evans (1987b) et Tongring (1988) sont aussi nécessaires pour le mouvement 
Brownien dans le plan. Peres (1999) a prouvé le résultat plus général suivant. 

=Λ kMI 0>

 
Théorème 9.2.   Supposons que { } sont des ensembles fermés aléatoires de [0,1]  et 
qu’il existe une constante  telle que 

d
iA k

i 1=

∞<≤ K1
PCapK

ig ≤Λ− )(1 ≠ΛIiA{ ∅} , )(Λ≤
igKCap

pour tout ensemble fermé [0,1]  et certaines fonctions non croissantes et non négatives 
 ( ). Alors,  

d⊂Λ
ki ,,1K=ig

≠ΛIILI kAA1P{ ∅} . 0)(0
1

>⇔> gCap
kgg L

Pour des résultats similaires ; voir Khoshnevisan et Xiao (2002). 
 
9.2. Dimension de Hausdorff et mesure de Hausdorff de  et  .   Les dimensions de 
Hausdorff de l’ensemble  des points 

kL kM
dRkM  multiples d’un mouvement Brownien dans−k  

ont été obtenues par Taylor (1966) pour 2=d  (et ) et Fristedt (1967) pour   (et 
). Ces résultats peuvent aussi être prouvés en trouvant  en premier (rappelons 

que  est la projection de  sur ) et ensuite en utilisant le résultat de dimension de 

2≥k 3=d
kH L'dim2=k

kL' kL +R
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2RHausdorff uniforme (8.2). Si X est un mouvement Brownien dans  ou un processus de 
Cauchy symétrique dans R, il existe des points de multiplicité c, où c représente la puissance 
du continu. Le Gall (1986a, 1987b) a prouvé que pour tout ensemble discret , il existe 
presque sûrement un 

+⊂ RE
2Rz∈   tel que  possède la même structure d’ordre que E. En 

particulier, il y a des points de multiplicité 
)(1 zW −

א o (cardinal des nombres entiers positifs) pour X. 
quant à la taille de , Taylor (1986a) a posé la question de déterminer une fonction de 
mesure

)(1 zW −

Φ∈ϕ  telle que presque sûrement  pour tout 0))(( 1 =− − zWmϕ 2Rz∈ . Ce problème 
n’a pas encore été résolu. Taylor (1986a) a montré que les résultats dans Perkins et Taylor 
(1987) impliquent que si , alors presque sûrement  pour tout 0))(()/1(log 1 =− −− zWmr b2>b

2Rz∈ , il conjectura que la valeur critique pour b est 1. Cela dit, la fonction =)(rbϕ  
 satisfait la condition plus haut pour , mais pas pour br −)/1(log . 1>b 10 << b

   La dimension de Hausdorff de  a été étudiée par Hawkes (1978c) pour un processus de 
Lévy isotropique possédant un fonction de densité de transition, et par Henricks (1974) et 
Shieh (1998) pour  une classe spéciale de processus de Lévy stables associés à des opérateurs.  

kM

Différents travaux étaient faits sur le calcul de dimensions de Hausdorff et d’empilement pour 
, toutefois le problème général reste ouvert. Ainsi, la question suivante est intéressante : kM

 
dRQuestion 9.3.   Soit X un processus de Lévy dans . Trouver une formule générale pour 

  et pour . kH Mdim kp Mdim
   Maintenant, nous retournons au problème de trouver la fonction de mesure de Hausdorff 
exacte pour . Pour un mouvement Brownien kM =W { }, le problème a été 
complètement résolu par Le Gall (1986b,1987a,1989). Pour énoncer ses résultats dans Le Gall 
(1989), soit  

0),( ≥ttW

k
k rr

rrh )1logloglog1(log)( 2= , , et  2≥k

2
2 )1log(log)(~

r
rrh = . 

Soit  la mesure image du temps local d’auto-intersection  d’ordre k de W (notons 
que  est une mesure aléatoire sur ) par l’application . Ceci est une 
mesure aléatoire portée par  et elle est dite la projection du temps local d’auto-
intersection. 

)()( •d
kl

)(d
kα

kL )(),,( 11 tWtt k →K)(d
kα

)(d
kM

 
Théorème  9.4.   Soit { } un mouvement Brownien dans 0),( ≥ttW dR , =W

(i) Si , alors pour tout entier , il existe une constante positive telle que 
p.s., 

kc2=d 2≥k

 pour tout  ).( 2RBF ∈)()( )2()2( FlcMFmh kkkk =− I

(ii) Si , alors il existe une constante  positive telle que p.s., 11K3=d
)()(~ )3(

211
)3(

22 FlKMFmh =− I  pour tout  ).( 3RBF ∈
Des résultats pareils sur la mesure de Hausdorff de  pour des processus de Lévy plus 
généraux ont été aussi obtenus par Le Gall (1987b). Son approche consiste en deux parties : 
dans la première partie, il considère l’ensemble  des points d’intersection de , 

kM

kN kXX ,,1 K

 67



lesquels sont des copies indépendantes de X, et construit directement une mesure aléatoire kμ  
sur  par : kN

[ ] ))()(()(lim)( 10
ASSCA kd

k
k IILI εελεμ

ε

−

→
=  , 

)(εC ),0( εB −ε)(εiS saucisse de  définie par  iXoù  est la capacité de la boule  et  est la 
)),0()(()( εε BsXS

Rs
ii +=

∈
U . 

)(AkμEnsuite il établit des bornes sur les moments de   et les applique pour déduire des 
bornes supérieures par la mesure de Hausdorff de . Plus précisément, il a trouvé des 
fonctions de mesure  et 

kN
*ϕ *ψ  telles que  

dRI ⊂∞<− )(* INm k Iϕ   pour tout compact , et  
dRA ⊂)()(* AKANm kk μψ ≥− I   pour tout Borélien , 

où  est constante dépendant de d, k et la loi de X seulement. La seconde partie de son 
argumentation se résume par : puisque  peut être identifié à l’ensemble des points 
d’intersection des copies indépendantes   de X de points de départs différents. Le 
résultat sur en découle.Cependant, il n’est pas connu quand . Ainsi aucune fonction 
de mesure de Hausdorff exacte pour  n’a été déjà déterminée. 

0>K
kM

kXX ,,1 K
** ψϕ ≈kM

kM
   La dimension de Hausdorff d’ensemble  des points multiples pour un mouvement 
Brownien W dans 

)(d
kL

dR  ( ) a été obtenue par Rosen (1983) comme suit : 3,2=d

2
1dim )3(

2 =LH  et  pour tout . 1dim )2( =kH L(9.1)                                    2≥k

Il a aussi confecturé qu’une fonction de mesure de Hausdorff exacte pour  est  )(d
kL

2/)1(2/2)( )1log(log)( −−= kddd
k r

rrϕ . 

Zhou (1994) a vérifié cette conjecture pour 3=d  ; i.e., une fonction de mesure de Hausdorff 
exacte pour  est  )3(

2L
2/32/1)3(

2 )1log(log)(
r

rr =ϕ . 

Pour , le problème analogue reste ouvert. 2=d
   En général, la dimension de Hausdorff de  n’est pas connue pour les processus de Lévy. 
Cependant, si X est un processus de Lévy symétrique dans , alors  peut être 
déduite des résultats de Khoshnevisan et Xiao (2002) : 

kL
)(1 dRL kH Ldim

[ ]
∞<> ∫ dss

s
b

k
b

1,0

)(1:0 ϕsupdim =kH L { }, 

kRoù ϕ  est une fonction de mesure sur  définie par  

ξξξψπϕ dss
dkR

k

j
jjj

d ⋅−−= ∫ ∑
− =

−
−

)1( 1
1))(exp()2()( , 

Pour . En particulier, si X est un processus de Lévy stable symétrique dans d
k Rsss ∈= ),,( 1 K

dR  d’indice ( ]2,0∈α  et tel que dkk )1( −>α ≠kL(i.e.,  ∅), alors 

α
dkkLkH

)1(dim −
−= . 
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Ceci généralise le résultat de Rosen (9.2). 
   Puisque le problème 5.4. n’a pas été encore résolu, il pourrait être plus facile de considérer 
le problème moins général suivant. 

dRQuestion 9.5.   Soit un processus de Lévy strictement stable dans  ou une diffusion 
fractionnaire. Trouver des fonctions de mesure de Hausdorff h et ϕ   telles que  

∞<−< )(0 kMmh ∞<−< )(0 kLmϕ et .  
   Relativement à ce problème, Le Gall (1987b) a conjecturé que si X est un processus de Lévy 
stable symétrique dans dR d’indice α , alors une fonction de mesure de Hausdorff pour  est kM

ka

r
rrh )1log(log)( = , 

0)1( >−−= dkka αsi d<α  et , et pour ,1== dα  
k

rr
rrh )1logloglog1(log)( = . 

   Finalement, nous considérons la mesure d’empilement exacte de . Le Gall (1987b) 
prouve que, si X est un mouvement Brownien dans le plan, alors pour tout entier ,  
ne possède pas de fonction de mesure d’empilement exacte et il donne un test intégral pour 

 ou . Plus précisément, nous avons le théorème 5.1 de Le Gall (1987b). 

kM
)2(

kM2≥k

0)( )2( =− kMpϕ ∞
Théorème 9.6.   Supposons que +→∞ Rf ),0(:  est une fonction décroissante telle que la 
fonction  est croissante pour des valeurs assez grandes de r. Soit  )(rfrr ka

)1(log)1(log)( 2

r
f

r
rr k=ϕ . 

Alors  
                                                                          0                                     0<

          selon que   ∑
∞

=1
)2(

n

nf=− )( )2(
kMpϕ

                                                                                                             ∞ ∞= , 
   Pour un mouvement Brownien dans 3R , Le Gall (1987b) a seulement obtenu le résultat 
partiel suivant sur la mesure d’empilement de   : )3(

2M
0>β , soit  Pour 

β
βϕ

−= )1(log)(
r

rr , 

0>βalors (i) il existe une constante  telle que  p.s., et (ii) 

 p.s, si 

∞=− )( )3(
2Mpβϕ

1>β0)( )3(
2 =− Mpβϕ . 

   Le problème de trouver les fonctions de mesure d’empilement pour et  n’a toujours 
pas été résolu. Il est possible en citant Y.Xiao que pour le cas du mouvement Brownien,  
possède une fonction de mesure d’empilement exacte, contrairement à  et 3). 

)3(
2M )(d

kL
)3(

2M
2( =d)(d

kL
 
Remarque : Nous signalons que nous avons à regret et pour garder un volume raisonnable à 
ce mémoire, omis de parler de résultats portant sur les densités moyennes et les distributions 
de mesure tangente et sur l’analyse multifractales des processus de Markov. Toutefois, nous 
donnons une liste de références exhaustive à la fin du mémoire dans laquelle, nous pouvons 
toujours trouvé les titres des livres et articles sur le domaine, qui pourraient nous intéresser.  
 

 69



Chapitre 4. Calcul Stochastique 
Intégrales et Equations Différentielles Stochastiques 
 
 
 
 
 
I. Construction de l’intégrale de Itô 
       Nous obtenons souvent en acceptant le caractère stochastique de quelques coefficients 
d’une équation différentielle, des modèles mathématiques plus réalistes de la situation. 
Prenons à titre d’exemple le cas suivant : considérons le modèle de croissance de population 
simple 

( ) ( )tNta
dt
dN

= ( ) 00 NN = ,   (constante) 

où  est de la population au temps t, et ( )tN ( )ta  est le taux de croissance relatif à l’instant t. il 
se peut dans bien des cas que  ne soit pas complètement connu mais est sujet à des effets 
environnementaux aléatoires si bien que nous avons 

( )ta

 
( ) ( ) ""bruittrta +=  

   
où nous ne savons du bruit que sa distribution de probabilité. La fonction  est considérée 
comme étant certaine (non aléatoire). 

( )tr

      De façon générale, les équations différentielles dont certains coefficients peuvent être 
considérés comme stochastiques en raison des effets environnementaux aléatoires, sont dites 
équations différentielles stochastiques (EDS), et ce chapitre est voué à être une présentation 
sommaire et introductive des méthodes probabilistes de résolution de ce type d’équations. 
Nous pouvons dire par conséquent qu’une solution d’une EDS doit entraîner une certaine 
incertitude en ce sens que nous pouvons seulement espérer dire quelque chose sur les 
distributions de ces solutions.  
 
1. Mouvement Brownien multivariable (à valeurs dans Rn) 

nkR      Considérons le système projectif de mesures de probabilité  sur  définies par 
kttt ,,, 21 Kν

(1.1)   ( ) ( ) ( ) ( )∫
××

−−−−=××
k

k

FF
kkkkkkttt dxdxxxttpxxttpxxtpFF

L

K LLL
1

21 1112112111,,, ,,,,,,ν  

( ) ( ) ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −
−= −

t
yx

tyxtp n

2
exp2,,

2
2/πoù  pour  fixé, , et . nRx∈ nRy∈ ktt ≤≤≤ L100>t

Nous utilisons  pour la mesure de Lebesgue et la convention que kdydydy L1=
( ) (yyxp x )δ=,,0 , la masse unité ponctuelle (ou mesure de Dirac) au point x. 

Nous affirmons par le théorème ô combien connu d’extension de Kolmogorov qu’il existe un 
espace de probabilité ( )xPF ,,Ω ( ) 0≥= ttBB et un processus stochastique  sur Ω  tels que les 
distributions finies de B sont données par (1.1) 
(1.2)

( ) ( ) ( ) ( )∫
××

−−−−=∈∈
k

k

FF
kkkkkktt

x dxdxxxttpxxttpxxtpFBFBP
L

LLK
1

1 1112112111 ,,,,,,,,  
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Définition 1.2.   Un tel processus est appelé (une version de) mouvement Brownien multi- 
variable de point de départ x. (notez que ( ) 10 == xBP x ). 
       Nous pouvons dire de façon imagée que les propriétés du mouvement Brownien 
unidimensionnel  données précédemment restent vraies dans le cas présent. Notamment, les 
trajectoires de B sont continues par le théorème de Kolmogorov suivant. 
 
Théorème 1.4.    Théorème de continuité de Kolmogorov 

( ) 0≥= ttXX         Supposons que le processus  satisfait la condition suivante : pour tout 
 (réel), il existe des constantes positives D,, βα  telles que  0>T

 
( ) TtsstDXXE st ≤≤−⋅≤− + ,0;1 βα  

 
Alors il existe une version continue de X. Nous rappelons que deux processus stochastiques 
sont dits versions l’un de l’autre si 

( ) 1== tt YXP    .t∀
Pour une preuve, voir par exemple Strook et Varadhan (1979, p : 51) 
Pour le mouvement Brownien B, il n’est pas difficile de prouver 
 

( ) ( ) 24 2 stnnBBE st −+=−  
 

( )n
ttt BBB ,,1 K=Notons finalement que si  est un mouvement Brownien n-dimensionnel, 

alors les processus unidimensionnels ( )( ) njB t
j

t ≤≤≥ 1,0  sont des mouvements Browniens 
unidimensionnels indépendants. 
 
2. Intégrales de Itô 
      Considérons de façon générale les EDS de la forme 

( ) ( ) ttt WXtXtb
dt
dX

⋅+= ,, σ(2.1)                                          

( ) 0≥= ttWWoù b et σ   sont deux fonctions données, et  est regardé comme étant un processus 
stochastique représentant le bruit (effets environnementaux aléatoires). Se basant sur diverses 
situations, par exemple en ingénierie, nous sommes conduits à admettre que W doit posséder 
pour le moins les propriétés suivantes : 
(i)   et  (v.a) sont indépendantes ; 

121 tWtt ⇒≠
2t

W
(ii)  W est stationnaire, i.e la distribution conjointes de ( )tttt k

WW ++ ,,
1

K  ne dépend pas de t ; 
(iii)   pour tout t. 0=tEW
Cependant, il se révèle qu’il n’existe pas de processus stochastique raisonnable satisfaisant (i) 
et (ii) : un tel W ne peut pas avoir des trajectoires continues. 
        Nous sommes de ce fait conduits à suivre, entre autres, la construction intuitive suivante 
suggérant un remplacement de W par un processus stochastique propre : soit 

 et considérons une version discrète de (2.1) : tttt n =<<< L10

( ) ( ) kkkkkkkkk tWXttXtbXX Δ+Δ=−+ ,,1 σ(2.2)                               
( ) kkktkjj tttWWtXX

k
−=Δ== +1,,où                                         

kk tW Δ kkk VVV −=Δ +1Nous abondonnons la Wk –notation et remplaçons  par , où 
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( ) 0≥= ttVV  est processus stochastique approprié. Les conditions (i), (ii) et (iii) sur W 
suggèrent que V devrait être à accroissements indépendants avec une moyenne nulle. Il se 
trouve que le seul processus convenable avec des trajectoires continues soit le mouvement 
Brownien B (voir Knight .1981). Ainsi nous posons tt BV =  et obtenons de (2.2) : 

(2.3)                           ( ) ( )∑ ∑
−

=

−

=

Δ+Δ+=
1

0

1

0
0 ,,

k

j

k

j
jjjjjjk BXttXtbXX σ

Il reste maintenant à espérer que la limite du côté droit de (2.3) existe dans un certain sens 
quand . Si c’est le cas, alors en appliquant la notation usuelle de l’intégration nous 
devrions aboutir à  

0→Δ jt

(2.4)                                     , ( ) ( ) ",",
00

0 ∫∫ ++=
t

ss

t

st dBXsdsXsbXX σ

( ) 0≥= ttXXet nous adopterons comme convention que (2.1) signifie que  est un processus 
satisfaisant (2.4). Ainsi, dans le reste de ce paragraphe, nous exposerons sommairement la 
preuve de l’existence dans un certain sens de 

( ) (∫
t

sdBsf
0

, ωω ) 

( )ωtBoù   est un mouvement Brownien unidimensionnel de point départ l’origine, pour une 
classe à déterminer de fonctions [ ) Rf →Ω×∞,0: . 
 
Définition 2.5.  Soit  la classe de fonctions ( TS ,Ψ=Ψ )

( ) [ ) Rtf →Ω×∞,0:,ω  
telles que  
(i)  ( ) ( )ωω ,, tft a  est B -mesurable, où B représente la F× σ -algebre de Borel sur [ )∞,0 . 

( )ω,tf ( )ωω ,tfa(ii)   est -adaptée. (pour tout t, tF  est -mesurable). tF

(iii) .  ( )( ) ∞<⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∫

T

S
dttfE 2,ω RTS ∈<≤0 . 

 
Intégrale de Itô  ⊗

       
         Pour des fonctions  nous allons montrer comment définir l’intégrale de Itô Ψ∈f

[ ]( ) ( ) ( )∫=
T

S
tdBtfwfI ωω,  

où  est un mouvement Brownien unidimensionnel. tB
     Nous appelons Ψ∈ϕ  une fonction élémentaire si elle est de la forme 

( ) ( ) [ ] ( )tet
jj tt

j
j 1,1,

+∑= ωωϕ  (2.6)                                                

Notons que puisque Ψ∈ϕ , chaque ej doit être -mesurable et définissons pour une telle 
fonction l’intégrale comme suit 

jtF

( ) ( ) ( )[ ]( )∫ ∑ −=
+

T

S j
ttjt jj

BBedBt ωωωωϕ
1

,(2.7)                                        

Maintenant, nous faisons la remarque importante suivante. 
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Lemme 2.8.  Isométrie de Itô 

( )ωϕ ,t  est élémentaire borné, alors         Si 

(2.9)       ( ) ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ∫∫

T

S

T

S t dttEdBtE 2
2

,, ωϕωωϕ

Preuve : immédiate des propriétés de . tB
      L’idée est maintenant d’utiliser l’isométrie (2.9) pour étendre la définition d’une fonction 
élémentaire à une fonction dans . Pour ce faire, nous procédons en trois étapes : Ψ
Etape 1 : Soit  une fonction continue et bornée pour chaqueΨ∈g ω . Alors, il existe des 
fonctions élémentaires Ψ∈nϕ  telles que  

( ) 02 ⎯⎯ →⎯⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ − ∞→∫ n

T

S n dtgE ϕ  

Preuve : Prendre ( ) ( ) [ ] ( )∑ +
⋅=

j
ttjn ttgt

jj 1,1,, ωωϕ . 

Etape 2 : Soit  une fonction bornée. Alors, il existe des fonctions  telles que Ψ∈ngΨ∈h
( )ω,•ng ω  et tout n, et   est continue pour tout 

( ) 02 ⎯⎯ →⎯⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ − ∞→∫ n

T

S n dtghE  

Preuve : Prendre , où ( ) ( ) ( )∫ −=
t

nn dsshtstg
0

,, ωψω nψ sont des fonctions non négatives 

continues dans R telles que  

n
x 1

−≤(i)  ( ) 0=xnψ    pour   et   .0≥x

(ii)  . ( )∫
∞

∞−

=1dxxnψ

( ) Ψ⊂nhEtape 3 : Soit . Alors, il existe une suite Ψ∈f  telle que  est bornée pour chaque 
n et  

nh

( ) 02 ⎯⎯ →⎯⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ − ∞→∫ n

T

S n dthfE  

( ) ( ) ( )( )ntfnthn ∧∨−= ωω ,, . Preuve : Prendre
Nous concluons donc que si , nous choisissons, en vertu des étapes 1-3, des fonctions 
élémentaires 

Ψ∈f
Ψ∈nϕ  telles que  

( ) 02 ⎯⎯ →⎯⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ − ∞→∫ n

T

S n dtfE ϕ . 

Alors, définissons  
 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) (∫∫ ==
T

S
tnn

T

S
t dBtdBtfwfI ωωϕωω ,lim, )  

La limite existe dans , puisque  forme une suite de Cauchy dans 

, par (2.9). 

( ) ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫
T

S
tn dBt ωωϕ ,( )PL2

( )PL2

Nous résumons ceci comme suit : 
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Définition 2.10.  Intégrale de Itô.  
           Soit . Alors l’intégrale de Itô de f (de S à T) est définie par ( TSf ,Ψ∈ )

)

)

(2.11)                          (limite dans ), ( ) ( ) ( ) (∫∫ =
T

S
tnn

T

S
t dBtdBtf ωωϕωω ,lim, ( )PL2

( nϕ   est une suite de fonctions telles que  où 

(2.12)                              ( ) ( )( ) 0,, 2 ⎯⎯ →⎯⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ − ∞→∫ n

T

S n dtttfE ωϕω

( n )ϕNotons que, en vertu de (2.9), la limite (2.11) existe et ne dépend pas du choix de  dont 
l’existence est garantie par les étapes 1-3, tant que (2.12) est vérifié. En outre, de (2.9) et 
(2.11) nous avons 
 
Lemme 2.13.  Isométrie de Itô 

(2.14)             pour tout ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ∫∫

T

S

T

S t dttfEdBtfE ωω ,, 2
2

( )TSf ,Ψ∈ . 

 
( )TSf n ,Ψ∈( )TSf ,Ψ∈ K,2,1=nCorollaire 2.15.   Si  et   pour  et 

, alors  ( ) ( )( ) 0,, 2 ⎯⎯ →⎯⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ − ∞→∫ n

T

S n dttftfE ωω

( ) ( ) ( ) (∫∫ ⎯⎯ →⎯ ∞→

T

S t

T

S
ntn dBtfdBtf ωωωω ,, ) ( )PL2   dans  

 
2.16. Quelques Propriétés de l’Intégrale de Itô 
 
Théorème 2.17.   Soit   et soit ( Tgf ,0, Ψ∈ ) . Alors TUS <<≤0

(i)    p.s. ∫∫∫ +=
T

U t

U

S t

T

S t fdBfdBfdB

(ii)   p.s. (( ) ∫∫∫ +=+
T

U t

U

S t

T

S t gdBfdBcdBgcf ) Rc∈

0=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∫

T

S tfdBE  (iii)  

(iv)   est F∫
T

S Bt
fd  –mesurable. T

Preuve : Utiliser la méthode standard d’approximation par des fonctions élémentaires. 
 
Théorème 2.18.  Intégrale de Doob pour les martingales 
     Si  est une martingale telle que ( tM ) ( )ωtMt →  soit continue p.s., alors pour tous 

 (réels) et tout 0,1 ≥≥ Tp  0>λ

[ ]p
Tpt

Tt
MEMP

λ
λ 1sup

0
≤⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ≥

≤≤
 

Preuve : (voir Revuz and Yor (1991))  
En utilisant le théorème (2.18), nous arrivons à montrer : 
 
Théorème 2.19.   Soit . Alors il existe une version continue en t de  ( Tf ,0Ψ∈ )
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  ( )   ,  Tt(∫
t

sdBsf
0

, ωω ) ≤≤0  

( )PF ,,Ωi.e. il existe un processus stochastique continu  sur tJ  tel que  

1
0

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫

t

tt fdBJP    pour tout t, . Tt ≤≤0

Preuve : (cf. [173]). 

Nous assumerons dorénavant que le processus est à trajectoires 

continues. 

( ) ( )
00

,
≥

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫

t

t

sdBtf ωω

Corollaire 2.20.   Soit  pour tout T. alors ( Tf ,0Ψ∈ )

( ) ( ) ( )∫=
t

st dBsfM
0

, ωωω  

( ) 0≥ttF ( )tsBF st ≤= ;σ ( ) et  est une martingale associée à la filtration 

( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡≤⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ≥ ∫

≤≤
dssfEMP t

Tt

2
2

0
,1sup ω

λ
λ 0, >Tλ    (2.21)                        . 

Preuve : Ceci découle de la continuité de Mt , du théorème 2.18. Combiné avec l’isométrie de 
Itô et la martingale continue : 

( ) ( ) (ωωϕω s

t

nn dBstI ∫=
0

,, )

]

 

qui converge uniformément sur  p.s. vers . ∫=
t

tt fdBJ
0

[ T,0

3. Extension de l’intégrale de Itô  
        L’intégrale de Itô   peut être définie pour une classe de fonctions plus large que 

. En premier, la condition de mesurabilité (ii) de la définition 2.5. peut être affaiblie à celle-
ci : 

∫ fdB
Ψ

{ } 0≥= ttHH(ii)’ Il existe une famille croissante de −σ algebres  telle que  
a)  ( )  est une martingale par rapport à H et 0≥ttB
b)  f  est H  –mesurable. t t

Notez que a) implique . Nous pouvons alors effectuer une construction similaire à 
celle décrite plus haut pour définir l’intégrale de Itô étendue. 

tt HF ⊂

       Il vient de cette nouvelle construction qu’en posant, par exemple,  =)(n
tF

( ) ( )( ) ( )nBBB ,,1 K= est un mouvement Brownien multidimention- tssBsB knn ≤⋅⋅ ;,,,,11 Kσ , où
nel, nous pouvons définir les intégrales suivantes : 

( ) 2
2
2

2
1sin dBBB∫ +∫ 12 dBB  ou  , 

( ) 0≥t
n

tFétant donné que  est une martingale par rapport à ( ) 0, ≥• tk tB . 
Ceci nous conduit à définir l’intégrale de Itô comme suit : 
 
Définition 3.1.  Soit  un mouvement Brownien n –dimensionnel. ( nBBB ,,1 K= ) ( )TSnm

H ,×Ψ  
représente l’ensemble des matrices  ( )( )ω,tvv ij= nm× d’ordre où chaque élément  
satisfait (i) et (iii) de la définition 2.5. et (ii)’, par rapport à une filtration . 

ijv
{ } 0≥= ttHH
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Si , nous définissons, utilisant la notation matricielle ( TSv nm
H ,×Ψ∈ )

)

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= ∫∫

n

T

S
mnm

nT

S dB

dB

vv

vv
vdB M

L

MLM

L 1

1

111

 

Comme étant le vecteur colonne  dont la  composante est la somme des intégrales de 
Itô étendues unidimensionnelles suivante : 

èmei1×m

( ) ( )∑ ∫
=

n

j

T

S
jij sdBsv

1
,, ωω  

La deuxième extension de l’intégrale de Itô consiste en l’affaiblissement de la condition (2.5) 
(iii) à celle-ci : 

(iii)’                                                    ( ) 1, 2 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∞<∫

T

S

dstfP ω

 
Définition 3.2.   représente la classe des processus ( TSWH , ( ) Rtf ∈ω,  satisfaisant (i) de la 
définition 2.5. et (ii)’,(iii)’. Nous posons ( )I

0

,0
>

=
T

HH TWW  , et dans le cas des matrices, nous 

écrivons ( )I
0

,0
>

× =
T

H
nm

H TWW . Si ( )nFH = , nous écrivons tout simplement . ( )TSW ,

Ainsi nous pouvons définir : 

(3.3)    (limite en probabilité) pour tout  ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ =
t

snn

t

s dBsfdBsf
00

,lim, ωωωω HWf ∈

en suivant le même type de construction d’approximation standard décrit ci-dessus. La limite 
dans (3.3) est indépendante de la suite ( )nf . 
         Comme précédemment, il existe une version continue de cette intégrale (voir Friedman 
(1975) ou Mckean (1969) pour plus de détailles). Cependant, il faut noter que cette intégrale 
n’est pas en général une martingale (voir par exemple B.Oksendal (2000) théorème de 
Dubley. Elle est toutefois une martingale locale* (voir Karatzas et Shreve (1991)). 
 
II. Formule de Itô et Théorème de Représentation (Caractérisation) par les Martingales 
1. Formule de Itô 
       L’intégrale de Itô, comme le montre l’exemple suivant 

∫ −=
t

tss tBdBB
0

2

2
1

2
1  (1.1)                                                     

n’est pas pratique pour l’évaluation d’une intégrale donnée, aussi a été établie la formule de 
Itô servant de moyen pour le calcul direct de certaines intégrales. 
 
Définition 1.2.  Soit un mouvement Brownien unidimensionnel sur ( ) . Un 
processus de Itô (unidimensionnel) (ou intégrale stochastique) est un processus stochastique 

 sur  de la forme 

( ) 0≥= ttBB PF ,,Ω

( ) 0≥= ttXX ( PF ,,Ω )

(1.3)                                               ( ) ( )∫∫ ++=
t

s

t

t dBsvdssuXX
00

0 ,, ωω

où  , tel que HWv∈

 76



( ) 10,,
0

2 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
>∀∞<∫

t

tdssvP ω  

 –adapté (où H  est comme dans (ii)’, section I.3) et que  Nous assumons également que u est Ht t

( ) 10,,
0

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
>∀∞<∫

t

tdsvuP ω  

L’équation (1.3) est souvent écrite sous la forme différentielle 
tt vdBudtdX +=  

De (1.1), nous pouvons écrire par exemple 

ttt dBBdtBd +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1

2
1 2  

Nous sommes maintenant en position d’énoncer le premier résultat important de cette partie : 
 
Théorème 1.4.:   La formule de Itô unidimensionnelle 
      Soit  un processus de Itô donné par ( ) 0≥= ttXX

tt vdBudtdX +=  
Soit  (i.e. g est deux fois continûment différentiable sur [ ). ( ) [ )( RCxtg ×∞∈ ,0, 2 ) ) R×∞,0
Alors, 

( )tt XtgY ,=  
est également un processus de Itô, et 

( ) ( ) ( ) ( 2
2

2

,
2
1,, tttttt dXXtg

x
g

dXXt
x
g

dtXt
t
g

dY ⋅
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= )

)

(1.5)                        

où    est calculé suivant les règles : ( ) ( ) ( ttt dXdXdX ⋅=2

0=⋅=⋅=⋅ tt dBdtdtdBdtdt dtdBdB tt =⋅ ,  . (1.6)                              
Preuve : (cf. [173]). 
 

[( )xtg , ) U×∞,0 soit C  sur2Remarque : Notez qu’il est suffisant que , si U  est un 
ouvert tel que  pour tous t ,

R⊂

UX t ∈ 0≥ Ω∈ω . En outre, il est suffisant que  est C  par  
rapport à t, et  par rapport à x. 

( xtg , )

)
)

1

2C
 
1.5. La Formule de Itô Multidimensionnelle 
       Soit  un mouvement Brownien m-dimensionnel. Si chacune des fonctions 
aléatoires 

( mBBB ,,1 K=
( ω,tui ( )ω,t et v  satisfait les conditions données dans la définition 1.2. 

(1 ), alors nous avons les n processus de Itô : 
ij

mjni ≤≤≤≤ 1,
 

mnmnnn

mm

dBvdBvdtudX

dBvdBvdtudX

L

M

L

++=

+++=

11

111111

 

      
Ou, sous la notation matricielle 

( ) ( )tvdBudttdX +=  
où 
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( )
( )

( )
( )

( )

( )⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

tdB

tdB
tdB

vv

vv
v

u

u
u

tX

tX
tX

mnmn

m

nn

M

L

MM

L

MM
1

1

11111

,,,  

 
Théorème 1.6.    La formule de Itô générale 
      Soit 

( ) ( )tvdBudttdX +=  
[ )( )nRC ×∞,02( ) ( ) ( )( )xtgxtgxtg p ,,,,, 1 K=  dans Un processus de Itô n- dimensionnel. Soit   

à valeurs dans pR . Alors, le processus 
( )tt XtgY ,=  

est à nouveau un processus de Itô, dont la  composante, , est donnée par èmek kY

( ) ( ) ( )∑ ∑ ∂∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
i ji

jit
ji

k
it

i
t

k
k dXdXXt

xx
g

dXXt
x
gdtXt

t
g

dY
,

2

,
2
1,,  

  (  est le symbole de Kronecker). où 0, =⋅=⋅= iiijji dBdtdtdBdtdBdB δ ijδ
La preuve est similaire à celle du théorème 1.4. 
 
2. Le Théorème de Représentation (Caractérisation) par les Martingales 
          Si  un mouvement Brownien n-dimensionnel, nous avons vu (corollaire 
I.2.20) que si  alors l’intégrale de Itô 

( nBBB ,,1 K= )
)( Tv n

T

n ,01

0

×

>
Ψ=Ψ∈ I

( )∫ ≥+=
t

st tdBsvXX
0

0 0;,ω  

( )nFest toujours une martingale par rapport à la filtration . Dans ce paragraphe, nous 
énoncerons le théorème attestant de la réciproque : toute ( ) −nF  martingale peut être 
représentée comme une intégrale de Itô. Ce résultat est dit « le théorème de représentation 
par les martingales ». 
      En premier, nous énonçons  deux lemmes servant d’outils pour la preuve du théorème 
susnommé. 
Lemme 2.1.   Fixons . L’ensemble des v.a  0>T

( ) [ ] ( ){ }KK ,2,1,,,0,,, 01
=∈∈ ∞ nRCTtBB n

itt n
ϕϕ  

est dense dans  : l’ensemble des v.a ( PFL T ,2 ) mesurables de carré intégrable. −TF
 
Lemme 2.2.  L’espace des combinaisons linéaires des v.a. du type 

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∫ ∫

T T

t dtthdBth
0 0

2

2
1exp [ ]TLh ,02∈  (non aléatoire).    ;  

est dense dans . ( )PFL T ,2

Théorème 2.3.   Théorème de représentation de Itô 
( )( )PFLF n

T ,2∈ ( ) ( )Ttf n ,0, Ψ∈ω. Alors, il existe un unique processus stochastique         Soit  
tel que 

( ) (∫+=
T

tdBtfEFF
0

,ω )  
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Théorème 2.4.    Théorème de représentation par les martingales 
       Soit  un mouvement Brownien n-dimensionnel. Supposons que 

 est une martingale et que 
( nBBB ,,1 K= )

( ) 0≥= ttMM ( )PLM t
2∈( ) −nF  pour tout . Alors, il existe un 

unique processus stochastique 
0≥t

( )tg n ,0Ψ∈( )ω,tg  tel que  pour tout  et  0≥t

( ) (sdBsgEMM
t

t ∫+=
0

0 ,ω )   p.s. pour tout  0≥t

Pour des preuves de ces résultats, cf. [173]. 
 
III. Exemple. Théorème d’Existence et d’Unicité  pour les EDS. 
3.1    Revenons à notre exemple de modèle de croissance de population où l’on suppose   
une valeur fixe. Nous avons alors l’équation différentielle stochastique suivante, écrite sous 
forme différentielle : 

tr

tttt dBNdtrNdN α+= =0N  (avec constante positive) 
ou 

t
t

t dBrdt
N

dN
α+=    (*) 

 
 Ainsi  

t

t

s

s Brt
N

dN
α+=∫

0

00 =B   ( ) 

Utilisant la formule de Itô pour la fonction 
( ) xxsg ln, =  ;   0>x

nous obtenons 
( )

dt
N

dN
N

Nd

t

t

t

t 2

2
1ln
α−=  

Il vient alors que  

( ) dtNd
N

dN
t

t

t 2

2
1ln α+=  

De (*) nous concluons que  

t
t Btr

N
N

αα +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 2

0 2
1ln  

ou 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= tt BtrNN αα 2

0 2
1exp  

Nous énonçons maintenant le théorème d’existence et d’unicité pour les EDS. 
 

( ) [ ] nn RRTb →×⋅⋅ ,0:, ( ) [ ] mnn RRT ×→×⋅⋅ ,0:,σThéorème 3.2.  Soit  (réel) et , 0>T  deux 
fonctions mesurables vérifiant 

( ) ( ) ( ) [ ]TtRxxCxtxtb n ,0,;1,, ∈∈+≤+ σ  

∑=
22

ijσσ ) et telles que pour une constante C, (où 

( ) ( ) ( ) ( ) yxDytxtytbxtb −≤−+− ,,,, σσ  ;                                            [ TtRyx n ,0,, ∈∈ ]

 79



Pour une constante D. Soit Z une v.a. qui est indépendante de la −σ algèbre  générée 
par  et telle que 

( )mF∞

( )( 0; ≥• sBs )
∞<2ZE   

Alors l’équation différentielle stochastique 
( ) ( ) tttt dBXtdtXtbdX ,, σ+= ZXTt =<≤ 0,0 ,  (3.3)                                

( )ωtXa une solution continue unique  possédant la propriété que  est adaptée à la 
filtration  générée par Z  et 

tX
( ) tsBs ≤⋅ ;Z

tF , et  

∞<∫ dtXE
T

t

2

0

. 

Preuve : (cf. [173]). 
 
Note :   Cette solution est dite solution forte. Cependant, s’il nous est seulement donné les 
fonctions  et ( )( )ttt HBX ,~,~( xtb , ) ( )xt,σ , et nous cherchons une paire de processus , sur un 

espace de probabilité ( tX~)PH ,,Ω , telle que l’équation (3.3) soit vérifiée, alors la solution  

(ou plus précisément ( )tt BX ~,~ ) est appelée une solution faible. Ici ( ) 0≥ttH  est une famille de 

tX~ tB~−tH−σ algèbres croissantes, telle que  est adapté et  est un mouvement Brownien 
associé à  (cf. section .3). ( ) 0≥ttH
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Chapitre 5. Mouvement d’une particule quantique 
Inversion du temps et Dualité 
 
 
 
 
 
 
1. Processus de Markov (généralisé) 
      Nous introduisons en début de cette section (§ 1.1.) le cadre conceptuel de la mécanique 
classique dans le dessein de fixer les notations, et de clarifier que la notion de vitesse joue un 
rôle crucial dans la mécanique classique et que, exactement à cause de ce fait, nous devons 
quitter le cadre classique, quand on parle du mouvement des particules avec un bruit 
(Brownien) parce que la notion de vitesse ne s’applique plus pour un tel mouvement de 
particules. 
 
1.1. Mécanique classique 
      Nous prenons une seule particule pour simplifier, la généralisation à un système de 
particules étant routinière. Une particule se meut dans un espace d’états temporel appelé 
espace-temps ; 

( ) [ ] dRbaxt ×∈ ,, ,   .∞<<<∞− ba
Pour un espace de vitesse donné 

( ) ( ) [ ] ,,,:, dd RRbaxtxtv →×∈  
nous considérons les solutions   de  ( )tx

( )xtv
dt
dx ,=(1.1.1)                                             

[ ]bat ,∈où  représente la position d’une particule dans ( )tx dR  à l’instant . Autrement dit, 

(1.1.2)                                       ( ) ( ) ( )( )∫+=
t

a

dssxsvaxtx ,,

avec la position initiale de la particule. ( ):ax
En résolvant l’équation intégrale, nous pouvons immédiatement voir le mouvement d’une 
particule (ou particules) dans l’espace de vitesse. L’équation (1.1.1), ce qui est la même 
chose, l’équation (1.1.2) est l’équation de la dynamique. 
      Si nous assumons que l’espace de vitesse  est indépendant de la variable , l’équation 
(1.1.2) se réduit à  

( )tx

(1.1.3)                                            ( ) ( ) ( )∫+=
t

a

dssvaxtx ,

( )tvDans ce cas, nous appelons simplement  la vitesse du mouvement . Pour déterminer 
l’espace de vitesse, nous avons besoin de la dite équation du mouvement.  

( )tx

Sous l’hypothèse que la vitesse  est bien définie, le Lagrangien est donné par ( )tv

( ) ( ),
2
1, 2 xVmvvxL −=  

où m représente la masse d’une particule et 
( ) RRxV d →:(1.1.4)                                                

est l’espace potentiel ; en outre, nous introduisons le Hamiltonien 
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( ) ( ),
2
1, 2 xVp
m

pxH +=(1.1.5)                                        

où  
( ) [ ] dRbatp →,:  

mvp = . L’équation de Hamilton du mouvement est en fait une paire d’équations  représente

dt
dp

x
H

dt
dx

p
H

i

i

i

i

−=
∂
∂

=
∂
∂

(1.1.6)                                                     

 
( )dppp ,,1 K= ( )dxxx ,,1 K=Où  et  ; c’est-à-dire, la 1 ème  équation (1.1.6) qui s’accorde avec 

l’équation (1.1.3) est l’équation de la dynamique, et la seconde équation (1.1.6) est l’équation 
du mouvement, laquelle implique que la fonction potentielle détermine la vitesse (espace) 

 par l’équation de Newton du mouvement, ( )tv

( ) ( )xVxgradV
dt
dvm −∇=−=  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

dxx
,,1 K est l’opérateur vectoriel . ∇

    Fixer un intervalle de temps fermé [ ]ba,  n’est pas nécessaire en mécanique classique. Nous 
avons besoin seulement de fixer un instant at =  pour imposer une condition initiale, mais un 
intervalle de temps fermé est nécessaire dans la mécanique quantique ∗ . 
     Le fait le plus important à retenir à ce moment est que l’équation de Hamilton du 
mouvement de la mécanique classique comprend une paire d’équations, l’équation du 
mouvement et l’équation de la dynamique, et que nous pouvons obtenir la vitesse d’une 
particule dans un espace potentiel ( )xV  en intégrant l’équation du mouvement. Une fois la 
vitesse connue, nous pouvons avoir les trajectoires ( )tx  en intégrant l’équation de la 
dynamique (ou simplement en intégrant deux fois l’équation du mouvement). A l’opposé, 
nous ne pouvons pas immédiatement avoir l’espace de vitesse (ou de déplacement) des 
particules quantiques, même si nous intégrons l’équation du mouvement. Nous soulignons 
que la description du mouvement des particules quantiques nécessite l’introduction du calcul 
stochastique, c’est-à-dire la théorie des processus stochastiques (notamment les processus de 
Markov), quand la cinématique des particules classiques est un calcul différentiel classique. 
En d’autres mots, pour obtenir les trajectoires des particules quantiques, on doit clarifier la 
relation entre l’équation du mouvement et l’équation de la dynamique, ce qui n’est pas une 
chose aisée comme en mécanique classique. Nous avons besoin sur ce sujet de faire une 
investigation attentive de la cinématique des particules quantiques, c’est-à-dire, la théorie des 
processus de Markov. 
 
1.2. Mouvement d’une particule avec bruit 
     Soit une fonction 

( ) ( ) [ ] dd RRbaxtxta →×∈ ,,:,  
Une telle fonction fut appelée ci-dessus espace de vitesse. Cependant, quand on considère le 
mouvement de particule(s) avec un bruit (Brownien) tBσ , cette appellation se trouve être 
inappropriée. De ce fait, nous appelons ( )xta ,  un espace de mouvement dans ce qui suit, et 
utilisons la notation ( )xtv ,( )xta ,  à la place de  pour éviter une quelconque confusion. Si le 
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( )xta ,bruit est inopérant, i.e. , l’espace de mouvement 0=σ  coïncide avec l’espace de 
vitesse . ( )xtv ,

( )xta ,    Pour un espace de mouvement donné , considérons l’équation de la dynamique 

(1.2.1)                                  ( ) ( at

t

a
sat BBdsXsaXX −++= ∫ σ, )

( )ωtt BB =où  représente un mouvement Brownien d-dimensionnel (cf. chapitre 4.) défini sur 
l’espace de probabilité ( B, P). L’Equation (1.2.1) est une généralisation de l’équation 
(1.1.2). 

,Ω

     Considérons un cas simple avec une vitesse constante v et , 1=σ
tt BvtXX ++= 0  

Nous pouvons interpréter ça comme un mouvement unique uniforme avec une vitesse 
constante 

( ) ( ) ,0 vtxtx +=  
perturbé par le bruit Brownien .  tB
 
 
 
 
 
 
 
 

vtxtx += )0()(                                                                                                    tB  
 
 
 
 
 
 
                                                         
 

tt BvtXX ++= 0                                                           
 
   En généralisant l’équation (1.2.1), nous considérons l’équation différentielle stochastique : 

(1.2.2)                                    , ( ) ( )∫ ∫++=
t

a

t

a
sssat dBXsdsXsaXX ,, σ

ou sous la forme différentielle 
( ) ( ) tttt dBXtdtXtadX ,, σ+=(1.2.3)                                         , 

dRoù  est une v.a. à valeurs dans aX . 
( ) [ ] ddd RRRbaxt ×→×,:,σ . 

σ     Nous assumerons que  est constante pour des raisons de simplicité, sauf mention du 
contraire. L’équation de la dynamique détermine un processus de diffusion (voir la suite) qui 
décrit le mouvement d’une particule(s) avec un bruit. Notons que l’EDS (1.2.1) se réduit à 
l’équation classique (1.1.2), si σ  disparaît. Plus précisément, nous avons, 
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Lemme 1.2.1.   Soit  et  des solutions des équations (1.2.1) et (1.1.2) resp.  tX tx
( )axX a =Si  est Lipchitzienne continue et( xta , ) , alors 

[ ]
( ) ( abK

tt
bat

eabxXE −

∈
−≤⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ − σ2sup

,

)  (K étant une constante). 

Note : Sauf mention du contraire, tous les résultats énoncés dans ce chapitre peuvent être 
trouvés dans [171].  
     Le lemme 1.2.1. nous affirme que le mouvement  avec bruit converge dans  vers la 
trajectoire déterministe , si . Toutefois, l’espace de mouvement  n’est pas 
souvent Lipchitzien continu dans la théorie stochastique des particules quantiques. 

1LtX
( xta , )tx 0↓σ

( )d
ttt BBB ,,1 K=     Soit  un mouvement Brownien d-dimensionnel. Avec l’aide de la formule 

de Lévy introduite au chapitre 4, nous avons, 
.dtdBdB ijj

t
i
t δ=  

Par conséquent 

( )
,1

2

2

∞===⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
dtdt

dt
dt

dBi
t  

C’est-à-dire, un mouvement Brownien  n’est pas différentiable (cf. chapitre 1. th. 8.1.), ou 
en d’autre mots, il n’a pas de vitesse. Comme solution de l’équation différentielle (1.2.2) (ou 
1.2.3), le mouvement  avec bruit Brownien n’a pas aussi de vitesse, puisque 

tB

tX

∞=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2

dt
dX t  . (1.2.4)                                                

( )xta ,  espace de vitesse. Ceci est la raison (une bonne raison) pour quoi nous n’appelons pas 
 
1.3. Processus de Markov  
      Pour décrire mathématiquement le mouvement d’une particule avec bruit (ou quantique), 
nous avons besoin des processus stochastiques, en particulier le processus (diffusion) de 
Markov. Sur cette question, nous nous référons au premier chapitre. Cependant, nous aurons 
besoin de faire quelques adaptations nécessaires au développement des idées de ce chapitre. 
     Nous considérons alors dans cette section les fonctions de transition ,  ( )BtxsQ ,;,

( )dRBB∈, , dRx∈  (un borélien), satisfaisant l’équation de Chapman-Kolmo- btsa ≤≤≤
gorov, 

( ) ( ) ( )∫=
dR

BtyrQdyrxsQBtxsQ ,;,,;,,;, trs ≤≤     (1.3.1)                              

et 
( ) 1,;, =dRtxsQ  (1.3.2)                                                    

( )BtxsQ ,;,        La fonction (probabilité) de transition  est la probabilité qu’une particule de 
point de départ un point  à l’instant [ ]bas ,∈dRx∈  sera trouvée dans le sous ensemble 

dRB ⊂  à l’instant . st ≥
=X        Nous posons { } le processus de Markov associé à la mesure de probabilité 

Q donnée dans (1.3.3) et définie par les fonction de transition 
0, ≥tX t

( )BtxsQ ,;, , 
( ) ( ) ( ) ( )LK 22111100110 ,;,,;,,,,,

11
dxtxtQdxtxaQdxdxXdxXdxXdxXQ anbntta n

μ=∈∈∈∈ −−
     
(1.3.3)                                . ( )nnn dxbxtQ ,;, 11 −−L

aμ at = est prise comme distribution initiale relative à l’instant . où 
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        Nous noterons la représentation de la mesure de probabilité donnée dans (1.3.3) par 

=Q >>Qaμ(1.3.4)                                                   [  
et nous l’appellerons la représentation de Kolmogorov de la mesure de probabilité Q. 
        La notation dans (1.3.4) indique que la mesure de probabilité Q est définie par l’équation 
(1.3.3) avec une distribution initiale aμ at =relative à l’instant , avec une probabilité de 
transition , et une évolution temporelle (dans le temps) normale de l’instant initiale 

 à l’instant . L’évolution temporelle normale est extrêmement importante dans 
l’équation (1.3.3), autrement dit, la représentation de Kolmogorov n’est pas symétrique dans 
l’inversion du temps. Nous verrons ultérieurement qu’en plus de la représentation de 
Kolmogorov, il y a une autre façon (temporellement symétrique) de représenter la mesure 
probabilité Q, appelée la représentation de Schrödinger et ce fait se révèle être d’une 
importance capitale dans la théorie quantique. 

( BtxsQ ,;, )
at = bt =

     Nous conviendrons de noter l’espérance (conditionnelle) par rapport une mesure de 
probabilité Q  aussi par Q et posons { }tsF  la filtration (toujours supposée continue à droite) 
générée par { [ ]{ }QFbatX t

at ,,,, ∈}trsX r ≤≤; . Alors nous avons un processus de Markov  
associé aux probabilités de transition ( )BtxsQ ,;, .  

[ ] ),,( d
c RbaC=Ω     Si la mesure de probabilité Q est définie sur (i.e.,l’espace de toues les 

fonctions continues à droite de  vers[ ba, ] dR )), par la représentation de Kolmogorov, avec 
une probabilité de transition , et que la propriété de  Markov forte est vérifiée, 
c’est-à-dire pour un temps d’arrêt S par rapport à

( BtxsQ ,;, )
{ } [ ]bat

t
aF ,∈ , nous avons  

( ) ( )[ ]tSXS XfQ
S +,(1.3.5)                                   [ ]( ) S

atS FXf /+Q =   
où   

{ } ,: t
aFtSBB ∈<I [a,b]}. =S

aF ∈t{ pour tout 
[ ]{ }QFbatX t

st ,,,, ∈   est appelé un processus de diffusion. alors le processus de Markov 
[ ]bat ,∈ ( )ωtX( )tω , , est appelée une trajectoire du processus, et Une fonction  représente le 

mouvement stochastique d’une particule(s) pour un cΩ∈ω fixé (resp. ,i.e.,l’espace de 
toutes les fonctions continues de [a,b]  vers

dΩ
dR ) . Dans la théorie quantique, si une particule 

est dans un état stationnaire, alors le mouvement de la particule peut être décrit avec une 
probabilité de transition temporellement homogène (voir [171] section 3.2, chapitre 4. et 
section 7.3.). 
 
1.4. Equation de diffusion 
     Les processus de diffusion peuvent être, en vertu d’une méthode analytique célèbre de 
Kolmogorov (1931), caractérisés par les équations de diffusion. Soit une densité de 
probabilité de transition  sur( )ytxsq ,;, dR , qui satisfait l’équation de Chapman-kolmogorov 

( ) ( ) ( )∫= ztyrdyqyrxsqztxsq ,;,,;,,;,  (1.4.1)                                     

pour trs ≤≤ et , et la condition de normalité dRzx ∈,
( )∫ =

dR
dyytxsq 1,;,(1.4.2)                                                 

Alors nous avons, 
 
Théorème 1.4.1.  (Kolmogorov 1936) 
      Soit  une densité de probabilité de transition dans( ytxsq ,;, ) dR , vérifiant  
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( )
( )∫ =+

↓ cxUh
dyyhtxtq

h ε

0,;,1lim
0

(1.4.3)                                          

( )( ) ( )
( )∫ =−+

↓ cxU

iii

h
xtadyxyyhtxtq

h ε

,,;,1lim
0

(1.4.4)                                  

( )( ) ( ) ( )
( )∫ =−+

↓ cxU

ijii

h
xtdyxyyhtxtq

h ε

σ ,,;,1lim 2

0
(1.4.5)                               

( ) { }εε <−= yxyxU :où , et  représente le complémentaire du voisinage ( )cxUε
dRx∈  

de . Pour ( )dRCf 2∈dRx∈ , posons 
( ) ( ) ( )∫= dyyfytxtqxtu ,;,, , (1.4.6)                                         

( ) ( )
ix
xtuxtu

∂
∂ ,,, ( )

ji xx
xtu

∂∂
∂ ,2

( )xt,et assumons que  et  sont continues en . Alors  satisfait 

l’équation de diffusion 

( xtu , )

( )( ) ( )∑∑
== ∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂
∂ d

i
i

i
d

ji
ji

ij

x
uxta

xx
uxt

t
u

11,

2
2 ,,

2
1 σ(1.4.7)                                 . 

( )( )ijxt,2σ ( )xtai ,Le deuxième et le troisième termes sans les et les , resp. dans l’équation 
(1.4.7) sont souvent notés  et . uΔ u∇
      Posons  la solution du problème de valeur terminale ∗  de l’équation (1.4.8) et 
du problème de valeur initiale  de l’équation (1.4.9). La paire d’équations de diffusion est en 
parfaite dualité : 

( ytxsq ,;, )
∗

( ) 0,
2
1 2 =∇⋅+Δ+

∂
∂ uxtau

t
u σ  (1.4.8)                                             

( )( ) 0,
2
1 2 =∇−Δ+

∂
∂

− μσμ xtau
t

(1.4.9)                                          

Cela étant, 
( ) ( ) ( )∫= dyyfybxtqxtu ,;,,(1.4.10)                                           , et 

( ) ( ) ( )∫ ⋅= xtzaqdzzfxt ,;,,μ(1.4.11)                                            

      On montre (cf. Dressel 1940) que sous certaines conditions de régularité  
satisfait  

( )ytxsq ,;,

( ) ( ) ( )sttxstytxsq d −−−−≤ − /exp,;, 22/ λκ  (1.4.12)                                 
λκ ,avec des constantes 0>  dans n’importe quel intervalle de temps fini, et par conséquent 

nous avons 
( ) ( ) ( )222/44 /exp)( stcdxstxstxXXQ d

st −=−−−≤− ∫ − λκ ,   [ ]bats ,, ∈(1.4.13)            
Ceci est la condition de continuité de Kolmogorov (cf. chapitre 4, th 1.4.) qui entraîne que la 
mesure de probabilité Q définie par (1.3.3) est portée par [ ] ),,( d

c Rba=Ω . 
Avec  nous définissons la probabilité de transition ( ytxsq ,;, ) ( )ytxsQ ,;,  par 

( ) ( ) ( )∫= dyyytxsqBtxsQ B1,;,,;, ts <(1.4.14)                           ,  pour  

( )xB1= ts =                                                          , pour    
Dans ce cas, on note souvent la représentation de Kolmogorov également par  

=Q >>qaμ , [
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[ ]{ }QFbatX t
st ,,,, ∈et on appelle le processus de Markov  un processus de diffusion de 

densité de transition ( )ytxsq ,;, . 
 

( )ytxsq ,;,Remarque : On montre que la densité de probabilité de transition  d’un processus 
de diffusion  (le mouvement continu d’une particule avec un bruit Brownien) est la 
solution fondamentale des équations de diffusion (1.4.8) et (1.4.9) avec un espace de 
mouvement . Réciproquement, la solution fondamentale définit un processus de 
diffusion . 

tX

( xta , )
tX

 
2. Inversion du temps et Dualité 
2.1. Inversion du temps des processus de Markov et dualité 
      Dans cette section, nous discuterons de l’inversion du temps des processus de Markov 
définis sur (i.e. nous assumerons la continuité à droite des trajectoires). En effectuant 
l’inversion du temps, nous obtenons la dualité entre les semi-groupes des processus dans une 
évolution temporelle normale et inversée, respectivement. La relation de dualité nous procure 
alors une quantité additionnelle importante (fonction de phase ) qui est absolument 
nécessaire dans la théorie quantique. 

dΩ

∗

       Nous considérons dans cette section la probabilité de transition homogène dans le 
temps , à laquelle est associé le semi-groupe  sur l’espace ( )dRB( ) d

t RxtBxP ∈≥ ,0,, tP  des 
fonctions mesurables bornées, 

( ) ( ) ( )∫= yfdyxPxfP tt , . (2.1.1)                                          

( )dxmSi une mesure de probabilité (ou −σ finie)  satisfait  
( ) ( ) ( ) ( )∫∫ = dxmxfdxmxfPt(2.1.2)                                          

( )dRBf ∈pour tout  et pour toute fonction non négative0≥t , elle est appelée mesure 
Invariante du semi-groupe . Une mesure ( )dxmtP −σ finie  est dite une mesure excessive si 
elle satisfait l’équation (2.1.2) avec l’inégalité ‘ ’ à la place de l’égalité. ≤

μ      Avec une distribution initiale donnée , nous définissons un processus de Markov 
homogène [ ], où  [ ) μPtX t ,,0, ∞∈

[ ] ( ) [ ]∫= FPdxFP xμμ  

S’il y a une mesure invariante , et que nous la choisissons comme distribution initiale, 
l’équation (2.1.2) implique 

(dxm )

[ ] ( )BmBXP tm =∈  (2.1.3)                                             
Ce qui signifie  que la distribution du processus  est indépendante (invariante) du temps, 
i.e. stationnaire. Dans ce cas le processus de Markov [

tX
[ ) mt PtX ,,0, ∞∈ ] est dit Stationnaire. 

      Soit  une mesure invariante (ou excessive) du semi-groupe . Si un autre semi-

groupe  satisfait  

(dxm ) tP

tP̂

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫= dxmxgPxfdxmxgxfP tt
ˆ(2.1.4)                                        

pour toutes fonctions Boréliennes à support compact, alors  est appelé le semi-groupe 
associé au semi-groupe  par rapport à 

tP̂
( )dxmtP , ou nous disons que les semi-groupes  et 

sont en dualité par rapport à la mesure 
tP

( )dxmtP̂ . 
( )dxm , nous considérons       Si un processus de Markov a une mesure invariante 
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[ ] où  est une constante. Nous définissons alors l’inversion du temps du 
processus à partir de  par 

[ ] mt PTtX ,,0, ∈ 0>T
0>T

tTt XX −=ˆ  
Ainsi nous définissons le processus temporellement inversé (ou inversé dans le temps) 
[ ] du processus stationnaire [ [ ] mt PTtX ,,0, ∈[ ] mtTt PTtXX ,,0,ˆ ∈= − ]. Nous notons  la 

probabilité de transition de . Alors, nous avons le résultat suivant. 
tP̂

tX̂
 

[ ] mt PTtX ,,0,ˆ ∈Théorème 2.1.1.  Le processus temporellement inversé [ ] est Markovien 

homogène dans le temps de semi-groupe  qui est l’associé du semi-groupe  par rapport à 
la mesure invariante 

tP̂ tP
( )dxm . 

Dans cette référence, on suppose pour la preuve l’existence des densités, ce qui facilite la 
tâche, et nous aurons alors, si nous notons ( )yxpt ,  la densité de  : tP

( ) ( ) ( ) ( )xm
xypymyxp tt

1,,ˆ =  

la densité de transition de . tP̂

[ ] mt PTtX ,,0,ˆ ∈Ainsi nous avons la représentation de Kolmogorov de [ ] 

( )Tt XXXf ˆ,,ˆ,ˆ
10 K ( ) ( ) ( ) (∫ −− −

= nnnnttt xxfdxxxpdxxxpxm
nn

,,,ˆ,ˆ 111100 11
KL )mP  [ ]

Remarque : Si le processus de Markov a une distribution initiale arbitraireμ , alors le 
théorème 2.1.1. n’est plus vérifié. Nous devons alors modifier l’assertion comme suit : 

[ ] μPTtX t ,,0,ˆ ∈Le processus temporellement inversé [ ], est un processus de Markov 
temporellement non homogène avec une densité de transition  

( ) ( ) ( ) ( )x
xypyytxsp

s
stt μ

μ 1,,;,ˆ −= . 

( )xtμoù   représente la densité de transition de  par rapport à . tX μP
     L’existence d’une mesure invariante n’est pas toujours garantie, toutefois, nous pouvons 
avoir une mesure excessive  dans (2.1.5). Il est de ce fait possible de discuter de la 
dualité dans (2.1.4) par rapport à la mesure excessive

( )Bm
( )Bm . 

 
( )BmLemme 2.1.1.   Définissons une mesure  par  

(2.1.5)                                           ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

=
0

, BxPdxdrBm tμ

Alors, c’est une mesure excessive. 
( )dRBf ∈Preuve : pour une fonction non négative , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (∫ ∫ ∫ ∫ ∫
∞ ∞

+==
0 0

xfPdxdrxfPPdxdrdxmxfP rtrtt μμ ) 

                  ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ∫
∞∞

≤=
0

xfPdxdrxfPdxdr r
t

r μμ

( ) ( )∫= dxmxf                                                 . 
Ce qui achève la preuve. 
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( ) Ω∈ωω ,LL-temps d’arrêt. Une variable aléatoire non négative  est dite L-temps d’arrêt  si 
elle satisfait  
(2.1.6)                                         { } { }tLstLs θo<=−< ,   0, >st

1
tθ  est l’opérateur de changement de tempsoù . Cette variable-ci est en fait le dernier temps 

d’occurrence d’un événement (‘L’ vient du mot anglais Last). 
(2.1.6) est équivalente à  

( ) ( ) ( )ωθωω tLtLLt +=⇒<(i)  ; 
( ) ( ) 0=⇒≥ ωθω tLLt(ii) . 

( )ωLLa propriété (ii) dit que si un événement se produit au temps  avant t, alors il ne se 
reproduira plus après t, i.e. ( ) 0=ωθ tL . Un exemple typique est le temps de sortie d’un sous-
ensemble B  d’un processus  tX

( ) BXt t ∈ω, ( ) BXt t ∈ω,( ) sup=ωBL ,0= ={  } (  si { } ∅) 
[ ) μPtX t ,,0, ∞∈ ) à partir L-temps d’arrêt L’inversion du temps d’un processus de Markov (

( )ωL  est défini par  
( )ωLt <<0( ) ( ) ( )ωω ω tLt XY −= , si  

( ) tL ≤ω ( ) ∞=ωLΔ=               si  ou                          
( ) Δ=ω0Y( ) ∞<< ωL0( ) ( ) ( )ωω ω −

= LXY0 , si , et  sinon. Et 
Nous avons le résultat suivant clarifiant la signification probabiliste de la dualité, i.e. : 
 
Théorème 2.1.2.  (Nagasawa 1964) 
        Soit ( ) un processus de Markov (diffusion) temporellement homogène 
avec un semi-groupe de transition , et soit 

[ ) μPtX t ,,0, ∞∈

( )ωLtP  un L-temps d’arrêt. Alors, le processus 
temporellement inversé ( [ ) μPtYt ,,0, ∞∈ ) est un processus de Markov (diffusion) 

temporellement homogène avec le semi-groupe de transition , ceci étant, pour toutes 
fonctions f et g à support compact, 

tP̂

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫= dxmxgPxfdxmxgxfP tt
ˆ  (2.1.7)                                       

( )dxmest vérifiée (l’égalité) par rapport à la mesure excessive  définie par (2.1.5). 
 
Note : Le semi-groupe  du processus temporellement inversé ne dépend pas du L-temps 
d’arrêt, mais dépend de la distribution initiale 

tP̂
μ  via la mesure excessive  définie par 

(2.1.5). Nous devons donc fixer une distribution initiale quand on parle de l’inversion du 
temps. 

(dxm )

 
2.2. Processus de Markov et Dualité spatiotemporels 
     Les processus de Markov (en particulier les diffusions) temporellement non-homogène 
(PMTNH) apparaissent naturellement dans la physique quantique. Pour parler de la dualité 
des PMTNH (diffusion), il est techniquement plus approprié de considérer ledit processus de 
Markov (diffusion) spatiotemporel [ ] dRba ×,( )tXt,  sur l’espace-temps , à la place du 
PMTNH (diffusion) [ ]{ }QbatX t ,,, ∈ dR défini sur , parce que le processus de Markov 
spatiotemporel est temporellement homogène. Le truc est le suivant. 

                                                 
1 Ω→Ω:tθ     )(ˆ)( stst +=ωωθ . 
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     Soit  une probabilité de transition. Nous définissons une probabilité de transi-
tion temporellement homogène sur l’espace-temps 

( BtxsQ ,;, )
[ ] dRba ×,  

( )( ) ( ) ( )dtdytxsQdtdyxsP rsr += δ,;,,,  ,  . (2.2.1)                         brssa ≤+≤≤
                                                         ,  ailleurs 0=

( )dtrδoù  représente la mesure (masse) de Dirac  en r. Il est facile de voir que le processus 
de Markov spatiotemporel 

∗

( ) [ ]{ QbatXt t ,,,, }∈  possède la probabilité de transition homogène 
dans le temps , laquelle est la probabilité qu’une particule partant du point 
spatiotemporel 

( )( dtdyxsPr ,, )
( ) [ ] dRbaxt ×∈ ,,  sera trouvée dans une région spatiotemporelle [a,b]⊂dtdy ×  

dR après un temps écoulé r. En fait 
( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )nnnnttsxs xxfdxbxtQdxtxsQXXXfQ

n
,,,,,,;,,,, 0111, 1

KLK ∫ −−=  (2.2.2)  

( )( ) ( )( )∫ −−= L22111 ,,,,,
2

dxdtxtPdxdtxsP
tttst                                                  

( )( ) ( )nnnnntt xxfdxdtxtP
nn

,,,, 0111
KK −−− −

                                                   . 
Pour le semi-groupe du processus spatiotemporel nous avons  

( ) ( )( ) ( )∫= ytfdtdyxsPxsfP rr ,,,,  

( ) ( ) ( )∫ ++= yrsfdyrsxsQxsfPr ,,;,,(2.2.3)                                    
                                                            ,   ailleurs, 0=
pour toute fonction mesurable et bornée f sur [ ] dRba ×, . 
La propriété de semi-groupe de  découle de celle de la propriété de Markov de  défini 
précédemment. 

rP ( )xsQ ,

     Soit  un processus de Markov temporellement non homogène de 
probabilité de transition  et une distribution initiale

[ ]{ QbatX t ,,, ∈ }
)( BtxsQ ,;, μ , i.e.  et soit μQQ =

( ) [ ]{ QbatXt t ,,,, ∈ } ( )Btμ  la distribution de  i.e. tX le processus spatiotemporel. Notons 
( ) ( )BXQB tt ∈=μ(2.2.4)                                                

Nous définissons, en appliquant l’équation (2.1.5), une mesure excessive  par (dtdxm )

)(2.2.5)                                  ( ) ( ) ( ) (∫∫ ∫
−

= xafPdxdrxtfdtdxm r

ab

,,
0

μ

Ainsi nous avons 
 

( )dtdxmLemme 2.2.1.   La mesure excessive , définie par l’équation (2.2.5), de la probabilité 
de transition spatiotemporelle  (i.e. du processus spatiotemporel  ( )( dtdyxsPr ,, )

}( ) [ ]{ QbatXt t ,,,, ∈ ) est donnée par  
( ) ( )dxdtdtdxm tμ=(2.2.6)                                                     
( ) [ ]BXQB tt ∈=μ .  où                                                          

 En vertu de l’homogénéité temporelle du processus spatiotemporel, nous pouvons donc parler 
de la dualité spatiotemporelle par rapport à ( )dtdxm . La dualité spatiotemporelle joue un rôle 
clé dans la théorie quantique. 

( )BtxsQ ,;, Nous assumerons pour éviter une complexité technique que  possède une densité 
de transition  . Ainsi  ( ytxsq ,;, )

( ) ( ) ( )∫= xtzaqdzxt ,;,μμ  ,   at >        
Le semi-groupe spatiotemporel peut être représenté par  
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( ) ( ) ( )∫ ++= ,,,;,, yrsdyfyrsxsqxsfPr   si  (2.2.7)                              brssa ≤+<≤

                                                      ,    ailleurs. 0=
Avec la convention que . 10 =P
En outre, nous définissons  

( ) ( ) ( ) ( )y
stxsqxtyxsq

t
s μ

μ 1,;,;,ˆ = ( ) 0>ytμ,   si  (2.2.8)                               

                                             ,   ailleurs. 0=
Ce qui est la densité de transition temporellement inversée. Nous définissons également  

( ) ( )ytxsqdxytdxsQ ,;,ˆ,;,ˆ ⋅= ts <     . (2.2.9)                                        
et la probabilité de transition spatiotemporelle inversée 

( )( ) ( ) ( )ytdxsQdsytdsdxP rtr ,;,ˆ,,ˆ
−= δ ,      (2..2.10)                            0≥− rt

,   ailleurs.                                                                0=
Il est clair que  est la probabilité que si l’on remonte le temps en partant de la 
position spatiotemporelle , nous trouvons notre particule dans une région 
infinitésimale 

( ytdsdxPr ,,ˆ )
( ) [ ] dRbayt ×∈ ,,

[ ] dRbadsdx ×⊂ , ts <, où .  
      Nous pouvons alors définir le semi-groupe  spatiotemporel inversé par rP̂

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫ −⋅−== ytxrtqdxxrtgytdsdxPxsgytgP rt ,;,ˆ,,,ˆ,,ˆ(2.2.11)    ,  si  btrta ≤<−≤

                             ,  ailleurs. 0=
( )xsg ,Avec la convention que , où   s’applique à 10̂ =P rP̂  en partant de la droite. Nous avons 

alors. 
Théorème 2.2.2.   Les semi-groupes spatiotemporels  et  sont en dualité spatiotemporelle 
par rapport à la mesure excessive spatiotemporelle 

rP̂rP
( )dtdxm  définie par l’équation (2.2.5),i.e, 

(2.2.12)                       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫= dtdxmxtfxtgPdtdxmxtfPxtg rr ,,ˆ,,  

pour toutes fonctions ). [ ] dRba ×,(, Bgf ∈
    Nous conviendrons de noter le processus de Markov à évolution temporelle normale par 
( ) et le processus de Markov temporellement inversé par ( ). 
Nous avons alors 

[ ] QbatX t ,,, ↑∈ [ ] QbatX t ,,, ↓∈

Théorème 2.2.3.  Le processus temporellement inversé ( ) a une 
représentation de Kolmogorov temporellement inversé avec la probabilité de transition 

[ ] QbatX t ,,, ↓∈

( ) ( ytxsqdxytdxsQ ,;,ˆ,;,ˆ ⋅= ) ), où  représente la densité de transition temporellement 
inversée donnée dans (2.2.8) ; ceci étant, pour 

( ytxsq ,;,ˆ
btta n <<<< −11 L   et toute fonction 

mesurable  sur l’espace produit ( ) 1+ndR( nxxf ,,0 K ) K,2,1=n,  
( )btta XXXXf

n
,,,,

11 −
K(2.2.13)   [Q =  ]

( ) ( ) ( )∫ LK 2211100 ,;,ˆ,;,ˆ,, xtdxtQxtdxaQxxf n                              

( ) ( ) ( )nbnnnnnnn dxxbdxtQxtdxtQ μ,;ˆ,;,ˆ
111122 −−−−−−L .                                    

Ce qui doit être lu de droite à gauche inversement à l’écoulement de temps normal. 
     L’équation (2.2.13) est la représentation de Kolmogorov temporellement inversée de la 
mesure de probabilité Q, et sera notée par  
(2.2.14)                                                       ],   bQQ μˆ=<<
en opposition avec la notation dans (1.3.6). 
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la notation (2.2.14) indique que Q est définie par la formule intégrale à droite de l’équation 
(2.2.13) avec une distribution terminale donnée bμ  et la probabilité de transition 

temporellement inversée , et que le temps avance inversement à l’écoulement 
normal  . 

( ytBsQ ,;,ˆ )
at = <<= bt =

Note : La formule de dualité dans (2.2.12) joue un rôle prépondérant dans la description du 
mouvement des particules quantiques (relativiste et non relativiste ). ∗

 
2.3. Inversion du temps et représentation de Schrödinger  
      La condition de normalité (1.3.2) a été supposée vérifiée jusqu’à maintenant, ou du moins 
nous avons assumé qu’une probabilité de transition ( )BtxsQ ,;,  satisfait 

( ) 1,;, ≤dRtxsQ , 
sur laquelle on peut effectuer une opération de compactification en lui adjoignant un point 
limite  (cf. chapitre 1). Cependant, la condition de normalité n’est pas toujours vérifiée, 
comme c’est le cas dans la théorie quantique, c’est-à-dire, on peut avoir  

∂

( ) 1,;, >dRtxsQ  ( 2.3.1)                                                    
Prenons un cas typique simple. L’équation de diffusion avec une fonction potentielle . ( )xV

( ) .
2
1 2 uxVu

t
u

⋅+Δ=
∂
∂ σ  

joue un rôle important (c’est l’équation du mouvement des particules quantiques non 
relativistes ) où une fonction potentielle ( )xV∗  peut prendre des valeurs positives et négatives. 
De ce fait, la solution fondamentale ( )yxpt ,  de l’équation ne satisfait pas la condition de 
normalité. En fait, l’inégalité (2.3.1) peut se produire à cause du terme potentiel  dans 
l’équation. 

( )xV

      L’existence de la densité de transition est toujours assumée. Quand celle-ci ne vérifie pas 
la condition de normalité, la représentation de Kolmogorov dans (1.3.3) n’est plus applicable 
à la densité de transition pour construire une mesure de probabilité Q. Il parait alors sans 
espoir de construire un processus stochastique à partir de ( )ytxsq ,;, . Cependant, en suivant 
Schrödinger (1936), nous pouvons construire un processus stochastique ( ). 

Pour ce faire, nous avons besoin d’une paire de fonction { }, que l’on convient d’appeler 
la loi entrée-sortie (traduction  littérale de l’anglais entrance-exist law), laquelle satisfait 

[ ] QbatX t ,,, ∈

ba φφ ,ˆ

( ) ( ) ( )∫ =⋅ 1,;,ˆ dyyybxapdxx ba φφ  (2.3.2)                                          
à la place de  

( )∫ =1,;, dyytxsp . 

Nous définissons dès lors une paire de fonctions ( )xt,φ  et ( )xt,φ̂  par  
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )∫

∫
⋅=

=

xtzapdzzxt

dyyybxtpxt

a

b

,;,ˆ,ˆ

,;,,

φφ

φφ
 (2.3.3)                                         

où nous assumons la continuité quand  et , respectivement. En outre, nous requé-
rons 

bt ↑ at ↓

(2.3.4)                                                     ( ) ( ) 0,,ˆ ≥xtxt φφ   
Alors la condition dans (2.3.2), avec l’équation de Chapman-Kolmogorov, implique 

( ) ( )∫ =1,,ˆ dxxtxt φφ  (2.3.5)                                                  
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Ce qui est une condition de normalité. En plus, nous obtenons un flux de densités de 
distribution 

( ) ( ) ( )xtxtxt ,,ˆ, φφμ = . (2.3.6)                                                  
Avec le triplet { } nous construisons un processus stochastique  ( ) battxsp φφ ,ˆ,,;,
( ) de densité de distribution [ ] QbatX t ,,, ∈ ( )xt,μ  définie dans (2.3.6). 
    Suivant une idée de Schrödinger (1931), nous définissons une mesure de probabilité Q, en 
termes d’un triplet donné { , par ( ) baytxsp φφ ,ˆ,,;, }

( )btta XXXXf
n

,,,,
11 −

K(2.3.7)  [Q ]  =

( ) ( ) ( )∫= L22211111000 ,;,,;,,ˆ dxxtxtpdxxtxapxdx aφ                          

( ) ( ) ( )nnnbnnn xxfdxxxbxtp ,,,;, 011 KL φ−− ,                                                 

où  et  est une fonction mesurable bornée sur ( , 

 . Pour des raisons de simplicité, nous assumerons que  et 

) 1+ndR( nxxf ,,0 K )btta n <<<< −11 L

aφ̂K,2,1=n bφ  sont non négatives, 
encore qu’elles puissent prendre des valeurs négatives dans le cas général. La condition de 
normalité dans (2.3.2) et l’équation de Chapman-Kolmogorov pour ( )ytxsp ,;,  garantissent 

que (2.3.7) définit une mesure de probabilité sur ( )[ ]badR ,
=Ω . 

      Prenant pour garanti que la mesure de probabilité construite ci-dessus est bien définie sur 
ou , (pour la construction complète, cf. [171], chapitre 5), nous la représentons par  dΩ cΩ

(2.3.8)                                                   =Q [ ] ba pp φφ >><<ˆ

et appelons ceci la représentation de Schrödinger  de la mesure de probabilité Q. i.e, du 
processus stochastique ( ). Cette représentation (cf. [171], Chapitre 3) est exclu-
sivement pour l’équation du mouvement). 

[ ] QbatX t ,,, ∈

     Le fait à retenir, qui est exprimé par la représentation dans (2.3.8), est que la mesure de 
probabilité Q est définie dans une forme temporellement symétrique. En fait, nous lisons la 
formule dans (2.3.8) dans le sens temporellement inversé de droite à gauche ou dans le sens 
de l’évolution temporelle normale de gauche à droite. Nous devons, de plus, prêter attention 
au fait que l’équation (2.3.7) contient des données  relatives à l’instant initiale et aussi aφ̂ at =

bφ  relatives à l’instant terminale  ; autrement dit, les états intermédiaires à n’importe 
quel instant  dépendent tout autant des états futures que des états passés, et par 
conséquent l’équation (2.3.7) n’exprime pas la propriété de Markov (il y a perte de cette 
propriété). De toute évidence, nous prédisons un état intermédiaire à l’instant  en 
se basant sur les données (l’information)   où 

bt =
( bat ,∈ )

)( bat ,∈tX
b

s
r

a FF ∨ str <<  . Nous appelons  
[ ] QFFbatX b

s
r

at ,,,, ∨∈( ) 
le Processus de Schrödinger. (pour une construction plus détaillée de ce processus, voir 
[171], chapitre 5).  

( )xaμ  et       Assumons que l’on dispose des densités de distribution initiale et terminale 
( )xbμ  comme données expérimentales. Combinant les équations (2.3.3) et (2.3.6), nous 

voyons que la paire de fonctions  et aφ̂ bφ  doit satisfaire un système d’équations Intégrales 
non linéaires 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )xxbzapdzzx

dyyybxapxx

bab

aa

φφμ

φφμ

∫
∫

⋅=

=

,;,ˆ

,;,ˆ
  (2.3.9)                                     
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 La résolution de ce système dont l’existence était assumée par Schrödinger, n’est pas chose 
aisée (ce fait est discuté au chapitre 5, dans [171]).  

[ ] QFFbatX b
s

r
at ,,,, ∨∈     Le processus de Schrödinger ( ) est défini par une forme 

symétrique par rapport à l’inversion du temps, mais n’exprime pas la propriété de Markov 
parce qu’il dépend de la loi entrée-sortie { }, autrement dit, nous adoptons la filtration 

 d’interpolation. Par ailleurs, un processus stochastique défini par la représentation 
de Kolmogorov n’a pas de forme symétrique, mais possède la propriété de Markov. Nous 
devons donc clarifier la relation entre les deux représentations. La mesure de probabilité Q 
possède en fait les deux représentations simultanément comme il sera énoncé ci-dessous dans 
le théorème  2.3.1. Cela signifie que si nous construisons des processus de Schrödinger, nous 
obtenons un processus de Markov. Cependant, pour la propriété de Markov nous avons besoin 
d’une autre filtration  à la place de . 

ba φφ ,ˆ
b

s
r

a FF ∨

t
aF b

s
r

a FF ∨
    Supposons donnée une mesure de probabilité sous la forme de la représentation de 
Schrödinger (2.3.7). Pour la représentation de Kolmogorov, nous définissons une paire de 
densités de transition par  

( ) ( ) ( ) ( ytytxsp
xs

ytxsq ,,;,
,

1,;, φ
φ

= ), et    (2.3.10)                                    

( ) ( ) ( )
( )yt

ytxspxsytxsq
,ˆ
1,;,,ˆ,;,ˆ

φ
φ=  (2.3.11)                                     

Nous pouvons alors formuler l’un des théorèmes fondamentaux de la théorie de l’inversion du 
temps des processus de Markov. 
 
2.3.1. Théorème (Nagasawa (1993)) 
      La mesure de probabilité d’un processus (de Markov) stochastique ( ) [ ] QbatX t ,,, ∈
possède trois représentations 

=Q [ ] ba pp φφ >><<ˆ

                                                          =[  >>qaaφφ̂

bbq φφ̂ˆ<<= ]                                                           
où la première ligne symbolise la représentation de Schrödinger, la seconde est la 
représentation de Kolmogorov, et la troisième est la représentation de Kolmogorov 
temporellement inversée. 
Le théorème ci-dessus annonce le fait que nous pouvons choisir trois types de 
prédiction associés aux filtrations{ }b

s
r

a FF ∨ { }taF  et{ }b
tF, . Toutefois, nous devons prendre 

garde au fait que nous avons besoin d’une fonction de transition différente pour chaque type 
de prédiction. 
 
Note historique  
   Historiquement, en 1931 les travaux de Schrödinger portaient sur l’inversion du temps, plus 
précisément sur «  une formule symétrique dans l’inversion du temps » (du mouvement 
Brownien en particulier), et il réussit à découvrir par là la représentation de Schrödinger. 
Alors, motivé par ce dernier résultat, Kolmogorov en 1936-1937 donna une caractérisation de 
l’inversion du temps en termes de la dualité de probabilité de transition des processus de 
Markov par rapport à une mesure invariante, où il a naturellement considéré le problème sous 
la représentation de Kolmogorov, et prouva son célèbre théorème sur la relation entre le 
cœfficient de déplacement ∗  et la densité de distribution d’un processus de diffusion. Il est 
important de faire remarquer qu’il existait une correspondance personnelle directe entre les 
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deux hommes à cette époque. Pour généraliser le théorème de Kolmogorov de l’inversion du 
temps, les L-temps d’arrêt furent introduits et la dualité par rapport à des mesures excessives 
d’un type particulier fut prouvée par M.Nagasawa 1964 et dès lors l’équivalence des 
représentations de Kolmogorov et de Schrödinger fut démontrée en termes de processus de 
Markov spatiotemporels (cf. Nagasawa 1993). Il est important de noter que les deux 
représentations sont indispensables pour développer la théorie stochastique des particules 
quantiques, plus précisément, la représentation de Schrödinger est pour l’équation du 
mouvement et la représentation de Kolmogorov est pour l’équation de la dynamique.   
 
3. Trajectoires des particules quantiques et fractales. 
   Dans l’interprétation stochastique de Nelson de la mécanique d’onde, la trajectoire  
d’une particule de masse m est une fonction continue non différentiable. R.P. Feyman a 
montré, sans utilisé le terme fractal introduit par Mandelbrot en 1975, en se basant sur l’ap- 
proche de Abbot et Wise (1981) que les trajectoires quantique sont fractales de dimension 2. 

)(tx

   Une courbe fractale est une courbe continue non différentiable, générée par une série 
d’opérations infinies qui font croître la longueur par un facteur donné. La courbe de Koch par 
exemple (cf. figure 5, chapitre 2), augmente la longueur d’un segment droit dans chaque 
opération par un facteur 4/3 quand  devient 1/3xΔ xΔ si bien que la courbe finale obtenue 
après une suite infinie d’opérations a une longueur infinie. 
   Nous donnons ci-après des idées de la démonstration de Nelson et nous renvoyons le lecteur 
à la référence [171] pour connaître plus en détail l’interprétation stochastique de Nelson de la 
mécanique quantique. Dans cette démonstration, il est donné une autre formulation 
intéressante de la dimension de Hausdorff. 
   Hausdorff a défini une longueur fractale associée à une résolution xΔ  et un cœfficient de 
dimension fractale D )1(≠  en posant : 
(3.1)                                                        1)( −Δ= DxlL
Le cœfficient D est déterminé par le fait que L doit être indépendante  de la résolution xΔ , au 
moins quand . 0→Δx
   Par une courbe fractale D-dimensionnelle, nous nous référons à une courbe continue non 
différentiable satisfaisant la condition de Hausdorff pour 1≠D . 
   La discrétisation de la trajectoire quantique en n éléments tΔ  donnera une longueur 
moyenne de la trajectoire quantique  

lnl Δ=  avec . tntt if Δ=−
L’élément avec la longueur moyenne couvert par une particule quantique est déterminé par la 
relation d’incertitude de Heisenberg  

x
tt

mn
h

x
t

m
h

p
h if

Δ

−
=

Δ
Δ

=
Δ

)(
l(3.2)                                         ~ , 

mh ,où et p sont respectivement une constante qui égale à h/2 avec h la constante de Planck 
que l’on retrouve dans la relation d’Einstein de l’énergie hvE =  où v est dite la fréquence de 
la lumière ou de propagation, m est la masse de la particule et p est égale à λ/h  où vu /=λ  
est dite la longueur de l’onde avec u la vitesse. 
   On peut expliquer brièvement le principe d’incertitude de Heisenberg comme suit : on peut 
montrer que si deux observables, qui sont aussi représentés par des opérateurs, c’est-à-dire des 
valeurs d’un système que l’on peut mesurer (C’est le cas de la position d’une particule, de sa 
vitesse, de sa charge électrique, etc.), ne commutent pas (i.e., on ne peut pas intervertir les 
mesures indifféremment), alors il est impossible d’avoir un état ayant une valeur précise et 
unique pour les deux observables à la fois (cela est lié à l’ordre des mesures). C’est  le  
principe  d’incertitude  qui est une des  conséquences les  plus  extraordinaires  de la physique 
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quantique. Par exemple, la vitesse et la position sont deux opérateurs qui ne commutent pas. 
Ils sont donc sujets au principe d’incertitude. Celui-ci dit qu’il est impossible de mesurer avec 
précision aussi grande que voulue à la fois la vitesse et la position d’une particule. Plus 
précisément, si  est l’incertitude sur la position (dans une direction donnée) et xΔ vΔ  
l’imprécision sur la mesure de la vitesse (dans la même direction). Alors on aura 

m
hvx
π2

≥ΔΔ , 

où m est la masse et h la constante de Planck. 
L Revenons maintenant à la preuve. Cela donnera donc la longueur fractale moyenne   avec 

(3.1) et (3.2), 
11 )( −− Δ

Δ

−
=Δ= DifD x

x
tt

m
hxlL . 

Pour que la longueur de Hausdorff soit indépendante de xΔ , il est nécessaire et suffisant 
d’avoir 2=D , ce qui montre que la trajectoire quantique est une courbe fractale de dimension 
fractale 2. 
   Nous proposons de caractériser, en utilisons les outils de la géométrie fractale introduits 
précédemment, les trajectoires quantiques, ce qui nécessite une connaissance encore plus 
profonde des notions de mécanique quantique pour lesquelles nous nous référons à Elbaz 
(1998) et également de bien savoir la construction de la mesure de probabilité temporellement 
inversée et celle de la mesure de probabilité qui peut être lue dans les deux sens du temps, 
introduites plus haut, pour lesquelles nous nous référons à Nagasawa (2000). Ainsi nous 
posons les deux questions suivantes, la première portant sur la représentation de Kolmogorov 
temporellement inversée, et la seconde qui porte sur la représentation de Schrödinger. 
 
Question 3.1.   Caractériser en calculant la dimension de Hausdorff ou la dimension 
d’empilement ou autre dimension vue plus haut, la trajectoire d’une particule quantique en 
utilisant la représentation de Kolmogorov de la mesure de probabilité temporellement 
inversée. 
 
Question 3.2. Caractériser en calculant la dimension de Hausdorff ou la dimension 
d’empilement ou autre dimension vue plus haut, la trajectoire d’une particule quantique en 
utilisant la représentation de Schrödinger de la mesure de probabilité qui peut être lue dans les 
deux sens du temps normal et inversé. 
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