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Introduction

Cette thèse se compose de deux parties indépendantes. La première a
été préparée au sein de l’Université Mentouri de Constantine. La deuxième
partie quant à elle, a été préparée au sein du Laboratoire de Mathématiques
et Applications des Mathématiques (LMAM) de l’Université de Bretagne
Sud.

La première partie est consacrée à l’étude de C(X) (l’ensemble des fonc-
tions réelles continues sur un espace topologique X) muni d’une topologie
set open. On s’intéresse à certaines propriétés topologiques telles que les
propriétés de complétude (espace de Baire, Pseudo-complétude,...) ou les
propriétés de dénombrabilité (espace de Fréchet, séquentialité,...), plusieurs
techniques peuvent être mises à contribution pour l’étude de ce genre de
questions. Parmi ces techniques celle des jeux topologiques qui sont devenus
un outil de valeur et beaucoup de jeux sont maintenant bien étudiés.

En 1935, le mathématicien polonais S. Mazur propose l’un des premiers
exemples des jeux topologiques lié au théorème de Baire. Originalement ce
jeu est défini sur un intervalle fermé de la droite réelle R. La même année,
S. Banach donne une réponse affirmative à une question posée par Mazur.
Depuis, le jeu est connu comme le jeu de Banach-Mazur qu’on note ΓBM . En
1969, G. Choquet [Ch69]1 présente une modification du jeu de Banach-Mazur
défini sur un espace topologique arbitraire où il a introduit en terme de ce
jeu la notion d’espace α-favorable qui est une notion de complétude. Plus
tard, H.E. White [Wh75], introduit une classe plus large que celle des es-
paces α-favorable qui est la classe des espaces faiblement-α-favorable. White
montre que tout espace pseudo-complet [Oxt61] ou α-favorable est un espace
faiblement-α-favorable, et tout espace faiblement-α-favorable est un espace
de Baire. Ainsi la notion d’espace faiblement-α-favorable s’intègre comme
une propriété de complétude intermédiaire entre la pseudo-complétude et
la propriété de Baire. Les notions de l’ α-favorabilité faible, α-favorabilité

1Dans [Ch69] Choquet ne cite aucune référence sur les jeux topologiques déja existés
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et pseudo-complétude coincident pour la classe des espaces quasi-réguliers
qui ont des sous-espaces metrisables denses [Oxt61]. En particulier, ces no-
tions coincident pour la classe des espaces quasi-réguliers pseudo-métrisables
(car tout espace de Baire pseudo-régulier contient un sous espace métrisable
dense). En 1976 G. Gruenhage dans [Gr76a] introduit un jeu topologique
qui s’avère utile dans la résolution d’un problème de Zenor concernant les
espaces parfaitement continûment normaux (continuously perfectly normal
spaces). Ce jeu a été étudié en détail dans [Gr76b], où il a été utilisé pour
définir les notions de w-espace et W -espace. Cette dernière notion s’intègre
comme une propriété de dénombrabilité intermédiaire entre la vérification du
premier axiome de dénombrabilité et espace de Fréchet.

Par la suite, d’autres auteurs tels que J. Gerlits, D. Lutzer et R.A. McCoy
se sont intéressés au jeux topologiques dans le but d’en faire un outil pour
l’étude des propriétés topologiques des espaces de fonctions. C’est dans cet
esprit que Lutzer et McCoy [LM80] ont adapté cet outil pour l’étude des
propriétés de complétude de Cp(X) (l’ensemble des fonctions réelles continues
sur X muni de la topologie de la convergence simple). En particulier de
savoir quand est un espace de Baire, a été caractérisé en terme d’un jeu
topologique défini sur X introduit par les mêmes auteurs. Un peu plus tard,
McCoy et I. Ntantu [MN86] ont fait de même pour l’étude des propriétés
de complétude de Ck(X) (C(X) muni de la topologie compact-open). ils
introduisent deux jeux topologiques notés Γ1

k(X) et Γ2
k(X) définis sur X qui

leur permettent d’obtenir une caractérisation (partielle) pour que Ck(X) soit
un espace faiblement-α-favorable (et donc de Baire).

Dans notre travail, on considère l’espace Cγ(X) obtenu en munissant C(X)
d’une topologie set open [MN88]. Cette dernière est engendrée par des en-
sembles de la forme [A, V ] = {f ∈ C(X) : f(A) ⊂ V } où A varie dans une
collection non vide γ constituée de parties de X, et V varie dans une col-
lection G d’ouverts de R. Lorsque γ est la collection de tous les compacts
de X et G la collection des ouverts de R, alors la topologie set open est
précisément la topologie compact open. Il est donc naturel de se demander
si les jeux Γ1

k(X) et Γ2
k(X) s’adaptent à cette topologie. On définit deux

jeux topologiques sur X, notés Γ1
γ(X) et Γ2

γ(X). Sous certaines restrictions
sur les familles γ, en particulier les familles admissibles (une collection γ est
admissible si pour tout A ∈ γ et toute collection finie U d’ouverts de X recou-
vrant A, il existe une sous-collection finie γ0 de γ raffinant U et recouvrant
A), ces jeux vont nous permettre d’étendre à Cγ(X) les résultats concernant
certaines propriétés de complétude (α-favorabilité faible, σ-compact) obtenus
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par R.A. McCoy et I. Ntantu [MN86] dans le cadre de Ck(X). Les jeux Γ1
γ(X)

et Γ2
γ(X) (étendant d’une manière naturelle les jeux Γ1

k(X) et Γ2
k(X) de R.A.

McCoy et I. Ntantu ) montrent qu’ils peuvent s’avérer efficaces pour l’étude
de certaines propriétés de complétude sur Cγ(X).

La seconde partie porte sur l’étude des représentations des groupes de
tresses. On s’intéresse à la catégorification des coefficients de la matrice de la
représentation de Burau. Le groupe de tresses sur n brins introduit par Emile
Artin en 1925 est un outil pour étudier les noeuds et les entrelacs, à cause
du théorème d’Alexander qui dit que tout noeud ou entrelacs peut s’obtenir
d’une tresse par le biais d’une certaine opération de fermeture. En dehors
de la théorie des noeuds, la notion de tresse est apparue dans plusieurs do-
maines de mathématiques et de physique telles que la géométrie algébrique,
les algèbres d’opérateurs en mécanique quantique, robotique, etc ...
En 1935, W. Burau [Bur36] construit une représentation du groupe de tresses,
qui depuis porte son nom, qui envoie le groupe Bn dans le groupe des matri-
ces inversibles de taille n×n dont les coefficients sont des polynômes sur Z en
une variable t et son inverse t−1. C’est la première représentation non triviale
connue du groupe de tresses pour laquelle ont été démontrés des résultats de
fidélité. Elle donne lieu au premier des invariants polynomiaux des noeuds,
le polynôme d’Alexander.
L’une des définitions équivalentes du groupe de tresses est de considèrer
comme le groupe des classes d’isotopies d’homéomorphismes (mapping class
group) d’un disque privé de n points. En utilisant cette définition, la représentation
de Burau peut s’obtenir en faisant agir Bn sur l’homologie d’un certain espace
lié au disque troué.

En 2000, Mikhail Khovanov dans son article [Kh00] a introduit un nouvel
invariant d’entrelacs. Défini comme l’homologie d’un complexe de châınes,
sa caractéristique d’Euler permet de retrouver le polynôme de Jones (c’est
un invariant polynômial d’entrelacs à une variable découvert par V. Jones en
1984, en utilisant les algèbres de Von Neumann). L’homologie de Khovanov
est une catégorification du polynôme de Jones.
Le terme catégorification introduit pour la première fois par Louis Crane et
Igor Frankel [CF94], relève les entiers naturels au espaces vectoriels ou aux
groupes abéliens libres. Dans le sens contraire (décatégorification), on associe
à un espace vectoriel de dimension fini sa dimension et à un groupe abélien
libre de type fini son rang. Une action d’un groupe G sur une catégorie Q
est une famille de foncteurs (Fg)g∈G de Q dans lui même, tels que Fe est iso-
morphe au foncteur identité et les foncteurs Fg1Fg2 et Fg1g2 sont isomorphes
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pour tout g1, g2 ∈ G. Dans le cas où Q est une catégorie triangulable et les
foncteurs Fg sont exacts, alors l’action de G sur Q induit une représentation
linéaire de G dans le groupe de Grothendieck K(Q). La procédure inverse,
dans laquelle on relève une représentation linéaire à une action de groupe sur
une catégorie triangulable est appelée catégorification de la représentation de
groupe. Une action de G sur Q est dite fidèle si Fg n’est pas isomorphe à idQ

pour tout g 6= 1.

En 2002, Mikhail Khovanov et Paul Seidel publient un article [KhS02] sa
partie algébrique traite de la catégorie An −mod des An-modules gradués de
type fini pour une famille particulière d’anneaux gradués An, pour tout n ≥ 1.
Soit P (An−mod) la catégorie des complexes de châınes bornés de An-modules
projectifs. Les auteurs notent qu’une catégorification de la représentation de
Burau est précisément l’action du groupe de tresses sur la catégorie P (An −
mod). Ils montrent que cette catégorification est fidèle.

Dans notre travail, en se basant sur les idées données dans [KhS02] et
d’une manière géométrique, on catégorifie explicitement les coefficients de
la matrice de la représentation de Burau. A chaque triplet (hσ, i, j), où hσ

est un homéomorphisme représentant une tresse σ et 1 ≤ i, j ≤ n, on asso-
cie des groupes de cohomologie (HBl,k(hσ, i, j))k,l∈Z. Si hσ et h′

σ sont deux
homéomorphismes isotopes (i.e. représentent la même tresse σ), alors les
groupes de cohomologie HBl,k(hσ, i, j) et HBl,k(h′

σ, i, j) sont isomorphes.
On utilise pour cela l’élimination gaussienne qui est un procédé algébrique
qui permet de retirer à un complexe de châınes des complexes de châınes
acycliques courts du type

0 → Z.a
±1

−−−→ Z.b → 0

Donc les classes d’isomorphisme de ces groupes de cohomologie sont invari-
antes de tresse par isotopie.
A partir de notre construction de ces groupes de cohomologie, on montre
facilement que la caractéristique d’Euler graduée est égal au coefficient de la
matrice de Burau réduite en position (i, j). Finalement, on montre que cette
catégorification est fidèle. i.e. les groupes de cohomologie sont isomorphes
aux groupes triviaux si et seulement si la tresse est triviale.

Cette thèse est composée de deux parties. La première partie compte trois
chapitres. Dans le premier, on introduit une topologie set open sur C(X)
engendrée par une famille (admissible) de compacts de X. On donne les
principaux théorèmes et définitions qui nous serons utiles par la suite. Dans le
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deuxième chapitre, on esquisse un classement des différents jeux topologiques
définis sur un espace topologique X ou sur l’espace de fonction C(X). On
présente ces jeux en fonction des propriétés topologiques auxquelles ils sont
appliqués et on donne les définitions et les propriétés élémentaires y afférentes
ainsi que les résultats obtenus dans ce cadre. le troisième chapitre est consacré
à l’étude de l’α-favorabilité faible de C(X) muni d’une topologie set open
engendrée par une famille (admissible) de parties compactes de X. Cette
étude nous a conduit à étendre de nombreux résultats dus à R.A. McCoy et
I. Ntantu obtenus dans le cadre de Ck(X) à C(X) muni d’une topologie set
open.

En ce qui concerne la deuxième partie, elle se compose de trois chapitres.
Dans le quatrième chapitre, on expose les différentes définitions equivalentes
du groupe de tresses. On fera des rappels sur les notions d’algèbre utilisées
dans ce travail. Dans le cinquième chapitre, on expose les principes fonda-
mentaux qui nous seront utiles concernant les représentations des groupes de
tresses. Le sixième chapitre est consacré à la catégorification des coefficients
de la matrice de la représentation de Burau. On construit un complexe de
châınes d’une manière élémentaire, à partir de deux courbes particulières sur
un disque du plan complexe. La différentielle est définie en comptant des
bigones (disques holomorphes) bordés par ces courbes. On montre que l’ho-
mologie est invariante de tresse par isotopie. Cela nous permet de retrouver
des résultats de fidélité donnés par M. Khovanov et P. Seidel.
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Première partie

α-favorabilité Faible de C(X)
muni d’une topologie set open
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Chapitre 1

Topologies sur C(X)

La finalité de ce chapitre est de considérer C(X), l’ensemble des appli-
cations continues sur un espace topologique X à valeurs réelles, et munir
cet ensemble d’une certaine topologie définie par une famille particulière de
sous-ensembles de X et d’étudier quelques propriétés de cette topologie.

Dans toute cette première partie, sauf mention du contraire, les espaces
topologiques considérés seront supposés complètement réguliers, i.e. si X
désigne un tel espace avec τ sa collection d’ouverts, alors (X, τ) est séparé et
pour tout x ∈ X et tout fermé F ne contenant pas x, il existe une application
continue f définie sur X à valeur dans l’intervalle [0, 1] tels que f(x) = 1 et
f(F ) = {0} .

1.1 Définitions, notations

Soit X un espace topologique. C(X) l’ensemble des applications continues
de X dans R. On dit qu’une topologie sur C(X) est une topologie set-open
([Are46],[AD51],...) si elle est engendrée par les ensembles de la forme

[A, V ] = {f ∈ C(X) : f(A) ⊂ V } ,

où A varie dans une collection non vide γ de parties de X et V varie dans
une collection non vide G d’ouverts de R. On note τR la collection des ouverts
usuels de R et IR la collection des intervalles ouverts bornés de R.

Dans la suite les collections γ varieront dans l’ensemble des collections non
vides de compacts de X. Soit γ une collection non vide de compacts de X.
On considèrera sur C(X) les topologies set-open suivantes :
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La topologie τ 1
γ engendrée sur C(X) par la collection {[A, V ] : A ∈ γ, V ∈ IR} .

On note C1
γ(X) l’espace topologique obtenu.

La topologie τ 2
γ engendrée sur C(X) par la collection {[A, V ] : A ∈ γ, V ∈ τR} .

On note C2
γ(X) l’espace topologique obtenu.

On ecrit (X, τ1) 6 (X, τ2) pour signifier que la topologie τ1 est moins
fine que la topologie τ2. Par exemple, on a C1

γ(X) 6 C2
γ(X).

On définit une structure uniforme sur C(X) à partir de la structure uni-
forme usuelle de R notée µ. Pour tout A ∈ γ et ε > 0, soit

〈A, ε〉 = {(f, g) ∈ C(X) × C(X) : |f(x) − g(x)| < ε, ∀x ∈ A}.

La collection {〈A, ε〉 : A ∈ γ, ε > 0} est une base pour une structure uniforme
sur C(X). La topologie induite par cette dernière, noté τγ,µ, est appelée
topologie de la convergence uniforme sur les éléments de γ. C(X) muni de la
topologie τγ,µ sera noté Cγ,µ(X).

Pour tout f ∈ C(X), A ∈ γ et ε > 0, posons

〈f, A, ε〉 = {g ∈ C(X) : |f(x) − g(x)| < ε, ∀x ∈ A}.

Pour chaque f ∈ C(X), la collection {〈f, A, ε〉 : A ∈ γ, ε > 0} forme une base
de voisinages de f dans Cγ,µ(X). Si γ = {X} , alors τγ,µ = τµ est la topologie
de la convergence uniforme. C(X) muni de la topologie τµ est noté Cµ(X).
Il est clair que Cγ,µ(X) ≤ Cµ(X) pour toute famille γ de parties de X.

Lorsque γ est la collection de tous les compacts de X, l’espace C2
γ(X)

n’est autre que l’espace Ck(X) obtenu en munissant C(X) de la topologie
compact-open. Dans [Are46], Arens a montré que la topologie compact-open
est égale à la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de X.
Lorsque γ est la collection des parties finies de X, l’espace C1

γ(X) = C2
γ(X)

n’est autre de l’espace Cp(X) obtenu en munissant C(X) de la topologie de
la convergence simple.

Pour obtenir des caractérisations de certaines propriétés topologiques de
C(X) muni d’une topologie set open, on doit imposer une certaine restriction
sur les familles γ. Donnons quelques propriétés conçernant certaines familles
de parties de X.

12



1. Une famille γ non vide de sous-ensembles de X est appelée réseau
(network) de X si pour tout x ∈ X et pour tout voisinage Ox de x, il
existe A ∈ γ tel que x ∈ A ⊂ Ox. Si tous les éléments de γ sont des
sous espaces compacts de X, on dit réseau de compacts [Arh59].

2. Soit γ et ζ deux familles non vides de parties de X. On dit que γ raffine
ζ ou que γ est un raffinement de ζ, si pour tout A ∈ γ il existe B ∈ ζ
tel que A ⊂ B.

3. Une famille non vide γ de compacts de X est dite admissible si pour
tout A ∈ γ et toute suite finie U1, ..., Un d’ouverts de X telle que
A ⊂ U1 ∪ ... ∪ Un, il existe une suite finie A1, ..., Am d’éléments de γ
raffinant U1, ..., Un et recouvrant A [MN85].

4. Une famille γ non vide de compacts de X est dite faiblement-admissible
si pour tout A ∈ γ et toute suite finie U1, ..., Un d’ouverts de X deux
à deux disjoints telle que A ⊂ U1 ∪ ... ∪ Un, il existe une suite finie
A1, ..., Am d’éléments de γ raffinant U1, ..., Un et recouvrant A.

5. Si γ et ζ sont deux familles de parties de X, on dit que ζ approxime γ
si pour tout A ∈ γ et pour tout ouvert U de X tel que A ⊂ U, il existe
une famille finie B1, ..., Bn ∈ ζ telle que A ⊂ ∪n

i=1Bi ⊂ U [MN85].

Lemme 1.1.1. Pour toute collection finie K, K1, ..., Kn de compacts de X
et toute collection finie V, V1, ..., Vn d’ouverts de R, on a

1. ∩n
i=1 [Ki, V ] = [∪n

i=1Ki, V ]

2. ∩n
i=1 [K, Vi] = [K,∩n

i=1Vi]

3. ∩n
i=1 [Ki, Vi] ⊂ [∪n

i=1Ki,∩
n
i=1Vi]

4. Soit V 6= R, K un compact de X et supposons que φ 6= ∩n
i=1 [Ki, Vi] ⊂

[K, V ] . Alors K ⊂ ∪n
i=1Ki.

Démonstration. (1), (2) et (3) découlent directement de la définition de l’ou-
vert [K, V ] . Montrons (4).
Supposons que K \ ∪n

i=1Ki 6= φ. Soit x0 ∈ K \ ∪n
i=1Ki et f ∈ ∩n

i=1 [Ki, Vi] .

Cas 1. Supposons que f(x0) = 0. Fixons a /∈ V. Soit g : X → R continue
telle que g(x0) = a et g(∪n

i=1Ki) = {0} . La fonction f1 = g + f est
continue et vérifie :

f1(x) = g(x) + f(x) = f(x) ∈ Vi pour tout x ∈ Ki, i = 1, ..., n

f1(x0) = g(x0) + f(x0) = g(x0) = a /∈ V.

Donc f1 ∈ ∩n
i=1 [Ki, Vi] et f1 /∈ [K, V ] , ce qui est impossible.
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Cas 2. Si f(x0) 6= 0. Soit a ∈ R tel que af(x0) /∈ V. Nécessairement a 6=
1 car f(x0) ∈ V. Soit g : X → R continue telle que g(x0) = a et
g(∪n

i=1Ki) = {1} . Posons f1 = gf, alors

f1(x) = g(x)f(x) = f(x) ∈ Vi pour tout x ∈ Ki, i = 1, ..., n

f1(x0) = g(x0)f(x0) = af(x0) /∈ V.

Donc f1 ∈ ∩n
i=1 [Ki, Vi] et f1 /∈ [K, V ] , ce qui est encore impossible.

Remarque 1.1.2. D’après le lemme ci-dessus, on remarque que si γ est
une collection de compacts d’un espace topologique X, et γ0 la collection des
unions finies d’éléments de γ, alors

C1
γ(X) = C1

γ0
(X) et C2

γ(X) = C2
γ0

(X)

Si γ est une collection de parties de l’ensemble X et Y une partie de X, on
note γ ∩ Y = {A ∩ Y : A ∈ γ} .

Lemme 1.1.3. Soit X un espace topologique, Y un sous-espace fermé non
vide de X. Si γ est une famille admissible de compacts de X, alors γ ∩ Y est
une famille admissible de compacts de Y.

Démonstration. Il est évident que γ ∩ Y est une famille de compacts de Y.
Montrons qu’elle est admissible.
Soit B ∈ γ ∩ Y et G′

1, ..., G
′
n une suite finie d’ouvert de Y recouvrant B.

Comme B ∈ γ ∩ Y, alors il existe A ∈ γ telle que B = A ∩ Y. D’autre
part, pour tout i = 1, ..., n il existe un ouvert Gi de X tel que G′

i = Gi ∩
Y. Donc A ⊂ ∪n

i=1Gi ⊂ Y c, où Y c est le complémentaire de Y dans X.
Puisque γ est admissible, alors il existe une suite finie K1, ..., Km d’éléments
de γ recouvrant A et refinant la famille G1, ..., Gn. Considérons la famille
{Ki ∩ Y : i = 1, ..., m} ⊂ γ ∩ Y. On a

B ⊂ ∪m
i=1(Ki ∩ Y ).

Montrons que la famille {Ki ∩ Y : i = 1, ..., m} refine la famille G′
1, ..., G

′
n.

Soit Ki∩Y ∈ γ∩Y. Il existe Gj tel que Ki ⊂ Gj . Donc Ki∩Y ⊂ Gj∩Y = G′
j.

Le cas Gj = Y c ne figure pas, sinon on obtiendrait Gj ∩ Y = φ. Donc
Ki ∩ Y = φ, ce qui n’est pas le cas. D’où γ ∩ Y est une famille admissible de
compacts de Y.
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1.2 Comparaison entre C1
γ(X), C2

γ(X) et Cγ,µ(X)

Le théorème qui suit permet, pour une certaines collections γ, de ne
regarder que les éléments de la forme [A, V ] avec A ∈ γ et V ∈ IR dans
l’étude de C2

γ(X), voir [Ke95] pour plus de détail. Rappelons qu’une famille
γ de compacts de X est faiblement-admissible si pour tout A ∈ γ et toute
collection finie G d’ouverts de X deux à deux disjoints recouvrant A, il existe
une sous collection finie K d’éléments de γ recouvrant A et refinant G.

Théorème 1.2.1. [Ke95] Soit γ une famille de compacts de X. Alors, C1
γ(X) =

C2
γ(X) si et seulement si γ est faiblement-admissible.

Rappelons qu’une collection ζ de parties de X est un réseau si pour
tout point x ∈ X et tout ouvert G contenant ce point, il existe A ∈ ζ tel que
x ∈ A ⊂ G.

Théorème 1.2.2. Soit γ une famille de compacts de X. Alors Cp(X) ≤
C1

γ(X) si et seulement si γ est un réseau dans X.

Démonstration. Supposons que Cp(X) ≤ C1
γ(X) et montrons que γ est un

réseau dans X.
Soit donc x0 ∈ X et V un ouvert de X tel que x0 ∈ V. On doit montrer qu’il
existe A ∈ γ tel que x0 ∈ A ⊂ V. Comme X est complètement régulier, soit
f : X → [0, 1] une application continue telle que f(x0) = 0 et f(V c) = {1} .
Posons W = ]−1, 1[ . On a f ∈ [{x0} , W ] et [{x0} , W ] est un ouvert de
Cp(X). Comme Cp(X) ≤ C1

γ(X), soit A1, ..., An une suite d’éléments de γ et
V1, ..., Vn une suite d’intervalles ouverts bornés tels que

f ∈

n⋂

i=1

[Ai, Vi] ⊂ [{x0} , W ] .

Daprès le lemme 1.1.1, on a x0 ∈ ∪n
i=1Ai. Montrons qu’il existe i0 tel que

x0 ∈ Ai0 ⊂ V. Posons

I = {i : x0 ∈ Ai et Ai ∩ V c 6= φ} .

Montrons que Ic 6= φ. Supposons que I = {1, ..., n} . La fonction g con-
stamment égale à 1 est dans

⋂n
i=1 [Ai, Vi] car 1 ∈ Vi pour tout i du fait que

Ai∩V c 6= φ. Mais alors g ∈ [{x0} , W ] , on a une contradiction. Donc Ic 6= φ.
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Supposons que pour tout i ∈ Ic = {i : x0 /∈ Ai ou Ai ∩ V c = φ} on ait
x0 /∈ Ai. On construit alors h : X → [0, 1] continue telle que h(x0) = 1 et
h(∪i∈IcAi) = {0} . La fonction ϕ = max(f, h) est continue et vérifie :

ϕ(x) = max(f(x), h(x)) = f(x) ∈ Vi pour tout x ∈ Ai avec i ∈ Ic,

ϕ(x) = max(f(x), h(x)) ∈ [0, 1] ⊂ Vi pour tout x ∈ Ai avec i ∈ I, car
dans ce cas on a Ai ∩ V c 6= φ et x0 ∈ Ai.

D’où finalement, ϕ ∈
⋂n

i=1 [Ai, Vi] et ϕ /∈ [{x0} , W ] ce qui impossible. Donc
il existe i0 ∈ Ic tel que x0 ∈ Ai0 ⊂ V.
La condition suffisante est immédiate.

Le théorème suivant montre que lorsque γ est une famille admissible, alors
la topologie de la convergence uniforme sur les éléments de γ est identique à
la topologie set-open engendrée par γ.

Théorème 1.2.3. Si γ est une famille admissible de compacts de X, alors
C1

γ(X) = C2
γ(X) = Cγ,µ(X).

Démonstration. Puisque une famille admissible est faiblement-admissible, on
a C1

γ(X) = C2
γ(X) en vertu du Théorème 1.2.1. Montrons que Cγ,µ(X) =

C2
γ(X).

(⊇) : Soit f ∈ [A, V ] , où A ∈ γ et V un ouvert de R. puisque f(A) ⊂ V,
alors pour tout x ∈ A il existe un nombre réel positif ǫx telle que

]f(x) − ǫx, f(x) + ǫx[ ⊂ ]f(x) − 2ǫx, f(x) + 2ǫx[ ⊆ V.

Comme f(A) est compact, alors il existe une suite finie x1, x2, ..., xn

d’éléments de A telle que

f(A) ⊆

n⋃

i=1

]f(xi) − ǫxi
, f(xi) + ǫxi

[ ⊆ V.

Posons ǫ = max(ǫxi
: i = 1, ..., n). On a alors

〈f, A, ǫ〉 = {g ∈ C(X) : |f(x) − g(x)| < ǫ; ∀x ∈ A} ⊂ [A, V ] .

D’où C2
γ(X) ≤ Cγ,µ(X).

(⊆) : Montrons que si γ est admissible alors Cγ,µ(X) ≤ C2
γ(X).

Soit f ∈ 〈f, A, ǫ〉 avec A ∈ γ et ǫ > 0 un nombre réel. Comme f(A)
est compact, on peut choisir une famille finie {Ii : i ∈ I} d’intervalles
ouverts de diamètre inférieur à ǫ telle que f(A) ⊂

⋃
i∈I Ii. On a

A ⊂
⋃

i∈I

f−1(Ii).
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Comme γ est admissible, soit une famille A1, ..., An d’éléments de γ
recouvrant A et refinant {f−1(Ii) : i ∈ I} . Pour chaque j ∈ {1, ..., n} ,
soit ij ∈ I telle que Aj ⊂ f−1(Iij ). Montrons que

f ∈
n⋂

j=1

[
Aj , Iij

]
⊂ 〈f, A, ǫ〉 .

En effet, soit g ∈
⋂n

j=1

[
Aj , Iij

]
. Soit x ∈ A. Pour un k ∈ {1, ..., n} , on

a x ∈ Ak et g(x) ∈ Iik . Comme f(x) ∈ Iik , on a |f(x)−g(x)| < ǫ. Donc
g ∈ 〈f, A, ǫ〉 .
On a bien Cγ,µ(X) ≤ C2

γ(X). D’où les égalités annoncées.

Dans tout ce qui suit, les espaces C1
γ(X), C2

γ(X) cöıncident pour une
famille adimissible γ de compacts de X, et seront notés tout simplement par
Cγ(X).

1.3 Comparaison de C2
γ(X) et C2

ζ (X)

Dans ce paragraphe, on va se donner deux familles γ et ζ de compacts de
X, et on va comparer à l’aide de leurs propriétés respectives les topologies
de C2

γ(X) et C2
ζ (X).

Théorème 1.3.1. [MN88] Soit γ et ζ deux réseaux de compacts de X. Si
C2

γ(X) ≤ C2
ζ (X), alors chaque éléments de γ est inclus dans une union finie

d’éléments de ζ.

Démonstration. Soit A ∈ γ. Soit f0 la fonction identiquement nulle sur X et
V un ouvert de R contenant 0. Alors [A, V ] est un voisinage ouvert de f0 dans
Cγ(X). Comme Cγ(X) ≤ Cζ(X), il existe une suite B1, ..., Bn d’éléments de
ζ et une suite V1, ..., Vn d’ouverts de R tel que

f0 ∈
n⋂

i=1

[Bi, Vi] ⊂ [A, V ] .

Le lemme 1.1.1, donne alors que A ⊂ ∪n
i=1Bi.

La réciproque du Théorème 1.3.1 est fausse. S. Kelaiaia [Ke95] a donné
le contre exemple suivant :
Soit X = [0, 1] , γ = {{x} /x ∈ X} ∪

{[
0, 1

3

]
,
[

2
3
, 1
]}

et ζ = {{x} /x ∈ X} ∪
{[0, 1]} . Il est clair que γ et ζ sont des réseaux de X tel que tout élément de
γ soit contenu dans un élément de ζ, mais la topologie de C2

γ(X) n’est pas
moins fine que celle de C2

ζ (X).
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Théorème 1.3.2. [Ke95] soit γ et ζ deux familles de compacts de x. Si ζ
approxime γ alors C2

γ(X) ≤ C2
ζ (X). Si de plus ζ est adimissible, alors la

réciproque est vraie.

Démonstration. Supposons que ζ approxime γ et montrons que C2
γ(X) ≤

C2
ζ (X).

Soit f ∈ C(X). Soit [A, V ] un voisinage ouvert de f dans C2
γ(X), avec A ∈

γ et V un ouvert de R. On a A ⊂ f−1(V ). Comme ζ approxime γ, soit
{B1, ..., Bn} ⊂ ζ tel que

A ⊂ ∪n
i=1Bi ⊂ f−1(V ).

On a donc f ∈
⋂n

i=1 [Bi, V ] . Comme
⋂n

i=1 [Bi, V ] ⊂ [∪n
i=1Bi, V ] et que A ⊂

∪n
i=1Bi on a

n⋂

i=1

[Bi, V ] ⊂ [A, V ] .

D’où C2
γ(X) ≤ C2

ζ (X).

Réciproquement supposons ζ admissible et C2
γ(X) ≤ C2

ζ (X). Montrons
que ζ approxime γ.
Soit A ∈ γ et G un ouvert de X tel que A ⊂ G. Soit f : X → [0, 1] continue
telle que f(A) = {0} et f(Gc) = {1} . Posons W =

]
−1

2
, 1

2

[
. On a f ∈ [A, W ]

et f−1(W ) ⊂ G. Comme C2
γ(X) ≤ C2

ζ (X), soit {B1, ..., Bn} ⊂ ζ et V1, ..., Vn

des intervalles ouverts bornés tels que

f ∈
n⋂

i=1

[Bi, Vi] ⊂ [A, W ] .

On a alors A ⊂ ∪n
i=1Bi. Il suffit de montrer que ∪n

i=1Bi ⊂ G, voir [Ke95] pour
le reste de la preuve.

Théorème 1.3.3. [MN88] Cµ(X) = Ck(X) si et seulement si X est compact.

Théorème 1.3.4. Si γ est une famille admissible de compacts de X et A ∈ γ,
alors Cγ∩A(A) = Cµ(A).

Démonstration. Comme A est compact, alors Cµ(A) = Ck(A). Donc tout
ouvert de Cγ∩A(A) est un ouvert de Cµ(A).
Pour le cas inverse, soit f ∈ Cµ(A) et ε > 0. Montrons qu’il existe un ouvert
dans Cγ∩A(A) contenu dans 〈f, A, ε〉 . La famille

{
f−1(

]
f(a) −

ε

3
, f(a) +

ε

3

[
) : a ∈ A

}
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est un recouvrement ouvert de A. comme A est compact, il existe une partie
finie A1 de A telle que la famille

U =
{
f−1(

]
f(a) −

ε

3
, f(a) +

ε

3

[
) : a ∈ A1

}

recouvre A. Par ailleus γ étant admissible, il existe donc une suite finie β
d’éléments de γ qui recouvre A et refine U. Donc, pour tout B ∈ β il existe
aB ∈ A tel que

f(B) ⊂ VB =
]
f(aB) −

ε

3
, f(aB) +

ε

3

[
.

Posons W = ∩{[A ∩ B, VB] : B ∈ β} qui est un voisinage ouvert de f dans
Cγ∩A(A). Montrons que W ⊂ 〈f, A, ε〉 .
Soit g ∈ W, donc g(A∩B) ⊂ VB pour tout B ∈ β. Comme A ⊂

⋃
B∈β(A∩B),

alors on a

g(A) ⊂ g(
⋃

B∈β

(A ∩ B)) =
⋃

B∈β

(g(A ∩ B)) ⊂
⋃

B∈β

VB.

Ceci signifie que g ∈ 〈f, A, ε〉 . D’où le résultat.

1.4 Fonctions induites

Dans ce paragraphe on va traiter quelques applications qu’on pourra
définir sur les espaces de fonctions et qui sont fort utiles pour l’étude de
certaines propriétés topologiques de ces espaces.

Toute application continue Φ : X −→ Y induit une application Φ∗ :
C(Y ) → C(X) définie par Φ∗(f) = f ◦ Φ, pour tout f ∈ C(Y ). Nous al-
lons étudier la continuité de Φ∗ et l’ouverture sur son image lorsque C(X) et
C(Y ) sont munis de topologies set-open définies par deux familles de com-
pacts de X et Y respectivement. Soit Φ(X) la ferméture de Φ(X) dans Y.
notons par Φ(γ) la famille {Φ(A) : A ∈ γ} de sous-ensembles compacts de
Φ(X).

Théorème 1.4.1. Soit γ et ζ deux familles de parties compactes de X et
Y respectivement et Φ : X −→ Y une fonction continue. Si ζ approxime
Φ(γ) alors Φ∗ : Cζ(Y ) −→ Cγ(X) est continue. Si de plus ζ est admissible la
réciproque est vraie.
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Démonstration. Supposons que ζ approxime Φ(γ) et montrons que Φ∗ est
continue. Soit f ∈ C(Y ), A un élément de γ et V un ouvert de R tels que
Φ∗(f) ∈ [A, V ] . On a Φ(A) ⊂ f−1(V ). L’hypothèse d’approximation entrâıne
qu’il existe une collection {B1, ..., Bn} ⊂ ζ telle que

Φ(A) ⊂ ∪n
i=1Bi ⊂ f−1(V ).

On a donc f ∈ ∩n
i=1 [Bi, V ] . Montrons que Φ∗(∩n

i=1 [Bi, V ]) ⊂ [A, V ] . Soit h ∈
∩n

i=1 [Bi, V ] et soit x ∈ A. On a Φ(x) ∈ ∪n
i=1Bi ⊂ h−1(V ). Donc h(Φ(x)) ∈ V

et donc Φ∗(h)(x) = h ◦Φ(x) ∈ V. par suite Φ∗(h) ∈ [A, V ] . D’o la continuité
de Φ∗.
Supposons que ζ soit admissible et que Φ∗ soit continue. Montrons que la
topologie de CΦ(γ)(X) est moins fine que la topologie de Cζ(X).
Soit A ∈ γ, V ouvert de R et f ∈ [Φ(A), V ] . On a Φ∗(f) = f ◦Φ ∈ [A, V ] . La
continuité de Φ∗ entrâıne qu’il existe B1, ..., Bn ∈ ζ et V1, ..., Vn des intervalles
ouverts dans R tels que

f ∈ ∩n
i=1 [Bi, V ] ⊂ (Φ∗)−1([A, V ]) ⊂ [Φ(A), V ] .

D’où la topologie de Cζ(X) est plus fine que la topologie de CΦ(γ)(X). D’après
le Théorème 1.3.2, on a ζ approxime Φ(γ).

Lemme 1.4.2. Soit X un espace topologique, K un compact non vide de
X, F un fermé de X et f : X −→ R une application continue telle que
f(K ∩F ) ⊂ V où V est un intervalle ouvert borné. Alors il existe f1 : X −→
R continue telle que f1|F = f |F et f1(K) ⊂ V.

Lemme 1.4.3. [Ke95] Soit X un espace topologique, Y un sous espace fermé
de X, ζ une collection de compacts de X et soit g ∈ C(Y ) une fonction
prolongeable en une fonction continue sur X. Soit B1, ..., Bn ∈ ζ et V1, ..., Vn

des intervalles ouverts bornés tels que g(Bi ∩ Y ) ⊂ Vi pour tout i = 1, ..., n.
Alors, il existe g′ ∈ C(X) prolongeant g telle que g′(Bi) ⊂ Vi pour tout
i = 1, ..., n.

Démonstration. On procède par réccurrence.
Soit g ∈ C(Y ), B ∈ ζ et V un intervalle ouvert borné tel que g(B ∩ Y ) ⊂ V.
Alors en appliquant le lemme 1.4.2 avec F = Y et K = B, on obtient une
fonction g′ ∈ C(X) prolongeant g et telle que g′(B) ⊂ V.

Supposons la propriété vraie jusqu’à n. Montrons que si B1, ..., Bn+1

sont des éléments de ζ et V1, ..., Vn+1 sont des intervalles ouverts bornés tels
que g(Bi ∩ Y ) ⊂ Vi pour tout i = 1, ..., n + 1, alors il existe g′ ∈ C(X)
prolongeant g tel que g′(Bi) ⊂ Vi pour tout i = 1, ..., n + 1.
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Par hypothèse on a g ((Bi ∩ Bn+1) ∩ Y ) ⊂ Vi ∩ Vn+1 pour tout i =
1, ..., n. L’hypothèse de réccurrence entrâıne qu’il existe g′

1 ∈ C(X) pro-
longeant g et vérifiant g′

1 (Bi ∩ Bn+1) ⊂ Vi ∩ Vn+1 pour tout i. On pose

Y1 = Y ∪

(
n⋃

i=1

(Bi ∩ Bn+1)

)
.

On a g′
1(Bi ∩ Y1) ⊂ Vi pour tout i = 1, ..., n + 1.

En appliquant le lemme 1.4.2 à g′
1|Y1

avec F = Y1 et K = Bn+1, on obtient

une fonction g′
2 ∈ C(X) prolongeant g′

1|Y1
et telle que g′

2(Bn+1) ⊂ Vn+1.

Remarquons que g′
2(Bi ∩ Bn+1) ⊂ Vi pour tout i = 1, ..., n.

A nouveau on pose Y2 = Y1 ∪ Bn+1. On vérifie que g′
2(Bi ∩ Y2) ⊂ Vi pour

tout i = 1, ..., n. L’hypothèse de réccurrence appliquée à Bi ∩ Y2 pour tout
i = 1, ..., n, permet de prolonger g′

2|Y2
à tout X en une fonction continue g′

3

vérifiant g′
3(Bi) ⊂ Vi pour tout i = 1, ..., n et on a

g′
3(Bn+1) = g′

2(Bn+1) ⊂ Vn+1.

La fonction g′ = g′
3 est donc la fonction cherchée.

Théorème 1.4.4. Soit X un espace topologique, Y un sous espace fermé de
X, γ une famille faiblement-admissible de compacts de X et ζ une famille
admissible de compacts de Y. Soit i : Y −→ X l’injection canonique. Alors
i∗ : Cγ(X) −→ Cζ(Y ) la fonction induite de i est ouverte sur son image si
et seulement si ζ approxime γ ∩ Y.

Démonstration. Supposons que ζ approxime γ∩Y. Soit ∩n
i=1 [Bi, Vi] un ouvert

de base de Cγ(X), et soit f ∈ i∗(∩n
i=1 [Bi, Vi]) et f ′ ∈ C(X) prolongeant f tel

que f ′ ∈ ∩n
i=1 [Bi, Vi] . Puisque ζ approxime γ ∩Y, on a pour tout i = 1, ..., n,

il existe une sous famille ζi de la famille ζ telle que

Bi ∩ Y ⊂ ∪{A/A ∈ ζi} ⊂ f−1(Vi).

Donc
f ∈ (∩n

i=1 ∩A∈ζi
[A, Vi]) ∩ i∗(C(X)) = W.

Il est aisé de voir que W ⊂ f ∈ i∗(∩n
i=1 [Bi, Vi]). D’où i∗ est ouverte sur son

image.
Inversement, soit B ∈ γ, G un ouvert de Y tel que B ∩ Y ⊂ G et soit G1 un
ouvert de X tel que G1 ∩ Y = G. L’ouvert G2 = G1 ∪ (X \ Y ) de X contient
B et vérifie G2 ∩ Y = G1 ∩ Y = G. Soit f : X −→ [0, 1] continue telle que
f(B) = {1} et f(Gc

2) = {0} . Posons V =
]

1
2
, 3

2

[
. La fonction f vérifie donc
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f−1(V ) ⊂ G2. Et donc f−1|Y (V ) ⊂ G.
Considérons dans Cγ(X) l’ouvert [B, V ] . On a alors f ∈ [B, V ] . Par hy-
pothèse i∗([B, V ]) est un ouvert de i∗(C(Y )), donc i∗(f) = f |Y ∈ i∗([B, V ]).
Alors il existe A1, ..., An ∈ ζ et V1, ..., Vn des intervalles ouverts bornés tel
que

f |Y ∈ (∩n
i=1 [Ai, Vi]) ∩ i∗(C(Y )) ⊂ i∗([B, V ]).

Il est aisé de voir que B ∩ Y ⊂ ∪n
i=1Ai. Notons A = A1, X \ A = A0 et

I = {1, ..., n} et soit

△ =
{
(δi)i∈I ∈ {0, 1}n \ {(0, ..., 0)} : (B ∩ Y ) ∩ (∩i∈IA

δi

i ) 6= φ
}

.

Donc
B ∩ Y ⊂ ∪

{
∩n

i=1A
δi

i /(δi) ∈ △
}

et ∩δi=1Vi ⊂ V pour chaque (δi) ∈ △. On en déduit que

B ∩ Y ⊂ ∪{∩δi=1Ai/(δi) ∈ △} ⊂ f−1
|Y (V ).

Par ailleurs, l’admissibilité de ζ nous donne que pour chaque (δi) ∈ △, il
existe ζ(δi) fini ⊂ ζ tel que

∩δi=1Ai ⊂ ∪
{
A/A ∈ ζ(δi)

}
⊂ f−1

|Y (V ).

D’où
B ∩ Y ⊂

⋃

(δi)∈△

(
⋃

A∈ζ(δi)

A) ⊂ f−1
|Y (V ) ⊂ G.

Donc ζ approxime γ ∩ Y.

Nous terminons cette partie par donner une condition nécessaire pour que
Cγ(X) soit un espace de Baire. Rappelons qu’un espace topologique X est
de Baire s’il est séparé et si toute intersection dénombrable d’ouverts partout
denses dans X est partout dense dans X.

Théorème 1.4.5. Soit X un espace topologique et γ une famille admissible
de compacts de X recouvrant X. Si Cγ(X) est un espace de Baire, alors tout
point de X admettant une base dénombrable de voisinages admet un élément
de γ comme voisinage.
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Chapitre 2

Jeux topologiques

Dans ce chapitre, nous esquissons un classement des différents jeux infinis
sur un espace topologique X ou sur l’espace de fonctions C(X). On distingue
suivant les propriétés topologiques envisagées différentes catégories de jeux.

On considère toujours des jeux infinis à deux personnes, appelés joueur I
et joueur II, où le joueur I commence la partie de jeu. Une stratégie pour le
joueur I est une fonction définie pour chaque suite finie de coups du joueur
II, une stratégie pour le joueur I est définie d’une manière similaire. Ici la
notion de stratégie est celle des jeux infinis à information parfaite ; i.e qu’à
chaque étape du jeu le joueur I est supposé se souvenir de tous ses coups
précédents ainsi que ceux du joueur II, et peut tenir compte de sa mémoire
pour établir sa stratégie. Un jeu G est dit déterminé si l’un des deux joueurs
possède une stratégie gagnante dans G.

2.1 Jeu de Banach-Mazur ΓBM

Etant donné un espace topologique X. Nous rappelons un jeu infini in-
troduit par S. Banach et S. Mazur. Dans ce jeu que nous noterons ΓBM(X),
deux joueurs I et II choisissent alternativement des ouverts non vides (Un)
et (Vn) de X avec les conditions :
Le joueur I commence la partie en choisissant un ouvert U1, le joueur II doit
répondre alors par un ouvert V1 tel que V1 ⊂ U1.
A l’étape n > 1, quand I a joué l’ouvert Un, le joueur II répond par un
ouvert Vn inclus dans Un.
Quand II a joué l’ouvert Vn, le joueur I répond par un ouvert Un+1 ⊂ Vn, et
ainsi de suite.
Le joueur II gagne la partie si ∩{Un : n ∈ N∗} = ∩{Vn : n ∈ N∗} 6= φ, sinon
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le joueur I gagne.

Définition 2.1.1. Une stratégie pour le joueur I ou II dans le jeu ΓBM (X)
est une application σ : S(τ ∗) −→ τ ∗, où τ ∗ est la collection de tous les
ouverts non vides de X et S(τ ∗) désigne la collection de tous les suites finies
d’éléments de τ ∗, telle que σ(U1, U2, ..., Un) ⊂ Un pour tout n ≥ 1.
Une stratégie σ pour le joueur II dans ΓBM (X) est dite gagnante si pour
toute partie de jeu U1, V1, U2, V2, ... tels que U1 ⊃ V1 = σ(U1) ⊃ U2 ⊃ V2 =
σ(U1, U2) ⊃ ... on a ∩{Un : n ∈ N∗} 6= φ.

Eventuellement les stratégies dépendent de tous les coups précédement
joués. Une stratégie σ ne dépendant que du dernier coup joué est dite sta-
tionnaire, c’est une stratégie telle que σ(U1, ..., Un−1, Un) = σ(Un).

H.E. White dans [Wh75] appelle un espace topologique X faiblement-α-
favorable1 si le joueur II possède une stratégie gagnante dans ΓBM(X). Cho-
quet [Ch69] appelle un espace X α−favorable si le joueur II possède une
stratégie stationnaire gagnante dans ΓBM(X). Des classes plus larges (stricte-
ment car ce jeu n’est pas nécessairement déterminé. Un jeu est déterminé
si l’un des deux joueurs possède une stratégie gagnante) sont les espaces
faiblement-β-défavorable et β-défavorable. Un espace est dit faiblement-β-
défavorable (resp, β-défavorable) si le joueur I ne possède aucune stratégie
(resp, stratégie stationnaire) gagnante dans ΓBM(X). Nous ne considérons
dans notre présente étude que les espaces faiblement-α-favorables.

Nous verrons dans la suite que le fait pour X d’être faiblement-α-favorable
est une propriété qui s’inscrit parmi les propriétés classiques de complétude
tel que le fait pour X d’être un espace de Baire ou un espace pseudo-complet.
Mais auparavant nous allons traiter la stabilité de cette propriété par passage
au sous-espace et par image de certaines applications.

Théorème 2.1.2. Soit X un espace topologique.

1. Soit A une partie non vide dense dans X. Si le sous-espace A est
faiblement-α-favorable, alors X est un espace faiblement-α-favorable.

2. Si X est un espace faiblement-α-favorable et U un ouvert non vide de
X, alors le sous espace U est faiblement-α-favorable.

Démonstration. Montrons (1), le (2) est évident.
Soit σ une stratégie gagnante pour le joueur II dans ΓBM (A). Définissons
une stratégie σ′ pour le joueur II dans le jeu ΓBM(X) comme suit.

1Choquet [Ch69] appelle β et α les joueurs I et II respectivement.
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Soit U1 un ouvert de X choisi par le joueur I. Puisque A est dense dans X,
alors A∩U1 est un ouvert non vide du sous espace A. Considérons σ(A∩U1) =
A ∩ V1, où V1 est un ouvert non vide de X. définissons σ′(U1) = U1 ∩ V1.
Par induction pour n > 1, supposons que le joueur I a choisi un ouvert
Un ⊂ σ(U1, V1, ..., Un−1) = Un−1 ∩ Vn−1. Alors A ∩ Un est un ouvert non vide
du sous espace A. Considérons σ(A∩Un) = A∩ Vn, où Vn est un ouvert non
vide de X. Définissons

σ′(Un) = Un ∩ Vn.

La stratégie σ′ est bien définie. Montrons qu’elle est gagnante. Puisque σ est
gagnante pour le joueur II dans ΓBM (A), par hypothèse, donc

∩{A ∩ Un : n ∈ N∗} = A ∩ (∩{Un : n ∈ N∗}) 6= φ.

Ceci implique que ∩{Un : n ∈ N∗} 6= φ. D’où σ′ est une stratégie gagnante
pour le joueur II dans ΓBM(X). Donc X est un espace faiblement-α-favorable.

Théorème 2.1.3. Soit X, Y deux espaces topologiques, et f une application
continue ouverte de X dans Y. Si X est un espace faiblement-α−favorable,
alors Y est un espace faiblement-α−favorable.

Démonstration. Supposons que X est un espace faiblement-α−favorable.
Donc le joueur II possède une stratégie gagnante σ dans le jeu ΓBM(X).
Définissons une stratégie σ′ pour le joueur II dans ΓBM (Y ) comme suit :
Soit U1 un ouvert de Y choisi par le joueur I. Puisque f est continue, alors
f−1(U1) est ouvert dans X. Considérons σ(f−1(U1)) un ouvert non vide de
X tel que σ(f−1(U1)) ⊂ f−1(U1). Définissons

σ′ (U1) = f
(
σ
(
f−1(U1)

))
= V1.

V1 est un ouvert de Y puisque f est ouverte, de plus V1 ⊂ f(f−1(U1)) ⊂ U1.
Pour n > 1, supposons que le joueur I a choisi l’ouvert Un ⊂ Vn−1, et les
ouverts U1, V1, ..., Un−1, Vn−1 sont définis de telle sorte que Ui+1 ⊂ Vi ⊂ Ui

pour tout i = 1, .., n− 1. Puisque f est continue, donc f−1(Un) est un ouvert
de X. Considérons σ(f−1(U1), ..., f

−1(Un)) qui est un ouvert de X telle que
σ(f−1(U1), ..., f

−1(Un)) ⊂ f−1(Un). Définissons

σ′(U1, V1, ..., Un) = f(σ(f−1(U1), σ(f−1(U1)), ..., f
−1(Un))) = Vn.

Montrons que σ′ est gagnante. Puisque σ est gagnante pour le joueur II dans
ΓBM (X), alors

φ 6=
⋂

n≥1

σ(f−1(U1), ..., f
−1(Un)) =

⋂

n≥1

f−1(Un) = f−1(
⋂

n≥1

Un).

Ceci nous donne
⋂

n≥1 Un. D’où la stratégie σ′ est gagnante dans ΓBM (Y ).
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Une application f d’un espace topologique X dans un espace topologique
Y est dite irréductible si f(A) 6= Y pour toute partie propre fermée A de X.

Théorème 2.1.4. Soient X, Y deux espaces topologiques, et f une applica-
tion continue surjective fermée et irréductible de X dans Y. Alors X est un
espace faiblement-α−favorable si et seulement si Y est un espace faiblement-
α−favorable.

Démonstration. Condition nécessaire : Supposons que X est un espace
faiblement-α-favorable. Donc le joueur II possède une stratégie gag-
nante σX dans ΓBM (X). Montrons que Y est faiblement-α−favorable.
A l’aide de σX nous allons définir une stratégie σY pour le joueur II
dans le jeu ΓBM (Y ) comme suit :
Soit U1 un ouvert de Y choisi par le joueur I dans le jeu ΓBM(Y ).
Puisque f est continue, alors f−1(U1) est un ouvert de X. Considérons
σX(f−1(U1)) = V1 qui est un ouvert de X contenu dans f−1(U1).
Puisque f est fermé, alors f(V c

1 ) 6= Y est un fermé de Y. Définissons

σY (U1) = (f(V c
1 ))c.

Clairement σY (U1) ⊂ U1. Pour n > 1, supposons que le joueur I a
choisi un ouvert non vide Un de Y tel que Un ⊂ σY (U1, ..., Un−1). Donc
f−1(Un) est un ouvert de X.
Considérons σX(f−1(U1), V1, ..., f

−1(Un)) = Vn et définissons

σY (U1, ..., Un) = (f(V c
n ))c.

Ainsi σY est définie. Puisque σX est gagnante dans ΓBM(X), alors

φ 6=
⋂

n≥1

Vn =
⋂

n≥1

f−1(Un) = f−1(
⋂

n≥1

Un).

Ceci nous donne
⋂

n≥1 Un 6= φ. D’où σY est une stratégie gagnante pour
le joueur II dans ΓBM (Y ).

Condition suffisante : Supposons que Y est faiblement-α−favorable, alors
le joueur II possède une stratégie gagnante σY dans ΓBM(Y ). Définissons
une stratégie σX pour le joueur II dans ΓBM (X) comme suit :
Supposons que le joueur I a choisi un ouvert non vide U1 de X. Donc
f(U c

1) 6= Y est un fermé de Y. Considérons σY (f(U c
1)

c) = V1 qui est un
ouvert non vide de Y. Définissons

σX(U1) = f−1(V1) ⊂ U1.
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Pour n ≻ 1, supposons que le joueur I a choisi un ouvert non vide
Un de X telle que Un ⊂ σX(U1, f

−1(V1), ..., Un) et U1, V1, ..., Un−1, Vn−1

sont définis de telle sorte que

Vi = σY (f(U c
i )

c) , Vi ⊂ f(U c
i )

c

et

σX(U1, f
−1(V1), ..., Un) ⊂ Ui pour tout i = 1, ..., n − 1

f(U c
n) est fermé de Y. considérons σY (f(U c

1)
c, V1, ..., f(U c

n)c) = Vn qui
est un ouvert non vide de Y inclu dans f(U c

n)c. Définissons

σX(U1, f
−1(V1), ..., Un) = f−1(Vn) ⊂ Un. (2.1)

Ainsi la stratégie σX est définie. Puisque σY est une stratégie gagnante
pour le joueur II dans ΓBM(Y ), Alors

⋂
n≥1 Vn 6= φ. Donc

⋂

n≥1

Un =
⋂

n≥1

f−1(Vn) = f−1(
⋂

n≥1

Vn) 6= φ

D’où σX est une stratégie gagnante, et donc X est faiblement-α-favorable.

Nous allons donner dans ce qui suit deux théorèmes qui nous permettent
de situer les espaces faiblement-α-favorables parmi les espaces définis par
certaines propriétés de complétude. Rappelons qu’un espace topologique X
est de Baire si et seulement si tout sous espace ouvert de X est non maigre
dans lui même.

Théorème 2.1.5. Un espace topologique est de Baire si et seulement si le
joueur I ne possède aucune stratégie gagnante pour le jeu ΓBM (X) (i.e un
espace faiblement-β-défavorable).

Démonstration. Soit X un espace topologique. Nous prouvons que si X n’est
pas un espace de Baire, le joueur I a une stratégie gagnante pour le jeu
ΓBM (X). Dans ce cas, il existe un ouvert ω non vide recouvert par la suite
(Fn)n≥1 de fermés rares. Une stratégie σ1 pour le joueur I est alors définie
par

U1 = ω, Un = σ1(V1, ..., Vn−1) = Vn−1 \ Fn, n ≥ 1

C’est-à-dire que le joueur I commence par jouer ω, et répond au coup Vn du
joueur II par Vn \ Fn. Si le joueur I joue avec la stratégie σ1, les coups (Vn)
du joueur II vérifieront :

V1 ⊂ ω, Vn ⊂ Vn−1 \ Fn−1, n ≥ 1,
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d’où ∩∞
1 ⊂ ω \ ∪∞

1 Fn = φ ce qui assure le gain du joueur I.
Inversement, nous supposons que si le joueur I possède une stratégie gagnante
σ1 pour le jeu ΓBM (X), X n’est pas un espace de Baire. Plus précisément,
l’ouvert Ω1 = U1 (le premier coup joué par le joueur I en utilisant la stratégie
σ1) est maigre.
On pose I1 = {φ} , U1

φ = Ω1 et on construit par récurrence pour tout n ≥ 2

une famille maximale
(
Un

i , V n−1
i

)
i∈In

de couples d’ouverts non vides de X
satisfaisant :
Les (Un

i )i∈In
sont deux à deux disjoints ;

∀n ≥ 1∀i ∈ In+1∃j ∈ In, V
n
i ⊂ Un

j ;

U1
i1
⊃ U2

i2
⊃ ... ⊃ Un

in
implique Un

in
= σ1(V

1
i2
, ..., V n−1

in
).

On pose alors Ωn = ∪i∈In
Un

i et on démontre par récurrence que Ωn est dense
dans Ω1, ce qui est clair pour n = 1. Si cette propriété est vraie pour n, et
si W était un ouvert non vide disjoint de Ωn+1, W ∩ Ωn serait non vide et
il existerait un in ∈ In tel que W ∩ Un

in
6= φ. Il existerait alors un unique

(i1, i2, ..., in) ∈ I1 × I2 × ... × In tel que

Un
in
⊂ V n−1

in
⊂ Un−1

in−1
⊂ ... ⊂ V 1

i2
⊂ U1

i1
.

En posant V n = W ∩ Un
in

et Un+1 = σ1

(
V 1

i2
, ..., V n−1

i2
, V n

)
on aurait Un+1 ⊂

V n ⊂ W, ce qui montre qu’on pourrait adjoindre (Un+1, V n) à la famille(
Un+1

i , V n
i

)
i∈In

, contrairement à la maximalité de cette famille.
Il suffit donc de montrer que ∩∞

1 Ωn = φ pour prouver que Ω1 est maigre. Or,
si x est un point de ∩∞

1 Ωn, il existe une unique suite (in) ∈
∏∞

1 In telle que
x ∈ ∩∞

1 Un
in

. Mais alors
[(

V n
in+1

)
,
(
Un

in

)]
est une partie de jeu ΓBM(X), ce qui

prouve que ∩∞
1 Un

in
= φ contrairement à la définition de x et de (in) . Donc

∩∞
1 Ωn est vide ce qui achève la démonstration.

Corollaire 2.1.6. Tout espace topologique faiblement-α-favorable est un es-
pace de Baire.

Définition 2.1.7. [Oxt61] Soit (X, τ) un espace topologique. Une famille
d’ouverts B ⊂ τ − {φ} est appelée pseudo-base(ou π-base) si tout élément de
τ − {φ} contient un élément de B.
une pseudo-base B est dite σ-disjointe si B = ∪{Bn : n ∈ N} , où Bn est une
famille disjointe pour tout n ∈ N.

Rappelons qu’un espace topologique X est dit quasi-régulier, si pour tout
ouvert U de X il existe un ouvert V tel que V ⊂ U.

Définition 2.1.8. [Oxt61] Un espace topologique quasi-régulier X est dit
pseudo-complet s’il existe dans X une suite (Bn)n∈N de pseudo-bases tel que
pour toute suite (Bn)n∈N vérifiant Bn ∈ Bn et Bn+1 ⊂ Bn alors

⋂
n∈N Bn 6= φ.
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Rappelons qu’un espace Cech-complet est pseudo-complet et qu’un espace
pseudo-complet est un espace de Baire.

Théorème 2.1.9. [Wh75] Tout espace pseudo-complet est un espace faiblement-
α-favorable.

Démonstration. Supposons que X est un espace pseudo-complet, alors il
existe dans X une suite (Bn)n∈N de pseudo-bases tel que pour toute suite
(Bn)n∈N vérifiant Bn ∈ Bn et Bn+1 ⊂ Bn alors

⋂
n∈N Bn 6= φ.

Définissons une stratégie σ pour le joueur II dans ΓBM (X) comme suit. Sup-
posons que le joueur I commence la partie en jouant U1 un ouvert non vide
de X. Puisque B1 est une π-base, alors il existe B1 ∈ B1 tel que B1 ⊂ U1.
Définissons

σ(U1) = B1.

Soit U2 un ouvert non vide de X choisit par le joueur I tel que U2 ⊂ B1. On
peut choisir U2 de telle façon que U2 ⊂ U2 ⊂ B1. Puisque B2 est une pseudo-
base, alors il existe B2 ∈ B2 telle que B2 ⊂ U2. Définissons σ(U1, B1, U2) =
B2.
Pour n > 2, supposons que U1, B1, ..., Un−1, Bn−1 soient définis. Le joueur I
choisit Un un ouvert non vide de X telle que Un ⊂ Un ⊂ Bn−1. Puisque Bn

est une pseudo-base, alors il existe Bn ∈ Bn tel que Bn ⊂ Un. Définissons

σ (U1, B1, ..., Un) = Bn.

Ainsi la stratégie σ est définie. Puisque X est un espace pseudo-complet, alors⋂
n∈N∗ Bn 6= φ. D’où la stratégie σ est gagnante, et donc X est faiblement-α-

favorable.

2.2 Jeu de Gruenhage ΓGr(X)

Dans ce paragraphe on va donner une propriété introduite par Gruenhage
dans [Gr76a], appelée W -espace, qui se situe entre la propriété d’être espace
à bases locales dénombrables et espace de Fréchet. Cette propriété est définie
en terme de jeu infini entre deux joueurs.

Etant donnés un espace topologique X et un point x ∈ X. Considérons le
jeu infini, noté ΓGr(X, x), où deux joueurs I et II prennent partie comme
suit :
Au premier coup, le joueur I choisi un voisinage ouvert U1 de x, le joueur II
répond en choisissant un point x1 ∈ U1.
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Au n-ième coup, quand le joueur I a choisi un voisinage ouvert Un de x, le
joueur II répond par un point xn ∈ ∩i≤nUi et ainsi de suite. On dit que le
joueur I gagne la partie du jeu si la suite (xn)n∈N converge vers x, sinon le
joueur II gagne.

On appelle stratégie pour le joueur I dans ΓGr(X, x), toute application
σ : F(X) → τx(X), où F(X) désigne la collection de toute les parties finies
de X et τx(X) est la collection de tous les ouverts de X contenant le point
x.
Une stratégie pour le joueur II dans ΓGr(X, x) est une application τ : F(X)×
τx(X) → X tel que τ(F, U) ∈ U, pour tout F ∈ F(X) et tout voisinage
ouvert U de x.

Soit σ une stratégie pour le joueur I dans ΓGr(X, x). Dans [Gr76a], Gruen-
hage appelle une σ-séquence toute suite de points {x1, x2, ...} d’éléments de
X tel que xn+1 ∈ σ({x1, ..., xn}) pour tout n > 0, σ({x1, ..., xn}) représente
l’ouvert joué par I quand {x1, ..., xn} a été joué par le joueur II. On con-
viendra que σ(φ) = X. Donc la stratégie σ pour le joueur I dans ΓGr(X, x)
est gagnante si toute σ-séquence converge vers x.

Définition 2.2.1. [Gr76b] Un espace topologique X est appelé W -espace si
le joueur I possède une stratégie gagnante dans ΓGr(X, x) pour tout x ∈ X.

Rappelons quelques définitions.

(1) Un espace X est dit à bases locales dénombrables ou vérifie le premier
axiome de dénombrabilité si tout point de X possède une base dénombrable
de voisinages.

(2) Un espace X est dit fortement de Fréchet ou bi-séquentiel dénombrable
si pour tout x ∈ An où An est une suite décroissante de sous-ensembles de
X il existe une suite xn ∈ An qui converge vers x.

(3) Un espace X est dit de Fréchet si pour tout point x et tout sous-
ensemble A de X tel que x ∈ A, il existe une suite (xn)n∈N dans A qui
converge vers x.

Il est connu que tout espace bi-séquentiel dénombrable2 est un espace de
Fréchet. La classe des W -espace englobe tous les espaces vérifiants le premier

2Pour plus de détail sur les espaces bi-séquentiels dénombrables, voir E. Michael [Mic72]
ou R.C. Olson[Ols74].
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axiome de dénombrabilité, ce que nous illustrons par le théorème suivant.

Théorème 2.2.2. Tout espace à bases locales dénombrables est un W -espace,
et tout W -espace est un espace bi-séquentiel dénombrable.

Démonstration. Supposons que X est un espace topologique qui vérifie le
premier axiome de dénombrabilité. Soit {Un : n ∈ N} une suite décroissante
de voisinages ouverts d’un point x ∈ X. La stratégie σ : F(X) → τx(X)
définie par σ({x1, ..., xn}) est évidemment gagnante dans ΓGr(X, x). D’où X
est un W -espace.

Supposons que X est un W -espace. Soient x ∈ X et (An)n∈N une suite de
sous-ensembles de X tel que An ⊃ An+1 et x ∈ An, pour tout n ≥ 0. Le
joueur II peut toujours choisir un certain xn ∈ An. S’il y a une stratégie
gagnante pour le joueur I dans ΓGr(X, x), alors il doit aussi y avoir une suite
(xn) → x tels que xn ∈ An pour tout n. Donc X est un espace bi-séquentiel
dénombrable.

Nous traitons dans le théorème suivant la stabilité des W -espaces par pas-
sage aux sous-espaces et par image de certains types d’applications. Rap-
pelons qu’une application f : X → Y d’un espace topologique X dans un
espace topologique Y est dite prèsqu’ouverte si pour tout y ∈ Y, il existe
x ∈ f−1(y) tel que x admet une base de voisinages ouverts dans X dont les
images par f sont ouvertes dans Y.

Théorème 2.2.3. [Gr76b]

1. Tout sous-espace d’un W -espace X est un W -espace.

2. L’image d’un W -espace par une application prèsqu’ouverte est un W -
espace.

Démonstration. 1. Soit A un sous espace non vide de X, et soit x ∈ A.
Montrons que le joueur I posséde une stratégie gagnante dans ΓGr(A, x).
Comme X est un W -espace, alors le joueur I posséde une stratégie
gagnante σ : S(X) → Vx(X) dans ΓGr(X, x). définissons une stratégie
σ′ : S(A) → Vx(A) pour le joueur I dans ΓGr(A, x) par

σ′(x1, x2, ..., xn) = A ∩ σ(x1, x2, ..., xn),

où S(A) est la collection des suites finies d’éléments de A et Vx(A)
désigne la collection des voisinages ouverts de x dans le sous-espace A.
Clairement σ′ est une stratégie gagnante pour le joueur I dans ΓGr(A, x).
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2. Soient X un W -espace, Y un espace topologique et f : X → Y une
application surjective prèsqu’ouverte. Montrons que Y est W -espace.
Soit y ∈ Y. Montrons que le joueur I posséde une stratégie gagnante
dans ΓGr(Y, y). Considérons x ∈ f−1(y). Comme X est un W -espace,
alors le joueur I posséde une stratégie σX gagnante dans ΓGr(X, x).
Définissons une stratégie σY pour le joueur I dans ΓGr(Y, y) comme
suit. Si y1 est le premier point choisi par le joueur II dans ΓGr(Y, y),
on prend x1 ∈ f−1(y1). On définit

σY (y1) = f(σX(x1)).

Si σY (y1, ..., yn) a été défini et le joueur II a choisi yn+1. On prend
xn+1 ∈ f−1(yn+1) ∩ σX(x1, ..., xn). On définit

σY (y1, ..., yn+1) = f(σX(x1, ..., xn+1)).

Ainsi la stratégie σY est définie.
Maintenant, si la suite (y1, y2, ...) est une σY -séquence, alors la suite
(x1, x2, ...) est à son tour une σX -séquence. D’après l’hypothèse, la
suite (xn)n≥0 est convergente vers x. D’où la convergence de la suite
(yn)n≥0 vers y. Donc σY est une stratégie gagnante pour le joueur I
dans ΓGr(Y, y).

2.3 Jeux pour les espaces de fonctions

Nous allons voir dans cette section de quelle manière un jeu topologique
définit sur un espace topologique X nous permet de donner des caractérisations
de certaines propriétés topologiques de C(X), lorsqu’il est muni de la topolo-
gie de la convergence simple ou de la topologie compact-open. Ces deux es-
paces sont respectivement notés Cp(X) et Ck(X).

Jeu de Lutzer-McCoy

Dans leurs article [LM80], Lutzer et McCoy introduisent un jeu topologique,
noté ΓLM(X),3 définit sur un espace topologique X comme suit. Deux joueurs
I et II, auxquels est donné un sous ensemble fini de départ S0 procèdent en
choisissant alternativement des termes d’une suite (S0, S1, S2, ...) de parties

3Dans [LM80] le jeu ΓLM (X) est noté Γ(X).
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finies (peut être vides) deux à deux disjointes de X. La suite S0, S1, S2, ... est
dite partie de jeu dans ΓLM(X). Elle est dite gagnante pour le joueur I si et
seulement si le sous espace S1 ∪ S3 ∪ S5 ∪ ... n’est pas fermé discret dans X.
i.e., si et seulement si l’ensemble S1 ∪ S3 ∪ S5 ∪ ... a un point limite dans X.
Si le joueur I ne gagne pas la partie, alors le joueur II gagne.

Définition 2.3.1. Une stratégie pour le joueur I dans le jeu ΓLM(X) est
une application σ qui associe à toute suite finie de sous ensembles finis de X
deux à deux disjoints (S0, S1, ..., S2k), k ≥ 0, un sous ensemble fini S2k+1 de
X qui est disjoint de (S0 ∪ S1 ∪ ... ∪ S2k).
Une stratégie pour le joueur II dans ΓLM(X) est une application qui associe à
chaque suite finie deux à deux disjoints (S0, S1, ..., S2k+1), k ≥ 0, un ensemble
fini S2k+2 qui est disjoint de (S0 ∪ S1 ∪ ... ∪ S2k+1).

Une stratégie σ pour le joueur I dans ΓLM(X) est dite gagnante si
pour toute partie (S0, S1, S2, ...) dans le jeu ΓLM(X), dans laquelle S2k+1 =
σ(S0, ..., S2k), pour tout k ≥ 0, le joueur I gagne cette partie. i.e., l’ensemble
S1 ∪ S3 ∪ S5 ∪ ... a un point limite dans X.
Une stratégie τ pour le joueur II dans ΓLM(X) est dite gagnante, si pour
toute partie de jeu (S0, S1, S2, ...) dans laquelle S2k+2 = σ(S0, ..., S2k+1), pour
tout k ≥ 0, le joueur II gagne la partie. i.e., l’ensemble S1 ∪ S3 ∪ S5 ∪ ... est
un sous espace fermé discret de X.
Nous énonçons maintenant un théorème qui nous donne en terme de jeu
ΓLM(X), une condition nécessaire pour que Cp(X) soit un espace de Baire.

Théorème 2.3.2. Si Cp(X) est un espace de Baire, alors le joueur I ne
possède aucune stratégie gagnante dans le jeu ΓLM(X).

Démonstration. Soit τ une stratégie arbitraire pour le joueur I dans le jeu
ΓLM(X). Utilisons le fait que Cp(X) soit un espace de Baire pour définir une
stratégie σ pour le joueur II et un ensemble fini de départ S0, tel que le
joueur II gagne la partie (S0, τ(S0), σ(S0, S1), ...).

Dans la première étape nous définissons les sous-ensembles finis T (i1, ..., ik)
de X pour chaque suite finie d’entiers naturels (i1, ..., ik) , par induction sur
k. Soit T (0) = φ, et si T (1), T (2), ..., T (n − 1) sont définis, posons

T (n) = τ(T (1) ∪ T (2) ∪ ... ∪ T (n − 1)).

Supposons k ≥ 1 et que T (i1, ..., ik) sont définis pour tout k-tuple d’éléments
de N. Soit T (i1, ..., ik, 0) = φ, et si T (i1, ..., ik, j) sont définis pour tout 0 ≤
j ≤ n − 1, posons

T (i1, ..., ik, n) = τ(R0, R1, ..., R2k−1, T (i1, ..., ik, 0) ∪ ... ∪ T (i1, ..., ik, n − 1)),
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où R0 = T (0)∪...∪T (i1−1), R1 = T (i1), R2 = T (i1, 0)∪...∪T (i1, i2−1), R3 =
T (i1, i2), ..., R2j−1 = (i1, ..., ij) et R2j = T (i1, ..., ij , 0)∪ ...∪T (i1, ...ij , ij+1−1)
pour j ≤ k.

Dans la deuxième étape, nous allons définir par induction, des sous-
ensembles ouverts W(i1, ..., ik) de Cp(X), pour tout k-tuple d’éléments de N.
posons W(0) = φ. Supposons que W(1), ...,W(n−1) sont définis. On définit

W(n) = ∩{[{x} , (0, 1)] : x ∈ T (n)} − cl(W(0) ∪ ... ∪W(n − 1)). (2.2)

Où [{x} , (0, 1)] est l’ensemble des fonctions continues qui envoient x dans
l’intervalle ouvert (0, 1) . Supposons que W(i1, ..., ik) sont définis pour k ≥ 1.
Posons W(i1, ..., ik, 0) = φ. Supposons que W(i1, ..., ik, j) sont définis pour
tout j ∈ {0, ..., n − 1} . On définit

W(i1, ..., ik, n) = W(i1, ..., ik) ∩ (∩{[{x} , (k − 1, k)] : x ∈ T (i1, ..., ik, n)}) − E,

Où E = cl(W(i1, ..., ik, 0) ∪ ... ∪W(i1, ..., ik, n − 1)).

Maintenant, définissons

G(n) = ∪{W(i1, ..., in) : ij ∈ N pour tout 1 ≤ j ≤ n} . (2.3)

Les ensembles G(n) sont des ouverts denses dans Cp(X) pour tout n ∈ N.
Puisque ce dernier est un espace de Baire, alors il existe une fonction continue
dans ∩n≥1G(n). Puisque les ensembles utilisés pour obtenir chaque G(n) sont
deux à deux disjoints, alors il existe une unique suite i1, i2, ... tel que f ∈
W(i1, ..., ik) pour tout k ≥ 1. Donc

f (T (i1, ..., ik)) ⊂ ]k − 1, k[ .

Comme f est continue, alors l’ensemble ∪k≥1T (i1, ..., ik) n’a pas de point
limite dans X.

A cet étape, nous avons tous les ingrédients nécessaires pour définir la
partie du jeu. Considérons la partie de jeu qui démare par S0 = T (0) ∪ ... ∪
T (i1 − 1). Puisque le joueur I utilise la stratégie τ, donc S1 = τ(S0) = T (i1).
Le joueur II répond par S2 = σ(S0, S1) = T (i1, 0) ∪ ... ∪ T (i1, i2 − 1). Le
joueur I joue l’ensemble

S3 = τ(S0, S1, S2)

= τ(T (0) ∪ ... ∪ T (i1 − 1, T (i1), T (i1, 0) ∪ ... ∪ T (i1, i2 − 1))

= T (i1, i2).
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Donc le joueur II répond par

σ(S0, S1, S2, S3) = S4 = T (i1, i2, 0) ∪ ... ∪ T (i1, i2, i3 − 1),

et ainsi de suite. Dans cette partie de jeu on a

S1 ∪ S3 ∪ S5 ∪ ... = ∪k≥1T (i1, ..., ik),

qui est un ensemble fermé discret. D’où la stratégie τ n’est pas gagnante pour
le joueur I.

Théorème 2.3.3. [LM80] Pour tout espace topologique X, l’espace produit
RX est un espace de Baire. De plus, Cp(X) est un espace de Baire si et
seulement si pour toute suite Ω1, Ω2, ... d’ouverts denses dans RX , on a

Cp(X) ∩ (∩n≥1Ωn) 6= φ. (2.4)

Nous énonçons à présent, pour certaines classes d’espaces topologiques X,
une caractérisation en terme de jeu ΓLM(X) pour que l’espace Cp(X) soit de
Baire. Rappelons qu’une famille γ de parties d’un espace topologique X est
dite localement finie si tout point de X possède un voisinage qui rencontre un
nombre fini d’éléments de γ. Rappelons qu’un espace topologique X est dit
paracompact si tout recouvrement ouvert de X admet un refinement (ouvert)
localement fini.

Théorème 2.3.4. Soit X un espace topologique paracompact tel que l’ensem-
ble de ces points d’accumulation, noté Xd, est un sous espace discret. Alors,
Cp(X) est un espace de Baire si et seulement si le joueur I ne possède aucune
stratégie gagnante dans ΓLM(X).

Démonstration. Supposons que Cp(X) n’est pas de Baire. D’après le théorème
2.3.3, il existe une suite Ω1, Ω2, ... d’ouverts denses dans RX , tel que Cp(X)∩
(∩n≥1Ωn) = φ. Puisque Xd est discret dans X, alors il existe une partition
d’ouverts

{
Vp : p ∈ Xd

}
de X telle que Xd ∩ Vp = {p} .

Maitenant, supposons que S0 est un ensemble fini de départ pour une partie
de jeu ΓLM(X). Le joueur I considère f0 = 0 et ε0 = 0. Donc 〈f0, S0, ε0〉∩Ω1 6=
φ, puisque Ω1 est un ouvert dense dans Cp(X). Le joueur I choisit un ou-
vert de base 〈f1, T1, 2ε1〉 ⊂ 〈f0, S0, ε0〉 ∩ Ω1. Sans perte de généralisation,
ε1 ∈

]
0, 1

2

]
. En outre, élargissant T1 si nécessaire, on doit supposer que si

Vp ∩ S0 6= φ alors p ∈ T1. Le joueur I définira

S1 = σ(S0) = T1 − S0.

Par hypothèse d’induction sur n, supposons que les ensembles S0, S1, ..., S2n−1,
les nombres ε0, ..., ε2n−1, et les fonctions f0, ..., f2n−1 sont définis de telle sorte
que
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1. εi ∈
]
0, (1

2
)i
]
;

2. Si Vp ∩ (∪{Si : 0 ≤ i ≤ 2n − 2}) 6= φ, alors p ∈ S0 ∪ S1 ∪ ... ∪ S2n−1;

3. 〈f2j−1, T2j−1, 2ε2j−1〉 ⊂ Ω2j−1 ∩ 〈f2j−2, T2j−2, ε2j−2〉 si j ≤ n;
où Tk = S0 ∪ ... ∪ SK ;

4.

f2j(x) =

{
f2j−1(p) si x ∈ S2j ∩ Vp pour certains p ∈ Xd,
f2j−1(x) sinon.

Maintenant, supposons que S2n est un sous-ensemble fini disjoint de (S0 ∪
S1 ∪ ... ∪ S2n−1). Définissons la fonction f2n par

f2n(x) =

{
f2n−1(p) si x ∈ S2n ∩ Vp pour certains p ∈ Xd,
f2n−1(x) sinon.

Soit ε2n = 1
2
ε2n−1, et T2n = S0 ∪ S1 ∪ ... ∪ S2n−1 ∪ S2n. Donc l’ouvert

〈f2n, T2n, ε2n〉 doit rencontrer l’ouvert Ω2n+1 et donc il existe un ouvert

〈f2n+1, T2n+1, ε2n+1〉 ⊂ Ω2n+1 ∩ 〈f2n, T2n, ε2n〉 .

On prend T2n+1 suffisamment large et ε2n+1 suffisamment petit s’il est nécessaie.
On suppose que ε2n+1 ∈

]
0, (1

2
)2n+1

]
, et que si Vp ∩ T2n 6= φ alors p ∈ T2n+1.

Le joueur I définira S2n+1 = T2n+1 − T2n. Ainsi la stratégie σ est définie.

D’après l’hypothèse, pour toute partie du jeu (S0, S1, ...) de ΓLM(X)
dans lequel S2n+1 = σ(S0, S1, ..., S2n) est définie comme ci-dessus, l’ensemble
(S1 ∪ S3 ∪ S5 ∪ ...) est fermé et discret. Posons T = ∪n≥0Sn. On a T est
fermé et la suite de fonctions (fn)n∈N converge simplement vers une fonction
continue g : T → R. Comme X est normal et T fermé dans X, alors il existe
une fonction g̃ ∈ Cp(X) prolongeant g. Mais donc

g̃ ∈ Cp(X) ∩ (∩n≥1Ωn) = φ.

qui est impossible.

Nous terminons cette partie en énonçant un théorème qui donne une car-
actérisation par le jeu ΓLM(X) d’autres propriétés de complétude de Cp(X)
plus fortes que d’être de Baire. Auparavant rappelons quelques définitions.

Un espace topologique est dit pseudo-normal si tous deux fermés dis-
joints de X dont l’un est dénombrable peuvent être séparés par deux
ouverts disjoints.

Un sous-ensemble d’un espace topologique est dit Gδ s’il est l’intersec-
tion d’une suite dénombrable d’ouverts.
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Théorème 2.3.5. Soit X un espace topologique pseudo-normal. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes

1. Cp(X) est pseudo-complet,

2. Cp(X) est faiblement-α-favorable,

3. Le joueur II possède une stratégie gagnante dans ΓLM(X),

4. Tout sous ensemble dénombrable de X est fermé,

5. Cp(X) rencontre tout Gδ non vide de RX .

Jeu de McCoy-Ntantu pour Ck(X)

Dans ce paragraphe nous allons présenter deux jeux topologiques intro-
duits par McCoy et Ntantu [MN86] qui vont nous permettre d’énoncer un
théorème dû aux mêmes auteurs pour caractériser quand Ck(X) est un es-
pace faiblement-α-favorable. Nous allons nous inspirer dans la suite de notre
travail pour étendre ce résultat à C(X) lorsqu’il est muni d’une topologie set
open engendré par une famille admissible de compacts de X.

Rappelons qu’une famille γ de sous-ensembles d’un espace topologique X
est dite discrète si tout point x ∈ X possède un voisinage qui rencontre au
plus un élément de γ.

le jeu Γ1
k(X) 4 définit sur un espace topologique X est un jeu topologique

dans lequel deux joueurs I et II prennent partie en choisissant des sous-
ensembles compacts de X.
Au n-ième coup, le joueur I choisit un compact An. Le joueur II répond par
un compact Bn. La seule restriction est sur le joueur I qui doit choisir An

tel que An ∩ (B1 ∪ ... ∪ Bn−1) = φ, pour tout n > 1. Le joueur II gagne la
partie du jeu si la famille {An : n ≥ 1} est discrète dans X, sinon I gagne.

Dans le jeu Γ2
k(X), les deux joueurs I et II choisissent alternativement des

compacts de X sans aucune restriction. Au n-ième coup, le joueur I choisit
un compact An et le joueur II répond par un compact Bn.
Soit R1 = A1. Pour tout n > 1, soit Rn = An\(B1 ∪ ...∪Bn−1). Le joueur II
gagne la partie si la famille {Rn : n ≥ 1} est discrète dans X, sinon I gagne.

4Dans [MN86], ces jeux sont notés Γ1 et Γ2.
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Une stratégie pour le joueur I dans Γ1
k(X) est une application σ qui associe

à toute suite finie (B1, ..., Bn−1) de compacts de X un compact An de X qui
est disjoint de (B1 ∪ ... ∪Bn−1). Une stratégie pour le joueur II dans Γ1

k(X)
est une application τ qui associe à toute suite finie (A1, ..., An) de compacts
de X un compact Bn de X.
De la même façon, on définit les stratégies pour les joueurs I et II dans le
jeu Γ2

k(X).

On remarque que si le joueur II possède une stratégie gagnante dans
Γ2

k(X), alors il a une stratégie gagnante dans Γ1
k(X). Rappelons qu’un espace

topologique X est dit normal si tout deux fermés disjoints de X peuvent être
séparés par deux ouverts disjoints. Rappelons qu’un espace topologique X
est dit q-espace si pour tout point x ∈ X il existe une suite {Un : n ∈ N} de
voisinages de x tel que

Théorème 2.3.6. [MN86] Soit X un espace topologique normal q-espace,
alors les conditions suivantes sont équivalentes.

1. Ck(X) est faiblement-α-favorable,

2. Le joueur II possède une stratégie gagnante dans Γ2
k(X),

3. X est localement compact et le joueur II possède une stratégie gagnante
dans Γ1

k(X).
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Chapitre 3

α-favorabilité faible de C(X)
muni d’une topologie set-open

Dans le deuxième chapitre, nous avons présenter deux jeux topologiques
Γ1

k et Γ2
k définis par McCoy et Ntantu qui permettent d’obtenir des conditions

pour que Ck(X) soit faiblement-α-favorable. Nous allons dans ce chapitre
définir deux jeux sur X, de la même manière que Γ1

k et Γ2
k, où le choix des

deux joueurs est restreint aux compacts de la famille de compacts γ qui
engendre la topologie de Cγ(X). Ceci va nous permettre d’étendre à Cγ(X)
les résultats concernant certaines propriétés de complétude (α-favorabilité
faible, σ-compacité) obtenus par McCoy et Ntantu [MN86] dans le cadre de
Ck(X).

Dans tout ce chapitre, les collections γ de compacts de X seront supposées
stables pour les unions finies. Cette condition nous permet de ne pas
modifier la topologie de Cγ(X) (voir la remarque 1.1.2).

3.1 Jeu Γ1
γ(X)

Soit X un espace topologique et γ une famille non vide de compacts
de X comprenant l’ensemble vide. On définit Γ1

γ(X) comme étant le jeu
topologique dans lequel deux joueurs notés I et II, au cours d’une partie,
jouent alternativement des éléments de la famille γ.
Au n−ième coup, le joueur I choisit un compact An ∈ γ et le joueur II
répond par un compact Bn de γ, la seule restriction est sur le joueur I qui
doit choisir An disjoint de B1 ∪ ... ∪ Bn−1 pour tout n > 1. Le joueur II
gagne la partie si la famille {An : n ≥ 1} est discrète dans X, sinon le joueur
I gagne.
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Une stratégie pour le joueur I dans Γ1
γ(X) est une application σ qui

associe à toute suite finie (B1, ..., Bn−1) d’éléments de γ un compact An ∈ γ
tel que An∩(B1∪ ...∪Bn−1) = φ. Une stratégie pour le joueur II dans Γ1

γ(X)
est une application τ qui associe à toute suite finie (A1, ..., An) d’éléments de
γ un compact Bn ∈ γ.

Lemme 3.1.1. Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X → Y une
application continue. Si {Ai : i ∈ I} est une famille de sous-ensembles de X
telle que {f(Ai) : i ∈ I} est discrète dans Y, alors la famille {Ai : i ∈ I} est
discrète dans X.

Démonstration. Soit x ∈ X. On veut démontrer qu’il existe un voisinage V
de x dans X tel que V ∩ Ai = φ, sauf pour un i0 au plus. Puisque la famille
{f(Ai) : i ∈ I} est discrète dans Y, alors il existe un voisinage W de f(x)
dans Y tel que W ∩ f(Ai) = φ sauf pour un i0 au plus. Il suffit de prendre
V = f−1(W ) voisinage de x dans X car f est continue.

Nous donnons dans la proposition suivante, à l’aide du jeu Γ1
γ(X) une

condition nécessaire pour que Cγ(X) soit faiblement-α-favorable.

Proposition 3.1.2. Soit X un espace topologique et γ une famille admis-
sible de compacts de X comprenant l’ensemble vide. Si Cγ(X) est un es-
pace faiblement-α-favorable, alors le joueur II a une stratégie gagnante dans
Γ1

γ(X).

Démonstration. Supposons que Cγ(X) soit un espace faiblement-α-favorable,
donc le joueur II possède une stratégie gagnante τ dans ΓBM(Cγ(X)). Mon-
trons que le joueur II possède une stratégie gagnante σ dans Γ1

γ(X).
Supposons que le joueur I ait choisi un élément A1 de γ et soit f1 : X → R

l’application telle que f1(X) = 1, ∀x ∈ X. Considérons U1 =
〈
f1, A1,

1
2

〉

qui est un ouvert de Cγ(X), alors τ(U1) est un ouvert de Cγ(X) tel que
τ(U1) ⊂ U1. Choisissons V1 = 〈g1, B1, ǫ1〉 ⊂ τ(U1) avec ǫ1 ≤ 1

2
. Posons

σ(A1) = B1.
Supposons que pour n > 1 le joueur I ait choisi un élément An de γ et que
(k=2,..,n-1) :

Uk =
〈
fk, Ak ∪ BK−1,

ǫk−1

2

〉
, Vk = 〈gk, Bk, ǫk〉 .

sont définis de telle sorte que

Vk ⊂ τ(U1, V1, ..., Uk−1, Vk−1, Uk), ǫk ≤ (
1

2
)k,
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et que

fk(x) =

{
gk−1(x) si x ∈ Bk−1

k si x ∈ Ak.

Définissons l’application continue fn : X → R par fn(x) = gn−1(x) pour x ∈
Bk−1 et fn(x) = n, pour x ∈ An. Considérons l’ouvert Un =

〈
fn, An ∪ Bn−1,

ǫn−1

2

〉
⊂

Vn−1, alors il existe un ouvert

Vn = 〈gn, Bn, ǫn〉 ⊂ τ(U1, V1, ..., Un−1, Vn−1, Un) avec ǫn ≤ (
1

2
)n.

Posons σ(A1, A2, ..., An) = Bn, et montrons que σ est une stratégie gagnante
pour le joueur II dans Γ1

γ(X). Puisque Cγ(X) est un espace faiblement-α-
favorable, alors

⋂
n>1 Un 6= φ. Soit f ∈

⋂
n>1 Un et x ∈ X, alors

|f(x) − fn(x)| < (
1

2
)n.

Donc

f(An) ⊂

]
n − (

1

2
)n, n + (

1

2
)n

[
, pour tout n > 1.

La famille {f(An); n > 1} est donc discrète dans R. Puisque f est continue,
alors la famille {An; n > 1} est discrète dans X. Par conséquent, σ est une
stratégie gagnante pour le joueur II dans Γ1

γ(X).

3.2 Jeu Γ2
γ(X)

Soit X un espace topologique et γ une famille non vide de compacts
de X comprenant l’ensemble vide. On définit Γ2

γ(X) comme étant le jeu
topologique dans lequel deux joueurs notés I et II, au cours d’une partie,
jouent alternativement des éléments de la famille γ sans aucune restriction.
Au n−ième coup, le joueur I choisit un compact An ∈ γ et le joueur II
répond par un compact Bn ∈ γ.
Soit R1 = A1 et pour n > 2, Rn = An\(B1∪...∪Bn−1). Le joueur II gagne la
partie si la famille {Rn; n > 1} est discrète dans X, sinon le joueur I gagne.

Les stratégies pour les joueurs I et II dans le jeu Γ2
γ sont définies de

la même manière que dans le jeu Γ1
γ.
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Remarquons que si le joueur II possède une stratégie gagnante dans
Γ2

γ(X), alors il a une stratégie gagnante dans Γ1
γ(X). Pour le cas inverse, nous

avons la proposition suivante.

Proposition 3.2.1. Soit X un espace topologique, γ une famille admissible
de compacts de X comprenant l’ensemble vide tel que tout point x ∈ X admet
un élément de γ comme voisinage. Si le joueur II a une stratégie gagnante
dans Γ1

γ(X), alors il a une stratégie gagnante dans Γ2
γ(X).

La démonstration de cette proposition nécessite la démonstration du
lemme suivant

Lemme 3.2.2. Soit X un espace topologique, γ une famille admissible de
compacts de X stable pour les unions finies. Soit C, D, D′ ∈ γ tels que D′ ⊂
D◦. Alors, il existe C ′ ∈ γ tel que (C \ D) ⊂ C ′ et C ′ ∩ D′ = φ.

Démonstration. (D′c, D◦) est un recouvrement ouvert de C. En vertu du fait
que γ soit admissible, on peut trouver E1, ..., Em ∈ γ recouvrant C et refinant
(D′c, D◦). Soit C ′ = ∪{Ei; Ei ⊂ D′c} . Il est aisé de voir que (C \D) ⊂ C ′ et
C ′ ∩ D′ = φ.

Démonstration. Soit σ1 une stratégie gagnante pour le joueur II dans Γ1
γ(X).

On définit une stratégie σ2 pour le joueur II dans Γ2
γ(X) comme suit :

Soit A1 ∈ γ le compact choisi par le joueur I au premier coup dans Γ2
γ(X).

Posons R1 = A1 et A′
1 = A1. Alors B′

1 = σ1(A1) est bien défini. Par ailleurs,
pour tout x ∈ B′

1 il existe un élément Kx ∈ γ et un voisinage ouvert Ox de
x tel que Ox ⊂ Kx. La famille {Ox : x ∈ B′

1} est un recouvrement de B′
1 qui

est compact, par conséquent

B′
1 ⊂ ∪{Oxi

: i = 1, ..., r} ⊂ ∪{Kxi
: i = 1, ..., r} = B1.

Définissons σ2(A1) = B1.
Au n-ième coup pour n > 2, supposons que le joueur I ait choisi An de γ.
Soient A1, B1, ..., An−1, Bn−1 et A′

1, B
′
1, ..., A

′
n−1, B

′
n−1 les compacts choisis de

telle sorte que B′
i ⊂ Bi, et

A′
i ∩ (B′

1 ∪ ... ∪ B′
i−1) = φ,

pour tout i = 1, .., n − 1. Maintenant, soit Rn = An \ (B1 ∪ ... ∪ Bn−1).
Prenant A′

n comme étant un élément de γ qui contient Rn dans son intérieur
et que l’on peut choisir en vertu de l’admissibilité de γ et du lemme 3.2.2 tel
que A′

n ∩ (B′
1 ∪ ... ∪ B′

n−1) = φ. Donc σ1(A
′
1, ..., A

′
n) = B′

n est bien définie.
Définissons σ2(A1, ..., An) = Bn comme étant un élément de γ qui contient
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B′
n dans son intérieur.

A′
1, B

′
1, A

′
2, B

′
2, ... étant une partie du jeu Γ1

γ(X), donc la famille {A′
n : n > 1}

est discrète dans X. Puisque Rn ⊂ A′
n pour tout n > 1, alors la famille

{Rn : n > 1} est discrète dans X et par conséquent σ2 une stratégie gagnante
pour le joueur II dans Γ2

γ(X).

Lemme 3.2.3. [MN88] Soit X un espace topologique, γ une famille de sous
ensembles compacts de X comprenant l’ensemble vide. Si le joueur II possède
une stratégie gagnante σ dans Γ2

γ(X) et si (Cn) est une suite d’éléments de
γ, alors la stratégie σ′ définie par σ′(A1, ..., An) = σ(A1, ..., An) ∪Cn est une
stratégie gagnante pour le joueur II.

Définition 3.2.4. Une stratégie σ pour le joueur II dans Γ2
γ est dite en-

veloppante si pour tout n, An ⊂ σ(A1, ..., An).

On remarque que si le joueur II a une stratégie gagnante σ dans Γ2
γ,

alors il a une stratégie gagnante enveloppante. Ceci résulte du lemme 3.2.3
en posant Cn = An pour tout n.

Proposition 3.2.5. Soit X un espace topologique normal, et γ une famille
admissible de compacts de X. Si le joueur II possède une stratégie gagnante
dans Γ2

γ(X), alors Cγ(X) est un espace faiblement-α-favorable.

Démonstration. Soit σ une stratégie gagnante pour le joueur II dans Γ2
γ(X).

Alors la stratégie σ′ définit dans le lemme 3.2.3 en posant Cn = An pour tout
n est une stratégie gagnante enveloppante pour le joueur II dans Γ2

γ(X).
On définit une stratégie τ pour le joueur II dans le jeu de Banach-Mazur
ΓBM (Cγ(X)) comme suit. Soit B0 = φ. Supposons que le joueur I ait choisi
un ouvert U1 dans Cγ(X) et soit f1 ∈ U1. Alors, il existe A1 ∈ γ et un nombre
réel positif ǫ1 tel que le voisinage ouvert 〈f1, A1, ǫ1〉 de f1 dans Cγ(X) est
inclus dans U1. Comme le joueur II a une stratégie gagnante σ′ dans Γ2

γ(X),
alors quel que soit le choix du joueur I dans ce jeu, le joueur II doit gagner
en utilisant cette stratégie. On peut supposer que le joueur I utilise la même
stratégie σ′ et commence la partie en choisissant A1 = σ′(B0). Le joueur
II répond par B1 = σ′(A1) dans le jeu Γ2

γ(X). Comme une réponse sur le
choix du joueur I dans le jeu ΓBM (Cγ(X)), le joueur II choisit V1 = τ(U1) =
〈f1, B1, ǫ

′
1〉 qui est un voisinage ouvert de f1 dans Cγ(X) avec ǫ′1 = min( ǫ1

2
, 1

2
).

Au n-ième coup, supposons que le joueur I ait choisi un ouvert Un dans
Cγ(X) tel que si n > 1, alors Un ⊂ τ(U1, ..., Un−1). Soit fn ∈ Un et soit
〈fn, An, ǫn〉 un voisinage ouvert de fn contenu dans Un. Alors le joueur I
choisit An = σ′(B0, ..., Bn−1) dans le jeu Γ2

γ(X) et le joueur II répond par
un élément Bn = σ′(A1, ..., An) de la famille γ. Soit ǫ′n = min( ǫn

2
, 1

2
). Alors

le joueur II doit choisir Vn = τ(U1, ..., Un) comme étant l’ouvert de base
〈fn, Bn, ǫ

′
n〉 .
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Maintenant, on montre que τ est une stratégie gagnante pour le joueur II
dans ΓBM(Cγ(X)), i.e ∩{Un/n ∈ N∗} 6= φ. Premièrement notons que puisque
σ′ est une stratégie enveloppante, alors An ⊂ Bn ⊂ An+1 pour tout n ∈ N∗.
Soit Sn = An \ Bn−1 et Rn = Bn \ An, pour tout n ∈ N∗. Les deux familles
{Rn/n ∈ N∗} et {Sn/n ∈ N∗} sont discrètes dans X, car σ′ est gagnante
dans le jeu Γ2

γ(X), et donc les deux sous ensembles S = ∪{Sn/n ∈ N∗} et
R = ∪{Rn/n ∈ N∗} sont fermés dans X.

Soit k un entier positif. Considérons les deux suites {fn|Sk
/n ∈ N∗} et

{fn|Rk
/n ∈ N∗} respectivement dans Cγ∩Sk

(Sk) et Cγ∩Rk
(Rk). Alors ces deux

suites sont uniformément de Cauchy. En effet, soit ǫ un nombre réel positif.
On distingue deux cas

– Si ǫ′k < ǫ. Pour tout n ≥ k on a |fn+p(x)− fn(x)| < ǫ′k, pour tout p ∈ N

et tout x ∈ Bk. puisque Sk est un sous ensemble compact de Bk, on
obtient |fn+p(x) − fn(x)| < ǫ pour tout x ∈ Sk.

– Si ǫ ≤ ǫ′k. Soit n0 le plus petit entier positif tel que
〈
fn0 , Bn0 , ǫ

′
n0

〉
⊂

〈fk, Ak, ǫk〉 et ǫ′n0
< ǫ. Pour tout n ≥ n0 on a |fn+p(x)−fn(x)| < ǫ pour

tout p ∈ N et tout x ∈ Sk.
D’où, {fn|Sk

/n ∈ N∗} est uniformément de Cauchy dans Cγ∩Sk
(Sk). La démonstration

est la même pour la deuxième suite.

Comme Cγ∩Sk
(Sk) et Cγ∩Rk

(Rk) sont des espaces uniformément com-
plets, d’après le théorme 1.3.4, alors les deux suites {fn|Sk

/n ∈ N∗} et {fn|Rk
/n ∈ N∗}

convergent respectivement vers les fonctions fSk
et fRk

dans Cγ∩Sk
(Sk) et

Cγ∩Rk
(Rk) . Puisque la famille {Sn/n ∈ N∗} (resp. {Rn/n ∈ N∗}) est discrète,

la fonction ”combinaison” {▽fSk
/k ∈ N∗} (resp. {▽fRk

/k ∈ N∗}) est con-
tinue sur S (resp. R). Comme S et R sont continues, alors la fonction com-
binatoire fS∪R de {▽fSk

/k ∈ N∗} et {▽fRk
/k ∈ N∗} est continue sur S ∪R.

Par hypothèse X est normal. Soit f un prolongement continu de fS∪R sur X.
Montrons que f ∈ ∩{〈fn, An, ǫn〉 /n ∈ N∗} ⊂ ∩{Un/n ∈ N∗} .
Soit m un entier positif arbitraire et soit x ∈ Am. Si x ∈ Sm, alors puisque f
est une limite de (fn|Sm

) sur Sm,

∃n0 ∈ N∗ tel que ∀n > n0, |fn(x) − f(x)| <
ǫm

2
. (3.1)

Soit k le plus petit entier positif tel que k > n0 et 〈fk, Ak, ǫk〉 ⊂ 〈fm, Bm, ǫ′m〉 .
puisque Sm ⊂ Bm, on a

|fk(x) − fm(x)| <
ǫm

2
. (3.2)

D’après les inégalités (3.1)-(3.2), on obtient

|f(x) − fm(x)| < ǫm, ∀x ∈ Sm. (3.3)
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D’une manière similaire, on obtient

|f(x) − fm(x)| < ǫm, ∀x ∈ Bm−1. (3.4)

Ceci nous donne f ∈ 〈fm, Am, ǫm〉 . Comme m est arbitraire, alors

f ∈ ∩{〈fn, An, ǫn〉 /n ∈ N∗} ⊂ ∩{Un/n ∈ N∗} .

D’où τ est une stratégie gagnante pour le joueur II dans ΓBM (Cγ(X)) et
donc Cγ(X) est faiblement-α-favorable.

Théorème 3.2.6. Soit X un espace topologique normal telle que tout point
x ∈ X admettant une base dénombrable de voisinages. Soit γ une famille
admissible de compacts de X comprenant l’ensemble vide et recouvrant X,
alors les conditions suivantes sont équivalentes.

1. Cγ(X) est faiblement-α-favorable,

2. le joueur II a une stratégie gagnante dans Γ2
γ(X),

3. Tout point x ∈ X admet un élément de γ comme voisinage et le joueur
II a une stratégie gagnante dans Γ1

γ(X).

Démonstration. découle du théorème 1.4.5 et les propositions 3.1.2, 3.2.1 et
3.2.5.

3.3 α-favorabilité faible de Cγ(X) et sous-familles

dénombrables de γ

Nous donnons dans cette section une condition nécessaire pour l’α-favorabilité
faible de Cγ(X) à laide des sous-familles dénombrables d’une famille admis-
sible γ.

Proposition 3.3.1. Soient X un espace topologique, γ une famille de com-
pacts de X comprenant l’ensemble vide et γ0 une sous-famille dénombrable
de γ telle que X = ∪{K : K ∈ γ0}. Si le joueur II possède une stratégie
gagnante dans Γ2

γ(X), alors X est une réunion dénombrable d’éléments de γ
( alors, X est σ-compact).

Lemme 3.3.2. Soient (An)n>1 et (Bn)n>0 deux suites de sous-ensembles de
X avec B0 = φ et soient les suites (Rn) et (Sn) définies par

Rn = An \ (B0 ∪ B1 ∪ ... ∪ Bn−1) pour tout n > 1,

Sn = Bn \ (A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ An) pour tout n > 1.

Alors

(∪{Rn : n > 1}) ∪ (∪{Sn : n > 1}) = (∪{An : n > 1}) ∪ (∪{Bn : n > 0}).
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Démonstration. Il est évident que

(∪{Rn : n > 1}) ∪ (∪{Sn : n > 1}) ⊂ (∪{An : n > 1}) ∪ (∪{Bn : n > 0}).

Montrons l’autre sens. Soit x ∈ (∪{An : n > 1}) ∪ (∪{Bn : n > 0}). soit n1

respectivement n2 le plus petit indice tel que x ∈ An1 et x ∈ Bn2 avec n1 = ∞
si x n’appartient pas à (∪{An : n > 1}) et n2 = ∞ si x n’appartient pas à
(∪{Bn : n > 0}). Si n1 6 n2 alors x ∈ Rn1 . Si n2 < n1,on a x ∈ Sn2 .

Démonstration. Soit X = ∪{K : K ∈ γ0}, où Ki ∈ γ0 pour tout i ∈ N et
σ une stratégie gagnante pour le joueur II dans Γ2

γ(X). Alors la stratégie
σ′ définit dans le lemme 3.2.3 en posant Cn = Kn pour tout n, est aussi
une stratégie gagnante pour le joueur II dans Γ2

γ(X). Soit B0 = φ, comme
le joueur II a une stratégie gagnante σ′ dans le jeu Γ2

γ(X). Alors quel que
soit le choix du joueur I dans la partie du jeu, le joueur II doit gagner en
utilisant cette stratégie. A présent, le joueur I lui aussi utilise la stratégie
σ′. Le joueur I commence la partie par choisir A1 = σ′(B0) = σ(B0) ∪ K0.
Le joueur II répond par B1 = σ′(A1) = σ(A1) ∪ K1. Pour le n-ième coup,
définissons An et Bn (inductivement) par

An = σ′(B0, B1, ..., Bn−1) = σ(B0, B1, ..., Bn−1) ∪ Kn−1

Bn = σ′(A1, A2, ..., An) = σ(A1, A2, ..., An) ∪ Kn.

Pour tout n, on pose

Rn = An \ (B0 ∪ B1 ∪ ... ∪ Bn−1) et Sn = Bn \ (A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ An).

Les deux familles {Rn : n > 1} et {Sn : n > 1} sont discrètes dans X, car σ′

est gagnante dans le jeu Γ2
γ(X).

Maintenant, l’ensemble D = (∪{An : n > 1})∪ (∪{Bn : n > 0}) est un sous
ensemble σ-compact dense dans X. Montrons que X = D.
Soit x ∈ X. Alors il existe un voisinage U de x qui rencontre au plus un Rn

et au plus un Sn. Puisque D est dense dans X, alors il existe deux entiers
positifs n0 et n1 tels que x ∈ Rn0 ou x ∈ Sn1. Ce qui signifie que x ∈ An0 ou
x ∈ Bn1 et donc D = X. D’où X est une réunion dénombrable d’éléments de
γ.

Proposition 3.3.3. Soit X un espace topologique normal, γ une famille
admissible de compacts de X comprenant l’ensemble vide et stable pour les
unions finies telle que tout point de X admet un élément de γ comme voisi-
nage. Y = ∪{K : K ∈ γ0} où γ0 est une sous-famille dénombrable de γ. Si
Cγ(X) est faiblement-α-favorable et γ approxime γ∩Y, alors Y est σ-compact.
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Démonstration. L’injection canonique i : Y → X induit une fonction i∗ :
Cγ(X) → Cζ(Y ), où ζ = γ ∩ Y. Comme γ approxime ζ par hypothèse
alors d’après le Théorème 1.4.1, i∗ est continue et donc i∗(Cγ(X)) est un
espace faiblement-α-favorable comme image continue d’un espace faiblement-
α-favorable par hypothèse. D’après le Théorème 1.4.4, i∗ est ouverte sur son
image i.e i∗(Cγ(X)) est un sous ensemble ouvert faiblement-α-favorable de
Cζ(Y ).
Maitenant, Montrons que i∗(Cγ(X)) est dense dans Cζ(Y ). Soit ∩n

i=1 [Bi, Vi]
un ouvert de base non vide de i∗(Cγ(X)), où Bi ∈ ζ pour tout i = 1, ..., n
et {V1, ..., Vn} une famille d’intervalles ouverts bornés de R et soit g ∈
∩n

i=1 [Bi, Vi] . Pour tout i = 1, ..., n il existe Ai ∈ γ telle que Bi = Ai ∩ Y.
Puisque Y est fermé dans X qui est normal, par hypothèse, alors g est pro-
longeable continuement sur X. D’après le Lemme 1.4.3, on peut prendre cette
extension g1 ∈ Cγ(X) de sorte que g1(Ai) ⊂ Vi, pour tout i = 1, ..., n. Il est
aisé de voir que

g ◦ i ∈ i∗(Cγ(X)) ∩ (∩n
i=1 [Bi, Vi]).

Donc i∗(Cγ(X)) qui est un sous ensemble ouvert faiblement-α-favorable de
Cζ(Y ) est aussi dense dans Cζ(Y ), d’où Cζ(Y ) est un espace faiblement-
α-favorable. D’après le Théorème 3.2.6, le joueur II possède une stratégie
gagnante dans Γ2

ζ(Y ). Donc Y est σ-compact d’après la proposition 3.3.1.
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Deuxième partie

Sur la catégorification des
coefficients de la matrice de la

représentation de Burau
réduite
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Chapitre 4

Groupes de tresses, et rappels
d’algèbre

4.1 Tresses géométriques

Définition 4.1.1. On appelle tresse géométrique à n brins b la réunion de
n courbes dans C × I appelées brins de b reliant les points (p1, 0) , ..., (pn, 0)
aux points (p1, 1) , ..., (pn, 1) et coupant en n points chaque plan horizontal
C × {t} avec t ∈ I.

Deux tresses géométriques à n brins b et b′ sont isotopes s’il existe une
suite continue de tresses géométriques à n brins bs (s ∈ I) tel que b0 = b et
b1 = b′. i.e s’il existe une application continue F : b× I → C× I tel que pour
tout s ∈ I, l’application Fs : b → C× I qui fait corespondre à p ∈ b l’élément
F (p, s) est un plongement, son image est une tresse géométrique à n brins,
F0 = id et F1(b) = b′. On appelle tresse à n brins une classe d’équivalence
de tresses géométriques à n brins vis-à-vis de l’isotopie. Si b est une tresse
géométrique, on note par [b] sa classe d’équivalence vis-à-vis de l’isotopie.

Etant donné deux tresses géométriques b et b′. On définit le produit bb′

comme étant l’ensemble des points (p, t) ∈ C × I tels que (p, 2t) ∈ b si
0 ≤ t ≤ 1

2
et (p, 2t− 1) ∈ b′ si 1

2
≤ t ≤ 1. D’une autre façons, bb′ est la tresse

géométrique obtenu en plaçant b′ au-dessus b et en comprimant.
Le groupe de tresse Bn est l’ensemble des tresses à n brins muni du produit
donné par [a] [b] = [ab] .
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4.2 Diagrammes de tresse

Un diagramme de tresse à n brins est un ensemble D ⊂ R × I qui est la
réunion de n courbes appelées les brins de D qui vérifient les trois conditions
suivantes :

1. Chaque brin est homéomorphe à l’image de l’intervalle I par la projec-
tion R × I → I.

2. Chaque point de l’ensemble {1, ..., n}×{0, 1} est l’extrémité d’un unique
brin.

3. Chaque point de R×I appartient à au plus deux brins. A chaque point
d’intersection de deux brins qu’on appelle ”point double”, ces brins
sont transverses. On indique le brin passant sous l’autre par une légère
discontinuité du trait.

Chaque diagramme de tresse représente une classe d’isotopie de tresses géométriques.
Deux diagrammes de tresses proviennent d’une même tresse si et seulement
si on peut passer de l’un à l’autre par une suite finie de mouvements, dits de
Reidemeister de type I, II et III.

R1

R2
R3

Fig. 4.1 –

4.3 Groupe de difféotopies

Soit Σ une surface orientable compacte connexe éventuellement à bord.
Soit Pn un ensemble fini de points distincts dans l’intérieur de Σ, appelés
points enlevés. Définissons H(Σ, Pn) comme étant le groupe des homéomorphismes
h : Σ → Σ qui préservent l’orientation, laissant le bord fixe point par point
et h(Pn) = Pn. Ici la loi de composition du groupe, noté multiplicativement,
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est la composition des homéomorphismes : g.h = g ◦ h pour g, h ∈ H(Σ, Pn).
Le groupe de difféotopies appelés aussi ”mapping class group” qu’on note
par M(Σ, Pn) est π0(H(Σ, Pn)), i.e le groupe quotient de H(Σ, Pn) modulo
le sous groupe de tels homéomorphismes dans H(Σ, Pn) qui sont isotopes à
l’identité relativement ∂Σ ∪ Pn.

Soit D un disque dans le plan complexe C et Pn = {p1, ..., pn} un ensemble
constitué de n points distincts dans l’intérieur de D. Le groupe de difféotopies
M(D, Pn) est isomorphe au groupe de tresses Bn.
L’idée est de considérer une tresse à n brins comme le mouvement de n points
du disque. Si h ∈ H(D, Pn) représente un élément de M(D, Pn), il existe une
isotopie ht : D → D tel que h0 = idD et h1 = h. La tresse géométrique associé
à h est formée des images de n points de Pn le long de la déformation i.e
l’ensemble des points de la forme (ht(pi), t) pour tout t ∈ I et i ∈ {1, .., n} .
Inversement, supposons σ une tresse géométrique, on peut supposer que σ
est dans le cylindre (D \ ∂D) × I. Donc σ décrit une isotopie ht : Pn → D
de l’inclusion h0 vers l’application h1 qui a pour image Pn. Cette isotopie se
prolonge à une isotopie ht : D → D relativement le bord ∂D de l’application
identique h0 vers l’application h1 qui satisfait h1(Pn) = Pn. L’application h1

représente l’élément de M (D, Pn) correspond à σ.

4.4 Générateurs et relations

Le groupe de tresses Bn peut être présenté par générateurs et relations.
Les générateurs sont σ1, ..., σn−1, les relations entre les générateurs sont :

1. σiσj = σjσi si |j − i| ≥ 2

2. σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 pour i = 1, .., n − 2.

La deuxième relation est appellé relation de tresse.

A chaque générateur on associe une tresse géométrique et un élément du
groupe de difféotopies M (D, Pn) . Soit Pn = {1, ..., n} . On fait correspondre
au générateur σi la tresse géométrique à extrémités dans Pn × {0, 1} dont
tous les brins sont verticaux sauf pour les brins i et i + 1 qui se croisent, le
brin i + 1 passant sous le brin i.

Avant de donner le lien entre les générateurs de Bn et les éléments
du groupe de difféotopies M (D, Pn) , nous donnons la définition d’un demi-
twist. Soit Σ une surface orientable éventuellement à bord, Pn un ensemble
fini de points enlevés dans Σ. On appelle arc tendu (spanning arc) dans
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(Σ, Pn) un sous-ensemble de Σ à extrémités dans Pn, qui est homéomorphe
à l’intervalle I = [0, 1] et d’intérieur disjoint de Pn ∪ ∂Σ.
Etant donnés un arc tendu simple α dans (Σ, Pn), et un voisinage régulier U
de α dans Σ. Identifiant U avec le disque ouvert {z ∈ C : |z| < 1} dans le plan
complexe C tels que α =

[
−1

2
, 1

2

]
et l’orientation de Σ correspond à l’orienta-

tion usuelle de C. Le demi-twist est (la classe d’isotopie de) l’homéomorphisme
τα : Σ → Σ définit par

τα(z) =






z si z ∈ Σ\U,

−z si |z| ≤ 1
2
,

ze−2πi|z| si 1
2
≤ |z| < 1.

Clairement, τα ∈ M(Σ, Pn).

α

Fig. 4.2 – L’action de τα sur une courbe de Σ qui coupe α transversalement
en un point.

Soit D un disque dans le plan complexe C qui contient Pn dans son
intérieur, on associe au générateur σi l’élément ταi

de M (D, Pn) , où αi est
l’intervalle [i, i + 1] ⊂ D.
La figure 4.3 illustre la tresse géométrique et l’élément du groupe de difféotopies
correspondant au générateur σ1 dans le groupe B4. L’élément de M (D, Pn)
est déterminé par l’image du diamètre parincipal de Dn par un homéomorphisme
de Dn. La tresse géométrique est illustré par sa projection sur R × I dont le
point double est indiqué par une légère discontinuité du trait.

4.5 Rappels et préliminaires d’algèbre

Le but de ce paragraphe est de faire des rappels sur les notions d’algèbre
utilisées dans ce travail.

4.5.1 Catégories et foncteurs

Définition 4.5.1. Une catégorie Q est la donnée
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1 2 3 4

Fig. 4.3 – Le générateur σ1 de B4.

– d’une collection d’objets ObjQ;
– d’un ensemble Hom(A, B) de morphismes (ou flèches) f : A → B,

pour tout couple d’objets (A, B).
– d’un morphisme idA : A → A, pour chaque objet A, appelé identité,
– d’un morphisme g ◦ f : A → C, pour toute paire de morphismes f :

A → B et g : B → C, appelé composée de f et g,
tels que

– pour tout morphisme f : A → B, on ait idB ◦ f = f = f ◦ idA,
– pour tout triplet de morphismes f : A → B, g : B → C, et h : C → D,

on ait (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f) .
Lorsqu’un morphisme f : A → B possède un inverse, c’est à dire un mor-
phisme g : B → A tele que f ◦ g = idB et g ◦ f = idA, on dit que f est un
isomorphisme.

Définition 4.5.2. Soit Q et Q′ deux catégories. Un foncteur covariant F :
Q → Q′ est la donnée

– pour tout objet A de Q d’un objet F (A) ∈ ObjQ′;
– pour tout morphisme f ∈ Hom(A, B) de Q d’un morphisme F (f) ∈

Hom(F (A), F (B)) de Q′ pour chaque paire d’objets A, B;
tels que

– pour tout objet A de ObjQ, on ait F (idA) = idF (A);
– pour toute paire de morphismes f : A → B, g : B → C on ait F (g◦f) =

F (g) ◦ F (f).

4.5.2 Modules gradués

Soit A un anneau et M un A-module. On dit que M est gradué s’il existe
une décomposition M = ⊕i∈ZMi, où chaque Mi est un sous A-module de
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M. On dit alors que les éléments de Mi sont de degré i. On dit que M est
bi-gradué si Mi est un A-module gradué, pour tout i ∈ Z. i.e, M = ⊕i,j∈ZMi,j

où Mi,j est un sous A-module pour tout i, j ∈ Z. On dit que les éléments de
Mi,j sont de degré (i, j) .

Un morphisme de A-modules f : M → M ′ où M et M ′ sont gradués
est dit homogène de degré k si, pour tout i ∈ Z, f(Mi) ⊂ M ′

i+k. Un mor-
phisme gradué est un morphisme de A-modules homogène de degré 0. On dit
également qu’il préserve le degré.
Un morphisme de A-modules f : M → M ′ où M et M ′ sont bi-gradués est
dit homogène de degré (k, l) si, pour tout i, j ∈ Z, f(Mi,j) ⊂ M ′

i+k,j+l. On
dit que f est bi-gradué s’il est homogène de degré (0, 0). i.e., f(Mi,j) ⊂ M ′

i,j,
pour tout i, j ∈ Z.

Proposition 4.5.3. Soit M et M ′ des A-modules gradués, alors M ⊕M ′ ≃
⊕i∈Z(Mi⊕M ′

i) et M⊗M ′ ≃ ⊕p+q=i∈Z(Mp⊗M ′
q) sont canoniquement gradués.

Proposition 4.5.4. Les A-modules gradués dont chaque composante est li-
bre, avec les morphismes homogènes définissent une catégorie additive.

Définition 4.5.5. Soit M un A-module gradué dont chaque composante est
libre. On définit la dimension graduée de M, noté dimgr(M), par

dimgr(M) =
∑

i∈Z

ti.dim(Mi) (4.1)

4.5.3 Complexes

Définition 4.5.6. Soit Q une catégorie additive, un complexe de châınes C
sur Q est la donnée

– d’une suite (Ci)i∈Z d’objets de ObjQ,
– d’une suite (∂i : Ci → Ci+1)i∈Z de morphismes tels que ∂i+1 ◦ ∂i = 0

pour tout i ∈ Z.
On appelle les (∂i)i∈Z les différentielles (ou opérateurs bord) de C.

Définition 4.5.7. Soit C = (Ci, ∂
i)i∈Z et C ′ = (C ′

i, ∂
′i)i∈Z deux complexes de

châınes sur une même catégorie Q. Un morphisme de complexes de châınes
f : C → C ′ est une suite de morphismes (fi : Ci → C ′

i)i∈Z telles que pour
tout i ∈ Z, on ait

∂′i ◦ fi = fi+1 ◦ ∂i.

On dit que f est un isomorphisme de complexes si fi est un isomorphisme
pour tout i ∈ Z.
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Définition 4.5.8. Soit C = (Ci, ∂
i)i∈Z un complexe de A-modules gradués

dont toutes les composantes de graduation sont libres. On définit sa car-
actéristique d’Euler graduée par

χ̂(C) =
∑

i∈Z

(−1)idimgr(Ci). (4.2)

Soit C = (Ci, ∂
i)i∈Z un complexe de A-modules gradués, on définit son

homologie H = (Hi)i∈Z par

Hi(C) = Ker(∂i)/Im(∂i−1) (4.3)

Un complexe de châınes C est dit acyclique si Hi(C) = 0 pour tout i ∈ Z.

Proposition 4.5.9. Soit f : C → C ′ un morphisme de complexes de A-
modules. Alors f induit un morphisme entre les groupes d’homologies de C
et C ′.

Soient f, g : C → C ′ deux morphismes de complexes de châınes. Une ho-
motopie entre f et g est une suite de morphismes de A-modules (Ki : Ci+1 → C ′

i)i∈Z

telle que, pour tout i dans Z, on a

fi − gi = Ki ◦ ∂i + ∂′i−1 ◦ Ki−1.

On écrit f ≃ g et on dit que f et g sont homotopes s’il existe une homotopie
entre eux.
Un morphisme de châınes f : C → C ′ est appelé équivalence d’homotopie,
s’il existe un morphisme de châınes g : C ′ → C tels que f ◦ g ≃ idC′ et
g ◦ f ≃ idC . S’il existe une équivalence d’homotopie f : C → C ′, on dit que
C et C ′ sont homotopiquement équivalent.

Théorème 4.5.10. Si C, C ′ sont deux complexes de châınes homotopique-
ment équivalent, alors les groupes d’homologie Hi(C) et Hi(C

′) sont isomor-
phes pour tout i ∈ Z.

Théorème 4.5.11. Si C est un complexe de Z-modules gradués dont tous
les composantes sont libres , alors

χ̂(C) = χ̂(H ⊗Z Q). (4.4)
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Chapitre 5

Représentations homologiques,
et intersection géométrique

5.1 Représentations des groupes de tresses

Une représentation d’un groupe est un homomorphisme du groupe vers
le groupe linéaire GLn(Λ), où n est un entier positif et Λ un anneau commu-
tatif. D’une manière équivalente, c’est une action linéaire du groupe sur le
Λ-module libre de rang fini. Une représentation est dite fidèle si l’homomor-
phisme est injectif, un groupe qui admet une représentation fidèle est appelé
linéaire.

L’une des représentations classiques des groupes de tresses est la représentation
de Burau, définie par Burau en 1936 [Bur36], qui envoie le groupe Bn dans
le groupe des matrices inversibles de taille n×n dont les coefficients sont des
polynômes sur Z en une variable t et son inverse t−1. L’image de σi est la
matrice

Ii−1 ⊕

(
1 − t t

1 0

)
⊕ In−i−1

Où Ik désigne la matrice unité de taille k × k.

La représentation de Burau est réductible, voir [Bir74] pour plus de détail,
elle se décompose en une représentation de dimension 1 et une représentation
irréductible de dimension n − 1 appelée la représentation de Burau réduite
qu’on note par ρ̃ : Bn → GLn−1(Z [t, t−1]), définie comme suit :

σi 7→ Ii−2 ⊕




1 0 0
t −t 1
0 0 1


⊕ In−i−2
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Où −t dans le milieu de la matrice de taille 3 × 3 est toujours en position
(i, i) .

La représentation de Gassner, définit par Gassner [Gas61] en 1961, qui est
une généralisation de la représentation de Burau pour les groupes de tresses
pures. Le groupe de tresses pures qu’on note par Pn est définie comme étant le
noyau de la projection π de Bn vers le groupe de permutations Sn qui envoie
le générateur σi sur la transposition si. Les éléments de Pn sont appelés
tresses pures à n brins.

La représentation de Burau est fidèle pour n ≤ 3, pour la preuve voir
[Bir74]. J. Moody [Mo91] à démontré en 1991 qu’elle n’est pas fidèle pour
n ≥ 9. D. Long et M. Paton [LP93] étendent l’argument de Moody pour
n ≥ 6. En 1999, S. Bigelow [Bi99] démontre que cette représentation n’est
pas fidèle pour n = 5. Le cas n = 4 reste ouvert.

5.2 Généralités sur les courbes

Soit Σ une surface orientable compacte connexe éventuellement à bord.
Une courbe simple fermée dans Σ est l’image d’un plongement c : S1 →
Σ \ ∂Σ. On dit que c est essentielle si elle n’est pas homotope à zéro.

Deux courbes simples fermées c1 et c2 sont isotopes s’il existe une famille
continue d’homéomorphismes ht : Σ → Σ, t ∈ I tel que h0 = idΣ et h1 ◦ c1 =
c2. Le fait d’être isotopes est une relation d’équivalence entre courbes dans
lequel on note par c1 ≃ c2. Epstein ([Ep66], Théorème 2.1) a démontré que
si deux courbes simples fermées essentielles sont homotopes, alors elles sont
isotopes. Le même résultat est vraie pour les courbes non fermées.

Définition 5.2.1. On appelle bigone élémentaire (ou standard) cobordé par
deux courbes c1 et c2 un disque D ⊂ Σ dont le bord est formé d’un arc de c1

et d’un arc de c2 dont l’intérieur ne coupe pas c1 ∪ c2.

Remarque 5.2.2. Le mot ”élémentaire” est ajouté pour distinguer entre
cette définition et une définition plus générale donné dans la section 2.3.

Proposition 5.2.3. [Ep66] Soit c1 et c2 deux courbes simples fermées es-
sentielles et homotopes dans Σ.

1. Si c1 ∩ c2 6= φ, et se coupant transversalement, alors c1 et c2 cobordent
un bigone élémentaire.
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2. Si c1 ∩ c2 = φ, alors il existe un cylindre dont les composantes de bord
sont c1 et c2.

Démonstration. 1. Soit 〈c1〉 le sous groupe de π1(Σ) engendré par c1. Con-
sidérons le revêtement p : Σ̃ → Σ associe à 〈c1〉 tel que p♯(π1(Σ̃)) =
〈c1〉 . Puisque p♯ est injectif, alors π1(Σ̃) = 〈c̃1〉 où c̃1 est un relevé
de c1. Comme Σ̃ est orientable, alors tous les éléments de π1(Σ̃) sont
sans torsion. Donc π1(Σ̃) ≃ Z. La surface Σ̃ est donc homéomorphe au
cylindre S1 × R.
Soit c̃1, c̃2 deux relevés homotopes de c1 et c2 respectivement. Donc
les deux relevés c̃1 et c̃2 séparent Σ̃, sinon seront homotopes à zéro. Si
c1 ∩ c2 6= φ, alors il existe un arc a2 de p−1(c2) telle que a2 ∩ c̃1 = ∂a2.
(Rappelons que les composantes de p−1(c2) sont des cercles et des
droites, puisque le sous groupe 〈c1〉 n’est pas distingué dans π1(Σ).)
Donc a2 avec un arc b dans c̃1 bordent un disque d dans Σ̃. Tous les
composantes de d∩p−1(c2) sont des arcs à extrémités dans b. Sans perte
de généralisation, on peut remplacer a2 par un plus petit arc qui vérifie
ci-dessus. Donc Int(d) ∩ p−1(c2) = φ. De la même façon on trouve un
arc a1 dans p−1(c1), pour qu’un sous arc de a2 avec a1 bordent un disque
d′ ⊂ d dont l’intérieur ne coupe pas p−1(c1) ∪ p−1(c2).
Maintenant, p−1(c1) et p−1(c2) se coupent en plus qu’un point puisque
p(∂a2) ⊂ p−1(c1) ∩ p−1(c2). L’immersion p plonge le bord de d′ à cause
de la minimalité. Donc p plonge d′, puisque une immersion en codimen-
sion 0 qui plonge le bord et dont l’intérieur ne recoupe pas le bord est
un plongement.

2. Voir [Ep66]

Etant donnés deux courbes simples fermées essentielles c1 et c2. On note
par i (c1, c2) le nombre minimal de points d’intersection d’un représentant de
la classe d’isotopie de c1 avec un représentant de la classe d’isotopie de c2.

i (c1, c2) = inf
{
|c

′

1 ∩ c
′

2|; c
′

1 ≃ c1, c
′

2 ≃ c2

}
.

Proposition 5.2.4. Soient c1 et c2 deux courbes simples fermées de Σ, es-
sentielles et se coupant transversalement. Alors i (c1, c2) = |c1 ∩ c2| si et
seulement si c1 et c2 ne cobordent aucun bigone élémentaire.

Démonstration. 1 ⇒ 2 Si c1 et c2 cobordent un bigone élémentaire D, à
travers le bigone, on peut faire une isotopie de c1 qui diminue son nombre de
points d’intersection avec c2 par deux.
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2 ⇒ 1 Supposons que c1 et c2 ne cobordent pas un bigone élémentaire.
choisissons une courbe simple fermée c

′

1 isotope à c1 qui se coupent transver-
salement tel que

i (c1, c2) = |c
′

1 ∩ c2|.

Nous démontrons par induction sur le nombre de points d’intersection de c
′

1

avec c1 que
i (c1, c2) = |c1 ∩ c2| = |c

′

1 ∩ c2|.

On distingue deux cas.
Cas1 : si c

′

1 ∩ c1 = φ, alors il existe un cylindre dans Σ dont le bord est
réunion de c1 et c′1. Chaque arc d’intersection de c2 avec le cylindre doit
aller de l’une des composantes de bord à l’autre comme dans la figure 5.1,
puisque ni c1, c2 ni c

′

1, c2 cobordent des bigones élémentaires. Donc i (c1, c2) =
|c1 ∩ c2| = |c

′

1 ∩ c2|.
Cas2 : si c

′

1 ∩ c1 6= φ, il existe un bigone élémentaire cobordé par c1 et c
′

1,

c1

c1

c2

c2

c′1

c′1

c′′1

c1 ∩ c′1 = φ c1 ∩ c′1 6= φ

Fig. 5.1 –

d’après la proposition (5.2.3). Donc chaque arc d’intersection de c2 avec le
bigone doit avoir l’une des extrémités dans c1 et l’autre dans c

′

1 comme sur
la figure 5.1, encore puisque ni c1, c2 ni c

′

1, c2 cobordent bigones élémentaires.
On pousse c

′

1 à travers le bigone pour obtenir une nouvelle courbe c
′′

1 isotope
à c1 et qui vérifié

|c
′′

1 ∩ c1| = |c
′

1 ∩ c1| − 2 et i (c1, c2) = |c
′

1 ∩ c2| = |c
′′

1 ∩ c2|.

Donc selon l’hypothèse inductive |c1 ∩ c2| = |c
′′

1 ∩ c2| = i (c1, c2) .

La démonstration ci-dessus a été donné par Paris et Rolfsen dans [PR00],
une autre preuve se trouve dans [FLP79].

5.3 Définition homologique de la représentation

de Burau

Soit Σ une surface orientable connexe éventuellement à bord. Le groupe de
difféotopies M(Σ) est l’ensemble des classes d’isotopies d’homéomorphismes
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de Σ dans lui même préservant l’orientation et laissant fixe le bord ∂Σ point
par point, voir la section 1.3, où on prend Pn = φ. Un tel homéomorphisme
induit un automorphisme de groupe d’homologie H1(Σ, Z). Comme deux
homéomorphismes isotopes sont aussi homotopes, alors ils induisent le même
automorphisme de groupe H1(Σ, Z). Ceci définit un homomorphisme de groupe
M(Σ) → Aut(H1(Σ, Z)), appelé la représentation homologique de M(Σ).

d0

x1
xn

Fig. 5.2 – les lacets x1, ..., xn dans Dn.

Nous donnons dans ce paragraphe une définition homologique de la représentation
de Burau. Considérons la définition de Bn comme le groupe de difféotopies
d’un disque du plan privé de n points ( voir la section 1.3). Soient D le
disque unité dans le plan complexe C, Pn = {p1, ..., pn} un ensemble de n
points dans l’intérieur de D. Notons que pour tout point p dans l’intérieur
de D, le groupe H1(D − {p} ; Z) ∼= Z est engendré par la classe d’homologie
d’un petit lacet qui tourne dans le sens direct autour de p. Chaque lacet x
dans D − {p} représente k fois ce générateur, où k est le nombre de tour de
x autour de p.
Posons Dn = D \ Pn. Soit d0 un point base sur le bord de D. Le groupe
π1 (Dn, d0) est libre, engendré par n générateurs x1, ..., xn, où xi représente
un lacet dans Dn basé en d0 qui tourne dans le sens direct autour du point
pi, voir la figure (5.2). Soit l’épimorphisme de groupe ϕ : π1 (Dn, d0) → Z

défini par

γ = xn1
i1

xn2
i2

...xnr

ir
7−→ ϕ (γ) =

r∑

i=1

ni.

L’entier ϕ (γ) s’appelle le nombre algébrique total de tour de γ, défini comme
étant la somme des nombres de tours de γ autour des points enlevés p1, p2, ..., pn.
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Soit D̃n le revêtement régulier associé au noyau de l’homomorphisme ϕ. Le
groupe de transformations de revêtement D̃n est isomorphe à Z, engendré par
t. Notons par Λ l’anneau de groupe Z [t, t−1] . Le groupe d’homologie H1(D̃n)
a une structure de Λ−module, où t agit par transformations de revêtement.

Comme Λ-module, H1(D̃n) est libre de rang n − 1. En effet, Notons
que le graphe Γ ⊂ Dn formé d’un seul sommet d0 et n arêtes x1, ..., xn

est un rétracte par déformation forte de Dn. Le revêtement cyclique D̃n

se rétracte par déformation forte au graphe infini Γ̃ dont les sommets sont
{tkd̃0 : k ∈ Z} et les arêtes

{
tkx̃i : k ∈ Z, i = 1, ..., n

}
, où tkx̃i va de tkd̃0 vers

tk+1d̃0 = t(tkd̃0). Soit G1 le Λ-module libre engendré par {x̃1, ..., x̃n} , et soit
G0 le Λ-module libre engendré par {d̃0}. Définissons l’application Θ : G1 → G0

par

x̃i 7−→ Θ(x̃i) = (t − 1)d̃0.

H1(D̃n) est le noyau de l’application Θ. Donc H1(D̃n) est un Λ-module libre
dont une base est {v1, ..., vn−1} , où vj = x̃j+1 − x̃j .

Soit h ∈ H(D, Pn). h représente un élément de Bn. Puisque h(Pn) = Pn,
alors h préserve le nombre total de tours des lacets de Dn, i.e.,

ϕ ◦ h♯ = ϕ. (5.1)

h se relève d’une manière unique à un automorphisme h̃ : D̃n → D̃n qui
fixe d̃0. L’égalité (5.1) assure que h̃ commute avec l’action de groupe de
transformations sur D̃n. Donc h̃ fixe la fibre au dessus de d0 point par point

h̃(g.d̃0) = g.h̃(d̃0) = g.d̃0 pour tout g ∈ Aut(D̃n).

Soit h̃∗ : H1(D̃n) → H1(D̃n) l’automorphisme induit par h̃. Puisque h̃ com-
mute avec l’action de groupe de transformations sur D̃n, alors l’automor-
phisme h̃∗ devient Λ-linéaire. L’application h 7−→ h̃∗ définit un homomor-
phisme de groupes

ρn−1 : M(D, Pn) → Aut(H1(D̃n, Z))

équivalent à la représentation de Burau réduite ρ̃ définie dans la section 1.5,
i.e il existe un isomorphisme de groupes η : GLn−1(Λ) → Aut(H1(D̃n, Z)) tel
que le diagramme suivant soit commutatif :

Bn −−−→ M(D, Pn)

ρ̃

y
yρn−1

GLn−1(Λ)
η

−−−→ Aut(H)
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Etant donnés α, β deux arcs tendus (spanning arcs) transverses (i.e. ∂α ∩
∂β = φ et se coupant transversalement en un nombre fini de points) dans
(D, Pn). Définissons l’intersection algébrique 〈β, α〉 ∈ Λ de ces arcs comme
suit : Considérons les deux arcs α ∩ Dn et β ∩ Dn dans Dn. Orientons ces
deux arcs arbitrairement et choisissons deux relevés α̃, β̃ ⊂ D̃n de α et β
respectivement muni de l’orientation induite. Posons

〈β, α〉 =
∑

k∈Z

(tkβ̃.α̃)tk, (5.2)

où (tkβ̃.α̃) ∈ Z est le nombre algébrique d’intersection standard des arcs
orientés tkβ̃ et α̃ dans D̃n i.e tkβ̃.α̃ = +1 si les vecteurs tangents de tkβ̃ et α̃
au point d’intersection forme une base directe, et −1 sinon.
Les arcs α̃ et tkβ̃ sont non compacts. Donc ils ont un nombre fini de points
d’intersection, et donc la somme dans le côté droit de (5.2) est finie. Puisque
la projection D̃n → Dn envoie bijectivement α̃ sur α et (∪k∈Ztkβ̃) ∩ α̃ sur
l’ensemble fini α ∩ β. Ceci montre que chaque point p ∈ α ∩ β se relève en
un point d’intersection de tkβ̃ avec α̃ pour un unique k = kp ∈ Z. Donc

〈β, α〉 =
∑

p∈α∩β

εpt
kp , (5.3)

où εp = ±1 est le signe d’intersection de β avec α au point p.

Dans [Bi99], S. Bigelow donne la remarque suivante qui permet que
calculer les exposants (kp)p. On ce servira de cette remarque par la suite.

Remarque 5.3.1. Soit p, q ∈ α∩β et soit kp (resp. kq) l’exposant du monôme
au point p (resp. q). Soit α′ et β ′ deux arcs de p à q le long de α et β
respectivement telle que α′ ∩ β ′ = {p, q}. Si α′ ∪ β ′ borde un disque privé de
k′ points, alors |kp − kq| = k′.
Autrement dit, kp − kq est le nombre total de tours du lacet qui va de p à q
le long de α et de q à p le long de β.

L’intersection algébrique de deux arcs est une forme bilinéaire sequi-
symmétrique

∀θ ∈ Λ : 〈θβ, α〉 = θ 〈β, α〉 =
〈
β, θ̄α

〉
,

où θ̄ est l’image de θ par l’automorphisme de Λ qui envoie t sur t−1.

Dans son article [Bi99], S. Bigelow a démontré que la représentation de
Burau est non fidèle pour n = 5. L’idée de la preuve est contenue dans le
théorème suivant
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Théorème 5.3.2. Pour n ≥ 3, la représentation de Burau ρ̃ : Bn →
GLn−1(Λ) n’est pas fidèle si et seulement s’il existe deux arcs α, β plongés
dans Dn et qui vérifient les conditions suivantes :

1. ∂α = {p1, p2} et ∂β = {d0, p3} ou {p3, p4} .

2. Il n’existe pas d’isotopie relativement aux extrémités qui pousse α en
dehors de β.

3. Pour certain choix de deux relevés α̃, β̃, on a 〈α, β〉 = 0.

Le cas où ∂β = {d0, p3} , s’obtient directement du théorème 1.5 de [LP93].
S. Bigelow donne un exemple explicite d’arcs α et β qui vérifient les critaires
du théorème ci-dessus dans le cas n = 5.

d0

p1 p2 pn

α1 αn−1

β1

βn−1

Fig. 5.3 –

A l’aide de la notion d’intersection algébrique de deux courbes, nous don-
nons dans ce paragraphe une manière de calculer les coefficients de la matrice
de Burau réduite ρ̃(σ) = (bij)1≤i,j≤n−1 associe à un élément σ de Bn. Soit σ
une tresse vu comme un élément du groupe de difféotopies M(D, Pn). Pour
tout i = 1, ..., n−1, soit αi une ligne droite de pi vers pi+1, et soit βi une corde
vercicale à extrémités dans le bord ∂D, orienté de haut en bas et qui passe
entre les points enlevés pi et pi+1, voir la figure 5.3. choisissons d̃0 ∈ ∂D̃n un
point au dessus de d0 et choisissons deux relevés σ̃αj, β̃i ⊂ D̃n de σαj et βi

respectivement. Alors

bij =
∑

k∈Z

(tkβ̃i.σ̃αj)t
k, (5.4)

Où (tkβ̃i.σ̃αj) ∈ Z est le nombre algébrique d’intersection standard des arcs
orientés tkβ̃i et σ̃αj dans D̃n.
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5.4 Intersection géométrique

Soit Σ une surface orientable compacte connexe éventuellement à bord.
Une courbe de (Σ, Pn) est un sous ensemble c dans Σ qui est soit une courbe
simple fermée de Σ \ (∂Σ ∪ Pn) et essentielle, soit l’image d’un plongement

γ : I → Σ

transverse au bord telle que γ−1 (∂Σ ∪ Pn) = {0, 1} . On note par C l’ensem-
ble des coubres de (Σ, Pn) .
Deux courbes c1, c2 dans C sont isotopes s’il existe une isotopie dans H(Σ, ∂Σ; Pn)
qui envoie c1 sur c2. Notons que les extrémités sur ∂Σ restent fixe le long de
l’isotopie.

Soit c1, c2 deux courbes dans (Σ, Pn). On dit que c1 et c2 ont l’intersection
minimale [KhS02] s’ils intersectent transversalement, c1 ∩ c2 ∩ ∂Σ = φ et
la condition suivante est vérifié : Soient z1, z2 deux points quelconques dans
c1 ∩ c2 ne sont pas les deux dans Pn, et soit α1 ⊂ c1, α2 ⊂ c2 deux arcs
d’extrémités z1, z2 tel que α1∩α2 = {z1, z2}. Soit K une composante connexe
dans Σ�(c1 ∪ c2) bordé par α1 ∪ α2. Si K est topologiquement un disque
ouvert, alors il contient au moins un point de Pn.

Etant donnés deux courbes c1, c2 dans (Σ, Pn) avec c1 ∩ c2 ∩ ∂Σ = φ.
Dans leurs papier [KhS02], M. Khovanov et P. Seidel définissent le nombre
géométrique d’intersection de deux courbes comme une application I de C×
C à valeur dans 1

2
Z, défini comme suit : I(c1, c2) = 2 si c1, c2 sont deux

courbes simples fermées isotopes, et

I(c1, c2) = inf{|(c1 ∩ c
′

2) \ Pn| +
1

2
|c1 ∩ c

′

2 ∩ Pn|; c
′

2 ≃ c2}, (5.5)

sinon. Le nombre géométrique d’intersection I est une généralisation de i, le
nombre minimum de points d’intersection defini dans la section (5.2).

Proposition 5.4.1. [Ep66] Supposons que Σ est une surface à bord. Soient
c1 et c2 deux arcs simples de Σ, isotopes et se coupant transversalement telle
que c1 ∩ ∂Σ = ∂c1 = ∂c2 = c2 ∩ ∂Σ. Alors c1 et c2 cobordent un bigone
élémentaire.

Démonstration. De la même façon que la proposition 5.2.3.

Théorème 5.4.2. [Ep66] Si Σ est une surface à bord et si c1, c2 sont deux
arcs plongés dans l’intérieur de Σ avec ∂c1 = ∂c2 = c1 ∩ ∂Σ = c2 ∩ ∂Σ,
homotopes à extrémités fixes, alors c1 et c2 sont isotopes relativement aux
extrémités.
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Proposition 5.4.3. Soient c1 et c2 deux courbes dans Σ \ Pn, se coupant
transversalement avec ∂c1 ∩ ∂c2 = φ. Alors les conditions suivantes sont
equivalentes.

1. I (c1, c2) = |c1 ∩ c2|.

2. c1 et c2 ne cobordent pas un bigone élémentaire.

Démonstration. La démonstration est la même que celle donné dans la propo-
sition 5.2.4, sauf pour le cas c

′

1 ∩ c1 = φ, à la place du cylindre, on prend la
surface bordé par les courbes c1 et c

′

1.
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Chapitre 6

Catégorification

6.1 Complexe de châınes

Etant donnée une tresse à n brins σ. Choisissons hσ ∈ H(D, Pn) un
représentant de σ. A chaque triplet (hσ, i, j) , 1 ≤ i, j ≤ n − 1, on associe un
complexe de châınes

(
C l,k (hσ, i, j) , ∂l,k

)
, l, k ∈ Z. Prenant deux arcs αj, βi

donnés dans la figure 5.3 (section 2.1). C l,k (hσ, i, j) est le groupe abélien libre
engendré par les points d’intersections de βi avec σαj .

Rappelons que l’intersection algébrique de σαj et βi est donnée par la
formule

〈βi, σαj〉 =
∑

k∈Z

(tkβ̃i.σ̃αj)t
k

où (tkβ̃i.σ̃αj) ∈ Z est le nombre algébrique d’intersection standard des arcs
orientés tkβ̃i et σ̃αj dans D̃n.
On munit l’ensemble des générateurs d’un degré d’Alexander A(x) = k.

On appelle Fourchette dans (D, Pn) un arbre F plongé dans D formé de
trois arêtes et quatre sommets d0, pi, pj et z tels que F ∩∂D = {d0} , F ∩Pn =
{pi, pj} , et les trois arêtes ont z comme sommet commun. L’arête M(F ) qui
joint les deux sommets d0 et z s’appelle le manche de F. L’union des deux
autres arêtes est un arc plongé à extrémités {pi, pj} , appelé les dents de F
noté d(F ). On oriente d(F ) d’une façon pour que le manche M se trouve à
droite de d(F ).
Pour tout j = 1, ..., n − 1, notons par Fj la fourchette dans (D, Pn) qui a
comme dents l’arc αj et ∂M(Fj) = {d0, zj} .
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pi pj

d0

z

Fig. 6.1 – Une fourchette F

Etant donnée un générateur x. Définissons un chemin plongé dans Dn

paramétré par γ : I → Dn comme suit.
Notons par γ1 l’arc de d0 à zj le long de M(Fj).
γ2 l’arc de zj vers x le long de σαj.
γ3 l’arc de x à d0 le long de βi.
Posons γ = γ1γ2γ3. γ est C1 régulier par morceaux. On déforme légèrement
les courbes βi et σαj au voisinage des points x, zj de sorte que les angles au
points d’intersection seront droits (±π

2
). On munit l’ensemble des générateurs

d’un degré de Maslov µ défini par

µ (x) =
1

π

∫ 1

0

d(arg(γ
′

(t)))

Où arg(γ
′

(t)) est l’argument du vecteur tangent γ
′

(t). Autrement dit, µ (x)
est le nombre de demi-tours faits par le vecteur tangent γ

′

(t).

Soit D2 le disque unité dans le plan complexe C. Notons par D2
+ = {z ∈

D2; Re(z) ≥ 0} le demi disque unité.

Définition 6.1.1. Etant donnés deux générateurs x et y dans βi ∩ σαj. On
appelle bigone de x vers y co-bordé par βi et σαj l’image par une immersion
”orientée” g de D2

+ dans Dn qui vérifie les conditions suivantes :
– g(−i) = x,
– g(i) = y,
– g([−i, i]) ⊂ βi,
– g(S1

+) ⊂ σαj .
On note par M (x, y) l’ensemble des bigones de x vers y.
On note par αxy et βxy les sous arcs de σαj et βi respectivement, qui bordent
le bigone de x vers y.
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Soit D un bigone dans M (x, y) . Dans tout le texte sauf mention du
contraire, on suppose que βxy est une corde verticale. On associe à D un
signe ε(D), où ε(D) = 1 si l’orientation du vecteur −→xy ⊂ βxy est la même de
celle de βi et ε(D) = −1 dans le cas contraire. On se servira de la remarque
suivante.

σαj

σαj
σαj σαj

βiβiβiβi

x x

x

x

y

y

y

y

(a) (b) (c) (d)

Fig. 6.2 –

Remarque 6.1.2. Etant donnés deux points x et y dans βi ∩ σαj et un
bigone de x vers y. L’intersection de l’intérieur du bigone avec βi ∪ σαj peut
être non vide. Dans la figure 6.2, (a) est un bigone de x vers y, par contre
(b),(c) et (d) ne sont pas des bigones.

Soit D un bigone de x vers y, et g l’immersion associé à D. On appelle
nombre de multiplicité par rapport à D d’un point w ∈ Dn le nombre de
points dans l’image réciproque de w par g. On note ce nombre par ng(w),

ng(w) = ♯g−1(w).

Remarque 6.1.3. Le comportement du nombre de multiplicité près des arcs
βxy et σαxy est comme suit. Si on traverse σαxy (resp. βxy), de la droite vers
la gauche, le nombre de muliplicité effectue un saut de 1 (resp. baisse de 1).
Si on traverse σαxy (resp. βxy), de la gauche vers la droite, le nombre de
multiplicité baisse de 1 (resp. s’augmente par 1).

Près des points x et y, le nombre de multiplicité est égal à 1 à l’intérieur
du bigone et 0 ailleurs (voir la figure 6.3), comme le prouve le lemme suivant.

Lemme 6.1.4. Soit D un bigone de x vers y et g : D+ → Dn l’immersion
associe à D. Alors ng(x) = ng(y) = 1.
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y

1
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00

0

0

0

0

Fig. 6.3 – Le nombre de multiplicité près des points x et y.

αxyβxy

Vx

Vy

γ
γ+

−i

+i

Fig. 6.4 –

Démonstration. Soit γ un arc plongé dans Dn d’extrémités x et y telle que
γ ∪ βxy borde un petit disque, noté D′, dans Dn. On voit D′ comme l’image
de la surface bordé par [−i, i]∪ γ+ dans D2

+ par un plongement g′. Soit Vx et
Vy deux voisinages de x et y respectivement, on peut choisir ces voisinages
suffisament petits de telle sorte que

γ ∩ Vx = αxy ∩ Vx, (6.1)

γ ∩ Vy = αxy ∩ Vy. (6.2)

Alors les arcs obtenus de γ et αxy dans la surface Dn privée de Vx et Vy sont
homotopes à extrémités fixes ( ici l’homotopie vient du fait que S+ et γ+ sont
homotopes dans D2

+, où γ+ est un arc dans D2
+ envoyé par g′ sur γ). Donc

d’après le théorème 5.4.2, ces arcs sont isotopes à extrémités fixes. Donc on
peut réduire le nombre de multiplicité à l’extérieur des deux voisinages Vx et
Vy sans le changer à l’intérieur. D’où

ng(w) = ng′(w) = 1, ∀w ∈ Vx ∩ D′ (6.3)

Remarque 6.1.5. Etant donnés un bigone D de x vers y, Vx et Vy deux
petits voisinages dans Dn de x et y respectivement.
Si ε(D) = −1, alors
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– ℑ(x) < ℑ(y), où ℑ(x) est la partie imaginaire de x.
– Vx ∩ αxy, Vy ∩ αxy coupent la courbe βxy du côté droit.
– Vx ∩ Int(D) et Vy ∩ Int(D) seront des quadrants du même coté. Les

angles seront en face, voir la figure 6.5, (a).

Vx ∩ D

Vx ∩ D

Vx ∩ D

Vy ∩ D

Vy ∩ D

Vy ∩ D

x x

x

xx

y y

y

yy

(a) (b) (c)

(d) (e)

Fig. 6.5 – Les cas (c),(d) et (e) ne sont pas des bigones.

Si ε(D) = 1, alors
– ℑ(x) > ℑ(y).
– Vx ∩ αxy, Vy ∩ αxy coupent la courbe βxy du côté gauche.
– Vx ∩ Int(D) et Vy ∩ Int(D) seront des angles en face, voir la figure 6.5,

(b).

La différentielle ∂ : C(hσ, i, j) → C(hσ, i, j) est définie sur un générateur
x par

∂x =
∑

y∈βi∩σαj

D∈M(x,y)

ε (D) .y.

Proposition 6.1.6. La différentielle ∂ augmente le degré de Maslov par un
et respecte le degré d’Alexander.

Démonstration. Soit x, y deux générateurs de C l,k (hσ, i, j) .
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Si D est un bigone élémentaire (voir la section 1.6 pour la définition) de x
vers y, alors le vecteur tangent fait un demi tour le long de αxy. Donc on a
µ(x, y) = µ(y) − µ(x) = 1.
Si D n’est pas un bigone élémentaire de x vers y, alors µ(x, y) = 1 vient du
fait que le nombre de demi-tours est un invariant par isotopie. Car un entier
qui se déforme d’une manière continue est forcément constant.

Montrons que ∂ respecte le degré d’Alexander k. Supposons que A(x) = k
et A(y) = k′. D’après la remarque 5.3.1, k − k′ est le nombre de tours que
l’on fait en parcourant la courbe qui va de x à y le long de σαj et de y à
x le long de βi. Mais cette courbe borde un bigone. Donc k − k′ = 0. D’où
k = k′.

La proposition suivante montre que ∂ est une différentielle de complexe
de châınes.

Proposition 6.1.7. L’homomorphisme ∂ est une différentielle. i.e ∂ ◦∂ = 0.

Pour démontrer la proposition 6.1.7, nous avons besoin des lemmes qui
suivent.

Lemme 6.1.8. Etant donnés trois points x, y0, z dans βi ∩ σαj , un bigone
D0 de x vers y0, et un bigone D de y0 vers z telle que z ∈ βxy0 . Soit y1 un
point de βy0z. S’il existe un bigone de x vers y1, alors y0 ∈ αxy1.

x

xy0

y0

y1

y1

z z

ε(D0) = −1ε(D0) = 1

Fig. 6.6 –

Démonstration. Supposons qu’il existe un bigone de x vers y1 telle que y0 /∈
αxy1 . Si ε(D0) = −1, alors d’après la remarque 6.1.5, on a ℑ(x) > ℑ(y1).
Mais ceci est contradictoire avec l’hypothèse (voir la figure 6.6).
Si ε(D0) = 1, on obtient ℑ(x) < ℑ(y1). Ceci est impossible. Donc y0 ∈
αxy1 .

Lemme 6.1.9. Etant donnés trois points distincts x, y0, z dans βi ∩ σαj , un
bigone D0 de x vers y0, et un bigone D de y0 vers z telle que z /∈ βxy0. Si y1

est un point de βxy0 , alors M(z, y1) = φ.
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Fig. 6.7 –

Démonstration. De la même manière que le lemme 6.1.8.

Lemme 6.1.10. Etant donnés trois points distincts x, y0 et y1 dans βi ∩σαj

et un bigone de x vers y0. Alors

1. S’il existe un bigone de x vers y1 tel que αxy1 contient le point y0, alors
y1 ∈ βxy0.

2. S’il existe un bigone de y1 vers y0 tel que αy1y0 contient x, alors y1 ∈
βxy0 .

Démonstration. 1. Soient D0 un bigone de x vers y0, D1 un bigone de
x vers y1 et g0, g1 : D2

+ → Dn les immersions associées. Supposons
que y0 ∈ αxy1 . Soit Vy0 un petit voisinage de y0 dans Dn. Alors Vy0 ∩
(Dn − (σαi ∪ βj)) est formé de quatre composante V1, V2, V3 et V4, Voir
la figure 6.7. Montrons d’abord que ng1(y0) = 1. Supposons que le
nombre de multiplicité de y0 par rapport à D1 est égal à m + 1, où
m ∈ N. Soit γ une coube plongé dans Dn d’extrémités x et y0, comme
dans la figure 6.7. D’après la remarque 6.1.3, m est égal à la somme
algébrique de points d’intersection de γ avec la courbe αxy1 . Puisque
ng0(x) = ng0(y0) = 1, d’après le lemme 6.1.4, alors la somme algébrique
de points d’intersection de γ avec αxy0 est égal à 0. Par ailleurs, en
utilisant la principe de Jordan pour les courbes simples fermées dans
le plan, on obtient que la somme algébrique de points d’intersection de
γ avec αxy1 \ αxy0 est égal aussi à 0. D’où m = 0.

La composante V1 est inclu dans l’intérieur de bigone D0. Donc
ng1(w1) = 1 pour tout w1 ∈ V1. Soit w2 un point de V2. alors ng1(w2) = 1
ou 0. Mais le deuxième cas est impossible, sinon le nombre de muliti-
plicité par rapport à D1 des points de V3 sera −1. Donc le nombre de
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mulitiplicité par rapport à D1 des points des deux composantes voisines
V1 et V2 ne change pas. Donc Vy0 ∩ βxy0 n’est pas inclu dans βxy1. D’où
βxy1 ⊂ βxy0 .

2. Le deuxième cas se fait de la même manière que le cas 1 au voisinage
du point x.

Lemme 6.1.11. Soient x, y0, z trois points dans βi ∩ σαj, D0 ∈ M (x, y0) et
D ∈ M (y0, z) . Alors il existe un points y1 dans βi ∩ σαj , un bigone D′ de y1

vers z, un bigone D1 de x vers y1 tel qu’on a l’une des inégalités suivantes

ε (D0) = ε (D1) = ε (D′) 6= ε (D) . (6.4)

ε (D0) 6= ε (D1) = ε (D′) = ε (D) . (6.5)

Le point y1 est unique, dans le sens : si y2 un point dans βi ∩ σαj avec
M(x, y2) 6= φ alors M(y2, z) = φ.

x

x

x

x y0y0

y0
y0

y1
y1

y1

y1

z

z

z

z

βi βi

cas 1. cas 2. cas 3. cas 4.

Fig. 6.8 –

Démonstration. Existence de y1 : L’existence de y1 vient du fait que l’intérieur
des deux bigones D et D0 ne contiennent pas des points enlevés, donc
la courbe σαj doit couper la courbe βi en un point y1. Les inégalités
(6.4) et (6.5) se découle directement (voir la figure 6.8).

Unicité de y1 : Supposons qu’il existe un point y2 qui vérifie le lemme et
montrons que y2 = y1. On distingue plusieur cas illustrés par la figure
6.8.

cas 1. ε(D0) = ε(D′) = −1 et ε(D) = 1.
Soit y2 un point dans βi ∩ σαj telle que M(y2, z) 6= φ. Alors l’arc
αy2z doit passer par l’un des deux points x ou y1. Mais le premier
cas est impossible, supposons que x ∈ αy2z. Donc αy2z contient le
point y0. D’après le lemme (6.1.10), y2 est un point de βy0z. Mais
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dans ce cas, l’arc qui lie les deux points x et y2 le long de σαj

ne contient pas le point y0. Donc M(x, y2) = φ d’après le lemme
6.1.8, ce qui contredit l’hypothèse. Donc y1 ∈ αy2z. D’après le
lemme (6.1.10), le point y2 appartient à l’arc βy1z. D’autre part,
M(x, y2) = φ pour y2 ∈ βy1z−{y1} encore d’après le lemme 6.1.10.
D’ou y2 = y1.

cas 2. ε(D0) = −1 et ε(D) = ε(D′) = 1.
Supposons qu’il existe un bigone de x vers un point y2. Alors l’arc
αxy2 contient soit le point y1 ou le point z, mais le deuxième cas est
impossible, supposons que z ∈ αxy2. Donc αxy2 contient le point
y0. D’après le lemme 6.1.10, on a y2 ∈ βxy0. Donc l’arc qui joint
les deux points z et y2 le long de σαj ne passe pas par le point
y0. En utilisant le lemme 6.1.9, on obtient M(z, y2) = φ ce qui
est contradictoire avec l’hypothèse. Donc y1 ∈ αxy2. En utilisant
le lemme (6.1.10), on a y2 ∈ βxy1. D’autre part, M(y2, z) = φ si
y2 ∈ βxy1 − {y1}. D’où y2 = y1.

cas 3. ε (D0) = ε (D′) = 1 et ε(D) = −1.
Se fait de la même manière que le cas 1.

cas 4. ε(D0) = 1 et ε(D) = ε(D′) = −1. Similaire au cas 2.

Démonstration. (Démonstration de la proposition 6.1.7). Considérons un
point x ∈ βi ∩ σαj , comme un générateur de C (hσ, i, j) . On a

∂ ◦ ∂(x) =
∑

y∈βi∩σαj

D∈M(x,y)

∑

z∈βi∩σαj

D0∈M(y,z)

ε (D) .ε (D0) .z.

En utilisant le lemme (6.1.11), pour chaque couple (y0, z) de points de βi∩σαj ,
il existe un point y1 tel que ε (D) .ε (D0) 6= ε (D′) .ε (D1) . Donc

∑

y∈βi∩σαj

D∈M(x,y)

∑

z∈βi∩σαj

D0∈M(y,z)

ε (D) .ε (D0) = 0.

D’où ∂ ◦ ∂(x) = 0.

On définit HBl (hσ, i, j) comme étant le l-ième groupe de cohomologie du
complexe de châınes C (hσ, i, j) . C’est un Z-module gradué de type fini. On
définit HBl,k(hσ, i, j) comme étant le l-ième groupe de cohomologie du sous
complexe de degré k de C (hσ, i, j) . Donc on a la décomposition

HBl(hσ, i, j) = ⊕k∈ZHBl,k(hσ, i, j). (6.6)

On note par HBl,k(σ, i, j) la classe d’isomorphisme de HBl,k(hσ, i, j).
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Théorème 6.1.12. Si σ est une tresse à n brins, alors pour chaque couple
d’indice (i, j) , i, j ∈ {1, ..., n} , la classe d’isomorphisme HBl,k (σ, i, j) est
invariante par isotopie.

La démonstration de ce théorème occupe la section 2.4. Montrons d’abord
que le coefficient de la matrice de Burau réduite est égal à la caractéristique
d’Euler graduée de cette cohomologie.

Lemme 6.1.13. Soit x un point dans βi ∩ σαj . Alors µ(x) est pair si et
seulement si sign(x) = +1, où sign(x) est le signe d’intersection des courbes
orientées βi et σαj au point x.

Démonstration. Supposons que βi et σαj se coupent au point x à un angle
droit

(
±π

2

)
, l’intersection au point z est de même. Soit γ̃ une courbe simple

donné comme dans la figure 6.9. On lisse la courbe γ au points x et z. On
obtient γ̃γ une courbe simple fermée. On distingue deux cas.
cas1 : Si le signe d’intersection au point x est positif, alors

∫
d(arg((γ̃γ)′(t))) =

∫
d(arg(γ′(t))) +

∫
d(arg(γ̃′(t))) + π,

2nπ =

∫
d(arg(γ′(t))) + 2π,

où n est le degré de l’application γ̃γ : S1 → S1. Alors µ(x) = 2n − 2.
cas2 : Si le signe d’intersection au point x est négatif, alors

∫
d(arg((γ̃γ)′(t))) =

∫
d(arg(γ′(t))) +

∫
d(arg(γ̃′(t))).

Donc µ(x) = 2n − 1.

Théorème 6.1.14. Soit σ une tresse à n brins et hσ un homéomorphisme
représentant σ. Pour chaque couple d’indice (i, j) , i, j ∈ {1, ..., n − 1} , il
existe un complexe de châınes bigradué

(
C l,k (hσ, i, j) , ∂l,k

)
l,k∈Z

tel que

bij =
∑

l∈Z

(−1)l .tk.dimQ

(
HBl,k(hσ, i, j) ⊗Z Q

)
.

Où bij est le coefficient de la matrice de Burau ρ̃(σ) en position (i, j).

Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme 6.1.13 et la formule
(5.4) donnée dans la section (2.1).
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Cas 1 Cas 2

p1 p3 p4p2

d0

z

γ̃

σα1

β2

Fig. 6.9 –

6.2 Invariance

Dans cette section nous dmontrons que l’homologie construite à la sec-
tion (2.3) est invariante par isotopie. Dans tout ce qui suit, σ et σ′ sont
deux tresses isotopes par une isotopie qui ne fait apparâıtre qu’un bigone
élémentaire d’un point x vers un point y. Notons par C et C′ les deux com-
plexes de châınes associe à σ et σ′ respectivement. Auparavant nous allons
donner les lemmes suivants :

Lemme 6.2.1. (Elimination Gaussienne [BN07]) Soit C = (C∗, ∂) un
complexe de châınes sur Z librement engendré. Soit x ∈ C l (resp. y ∈ C l+1)
telle que C l = Z.x ⊕ A (resp. C l+1 = Z.y ⊕ B). Si ϕ : Z.x → Z.y est un
isomorphisme de Z-modules, alors le segment de complexe de C

· · ·
[
C l−1

]

0

@

κ
ζ

1

A

−−−→

[
x
A

]
0

@

ϕ δ
λ ξ

1

A

−−−−−−→

[
y
B

] “

θ ν
”

−−−−−→
[
C l+2

]
· · ·

(6.7)

est isomorphe au segment de complexe de châınes suivant

· · ·
[
C l−1

]

0

@

0
ζ

1

A

−−−→

[
x
A

]
0

@

ϕ 0
0 ξ − λϕ−1δ

1

A

−−−−−−−−−−−−→

[
y
B

] “

0 ν
”

−−−−−→
[
C l+2

]
· · ·

(6.8)

ces deux complexes sont homotopiquement équivalent au segment de complexe

· · ·
[
C l−1

] (ζ)
−−−→ [A]

(ξ−λϕ−1δ)
−−−−−−→ [B]

(ν)
−−−→

[
C l+2

]
· · · (6.9)

Ici on utilise la notation matricielle pour la différentielle ∂.
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Lemme 6.2.2. Soit x, y, z et u quatre points d’intersection dans βi ∩ σ′αj.
Supposons que

– il existe un bigone élémentaire de x vers y.
– il existe un bigone de z vers y,
– il existe un bigone de z vers u dans C et C′.

Alors M(x, u) = φ.

xx

x

y

y

y

u

u

u zz

z

cas 1. cas 2. cas 3.

Fig. 6.10 –

Démonstration. Raisonnons sur la position des points x, y, z et u sur l’arc
βi. On suppose que ℑ(x) < ℑ(y). Le cas inverse se démontre de la même
manière. La courbe αzy ne passe pas par le point x. Car si on avait x ∈ αzy,
d’après le lemme 6.1.10, on aurait z ∈ βxy, ce qui est contradictoire avec le
fait que le bigone de x vers y est élémentaire. Comme M(z, y) 6= φ et l’arc
βxy ne contient aucun point d’intersection, en vertu de la remarque 6.1.5, on
obtient

ℑ(x) < ℑ(y) < ℑ(z), (6.10)

Maintenant, supposons qu’il existe un bigone de x vers u. Donc la courbe
αxu ne doit passer pas par le point y, sinon u ∈ βxy. On distingue trois cas
illustré par la figure 6.10.

cas 1. ℑ(x) < ℑ(y) < ℑ(z) < ℑ(u). En vertu de la remarque 6.1.5, on
obtient ℑ(u) < ℑ(x). Ce qui est contradictoire avec l’hypothèse.

cas 2. ℑ(u) < ℑ(x) < ℑ(y) < ℑ(z). Comme la courbe αxu ne passe pas par
le point y, alors la courbe formé de αxy ∪αxu union la courbe qui joint
les deux points y et u le long de σαj est fermée. Ce qui est impossible.

cas 3. ℑ(x) < ℑ(y) < ℑ(u) < ℑ(z). De la même façon que le cas 1.
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cas 3.2

Fig. 6.11 –

Lemme 6.2.3. Soit x, y, z et u quatre points d’intersection dans βi ∩ σ′αj

telle que M(z, u) = φ dans le complexe C. S’il existe un bigone élémentaire
de x vers y dans C′, alors

M(z, y) = φ ou M(x, u) = φ

dans le complexe C′.

Démonstration. Supposons que ℑ(z) < ℑ(u), le cas contraire se démontre de
la même méthode. Il y a plusieurs cas illustré par la figure 6.11.

Cas 1. Si ℑ(z) < ℑ(u) < ℑ(x),ℑ(y). Supposons qu’il existe un bigone de x
vers u. Il résulte du lemme (6.1.10, (1)) que

ℑ(u) < ℑ(x) < ℑ(y).

Par ailleurs, s’il existe un bigone de z vers y, alors la courbe αzy passe
par le point x. Donc z ∈ βxy i.e ℑ(x) < ℑ(z) < ℑ(y), encore d’après le
lemme 6.1.10. Ceci est contradictoire avec l’hypothèse. D’où M(z, y) =
φ ou M(x, u) = φ.
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Cas 2. Si ℑ(x),ℑ(y) < ℑ(z) < ℑ(u). Supposons qu’il existe un bigone de
z vers y. Alors ℑ(x) < ℑ(y) < ℑ(z). S’il existe un bigone de x vers
u, alors la courbe αxu doit passer par le point y. En se servant du
lemme 6.1.10, on obtient u ∈ βxy ce qui est impossible. D’où M(z, y) =
φ ou M(x, u) = φ.

Cas 3. Si ℑ(z) < ℑ(x),ℑ(y) < ℑ(u).

Si αxy n’est pas un sous arc de la courbe qui lie les points z et u le
long de σαj. On a

1. Si ℑ(z) < ℑ(x) < ℑ(y) < ℑ(u). Supposons qu’il existe un bigone
de x vers u, alors l’arc αxu ne passe pas par le point y (voir la figure
6.11, cas 3.1), car sinon, d’après le lemme 6.1.10, on aurait u ∈ βxy

ce qui n’est pas vrai. Puisque y /∈ αxu, alors d’après la remarque
6.1.5, on obtient ℑ(u) < ℑ(x). C’est absurde par hypothèse.

2. Si ℑ(z) < ℑ(y) < ℑ(x) < ℑ(u). Supposons qu’il existe un bigone
de x vers u, alors l’arc αxu ne passe par par le point y (sinon
u ∈ βxy). S’il existe un bigone de z vers y, le seul cas possible est
illustré par la figure 6.11 (cas 3.2). Donc l’arc qui lie les points z
et u le long de σαj union αxy ∪ αxu ∪ αzy sera une courbe fermé,
ce qui est absurde.

Si αxy est inclu dans la courbe qui joint les deux points z et u le long
de σαj. Notons par D0 le bigone de x vers y. Supposons qu’il existe
un bigone D1 de z vers y et un bigone D2 de x vers u. Dans ce cas on
aura ℑ(y) < ℑ(x), voir la figure 6.11. Soit g1 : D2

+ → Dn (resp. g2)
l’immersion associe à D1 (resp. D2). Prenant R un petit rectangle dans
Dn qui contient le bigone D0 dans son intérieur. Posons

D′
1 = g1

(
D2

+ ∩
{
z ∈ D2

+ : ℑ(z) < 1 − ǫ
})

(6.11)

D′
2 = g2

(
D2

+ ∩
{
z ∈ D2

+ : ℑ(z) > −1 + ǫ
})

(6.12)

Où ǫ est un nombre réel positif. On peut faire une isotopie des courbes
βi et σ′αj à l’intérieur du réctangle R qui fait disparâıtre le bigone D0

et on obtient la situation illustré par la figure 6.12.
Donc on obtient un bigone D de z vers u dans le complexe C, ce qui

est contradictoire avec l’hypothèse.
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x
y

u
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σ′αj

σαj

D

D′
1

D′
2

Fig. 6.12 –

Lemme 6.2.4. Soit z, u ∈ βj ∩ σαi et D un bigone de z vers u dans le
complexe C. Si D est disparu après une isotopie qui fait apparâıtre un bigone
élémentaire d’un point x vers un point y, alors

ε (D) = −ε (D0) .ε (D1) .ε (D2) .

Où D0 ∈ M(x, y),D1 ∈ M(z, y) et D2 ∈ M(x, u) dans C′.

x

xy

y

u

uz

z

(a) (b)

Fig. 6.13 –

Démonstration. Supposons que D a disparu après une isotopie qui fait ap-
parâıtre un bigone élémentaire D0 d’un point x vers un point y. Donc il existe
un bigone D1 de z vers y et D2 de x vers u (voir la figure 6.13). On obtient
directement

ε (D) = −ε (D0) .ε (D1) .ε (D2) .

Lemme 6.2.5. Soit σ, σ′ deux tresses géométriques isotopes, et C, C′ les com-
plexes de châınes associe à σ et σ′ respectivement. Si on passe de σ à σ′ par
une isotopie qui ne fait apparâıtre qu’un bigone élémentaire, alors C et C′

sont homotopiquement équivalent.

Démonstration. Considérons le complexe de châınes C associe à σ

· · ·
[
C l−1

] (∂)
−−−→

[
C l
] (∂)
−−−→

[
C l+1

] (∂)
−−−→

[
C l+2

]
· · · (6.13)
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Posons
E = C l−1 =

⊕r
i=1 Z.ei,

A = C l =
⊕n

i=1 Z.ai,
B = C l+1 =

⊕m
i=1 Z.bi, et F = C l+2 =

⊕s
i=1 Z.fi.

Le complexe de châınes C′ associe à σ′ est de la forme

· · ·
[
C l−1

]

0

@

κ
ζ

1

A

−−−→

[
x
C l

]
0

@

ϕ δ
λ ξ

1

A

−−−−−−→

[
y

C l+1

] “

θ ν
”

−−−−−→
[
C l+2

]
· · ·

(6.14)

où les lettres grecques sont des matrices d’homomorphismes de Z-modules
définis comme suit

* ϕ : Z.x → Z.y définie par ϕ(x) = ε(D)y = ±y où D ∈ M(x, y).

* ξ = (ξij) , i ∈ {1, ..., m}, j ∈ {1, ..., n} où ξij : Z.aj → Z.bi définie par

ξij(aj) =

{
ε(D)bi si D ∈ M(aj , bi),

0 si M(aj , bi) = φ.

* δ =
(
δ1 δ2 ... δn

)
où δj : Z.aj → Z.y définie par

δj(aj) =

{
ε(D)y si D ∈ M(aj , y),

0 si M(aj , y) = φ.

* λ =




λ1

λ2
...

λm


 où λi : Z.x → Z.bi définie par

λi(x) =

{
ε(D)bi si D ∈ M(x, bi),

0 si M(x, bi) = φ.

* κ =
(
κ1 κ2 ... κr

)
où κi : Z.ei → Z.x définie par

κi(ei) =

{
ε(D)x si D ∈ M(ei, x),

0 si M(ei, x) = φ.

* θ =




θ1

θ2
...
θs


 où θi : Z.y → Z.fi définie par

θi(y) =

{
ε(D)fi si D ∈ M(y, fi),

0 si M(y, fi) = φ.
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* ζ = ∂ et ν = ∂ définies dans le complexe C.

Montrons que ∂ij = ξij − λiϕ
−1δj : Z.aj → Z.bi pour tout i = 1, m et

j = 1, n. Soit aj ∈ A, i ∈ {1, ..., m} et bi ∈ B, j ∈ {1, ..., n} . il y a deux cas
qui figure

1. S’il y a pas de bigone de aj vers bi dans le complexe C et C′. donc, d’après
le lemme 6.2.3, on a δj(aj) = 0 ou λi(x) = 0. Donc λiϕ

−1δj(aj) = 0.
D’où

∂ij(aj) = (ξij − λiϕ
−1δj)(aj) = 0.

2. il y a un bigone D de aj vers bi dans le complexe C. Donc ∂ij(aj) =
ε(D)bi. Dans ce cas, on a

∗ : si le bigone D a diparu lors du passage de σ à σ′ par isotopie
i.e ξij(aj) = 0. Alors la disparition de D fait apparâıtre un bigone D1

de aj vers y et un bigone D2 de x vers bi. Donc par définition on a
λiϕ

−1δj(aj) = ε(D0).ε(D1).ε(D2).bi.D’après le lemme 6.2.4, on a

(ξij − λiϕ
−1δj)(aj) = −ε(D0).ε(D1).ε(D2).bi = ε(D).bi

D’où ∂ij = ξij − λiϕ
−1δj .

∗∗ : Si le bigone D n’a pas disparu. Donc ξij(aj) = ε(D)bi. D’après
le lemme 6.2.2, si δj(aj) 6= 0 alors λi(x) = 0. Ceci implique que
λiϕ

−1δj(aj) = 0 et donc ∂ij = ξij − λiϕ
−1δj.

D’après ci-dessus on a ∂ = ξ − λϕ−1δ. D’après le lemme d’limination
gaussienne les deux complexes de châınes (6.13) et (6.14) sont homotopique-
ment équivalent.

Preuve du théorème 6.1.12. . Soit σ et σ′ deux tresses géométriques iso-
topes. Soit C, C ′ les complexes de châınes associe à σ et σ′ respectivement.
On passe de σ à σ′ par une isotopie qui fait apparâıtre ou disparaitre un
nombre n de bigones élémentaires. Raissonons par induction sur le nombre
de bigones.
Si n = 1, alors d’après le lemme 6.2.5 les deux complexes C et C ′ sont ho-
motopiquement équivalent.
Si n > 1, on réapplique le lemme 6.2.5. On obtient que C et C ′ sont ho-
motopiquement équivalent. Donc les groupes de cohomologie HB∗(σ, i, j) et
HB∗(σ′, i, j) sont isomorphes.
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6.3 Fidèlité

Dans ce paragraphe, on montre que l’homologie construite à la section
(2.3) détecte la tresse triviale. Dans tout ce qui suit, on fixe une collection
de courbes α0, ..., αn−1 comme dans la figure 6.14.

α1α0 αn−1

p1 p2 pnpn−1

Fig. 6.14 – La collection de courbes

Proposition 6.3.1. [KhS02] Soit α0, ..., αn−1 une famille de courbes comme
dans le figure 6.14. Si h est un élément de H (D, Pn) satisfait h(αi) ≃ αi

pour tout i, alors h ≃ id.

Démonstration. L’idée est qu’on peut toujours rendre h isotope à une appli-
cation g qui vérifie g(αi) = αi, pour tout i = 1, ..., n.

Une courbe c dans (D, Pn) est dite admissible [KhS02] si elle est l’image
de αi par un élément h de H (D, Pn) pour un certain i ∈ {0, ..., n − 1} .

α1α1 αn−1αn−1

lg1
lgn−2

ld1
ldn−2

Fig. 6.15 –

Proposition 6.3.2. Soit c une courbe admissible dans (D, Pn). Supposons
qu’il existe k ∈ {1, ..., n − 1} tel que I(αi, c) = I(αi, αk) pour tout i =
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1, ..., n − 1. Alors on a

c ≃





α1 ou τ±1
d,1 (α1) si k = 1,

αk ou τ±1
d,k (αk), τ

±1
g,k (αk), τd,kτ

−1
g,k (αk) ou τ−1

d,k τg,k(αk) si 2 ≤ k < n − 2,

αn−1 ou τ±1
g,n−1(αn−1) si k = n − 1.

Où τd,1, ..., τd,n−2 sont les twists de Dehn positif le long des courbes fermées
ld1, ..., l

d
n−2 et τg,1, ..., τg,n−2 sont les twists le long des courbes lg1, ..., l

g
n−2, voir

la figure 6.15

Démonstration. Montrons le résultat pour le cas k = 1, les autres cas se
démontrent d’une manière similaire. D’après l’hypothèse, on a I(α2, c) =
I(α2, α1) = 1

2
. Donc les courbes c et α1 ont un seul point commun qui est

α1 ∩ α2 ou α2 ∩ α3, mais le deuxième cas est impossible puisque I(α3, c) =
I(α3, α1) = 0. D’autre part, on a I(α1, c) = I(α1, α1) = 1. Ceci signifie que
les courbes c et α1 ont les mêmes extrémités. Maintenant on peut supposer
que l’intersection de c avec tous les bi est minimal. Encore par hypothèse
d’intersection géométrique, c ne rencontre α1 ∪ ... ∪ αn−1 que aux points
p1, p2. Maitenant on coupe la surface D2 le long de α1 ∪ ... ∪ αn−1.

p1

p1

p1

pn

pn

pn

c ≃ τ−
d,1(b1) c ≃ τ+

d,1(b1)

c ≃ b1

Fig. 6.16 –

On considère la courbe c sur cette nouvelle surface, on obtient 3 cas
possibles, voir la figure 6.16. D’où le résultat.
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Théorème 6.3.3. Soit σ une tresse dans Bn. Supposons que pour tout cou-
ple d’indice (i, j) , i, j ∈ {1, ..., n}, il existe un isomorphisme bigradué de
HBl,k(σ, i, j) vers HBl,k(id, i, j). Alors σ est la tresse triviale.

Démonstration. Supposons que HBl,k(σ, i, j), HBl,k(id, i, j) sont isomorphes.
Alors pour tout i = 1, .., n−1, HBl,k(σ, i, i) est isomorphe au groupe abélien
libre engendré par l’élément xii, où xii est le point d’intersection de βi avec
σαi, et HBl,k(σ, i, j) ≃ 0 si i 6= j. Alors

I(βi, σαj) =

{
1 si i = j,

0 si i 6= j.
(6.15)

Donc αj, σαj ont les mêmes extémités pour tout j = 1, .., n−1. Ceci implique
que

I(αk, σαj) = I(αk, αj), pour tout k = 1, .., n − 1.

Appliquons la proposition (6.3.2) pour c = σαj , on obtient

σαj ≃ αj ou τ±1
d,j (αj) ou τ±1

g,j (αj).

Puisque I(βi, σαj) = 0 pour tout i 6= j, alors σαj ≃ αj , ∀j = 1, .., n −
1. D’après la proposition (6.3.1) on a σ ≃ (τ0)

m, où m ∈ Z et τ0 est le
twist de Dehn positif le long du bord ∂Dn. Comme l’isomorphisme entre les
groupes d’homologie HBl,k(σ, i, j) et HBl,k(id, i, j) est bigradué pour tout
i, j = 1, ..., n − 1, alors m = 0. D’où σ est la tresse triviale.
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Résumé : Cette thèse porte sur la théorie des jeux topologiques et sur
l’étude des représentations des groupes de tresses. Dans une première par-
tie, on présente différentes catégories de jeux topologiques sur un espace
topologique X. On montre de quelle manière ces jeux peuvent être utiliser
pour caractériser certaines propriétés topologiques de dénombrabilité et de
complétude. Dans un espace topologique X, on considère une famille γ de
parties compactes. A l’aide de cette famille, on muni C(X) (l’ensemble des
fonctions réelles continues sur X) d’une topologie set open. C(X) muni de
cette topologie sera noté Cγ(X). On définit deux jeux topologiques sur X in-
troduits par R.A. McCoy et I. Ntantu que nous les utilisons pour caractériser
quand Cγ(X) est un espace faiblement-α-favorable. La deuxième partie porte
sur la catégorification des coefficients de la matrice de la représentation de
Burau. On associe à chaque tresse σ un complexe de châınes dont la car-
actéristique d’Euler graduée de son homologie est égal au coefficient de la
matrice de Burau. Cela nous permet de retrouver des résultats de fidélité
donnés par M. Khovanov et P. Seidel.

Mots clés : Jeux topologiques, espace de fonctions, topologie set open,
faiblement-α-favorable, représentation de Burau, catégorification

Summary : This PhD thesis deals with the topological games theory and
the study of the braid group representations. In the first part, we presente
many categories of topological games on a topological space X. We show
how this games can be used to characterize some topological properties of
countability and completeness. given a topological space X, we consider a non
empty family γ of compact subsets of X, with this family we provide C(X) (
the set of all real valued continuous functions on X) with a set open topology.
This space will be denoted by Cγ(X). After we define two topological games
introduce by R.A. McCoy and I. Ntantu which will be used to characterize
when Cγ(X) is weakly-α-favorable space. The second part deals with the
categorification of the coefficients matrix representation of Burau. We assign
to each braid σ, a chain complex such that the graded Euler characteristic of
its homology is equal to the coefficient of the Burau matrix. This will allow
us to find the faithfulness results given by M. Khovanov and P. Seidel.

Key words : Topological games, function space, set open topology, weakly-
α-favorable, Burau representation, categorification.


