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0.1 Introduction

Hadamard a introduit en 1902 [6, 7] la notion de probléme bien posé. Il s’agit d'un

probléme dont :
- La solution existe.
- Elle est unique.
- Elle dépend contintiment des données.

Bien entendu, ces notions doivent étre bien précisées par le choix des espaces, ou des

topologies, dans lesquelles les données et la solution évoluent.

Dans ce méme livre, Hadamard laissait entendre (et c’est une opinion répandue jus-
qu’a récemment) que seul un probléme bien posé pouvait modéliser correctement un phé-

nomene physique.

- Un modele physique étant fixé, mais en réalité les données expérimentales sont en
générale bruitées, et rien ne garantit que de telles données proviennent de ce modéle,

méme pour un autre jeu de parameétres.

- Si une solution existe, il est parfaitement concevable que des parameétres différents

conduisent aux mémes observations.

- Le fait que la solution d’un probléme puisse ne pas exister, n’est pas une difficulté
sérieuse. Il est habituellement possible de rétablir ’existence en relaxant la notion de

solution (procédé classique en mathématiques).

- Si un probléme a plusieurs solutions (non-unicité) c’est une chose plus sérieuse,
il faut un moyen de choisir entre elles. Dans ce cas, il faut ajouter des informations

supplémentaires pour minimiser le nombre des solutions (une information a priori).

- Le manque de continuité est sans doute le plus problématique, en particulier, en
vue d’une résolution approchée ou numérique. Cela veut dire qu’il n’est pas possible
(indépendamment de la méthode numérique choisie) d’approcher de fagon satisfaisante
la solution du probléme mal posé, puisque les données disponibles seront bruitées donc

proches mais différentes des données "réelles".

Un probléme qui n’est pas bien posé aux sens de la définition ci-dessus est dit "mal

posé" (‘ill-posed en anglais). Nous allons en voir un exemple physique de tels problémes.

Considérons un systéme physique évoluant avec le temps : Un probléme essentiel



consiste & atteindre au bout d’un certain temps 7' (ou voisinage de T') un objectif donné.
Cela peut par exemple, étre théoriquement obtenu en injectant certaines conditions ini-
tiales, malheureusement, les difficultés de réalisabilité parfaite de telles conditions en-

trainent des perturbations (donc des écarts par rapport aux conditions idéales).

Deux problémes se posent, I’'un apprécier 'influence de ces "écarts" sur la solution,
si on laisse évoluer le systéme livré a lui-méme, et 'autre corriger I’évolution du systéme,
c’est-a-dire controler le processus physique, donc effectuer des actions entre les instants
zéro et T', non seulement pour compenser les écarts initiaux, mais aussi d’autre perturba-
tion, aléatoires ou non, pouvant intervenir en cours du processus, ces actions visent toutes

a améliorer la qualité de I'objectif visé (ou les conditions pour latteindre).

Notre travail est consacré a I’étude d’un probléme parabolique non homogene rétro-

grade mal posé, au sens des temps décroissants. Il est composé en trois chapitres.

Au premier chapitre on rappelle en bref les notions des problémes mal posés en les
illustrant par des exemples simples. Enfin dans ce chapitre en présente en bref certaines
méthodes de régularisation et en particulier celles de Lavrentiev [13, 14] et de Tikhonov
20, 21, 22].

Au deuxiéme chapitre on aborde ’étude d’un probléme parabolique non homogeéne
rétrograde abstrait. On propose une régularisation du probléme mal posé par une pertur-

bation du second membre de ’équation et la donnée finale en méme temps.

Au troisiéme chapitre on illustre les résultats obtenus précédemment par 1’étude d’un

probléme inverse pour 1’équation de la chaleur.

Soient A est un opérateur auto-adjoint dans un espace de Hilbert H tel que 0

appartient & I’ensemble résolvant de A, supposons de plus que A~! est compact, soit

{®,}, e+ une base orthonormale dans H correspondant aux valeurs propres {A,}, .. de
Aj telles que 0 < A < g < ... et lirf An = +400. Considérons le probléme final
suivant :
Trouver u : [0,7] — H, vérifiant I’équation
W(t) + Au() = f(H) 3 0<t<T, (1)
et la condition finale
u(T) =g, (2)

pour certaines valeurs de f(t) et g dans 'espace de Hilbert H, Un tel probléme est

mal posé, méme s’il existe une solution unique dans [0, 7], elle ne dépend pas contintiment



des données de probléeme f(t) et g.

On note que le probléme final pour I’équation homogeéne :

W'(t) + Au(t)=0 ; 0<t<T, (3)
w(T)=g , (4)

a été étudié par plusieurs auteurs en utilisant différentes approches. Parmi ces auteurs
Lavrentiev [11], Lattes et lions [12], Miller [14], payne [15], showalter [16], ou I’approche

d’étude d’un tel probléme est faite par une perturbation de 'opérateur A.

Dans [1, 4, 17], un probléme similaire est traité par une perturbation de la condition

finale comme suit :

0: 0<t<T, (5)
w(T) + au(0)=g. (6)

Une approche similaire dite méthode des conditions aux limites auxiliaires est donnée
dans [9]. Aussi, nous devons mentionner que les conditions non standard de la forme (6)

pour les équations paraboliques ont été considérées dans les travaux récents [2, 3].

Dans [5] le probléme est traité par une autre perturbation de la condition finale qui

contient une dérivée du méme ordre que celle de ’équation, comme suit :

; 0<t<T, (7)

Dans [4] cette méthode sera appelée méthode des valeurs quasi-limites (Quasi boun-
dary value method), et le probléme approximant sera dit probléme aux valeurs quasi-
limites (Quasi boundary value problem) (QBVP). Il est montré que cette méthode donne

une meilleure approximation que celle d’autres méthodes de quasi réversibilité [1, 4, 10]

Dans [23] Trong et Tuan traitent le cas ou opérateur A est engendré par I'opérateur
différentiel du second ordre avec des conditions aux limites périodiques. Plus exactement

ils étudient le probléme non homogéne suivant :

ut_u:rx:f(x7 )7 ($7t> € (077T) X <O7T)
w(0,t)=u(m,t) =0; t € (0,T) (8)
u(x, T)=g(z); =z € (0,7)

t
t



qu’ils approximent par le probléeme

+oo
up —ud, — aul,, = e~ T=0 1 (1) sin(na); (z,t) € (0,7) x (0,T)
n=1

u®(0,t) =u(m,t) = us,(0,t) = ul, (7w, t) =0; t € (0,T) 9)
u*(z, T)=g(z); =€ (0,m)

oul < e < 1et f,(t), g, sont les coefficients de Fourier dans I’espace L? (0, 7) munit

de la base orthonormale {sin(nz)}, .-

Dans [24] ils approximent le probléme (8) par le probléme

400 —Tn?
uf =l =Y e alt)sin(na); (@.0) € (0,7) x (0.7)
u(0,t) =u(m,t) =0; t € (0,7) (10)
+00 e—Tn2
u*(z, T)=>_ a2 o T sin(nz); z € (0,m)

n=1

Dans ce travail, en approximant le probléme (1)-(2) par une perturbation de la donnée

de ’équation f(t) et une perturbation de la donnée finale g en méme temps, comme suite :

+o0
wet) + Au(t) = > ans;%fn(t) sin(nz); 0<t<T
n=1 (11)
+oo

7T7L2 .
u(T) = > o s g0 sin(nz).

n=

Nous montrons que le probléme approximatif (11) est bien posé pour chaque « €
(0,7"), et si u*(t) est la solution du QBVP (11), alors u®(T") converge vers g pour « tend
vers 0. Et nous montrons que le probléme final (1)-(2) admet une solution classique wu si
et seulement si la suite (u*(0)),-, converge. De plus, nous montrons la convergence de
u® vers u lorsque a tend vers 0 uniformément en ¢. Et on montre aussi que le probléme
(1)-(2) admet une solution classique u si et seulement si la suite (u'*(0)),~, converge. De
plus, nous montrons la convergence de u® vers u lorsque « tend vers 0 dans C 1([0,T], H),

ainsi que des résultats concernant l'ordre de convergence.



1 Chapitrel : Notions préliminaires

Dans ce chapitre on rappelle la notion de probléme bien posé (dite aussi correctement
posé) - au sens de Hadamard, et on donne certains exemples des problémes mal posés,
on rappelle aussi en bref la méthode de Lavrentiev et de Tikhonov de régularisation de

problémes mal posés.



1.1 Problémes bien et mal posés

D’apres Jacques Hadamard [6, 7, 8], un probléme est dit bien posé (correctement
posé) si le probléme admet une solution (Existence), si elle est unique (Unicité) et elle est
stable (Stabilité). Le probléme est dit mal posé si au moins une de ces trois conditions

n’est pas vérifiée. Illustrons cela sur 'exemple suivant :

Soient F, F' deux espaces métriques et A : £ — F un opérateur linéaire (méme

pour un opérateur non linéaire). Considérons I’équation :
Az =y (1.1)
Notons que plusieurs problémes physiques, se raménent & une telle équation, le pro-
bléme (1.1) est dit bien posé si ces trois conditions sont vérifiées simultanément :
1) Existence : Pour tout second membre I’équation (1.1) admet une solution
Vye F,dv e E: Az =y.
2) Unicité : La solution est unique
Ve, 29 € B Avy = Axy = 11 = 2o.

3) Stabilité : Cette solution dépend contintiment du second membre (une faible per-

turbation de y donne une faible perturbation de la solution x)

Pour Ax =y et Ar =y,on a lim 7 = x.
y—v

Si au moins une de ces trois conditions n’est pas vérifiée, le probléme est dit mal posé.

Plusieurs problémes physiques ne vérifient pas forcément ces conditions simultané-

ment.

Tikhonov A. a reformulé en 1943 [18] la définition d’un probléme bien posé, élargissant
ainsi la classe des problémes mal posés. Selon Tikhonov le probléme (1.1) est bien posé

s’il vérifie les trois conditions suivantes :

1- La solution du probléme (1.1) existe et appartient a un ensemble donné & priori

M inclus dans E pour une classe de données dans F.

Vye NCF3doeMCE:Ar=y



2- Cette solution est unique dans la classe M.
Ve, 09 € M CE: Avy = Axy = o1 = 29

3- A une perturbation infiniment petite du second membre telle que la solution reste

dans M correspond une variation infiniment petite de cette solution.
lim 2=z, telque Az =y, At =getz,z2€ M
y—y

1.2 Exemples des problémes mal posés

On donne quelques exemples des problémes mal posés

Exemple 1 : Dans D™ = {(z,t) e R*/0 < x < 1,—00 < t < 0}, on consideére u(z,t)

solution du probléme suivant :

ou(z,t)  O%u(x,t)

TR WO I dans D™, (1.2)
u(0,t)=u(1,t) =0, t <0 , (1.3)
u(z,0)=g(x), z €]0,1] . (1.4)

En utilisant le changement de variable ¢ = —t, ce probléme devient

Ou(z,t) 0?u(z,t)

5% = a2 dans D7, (1.5)
w(0,t)=u(l,t) =0, t >0 (1.6)
u(z,0)=g(x), z €]0,1] , (1.7)

ou
Dt ={(z,t) e R?/0 <2 <1,0<t< +o0}.

Par la méthode de séparation des variables, les valeurs propres de 'opérateur %sont

A\, = 72n? n € N*, correspondant aux fonctions propres ¢,, = sin(nmz), n € N*, donc on

peut voir facilement que la solution du probléme (1.5)-(1.7) peut étre donnée par :

+oo
u(z,t) =Y g€ ™ sin(nm), (1.8)
n=1

ol g, sont les coefficients de Fourier de g.



L’existence de la solution est équivalente a la condition trés restrictive sur la conver-

2 2n2mw2¢
n€

+o0
gence de la série Z g , si la solution existe elle est unique, et méme si la solution

n=1
du probléme (1.5)-(1.7) existe et unique ne dépend pas contintiment de la donnée initiale
g. Donc on a la proposition suivante :

Proposition 1 : Pour tout 7" > 0, M > 0, € > 0, il existe une fonction g telle que

191l oo, = &

Et pour laquelle le probléme (1.5)-(1.7) admet une solution u(x,t) définit par (1.8),
et satisfait
Hu('aT)”C[O,l] > M.

Démonstration : Soit M > 0, € > 0, et soit n suffisamment grand pour lequel

M
n?*m*T > In (€> : (1.9)

Pour g(x) = esin(nrz), donc g, = (esin(nmz), sin(mmnx)) g4y, m > 1, alors

Jm =€, pour m =n ,

gm =0, pour m # n ,

d’o la solution du probléme (1.5)-(1.7) et donnée par

u(z,t) = ee” ™ tsin(nmx).
Soit T'> 0, on a

[us T)ll oo,y = sup {86"2”2T sin(nm;)} = e’ ™

z€[0,1]
De (1.9), on obtient
Hu(-aT)HC[O,l] > M.

Ainsi la solution du probléme (1.5)-(1.7) qui donné par (1.8) existe et unique mais ne

dépend pas continiiment de la donnée initiale g, donc ce probléme est mal posé au sens
d’Hadamard. l



Exemple 2 : [§]

Soit le probleme de Cauchy suivant :

Au(z,y) =0, x,y€R,
u(w,0) = f(z) , wER, (1.10)
2En| =el), veR,
ou f(x), p(x) sont des fonctions données. Si on pose :
fl (l’) =0,
1
p1(z) =~ sin(azx),
a
alors la solution du probléme de Cauchy (1.10) est donnée par
1
uy(r,t) = — sin(ax) sinh(ay), a > 0. (1.11)
a
Si on pose :
f2($) = (102(’%') = 07
alors la solution du probléme de Cauchy (1.10) sera :
ug(z,t) = 0. (1.12)

On va estimer au sens de la métrique de C'[a,b] les différences entre les données

initiales et les solutions (1.11)-(1.12).

d(f1, f2) = sup |fi(z) — fo(x)] =0

d(ey,p3) = Slelg lo1(2) — @q()]

= sup‘%sin(am)‘: 1
zeR

Cette derniére, pour des valeurs assez grandes de a, peut étre rendue assez petite que

I'on veut.
Pour les solutions (1.11)-(1.12) on a :

d(u1,ug) = sup ur(z, y) — ua(z, y)l-
e

10



Donc

d(uy,uz) = sup |-5 sin(ax) Sinh(ay)‘

zeR

= L sinh(ay).

a2

Pour chaque y > 0 fixé, elle peut étre rendue assez grande que l'on veut pour des
valeurs assez grandes de a. D’ou la condition 3 n’est pas vérifiée. Ainsi le probléeme (1.10)

est mal posé.
Exemple 3 :

Un exemple classique d’un probléeme mal posé est le probleme de Dirichlet suivant :

@Pun(,t) =ty (2,8) = f(z), (.)€ T = (0,7) x (0,), (113)

ulygp =0

qui peut étre écrit dans La(II) sous la forme opérationnelle

Agu=f | (1.14)

puisque A, admet un systéme complet orthonormale dans Ly(IT) des fonctions propres

2
gbz’j = ; sm(kt) Sin(jx)7 k?.] S N’

ot les valeurs propres correspondantes sont :

A =2 =%k K jEeN.

Alors la solution du probléme (1.13) est donnée par :

oo (fu(bg,j) oo
u@)= X oot 3 k(w06 (1.15)

Jik=1;j#ak Jk=Lj=ak

on trouve que

1- Si « est nombre rational alors (1.13) est solvable si et seulement si

(£ #25) =0 WhijEN:j=ak .

si la solution existe elle n’est pas unique.

11



2- Si « est nombre irrationnel et satisfait pour certaines constantes ¢ > 0, p > 0

m
a——|>——=;nmeN,
n np+2

alors (1.13) a une solution unique dans Lo (II), si

(fa ¢g7j)L2(;j) <o,

2

+00
Z k2p+2
k=1 (j +ak)

qui est satisfait si, par exemple f € WZ(II).

Donc le probléme (1.13) n’est pas stable & de petites variations du parameétre o, D’ou

le probléme (1.13) est mal posé au sens de Hadamard.
Exemple 4 :

Notons par D = (—m,7) X (—=m,m), @ = D x (0,T) et 'y = g UTl'p, ou I'g =
0D x [0,T],Tr =D x{T}.

Aussi on note par ' = (1, z3) et x = (21, 22,t), pour [ € N*, la solution du probléme

du _ u | u
_Bx%—i_amg’XEQ’

ot
u(x) =0, z € ', (1.16)
u(x) = e 2T sin(lzy) sin(lxy), z € T'p,

est donnée par
u®(z) = e sin(lz;) sin(lzs).

On choisit dans L, les deux normes suivantes :

1
2
1

||uHL2(Q) = (/u2(x)dx) )
Q
HUHL2(PF) = /uQ(:U’,T)dm’) 5

alors on obtient que

Hu(l)

2 o2 : 2
= [ (sl i) o
Q

12



D’ou
T

_ /6412(T—t)dt « / (6_212T Sin(gxl)sin(lxg))zdw'
0 D

2 2
= ﬁ (€4l - 1) HUHL2(1"F)

puisque pour tout C' > 0, il existe [ € N* tel que

[«

2
L2(Q)

1
SV =1 >0,

alors, on trouve que l'inégalité

[«

2 2
L2() >C HUFHLQ(FF) )

est vérifiée pour chaque C' > 0. Cela veut dire que la solution ne dépend pas contint-
ment de la donnée finale, d’ou le probléme (1.16) est mal poseé.

Exemple 5 : (Le probléme inverse pour 1’équation de la chaleur)

Nous considérons le probléme de trouver la température u(x,t), (z,t) €
Qx (0,7, tel que :

Oyu — 0%*u =0, dans Q x (0,7),

“|an(0,T) =0,

w(z,T) = ur(x), sur Q@ |

ou Q = (0,1), et up(z) est une fonction donnée, par séparation des variables on

. . _ 2,2 . . N .
peut voir que les fonctions u,(x,t) = e ™ "'sin(rnz) satisfissent le probléme inverse

de la chaleur. Les données initiales sont u,o(x) = u,(z,0) = sin(mnzx), leurs normes

égales a 1 dans l'espace C° () et a (l)E dans l'espace L? (), et les données finales

2
—m2n2T

Upr(2) = up(2,T) =€ sin(rna) prennent la valeur e=™ T dans Despace C° (Q) et

la valeur (%)5 e ™ "7 dans Pespace L? (). Si on définit Popérateur Aug = ug, Alors

Pestimation ||uol|y < C [Jur]y est impossible si X et Y sont Pespace classique C° (), ou
L? () (méme pour un autre espace classique) car ||ugl| i est supérieur a (%) ® mais [Jur]|y
tend vers 0 exponentiellement, donc le probléme est instable dans les espaces classiques.
Ce phénomeéne est tout a fait typique pour beaucoup de problémes inverses des équations

différentielles aux dérivées partielles.

o 2 2,2 :
les valeurs propres de 'opérateur —07 sont {7°n*}, . correspondantes aux fonctions

propres {sin(mnz)}, .y, qui forment une base orthonormale compléte de I'espace L* (£2),

13



ainsi on peut écrire
+00

w(z,t) =3 uppe™ " T sin(mna),
n=1

tel que w,,7 sont les coefficients de Fourier de la condition finale, il est clair que I’exis-

tence de la solution de donnée finale up(z) est équivalant & ce condition tres restrictives
+o0

. L. 2,2 R . L. P
qui est la convergence de la série > uZ;e*™ "7 méme si cette condition est satisfaite, le
n=1
probléme reste mal posé, car :
2m2n2t
(@, )12 ZunTe

—+00
2 2n2n?T
< Z Upr€
n=1

et la série ci-dessus est exponentiellement croissante, donc la solution ne dépend pas

continiiment de la donnée finale ur(z), par conséquent le probléme est mal posé.
Exemple 6 :

Considérons I'espace de Hilbert ¢? de dimension infinie tel que

D=

“+00
r = (T1,T2, ..., Tp,...) € ? <= Z$ < 400, et ||z, = (Z:B )

n>1 n>1

Soit A : /2 — (? un opérateur diagonale dans ¢? tel que

Az = (111, Coa, ..., CpTy, ...), tel que ¢; #0, Vi > 1.

Considérons le probleme

Axr =y,

I'inverse A~! de A est donné par :
A_ly = (Cflyla 02_1927 e Cglym )7

donc on a l'existence de la solution de ce probléme pour un certaines y € ¢2, et on

peut encore montrer facilement 1'unicité de la solution, prenons maintenant

14



donc

Ay, =(0,0,...,n,0,...),

[Ynll;z = £ — 0 lorsque n tend vers +oo , mais |A ™y, |, = n — +oo lorsque n

tend vers +oo.

Donc on n’a pas la stabilité de la solution d’otl le probléme est mal posé.

1.3 Meéthodes de régularisation

Nous citons quelques méthodes de régularisation pour les problémes linéaires mal
posés. Régulariser un probléme mal posé, c’est le remplacer par un autre bien posé de

sorte que l'erreur commise soit compensée par le gain de stabilité.

Soient F, F' deux espaces de Hilbert et A : E' — F un opérateur compact, considé-

rons 1’équation :

Az =y. (1.17)

Supposons que ker(A) = {0}, si F est de dimension infinie, alors 'opérateur A admet
un inverse A~! sur Im(A) qui n’est pas borné [22], d’ou le probléme (1.17) est mal posé,
dans le sens que la solution existe et unique mais elle ne dépend pas contintiment du

second membre.

Nous devons chercher des solutions approximatives mais stables, en modifiant I’équa-
tion (1.17). On appelle régularisation de (1.17) tout famille d’opérateurs linéaires bornés

R, : FF — FE tel que pour tout z € F' on a :

limORa (Az) =z,

le paramétre « est appelé parameétre de régularisation.
soient A et 7 des e—approximations de A et de y respectivement, ie

|A-Af <eet y-al <e

Considérons I’équation approchée

Az = . (1.18)
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Remarque : Si par exemple A = A et § ¢ Im(A), Iéquation (1.18) n’a pas de
solution. Méme si elle admet une solution Z, alors en générale & - x pour ¢ — 0, ou =
est la solution de (1.16).

1-Méthode de M.Lavrentiev :

Nous présentons cette méthode de régularisation pour le probléme (1.16). Introduisons

une équation auxiliaire

(A+al)za =17 (1.19)

en choisissant le parameétre de régularisation « en fonction de ¢ de telle sorte que
x, tend vers x pour € tend vers 0, Cela est possible, en se donnant quelques restrictions

supplémentaires, plus exactement on a la théoréme suivante :

Théoréme : Supposons que 'opérateur A vérifie pour tout o > 0, la condition

A+l < <, (1.20)
0]

supposons aussi que y € D(A?). Si le paramétre de régularisation o > 0 est choisi en

2

fonction de ¢ de telle sorte que pour ¢ — 0, on a a — 0 et ea™* — 0, alors z, — 0,

pour € — 0.
Sia=0 (5%) pour ¢ — 0, alors
|70 — 2| = O (£7)
2-Méthode de A.Tikhonov : L’autre méthode proposée par A.Tikhonov pour le
probléme (1.16) est la suivante :

En supposant que Im A est dense dans F, nous introduisons ’équation auxiliaire
suivante :

(af + A*A)z, = A"y

Si g € D(A™1) alors la solution z, est donnée par :

T = (o + A*A) " A%j

qui converge vers x quand @ — 0, si le parametre de régularisation « est choisi

convenablement en fonction de ¢, de telle sorte que pour ¢ — 0, on a aussi « — 0 et

1

e2a”l — 0.
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2 Chapitre 2 : Modification de la méthode de régularisation pour les pro-

blémes mal posés

Dans ce chapitre, on développe une méthode de régularisation d’un probléme final
pour une équation parabolique non homogéne par une perturbation du second membre de

Uéquation f(t) et la donnée finale g en méme temps.

17



2.1 Introduction

Soient A un opérateur auto-adjoint dans un espace de Hilbert H et 0 appartient
a l’ensemble résolvant de A, supposons que A~! est compact, soit {®,}, cn-uine base
nen de Aj telles que 0 <

AL < Ay < . et lim )\, = +o00. Considérons le probléme final suivant :

orthonormale dans H correspondant aux valeurs propres {\,}

Trouver w : [0,T7] — H, vérifiant

u(t)+ Au(t) = f(t) ; 0<t<T,

u(T) =g

(2.1)

Définition : Une fonction u : [0, 7] — H, est appelée solution classique du probléme
(2.1) si et seulement si u € C1([0,T], H), u(t) € D(A);Vt € [0,T], vérifie 'équation et la

condition finale.

Remarque : Le probléme (2.1) est mal posé car si la solution existe elle ne dépend

pas continiment des données du probléme.

Démonstration : Il est facile de voir que la solution du probléme (2.1) si elle existe

elle est donnée par :

n=1

u(t) = > ( (7> / =0 1 (s )

On a:

2

n=1

+o0 T
e} = (e@—%gn -/ e(s‘m"fn(S)dS)
t

400 T
<2} (GQ(T—t))\ngi o /62 =0 f2(5) 8) ’
n=1

t

IA

—+00 T
23 (g2 4T [ f2(s)ds |
donc

sup uu<>||H<2z(2“ngn+T/ 50 f2(5)d )

0<t< n=1
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Et d’autre part on a :

o)

Z( ApelTAng +A/(S O fu(s)ds + falt )) "

3
—

2

. T
Ol = (—Ane@—%gn 4 2 [ £ (5)ds + fn(t))
t
>

+oo L
<4 (NG 4 (T = )X, [ 200 f2(s)ds + f,%(t))
n=1 t

|/\
i M+

0

T
A2e2Thng2 | T/\i/€2sAnfz(s)ds) +4 ||f||?}([0,T],H) 5

0

AN
B
+
8

T
()\262”‘”9,% + T/\i/&s}‘nfg(s)dS) +4F O

Il
—

n

alors

0<t<T

Donc

[u)ll e o) < {22(2%n+T/ 2 fa(s) )} +

{4ZA2 ( 2“"gnJrT/ e fa(s)d )+4Hf\|zcao,TLH>}

n=1

Finalement on a :

+o0
:Z)‘H(T“\n /(s t))\nf )
n=1
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alors

2

00 T
lAu(t)} = 3 X, (e“—%gn -/ e<s—t>*nfn<s>ds> ,
n=1 ¢

donc

+00 T
lAu(t)lf < 3 X (g =y e2SA"f5(8)ds) .
0

n=1

Donc pour le probléme (2.1) admet une solution classique il faut
+o0 T
S (ezT’\"g,Q1 + T/eQSA"fz(s)ds) < +00. (2.2)
n=1 0

L’ensemble des fonctions vérifiant la condition (2.2) n’est pas vide. Car par exemple

les fonctions f(t) et g(t) telles que : g, = O <;Tffg>, et fn(t) = O <6T1Af€> e >0,
nn 2 nn 2

VYn > 1, Vt € [0,T] veérifient cette condition .

En plus méme si la solution existe sous certaines conditions trés restrictives elle ne

dépend pas continiiment des données du probléme.

Supposons que la solution u existe. Et soient u, v deux solutions du probléme (2.1)

correspondants aux second membres fi(t) et fo(t) et aux données finales ¢, gs.

On a
oo T
u(t) => (e(T_t))‘"gln — /e(s_t)knfln(s)ds) d, |
n=1 /
et
oo T
v(t) = (e(Tt)’\"gzn — /G(St))\”fzn(S)dS) o,
n=1 /

ol gin = (95, Pn); 1t = 1,2 ,Vn € N*| f(t)i = (f(£)i, Pn); 7 = 1,2,Vn € N* Vt €
0,77,

Alors
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D’ou

2

futt) = w0l = > (e”% (910 = 920) = [ (funls) - fzn(S))dS>

2

400 T
<2 Z e?n (G1n — 92n)2 + (/e(s_t)/\" (f1n(8) = fan(s)) ds ) ’

0

alors

ut) — v <23 2 ((g1n — g2’

n=1

£ T [ () = fanl))? ds) ,

0

et cette série est exponentiellement croissante, d’ou le probléme (2.1) est ne dépend
pas contintiment des données du probléme, alors le probléme (2.1) est mal posé aux sens
de Hadamard.

Clark-oppenheimer [4] rapprochent le probléme homogene (3)-(4) par le probléme

u(t) + Au®(t)=0 , 0<t<T,
u*(T) + au*(0)=g

Denech-Bessila [5] rapprochent le probléme homogene (3)-(4) par le probléme

u(t) + Aut(t)=0 , 0<t<T,
u*(T) — au™(0)=g .

Nous rapprochons le probléme final (2.1) par le probléme suivant :
2.2  Position de probléme

le probleme suivant

+00
W)+ Au(t) = Y e (B, L 0<t<T,
+00 T "=l (2‘3)
n=1
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est appelé Quasi boundary value problem (QBVP).

On montre que le probléme (2.3) est bien posé pour chaque « € (0,7, et si u®(t) la
solution du QBVP (2.3), alors u*(T") converge vers g pour « tend vers 0. Nons montrons
que le probléme final (2.1) admet une solution classique u si et seulement si la suite
(u*(0)) > converge. De plus, nous montrons la convergence de u® vers u lorsque « tend
vers 0 uniformément en ¢. Et nons montrons aussi que le probléme (2.1) admet une solution
classique u si et seulement si la suite (u'*(0)),-, converge. De plus, nous montrons la
convergence de u® vers u lorsque « tend vers 0 dans CY([0,T], H), ainsi que des résultats

concernant ’ordre de convergence.
Remarque :

Si on trouve f = 0 dans l'équation du QBVP (2.3), le probléme (2.3) coincide avec

le probléme approché de Denche-Bissila
Démonstration :

En effet, la solution du probléme

u(t) + Au(t) =0 , 0<t<T,

u(T) —au(0) =g ,

est donnée par

+o00 eft)\n
t)=) ——————9n Pn ,
u(t) nz::l a\, + oY
alors
+00 o—Thn

2.8 Représentation de la solution du QBVP (2.3)

Puisque {®,}, .y-est une base orthonormale dans H.

Par analogie avec la méthode de Fourier, on va chercher une solution non triviale de

(2.3) sous la forme

u (1) = 3 ul(H)2,. (2.4)
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Supposons que formellement on peut changer entre la dérivée premiére par rapport a

t et le signe somme (Z), et méme pour le signe de 'opérateur A.

En remplacant (2.4) dans le probléme (2.3), et en tenant en compte le fait que

{®,}, cn-€st une base orthonormale dans H, et que

Ad, =\, D, ;Vn € N,

on obtient
e—Thn
A _f (¢ 0<t<T 2.5
W) + M () = (D), 0T, (25)
“Thn

o e
un(T)Im G -

La solution de 1’équation homogene (2.5) est donnée par u®(t) = cje =

donc la solution particuliere de (2.5) est u®(t) = C(t)e~, tel que
o~ TAn

C/ t —tAn —
(t)e a\, + e TAn

n(t),

donc

(s=T)A
a;nere TT;\’IL fTL( )

/Q

I

Q

=

|
“\H

alors

alp+e— T)‘n

T
u2(t) = ce” /e(s SO f(s)ds
t

ouc=c +C(T),

de la condition finale(2.6) , on obtient ¢ = 27,

donc u2(t) est donnée par :

T

—tA (s—t—T)A
Us(t) = axsgn — [ e fa(s)ds

t
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Ainsi

A (t) = ——On— | V1 [n D,. 2.7
U ( ) a)\n+e*T/\"g t/oz)\n—FeT/\"f (5) S ( )

2.4 Existence de la solution du QBVP (2.3)

Théoréme 1 : soient f € L*([0,T],H), g € H, « > 0, le probléeme (2.3) admet une
seule solution classique u®(t).

de plus on a

o 2c
lu @Il < =5 (ol + T 1512 qomm) - (28)

Démonstration : Soient f € L*([0,7],H),g € H, > 0. Notons par (ug(t)),s, la
suite des sommes partielles de la série (2.7) :

T ols=t=T)

o= (Oé)\n e AT /a)\n + e Thn J(s)ds | ®n. (29)
¢

1l facile de voir que uf(t) € C* ([0,T], H);Vk > 1. et que :

+o00 z
—tAn (s—t—T)An
ua(t) _Ug(t) = Z (mgn - /of)\anre Txn fn( ) ) ns
n=k+1 +

ainsi

2

+o00 T
o o 2 tAn o(s—t=T)An
[u(t) —up (Ol = > (Mgn - /Mﬁe o fn(8)d )

En utilisant I'inégalité élémentaire (a + b)? < 2 (a® + b%), on obtient
2

+00 T
9 —2tAp, (s—t—T)An
[u(t) —ug ()|l <2 > mgi + (/5 =5 fn(8)d ) ;

n:k+1 t

et d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwartz pour le second terme de cette inégalité on
obtient

2

T T )
(faencon) < (Ju) casenoye
t

t
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alors

T
—2tAn e2(s—t=T)An 2
[u(t) — ||H<QZ{M /M+€TM 2 fu(s)d }
t

n=k+1
-2
En utilisant les inégalités : (a/\n + e_T’\") <aiN 2 e < 1Vt e (0,17,
2= < 159t € (0,7, (car s € [t,T]).

Et faite que liIJP A = 400, donc 3¢ >0, Vn > 1: X\, 2 < ¢, on obtient
n—-+oo

o () = g () ||H_a2(z BT Y /f2 )

n=k+1 n=k+1

Alors

o<t<T n=k+1 n=k+1

sup (1) —u ()% < 2 ( S et 5[50 )
et comme f € L*([0,T],H), et g€ H, donc

Jim sup lu(8) = ug ()] = 0
—+oop<i<T

Dot (ug(t));>, converge uniformément vers u®(t) sur [0,7].

D’autre part on a :

k

—Ape”tAn Ane(s—t— T))\n —TAn
Z <a)\ +e—TAn 9n +/ “adpte—TAn ” )dS + ain +e—T)\n fn( ) (I)n
En posant

v*(t) = Jim /()

”M8

—\e—tAn A, els—t— T)An —Txp
(aA j—e T*ngn—{_/ c;LA +e—TAn Jo )d8+ o<>\ +e— TAnf”( ) P,

on obtient

2

+oo
_ (s—t—T)x —TA
Hva(t) o u?@)”i] = Z (a)\)\iee tT;Ln Gn + /)\gf +;—T)\nn n )dS + 404)\ e nTAn fn( )) )
n=k+1
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en utilisant I'inégalité élémentaire (a + b+ ¢)? < 4 (a? + b* + ¢?), on obtient
2

+o0 A
o o 2 A2 e—2tAn Le(s—t=T)An
[ (t) —ug! (Dl <4 D mgn + (/an(s)d3>
t

n=k+1

) ]

<0¢>\n+€7T)‘”

et d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwartz pour le second terme de cette inégalité on
obtient

T

o —2tAn 2 2(s—t—T)An
o) -l <4 3o e g — ) [ e ) ds

e k+1 a/\n"!‘ TAn ) f alpte~ TA”

2f7%(t) )

(a)\n—l—e*T)‘n )

e—2TAn

2
en utilisant les majorations : (a/\n + e*T’\”) <ai\ 2 e < 1Vt e (0,17,

e 2T <1, 25T < 1t € [0,T], (s € [t,T]), on obtient

() gl <4 wgnw/ P f(s)ds + S F2(1)

n=k+1

g‘é(Zgn+TZ/f2 Vs e S F )

n=k+1 n=k+1 n=k+1
et comme f € L?([0,T],H),etge H, f(t) € H,Vt € [0,T] donc
i sup o (6) — u(0)] = 0.
—+ooo<i<T

D’ott (ug’(t)),s, converge uniformément vers v*(t) sur [0, 77 .

Et comme

ud(t) € ¢ ([0,T), H);Vk > 1.

En utilisant le critére de Weierstrass, on obtient u®(t) € C* ([0,T], H), et que

+o0o
=> u(t) ®, ou (2.10)
n=1
-\ eft/\n A\ els t—T)An efT)\n
V)= | g + [ e fu(8)ds + ——————fu(t) | .
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Puisque

alors

2

T
tAn (s—t—=T)An
ZAQ (a)\77+e T)\ngn _/C(E)\ +e— Tknfn( ) )

t

T 2t )\2 2(s—t—T)A
n no 9
S 2 § ‘ ((a/\n—Q—e TAn 2gn / a)\ e T>\n f ( )
n=

S%(ZgnJrTZ/fZ )

n=17%

< Z (gl + TS0y -

Dot u®(t) € D (A) et

400 )\n —tAn T)\n (s—t—=T)An
Au®(t) = Z (egn — /efn(s)ds) D,

=\ a, + e Thn / a\, + e Trn

De (2.10) et (2.11), on conclut que

“+o00
e—TAn

w'(t) + Aut(t) = Y e fo(t),
n=1

et

a R e—TAn
U (T> = Z alp+e~ TAn gn
n=1

Ainsi u® est une solution classique du probléme (2.3).
Démontrons maintenant 'unicité de la solution
Soient u, u§ deux solutions du probléme (2.3) donc

«

u® = uf — u§ solution du probléme homogene (2.3) de la valeur finale nulle,
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donc u® est une solution du probléme

u®(t) + Au®(t) =0, 0<t<T,

mais la solution de ce probléme est la solution triviale, ainsi uf = u§
Donc le probléme (2.3) admet une solution classique u® unique.

Et de plus on a :

. 2
a 2 =X —tAn e(s t=T)An
lue ()7 = 3 | e on — [ St fuls)ds
n=1 t
Et d’aprés I'inégalité élémentaire (a + b)? < 2 (a® + b?) , on obtient

2

T
—QtAn (s=t=T)An
“u ||H < 2 Z e T/\n> g + (/ae)\n+e Tknfn( ) ) )

t

et d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz pour le second terme de cette inégalité on

obtient

T
—2tAn (s—t—=T)An 2
<
Hu HH 2 Z adp+e—THrn ) t/ atnte— T)xn f ( )

—2
En utilisant les majorations : (a)\n + e_TA”) <aiN P e < 1

vt € [0,7], 2= < 1; (s € [t,T]),Vt € [0,T], on obtient

T
1/\% (gfl + T/fg(s)ds) )

+oo
a 2
@I <23 &
n=1

Et comme hm Ap = +00, donc ¢ > 0, Vn > 1: )\;2 < ¢, alors

n——+o00

Jun Hsgz(zgnwz/ﬁ )

nlo

par conséquence

e @z < 2 (lgllz + T1F 172 0mym)) -

Ainsi 'inégalité (2.8) est démontrée.
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2.5 Estimation de la solution du QBVP (2.3)

Lemme 2 :
- +16—T’\ < - (1 T (g)) ,VA>0 (2.12)
Démonstration :
On pose
h(A) = W,VA >0 (2.13)
on a:

_ —a+Te T
h’()\) = 4(a)\ie*T>‘)2

Ainsi #'(X) = 0 pour A = 7 1In (%) , puisque 7/(A) < 0 pour A < 7 In (g) et '(A) >0
pour A > %ln (%) , alors %ln (g) est la valeur pour laquelle h atteint son maximum,
d’ou l'inégalité :

1 T T
RO < B (a)) = ) (2.14)

poura <7 .

Théoréme 3 : soient f € L2 ([0,T],H), g € H, la solution u®(¢) du probléme (2.3)
est dépend contintiment des données du probléme dans C ([0,77], H).

Et on a

V2T

[Ju(t) — Ua(t)HC([O,T],H) < o (1 S In (g>) (Hgl - 92”?{

(2.15)

N|=

2
+T'||f1 — f2HL2([o,T},H)) ’

ou u®(t), v*(t) sont deux solutions du probléme (2.3) correspondantes aux seconds

membres f1(t), f2(t), et aux données finales g1, go.
Démonstration :

Soient u®(t), v*(t) deux solutions du QBVP (2.3) correspondantes aux seconds

membres f1(t), f2(t), et aux données finales g; et gs ,
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donc on a

=\ a, + e Thn / a\, + e Trn
~+o00 e—t)\n T e(s—t—T))\n
*(t)= n —/ an(s)ds | P, ,
V() = \ak, e T 92 / a\, +e T2 fon(s)

tel que gin = (gzaq)n) 1= 1,2,\V/7’L > 1, et fzn(t) = (fz(t)aq)n) ;0 =1,2, Vn > 17\V/t €
[0, 7] ainsi

400 T
u(t) —v*(t) = {a/\nﬂr;f};n (91n — 92n) — /§;1+€T;Aknn (f1n(s) = fan(s)) ds

t

P, ,

2

—+00 T

o « 2 e~ tAn e(s—t=T)xn

[u(t) — o)l = D [W (91n — g2n) — /m (f1n(s) = fan(s)) dS]
n=1 f

Et d’aprés l'inégalité élémentaire (a + b)? < 2(a® + %), et l'inégalité de Cauchy-

Schwartz pour le second terme de cette égalité on obtient

“+o00
o a 2 e*2t>\n 2
Hua»—vust2§:[)2@m—g%>+
n=1

(OCA'VL +57T)\n

aln+e— TAn

/ o2(s—t—T)An + (fin(s) — f2n(5))2 dS] .

En utilisant les majorations : e=2* < 1; V¢ € [0,T], e2=tT* < 1: (s € [t,T]), on
obtient

—1

[u(t) — v(¢ )HH <2 Z m ((gln - an)2 + T/ (fin(s) — f2n<8))2 dS) :

En utilisant I'inégalité (2.12) du lemme 2, on obtient

Ju(t) — v ()17 < a?(lflij:(g))z :2: ((gln — gon)” + TO/ (fin(8) = fon(s))? ds)

272

2 2
< amy o =l + TllA = flliagoy m)
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Donc
2 2 2 2
Ju(t) — Ua(t)HC([o,T},H) < a2(1+251(§7))2 (Hgl =gl +TIfi - f2HL2([0,T],H)> :

Ainsi on a lestimation (2.15). B

2.6 Convergence de la solution du QBVP (2.3)

Théoréme 4 : Pour chaque g € H, 'approximation u®(7T") converge vers g dans H

quand « tend vers zéro.

+00
Démonstration : Soit g € H, donc g = > _ g, D, .
n=1
+00
Soit £ > 0, comme la série Z g2 converge, alors on choisit N pour lequel
n=1
+o00o
> o<s
n=N-+1 2
Ainsi
—+o0 Tan —+o00o \
u*(T) — g = Z (mgn gn) P, = Mﬁgnén )
n=1 n=1
donc
+oo 212
2 s
u®(T) — = L ey 2.16
|| ( ) gHH nz::l (Oé)\n+ _T>\n)2g ( )
Alors

N
a(my _ N2 — a®X? a9
Hu (T> gHH nz:l ( Ante T)\n 2gn +n%:+1 a/\n+ef7;)\n)2gn-

—2
En majorant (a)\n + e_T’\”) par 2" dans la premiére série et par a~2),? dans la

deuxiéme on obtient

+oo

(T )—gIIH<ZOé2A2 g2 4+ N g2

n=1 n=N+1

N
2 2 9T\, 2 ¢
< Z)\ne "9 5

n=1
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N
maintenant en choisissant « tel que a < /2 <Z 272 e2TAn gi) :

n=1

N

D’otu on obtient
[u(T) — gl <e,

ainsi u®(T") converge vers g dans H . B

Remarque 5 : si g € D(A), alors on a 'estimation

. T
[u™(T) —glly <

< m [ Agllg -

(2.17)

Démonstration : De (2.16), on a

+o00
[u(T) = gl = o 3 W) Aogn

n=1

ou la fonction h(\) est donnée par (2.13).

En utilisant (2.14) et comme h(A) > 0; YA > 0 on obtient

—+00

«a 2 o?T? 2 2
_ < o1 .
) =olln = GEimmy 2 M

Ainsi on a lestimation (2.17). B

Théoréme 6 : Soient f € L ([0,7],H),g € H, le probleme (2.1) admet une solution
classique si, et seulement si la suite (Ua<0>)azo converge dans H. De plus, on trouve que

u®converge vers u lorsque « tend vers, 0 uniformément en t.

Démonstration : Montrons que si la suite (u%(0)),>, converge dans H, alors le
probléme (2.1) admet une solution classique u®, et on montre de plus que u*converge vers

u lorsque « tend vers 0, uniformément en t¢.
Supposons que lir%u“(O) = v existe, et puisque v € H on a :
o—

“+o00
v = Zvn@n , tel que v, = (v, ®,);Vn > 1.

n=1

too T
Soit £ > 0, comme f € L*([0,T], H), donc la série » / f2(s)ds converge, alors on
n=1
oo L '
choisit N pour lequel > / fA(s)ds < &
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Il est facile de voir que u définie par

+oo ¢
u(t) => (e””vn + /e(s’m”fn(s)ds ) P, (2.18)
n=1 0

est une solution classique du probléme

u'(t) + Au(t) = f(t), 0<t<T, (2.19)

u(0) =v

Et u*(t) qui donnée par :
= Y e(s—t=T)An
o / S Fals)ds | @,
n=1
ou uf, = (u*(0),d,);Vn > 1.

est solution du probléme

+o0

u(t) + Aut(t) = Y S fu(t)®, 0<t< T
oo n=1
u(0) =Y u(0)®, .
n=1
Donc
+00 t
a . _ —tAn [, e TAn o (s—t)An
w(t) —ut) =3 (e (u2, — v,) + / (e — 1) e f(s )ds) 3,
n=1 0
ainsi
+o0 ¢ 2
a —tAn o adpels—HAn
() = u(®)}y = 3 ( o (= ) = [R5 ) .
n=1 0

En utilisant que (a + b)* < 2(a® 4+ b?), et 'inégalité de Cauchy-Schwartz pour le

second terme de cette égalité on obtient
a)\n—i-e TAn)

_ a2)\2 e2(s—t)An
() = u(e) < 23 ( 0 (4, — v, + T / a fs<s>ds) ,
n=1
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comme on a e 2 < 1,e267DM < 1 vt € [0,T], donc

)~ )y <23 (15, ~ )

’ a?)\? )
+2TZ / o s (2.20)

nlo

Et d’autre part on a :

oo T N T

2)\2 o 2)\2 2 2)\2 2
Z/ alp+e” T’\" <S)d8 N Z/ arnte~ T>\n 2f d8+ Z / alpte~ T/\n f ( )
=19 0

=1 n=N+17

3

2T A\

-2
En majorant (a)\n + e_T’\") par e dans la premiére série et par a2\, 2 dans la

deuxiéme on obtient

= ’ 232 N T +oo T
[ s < 3 [atNie ™ fi)ds + 3 [ 12)ds
n=17 HAnTE n=17¢ n=N+17}

_l’_
8

1 atpte— TAn

3
Il

T
doi / N 2 (s)ds < £
0

Et de (2.20), on obtient

lu () = (O3 < 21|u(0) = vl + e

Donc

[u(T) = w(T) 37 < 2[u(0) = vl +e,

et

sup [|u® () — u(t)|3; < 21u(0) — vl +e. (2.21)

0<t<T
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Comme ilinuo‘(O) = v alors iig%ua(T) = u(T), et comme du théoréme 4 on a
iiir(l)u“(T) = g, alors u(7T) = g. Ainsi la fonction u vérifie la condition finale. Comme
la fonction u est une solution classique du probléme (2.19), alors elle vérifie I'équation
aux sens classique ainsi la fonction u est une solution classique du probleme (2.1), et

'inégalité (2.21) résulte que u®converge vers u lorsque « tend vers 0, uniformément en ¢.
Réciproquement

Montrons que si le probléme (2.1) admet une solution classique w, alors la suite

(u?(0)) 4 converge dans H.

Soit a > 0 et supposons que u est une solution classique du probléme (2.1), donc elle

est donnée par :

et on a

T

u(0) = Jio (eT’\”gn — /es’\”fn(s)ds ) D,,.

Puisque u(t) € D(A) Vt € [0,T], alors u(0) € D(A), ce qui assure la convergence de
2

+00 T
la série Y A2 (eﬂ”gn - /es”\”fn(s)ds ) , de plus on a

n=1 0

2

T
lAu(0)]3 = Zv(“n - /ewms)ds)

0
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Alors

2

+o0
2 _ n TAn n n SAn
[u®(0) — w(0)[| = Z (aii-‘,—eeTA?n + /a,\a:‘Jr: ol f dS)

n=1

T
< a2 Z a}\ﬂ+e T/\n (GT)\ngn - /GSAnfn(S)ds)
0

Et en utilisant le lemme 2, on obtient

Ju(0) ~u(O)lf < o ZA2( g, — [e n<s>ds)

Donc
T
[u*(0) = u(0)|ly < 77—z~ [1Aw(0) [l -
(1+m (%))

D’ou
lirr(l)ua(O) = u(0) .

c’est-a-dire la suite (u*(0)),s, converge dans H. B

Remarque 7 : Si f(t) € D(A);Vt € [0,T] . Alors on a 'estimation :

o o 273
u(#) = w(®)lly < 2[1u(0) = wllyy + 5 1A 2oy -
(1+m(Z))

Démonstration :

De (2.20) et en utilisant (2.12) du lemme 2 on obtient

1+1

+oo T
3
o (8) = )y < 21(0) ~ ol + 20y 2 [N
n=17p
«a 3 2
< 2[Ju(0) — olf} + W 1A 2 oy, -

Théoréme 8 : Soient f € L?([0,T],H), g € H,le probléme (2.1) admet une solution
classique si, et seulement si la suite (u*(0)),>, converge dans H. De plus, u®converge
vers u lorsque a tend vers 0 dans C* ([0, 7], H).

Démonstration :

Montrons que si la suite (u*'(0)),, converge dans H, alors le probleme (2.1) admet une
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solution classique, et de plus on montre la convergence de u® vers u lorsque o tend vers
0 dans C* ([0, 77, H).

Supposons que liII(l)uO‘/ (0) = v existe, et puisque v € H on a :
a—

“+o00

v = Zvnq)n ,ouv, = (v,®,);Vn > 1.
n=1
Notons par
n(0 =
wn:f())\Vn>1 etw—an - (2.22)
n n=1

Il est facile de voir que la fonction u définie par

= iun(t)fb

t
ol uy,(t) = e Prw, + /e(s_t)’\"fn(s)ds, Vn > 1,
est une solution classique du probléme
w(t)+ Au(t) = f(t), 0<t<T,
u(0) =w .
Comme (2.7) on a
“+o0o
=D up(t) @
n=1
ou

T
e~ tAn (s t—T)An,
t

400
_ tin (s—t— T)/\n TAn
u(t) = (af’fe 5 g n+/AZZf e fa(8)ds + xS fu(t )) @,

= —tx ’ (s—t—T)A T
= —An mgn—/; o fn(8)ds | + 5 fa(t) | @

t

400
- 2:1 (_)\"ug(ﬂ + m%fn( )) D,,.
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Et d’autre part

+oo ¢
u’(t) — Z (_)\ne—t/\nwn _ //\ne(s—t)’\”fn(s)ds + fn(t) ) P,
n=1 0

n

- ¢
= Jrz: [—)\n (e_ﬂ"wn + //\ne(s_t)’\“fn(s)ds ) + fu(t)| @
n=1 0

_Z nun +fn( )) n -

Donc on a

TAn

2 () = =g (t) + o= fu(D),

U (1) = =Anun(t) + ful) -

(2.23)

up(t) = un(t) = =" (0 (1) — up, (1) — xS fa(t)-

Donc
rm%w—u@wz=§iW%w—uawf
- cj(——An1<ug%t>—-u;a>>—-Qﬂngzqunfna>)2

<23 (W2 07 + ).

Et vu le faite que hm An = 400, donc I¢ > 0, Vn > 1: A\ ? < ¢, ainsi on obtient

n—-+00

lu () = u(®)ll < 2¢ju(t) ||H+2Z e fat)

adpte~ T’\n>

< 2 [lu(t) — /() |I7 + 2T2 Z fa (@)

(1+In(
Alors
[u(t) — u(®)|[y < 2¢|[u(t) — ') + (T (D) 1f O] -
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Ainsi

T2 )
0ol o)

[u®(0) — w(0)|3; < 2¢[|lu™(0) — ' (0)|3; +

et
sup [|u(t) — u(t)|3; < 2c sup [[u®(t) — ' (t)||3 (2.25)
0<t<T 0<t<T
272
+——— sup [|f()]-

(14 (%)) ose=r

De (2.23) on a

+oo +o00
u'(t) = Z:l u, (t) @, = 2;1 (=Anun(t) + fu(t))  @n,
donc N
u'(0) = Z:l (=Anun(0) + fu(0))  Pn

Et comme u(0) = w, donc u,(0) = w,;Vn > 1,

d’ou
u'(0) = ZO:O (=Awy, + fn(0)) P,

n=1

Et comme (2.22) on a (—A,w, + [,(0)) = v,;Vn > 1.
Alors
+oo
U/(O) = Z Un, q)n = 0.
n=1

Et comme limu®(0) = v, alors limu®'(0) = «/(0), et de (2.24) on obtient

a—0 a—0

limu®(0) = u(0). Ainsi d’aprés le théoréme 6 u est une solution classique du probléme
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Montrons maintenant la convergence de u® vers u dans C* ([0,7], H) lorsque « tend

vers 0.
De (2.23) on a :

TAn

5 (0) = =Aug(0) + = fn(0),

Un(0) = =Anun(0) + fn(0)

donc ug’ (0) — uf, (0) = = A (u(0) — un(0)) — 2275 fn(0).

A - n
(0) — (0 = =, (g" a— an@)ds) 220
0 n

a\, +eTAn

a,
a\, + e Trn

/2(0).

Et d’autre part comme :

(1) = up (1) = =An (U (8) = ua(t)) — 5227w fu(t)

—tAn 3
s Oé>\n+€ ah +e—TAn fn( ) - (mgn —e t)\nwn)
T
(s—t—T)An
+)\’Vl (/;As+e T)\nfn d8+/ St)\nf ) )
t
_tAn
= a)\nizzT)\n fn( ) 7’L (mgn e t)\nwn>

An e(s t—T)An An e(s t—T)An CX)\ e(s t)An
n / e p (5)ds + / DN £ ()ds + / QN g (s)ds

tAn
ug'(t) - U%(t) = — T ii”TAn fn( ) — A (mgn —e t)\nwn)
T
(s=t=T)X 22 (s—t)An
+/)\a: +€_T)\nn f?’L dS + /z)\ j’G_T)\n fn(S)dS
0
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T
_ (s—
U%/(t) —u%(t) = —\,€ tAn (a)\n—f:TM — Wy —/ai T TAnfn< ) )
0

t
)\2 (s—t)A
e 0+ [ SRR fu(s)ds — xS ul) + oy e £u(0).
0
D’ici en utilisant (2.26) on obtient

OLAQ (s— t)/\n

t
U (E) = (1) = e () = (0) + [ Fu(s)ds
0

et (fa(0) = fa(t)) .

Alors
lu (1) — /' ()13 = +Zoj (g () — u, (1))

I ; )\2 (s—t)A
ft)\n aApetsThAn
Z +/a/\ +e—T/\n )dS
0

3
Jat

o (£(0) = (1))

< 4(a?+ 0+ ) et linégalité de

Cauchy-Schwartz pour le second terme de cette égalité on obtient :

En utilisant Uinégalité élémentaire (a + b+ c)

Ju(t) — ()5 <4 e (u(0) — !y (0))?

n=1
2>\ie2(s—t)xn )
—{—4Tnz:10/ W 6J_F)\H)QL]Cn(S)cZ,S (2.27)
2)\2
a0 ).

n=1 a)\n + G_T/\n)

Et comme f,(t) € H; VYt € (0,T), donc : Ve > 0, on peut choisir N pour lequel

—+00

n=N+1

(2.28)

oo\m
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donc on obtient :

42 m:ﬁln) (£a(0) = (D) =43 m:fm) (fu(0) = fu(1))?
Y (0= 0

—2
En majorant (oz)\n + e*T)‘") par 2" dans la premiére série et par a2, ? dans la

deuxiéme on obtient

+00 az)\i B ) ) N - B ,

4712::1 (a)\n + €_T>‘”)2 (fn(()) fn(t» S o nz::l )\ne (fn(o) fn(t))

+00
430 (f0) = fal1))” (2.29)
n=N+1
Maintenant en choisissant « tel que
N -}

@ < VE |2 8N (£u0) = ful®)” , (2.30)

De (2.29) et en utilisant (2.28) et (2.30) on obtient

+oo 2)\2

12 s e (0 — fult)) < (2.31)

D’autre part comme : Are2~D2 < O (s € (0,1)) et e72 < 1; V¢ € [0,T], alors de
(2.27) et (2.31) on obtient

lu(8) = ' ()7 < 4 ij (us!(0) = u;,(0))°

+4TO[201 Z /)\_g_eTAn)Qf2( )dS + e

nlo

D’ici en utilisant le lemme 2 on obtient

+00 t
lu(8) =/ ()7 < 41l (0) — ' (0)]* + 14T301 Z/ s)ds +e
n=1ljp

+1

ue ) 2 %12 2 ,
< 4 Ju(0) — u/(0)| T am(2)) IF @y +¢
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et comme limouo" (0) = u/(0), alors

lim sup ||u®(t) —u'(t)||; = 0. (2.32)
a—0ci0,7]

D’ici en utilisant l'inégalité (2.25) on obtient

lim sup ||u®(t) —u(t)||z = 0. (2.33)

a—0p<i<T

De (2.32)-(2.33) on obtient

Jim [ () = w(@)l| e 0.1,y = 0

Ainsi u®(t) converge vers u(t) dans C* ([0,7], H) lorsque « tend vers 0.

Donc le probléme (2.1) admet une solution classique u(t) et 'approximation u®(t)
converge vers u(t) dans C* ([0, 7], H) quand « tend vers 0.

Réciproquement

Montrons maintenant si le probléme (2.1) admet une solution classique, alors la suite
(u'(0)) 4> converge dans H .

Soit @ > 0, supposons que u est une solution classique du probléme (2.1), elle est
alors donnée par

n=1
et on a
400 T
u(0) = (eTA"gn — /eSA"fn(s)ds ) D,

Puisque u(t) € D(A) Vt € [0,T], donc u(0) € D(A), ce qui assure la convergence de
la série

2

+o00 T
SN2 (eT)‘“gn - /es’\”fn(s)ds ) , de plus on a
n=1 0

2
+o0 T
[Au(O)]l}, = 3 X2 (g = [ fuls)ds ) .
n=1

0
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Soit € > 0, on choisit N pour lequel

2

T
Z A2 ( T, n—/es’\”fn(s)ds> <
0

n=N+1
On a
+0o0 T
= (—Ane(T%gn + / Anel0n £ (s5)ds + fn(t)> D,
n=1 y
et
+o00 T
W(0) =" (—AneTMgn + [ hue fu(s)ds + fn(0)> @,
n=1 0
De (2.7) on a
(a7} = —A\pe —tAn A e(‘S t— T)>‘7l TAn
u(t) =) | e Tkngn*‘/ e Ja(8)ds + e o) | P
n=1
et
Z (a/\ +e— T’\ngn—i_/ci\Ae(J:eT;):\T;fn( )ds—’—a)\Jr%f”( )) (I)n :
n=1
Alors

e 2 TAn T fe% 2 S>\n
u'(0) —u'(0) = (a)\A+e—T)\ngn - /a,\/\+e o fn(8)ds — o +€ 2w (0 )) n-
0

2

n=1

400 T
a 2 )\2 TAn 04/\2 SAn adn
[u®(0) — u/(0)[[ 7 = D (Wemgn - /OM v fu(8)ds — o Q 5 fn (0 ))
0

[u(0) — /O] <2 Z e 3120

(A, + e TAn

+2 Z oA, 7 (eﬂ”gn - /eSA"fn(s)ds) : (2.34)
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Et d’autre part comme

= a?X\t r
5 st (o e
n:1 n 0

2

2

Mz

n

T
a2X} TA A
Oc>\n+6 T)\n) (e "gn - /65 nfn(s)d8>
0

T 2
2)\4
t Z Oz)\nj‘-e:;“knf (GT/\”gn - /eSAH n(S)dS) .

n= N+1 0

—2
En majorant (a)\n + e‘T’\”) par 2" dans la premiére série et par a~2),? dans la
deuxiéme on obtient

2

+Zoo a?Ay TA [ A
n n _ SAn <
n=1 (a>\7L+e*T>\n)2 ‘ I 0/6 fn(S)dS -

2

=

+oo T 2
+ 2 A GTA"gn—/e“"fn(S)dS
n=N-+1

0

T
> a2 Ak 2T <eTA"gn — /e‘“” n(s)ds)
0

2
N T
S 042 Z /\i€2T)\n (eT)\ngn - /GSAnfn(s)dS) + %a
0

n=1

maintenant en choisissant « tel que

2

N T

a<\/z Z 4\Ee2TAn (em’"gn — /es’\" n(s)ds)
n=1

On obtient

= o’y TA [ A
n n _ SAn £
2 ey | [ s | <5

D’autre part comme

—+00

S o R0 < e SRR < R 4SO
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Alors

[u*(0) = W' (0) [y <&+ (D)) A O -

Ainsi la suite (u*'(0)),, converge dans H. D’ott le théoreme est démontré. W
Remarque 9 : Si u(t) € D(A?),Vt €[0,T] on a :

V2T 2 9 3
[u'(0) = W' (0)ll y < 7y 1||A7w(O)||,, + A (O)]I5
iy ol + wrons)

Démonstration : Supposons que u(t) € D(A?%), Vt € [0,T], alors u(0) € D(A?)
2

T
c-a-d || Au(0) |3, = Z)\4 ( Tn n—/e“”fn(s)ds) < 400

0

De (2.34) et (2.12), on obtient :

9 T
() ~ O] < —— Z 0\, ( g, — | ewfn<s>ds)
0
+oo
+ 7 2 A (0)7

o? (1+In (L)) 221

D’ou
[u(0) = o O < {HAMO)HZ + ||Af<o>||z}

(rn ()

Fin de la démonstration. B

Théoréme 10 : Soient f € L?([0,T],H), g € H, sl existe m € (0,2) tel que la

+oo
série Z AremTAn g2 converge, alors

n=1

VCia™ (2.35)

Ja(T) = gl < Y2,

+o00
N o m_ mT A, 2
ou Cp =4 AremTing?,

n=1
+oo
Démonstration : Soit m € (0,2) tel que la série > Are™ g2 converge, et soit
n=1
ke (0,2).
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Fixons le naturel n, et définissons

oF
n\&) = .
On a
! _ k=1 (k=2)odn ke~ TAn
Gn (@) = @ (aAn.q_e—TAn)a
Anisi ¢/ (o) =0 pour ag =0 et oy = %, puisque g, (0) =0 et ligl gn (@) =0

et g, (o) > 0, alors a; est la valeur pour laquelle g,, atteint son maximum, d’ou I'inégalité :

k \* kT,
gn (@) < (H> :
" - )\fL (A, + e TAn)

5, Vn € N*. (2.36)

D’autre part de (2.16), on a

—+o0
[u(T) = gl3 = a® "> A2gu (a) g2 .

n=1

Alors d’ici en utilisant (2.36), on obtient

k

k +oo 5

||ua(T) — g||?{ < <2—k> a2k Z )\i—k (041>\n + e—T/\n> 6—kT)\,LgTQL.
n=1

2
En majorant (al/\n + e‘T’\") par 2" on a
k R
HUO‘(T) _ g||12LI < (ﬁ) 2k Z )\721*]‘56(2—]47),1—‘)\119”%.

n=1

Si on choisit £k = 2 — m, on obtient

—m too
lu(T) — g% < (27—nm)2 a3 NmemTAn g2
n=1

Et comme (2_7’”)277” < (Q_Tmf <4 {car 2_7’” > O} .

m

Alors
2 =X
[u(T) = glly; < Aza™ D Ayem g2,
n=1

Ainsi (2.35) est démontrée. B
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Théoréme 11 : Soient f € L*([0,T],H),g € H. Supposons que le probléme (2.1)
admet une solution unique v € C* ([0, 7], H), alors u®(t) converge vers u(t) uniformément

en t.
Démonstration :

Supposons que le probléme (2.1) admet une solution unique u € C* ([0,7], H) , donc

elle est donnée par

+o0 T
u(t) e Z (G(T—t)kngn _ /e(S—t))\nfn(S)dS ) ¢n- (2.37)
n=1 y

Soit € > 0, on choisit N pour lequel

T 2

“+oo
sup  »_ (G‘Tm"gn - / e(“”"fn(S)dS) < g

Comme (2.7) et (2.37), on a

T

too [\ (T—t)n
uwwwmzz( |

a\, + e Trn /

s—t)An

atyel £.(5)ds ) o,

a\, + e Tr’"

alors

n
= al, + e Trn / a\, +eTrn

2
N 22 [ —ar,eTPAng, T ad,els=DAn
nu@—mwz=z( +/ fuls)ds | .

donc
2 = a’\? T—H)A r A :
lu®(t) — u®)]? = > e o(T0) ngn_/ds_) "fa(s)ds | (2.38)
n=1 n t
ainsi
N T 2
2312
[u(t) —u@®)|5 = (axiiinﬂf (e(Tt)Angn _ /e(sft)Anfn(S)dS )
n=1 nTe f
I 2)\2 £ ’
¢ 5 g (e o).



—2
En majorant (a)\n + e‘T’\") par e27»

dans la premiére série et par a2\, 2 dans la
deuxiéme on obtient

2
N T
Ju () = u@) [ < 0 3 Nt (ew—tw ~ [ets-om ) v

5 -
n=1 t
Maintenant en choisissant « tel que
T 212
o< E 22)\2 A gup eT—DAng / (=0 £ (s
t€[0,T] s
D’ou
sup [[u®(t) —u(t)|y <e, (2.39)
te[0,7

ainsi u®(t) converge vers u(t) uniformément en ¢. W

Remarque 12 : Si le probléeme (2.1) admet une solution classique u. Alors on a
I’estimation :

() — u B
[u(t) = u(®)ll < Lt (D)’ (2.40)

ot C =T sup ||Au(t)| g

te[0,7

Démonstration : Supposons que le probléme (2.1) admet une solution classique u
Donc u(t) € D(A); Yt € [0,7], de (2.38) et (2.12) on a

T 2

Jue(6) ~ u(o)y < ey zv (e”-%gn— /e<s—t>wn<s)ds) ,

t
alors

() — w1 < ————— [ Au(t)]

(rn ()

Ainsi on obtient (2.40) pour C' =T sup |Au(t)|, . W
t€[0,T]

Théoréme 13 : Soient f € L?([0,7],H),g € H, supposons que le probléme (2.1)
admet une solution classique u, alors u®(t) converge vers u'(t) uniformément en ¢

Démonstration : Supposons que le probléme (2.1) admet une solution classique u
donc u € C'([0,T], H) et u(t) € D(A);Vt € [0,T].
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Soit € > 0, on choisit N pour lequel

+o0 T
sup Z}\i(Tt))\ /Stnf )Si

tG[O,T] n:N_;’_l +

De (2.23), on a

up! (1) — up (t) = =X ( up(t) — un(t)) + a>\n+e 2 fu(2),

ny

+o00 5 T
ua’(t)—u'(t) — [WX_?TM) <€(Tt)>\ngn _ /G(St))‘”fn(s)ds> + a)\nikenmn fn( )
t

3
Il
_

alors

2)\2 )
) = O <23 |
CVQ)‘fL (T— t)\n (s—t)An
+ (Mﬁe_m)?( / Fuls ) L (241

Et d’autre part comme

T 2

S o (T—t) (s—)A
X oy (7 = [ Ao | =

t

2

N 2)\4 7
5o ot (g, [

T 2
a?)d T—t)n s—t)An
+ m (e( ) gn_/e( ) fn(3>d8) ’

—2
Alors en majorant (a)\n + e‘T’\") par ¢?”*» dans la premiére série et par a2\ >
dans la deuxiéme on obtient

T 2

400 2
DBy pewere e (G(T”"gn -/ e(“”nfn(s)c@) <

n=1 +

2

N T
4 _
0? 37 A2 Ty / sOMf (5)ds |+ .

n=1 t

20



Maintenant en choisissant « tel que

T
a < 4/ 24)\4 T gup (e(Tt)A”gn — /e(St)’\”fn(s)ds)

t€[0,T] f

D’ou
+oo 2)\4 T ))\ . ))\ ’
A" Ay —t)An s—t)An =2
3 Gty T [ | <5
alors
sup || u¥(t) —u'(t 2§€+$Sup Af )
Sup, | u(t) — ' ()| (n(D))7 520, A

Ainsi u®(t) converge vers u/(t) uniformément en ¢. l
Remarque 14 :

Si la solution du probléme (2.1) vérifie de plus u(t) € D(A?);Vt € [0,T] . Alors on a

I'estimation

D

[u®(t) — ' ()|l g < m ;

(2.42)

1

ot D =21 sup {[[A%u(t)llf; + |AF(II5}*
t€[0,T]

Démonstration :

Supposons que u(t) € D(A?);Vt € [0,T], de (2.41) et (2.12) on a

2

2 I _ 7 _
Huo"(t) i Ul@)”?{ < ( 2TT)>2 Zl/\;lZ (G(T t)>\ngn + /6(5 t)Anfn(S)dS
n= +

1+1n<g

2T2 2 2
1+ln Z )\ f
D’ou

Ju(®) = Ol < rvmyy (14PN + 147 @)1}

Ainsi on a (2.42) pour D = V2T sup {||4%u(t)[}, + [Af(@)]%}* . m

t€[0,T]
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Théoréme 15 : Soient f € L?([0,T],H), g € H, supposons que le probléme (2.1)
admet une solution unique u correspondante aux second membre de I’équation f, et la
donnée finale g, tel que u € C* ([0,T], H), et soient f* € L?([0,T],H), et g € H tel

que [1f = fllaor.m < 2705 > 19— 9%llu < 355 -

Alors, il existe une fonction u® de telle sorte que u®(t) converge vers u(t) uniformément

en t.

Démonstration : Soient v, u* deux solutions du probléme (2.3) correspondants

aux seconds membres de I’équation f, f¢ et aux données finales g, g“.

On a
[u(t) = w(®)| gy < [lu (@) = v* Oy + [l () — w4 - (2.43)

De (2.15) on a

N|=

su u*(t) — u(t < V2T o — 2+T a_ fl2
s (0) (Ol < 22ty (19" = ol + TP = Flagormm)

+ sup [[v*(t) — u(t)|
te[0,7T)

et de (2.39) on obtient
[u(t) —u(t)l| g < m +e
Ainsi u*(t) converge vers u(t) uniformément en ¢. B

Remarque 16 : Dans le théoréme 15, si la solution du probléme (2.1) admet une

solution classique u(t), Alors il existe une fonction u® tel que

C+T
[u(t) = u®)llg < =777y
(1+m (%))

tel que C' =T sup ||Au(t)]y -
te[0,7

Démonstration : Supposons que le probléme (2.1) admet une solution classique u ,
c’est-a~dire u(t) € D(A);Vt € [0,T]. De (2.15) et (2.40) et (2.43) on obtient

1
2

e (t) = w®lly < gratayy (o = ol + TS = FEagomn)” + ey

c+T

tel que C' =T sup |Au(t)| g , la remarque est démontrée.
t€[0,T]
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3 Chapitre 3 : Application

Dans le présent chapitre on va appliquer les résultats obtenus précédemment a I’étude

d’un probléme inverse pour I’équation de la chaleur.
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Pour tout nombre positif 7', on considére le probléme suivant : trouver u(x,t) ou
(x,t) € (0,7) x (0,T), vérifiant

Ut(x’t) _uzx(‘rat> = f(:L‘,t), (:L‘,t) S (077T) X (0,T>,

u(0,t) = u(m,t) =0, t € [0,7T], (3.1)

uw(z,T) =g(x), = € (0,7),

ou f(z,t), g(x) sont deux fonctions données. Ce probléme est bien connu comme

probléme inverse de la chaleur.

Ramenons le probléme (3.1) & un probléme final pour équation différentielle opéra-

tionnelle qui a été étudié précédemment, sous la forme

2
2 admettant comme valeurs propres {r*n?}, . correspon-

o A est l'opérateur —
xr
dants aux fonctions propres {sin 7n}, . qui forment une base orthonormale dans I'espace

L*(0, ).

Il est bien connu que ce probléme est mal posé aux sens de Hadamard. Utilisons le

probléme (2.3) pour approcher le probléme (3.1), ainsi on obtient le probléme suivant :

+o0

u(a,t) — () = 3 T fu () sinn, (2,8) € (0,m) x (0,T),
u®(0,t) = u®(m,t) = 0, t € [0,7T], (3.2)
+o0 2
u(a,T) = 3 i mmgnsinna, @ € (0,m),

oua € (0,T), fu(t) et g, sont les coefficients de Fourier dans I'espace L?(0, 7), données
par :

falt) = 2/f(yc,t) sinnwdz, VYn > 1,Vt € [0,T], g, = %/g(m) sinnwdr, Vn > 1.

T

0 0

Théoréme 17 : Soient f(z,t) € L*((0,T),L*(0,7)), g(x) € L*(0,7), alors le pro-

bléme (3.2) admet une solution unique u®(x,t) tel que

o4



u®(z,t) € {C*((0,T), H3(0,7)) N L*((0,T), H(0,7))}, et elle est dépend contint-
ment des données du probléme dans C ((0,7), L?(0,7)). De plus on a :

272 N
||u°‘(:c',t)—vo‘(x,t)||iz 0,7 2 ||gl_g2||L207r
0 o? (14 (L)) ( o
2
+T | 1 = FollZ2 00y 2200 (3.3)

ot u®(x,t) et v*(x,t) deux solutions du probléme (3.2) correspondants aux seconds

membres de I’équation :

+oo +o0
> an2+e —& s [ (t) sinna et Z an2+e —& " fna(t) sinna,
1

n—=

et aux données aux finales :

“+o00 “+oo

—Tn2 2

e .
Z an?ye-tnZdnl sinnx et E mgm SmnT.
n=1

Démonstration :
Montrons premiérement 1’existence de la solution u®(x,t) dans l'espace
{C1((0,7), Hy(0,m)) N L*((0,T), Hg(0, 7))} -

Par la méthode de séparation des variables, il est facile de voir que la solution du

probléme (3.2) est donnée par :

T

+o00 eftn2
w(ot) =3 (o mon — |
t

—\an?+e an? +e

6(sfth)n
— 5 [u(s)ds | sinnz. (3.4)

On a:
2

T +o00 T
(5 t—T)n .
|lu®(x,t) ”Lz 0.7) / {(an%e 77 0n —/mfn( )ds) smna:] dx
0

n= t

—_

2

w\:\

T
(s—t T)n
Z (an2+e Tz Yn — /§n2+6 Tn2fn< ) )

t

En utilisant Pinégalité (a + b)? < 2 (a® + b?), et I'inégalité de Cauchy-Schwartz pour

le second terme de cette égalité on obtient

T
—2tn e2(s—t=T)n 2
(. 8) 220, <w2(w%my% /mm”nﬁ<>)

t
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-2
En ma,jorant (Oé'ﬂ2 + e—Tn2) par (an2)—2, e—?tn2 et e?(S—t—T)n2 par 1

{car s € [t,T]} on obtient

1) 0. 3wz( T—Qﬁ@ﬁ®%>

t

T

+oo +oo
<3 (s 5 £ o).
n=1 n=1j

alors

2
« 2
(@, D70 < =5 (191 20m + T 720 2009) - (3.5)

Et d’autre part de (3.4) on a

+oo 2 T P
ul(z,t) = Z n mgn — /oc;n2+e*T”2 fn(s)ds | cosnz.

n=1 +

Alors

T 4oo ) T 2
2 —tn (s—t—T)n
a2, )22 o) = | P{M;ﬂﬂ%—ﬁkﬂmmxm%mm4dx
0

n=1 t

+o0 T
] )

t

2

wm

En utilisant que (a + b)? < 2(a? + b?), et l'inégalité de Cauchy-Schwartz pour le

second terme de cette égalité on obtient

00 T
« 2 n 2 —9tn2 s—t—T)n2
g (@, )20 < 7T (m) ( gr + (T 1) /62( t=T) fﬁ(s)ds) .
n=1 t

—2
En majorant (0477,2 + e—Tn2) par (an2)—2, e—?tn2 et e?(S—t—T)n2 par 1

{car s € [t,T]} on obtient

(gi +T /T fr (S)dS)

Sai( ZgnJrT”Z/Tfi )

2 X 2
’|ug(x7t)||L2(0,7r) <7 Z oszn‘l
n=1

o6



alors

2
@ 2 2 2
Jug (z, t)HLQ(O,ﬂ-) < o2 <”gHL2(0,ﬂ') +T HfHL2((0,T),L2(U,7r))> : (3.6)

De (3.5) et (3.6) on a

4
@ 2 2 2
[u*(@, ) om < pe) <||g||L2(0,7r) +T ||f||L2((o,T),L2(o,7r))) : (3.7)

De (3.7), et comme u®(0,t) = u*(7,t) =0, on a

AT
a 2 2 2
lu (@ Ol imom) < =z (190Z20m + T I Z@my 20m) - (BD)

Par conséquence u®(z,t) € L? ((0,T), H3(0,7)) .
Montrons maintenant 1’existence de u®(z,t) dans l'espace C* ((0,T), Hi(0, 7)) .

De (3.7) on obtient

« 4 2 2 3
[|u®(x, t)”C((O,T),Hl(O,w)) < . (||9||L2(o,7r) +T ||f||L2((0,T),L2(O,7r))) . (3.9)

Et d’autre part de (3.4) on obtient

+oo
_ 2 —tn? (s—t—T)n .
u?('x? t) = Z (ang+ee Tn2 n + /na:;2+e—Tn2 n )ds + an2+€—Tn2 fn( )) S nx?

+
8

2 2 —tn?
Donc 5 @, Ol = § 2 (2500

3
Il
_

T 2
n2e(s—t—T)n2 Tn2
+/m n(s)ds + —— o full ))
t

En utilisant 'inégalité (a+b+c)? < 4 (a® + b* + ¢?) , et I'inégalité de Cauchy-Schwartz
pour le second terme de cette égalité on obtient

o 2 <9 = nie—2tn [ nle2s—t=T)n® oo
[Jug (x7t>||L2(0,7r) = W; W / an24e~T 2f (s)ds
- t

+oo

+27TZ W]&( ).

n=1
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_2
En majorant (om2 + e—Tn2) par (Oén2>_2, e—?tn2 et e?(S—t—T)TL2 et e—QTn2 par 1

{car s € [t,T]} on obtient

n=1

o0 T
g (e, ) o0y < 27 - <g BT [ F2(s)ds + i fﬁ(t))
0

g‘é(ZgﬁT”Z/ﬂ% Jds + % Zf2 )

nlo

alors

4 2 2
[Jug (z, t)HLQ(O ) = 07 (Hg”LQ(O +T HfHL2((o,T),L2(o,7r)) + Hf”C([O,T],LQ(O,ﬂ-))) : (3.10)

Et de (3.4) on obtient

n=1

+oo
_n2e—tn (s—t—T)n
u?l‘(x7 t) = Z n (an§+ee—Tn ’n + /na,22+e—Tn )ds + an2+€—Tn2 f’n( )) COS nx?

donc

+
8

2 .3 —t
o 2, Ol a0y = § 3 ( S er

S
Il
—

T 2

n3€(s—t—T)n
+/m ( )dS + om2+e T"2 fn( ))
t
En utilisant 'inégalité (a+b+c)? < 4 (a® + b* + ¢?) , et I'inégalité de Cauchy-Schwartz

pour le second terme de cette égalité on obtient

@ 2 = nbe—2tn? ’ nbe2(s—t—T)n? .o
o )iy < 27 3 | (e Srayed + (T = 1) [0 0 Fa(s)ids

n=1 +

+o00
9 2 —2Tn? 9
+ 7Tnz::1<an2+e Tn2 )2f ()

En majorant (om2 + e‘T”Z) par (an?) "> on obtient

a 2
||uta:(x7 t>HL2(0,7r) <27

—2tn 2 s—t— n —n2
(“ gn+T/ o (S)d8+2§;2f3(t))-

”M8

o8



En utilisant les majorations n2e 27" < ¢; , n2e26~-1" < ¢, {car s € [t,T]} et e~ 7"’

< 1, et soit ¢ =sup{cy,cq, 1}, on obtient

“+o00 “+oo T “+o00
« 2 s s s
g (2, )20y < 55 (2 Yo +TEY /fﬁ(s)ds +5> fﬁ(t)) ;
n=1 n=1

n=1 0

alors

4c
a 2 2 2 2
Juge (2, D720y < 2 (Hg||L2(O,7r) + TN F 2207, 02(0,m) T Hf(t>||L2(0,7r)) :

De (3.10) et (3.11) on obtient

8c
a 2 2 2 2
Jugy (@, t)||H1(o,7r) < o2 (||9||L2(o,7r) +T ||f||L2((O,T),L2(O,7r)) + ||f||c((o,T),L2(o,7r))) :

De (3.9) et (3.12), et comme uf(0,t) = u(m,t) =0, on a

16¢

« 2 2 2
[u(z, t)Hcl((o,T),Hg(o,ﬂ)) < a2 [HQHL2(0,7T) +T HfHLQ((O,T),IP(O,w))

2
+ ||f||C((0,T),L2(0,7r))] :
Finalement de (3.8) et (3.13) on a
u®(z,t) € {C*((0,T), Hy(0,7)) N L*((0,T), Hy(0, 7))} .

Facilement on déduit 'unicité.

(3.11)

(3.12)

(3.13)

Montrons maintenant que la solution du probléme (3.2) est dépend contintiment des

données du probléme.

soient u*(z,t) et v*(z, t) deux solutions du probléme (3.2) correspondants aux seconds

membres de I’équation

+o00 2 +o0
Z — > fu1(t) sinnzx et

an?+-e
n= n—=

T

2
mfrﬂ (t) sin nz,
1

et aux données aux finales

400 2 +o00

e—Tn . €_Tn2 .
> a2 -T2 Ynl SINNT €t > onge—Tn? gn2 SMNT.
n=1

n—

29



De (3.4) on a

«a X e_t”2 Te(s t—T)n? .
u (SC,t) = Z mgm - /an2+e Tr2 fm( ) Smn,
1

n—= t

et

t

= tn? 7 (s—t—T)
a o e~ n e B TL .
v (x,t) = an?ie—Tn2 9n2 — /aanre T2 fnz( ) siInnx.

I 7tn2
u*(x,t) — v*(z,t) = <an2e+e—TnQ (Gn1 — Gn2)

T

[ (o) - fn2<s>>ds)

t
Donc
2

—+o00
2 T —tn
[0, ) = 0@, Ol a0y = 5 3 (s (91 — )
n

Il
—

T 2

_/ els—t=T)n? 2 (fn(s) — fng(S))d82>

an?+4e~T
t

En utilisant I'inégalité (a + b)? < 2 (a® + b?), et I'inégalité de Cauchy-Schwartz pour

le second terme de cette égalité on obtient

an2+e—Tn? )

Ju(z,t) — v*(z, t)||L2(o ST f <(2m2 7 (Gn1 — gn2)2

T

)|y (o) - fn2(8))2d8)

an?+4e=T
t

= WZ sz+e r)? ((in gn2)’ +T / (far(s) — fng(s))2d5) .

En utilisant expression (2.12) du lemme 2 pour A = n?; ¥n > 1, on obtient

+o0
« (6% 2 2 s 2
) = 0@y < 2y (535 (0 = )

(1+ln(5))2 n=1

+

o0

T
A2 [ (fua(5) = fuals))*d )
0

=1

3
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Alors

o o 2 2T2 2
||u (x7t) -v ('r7t)HL2(O,T(') (T>)2 (Hgl _g2||L2(0,7T)
«

a? (1 +In(=
2
+T || f1 — f2HL2((O,T),L2(0JT))) :

Ainsi le théoréme est démontré.

Théoréme 18 : Pour tout g € L*(0, 7), Papproximation u®(z,T) converge vers g en

L?(0,7) quand « tend vers 0, de plus si g,, € L*(0,7) on a

T
T ) T | PP u——— 1 1) || PO 3.14
1) = 0 < [ gy oo (.10
Démonstration : Soit g € L?(0, ), donc g(x Z gn sinnz.

Soit € > 0, en choisissant N pour lequel

L’expression (2.16) pour ce probléme donne

+o0 2,4
o 2 s an
[u® (2, T) = 9@z 0.0 = 5 ; ot + 6Tn2)295- (3.15)

Alors

N
o 2
[u (@, T) = g(@) | 200 = (Zl = zgn+ Z Mgi)-

2
om “+e~ N= +1

2Tn? 2

_2
. _ 2 .o , . _ _
En majorant (om2 +e T ) par e dans la premiére série et par o 2n~* dans la

deuxiéme on obtient

+oo
6% 2 s n2
e )= (0 < 5 Setuter ot + 5% i)
n=N+1

N
wo? 4 2Tn2 2 €
< 2 Z 9o T3
n=1
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N
. .« . 2
maintenant en choisissant o tel que o < /& < > wnte?n gi) ,
n=1

D=

on obtient
||ua(x7 T) - g(x)HL2(O,7r) < e

Et d’autre part si g,, € L?(0,7), de (2.17) et de la remarque 5 on obtient :
@, 7) = 9oy < iy el - B

Théoréme 19 : Soient f € L?([0,7], L*(0,7)), g € L*(0, ), le probléeme (3.1) admet
une solution classique si, et seulement si la suite (u®(x,0)),, converge dans L*(0, 7). De

plus, on trouve que u®converge vers u, lorsque « tend vers 0, uniformément en t.
Démonstration : Résulte directement du théoréme 6.
Remarque : Si f,.(z,t) € L*(0,7);Vt € [0,T], Alors on a I'estimation :

a 2 @ 2
[u® (@, 1) = u(z, ) ||72¢0.7) < 2[[u*(2,0) — v(@) | 72(0.1)

3
+(1+?DIT(>)2 Hf:]cx”i2([0,T],L2(0,7r)) : (316)

T

o
Démonstration :

Si fee(z,t) € L*0,7);Vt € [0,T], la remarque 7 donne directement 1’estimation
(3.16).

Théoréme 20 : Soient f € L?([0,T],L*(0,7)), g € L*(0,7), le probléeme (3.1) admet
une solution classique si, et seulement si la suite (ug(x,0)),, converge dans L*(0, 7). De

plus, u®converge vers u lorsque « tend vers 0 dans C* ([0, 77, L*(0, 7)).
Démonstration : Résulte du théoréme 8.
Remarque : Si Uy, (7,t) € L2(0,7),Vt € [0,7] on a :

V2r 2
u(r,0) — ug(x, 0 o <~ | [ Uewaa (7,0 . 3.17
g (2, 0) — we(2, 0) | 2o, (1+1n(g;)){” (2,013 2(0.m) (3.17)

N|=

2
1 e, 0) 152 0,m) )
Démonstration : la démonstration se déduit directement de la remarque 9.
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Théoréme 21 : Soient f(z,t) € L*([0,T],L*(0,7)), g(x) € L*(0,n), s'il existe

+00
m € (0,2) tel que la série Y n?me™" g2 converge, alors
n=1
« vV 7T01 o™
[u®(2,T) — g(x)HL?(oJr) < Y (3.18)
+oo )
on Cy=2> n?memn g2
n=1

Démonstration : Résulte du théoréme 10.

Théoréme 22 : Soient f € L?([0,7],L*0,7)), g € L*(0,7). Supposons que le
probléme (3.1) admet une solution unique v € C* ([0, 7], L*(0, 7)), alors u®(t) converge

vers u(t) uniformément en t.
Démonstration : Résulte directement du théoréme 11.

Remarque : Si le probléme (3.1) admet une solution classique u. Alors on a Desti-

mation :

C

m, (3.19)

||ua($’ t) - U(JJ, t)HL?(OJr) <

ot O =T sup |[ue(t)| 120 -
t€[0,T

Démonstration : Résulte directement de la remarque 12.
Théoréme 23 : Soient f € L?([0,T],L*(0,7)),g € L*(0,7),a € (0,T), supposons

que le probléme (3.1) admet une solution classique u, alors u$(x,t) converge vers us(x,t)

uniformément en t.
Démonstration : Résulte directement du théoréme 13.
Remarque :

Si la solution du probléme (3.1) vérifie de plus uypee (7, t) € L*(0,7);Vt € [0,T] .
Alors on a l’estimation
D

w , (3.20)

||U?(]},t} - Ut(iC, t)||L2(0,7r) <

1
\ 2 2 2
oit D = /2T S {ttazaa (@, ) 22002y + [ FoaOl720m | -

Démonstration : Supposons que Ugg..(z,t) € L*(0,7);Vt € [0,T], en utilisant
(2.42) de la remarque 14 on obtient I'estimation (3.20). W
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Théoréme 24 : Soient f € L?([0,T],L*(0,7)), g € L*(0,7), supposons que le pro-
bleéme (3.1) admet une solution unique u correspondante aux second membre de I’équation
f, et la donnée finale g, tel que u € C* ([0, 7], L*(0, 7)), et soient f* € L*([0,T], L*(0,7)),
et g € L?(0, ) tel que || f — N z2qom 20 < 75 €t 19 = 9%l 20,0y < 35 -

Alors, il existe une fonction u® de sorte que u®(x, t) converge vers u(x, t) uniformément
en t.

Démonstration : Se déduit directement du théoréme 15.

Remarque : Dans le théoréme 24, si le probléme (3.1) admet une solution classique

u(z,t), Alors il existe une fonction u® tel que

c+T

[u®(z,t) — w(z, )|l 2.0y < ma (3:21)

ouC =T sup ||um($a t)HL?(Oﬂr) :
te[0,T]

Démonstration : Résulte de la remarque 16.
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Résumé

Le présent travail est consacré a I’étude d’un probléme parabolique
rétrograde abstrait non homogéne. On développe une méthode de régu-
larisation, puis on montre la convergence de cette méthode proposée. On
établit des résultats de convergence et d’estimation d’erreur.

Enfin, on illustre les résultats obtenus par 1’étude d’un probléme

inverse pour 1’équation de la chaleur.



Abstract:

This present work is devoted to the study a parabolic problem ret-
rograde abstract non-homogeneous. We develop regularization method,
and then we show the convergence of the proposed method. We establish
convergence results and error estimate.

Finally, we illustrate the results obtained by studying an inverse

problem for the heat equation.
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