Magister

Theme

Option

Par:

Devant le jury :

Président : M. DENCHE Prof
Rapporteur : M. ABDELLI M.C
Examinateurs : A. L. MARHOUNE Prof

C. SAIDOUNI M.C

o e o o e e e e o R e A B e R R ooy

Meémoire

Présenté pour I’obtention du diplome de :

MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR
ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
UNIVERSITE MENTOURI CONSTANTINE

FACULTE DES SCIENCES EXACTES
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Etude d’un Probleme spectral non local

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

BOUROUAIAH MESSAOUD

Univ .Constantine
Univ .Constantine
Univ .Constantine

Univ .Constantine

Soutenue le : 25/05/2011

IR AR R R R AR AR AR R AR R AR A AR AR AR AR AR R AR AR AR AR AR AR AR ARARARIRGR LR

REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

X088 REREREEBRBRERBRBRBRERBEIRBRIRERBRERERBRERBRERBRERBRERDRRBRERIRBRIRDRBRBRBRBRERBRIRBRBRR



Table des matiéres

Table des matieres

0.1-Introduction ... ... 1
0.2-Généralité ...... ... 2
0.2-Fonction de Green d’opérateur différentiel dans le cas général...................... 3
0.3-Position du probleme. .............oiiiiiiiiiii 8
0.3.1-Probléme spectrale du second ordre dansle cas q(x) = 0 Vx € [0.1] ........... 8
0.3.2-Fonction de Green d’opérateur différentiel du second ordre...................... 9
0.3.3-équations différentielles opérationnelles................coiiiiiiiiiiiiiiiinnn.. 13
Chapitre 1

1-Probleme aux limites pour équation différentielle du second ordre avec condition

Aux limites non locales dans LP[0,1].....cuvninieiii e 16
- INtrOAUCHON. .« oot e 17
1.2-Construction de la fonction de Green. .. ......oooveee e, 17

1.3-Estimation de la fonction de Green dans le cas des conditions aux limites régu-

LHETes dans L [0, L] . ettt e e e 23
1.3.1-Estimation du numérateur de la fonction de Green dans L*[0,1] ... ........... 23
1.3.2- Estimation du déterminant caractéristique de la fonction de Green .......... 28

1.4- Estimation de la fonction de Green dans le cas des conditions aux limites non

Régulieres dans LP[0,1].....cuuiiuiiiniiiiiiiiii e 33
1.4.1- Estimation du déterminant caractéristique de la fonction de Green........... 33
Chapitre 2

2- Probléme aux limites pour équation différentielle du second ordre avec condit-

ion Aux limites non locales dans LP[0,1] , 1S P < 400, .ccuiiuiiiiiiiiniiaannnn.. 37




Table des matiéres

2.1-Introduction..........oooiiiiiiii 38

2.2- Estimation de la fonction de Green dans le cas des conditions aux limites rég-
ulieres dans LP[0,1]. T P < 400, . uiie it e e e e e 38

2.3- Estimation du numérateur de la fonction de Green dansL?[0,1]. 1< P < 4+..39

2.4- Estimation de la fonction de Green dans le cas des conditions aux limites non

Régulieres danslP[0,1]. IS P < 400, . .uiuiiniiiiiiiiicece et 47
2.4.1-Introduction ..o 47
2.4.2- Estimation du déterminant caractéristique de la fonction de Green............ 47

Chapitre 3

3- Probleme aux limites presque réguliers pours équation différentielle du second

Ordre avec des condition aux limites nonlocales ..................coooiiiiiiinnn.. 50
B - INErOAUCHON. .. e e e 51
3.2-probleme spectrale du seconde ordre dans le cas q(x)# 0.Vxe[0.1]................ 51

3.3-Relation entre propriété périodique du potentiel q (x) de I'équation est

Presque régularité de chaque ordre du probleme spectral ........................... 51
APPLICAtION «.ouiiiiii 72
Bibliographie. ... ...c.ovniniiii 74




Introduction Générale

0.1-INTRODUCTION GENERALE

Différents problémes rencontrés en théorie de la conduction thermique[5],[24],
[28]. en thermo élasticité [48], et en physique des plasmas [53], peuvent étre ramenés
a des problemes aux limites généralisées qui contient une condition intégrale plus un
autre liant la fonction inconnue et ses dérivées aux extrémités de 1'intervalle. De tels
problemes ont été étudiés par différentes méthodes dans[1],[5],[26],[27],[28],[29]. Le
but de ce travail est I'étude d'une certaine classe de problemes aux limites pour
équations aux dérivées partielles avec conditions généralisées. L'étude est faite par la
réduction du probleme posé a une équation différentielle opérationnelle a coefficient
opératoriel non borné et en général a domaine non dense. D'ou l'étude du
comportement de la résolvante joue un rdle primordial. On commence par les
notions préliminaires qui rassemblent des connaissances utiles pour la suite de notre

travail.

Le premier chapitre est consacré a 'étude d"un probleme aux limites pour une
équation différentielle ordinaire avec conditions aux limites non locales généralisées.
Différents problémes aux limites avec conditions non locales ont été étudiés dans les
travaux(2],[3],[4],[9],[10],[11],[12],[13],[15],[16],[17],[18],[19],[21],[22],[24],[25],[27],[28]
,[31],[38],[41],[42],[43],[46],[50],[53],[55],[56],[57],[58],[59],[60], [62]. Maintenant dans
L?(0,1), le but de notre étude est d’établir des conditions facilement vérifiables en
termes de coefficients des conditions aux limites dites régulieres on montre la
décroissance maximale de la résolvante, pour a8, a,;,;#0 d’ott le semi groupe
engendré est analytique et dans le cas ou le domaine est dense il est fortement
continu, par contre dans le cas a;;f,;a,1811=0, on montre que la résolvante a une
décroissance non maximale, et aussi on montre que cette estimation est optimale.
Dans ce cas le semi groupe engendré par I'opérateur en question est générateur d'un
semi groupe a singularités [9],[12],[13],[51],[52]. La théorie des semi groupes a
singularités a été étudiée également dans [34],[61],[63]. Le second chapitre est
consacré a I'étude LP (0,1) ot 1< P < +w avec des conditions aux limites non locales
comme celui du chapitre 1. Dans le cas des conditions aux limites dites réguliéres on

montre la décroissance maximale de la résolvante, pour ay;8,; + @,;£;:#0 et aussi

)
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pour P=1 le semi groupe engendré est analytique et dans le cas ou le domaine est
dense il est fortement continu, mais pour le cas a,,8,; + a,; f1; =0, on montre que la
résolvante a une décroissance non maximale, et aussi on montre que cette estimation
est optimal. Dans ce cas le semi groupe engendré par l'opérateur en question est
générateur d'un semi groupe a singularités. La deuxieme parti de ce chapitre est
consacré a 1'étude LP (0,1) ot 1< P< +oo Avec des conditions aux limites non locales
comme celui du chapitre 1. On extrait ici une classe de conditions aux limites dites
non régulieres qui garantissent une décroissance non maximale de la résolvante. Par
exemple pour P=1, on a une perte égale 2 et la perte et la méme pour 1 <P <+ o
dans l'estimation. Dans ce cas aussi le semi groupe engendré par l'opérateur en

question est générateur d'un semi groupe a singularités.
Dans ces deux chapitres on a repris I'étude faite dans [41].

Le troisieme chapitre est consacré a I'étude d'un probléme spectral d'une équation
d’ordre deux avec condition aux limites non locales. On a obtenu une condition
nécessaire et suffisante de la presque régularité d’ordre arbitraire un qui nous permet
de répondre immédiatement et élémentairement a la question de la presque
régularité d'un probleme spectrale et permet de déterminer l'ordre de la presque
régularité. Il est montré que pour les équations a coefficients variables le probleme de
la presque régularité pour tout ordre existe, on rappelle que ce probleme a été traité

dans [39].




Généralités

0.1-Introduction :

0.2 - Notions Préliminaires :

0.2.1-Fonction de_Green_ d’opérateur_différentiel dans le cas général :

on considere le probleme aux limites suivant dans l'intervalle [0,1]

{ y® 4+ P, D)y®D 4+ + P (x, Dy = f(x) 0<x<1 (D)
n—1
w(y, 2) = Z (ayy9©@ + 8y (D) = 0 i=1..n 2)

\ =

Ou P,(x,2). i =T, n desfonctions des valeurs complexes
et a; B; des nombrescomplexes, et 1 est un parametre spectral
etla fonction f € C[0,1]
On’ a l'équation caractéristique de (1)
W+ P W+ P WP, =0 (3)
On note par Wy, ...,W, ses racines.

Par le théoreme de Poincaré 1'équation homogene correspondante a
I'équation (1) admet un systeme fondamental des solutions particulieres

y;(,N);  i=Tn qui sont des fonctions entieres du parametre A.

Par la méthode de variation des constantes on cherche la solution

générale del’équation (1) sous la forme
y(x,2) = i ¢ Dy;(x,2)
i=1
On obtient
i C'i(x,/l)yi(x,l) =0
i=1

Zc’i(x,/uy’i(x,z) —0
= @

Z ' Dy () = f(x)
i=1
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Le déterminant de ce systéme est le Wronskien du systeme
fondamental des solutions particulieres de 1'équation homogene
correspondante a (1) donc

Y1 (x, 1) yz(x,ﬂ.) v Y (x, )

vy, D)y, D)y ()
WD) = ;

(n) (x, 1) (n) (x, /1) yn(n) (x, A)

On suppose que W(x,\) # 0
Remarqgue :

Les valeurs caractéristique (v, c) du probléme (1) sont déterminées par les

zéros du déterminant A(1) qui estde la forme suivante :

w ) o urOn)
A(A): : : :

un(yl) Uy (yn)

Ainsi le systéeme (4) admet une solution unique

' Wy, (e, )f .
c(x,1) = # i=1,n (5)

,n Sont les cofacteurs des éléments

t.q lesfonctions W;(x,2)
yi(n_l) (x,A1) du déterminant W(x, 1).

En intégrant (5) de 0 ax, on obtient

C;(x, ) =c0,1) + Jw( D f@)dt i=Tn
En intégrant (5) del a x, on obtient
[ Wy, (£, ) |
C;(x, ) =¢(1,2) + WD ———f(D)dt i=1n
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Donc

Wzl(t A) Wzl(t A)

———f(t)dt —

1 —_—
Ci(x,/l)=E(Cl-(0,/1)+Ci(1;/1)>+ WD w(t 1)

f(t)dt

D’ou la solution générale y(x,A) de 1'équation (1) admet la représentation

suivante :
S 1o Wy, (t, D)y, (x, )
yo, ) = Y =(€0,0)+¢A,D)y,GD+ | =) —= F(Ode
;2 sz; w(t, 1)
1 n
1 W,,; (¢, Dy,(x, 1)
_,[E; WD f®)dt
en posant
C, = %(ci(o,/l) +¢,(1,1)
et
B Iv W, (t, 1)
g(xtxl)— E y(x,/l)m

i=1
Si0<t<x<1lesigne de g(x,t, 1) est négatif
Il est positif si0<x <t<1

Donc on’ a

W, (t, A
+ Zyl( AD————— 2 (6 4) six<t

W(t A)
g, t,2) =
12 2 W (6 ) st
\ 2i=1yi(x' )W(t,l) St x
On pose

WZi(tlﬂ)
Z,(t, ) =——
(&) W(t, 4)
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On obtient

(1 =
+Ez y:(x, 1)Z;(t, 1) six<t
glx,t, 1) = 1 ol

1 n
_Ez yi(x, 1)Z;(t, 1) six>t
S i=

Donc la solution générale de l'équation (1) est la représentation suivante

1

f glx, t, Df () dt

0

y(x,2) = Z Cy;(x, 1) + i=Tn (6)
i=1

Finalement pour obtenir la solution du probleme (1) on détermine les

conditions C; i =1.n dansla relation (6) de telle maniére qu’elle vérifie

les conditions aux limites dans (1) ainsi on obtient

n 1
u,(y(x, 1) = Z Cu (3, (e, 1) + j w (gCx, t, D)) (O dt
i=1 0

On a w(y(x, D) =0

Donc
n 1
Z Ca;(y,(x, 1) = - j u (g, t, D)f®dt i=Tn (7
i=1 0

On a le déterminant de ce systéme

u; (y)  uy (yy) u; (v,)

u, () up(y,) _ u, (y,)
AQ) = ;

wo) w0 . )

SiA(A) # 0 alorsle systéeme (7) admet des solutions Cy,C,,,,C, données par




u ) w Q) () w(@ [ us (8ot D)f (Bdt
U () w(s) o w0 u(® [ u(glet D) (Dt
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Et

C _.f un(yZ) un(y3) un(yn) un(g) folun(g(x:t;/l))f(t)dt
1=
0

A(D)

|u1(3’2) u1(3’3) ---ul(yn) uq (9)

u(y,)  wl(y) w(y,) w

c, = J‘O un(yz) un()’g) un(yn) un(g) f(t)dt

A

|u1()’1) uq (y2) e ug (yp o) ul(g)l

u (y1)  upG2) o up(yyq) uy (g)
o, ) u, ) ...:un_ (yp—1) u, (g)

e N AQLL

En remplacant

C:,C,,,,C, dans (6), on obtient la représentation

solution du probleme (1).

Ce qui donne:

1
1
y(x,/l) = mo-f<

1
0O w0m) - wb) wl) [ ulgln D)o
0
1

u,(v2)  up(y3) . up() uzx(9) fuz(g(x.t,/l))f(t)dt

0

1
U 32) Un3) e unOn) un(g) f wn (g Ce £, D) F (Dt
0

f®adt

yi(x, ) +

de la
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u, () w () o ) u(9) \
u, (1) up(32) Uy (Yp_1) u,(g)

ot Y, (D) + A g(x t, 1) ¢ f(Odt
0OD O e w0 1,(9) )

Ce qui donne :

y, e, )y, () oy, (k) glx,t, 1)
u; () uy () e uy () u, (g)

1 .
y(x' /1) — f(_l)n Uy (yl) Uy (yZ) A(Alsn (yn) Uyn (g) f(t)dt

0

Ainsi en posant

y1(0) yo(x) . oy, () g(x,t,A)
ury) waO2) - w1n)  ualg)

— (_1\n un<3’1) un(y2) un(Yn) un(g)

et

i) oy, v, () glx,t, 1)

H(x,t, 1) = (=1)" ul@’l) u1(y?) . u1(3’n) ul_(g)

U, ) 4G e wOR) (9

Donc
o _Heot )
G(x, t, 1) = A

Finalement on obtient : y(x,1) = fol G(x,t,)f (t)dt
Définition :

G(x,t,A) est ditelafonction de Green du probleme (1).
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0.3 Position du probléme :

D’apres l'équation (1) on considere le probleme spectral suivant
Sin=2etonnote p;(x,1) =0 et p,(x,1) =q(x)—21?

On obtient un probléme spectral du second ordre

vy +qx)y — 22y = f(x) 0<x<1 (9)
1
5= (ayP @ +pyP@)=0 i=TZ  (Q0)
j=0

0.3.1-Probléme spectrale du second ordre dans le cas q(x)=0 Vx € [0,1]

Ou q(x) est une fonction &4 valeurs complexes
mSi gx)=0 Vvxel01]

Alors on a le probléeme suivant

y =%y =f) 0<x<1 (11)
1
w, (y) = Z (ayyP©@ +B;yP@)=0 i=TZ  (10)
j=0

0.3.2- Fonction de Green d’opérateur différentiel du Second ordre :

Par le théoreme de Poincaré I'équation homogene correspondante a
I’équation dans (11) admet un systéme fondamental des solutions
particulieres y;(x,y) i=1,2 qui sont des fonctions entieres du

parametre A.

On cherche la solution générale de l'équation (11) par la méthode de

variation des constantes sous la forme :
2
Y2 =) 6Ny d)
i=1
On obtient

(& , ,
Z C e, Dy (x,A) = €1 Go Dyy (e, ) + €, G Dy, (6, 2) = 0
i=1

2
kz C G Dy, (o) = C 1 6o Dy, G ) + €, Dys(ed) = £(x) (12)
i=1
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Le déterminant de ce systeme est le Wronskien du systeme fondamental

des solutions particulieres de l'équation homogeéne correspondant a (11).

Donc :

A )
y, @ vy, *°

D’ou le systéme (12) admet une solution unique

W (x,4) =

le (lel) - Wy, (e, Df(x)

WO i=1.2 (13)
v 0 |

, |—f0(x) yy’ll(();'j)) y1 (6 Df (x)

CE T ey Wy o e d =l

Ou W,;(x,4)est le complément algébrique de 1'élément se trouvant a la

2¢me Jigne eta la ime colonne.

Enintégrant (13) de 0 a x, on obtient

"W, (£, DD

C,(x, ) =, (0,0 + dt = 1,2
(0,0 = (0,2 WD i
Enintégrant (13) de 1a x,on obtient

W, (8 D F(E) ,
weny o l

C;(x,) = ¢;(1,1) + 1,2

D’oul la solution y(x,A) del'équation (11) admet la représentation

2
(e, 1) = z €., Dy, (6, 1) = €1 (e, Dy; (e, ) + €506, D)y, (x, 2)

i=1
On a

Wiy 2) WD)

C,(x, 1) = %(Ci 0.2 + Ci(l,/l)) +21 W, (&, Df(t) gt — 1 W, (&, Df(E) p
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Donc

1 f"wz & Dy G DFO

1
y(x, 1) = 7 (C1 0,1 + ¢ (1./1))3’1 (x, 1) + 2 W(t, A)
0 )

1

1 (W2t Dy, O, D) 1
- f T dt + (60,0 + 6,1, D)y, (6, D)
X 1
1 (WAL, Dy, O, Df (@) 1 W, (t, Dy, (x DS (L)
E! W(t, 1) dt = Ej W(t, 1) at

1 j Y16 Dy, G, ) =y, (6, Dy (6, 1) F®)dt

2
y(x,2) = Zl Cyie )+ WD)

0

1 J v (6, Dy (D) = 3,60y, &, 2)

2 W(t, 1)

X

f®)dt

Ou G =5(C(0,M)+C(1,1)

YoMy )=y, (t,Dy,(x,4)
W(t,2)

En posant g(x,t,A) = i%

oulesigne de g(x,t, 1) est positif, si0 <x <t <1 et le signe de g(x,t, 1)
est négatif, si 0 <t <x <1.
D’ou on obtient pour la solution générale de 1'équation (11) la

représentation suivante :

1

2
y(x, 1) = Z Cy;(x, 1) + jg(x, t,)f(t)dt (14)
i=1

0

Finalement pour obtenir la solution du probleme (11) on détermine les

constantes C; i = 1,2 dans la relation (14) de telle maniére qu’elle Vérifie les

conditions aux limites dans (11), ainsi on obtient :
1

2
u; (y(x, A)) = z Cou; (y;(x, ) + f u;(g(x, t,) f(t)dt
i=1

0

Et ona u,(y(x, 1)) =0
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Donc

2 1
ZCiui(yl-(x,/l)) = — j u, (g, t, D)) dt i =12 (15)
i=1 0

On obtient :
( 1
Clul (y1 (xll)) + Czu’l (yz (xl}l)) = - j
{ 0,
0

u(g(x, t, ) f(t)dt sii=1

Ciu, (yl(x.l)) + Cyu, (yz(x.l)) = — | u(g(xt, A))f(t)dt si i=2

\

Donc si le déterminant

AQA) = ui(m) ui(y2)

u,() u(0n) #0 (16)

Alors le systeme (15) admet des solutions uniques C,,C, données par

~u;(9) (J’z)|

1
_ —u,(g)  u,(y,)

u; (y)  —uy(g)

1
u,(y;)  —u,(g)
J e f()dt

En remplacant C; et C, dans (14). On obtient la représentation de la solution
du probleme (11)

(@) ui(r2)

y(x,/l) — f |_u2(gA)(A)u2(y2) f(t)dt y1(x: /1)
0

u;(y1) —uqe(9) 1

1
. Of OO 0ar 000 + [ gt Dr @t

0
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Alors

uq (9) 51 (J’2)

u1(3’1) u1(g)
u, (@) u,(yy) v, (x, 1)

) - u, (y1)  u,(g)

1
1
v = -
0

+ A g(xt, A)} F(Odt

Ce qui donne

y () oy, (x)  glx,t, 1)
1“1(}’1) u (v u(g)

yo ) = [ 1202 ”Ziy&)) 291w
0
Ainsi on pose
y10) oy, gt )
w ) w@r) u (g
Gl t,2) = 222 uziy&)) 7(5) (17)
Donc on obtient la représentation suivante :
1
(1) = j GCx, £ D) f (E)dt (18)

0

Définition 1 :

la fonction G(x,t, 1) est dite fonction de Green du probleme (11).

Théoreme 1 :

Soit A€ C tel que A1) # 0 et f €c*[0,1] alors le probléeme (11) admet

une solution ue C*[0,1] mésomorphe en A admettant la représentation (18).

les poles de la fonction de Green sont les zéros du déterminant
caractéristique A(4) .
De la représentation de G(x,t, 1) on obtient facilement le théoréme suivant :

Théoreme?2:

1- G(x,t, Dest une fonction continue V x,t€ [0,1]
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2- pour tout t fixé dans] 0,1 [, la fonction G(x,t, 1) admet

les dériveées premieres et secondes en x dans chacun des intervalles
[0, t [et] t, 1] en plus.

0G(x,t, 1) 0G (x, t, 1)
im—— - lim——=1
Xt 0x xSt ox

3- Dans chacun des intervalles [0, t [et] t, 1] la fonction G(x,t, 1)

Envisagée comme fonction de x vérifie I'équation L(G) = 0 et

les conditions aux limites u;(G) = 0. =12
On peut facilement montrer le théoreme suivant :

Théoremes :

Si le probléeme aux limites correspondant au probleme homogéne (11)
admet uniquement la solution triviale. Alors le probléme aux limites(11)
admet une et une seule fonction de Green.

0.3.3 - équations différentielles opérationnelles :

Soient E, E;et E, trois espaces de Banach. Introduisons les espaces
de Banach suivant:

¢,((0,M,E) = {f/feC((O, T),E); £l = sup Nl £l < oo},u >0

te[0,T]

et

¢y ((0,7),E) ={f/feC((0,T),E); IFIl = sup ItFfFIl+  sup  lf (t+
te[0,T] 0<t<t+h<T
h—f(O) h—ytu<oo, u=>0,y€0,7

et 'espace vectoriel.
c'((0,1), Ey,E,) = {f/feC((0,T],E;) n C*((0,T],E,)} Ou E; c E,
On note par

E) = {u/u € D), lull gy = (laull? + il

et
c((0,1),EW,E) ={f/fe((0,1),E)), f eC((0,T),E) }
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Enongcons un théoréme qui sera utilisé. II a été démontré par des
différentes méthodes dans les travaux. On considere dans l'espace de
Banach E, Le probleme de Cauchy suivant:

u(t)=Aau® +f@®), telo,T]
{u(O) = u, (19)

ou A est un opérateur linéaire en général non borné dans E, u,et

f(t) €E.

Théoreme 4 :

Supposons que les conditions suivantes soit vérifiées.
1)-il existe a >0 et B € [0,1] tel que
IRA DI <cA™ , largil <5 +a; 1Al — o
2)fe CJ((O,T],E) Pour ye (1 —p,11,ue€l0, ).
3)uy eD(4)
Alors le probleme de Cauchy (19) a une solution unique.
ueC ((0,T,E)nc*((0,TI,E(A),E) Et pour cette solution on a les
estimations suivantes.

lu(oll < c(Iugl + lugll + Ifllg, o119 » ¢ €(0,7]

Il @I+ A w@ll < (68 lugll + luol + P+ Iflle, oa1ey) te(0, 7]




CHAPITRE 1

Probléeme aux limites pour
équation différentielle du second
ordre avec condition aux limites non
locales dans L™ [0,1].
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1.1-introduction :

le but de ce chapitre est 1'étude d'un probleme aux limites pour une
équation différentielle ordinaire du seconde ordre combinant des conditions
aux limites non locales liant les valeurs de la fonction inconnue aux
extrémités de l'intervalle ainsi que ses dérivées.

On extrait deux classes de conditions aux limites, I’une dite réguliere pour
laquelle on montre la décroissance maximale de la résolvante et 'autre dite
non réguliere pour la quelle la décroissance de la résolvante est non maximale.
L’étude est faite par une étude détaillée de la fonction de Green du probleme
considéré

Plus exactement considérons le probleme.

L(w) =u"
u; (y) = “11)’: 0) + 311}’:(1) + a;3,y(0) + 310),’(1) =0 (20)
U, () = a1y (0) + By (D +ayy(0) + Brey (1) =0

Ot les nombres a;; , Bij,... i,j=1,2 sont des nombres complexes tel que

Soit 'opérateur

L,:L?(0,1) » L*(0.1)
u-L,y(w) =u

De domaine
D(L00)={uewzoo(0i1)lul(y)=0; l=1; }

1 -2 : Construction de la fonction de Green :

Soit le probléme suivant

Yy — 2y = f(x) 0<x<1 (21)
() = a1y (0) + By (D + agoy(0) + Broy(1) =0
u, (y) = a21y’(0) + .3213’,(1) + ay0y(0) + Byoy(1) =0

On considere dans toute la suite A€} 5
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ou Y= {/16@, larg (D)| < 6, g< 5 < n}

en supposant que le probleme homogene correspondant a (21) , n"admet que
la solution triviale, alors d’apres le théoreme (3) le probleme (20) admet
une fonction de Green unique G(x,t,1).

Pour la construire nous allons utiliser le théoreme 2.

D’apres la condition (3) du théoreme 2, G(x,t,4 )est solution du probleme

homogene, D’ou G(x,t, 1) se met sous la forme.

[ ()™ +ay(t)e” six €]0,t[
“”“A)‘{ygﬂewx+yxoewx six €]t )
Ou p=A  Re(p)>0

(o (e + ay(t)e™ six €]0,t[
Gt _{h(t)e_px +y,(De”  six €]t 1] )

ou p>=2*, Re(p) >0

D’apres la condition (1) du théoreme2 on a

(@@ -y @)™ - () - ,®)e”* =0 (24)
D’apres la condition (2) du théoréme?2 on a
(@:() =y, (D)pe ™" — (2, () — 1, (D)) pe’* =1 (25)
Et d’apres la condition (3) du théoreme?2 on a
w;(G)=0 i=12 (26)
Donc on obtient le systéme suivant
(@ ® -y O)pe™ — (a0 - 1, ©)pe” =1
4_(“1 ) =1 @)e ™" = (@, (1) = 1, () =0 (27)
k U, G)=0
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de (24) et(25)ona:

e Pt —peft
W= |fe—pt _pept = =2p
A
_,pt
Donc a; (6) —y,(t) = —peP = ;7
ePt
D’out a, (t) =y, (t) + o (28)
| pe tpt | i
— e
Et a,(t) =y, (t) = =~ ~ 2
D’Oﬁ 0!1 (t) = )/2 (29)
De (26) ona:
uy (G) = ay % + B11 @ +a;06(0,t,4) + 1o G(1,t,4) =0
1,(6) = ayy 5 ot iy LU 4 0y G(0,,0) + B0 G(1,,2) = 0
D’aprés (23) on a
(U1 (G) = (ayg — pagp)a; (t) + (ay0 + pag)a, () + (Bro — pPr1)e  ri(t) +
{ (Bio + pP11)e’ v, (t) =0 (30)
uy(G) = (ay9 — pay)ay () + (ayg + paz)ay () + (Bag — pBar)e 1 (t) +
\ (B2o + PB21)e’ 1, () = 0

en remplacant (28) et (29) dans (30) on trouve :

(1,(6) = (a0 — pa;) (¥, (O + ) + (ayo +pay) (¥, () — pt) + (Bro —pB1)e” Py, (0) +
(Byo + P.Bn)epyz(t) =0

U, (6) = (a0 — paz) (¥, (O + ) + (a’zo + pay) (¥, (O — pt) + (Bao — PB1)e Y, (D) +

\ (B2 + p[321)epy2 ) =
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Donc
ful (G) = (ayy — pay; + Broe™ — pBiie™? Iy () + %%ppall)ept +
(ay9 + pay; + Broe’ + pPire? )y, (t) — W‘e_pt =0
4
u,(G) = (ayy — pay; + Poge™ — pPrre vy (t) +@lz+ppa21)ept
\ (ayo + payy + Brpe” + pBrre? )y, () — Wz%ppam)e_pt =0

C’est - a - dire

(@10 — pa11) (ayo + pa
{ul (@)= u (yIn© +u (y2) ,(0) + ~10 P et w—ll)e—pt —0
2p 2p
Q0 — Pa a, +pa
Ikuz(G) = uz(Y1)V1(t) + ug(}’2) 12 (t) +(202—p’021)ept _%e—pt -0

On a le déterminant de ce systeme :

u;(y1) u 1 (v2)

A = U, (y1) u(v2)

(31)

Si A =0

Donc on obtient :

1 _
uy () 5>—((a — Pan)ept — (@ + payq)e pt)
2p

1 _
Uy (y2) E((“zo — pay,)elt — (ayy + payy)e ™

t) =
n AQD)
N () = 22 {—u )= (a2 —paz) e’ + (azg + payy)e™ 1+
+ w2y2—(al0—-pallept+(alO0+pall)e—pt
1 —pt pt
Y (t) = m{uz rl(ar + pay)e™ — (ay — pagy)e’]

— ez + paz)e™ — (azo — payy)e I}

E
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1
AQ)2p

— ulyl(a20+pa2l)e—pt—(a20—pall)ept

Y2 (t) = {u, ) (a1 + payy)e™ — (ay — payy)e’] —

D’apres la formule (22) s1 x > tona:

sz(l) [ep(xﬂ) {((aloﬁZO N “20'810) —P ((a10ﬁ21 - “20:311) +

@11520—a21F10+4p2211521—221F11e—p

G(x,t, 1) =

+e P CF O (w10 B0 — a20B10) + P((e10 B — a0 B11) +
211420—a21810 +p2a11521—a21£11)ep
+e? CTO{(=(ay a0 — @20B10) + p((ar0 Bor — @20 B11) —
211820~a21810+ p2a11F21—a21£11)e—p+2pa10a21—
220211 +ep(t—x)(—al0820—2208104pal 0820221510~
210621 —a208114p2a11521-a21F11)ep—2pal 0021 — 220211

Et d’aprés la formule (22)

Si x<t ona:
G(x,t, 1) = Y1 (t)e Px +y, (t)epx + zip (ep(t—x)_ep(x—t))
Ce qui donne :

6x,6,2) = s [ CO{((@yg By = @20B1) — P(@10B,, = @20B,,) +
(@1120—-a21(10))+p2(allf21—a2lf11))e—p+

+ e—px+t((al0F20—a2010)+o((al021—-a20F11)+
(al1120—-a21410))+p2(allf21—a2lfF11))eo+
+epx—t(—(al0F20—a20/10)+po ((allf20—a21510)—
(a106521— a20611)) +p2(allf21—a21f11))ep—
20(F10421-420611)+ (—(@10F20—-a20F10)+p((@10F21—
a20F11)—(allf20—- a21F10))+p2(allf21—-a21f11))e—p+
20(F10621-420611)

E
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Ainsi on a le théoréme suivant :

Théoreme 5 :

Soit N e C tel que A(\) # 0.

alors le probleme (20) admet une fonction de Green unique donnée par

1
Glx,t, ) = mﬁp(x) + ¢;(x))
Ou

¢, (x,t,2) si x>t

{i=1 Ssix>t
i=2 (pz(x,t,/l) si x<t

Avec ¢(x,t,1) = i [ep(xﬂ){((“loﬁzo — a0 B10) — p((a19Bz1 — az0P11) +
(@11820-a21510))+p2(@11521— a21F11))e—p

+e PO ((a10B20 — @20B10) + (@101 — @z0B11) +
(@11F20—-a21f10)+ p2(allf21—a2lf11))ep

KRB)si que :
P1 (x) t) A) = i[ep (x_t){(_(aloﬁzo - 0_’20,810) + p((a10ﬁ21 - aZOﬁll ) -

(@11520-a21510))+p2(a1lf21-a21fF11))e—p+
2p(x10021—20x11)+ ep(t—x)(—(al0820— a20810)+ y
((@1120-a21F10 )—(@10821— a20511))+p2(al1F21—
a21511))ep—2p(ec100c21— 20011 (34)

et

@, (x,t,2) = i le? CmO{(=(a, By = @20B10) + P&, Byy — Ta1Brg) — (@B —
@20611))+p2(a11621-a21F11))ep—2p(£10£21—£20411)
_|_e,0 (=) {(_(a10321 - aZOBH) +p ((a101821 - aZOﬂn) - (all'gZO -
@21F10))+p2(@11521-a21f11) )e—p+2p(F10621— F20£11)

(35)

E
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1.3-Estimation de la fonction de Green dans les cas des conditions aux

limites réguliéres dans L™:

H (x,t,A)
A

On a la fonction de Green G(x, t,1) = t.q H(x,t, 1) est le numérateur

de la fonction de Green et A(A) le déterminant caractéristique du
probleme Donc pour estimer la fonction, il suffit de I'estimation du
numérateur de la fonction de Green H et le déterminant caractéristique
A()

Donc on a larésolvante de (11) donnée par

1

RLLf = —fG(.,t,A)dt

0

D’ou

1
IR, L) fl o0y = sup f 16 Cx, & DIIFOlde

0<x<1
=20

< (sup [16Ge e, Dlde ) IF Ol g0,

0<x<1

< o5 nglf“v(x £ DI ldt

1.3.1-Estimation du numérateur de la fonction de Green dans L*[0, 1]

d’apres (33) on obtient :
lp (e, t, DI < p| e*Rer [(|P| lay1 821 — a1 Bra| + IplUayoBoy — azBysl +

a11420-a21510+a10820—a20810ct— 1R ep
1
+me ~*Rep [(|P|2|0‘11ﬁ21 — ay1 P11l

+ |P|(|“1oﬁz1 - “20311' + |0‘11ﬁzo - “21,310|)
+ layg B0 — C(20,310D“3(1_tm ]

En intégrant cette formule on obtient :

E
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1
[0 01de < e |pPlassfos =
0
+ Ipl(layoB21 — azoBri| + lay1 a0 — @21 P10l)

+ |ag0B20 — 0520,310|)je(t_1)Rep dt
0

1 _
+ 211 ¢ e [(|p|2|a11,821 — a1 Byl + IplUaiofar — azefiql +

@11820—a21810+a10520—-a20£10)01e(1—¢t)Repdt

1
e*Rep [(|P|2|0¢11,321 —az Pl

1
x, t,)|dt <
Of|<p( de <50

1— e Rer
+lpl(la0B21 — @z0f11| + la11B20 — az1B10l) + l@10B20 — @20B101)( Rep )]

1
+Te(1 X)Rep [(|P| lay1821 — @21 P11l

_ e—Rep
+ Ipl(laroB21 — a20B11 | + lar1B20 — az21B10D) + laro B0 — azoﬁ10|)(—)]

sup e*fer [(|P|2|“11521 — a1 P11

sup f loCe 6, D) |dt < ——
2| 0<x<1

0=x<1
0

+ Ipl(ayoBy — @zl + laq1By0 — @y1B10l)

e—Rep
+ + layoBa — “20,310|)( Rep )l

1
2|p| SUP e(1=x)Rep [(|P| lag1B21 — 2111 |
1 — gRep
+ Ipl(la10B21 — azoBi1| + la1 P20 — @21 Brol) + lago P20 — azoﬁwD(w)
Ona la fonction e*R€P est croissante sur l'intervalle [0.1]
Donc sup e Rer =gRep
0<x<1

Et la fonction e ™ReP ost décroissante sur le méme intervalle

Donc sup e(17¥IRep =gRep
0sx<1

E
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Rep
2|pl

1
sup f loGe, e D1t < (1pI2lays for — 1
0

0=<x<1

1— e Rer
+1pl(laroBar — azofrrl + la11B20 — @2110 D) + lar0B20 — 20B10 D( Rep )

(36)
Et d’aprés (32) ona:

1
lp, (x, t, D] < Tple"Re” [(a10B20 — 20PBi0l

+ Ipl(aypBa1 — @z Biq| + lay1Ba0 — @21 810D

+1pI? layy By — gy Byy De™HHOReP + 42|y gay — agoaqy le™ReP]
1 —
+2|p| e R [(layoBzo — azoBrol +1pI(la11Bz0 — a1 Brol + la0Bar — @zoBiil)

+1pl*lay; B — a21311|)e(1+t)Rep + 2lpllagay; — ayoaq,le®er]

En intégrant sur l'intervalle [0.x]ona :

X

1
f|<ﬂ1 (x, t,D)|dt < 2] exRep [(Wmﬁzo —azoPiol + lpl(lergBa1 — azofia | + lagi B — az1B10l)
0

X

X
+ lpl?lay1 821 — az1Pir e Rer fe_tREP dt+ 2|plloggaz — 0(200(11|f€_tR8p dt]
0 0

1
+me‘xReP [(Wloﬁzo — azoPiol + Ipl(a11 820 — az1Pi0l + layoB21 — az0Bi1l)

X X

+ lpl? lag1B21 — a21,311|)eRepf€tRep dt+ 2|pllajgaz — a20a11|f€tRep dt]
0 0

X
1
f|<ﬂ1 xt, )| < TpleReP [(|a1oﬁzo — az0Br0l + lpl(larof21 — az0Bi1l + lay1 B0 — az1P10l)
0

e(x—l)Rep _ e—2Rep>

2 _
+ Ipl%laq1 81 a21ﬁ11|)< Rep

e(x—l)Rep — e Rep
+ 2|pllapaz; — azoay (

Rep

E
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2|pl

1-— e—xRep>

+ |pl? —
Ipl* |11 P21 0521[”11|)< Rep

e Rep _ p—(1+x)Rep
+ 2lpllajoaz — azoarl( )

Rep
e(x—1)Rep _,—2Rep

Ona les fonctions suivantes: Xx +— p ,
ep

e(x—l)Rep _e—Rep 1_e—xRep e—Rep —e —(1+x)Rep

X — y XD —— et x
Rep Rep Rep

Elles sont croissantes sur 'intervalle [0.1]

sup fl% (x, t, D|dt < e [(la19B20 — @20 B0l

OSXSI

2ol ©

+ lpl(ay Bag — @z1Biol +  layofay — ayof111)
<e(x—1)Rep _ e—ZRep +1-— e—xRep)

+ 1pl?layy By — @z1By11)] sup

0<x<1 Rep

1 Rep
+-—e (la10B20 — 20101 + Ipl(lar1 P20 — a1 Brol + larofa1 — azofril)

+ 2lpllajoay — “20“11|SUP

0<x<1 Rep

1

sup f|<P1(x' t,D)ldt SmeRep [U“mﬁzo — 010l
0<r<t

+ Ipl(lay1 Br0 — @21 B10l + layg By — By 1)

2 — e—Rep _ e—ZRep
Rep )
1— e—ZRep
)
ep

+ |p|2|0(11821 - O‘21[311|)<

+ 2lpllajgay, — azpaql(
(37)

Et d’apres (35) ona aussi:

(e(x—l)Rep _ e—Rep + e—Rep _ e—(1+x)Rep>

E
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1
lp, (x, t, D] < me Rl [(lay0Br0 — @20B10l

+ lplUayoBy1 — azoBiil + lagiBog — az1 8101
+ Ipl2lay1 Boy — a1 Bri D™ VRP + 4+ 20pl181 Bay — Bao Byl ]

1
+ mexRe’) [(|a10:320 — a0 B0l
+ lpl(ay1By0 — az1Biol + laioBay — az0B111)

+ |p|2|a11B21 - 0‘21311D€(1_t)Rep + 2|P||[>’10321 - ﬁzoﬁn'e_mep]

D’apres l'intégrale sur l'intervalle [x, 1] on obtient

J|(P2 (x,t, Dldt STGBRep [(|a1oﬁzo —azoPiol + Ipl(a10B21 — azofial +  laz1B20 — a21B101)

1
+ lpl?lay1B21 _a21ﬁ11|)R—ep(1— e(*~DRep 4 g=(x+DRep _ o=2Rep )

1
+ 2lpllBroB21 — ﬁzoﬁ11|R—w(e_R‘-’P - e(x—Z)Rep)]

supjlgoz (x,t,D)|dt < _e e [(|0€10,320 — azoPiol

0Sx<1
+ pl(la10B21 — az0B11l + a1 P20 — @21 P10 1)

1— e—ZRep 1— e—ZRep
+pl?2 -~ — ]+ 2 -~ —
lpl*lay1 821 0521/311|)< Rep ) lpllBroB21 — BzoPrl ( Rep )]
(38)
Parce que les fonctions
1_e(x—1)Rep +e—(x+1)_e—2Rep e—Rep_e(x—Z)Rep
X — , X
Rep Rep

Sont des fonctions décroissantes sur l'intervalle [0.1]

Donc d’apres (36), (37), (38) nous trouvons :

E
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1
sup le(X, t,)l)ldt < eRep [(laloﬁZO - 0(20,310|
0

lpIRep
0<x<1
+ IplUayoBar — azoBial + lagifag — a1 Bi0l + largayy — azoaqsl
+ 1BioBar = BaoBii D + Ipl?layi Bry — a1 811 D(1 — e77¢P)]
IR (4, L)l < meRep llaioB20 — z0B10l + IplUeioBr1 — azoBia | +
@11520—a21810+ a10a21—a20a11+F10621—F20811+
02211421-a21511 (39)

Puisque 1€ Y5 et p € ¥s qui donne |argifp)| < g = coslifarg(p)) > cos(g)
2
Cest-a-dire |p| cosifarg(p)) > cos(g).
Donc Reifp) > cos(g)

1.3.2- Estimation du déterminant caractéristigue de la fonction de
Green :

_ ul(yl) u1()’2)
De (16) On a A =1L 3D w0

AQ) = eP{—p*(a11B21 — @21 B11) + (@10B20 = A20B10) + P((@10B21 — X20B11)
— (11820 — @21B10))
+2p e P [(aypay; — a11@30) + (BroBar — BaoBir)]
+ e P [p? (11 P21 — @21 B11) + P((@10B21 — A20B11) — (@11B20
— a3110)) — (@10B20 — @20P10)1}
D’ou
A = e [—p*(@11821 — @21 B11) + (@10B20 = A20B10) + P((X10Bo1 —
az0P11) — (@11 P20 — @21 B10) + ¢(P)] (40)
t.q
¢ (p) = 2pe™" [(a19a21 — @1120) + (B1oB21 — BaoBi1)]
+e P [p? (11821 — @21Bi1) + p((@10Bo1 — X20B11) — (@11Ba0
— a31P10)) — (@10B20 — A20P10)]

E
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Pour DI’estimation du déterminant caractéristique en commence par l’estimation de
¢ (p):
lp(0)| < 2lple™ [laygayy — argazl + 1B10Bo1 = BaoBinll
+ e R [IplPlay; By — @z Buil

+ IplUagoBr1 — azoBral + lagi Bog — az1Brol) + layoBro — a0 B0l
Ona Rep >0donc (1—eRP)y<1

1 1
e Rep — _ — p72Rep

IpI2 cos(3) IpI2 cos 3)

2
Donc  [¢p(p)| < eos O lpl(laygazy — ariazol + 1810821 — BroBri D1+
2

1
—(g)[lplzlauﬁm — ay1 B1a | + lpl(ayoBay — azeBial +
2

Ipl? cos

a11520-221£10)+a10420—-a20510

Cas 01 :
Supposons a1, — 1811 # 0
De (40) ona
2 1
lp(p)| < 5 [ﬁ('“lo“m — aq1 50| 4 1B10Ba1 — BroBi1l)
cos(i) p
1
+ —5[|“11521 — ap1 B4l
cos(z
1
+|p_|(|a10.321 - 0‘20.311| + |“11ﬁzo - 0‘21,310|) + |“10:320 - 0‘20.310|
Pour p€Ys .lpl =7 >0 alors [p(p)| < %
2

Etona aussi:

E
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1A = Ipl?ef? |lay; By — azy il

1
_ |p_||(a10321 — az0B11) — (@11B20 — az1B10)l

¢, ()
——|0( ﬁ - ﬁ |——
|,0|2 10~20 20F10 |p|3

Nous pouvons choisir r, > 0 tel que :

c1(n)
- |(a1oﬂz1 — ay0f11) — (@182 — “21310)' +— |“10/320 - “20310' +—3
ro 7 7
< |0‘11321 - “21511'
o 2
Donc pour p € Y5 .Ipl =75 > 0 on obtient :
2
1
AD| = glplzeRep lay1Br1 — az1 14 (41)
En remplacant dans (39) on obtient :
Rep 1
IR (A, L)l < 5 [| E lat10 820 — @20B10l
lpleRer cos (E) p
1
+ |p_|(|“10521 — ayo P11+ lag1Bag — 21 Brol + laggay — azeay|

+ 1B10B21 — B2oB11D + lay1 81 — az1 B4

(
|a11,821 - “21/311'

Si lp| — +o0 ona

c

@ L)l = 171

Lq

E
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Cas 02 :

Si aj1fr; — a1 f11=0, ay =Py =0 01180+ ay1B20 #0
D’apres la formule (40) on a :

]

1
A = Ipleter ['anﬁzo + ay0 P11l — ol lat10B20 — az0B10l — Il

t.q d(p) = 2pe™ [~ (ay1az9 — B11B20)]

+e‘29[—p(a20 B11 — ®11B20) — (a10B20 — 0‘20810)]

2
lp(p)| < —5|“11“20 + B11Ba0l

cos(i
1
+ —a(lanﬁzo + Briagel + ﬁlawﬁzo - “20[))10')
2cos(7) P
Parce que e R¢ < - = et e 2R < — 5
lplcos(3) 2lplcos (3)

Donc si  |p|l >, alors |¢p(p)| < C,()

1 G, (r)
= 1A = lple™* [|6¥11Bzo + Bradtzol = |p_||“10f320 — a0l — lerl0
i 1 Cy (To) 1
Soit 15 > 0 tel que E |a10[320 — “2031o| + T < El“llﬁzo n '3110‘20|
Pour p tel que [pl > 7
|pleRer
Ona AD] = = |8, + By a0 (42)

Enremplagant (42) dans (39) on obtient

8 1
IR (A, LIl < 5 [ﬁ la10B20 — @20B10l
|P|C05i5é:§)|a11ﬂzo + Br1azl P

+ lagoBi1 + 11 Bl + lagyagel + |ﬁ11ﬁzo|]
Si p — +

c

IR (4, L)l <
A L)l =1

B
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tel que

c— 8(lazofi1 + a11Ba0l + layiazgl + 18118501

0
coszéi) lety1 820 + Br1as0]

Cas 03 :
Si a1y —P11021 =0, a1 =B =0, a3, =, =0
10P20 — Brozo # 0

De (40) on a AD] = e [layoB20 — 20810l — 9 (p)]
Tel que
P(p) = e (azoBr0 — 10Pa0)

—2R 1
= |¢’(P)| < e N |azoﬁ10 - “10520' S % |0‘20ﬁ10 - “10:320'
2|p|cos(§)

Donc si Ipl > 17 ona lp(p)l <c3(p)
Et A = efer [lawﬂzo - azoﬁwl —C3 (T'O):|

1
Telque  c(rp) < layoBap — e20P10

eRep

Finalement [A(D)| > — let10B20 — @20B10] (43)
En remplagant dans (39) on obtient :
c
IR (A, L)l < ==
L=
tel que
8
Cc =
)
cos(i)
Deéfinition 2 :

Les conditions aux limites dans (11) sont dites réguliéres si I'une des

conditions suivantes est vérifiée

1- ay1P71 — @181 # 0
2- ay 1By —a1P11 =0, ay =P =0 1180+ a11P20 #0
3- @111 — P11021 =0 , a3y =P21 =0, a;;, =5, =0

a10P20 — Broz0 # 0

E
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Théoreme 06 :
On suppose que ay1f51- a21811#0

Alorsona X5 C p(L,)et existe ¢ > 0tel que:
c

IR(A, L)l <
|2l

Maintenant on se propose d’étudier le cas des conditions aux limites non
régulieres.

1.4 Estimation de la fonction de Green dans les cas des conditions aux

limites non réquliéres dans L* [0, 1]:

1.4.1 Estimation du déterminant caractéristique de la fonction de Green :

On a le déterminant :

A= e” [—p? (a11Ba—anB11) + (@10820— A20B10) +p( (@108 21+ X218 10)
—(a11B20 +P11%20)) + D(p)]

et
0(p)=2pe™" [ (ayoay; — ay1a30) + (BroBa1 — BroPr1)]
+e 2P [p*(a11B21—21B11) + p((A10B 21+ 21 10) -
(a11820+ B11a20))— (@108 20— X208 10)]
Donc
10(p)| < 2|ple ReP[|a 100 2i— @ 110t 20|+ B 108 21— B 208 11|]
+e 2Rl |p|2| @y Bar—anBultlpl(|eioBart @a1Biol +| @11B20+B11a0])+
|“10:320 - azoﬁwl]
Alors

1B(p)| < “)lc;:—z@) lajgayy — ay1az0l + B1oBa1 — BroPirl]+
2

1 2
@ [Pl7la11B 21— a1 Bail+p|(l 1o Ba1 + @21 Brol + la11Bzo +

S
2p|2cos 2 3

B11%20 )+ @10820— @208 10l] (44)

5
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Cas01l: Si  ayfu—auf11=0 et a;ofr—azfi0=0

(21082121810 )— (11820 + @30B11) =0 et
(@102 — @11Q20) + (BroB21 — B20B11) =0

Bt anfieF 0 et A10Qz1 — A1z F 0

En remplacant dans I'estimation de @(p) on obtient :

1 1

lp(p)| < m[ﬁqaloﬂzl"‘azlﬁldﬂ a11B20 + a20P11] )]"'Cosjw [m

(laroazy — a1zl + 1B10B21 — B20P11 DI

= Cosi(g) [(|a10ﬁ21|:r21ﬂ10|)+%| A10lp1 — A1 0| < Cllglo)
Et  1A] = |plefer (|“10ﬂ21 + ay1Biol + lag1 Bag + Briasgl — %)
> |plefer (2|“10[)’21 + az1 P10l - C::%O))
Soit 1y >0 telque |pl >7 ona
c,(r)
T < layoBa1 + a21B10l
Donc : IAD| = Iple®? layo By + a1 B0l
A = |P|%3Rep o021 + @21 B0l (45)
En remplacant dans (39)
IR, L)l < — - 2laygBa1 + az1Brol + laygaz; — azoays D

= 1)
lpl2 cos(5)|a10ﬁ21 +az1B10l

Alors
c
IRA, LIl < —
lpl2
Tel que:
_ 4(2(ay0Bo1 + @51 B10) + (@19051 — az0a11))

¢, = 3
cos (f) lat10B21 + 2110l
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Cas 02 :

a11P21 — Q21811 = A10B20 — X20B10 = A19Qp1 — X110 = B1oB21 — B20B11 =0

(a10B21 + az1B10) — (@120 + @20B11) = 0

a1oB21 + Az1B10 # 0
En remplacant dans I'estimation de @(p) on obtient :

1 la1oB21+a21B10l
cosz(g) ol

10(p)| =

C2 (rg)
lpl

<

De la formule (40)ona :

1
1AM = Iplze®? lay o By1 + az1 Bl

D’aprés la formule de la résolvante ona:
8

IR, LI < T
lp12 cos (5)
Alors :
(o)
Iplz
Oou
8
C2 == 5
coS (E)
Définition 03 :

les conditions aux limites dans (11) sont dites non régulieres si :

1- a11B1 — a1 P11 = 0 et agofpg — az0f10 =0
(@181t a2B10) — (@110 + z0B11) =0
et (@191 — a1130) + (B1oBa1 — BroBr1) = 0
a10f21 + @21B10 # 0 Bt ay9fr — @110 # 0

(46)

2- anufa—aufi1= a1f20—A20B10= & 10021-A11A20 = B10f21-P20811 =0

(@108 21+a21810) - (@11 20t @20011) =0
10021421010 0

E
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Théoreme 07 :

on suppose que ay1f,—a,1811= 0 et les conditions aux limites non réguliéres

alors on a:

s € p(L,) Et il existe c>0 tel que
c

1
yip

IR(A, LI <




CHAPITRE 2

Probleme aux limites pour équation
différentielle du second ordre avec
condition aux limites non locales
dans LP[0,1]. 1<P < 4w



Chapitre II

2.1 Introduction :

on reprend dans ce chapitre I'étude faite dans le chapitre précédent
des probléemes aux limites réguliers au cas des espaces LP[0,1]
tel que 1< P<+o0
2.2 —Estimation de la fonction de Green dans le cas des conditions aux

limites réguliéres dans 1°[0,1] ; 1< P < 4+

L'opérateur qui réalise le probléeme (11) dans LP[0,1] est défini par:
Lp :L°[0,1]— L"[0,1]
u- Lw=u
De domaine: D(Lp)={u€e w?f[0,1], u; (W=0, j=T.2}
Ona: R(,L)f=—[ 6L, Df@®de, fel’[o1]

D'ou :

o=

IR oLy )l gy = (5 ROV Le)FGOF dx)

o~

= (fo1 | 6, t,2) f(t)dt|P dx)E < ([ 16 G, 6, DIP IF (O dedx)

< ( sup follG(x, t, )| fol If(t)l”dtalx)F

0<t<1

1
P

< (2 ploGenra) (Firora)

Donc
1 1
P
IRALAL ey =<(om, 316Gt DI ax)
Mais :
o A)_N(x,t,l)
A

Et N(x,t, 1) =9t +et,A) i=lsi x>t et i=2,si x>t

Ou ¢(x,t,A) et ¢;,(x,t,A1) sont données par les formules (33), (34), (35)

E
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donc

1
INGe, 6 Dlle < 2'77 [Jox, t, )|l e+, G, &, D Il p
(47)

i=1.

a~] [l

De (31)ona llg; (x,t, Dllp = (f01|<pi(X, t,)l)|de)

o=

- (fo I Ce, 6, DI” dx + [y Cx, ¢ /mpd")

1
< (1o, e, 6, DIP dx )’

a1 L

+ (ftllwl (x, ¢, DI” dx) (48)
”(pz(x t’/’l)”LP[O,t] + “§01(X,t A)”Lp[t 1]

1 1
D’ou ”R(/LL >||LP[01 < sup

1 o\
— |aQ)| 0=t=1 (fo INCx,t,2)] dx)
par conséqient

1-L
IR oo S maonty (oGt Ve + oy Gt Dllrn)

(49)
2.3- Estimation du numérateur de la fonction de Green dans L°[0,1]
D’apres la forme de ¢ona

lp(x, t, )| < 2] [(eRepx eRep (t=1) 4 o—Repx o

Rep (t_l))(|“1oﬂzo — azPiol)
+ |pl(laig a1 — azo P11 | + |19 Bro — @21 Brol)
+ 2

lp|* gy Bo1 — a21ﬂ11|]

Donc ona:

oG, 6D s 0 = (FlpGet, DI dx ) < 27

1
2lpl [{(f01|epx |pdx)P efeP (=) 4

O0le-prPdxlpe—Rept—1al0F20-a20F 10+
pal0f21-a20811+al0F20-a21F10+

p2al1F21-a21411

<=l

1 1
Jy

ePRepx dx)P eRep (t-1) + (J‘Ol

|~

—PRepx dx) —Rep(t— 1)}

E
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{layoBr0 — a20Br0l + lpllayoBrr — azoBral + laryo B —
221510+ p221121-a21411

Apres les calculs, on obtient :

1 L =%
(J |§0(x,t./1)|de) < ———{la10B,0 — @208
0 |p|(PRep)?
+pl(laroBy; — a20B1|+ @108, — @218,

1 1
10121116y, — By, [ (e8er = 1)Peenc= 4 (1 = erren)F e-repc-v)

Puisque Rep > 0 alors:

su ! P 21_% eRep
0<tp<1 <f |§0(x,t,/'l)|PdX> < —l{|a10520—a20310|
=TSN |p|(PRep)?P

+1pl(|a10B,,— @208, |+ |a10B,y — @218, )
+1p?|a11B,, — @218}

(50)

De (34)ona:

p1(x,t, 1) = %[epx {(_(“10 B2o — @20 P10) + P((a’m B21 — 20 B11) —

allf20—-a21f10+p2allf21—a2lf11e—pt+1+
2palOall—a20alle—pt

+e P {(—(0!10 Bao — @20 B10) + p((ar1 Bao — @21 Bro) —

al0F21—-a20F11+p2allf21—-a2lf11cpt+1—
2pal0a2l—a20allept

Ainsi :

1
P

1
P
”(Pl(X, t, /D”LP[tJ] = (f |<p1(x,t,/1)| dx>
¢
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Donc :

1 r 1
1 P 1l g
2 PI
(f oy Got DIPdx | < —2|p|}<f |eﬂx|de> {(|a10B,9— @208y,
t |_ t

+ Ipl(la10B,, — @208, |+ |@118,0 — @218, )
+ pl?laiiBy, — az By e RV 4 20pllasgazs — azoarsleRert)

+ <f|e-f’x |de> {(la10B50 = @208

+ |P|(|a11320— az1ﬁlo| + |“10,321 - azoﬁllD

+1pl?lay1B,, — a21 By [)eRPEH D+ 20pllajoazy — azoarileRert}

1
2P PRep __ _PRept % _
<—— (e e ) {(|a101820 50B10]

lol(PRep)P
+ |p|(|a10,821 - a20,311| + |a11320 - a21B10|)

+ lplPlay; Byy — az1 i1 De R D 4 2lpllaygay, — agoaqle Rt}

1
+(e7PRePt —g7PRe p)F{(lawﬂzo — 0Pl

+ |p|(|a11ﬁ20 - “21510' + |“10.321 - azoﬁn')
+ lpl®layy Boy — agy B DER P + 2lpllay gy, — azoallleREPt}]

Ce qui donne :

1 1
2°P
f|<p1(x,t,l)|de <
t

1
l(l - ePRep(t—l))P [(|a10ﬂ20 - 6(20,310|
lp|(PRep)P
+ |p|(|a10:821 - a20ﬁ11| + |C¥11ﬁ20 - aZlﬁloD
+1p2a11B,;, — az1 By, ) (e7Rert + efer)

+ 2lpllayoaz: — azoarrl(e " + 1)]

E
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Comme Rep > 0 on obtient :

1 P 1=5 LRe

su 27 P eftep

0< tp< 1 <f l1 (x, t,/l)|de> < l{laloﬁzo_aZOﬁl()'
<t<1\) Ip|(PRep)?

+1pl(laroBy; = @20B11|+ 118y — a21 B+ l@10a21 — azoa11)
+ |p|2|a11,321 — a21,811|}

(51)

Et de (35) ona

@ (x,t,1) = i[epx {(=(a10B20 — t20B10) + P11 P20 — @21 B10) — (A1oBar —
@20611))+p2(allf21-a1f11))e—p(t—1)—
20(810821—F20811e—pt
+e P {(—(a10B20 — @20B10) + P((@10Ba1 — A0P11) —
(@11F20—-a21F10))+p2(allf21-a2lf11))cp(t—1)+
20(F10421-F20811ept
D’ou

1
1 1

1
t . P 2 _ﬁ t , P
f|<Pz(x,t./1)| dx | = 2001 f'epxl dx | {(ai0B0 = @z0B10l
0 0

+ |P|(|“11ﬁzo - “21310' + I“10,321 - “20,311|)
+ |P|2|“11321 - “21311|)3_Rep =0 4 2lpllB1oB21 — 320.311|3_Rept}

1
t P
+ (j|e_px|de> {(|“10ﬁ20 — a0 B0l
0

+ |p|(|a10,821 - 0-’20311' + |a11ﬂzo - a21B10|)

+ |P|2|“11521 - “21[)’11|)€Rep(t_1) + 2lpllB1oB21 — Bzoﬁn'eRept}

E
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Apres les calculs on obtient :

¢ P 1

27P 1

( | |<P2(X,t,/1)|de> < ——3 [(epRep—1)P{(|a10,320—a20ﬁ10|
0 |pl (PRep)P

+ |,D|(|a11ﬁ20 - C¥21ﬁ10| + |6¥10ﬁ21 - a20ﬂ11|)
+ |p|2|a11ﬁ21 - a21ﬁ11|)e—Rep(t—1) + 2|p||310ﬁ21 - ﬁ20ﬁ11|e_Rept}

1
+(1— e PR PP {(lary o Bop — A20Biol

+ lpl(ayoBr1 — azoBiil + lag1Bog — az1B10D)
+ lpl?lay; Byy — agy friDeReP D

+ 2lpl1B1oBar — BroPrile’e }]

2 _ 1
< —(1-—e PRept)P[(|“1o,320 — apo P10l +

lpl (PRep )P
palO0fF21—a0011+ allf20—-a2lf10+
plal 1621—a21f11eRep+elept—1+

20810821 —520811(1+eRept)

vl I

Puisque Rep > 0alors:

L 1

¢ P 27 P
0;‘;"<1(f |<Pz(x,t,/1)|de> < ——l(l@108;5— @208,
st=1\J lpl(pRep) P

+1pl(|at0B,; — @20Biy|+  la11B,y— @21B4,l)

+ 1pIPlaiBy; — a1 By N1+ efP) + 21pl|By By — BroByy (1 + €fP)]
Doncona:

sup ‘ 3 2177
0<t<1 <f |<p2(x't;/1)|de> S l[|a10ﬁ20_a20ﬁ10|
R |p|(PRep)P

+ |p|(|a11320 - a21,810| + |a10,821 - aZO.BllD + 2|1810,821 - .Bzoﬁllb
+ 1pl?|lar1B,, — az1 By, ]

(52)

B
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De(49), (50) et (51) et (52) on obtient :

s~/ NS}

2%~
”R 4L )”Lp [04] = 1 efeP ['0‘10320 - “20310'
lpl1AC2)| (PRep)P

2
+ lpl*lay Bry — az1 Byl
+ |P|(|“10521 - a20/311| + |“11ﬁzo - “21ﬂ10|)

1
2— = 2
27 P{laygBro — azoBiol + lpllay1 By — a1 Bl
+ |P|(|“10ﬁ21 - “20/311| + |a11ﬁ20 - “21:310' + |0—’10“21 — Qy0a11

+ 1B10B21 — ﬁzoﬁnm]

Doncona:

”R (4, L )” i ercP [(1 +2%7 ){Ia’mﬁzo — agoPiol +
L0,1] = | ja)I(PRe pP

p2a11521— a21F11+pal0F21-a20811+ a11F20—
21810+ 22—1Pp(a10a21—a20al1+F10821—F20411)

Finalement il résulte que :

225 327
”R 4L )”Lp 0.1] =< 1e Pllery0Br0 — @z0Bi0l +
IplAI(PlplcosE+D)P
02a11521-a21811+pal0821-a2011+ a11£20—

@21410+a10a21—a20a11+F10521— £20511

Parce que en tenant compte du fait que 41 € )5 et p € Y5 qui donne
2

5 5
largiifp)| < 2= lpl(cosarg(p)) > Iplcos (E)

C’est-a -dire:  Rep > |plcos (g)

Donc :
C eRer ,
”R 4L )”Lp 01] < —H‘“aloﬁzo azoﬁlol + |.0| |0~’11321 _a21.311|
A |p]
+ lpl(ayoBr1 — azoBiil + lay1 Bog — az1 Biol + laggay; — azpaqsl
+ 1B10B21 — B2oP11 D} . (53)
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1 1
pp (cos(% + %))p

Cas 01:
Si ay1B71 — ay1811 # 0

D’apres (40) nousavons pour |p| suffisamment grand on peut montrer
facilement que:
1 Ll Rep
A | = 5|P| 27207 e gy Bry — gy Bl

D’apres (53) nous obtenons :

2C
IR (2, L )”Lp[o,l] ST 11 {l 2 lay0B20 — 2010l

_+_
lp|272Play; By — apq 14|

1
+lay By — gz Bral + |p_|(|a10,321 — ayoP11l + lag1Bag — @31 10l

+ I“100521 - “20“11' + |ﬁloﬁz1 - [”20311'}

Pour |p| - +o ona la relation

2 1
laty1 Boy — @y B |{|p|2 la10B20 — a20Br0l + lay1Bar — az1 By |
11P21 ~ @21P11

+ |p_|(|“1o[))21 — ayo P11l + lag1 Bag — az1Biol + laggay — azeay|

+ 1B10B21 — ﬁzoﬁn')}

reste bornée dans le secteur Y5 pour |p| suffisamment grand.
2

Alors :

2C

IR (A4, Lp)llppo,1) < T

1
2t2p

Ipl
D’ou :

Cq
IR (A4, Lp)llirpo 1) < —5—

lp|z*2P

E
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tel que: c, = 2cC

Cas 02 :

Si aj1fy1 — 1811 =0 et ay; = Py =0 et ay fro+ Br1az # 0

D’aprés (40) nous avons pour |p| Suffisamment grand, on peut montrer
facilement que:
1y 3oL pep
A | = §|P|2 22 e |y Bog + Br1atzl

Donc d’apres (53) nous obtenons

2c

T
lp|Z72Play1 Br + Br1yol

IR (A, Lp)llippo1y < {lay1Bo0 + Briazol + laypay,

+ 1B20B11 13
C2
IR (4, Lp)llro < —7 1
lplz*2p
tel que
2C
G = a + B0 + largaqq | +
2 |0(11320+B11°(20|{| 11P20 + P1a 20' | 20 11| |320311|}
Cas 03 :

Si ay1P21 = B11%1 =0, azy=P21 =0, a3 = P11 =0 a9z — Bro%p # 0

D’apres la relation (40) nous avons pour |p| suffisamment grand on peut

montrer facilement que :

1 11
A | > E|p| 2~ 27 gRer la10B20 = 20810l

En substituant dans (53) on obtient :

2c

" |p|%+%|“10ﬁ20—0‘20,310|

{layoBr0 — azoBiol}

s
IR (A Lp)llipo1) < —5
lpl2*2P

tel que

E
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2 1
2°7P 3%7P

C3 = 2¢C =—3 I
P?(cos(g + %))?

Définition 04 :

Les conditions aux limites dans (11) sont dites réguliéres si 'une des

conditions suivantes est vérifiée :

1- ay11821 — @1 811 # 0.
2- ay1P71 — 2111 =0 ,a1-P21 =0 , 11859 + 1139 # 0.
3- a11P1 — az1P11 =0 ,a,; = 1 =0,

a1 = P11 = 0,a10P20 — B1o%0 # 0

Théoréme 08 :

1- on suppose que @;1f;; — @161, =0 et a;,B; i=1,2 des nombres

Complexes et que les conditions aux limites sont régulieres

Alors Z5 c p(Lp) et il existe ¢> 0 tel que

c
IR (A, Lp)llLproq) < —5 7

|A|212P

2.4- Estimation de la fonction de Green dans les cas des condition aux
limites non réguliéres dans LP[0,1] : 1 < P < oo:

2.4.1- Introduction :

Dans cette partie on reprend l'étude faite dans le chapitre précédent
des probléemes aux limites dans les espaces L°[0,1],1< P < +w pour le
cas non régulier .

2 .4.2-Estimation du déterminant caractéristique de la fonction de

Green :

Ona a;.Bij €C i=12
D’ aprées (40) on a:

E
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A < e [_Pz (“11.321 - a21,811) + (aloﬁzo - azoﬁw) +
pal0F21+a21f10—allf20+a20F11+0p

Et B(p) =2pe "’ [(apay; — ay1a50) + (B1oB21 — BaoBi1)]

+e % [PZ (11 P21 — a1 Br1) + P((“wﬁu + ay1B10) —
211420+ @20811-a 10820220810

D’ou 16(p)| <2e™ R [Ipl(laygazy — ayyazol + 1B1oBar—BroPia D]

+ o 2Rep [|P|2|“11321 - a21,811| + |p|(|a10ﬁ21 + az1ﬁ10| +

@11520+a20511+a10820-a20410

casi :

Si:
ay1B21 — 21811 =0 a10B20 — Az0P10 = 0
(a10B21 + @21 B10) — (@11 B20 + @z0f11) = 0

(“10‘1’21 - “11“20) + (.310,321 - .320,311) =0
a10P21 + a1 819 # 0 X101 — X110y # 0

Alors:

l9(p)l < 2()[ (layoas; — arrazol + 1B10f21 — 320311D]

1

+ZCosz( 3 [ (la19B21 + az1Brol + lay1 B0 + @20B11 D) ]

Par ce que nous avons toujours :

§ _ _
Rep > |p|COS(E) , l—eReP <1 1 —eRer g
e—Rep < 2 Et e—ZRep < 1
= IpZlcos 2 = 2lpZleos2¢

Pour |p| >r1 >0 etdaprés laformule de A on obtient:

16(p)| < “””

?(p)
Et  1AQ0| = [p[e®r (|a1oﬂz1 + ay Brol + layy Bog + azeBys | — | |Fi l)

2(p)
> 2lpleter (|6¥1oﬁz1 + 31 Brol — ol )

Parce que  a;0By1 + a21B10 = @11B20 + A20P11

E
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Et comme :

c(ry) - laioB21 + 21810
re 2

Donc  |[AQV)] = |p|eRep|a1oﬁz1 + ay1 Byl

1
> |pl72F eRPlayofyy + a1 Bl
De (53) ona :

c

IR, Lp)ll ppo,1) < {2lpl(layoBaq + az1Biol + laggay, —

T
=+1
lp12P™" JaqoB21+@21B10l

alla20
C
Alors : IR LIl ppoy <—1
|p[2P
532 | Bar+azn Biol+] |
a a a a —a a
tel que : c\ - l@soBatan froltlaio s —az a1
1 S \P la10B21 +a21B10!
PP(COS(E))
Cas 02 :si:

a11B21 — 21811 = A10B20 — X20B10 = X10B21 — 11820 = A10P21 — Az0f11 =0
(“10.821 + “21,310) - (“11:320 + “20:311) =0
a10P21 + a21B19 # 0

1 1
Alors: 0(p)| < —= [_(|“10.321 + ay1 Brol + lay1 Ba + 0‘20311')]
26052(5) lpl
Pour lpl >1 >0
Alors : 6 (p)| < CI(;T)

D’apres la formule de A on obtient

19(p)l
|ADI = |plefer (|“10321 + a1 Brol + lay1 Ba0 + azofral — |p—p|)
?(p)
> 2|pleer (laloﬁu + az1 P10l — _p)

ol

Ft comme C(r;)) < lat10 821 +21 P10
To 2
1

Donc on obtient : A = |pl ™2 eR layg By + a1 Byl

E
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De (53)ona:
IRGuL,) 1 0.1) < —
lp|z
23+%32_%
tel que: Cp=—"FT—""1
PF(COS(%))D

Définition 05 :

Les conditions aux limites dans (11) sont dites non régulieres sil'une des
conditions suivantes est vérifiée

1—=a11B21 — 2111 =0 a10B20 = A20P10 = 0
(a10B21 + az1B10) — (@11 B0 + Az0f11) = 0
(191 — ayyaz0) + (BigBr1 — BaoPr1) =0
a10B21 + @21B10 # 0 A10Qz1 — X110z F 0

2 —ay1B21 — 21811 = @10B20 — A20B10 = 10821 — 11820 = X10B21 — A20P11 =0
(at10B21 + @z1B10) — (@11 Bog + ayoBy11) =0
10821 + az1B10 # 0

Theoréme 09 : On suppose que les conditions aux limites sont non

réguliéres alors ),p € p (Lp)et existe € >0

tel que : ||R(7\, LP)”LP[0,1] <

Cc

L
|A12p

E
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Probleme aux limites presque
réguliers pour équation
différentielle du second

Ordre avec condition aux limites
non locales
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3.1-Introduction

ce chapitre est consacré a l'étude dela presque régularité et l'ordre de
cette presque régularité d’'un probleme spectral non local du second
ordre et I'étude de l'existence de cette presque régularité pour les équations

a coefficients variables de tout ordre , ce probleme a été traité dans [39].
3.2-Probleme spectral du second ordre dans le cas q(x)# 0, Vx[0, 1].

Si q(x)#0, parmi les différentes conditions aux limites de la formule (10) qui

ne sont pas régulieres par Birkhoff, qui peuvent nous amener a la formule :

{ u,(y) = auy’(O) + a5y (0) + ,3113’,(1) + B1oy(1) =0

U, (y) = azoy(o) + Bzoy(l) =0 (54)

leurs coefficients aqq Boo + B11@20 = 0 lag|+B1] > 0; lay,l+1B8y01 > 0 (55)
sont satisfaits.

Ainsi on considérera le probleme (9), (54) sur réalisation de la condition (55)

(y +q()y — 2y = f(x) 0<x<1 (9)
1

40 =) (g +8;yPM) =0 ; @y = fr =0 =12 (54)
4 =
j=0

a1 ﬂzo + ,3110.’20 =0 ) |a11| + |ﬁ11| >0 ) |a20| + |ﬁ20| >0 (55)

\

3.3- relation entre propriété périodique du potentiel q(x) de
I'équation et presque régularité de chaque ordre d'un probleme
spectral

ici sous les conditions de larégularité dela fonction q(x) on obtient une
formule qui nous permet de calculer les coefficients de chaque membre
de développement asymptotique selon la puissance A (quand |2 | tand ver o)
des solutions particuliéres d'un systeme fondamental de I'équation (9) .
soit q(x)e c™ [0,1]

Par la méthode de réduction des systémes des équations intégrales [41], il
est montré que pour R>0 suffisamment grand, dans chaque domaine
ci={ 1, ReA>0,IA|>R}; cg={A1, ReA<0 ,|1|> R}

I"équation posséde un systéme fondamental des solutions particulieres (S.f.5.P)

et permet les développements asymptotiques.
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1,

1 (56)
,m

dx’

iy, AN l
Pyibod) _ 5 pleniad [Z 17595 () + 1y, (x, /1)] {J
s=0 S

Oules fonctions 7;;(x,4) sont continues Vxe[0,1] analytiques pour e i et
satisfait I'inégalité :
Iy (e, )| < mMla ™t (57)

Et 91(15) (x) sont déterminés par les relations de récurrence

By (_1)i(j+1)—1 x i=1,2
6@ = 01 s=0; gPw="t— [ @ |-
0 j=0,1
) (_ )l(]-l—l) 1 .
9, (0 =—= f q(e)gyy " (e)de +
s—=2 ( = ﬁ
1o L dsTv2 =01
Vi Gi—v—j) (—1)ij v) { ] ,
+ZO GV D (DI = |aGg ) @] ) = (58)
k s=2,m

De plus en utilisant la formule (56) et l'estimation (57) pour le
déterminant caractéristique du probleme de Green (9) (54) On obtient

I'expression:

u; (yy) uy ()
% (}’1) u; ()’2)

AQ) =

Ou y, et y, sont les solutions particulieres d’un systéme fondamental de

I"équation (9)

De (56) ona:  y(x,2) =e™™ [ia—s 953 () + 1110 (. ,1)] (59)
=
y2(x,4) = et [Zl S g0 + a0 (x, /'1)] (60)
3 (@) = Ae~ [Z 17 g1 @)+ A)] (61)
¥y (1) = Aet [2 A7 g5 @) 4 A)] (62)
=

Et on a aussi de (54):
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u ) = a0 1 (0) + agy 317 (0) + Bro v (D) + By 1P (D (63)
U ) = @10 52 (0) + gy 3 (0) + Bro 12 (D) + Byy 35 (1) (64)
w, (31) = a0 1 (0) + Boo y© (1) (65)
w, () = azp 2 (0) + Boo v (1) (66)

De (59) et (63) ona:
u; (1) = ago [Z A7F gi(s))(o) + 1100, l)]
s=0

m
+ Aaqq [ z 178 gﬁ) (0) + 111 (0,2)
s=0

m
+ g e [ZA 910 @ +m1o(1,2)
s=0

m
+Piy Ae™? [ Z 173 gﬁ) (D +n1 (LD (67)
s=0

Et de (60) et (64)ona:
w1 (y2) = aqo [ Zl_s ggf)) (0) + 120(0, /1)]
s=0

m
+ Aayq [Z 178 ggsf (0) +12,(0, 1)
s=0

+Bio e [Z A7 gy (D + 7720(1./1)]
s=0

m
+ Pu Aet [2 A7 g5 ) 401 (1,2) (68)
s=0

Et aussi (61) et (65)ona:

m
u,(y1) = ay, [ ZA_S gf(?(o) +110(0,2)
s=0

+By0e [ Zl—s gig)(l) + 7]10(1#1)] (69)
s=0

Et de (61) et (66) ona:

Uy (7,) = ay \ Z’l_s ggf))(o) +120(0,2)
s=0

+ By € [Z A7 ggf))(l) + M2 (1'/1)‘ (70)

s=0

On substitu (67) et (68) et (69) et (70) dans le déterminant de Green on a :




AQ) =

AQD) =
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0 [Z 2 gy (0) + nlo(o,a)]

+Aay, [Za Q) +n11(o,/1)]

+Bio e [Z A7 gff)) (D + 714, D
s=0

+B1y Ao [Z gy () + nu(u)]

s=0

[Z s g(S) 0) + 714, (O,A)]

+ﬂ20671 |:Z A*S gi;) (1) + 7710 (1,/’{):|
s=0

m
(2410 [ZA s
s=0

m
+/1(Z11 |:ZA Sg11
s=0

m
oo [EA s
s=0

m
a0 [Z/l S
s=0

m
oo [ZA s
s=0

(s)
910

(s)

(s)
910

910

(s)
Y10

(0) +m10 (0./1)]

(0) +m1 (0, l)]

(0) + 110 (0, /1)]

) (0) + 116 (0, A)]

m
+Aaq [ 2 AT gﬁ) (0) + 111 (0, /1)]
s=0

(0) + m14(0, /1)]

ay Z A7 g2 (0) + 150 (0, )
+Aay, Z 275 g2 (0) + 15,0,

+ By e? Z 1S g(S) (1D + 15,2

+Byy Ae? Z/l 9 (D) + 15,1, D)

[Z s g(S) (0) + 1y (O,/l)]

+B20 eA [ Z/’lis g;f)) (1) + 7720 (1, A):|
s=0

[Za Sgég)(o>+nzo<o,a>]

+Aaqq [Zl s 251)(0)+n21(0./1)]

0 [Z 173 ggi)) (0) + 120 (0, /1)]
s=0

0 [z 178 gg;)(l) + 720 (1,1)]
s=0

+AB11 [ZA s 921 (1) + n21(1, /1)]
s=0

B2o [Z A8 ggi,) (1) +n20(1, )1)]
s=0




+ e~

Donc on trouve :

T.q

+P11 A [ Z/l s
5=0

Bzo [iﬂ s
5=0

s

Chapitre III

[21 F gl (D + (L A)]

9 W+ @, A)]

gif))(l) +m10(1, ﬂ)]

17 gl (D) + mo(u)]

+B11 4 [ Z ATS gﬁ) (D +m1 (1,1)]

B0 [Z A7 gip () +mo(1, A)]
s=0

642 = ﬁmazo[zz g(”<1)+nw<1,z>”ZA 50 (0) + 15 (0,2)
+ A By g

— B 1o

— A By g [ 2/1_
s=0

AQ) = 6_ e ™+ 8,(D) + 6, (D e

2
L s=0

ZA gt (D +0,, (L)

2
L s=0

g (1) +ny0(1,2)

.9&)) (1) +n40(1, /1)] [2 A
s=0

@@

ZA-S 950 ©) + 120(0, A)]

m
+Aay [Z A8 géi) (0) + 121 (0, /1)]
s=0

m
PN [Z A8 gé(s)) (0) +m20 (0,1)]
s=0

[za g0 (D) + a1, A)‘

+Bu1 A [ZA ?(1)+n21(1,m]

m

Bao [z

175 g0 © (1) +n20(1, /1)]
s=0

(71)
i N

95 (0) + 150 (0,2)
L s=0 i

95 (0) + 150 (0,2)

gé? (0) + 1y (0:/1)]
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m S . 1
et:  6_1(1) = APy ay er 920)(0)’117 59£1 )(1)"' O(Am)

s=0v=0

m S . 1
=B @14 zzl_ 921)(0)/1'7 y gio "(1)+0 </1m>

s=0 v=0

m s—1

1
+.310 a0 Zzl_ 920) (0)/11] s+l gig =) (1) + O(A_m

s=0 v=0

m s—1

1
_BZO ag, ZZA—U g%)(o)zv—s+1 gig 1- v)(l)_l_ 0(/1_m)

s=0v=0

1
5 (D = le SZ B11 @2 gzo)(o) g? v)(l) + O(A_m)

m S . 1
_z S Z Bao @11 921) (O)g( )(1) + O(/l_m)
v=0

s=0

+ (Bio @20 — Ba0 A0 )Z A SZ gé}?(o)gﬁ) - v)(l)'i' 0( —)

=0

le S{Z[ B11 @30 gzo)(o) g(s 1])(1)_,320 a1 921)(0) g(s V)(l)]

1
+ (B2 — Bao Ao )2 9%)(0)9(5 - U)(l)}+0(/1_m)

On pose:

N

591_5) = Z[ Bi1 @z gzo)(O) gis v)(l)_ﬂzo a1 921) 0) gis U)(l)]
v=0

+ (Bio@n  — Bz @10 )Z 958)(0)9(5 - v)(l) (72)

o 1
Donc &_,(2) = 2,1155“) 0

=) (73)

5, (D) = By ayy [Zl_ gﬁ))(o)"‘ 7110(0'/1)] [zl_ ggg)(1)+ 7720(1'/1)]
s=0 s=0
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+ A By an

— Bro 220

— A By ay

T m

L s=0

- m
2.

L 5=0

- m
27

L 5=0

S

S

°g

(s)

911

(s)

910

(s)
10

(0) + 1,1 (0,2)
(0) + 1400, 2)

(0) +110(0,2)

2.7
2"
L s=0
2
L s=0

(s)
920

(s)
920

(s)
921

(1) + 15 (1,2

(1) + 12 (1,2)

(1) +n,, (1,2

m

z z l—v gg) (0)/11;_8

s=0 v=0

S—U 1
et 8,(N) = 1By ay g (1) + 00

m

—A B11 @y Z z A gig) (0)A7~*

s=0 v=0

S—U 1
5" W+ 0

m s—1

+ B0 210 Z Z AT gig) (0)27—=*1

s=0 v=0

1 1
g W+ 0G

m s—1

—B1o 3 Z Z A7 gig) (0)A7—s+

s=0v=0

—1- 1
g D+ 0G

m N

_ 1
DAY B g0 g5 (1) + 06

v=0

s=0
- 1
_Z Al Z B11 @2 9%) 0) ggi_w (D + O(A_m)
s=0
m s—1
- 1 690057 (1) + 0(
+ (B0 @19 B1o 20 ) 910 ( )920 O+ (/1’")
s=0 v=0

= zll_s {Z[ Bao @1 gg) (0) gé(s)_v) (1)= By az 9%) (0) ggi_v)(l)] + (B2 @10
=0 v=0

s=
s—1

1
= By )Z 9%)(0)958_1_@ (1)} + O(A_m)

v=0

On pose:
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1-s —
51( ) = z[ﬁzoangﬁ)(o)gg ) (1)_311“209%)95? Y (1)]

+ (B20a10 — @20B10) 2g§g)(0)g(5 ) (1) (74)

m . 1
Donc  &,(1) = z 217 507+ 0650) (75)

So(D) = ayyay Z)l g(s)(0)+n10(0,/1)] [ZA‘ 95(0) + 1,0 (0,2)
s=0

t day ay, Z A gﬁ) (0) +n,,(0,2) 2/1_ g;g) (0) +1,,(0,2)

. | |
— gy | ) 27 g5 (0)+ 1y (0.0) Zz 95 (0) + e (1,1)
| s=0 i i

1]

m m
—Aayq @y [ZA‘S gﬁ)) (0) + 7710(0,/1)] [Z S géi) (0) +7,,(0,2)
s=0 s=0

+ B0 Bao z gits))(l) +110(1, ) Zl_ gg(s))(l) + 150 (1,2
| <=0 i

L s=0

+ A B30 By z/l_ gﬁ)(l)+7711(1'/1) z/l_ géts))(l)+7720(1'/1)
| o= 1l =0 i

s=0
— BB | D2 g5 W+ (WD D 27 g (D +7 (1D
1Lls=0 i

[ =0

1]

- m

— A B11 B2 Z A7 g%)(l) + 1o (1:/1)] [ZA_ g;i)(l) + 1, (1,2)
L s=0 s=0 -

m S . 1
ot : 8D = Aayay ) Y A gl (O g5 (0 +0(5)
s=0 v=0
N \ v S—U. 1
— Aay; ay z z AT gio) (0)A" g;l )(0)+0 (/17")
s=0v=0
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m S . 1
+ AB20B11 er 920)(1)”} ° 951 )(1) + O(A_m)

s=0 v=0

m S
1
—AB11 Bao Z Z A" gig) (DA g; v (D+ 0(,1_"1

s=0 v=0

m N
1
- Z A Z @20 X171 gzo) 0) gis v (0 + 0(,1_"1)
v:

s=0
s

S—V. 1
AT a1 Ay 910)(0) gé )(O) + 0(/1_7”)
Al —S (v) 1 (s—v) 1 0 L
+ 320311 G0 Vg (D + (Am)

R U S—V. 1
Z’ll s Bi1 B 91 )(1) g( )(1)‘*‘0(/1_,,1

s=0 v=0
=21 {Z EEACHOr R ORFHOPHIO)
= v=0
v) (s—v) v) (s—v) L
+ B11B20 (gzo (g, (D) =gy (Dgy, (1))]}+ O(Am)

On pose:

N

1-s v S—v v S—v
60 =) [ man (690 g5 - () g5 @)

v=0
+ 81,8, (98 gl () - g (gl ()] (76)
m . 1
Donc  6,(A) = Z(;Al-s 557 + 0 77)

Finalement on obtient 1’expression suivante :

A =6, (De™ +8,() + 8,(A)e? (78)
“ 1
SN =Y 267 +0(=— (k=-101) (79)
k Z(; (/1 )
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Ou 6,51_5) (k=-101 et s=0,1,..,m)desconstantes données par les
formules (72), (74), (76).

Des les formules (78) et (79) selon la définition de A.A. shkalikove [49].

On a la définition 1.

Définition1 :

soit q(x) € ¢™ [0,1] sous les conditions aux limites u; (i = 1,2) de la formule
(54) et lay1 | +|B111 > 0; layl+1By0l > 0 , les problemes spectraux (9) et (10)
sont appelés presque réguliers de 1’ordre m=>0,

W) _ 5O _ . _ s@-m) _ (1-m)
§)=6"=.=25""=0, s =0 (80)

Remarque :
1-le probleme (9) (10) est presque régulier d’ordre zéro m=0 si:

s

. #0

En substituant (58) dans (72) quand s=0 en obtient le développement :
1
5£1) =—( Priag + Prai) (81)

2- en substituant (58) dans (72) quand s=1 on obtient :

1 1
5501) = _E( B11 @20 + Bao a1y )jo qe)de — ( Byoasg — PBio Az ) (82)

Il est évident que le probleme (9) (10) sera presque régulier du premier

ordre ssi :

B11az0 + Broa11 =0 et Bao®10 — B1o@ # 0 (83)

en méme temps pourla presque régularité de ce probleme de 1'ordre
m = 2 il est nécessaire que :

P110z0 + B0y =0 et Bao®10 — B1o%0 = 0 (84)

mais avec la réalisation de (84) l'expression des nombres 6£11_S) , §=
2 est simple de prend la forme :

6511_5) = P11 2y z(—1)v[gg)(0)gﬁ_l’)(1) + gf{)(())gig‘”)u)] (85)

v=0

(s=2,3...)

E
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ou il ayy P11 # 0 puisque il est facile de voir que sur la non
réalisation de cette inégalité, le probleme (9) (10) devient un probleme de
Cauchy etn’est pas normal dans le sens de [49],comme il est claire
d’apres (85) 'ordre de la presque régularité qui est supérieur premier, ne

dépend pas des coefficients q(x) et des conditions aux limites (54).

A partir de (85) et aprés des transformations simples on obtient
si s=2 857 = 2 p1y az [qD) = q(0)] (86)

5=3 857 = 2h11 a0 (@ (D +q (0 + [q(D) — q(O] [ q()de)

La régularité qu'on peut noter sur ces formules, est généralisée dans la

proposition suivante.

Lemme 1.
Soit (84) satisfait, @By £0 et 6 V=8 ==5"=0

Alors pour que 6:1{_1) =0 , ilest nécessaire et suffisant que

q®(0) = (-D*q™ (D) , (k=0) (87)

Pour la preuve de ce lemme on doit établir Le lemme suivant, qui a
une valeur indépendante dans le sens de la simplification des relations de

récurrence (58)

Lemme 2 :

pour chaque naturel s € N de la fonction gﬁ)) (x) la représentation suivante
est valable.

Sk,

So
g=2=) Y el a0 @t (g, ()
n=1 k

1tttk =s+1-2n

+ Z a;T]l{)l ..... k10 q(kl) (x) q(kn—l) (x)q(s_zn_kl_"'_kn—l) (x) (88)

kit otk <s—2v

1 . 1
Ou s, = [%] est la partie réelle de %

q,(x) = Zsf q(s)g%) (ede , (v=0,1,..) (89)
0

Et les nombres naturels as(n) .. , sont déterminés par les formules
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S—Z(n—l)—kl— P '_kn—l
n) _ ky,_q (n—-1)
as,kl...,kn - Z Cs—Z(n—l)—kl— v —ky_1—j aS.kl,---kn—z.}' (90)
v=k,+1
1 _
Agp, = 1

Preuve de lemme 2:

d’apres la représentation de (89) on peut représenter (58) quand j =0
et i=1 sous la forme :

s—2
E X o ds—v—Z Y
950 = [ a@gly e + Y =gl )]
0 v=0

s=2 x
x . ds—v—l ’
:f Q(E)g§0 1)(e)de +Z D1 [fq(g)gio)(g)del
0 v=0 0

Ona si v=s-1

x
ds—v—l

o [ [a@qy (e)de] = [ 4@y @
0

0

Donc
s—1 ds—v—l x
gio () = Z o [ f q(e)gf?(e)de]
v=0 0
s—1
ds—v—l _
= Z dxs—v-1 27 q; (x)
v=0
s—1
g () =27 Z A €9 (91)
v=0
Donc on a
s—1
! __ 9s (s) _ (s—1-v)
0,0 = 224y () =a® ) ¢ ) (92)
v=0

De la forme (91) et (92) on obtient :

s—2
gy 0 =27 [a 0 +af @]+ ) aF T
v=1
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(5 2-v1)

=275 [qs_l(x)+qos 1)(")] z Qvl(x)

v1=0

De (92) :

[ s—1 v—1 (5—2—171)-!

00 =2|[a s +al ]+ Y, a0 Y, (o)

l v;=0 v,=0

-1 v1—1

I
|
|
If (s—2—v1)}
=z-s|[[qs @+ @]+ Z > (a@a ) J|

v1=0 v,=0

=27 ||q1 (0 + 457 ()

s—1 1]1—1
—1- _ (s—2—v;-1)
+ ) Z AV @@ +q@a T W)

v1=0v,=0

9@ =274, ) + a5 @)

s—1 Ul_l
+ Z Z (2) (X)qgl_l_UZ)(x) + q(l) (x)qsz’l—vz) (x)
v1=0v,=

(s—2—-v;-2)
v1—V v1—Uy+1 1
+q® (g " (1) +q (g )(x))

Par répétition dela méthode précédente (k; + 1) fois, On obtient les:

formules

s—1 v1—1s-2-v,;

CHOREM RORTRICIEDIDY Z €L, ™ (g ()

141 =0 V= =0

s—3 s—3—kq1 s—2-kq
cl Gy (x)q£;—3—172—k 1) (x)

s—v1—2

gif)) (x) =275 [qs 1(x) +q05 1)(X)]
k1=0 v=0 wvi=vy+1

Notons : a(l)_ = a(l) =1
s,s—1 s,0
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s—2—kq s—2—kq

@  _ k 1 _ k _ kgt

as,kljvz - Z Cs—lvl—Zas,vl - Z Cs—lvl—z - Cs—lvl—z
v1=v,+1 v1=v,+1
s=3 s—3—k1

- 1 1 1 2 —3—vy—k
9P =2" [as(,s)_lqs_l(x)+ alPql )(x)] Z Z al) a0 (gl ()

1=0 vp=0

- 1) (s-1 .
=27 gs) 19— () + as(,o) q(()s )(X)] + Z sk1 vzq(h) (x)qiz vy—k1) (x)
k1+U2SS—3

gD =2 (1) S 1qs1(x) + a(l) gs v (x)]

- s—3
(s—3-k
DN IR ORI Y ISPl

k1+172:S—3 k1:0
+ ) a® L qR e W) (93)
k1+U2$S—4

En utilisant les formules (91) et (92) dans (93) on obtient :

De (92) ona :

—k ' (s—4—v, —kq) ) (s=3-vy—k)
ql(;; —3-vy 1)(x) = (qu(X)) 2 7K1 z skl,,zq(kl)(x)q s—3-v,—kq (X)

k1+1]2$s —4

vy—1 (s—4—ky—vy)

= Z Ezk)lvzq(kl)(x) q(x) Z q(vz_l V3)(x)

k1+172$§—4 V3=

Alors ona

v2—1 vy—1 (s—5—k1—v2)

— (2) (v2-v3) (vy—1-v3)
= Z s 11;2q(k1) (x) q(x) z qv32 3 (x) + q(l) (x) Z qv 3 (x)
k1+vy<s—4 13=0 =

E
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vy—1
—3—-v,—k —
S = N W) @@ ) e G )
ki+,, <s—4 v3=0
vy—1 vy—1
+4P® Y g W+ Z A% ()
173—0 V3=
vy—1 (s—6—k1—v))
+ D0 Z a1 ()
173=0

vy, =1 s—4—k;-v,

(s) (2) k k (s—5-k,—k 17)
910 (¥) = z Z Z S Ll CON Ll 9 A

1+U2SS —4 V3=0 kz 0

s—5 §— 4— kl'l]z—ls 4— kl—vz

(2) k k s(=5—ki—kp—v3) _
Z Z z z s 4 kl v, OCS'kl'vz q( 1)(x) q( 2)(x)qv3 1 2 3) —

kl 0 Uz—o 1]2—0 kz 0

Ona donc:

s—5 s—5—kq1 s—5-ki1—ky s—4—k1—k>

k 5—ki—ky—
W=D > D D Gl (00 @@

k1=0 k=0 v3=0 vy=v3+1
(s) _ (3 (ky) (ky) (s=5—ky~ky—v3) 94
gy (X) = Agge gy 40 () 472 (X)q,,, (x) (94)

k1+k2+U3S§—5

s—4—k,—k,
3) _ k, (2
Eskrhovs C5‘4—k1—172 A ky—v,
vy=v3+1

On substitue (94) dons (93) on obtient :

E
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gy @) =27 |[al a0 GO + alfa " ()]

2 L
+ z gk)mq(kl)(x)q%(x)+ Z agi)l,oq(kl)(x)qé 1) ()

_k1+172$5—3 kISS'—‘l-

5-ky—k,—
D PR L O OFRRR R ©

_k1+k2+v3=5—5

3 5-k,—k
DI TR O LT i)
ki+k,<s—6

3 5-ki—k,—
+ Z a.g,k?l.kz.% (k1) (x)q(kz) (x)q = 17¥27%s) (X)
k1+k2+173SS—6

Par répétition dela transformation précédente ( s, — 3) fois On obtient les

formules :
So
=223 Y g @ 0, 0+
= etk =s41-2n
+ Z aly o 0@% 0 (). gD (x) g ) ()

kq+-tk, <s—2n

S—Z(Tl—l)—kl—"'kn_l

) _ n1 (n-1)
as,kl,,,kn - CS—Z(H—l)—kl—"'—kn_l—U as,kl ..... kn_z,v
v=k, +1
1 _
Agp, = 1

Qui sont facilement confirmées par récurrence

Remarque :
les nombres naturels “S]lc)l,,.kv qui apparaissent dans la formule (88) out la

propriéteé :

n) )
Xsterden = Fs—kykqpmmkn_1,0 (95)

Qui sera utilisé pour prouver le lemme (1).

E
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Preuve de lemme 1 :

On utilise la méthode mathématique de récurrence quand k=0 et k=1
la validité du lemme s’ensuit. En effet des les deux premiers égalités de la

formule (86) ona:

msi k=20

alors 5:1) =0
De (85) on obtient :
-1 _1 i
5, = E“zoﬁll[q(l) —q(0] =0 mais ayf;;#0
Donc

Alors le lemme (1) est vrai pour k=0

mSi k=1
alors 6:1) =0 et 5:2) =0

Et d’apres (85) :

1
55—11) = Eazoﬁn[q(l) —q(0)] =0

1 1
5:2) = 1“20,311 {[Q'(l) +q (0] + [g(D) —q(O)]f q(e)dg} =0
0

Mais  ay¢f11#0

D’apres 6:1) en s’ensuit que q(1) -q (0)=0

Et on a aussi 5:2)=0 donc q’(1) +q (0)=0

Alors M0 = —qP @ » ¢V = (-D'q¢P @
Donc le lemme (1) est vrai pour k=1

e Pour s > 4 c “est valable pour tout k <s—3

On prouve la validité dulemme quand k=s—2=s-3+1 ie. La

condition (84) satisfait

a0B11 #0 ,  ayfr*0

E
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Et 5(_1) eeeienes — 5(2_5) (96)

Et on établit que 5511_i) = 0 si I’égalité suivante est vraie
¢“P W = (-DE 2 (97)

De la réalisation de (96) en vertu de notre supposition, il s’ensuit que
g® ) = (—1)® g% (0) ; (k=01...,s—3) (98)

Il est simple de voir qu'en utilisant la condition (85) on peut représenter sous

la forme:
897 = iy az { (—1°[g83 (0 g (D= g7 (@) g1 (V)]

s—1
+ ) 10 g @ gl (- g 0 gy (1)]}
v=0

Donc

s—1

(B @20) 718879 = 2[ gl D+ (D1 g @] + ) (~D #1241 gD (), (D) (99)
v=0

En substituant (88) dans (99) on trouve :

— 50
25_1 (ﬁll a0 )_16£11 2 = Z Z as(;?lmkn_l[q(kl) (1) ...q(kn_l) (1) dk, (1) +
n=1 ki+-+n=s+1-2n
+(=1)"*1q%(0) ... %=1 (0) g, (0)]

+ z asg,rllc)l...kn_l,o [q(kl)(l)... q(k"—l)(1)q(s_2n_k1_"'kn—1)(1) n
ki+-+k, <s—2n

+(=1)s*1 q(k1) 0) ... q(kn—1) (O)q(S—ZV—kl—"'kV—1)(0)]}

vo

s—1
41D+ ) (D2, (D)
v=2

a'(;cl)...,knq(kl) 0) ... q(kn—1) (0) r, (0)
n=1|k1++k,=v+1-2n

K1

+ z ai o 0q®D(0) ...q%n-1 (0) q(v-2n—ki=kn-1) (0) (100)

ki++hkp<v-2n

. .. s+1 v+1 .
t.q sy et vy les parties entieres des nombres — et —~ respectivement

On combine (98) et (89) g, (0) = 0 (voir (89)) d'apres (100) ona
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S0

25-1 (B4 “20)_1591_5) _ Z “s(,rl?l...knq(kl)(l) ......... qUn-1 (1)g;. (1) +
n=1 kq+-+ky=s+1-2n

S0

+Z Z ) 1080 gD (D g 2nha=dn (1)

S, kl
n=2 ki+-+ky<s+1-2n

HL+ CDEP DT [ 457 1SR 0] - 4, (D

+) DMWY D a 00 0(0) gD (0) g o)
v=2 n=1 kq+-+k,<v-2n

S0

- as(,lo)[q(S_Z)(1)+(_1)(SH)q(S_Z)(0)]+Z Z 5(7{)1 . [q(kl)(l) .qkn-1 (1)

n=2 ki+-+kp,=s+1-2n
Vo

G, D+ D™, Y Y D) (). D)
v=2 n=1 kqi+-+k,<v-2n

q-2v-ki——kn-1) (1) (101)
En vertu de la formule (90) ag)) =0 etquand ky+--+k, =5+1-2n

On a

s—2(n—1)—kq——k,_1

n) _ kyp —1 (n—1)
Xy ok, = o 1)ty =y =%y, ke
v=s+2—2n—k1—--~—kn_1

— Ckn—l (n—1)
0 S,kl,...kn_z ,S—Z(Tl—l)—k]_—"""—kn_l
(n—-1)
Skqdy_p,5—2(n—1)—kq——ky_y

Substituons ces valeurs dans le membre de droite de (101) on obtient :
2571 (Byy Ky )_1591_5) = aﬁ_lo)[ g2 (1) +(=1)+1qb2 (0)]
So

(n-1) (kq) (kp—1) —
+ z z A kpyky g 5—2(n=D—kq—wmky_ 1 (1) .. g™ (D, (1)
n=2 kq+--+k,=s+1-2n

Mz

qs e 1(1) Z Z “il)l...kn_l,oq(kl)(l) ...q(kn_l)(l)q("_zn_k1—“'kn—1)(1)

kit++k,<v—2n

(102)

E
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On montre que

S0
(s-1) (k) (k1) _
Z 2 Ao gk g s—2—D—ky =k d (D). g7 (D, (1) =

n=2 kq+-+tk,=s+1-2n

s—1 ) v—2n
Z Qsp1 (1) Z Z av,kl...kn_l,oq(kl)(l) q(kn—l)(l) q(V—ZH—kl—--. n—1)(1)
v=2 n=1 kq,..k,

(103)
il est facile de voir que les ordres des dérivées et les indices q(1) dans les
membres de gauche et de droite de I'égalité (103) prennent les mémes
valeurs. Par conséquent, il suffit de voir légalité des coefficients

correspondants.
soient n=pu et ki =p1,-- k, =p, des nombre
fixés tels que 2<u <sg prt-+p,=s+1-2u

Dans le membre de gauche de (103) le coefficient du produit
q®0(1) ... ... q(p#—l)(l)qpu(l)

k-1
Sera le nombre A 1o gz =2 =11) =1 ——ppuy (104)

Et dansle membre de droite pour :

v=s—p,—1 ,n=u-1, kg=p,..k, =0,

v=2Ww—-1D ~ky——k,_,=p, 4
=p=i-p,—-1-2w-D—-p,——p,

En additionant, le coefficient de ce produit sera le nombre

(r—-1) — -1
$=Pu~1,p1,Pu—2,0 2 =D +py+-+py—101,-Pu—-2.0

La derniere égalité est valable avecla condition p; +-++P,_; =s+1—2pu
et le membre de droite de (103) est égale aunombre (104)

En vertu de la remarque 1.
Alors par (102) ona:

2571 (Byy @) 1807 = 6D (D) +(=1)5+1 ¢S 2(0) (105)




Chapitre III

D’apres (105) il vient la validité du lemme

Pour 691_5) =0

si (97) est satisfaite le lemme (1) est montré. A partir du lemme (1), la

définition et les formules (81) (82) la validité du Théoreme suivant s’ensuit :

Théoréme 10:

soit q(x) € ¢c™[0,1] les formes aux limites u; (i=1.2) ont la forme (54)

et lag |+lBi11 >0, laygl+|B,y0| > 0alors pour la presque régularité d’ordre
m> 0 du probleme spectrale (9).(10) il est nécessaire et suffisant que

a11B20P11020 # 0 quand m=0
11820t B11%20 = 0, a19B20 - Bro%20 # 0 quand m=1
I( 1120 + B11@20 = 0

{I a10B20 = Bro@z0 =0 quand m = 2
L g-2(0) = (~1" 2D (1)
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Application :

Dans la suite, nous appliquons le résultat obtenu pour étudier des problémes
de la forme suivante dans [0, T] x [0,1].

2
l( au(t x) aa g(tz,x) )
! Lo = @ w004 Bt (0, + o1, O+f1u (1,0 (104)
|

L,(Ww) = ay;u(0,t) + By u (0, t)+ayu(l, t) + Byou (1,1)
L u(0,t) = uy(x)

Théoréme 11 : supposons que les conditions suivantes soient vérifiées

1- a# 0 largal <§
2- a11B71 — 2111 =0 ag9Ba0 — 20810 =0
Et (“10:321 + a21,810) — (a11B20 + az0B11) = 0 et (agap; — ag1a) +

(B10B21 — B2oP11) = 0 et ayofyr + a1 B9 # 0 et aygay; —ajiay, # 0

o

OU ay1 851 — a1 811 = A10B20 — X20P10 = A10B21 — 11820 = X19P21 — Ax0B11 =

Et (a10B21 + @z1B810) — (@11B820 + @20B11) = 0 €t ayofy; + ayy g # 0
3- feC) ((0, T], L4 [0,1]) pour un certain ye(l—— 1] et un certain pef0 )
4- ugew®1[0,1],L;(w) = 0,i = 1,2

Alors (104) a une solution unique
uec((0, 11,17 [0,11) nc*((o, T], w??[0,1], L* [0,1])
Et pour cette solution, on a les estimations suivantes

lu(t, Jllpoqy < Cllugllyzrp 1y + | f||cg((o,T],LP 01])) te (0, T] (105)

1
” ! __1
" (6 Dl e a1 + e G D llip o < €% Hlugllyzopor +
1
— —p-1
(I te(0, T 106
”f“CK((O,T],LP[O,l])) e(0, Tl (106)
Démonstration :
Considérons dans L7 [0,1] , 1< P < +oo 'opérateur A défini par

D(A)={uew??[0,1],u;(w) = 0,i = 1,2}




Application

A(u)=au’ (x)
Alors le probleme (104)

{u' ®) = Au (8) — ()
u(0) = u,

ou u(t) =ult,.),f@) =f(,.) et uy = uy(-) sontdes fonctions avaleurs dans
I’espace de Banach L (0,1). Du théoréme (4)il résulte que

_1 T
IR(A,A)[| <cl|A] 2p , pour Iarg/1|<§ , |A] — + o0

. . . , ~ Z . sz 1
C’est-a -dire que la condition 1 du théoréme (11) est vérifiée pour f = =
ainsi que les conditions 3 et 4 du théoreme (11) sont vérifiées, alors d’apres le

théoreme (4) le probleme (104) admet une solution unique
ueC((0,T1,L7[0,1]) nc*((o,TI, w??[0,1], L7 [0,1])

Et on a les estimations
e, e oy < CAIAwo N1 + Molhoigy + Iy (oaarpo ) teCOT)
lAwCe, ey + a1 < €2 Al + gl o4 +
tzp _u_lnf”CK((O,T],LP [0,17)) te(0, T]
Ou d’apres (105) on a

e, Moy < CCHtg luogoy + Moo + I ey (om12700.10)

< C(”uollwzvp [0,1] + ”f”CK((O,T],LP[O,l])) tE(O,T]
Et d’apres (106) on a

1
’ — -1
A, e o + ' & Dllyro 1y < €% A lippoay + Mg lr oy +

—u-1

1
L
< C(tZP ”AuollLP[Q'l] + ”uOHLp[O,l] +
1

L1
et ”f“CK((O,T],LP [0,1])) te(0, T]

Ainsi le théoreme (11) est démontré.
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Résumé

Dans ce travail on a étudié le probléme spectral non local du second ordre suivant

d "
—,l)yEy + q(x)y = A%y 0<x<1

4 dx .
'ui(y)Ezaijy(f>(0)+ﬁi,-y(f>(1)=o 1<i<?2

\ =

On s’est intéressé en premier lieua 1'étude de la régularité et la presque régularité
des conditions aux limites, et on a déterminé dans le cas q(x) = 0 les conditions pour
lesquelles ces conditions aux limites soient régulieres dans les espacesL*[0,1] et LP[0,1],
1<P <o

En outre, on a étudié la presque régularité de ce probléeme dans le cas g (x) # 0.
Abstract

In this work we studied the nonlocal spectral problem of second order following :

d n
(L(a,l)yzy + q(x)y = A%y 0<x<1
1

'kui(y)Ezaijy(f)(OHBi,-y(f)(l):o 1<i<2

First we are interested in studying the regularity and almost regularity of boundary
conditions, and we determined in the case q (x) =0, the conditions for which these boundary
conditions are regular in the spaces L”[0,1] and LP[0,1], 1 <p <oo.

In addition, we studied the almost regularity of this problem in the case q (x) #0.
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