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Résumé

L’étude d’un lien entre deux variables a toujours été un axe qui a attiré l'attention de
plusieurs chercheurs dans de nombreux domaines d’application et comme dans beaucoup de
ces domaines apparaissent des données fonctionnelles, on trouve des travaux abondants ont
été consacrés a cet axe. Ce travail rentre dans ce cadre en proposant des estimateurs non
paramétriques de deux fonctions utilisées dans le cadre de prévision ; la fonction de régres-
sion généralisée, qui est une généralisation de la fonction de régression basée sur I’espérance
conditionnelle et le quantile conditionnel. Pendant ces études nous avons toujours supposé
que la variable réponse est réelle et est soumise a une troncature a gauche tandis que la va-
riable explicative est fonctionnelle, ¢’est a dire & valeurs dans un espace de dimension infinie.
Nous avons utilisé une modélisation localement linéaire fonctionnelle pour I'estimation des
deux fonctions en considérant un estimateur local linéaire adapté a un polynéme de degré
un. Les convergences ponctuelles et uniformes presque stires avec taux ont été établies pour
chaque estimateur et des études de simulations ont été réalisées pour mettre en évidence
I’efficacité des estimateurs proposés sur des exemples.

Mots clés : Troncature a gauche ; Estimateur local linéaire ; convergence presque stre ;
Analyse fonctionnelle ; Quantile conditionnel ; Fonction de régression.



Abstract

The study of a link between two variables was and still a challenge for a lot of resear-
chers in many fields of application and as in many of these fields appear functional data, we
find many works have been devoted in this axis. In this thesis, we propose nonparametric
estimators of two functions used in prevision problem ; the generalised regression function,
which is a generalization of the regression function based on the conditional expectation
and the conditional quantile. During these studies we have always assumed that the res-
ponse variable is real and is subjected to a left-truncation while the explanatory variable
is functional, i.e with values in a space of infinite dimension. We used a functional locally
linear modeling for the estimation of the two functions by considering a local linear estima-
tor adapted to a polynomial of one degree. Almost sur pointwise and uniform convergences
with rates have been established for each estimator and simulation studies have been carried
out to reinforce the efficiency of the proposed estimators on examples.

Key words : Left truncation ; Local linear estimator ; Almost sure convergence ; Func-
tional analysis; Condiotional quantile ; Regression function.



Introduction

Es problémes statistiques liés a 1’étude de variables aléatoires fonctionnelles, c’est-a-
dire de variables & valeurs dans un espace de dimension infinie, connaissent depuis
quelques années un intérét grandissant dans la littérature. Le développement de ce théme
de recherche est en effet motivé par 'abondance de données mesurées sur des grilles de plus
en plus fines : c’est par exemple le cas en météorologie, en médecine, en imagerie satellite
et dans de nombreux autres domaines d’études. Ainsi, la modélisation statistique de ces
données, assimilables & des fonctions aléatoires, ouvre un champ trés vaste de recherches
visant des aspects théoriques (liés & ’étude de variables aléatoires a valeurs dans un espace
de dimension infinie) et appliqués (mise en ceuvre d’estimateurs).

Etudiant la relation entre deux variables aléatoires en vue de prédire I'une (la variable
expliquée Y') étant donné l'autre (la variable explicative X) est un des plus importants
sujets en analyses des données fonctionnelles. Il existe plusieurs maniéres d’aborder ce pro-
bléme de prévision par exemple : la régression qui est basée sur I'espérance conditionnelle,
la médiane conditionnelle qui nécessite ’estimation préalable de la fonction de répartition
conditionnelle et le mode conditionnel qui nécessite 1’estimation de la densité conditionnelle.
Ferraty et Vieu ont introduit dans leur travail pionnier 25| des estimateurs & noyaux des
fonctions précédentes lorsque la variable aléatoire dépendante est réelle et la variable aléa-
toire indépendante est de type fonctionnel. Cette méthode fonctionnelle non paramétrique
est basée essentiellement sur une extension de l'estimateur a noyau de Nadaraya-Watson
étudié pour des variables explicatives vectorielles. Bien que cet estimateur est connu pour
avoir de bonnes caractéristiques telles que la simplicité, la flexibilité et la consistance, son
biais asymptotique dépend de la dérivée de la fonction de densité marginale. De plus, il est
soumis a des effets de bord. Ce qui fait que la méthode localement linéaire est non seule-
ment plus générale mais elle a plutot de meilleurs avantages. Pour plus de détails concernant
les inconvénients de ’estimateur & noyau de Nadaraya Watson et pour plus de comparai-
sons entre les deux estimateurs nous adressons le lecteur aux articles de Fan [19] et de Fan
et Gijbels [20]. En raison de toutes ses caractéristiques asymptotiques, la méthode locale
linéaire était toujours attirante pour plusieurs statisticiens. On mentionne, par exemple
lorsque la variable réponse est réelle et la variable explicative prend ses valeurs dans un
espace semi métrique fonctionnel, Barrientos-Marin et al. [4] qui ont proposé un estimateur
local linéaire de la fonction de régression adapté a un polyndéme de degré un et ont établi
ses propriétés asymptotiques. Cette étude a été suivie par plusieurs travaux intéressants ol
les convergences presque complétes ponctuelles et uniformes avec taux d’autres estimateurs



non paramétriques locaux linéaires ont été étudiées comme Demongeot et al. [11] et De-
mongeot et al. [12] pour le mode conditionnel pour les deux cas données indépendantes et
identiquement distribuées (i.i.d.) et données dépendantes, Ferraty et al.[21], Demongeot et
al. [13] et Messaci et al. [43] pour le quantile conditionnel pour des données (i.i.d) et Fer-
raty et al. [22| pour des données a-dépendantes. Dans Leulmi et Messaci [38] les résultats de
Barrientos-Marin et al. [4] ont été généralisés a la fonction de régression généralisée pour des
données (i.i.d) et pour des données dépendantes voir Leulmi et Messaci [37]. La normalité
asymptotique de 'estimateur local linéaire de la densité conditionnelle pour des données de
séries chronologiques a été étudié par Xiong et al. [52].

Une autre difficulté rencontrée en statistique est le manque d’information durant les
différentes observations sur diverses échelles d’études et d’analyses. Ce manque d’information
introduit un empéchement lors de I'observation et ’obtention du résultat.

Dans la terminologie statistique, le plus souvent, on nomme ces manques par les cen-
sures et les troncatures qui provoquent quelques troubles au niveau des données observées.
La communauté statistique a découvert un remeéde pour ces fractures. En parlant de la nais-
sance d'un intéressant volet de la statistique "’analyse des données de survie". Le terme de
durée de survie désigne le temps écoulé jusqu’a la survenue d’un événement précis. L’évé-
nement étudié (communément appelé "déces") est le passage irréversible entre deux états
(communément nommé "vivant" et "décés"). L’événement terminal n’est pas forcément la
mort : il peut s’agir de 'apparition d’une maladie (par exemple, le temps avant une rechute
ou un rejet de greffe), d'une guérison (temps entre le diagnostic et la guérison), la panne
d’une machine (durée de fonctionnement d’une machine, en fiabilité¢) ou la survenue d’un
sinistre (temps entre deux sinistres, en actuariat). L’analyse des données (durées) de survie
est ’étude du délai de la survenue de cet événement. Dans le domaine biomédical, on étudie
ces durées dans le contexte des études longitudinales comme les enquétes de cohorte (suivi
de patients dans le temps) ou les essais thérapeutiques (tester 'efficacité d’un médicament).
La plus fameuse caractéristique de ce volet est l'existence des données incomplétes. Ces
derniéres dues a l'inaccessibilité de 'information compléte. Une caractéristique particuliere,
souvent présente dans les données de survie est connue sous le nom de censure, qui, de
maniére générale, se produit lorsque certaines durées de survie ne sont connues que dans
certains intervalles. Le reste des vies est connu exactement. Il existe différentes catégories
de censure, telles que la censure a droite, censure a gauche et censure par intervalles.

Une deuxiéme caractéristique qui peut étre présente dans certaines études de survie est celui
de la troncature. La troncature a gauche se produit lorsque les sujets entrent dans une étude
a un age particulier (pas nécessairement a l'origine de I’événement d’intérét) et sont suivis
de cette heure d’entrée retardée jusqu’a ce que I'événement se produise ou jusqu’a ce que le
sujet soit censuré. La troncature a droite se produit lorsque seules les personnes qui ont vécu
I’événement d’intérét sont observables. L’impact principal sur I'analyse, lorsque les données
sont tronquées, est que l'investigateur doit utiliser une distribution conditionnelle dans la
construction de la vraisemblance.

Un exemple qui explique I'utilisation de telle sorte de données est celui qui a été fait dans
Channing House, une maison de retraite située a Palo Alto, en Californie. Les données sur
I'age du déces de 462 personnes (97 hommes et 365 femmes), qui étaient en résidence pen-
dant la période de janvier 1964 a juillet 1975, ont été rapportées par Hyde (1980). Une
caractéristique distinctive de ces personnes était qu’elles étaient toutes couvertes par un
programme de soins de santé fourni par le centre, ce qui permettait un accés facile aux soins
médicaux sans aucune charge financiére supplémentaire pour le résident. Les durées de vie



dans cet ensemble de données sont tronquées a gauche parce qu'un individu doit survivre
jusqu’a un age suffisant pour entrer dans la communauté des retraités. Les personnes dé-
cédées a un age précoce sont exclues de 'étude. Pour plus de détailles sur cette étude voir
Klein et Moeschberger [31].

Depuis le début des années soixante-dix du siécle dernier, de nombreuses études im-
portantes ont été réalisées dans le cas non fonctionnel, nous en mentionnons certaines,
Lynden-Bell [41], Woodroofe [51], Stute [50] et He et Yang |26] dont leurs recherches sur
les données tronquées a gauche sont considérées comme une base pour les autres études qui
ont suivi. N’oubliez pas non plus Lemdani et Ould-Said [33] qui ont étudié le comportement
asymptotique de 'estimateur a noyau du taux de risque sous des données tronquées et cen-
surées. Ainsi, ils ont étudié les convergences ponctuelle et uniforme de I'estimateur a noyau
de la fonction de régression pour des données tronquées a gauche dans le cas i.i.d., lire Ould
Said et Lemdani [45] et du quantile conditionnel en 2009, voir Lemdani et al. [34]. Alors
que le mode a été étudié par Ould Said et Tatachak [46]. Pour les données tronquées et dé-
pendantes voir Ould Said et Tatachak [47] et Ould Said et al. [48]. Aussi, pour les données
censurées Ould Said [44] a obtenu le taux de convergence uniforme de l'estimateur a noyau
du quantile conditionnel sous le cas i.i.d. El Ghouch et Van Keilegom [18] ont établi les
propriétés asymptotiques de I'estimateur local linéaire de la fonction de régression pour des
données censurées et a-mélangeantes. Pendant que liang et al. [39] ont étudié la normalité
asymptotique d’un estimateur de la fonction moyenne conditionnelle et ses dérivées sous un
modele de troncature en appliquant la régression polynomiale locale. Pour des études plus
récentes voir par exemple Boukeloua [9] et Aouicha et Messaci [3].

Lorsque la covariable est fonctionnelle et la variable Y est soumise a une censure a
droite, nous pouvons citer quelques travaux comme El Bahi et Ould Said | [16] et [17]]
sur la consistance forte uniforme et la normalité asymptotique de 'estimateur a noyau du
quantile conditionnel pour des données i.i.d et pour les données dépendantes, on nomme
Horrigue et Ould Said [[28] et [29]]. Concernant les données stationnaires et ergodiques
voir Chaouch et Khardani [10]. Les propriétés asymptotiques de I'estimateur a noyau de la
fonction de régression non paramétrique sont obtenues par Ling et Liu [40] sous les mémes
données.

En outre, dans le modéle d’index fonctionnel unique pour les données fonctionnelles et
a- mélangeantes sous la censure aléatoire, les convergences ponctuelle et uniforme presque
complétes avec taux, sont étudiées par Kadiri et al. [30] pour 'estimateur du quantile condi-
tionnel et Bouchentouf et al. [7] pour lestimateur de risque conditionnel. Ait Hennania et
al. [1] ont donné une famille d’estimateurs non paramétriques robustes pour lesquels les
résultats de la consistance et la normalité asymptotique sont établis. Mechab et al. [42]
ont examiné la convergence presque compléte et la normalité asymptotique de I'estimateur
de la régression d’erreur relative dans le cas d’une variable réponse censurée étant donné
une variable explicative fonctionnelle. Sous le modéle de troncature, on mentionne Helal
et Ould Said [27] ou l'estimateur a noyau du quantile conditionnel a été proposé et sa
convergence uniforme presque stre a été établie. De méme, Derrar et al. [14] ont étudié le
taux de la convergence presque compléte et la normalité asymptotique des estimateurs non
paramétriques pour le modeéle ¢)-régression. Les auteurs Altendji et al. [2] ont utilisé l'er-
reur moyenne quadratique relative pour construire un estimateur non paramétrique pour
lopérateur de régression des données fonctionnelles et tronquées et ont établi sa conver-
gence presque stire et normalité asymptotique. Le taux de convergence presque compléte du



M-estimateur de la fonction de régression non paramétrique et fonctionnelle est établi par
Derrar et al. [15] lorsque I’échantillon est une séquence a-mélangeante.

Malgré I'importance de la méthode locale linéaire mais et au mieux de notre connais-
sance cette derniére n’a pas été utilisée pour résoudre les problémes de prévision pour les
données incomplétes que pour les données censurées a droite dans la littérature. On parle
par exemple sur le travail de Benkhaled et al. [5] ou ils ont étudié I'estimation locale li-
néaire non paramétrique de la densité conditionnelle et établi sous des conditions réguliéres
la convergence ponctuelle presque siire de I'estimateur proposé pour des données censurées,
fonctionnelles et a— mélangeantes. On mentionne aussi Leulmi [35] qui a concentré son
étude sur les convergences ponctuelle et uniforme presque complétes avec taux du quantile
conditionnel et a montré en utilisant des études de simulation l'efficacité de la méthode
locale linéaire par rapport a la méthode de noyau méme pour les données censurées et sur
les propriétés asymptotiques du l'estimateur local linéaire de la fonction de régression dans
Leulmi [36].

Le but de cette thése est d’apporter une contribution, dans le cas des données tronquées
a gauche, en étudiant les propriétés asymptotiques des estimateurs non paramétriques basés
sur la méthode localement linéaire de la fonction de régression généralisée et du quantile
conditionnel selon I'organisation suivante :

Chapitre 1

Le chapitre 1 est dédié a I’étude de I'estimation locale linéaire de la fonction de régression
généralisée qui généralise 'estimateur de régression étudié par Barrientos Marin et al.[4] on
la variable réponse est réelle et compléte et la variable explicative est fonctionnelle. Il faut
noter que cette étude a été réalisée par Leulmi et Messaci [38] ou elles ont aussi proposé
et étudié la convergence presque compléte uniforme avec taux d’'un estimateur du quantile
conditionnel.

Chapitre 2

Dans ce chapitre nous proposons un estimateur local linéaire pour la fonction de régres-
sion généralisée. La variable a expliquer ici est supposée réelle et tronquée a gauche tandis
que la covariable est prend ses valeurs dans un espace semi métrique. Nous établissons les
deux convergences presque stires ponctuelle et uniforme. Les taux de convergences obte-
nus dans I’étude sont similaires & ceux obtenus pour les données complétes et incomplétes
censurées.

Chapitre 3

Ce chapitre est consacré pour présenter 'estimateur local linéaire de la fonction de
distribution conditionnelle dans le cas ou la variable d’intérét est toujours soumise a une
troncature a gauche par une autre variable aléatoire réelle et la covariable prend des valeurs
dans un espace de dimension infinie. Le caractére asymptotique a été examiné en étudiant les
convergences presque sires ponctuelle et uniforme avec taux sous des conditions standards
soit pour I’étude fonctionnelle ou pour I’étude des données incomplétes. Apreés, on déduit la
convergence uniforme de 'estimateur obtenu du quantile conditionnel.

Chapitre 4
L’efficacité de la méthode locale linéaire par rapport a la méthode de noyau a déja
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été vérifiee dans de nombreuses publications pour des données complétes et censurées. Et
pour cela, le chapitre 4 est dévoué pour approuver cette efficacité méme pour les données
tronquées & gauche en utilisant deux exemples de simulation pour chaque estimateur étudié
dans la thése. Sans oublier une étude sur des données réelles réalisées par Leulmi et Messaci
[38] afin de comparer entre trois méthodes d’estimation non paramétrique de la médiane
conditionnelle pour des données complétes.
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Estimation locale linéaire de la fonction de
régression généralisée pour des données
completes

A régression est une technique courante pour la prévision. Parmi les méthodes de régres-
L sion figure la régression linéaire simple. Mais lorsque la linéarité de la relation entre la
variable explicative, et la variable dépendante, est mise en défaut. Il est préféré de choisir
un modéle plus flexible qui refléte mieux la relation entre les deux variables. On parle ici de
la régression non paramétrique

Y =m(X)+e

L’erreur € représente la variation de Y autour de X. Le fait de considérer que € est une
variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle et généralement choisie indépendante de X
facilite significativement les calculs et I’étude des propriétés asymptotiques des estimateurs
de la fonction de régression m.

On veut trouver une fonction m telle que m(X) soit une bonne approximation de Y selon
un critére donné. Cette proximité se mesure en général par un risque utilisant l'erreur
quadratique moyenne et on essaye de déterminer m(X) qui rendra cette erreur la plus
petite possible.

En effet, déterminer m (X)) revient a calculer argmin E [(m/(X) — Y)?|X = z] qui nous donne

m(X)=EY|X =x).
Cette étude peut se faire dans un cadre plus général en étudiant la fonction de régression
généralisée définie par
my(r) = E(p(Y)|X =),
ol la transformation ¢ peut prendre beaucoup de formes selon nos besoins. Par exemple, en
prenant ¢(y) = y, on obtient la fonction de régression classique et si on prend ¢(y) = Iy«
my(x) devient la fonction de distribution conditionnelle de Y sachant X = x.

Comme alternative de l’estimateur bien connu de Nadaraya-Watson de la fonction de
régression, ’estimateur local linéaire de la régression donne de bons résultats pour des don-
nées compléetes. Dans ce chapitre, nous présentons le travail réalisé par Leulmi et Messaci
[38] ou cette derniére méthode a été utilisée et 1'étude des propriétés asymptotiques d’es-
timateur de la fonction de régression généralisée et du quantile conditionnelle dans le cas
d’une variable réponse scalaire Y et une variable aléatoire explicative X prenant des valeurs
dans un espace semi-métrique a été établie.
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1.1 Modélisation

On appelle variable aléatoire fonctionnelle X, toute application mesurable sur un espace
probabilisé (€2, .4, P) et a valeurs dans un espace probabilisable (F, Bz), ot F est un espace
de dimension infinie et Bx est une tribu sur F. Ce type de variables se retrouvent dans de
nombreux domaines, comme la météorologie, la chimie quantitative, la biométrie, 1’écono-
métrie ou 'imagerie médicale. Pour ce travail, on prend F un espace semi métrique muni
d’une semi métrique d.

Considérons n paires de v.a.s (X;, Yi)i=1,» indépendantes de méme loi que le vecteur
(X,Y) a valeurs dans F X R, ou (F,d) est un espace semi métrique. L’estimateur local
linéaire de la régression généralisée définie par

my(r) = E(e(Y)|X = ),

ol ¢ est une fonction réelle borélienne connue,

peut étre regardé comme la solution du probléme de moindres carrés pondérés suivant

n

ab)eR* {7

ot 3(.,.) est une fonction réelle connue, définie sur F x F dans R telle que, Vo € F, f(z, x) =
0, la fonction K est un noyau et h := h,, est une suite de nombres réels strictement positifs
qui joue un role de parameétre de lissage.

Alors, on peut écrire
i = € (CHIV Cy) W (Y), (1.1)

o 1 1 o
N =g a) e BXaa)| 0 P oY)

W = diag (K (h™'d(Xy,2)), ..., K(h7'd(X,,x))) et e; = (1,0) € R%
Des calculs simples donnent la formule suivante de ’estimateur
~ ZZ]':1 Wij(z)p(Y;) 0
m%’('x) = n —:=0
Zi,j:l Wij(z) 0

ou

Wij(x) = B(Xi, x) (B(Xi, x) — B(X;,2)) K(h™1d(X;, 2)) K (h~'d(Xj, x)). (1.2)
Donc pour [ € {0,1}, on a

D W@ (V) = Y {(B(Xs,2) = B(X;,2)) (B(Xi, 2)¢' (V) = BIX;, )9 (V7))

i,j=1 1<j
K(h'd(X;, z))K(h'd(X;, x)}.
1.2 La convergence presque compléte ponctuelle

Soit x un point fixé de F, pour tout réel positif h, B(z,h) := {y € F/ d(z,y) < h}
notée une boule fermée de F de centre x et rayon h. On définit aussi @, (ry,re) := P(r; <
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d(X,x) <ry), out r1 et 19 sont deux nombres réels.
Leulmi et Messaci [38] ont étudié le caractére asymptotique de l'estimateur local linéaire
M, sous les hypothéses suivantes.

1.2.1 Hypothéses et résultats

(H1.1) Pour tout h > 0, @,(h) := 2,(0,h) > 0.
(H1.2) my e {f: F — R,d(zliwrlr)lﬁof(x’) = f(x)}

(H1.2") my, € {f: F = R,3b>0,Va' € F;| f(x) — f(2')] < Cod®(z,2’)}, ot C, est une
constante positive dépend de z.
(H1.3) La fonction j(.,.) est telle que :

30 < My < My, Vo' € F, Myd(z,2') < |B(z,2")| < Mayd(x,2').

(H1.4) Le noyau K est une fonction positive et différentiable sur son support [0, 1].
(H1.5) La fenétre h satisfait : lim, ,o, h = 0, et lim,, % =0.
(H1.6) II existe un entier ng, tel que

1 ! d
—_— D, (zh, h)— (2K d
‘v’n>n0,(px(h)/0 +(zh, )dz (*K(2))dz>C >0

nf Bl a)P) =0 ( / i x)dPXw)) ,

ou dPx est la distribution de X.
(H1.7) Vm > 2;0,, : © — E(|p(Y)|"|X = x) est un opérateur continue sur F.

Remarque 1.1 Les hypothéses (H1.2)-(H1.5) et (H1.7) sont standards dans le contexte de
la régression fonctionnelle non paramétrique et étendre ce qui est habituellement supposé
dans la littérature non paramétrique classique de dimension p (Ferraty et Vieu [25]). La
premiére partie de l'hypothése (H1.6) précise le comportement de la fenétre h par rapport
aux probabilités de petite boule et la fonction noyau K. Cette hypothese n’est pas restric-
tive car on peut voir facilement que les processus fractals le satisfont pour une large classe
de fonctions du noyau (voir la remarque sur Uhypothése (H1.6) pour plus de détails). La
nouvelle hypothése clé est la deuziéme partie de (H1.6) sur le comportement local de [’opé-
rateur B qui modélise la forme locale de la régression. Par exemple, dans le cas particulier
ou [ = d, cette hypothese signifie que [’espérance locale de B est suffisamment petite par
rapport & son moment de second ordre. Si, en plus, la vraie v.r. 5(X,x) admet une densité
dérivable (autour de 0) par rapport o la mesure de Lebesque alors la deuziéme partie de
(H1.6) est satisfaite. L’hypothése (H1.6) a été déja utilisée par Barrientos-Marin et al. [/]).

Théoréme 1.1 (c.f. Théoréeme 1 Leulmi et Messaci [38])
Supposons que les conditions (H1.1), (H1.3)-(H1.7) sont satisfaites.
(1) Sous Uhypothése (H1.2), on a

My(x) = my(r) = 0p.co.(1).

(i1) Et si Uhypothése (H1.2°) est satisfaite, on obtient

~ Inn
My(x) = my(x) = O(h") + Op.co, ( n@c(h)) '
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1.2.2 Preuves

Soit C' une constante strictement positive et pour tout x € F et pour tout t =1,...,n :
Ki(z) := K(h 'd(X;,2)) et Bi(z) := B(X;, z).

La preuve du ce théoréme est basée sur une décomposition standard donnée pour tout
x € F, par

io{0) = ) = s (1 (0) = Bma(a)) = (o) = Ema))] = 20 =13
ou, pour [ =0,1 .
my(x) = n(n — 1) EWia(z) Z Wij () (V7). (1.4)

i#£]
Et I'application des lemmes suivants.

Lemme 1.1 Sous les hypotheses (H1.1),(H1.3)-(H1.5), on a
(i) L’hypothése (H1.2) permet d’écrire :

my(x) — Emq(z) = o(1).
(11) La condition (H1.2’) donne
my,(z) — Emy(x) = O(RP).

Preuve du Lemme 1.1 On a

1

Emile) = Zia@)

E(Wia(2)¢' (Y2))),

et Emy(z) peut étre écrite par

1

Emy(x) = E (E(my(z)|X2)) = E(Wis(z))

E (Wia(z) E(p(Y2)]| X2)) -

qui nous permet d’écrire, sous l’hypotheése (Hj)

1
Imy(z) — Emy(z)| B | B (Wia(2)(me(x) — my(X2)))]
< m,;l(l; ) [mg(x) —my(2)].

On a besoin de prendre en compte I’hypothése (H1.2) pour obtenir le lemme 1.1-(i). Cepen-
dant, si on utilise (H1.2°) au lieu de (H1.2), on obtient facilement

sup  |my(z) —m(2')| = O(RY).
z’'€B(x,h)

qui nous améne au Lemme 1.1-(ii).

Pour traiter la convergence presque compléte ponctuelle de m.,(z), nous allons besoin
du lemme technique préliminaire suivant.
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Lemme 1.2 (c.f Lemme A.1 Barrientos-Marin et al. [}])
Sous les hypotheses (H1.1), (H1.3)-(H1.6), nous obtenons
i) V(p,)) € N* x N, E (K} (x)[Bi(2)[) < Ch'D,(h).

ii) E[K(z)B%(x)] > Ch?[@,(h)] pour n suffisamment grand.

Preuve du Lemme 1.2 :
i) Commengant d’utiliser (H1.3) qui implique

K{(@)|Bi(2)'h™" < CKY(a)d(X1,2)'h ™",
et comme le noyau K est borné sur [0, 1], on obtient
KY(z)|81(z)|n™" < Cd(Xq,2)'h 1) (B (X7, 7)),

done, on a
E (K{(2)|A1(2)['h") < CP,(h),

qui est le résultat revendiqué.
ii) En utilisant (H1.3), il est facile de voir que

E [Ki(z)fi(z)] > CE [Ki(2)d*(X1,2)] .
De plus, on peut écrire

E (Kl(x)—dz();;’x)) ~ /O K (AP )

_ /0 1 [ /O t (%(W((u))) du} AP/ ()

— /01 {/01 1[u71](t)de<X’x)/h(t)] di(ifK(U)),

U

la derniere équation arrive directement du théoréme de Fubini. De plus, il est facile de
vérifier que

1
/ L) () dPYEDN(2) = P(uh < d(X, @) < h).
0
Alors,

E <K1(x)w> _ /0 & (uh, h)%(ﬁ((u))du.

Il reste d’utiliser (H1.6) pour avoir la borne inférieure désirée, qui finie la preuve du Lemme
1.2-(ii).

Lemme 1.3 Sous les suppositions (H1.1), (H1.2),(H1.3)-(H1.6), on obtient

(i)
=0 Inn
mo(l’) — 1 =Upco. m .

(i1) De plus, si (H1.7) est satisfaite, on a

Inn
() = By () = Opeo ( T ) .
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Preuve du Lemme 1.3 ii) Remarquer que
my(z) = Q(z) [S2,1(7)Ss0(x) — F3.1(2)Ss,0(2)] (1.5)
ou, pour p=2,3,4, et =0,1,
_ 1 K@ @) ()
Spal@) = n®,(h) 2 hp—2

=1

et
n2h2&2 (h)

@fz) = n(n— 1)E (Wia(z))

Alors, on a

mi(z) — E(mi(r)) = Q(x){S2,1(7)Ss0(x) — E(S21(x)Ss0())
— [931(2)S30(x) — E(S3.1()S30(2))},

et comme
So1(2)S10(x) — E(S21(2)Sa0(z)) = (S2,1(z) — E(S2,1(2))(Su0(x) — E(Su0(w))
+ (S21(x) — E(S2,1(2)) E(Sa0(z))
+ (Suo(7) — E(Syo(7))E(S21 (7))
+ E(S2,1(2))E(S10(x)) — E(S2,1(2)S10())

On doit montrer que pour p € {2,3,4} et l € {0,1}

Q(z) = 0(1),
ES,i(z) = O(1),

B(S23(2)) E(S1(x)) = E(S1(7) S0 () = O < nglbt?m ) |

(S () E(Ss(x)) — E(Ssa () Ss0(x)) = O < b - ) |

Sp,l(x) - ESp,l(l') = Op‘co. < néi?h) ) .

e Traitement du terme Q(x)

On a
EWis(2) = E B} (2)Ki(2) Ka(2)] — E[B1(2) o) Ky (2) Ko ()]
= E [} (x) Ky (2)] E(Ks(2)) — (B [B1(2) Ky (2)])?,
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ensemble avec

hE [B1(2) K (2)] < Ch /B )iy ()

et (H1.6) impliquent que

vE )] =o [ n DaPs ).

En appliquant le Lemme 1.2-(i), avec K = 1191),p =1 et | = 2 on obtient

/ BQ(U, x)dPx, (u,t) < C’hQQBx(h),
B(z,h)

ce qui implique
E[Bi(z)Ki(x)] = o (h®.(h)) .

Maintenant, le Lemme 1.2-(ii) et le denier résultat permettent d’écrire
EWiy(z) > Ch?[D,(h)]? . (1.6)
Donc, pour n suffisamment grand
Q(x) = O(1)
e [l est facile de voir que sous (H1.1)-(H1.4), pour p € {2,3,4} etl € {0, 1}, nous avons
ESyi(x) = h* P, (h) " B[Ky (2)¢' (Y1) 877
= WP, (h) T E[K (2)m,(X1) 877,
et comme my,(X1) = my(z) + o(1) (sous (H1.2)), on a ES,(x) = O(1).
o Traitement du terme E(Sy1(x))E(Syo(x)) — E(S2.1(x)S10(2))

D’un coté, on a

E(S21(2))E(S10(2)) = 2h2 ZZE 2)) E(K;(x)e(Y;))

= s B (2)53(x) E(Ky (2)p(Y)),

et d’autre coté, on obtient

n n

E(S,1(7)S40(x)) = 2h2 2 Z E(K Kj(x)e(Y)))

=

n2h2[®. (h)12 h2
i=j=

= > B(K} ()8 (x)@(YV:)) +ii E(Ki(x)ﬁf(x)f(j(iv)w(%)))
= O ((n®(h))™") + WZ(WE(IQ(x)ﬁf(w))E(Kl(x)w(E)),
qut nous permettent d’écrire

B(Sa1(e) E(Sup(a)) ~ E(S2()Ss0(@) = (1 = "D yn=20, (1) 2116, (1) 53(2)

B[K\(2)p(Y1)] + O ((n@(h)) ™).
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En utilisant des argument similaires comme précédemment, on aura
E(S51(2))E(S10(x)) — E(S21(2)S10(x)) = O (n®.(h)) ") .

qui est négligeable par rapport a O ( % ), sous (H1.5).

e Par des arguments similaires, on peut dire que

B(S31(2) E(S30()) = B(Sa(2)Ss0(x)) = O ( 0 ) |

o Traitement du terme Sy;(z) — ES, ()
Nous avons

1
Sp(x) = ESpi(z) = ~> 2" (a),

g (@A @A) - B[K@R @0} )

Afin d’appliquer l"inégalité exponentielle, on concentre sur les moments absolus des v.a.r.s.
Z(x)

Z.(pJ) (x) =

BE{Z")(2)}™] = Brm, ( mE|ch Ki(w) B2 (2) (V)M (B [Ki(x) 872 ()¢ (7)) )™

< B, () e BIKF ()8 (2)oh ()| [Ki(w)B 2 (@)ml (X3)] [,
- (1.8)

la derniere inégalité est obtenue en conditionnant sur Xi. De plus, (H1.2) implique que
my(X1) = my(z) + o(1) d’ot on obtient oy (X1) = o(z) + o(1) quand (H1.7) est vérifiée.
Cela, combinant avec (1.8) et Lemme 1.2-(i), nous permettent d’écrire

Bz (x)}y" =0 (h(p”)m[@x(h)]’" > BIKE (2)B " (2)| B [Ki(2) 802 ()] W)

= O (mazyeqo,...m [P ()] )
= O ([a(h)] ™).

Finalement, il reste d’appliquer le Corollaire A.8-ii dans Ferrtay et Vieu [25] (Proposition
5 dans I’Anneze) avec a? = [D,(h)]™' pour obtenir, pour p € {2,3,4} et € {0,1}

Spil) = ESpi(x) = Opeo ( n;;;h) ) ,

1.2.3 Appendix 1

Remarque sur la premiére partie de (H1.6)

Etudiant ici le cas spécial ou la variable fonctionnelle X est un processus fractal d’ordre
k (k> 0) tel que
D, (te)
thek

lim sup —C,| =0,

£=0¢e(0,1)
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ou C, est une constante qui ne dépend pas de t et €. Cela implique que, pour tout e
suffisamment petit, &, (g) ~ C,e*. On a

@, (uh, h) = P(uh < d(x,X) < h)
— Pd(x, X) < h) — P(d(z, X) < uh))
= @y (h) — @x(uh)
= C,h"(1 —uF) 4 o(1).

Donc, il est facile de dire

! d ! d
/ b, (uh, h)— (VK (u)) du = thk/ (1 —u")— (v*K (u)) du+ o(h*).
0 du 0 du
Maintenant, on considére la famille des noyaux indexés par a > 0 et définis par K,(u) =
(1 — u¥) 1o (u). Cette famille de noyaux contient des noyaux asymétriques standards
(triangle, quadratique). Il vient avec de calcules triviales que

(a+1)k

(k+2)(a+k+2) Caht® + o(h"),

/0 @, (uh, h)% (WK (u)) du =

qui nous conduit & I'hypothése (H1.6) lorsque h est suffisamment petite ( i.e. lorsque n
est assez grand). De la méme maniére, (H1.6) tient quand on considére le noyau uniforme

1 [071] () °

(H1.6) est satisfaite pour une classe beaucoup plus large de variables aléatoires fonctionnelles
(i.e. des variables Hilbertiennes de carré intégrable) dés que on considére une semi métrique
appropriée d (pour plus de détailles, voir Lemme 13.6 de Ferraty et Vieu [25], p.213).

Remarque sur la deuxiéme partie de (H1.6)

Dans le cas spécial ou § = d, et le v.a.r. Z := B(z, X) admet une densité différentiable
fz (autour de 0) par rapport a la mesure de Lebesgue et telle que fz(0) # 0, qui implique

Ja >0 fz(2) #0; Vz € [—a, a],

alors I'hypothése (H1.6) est satisfaite. En effet, on a, pour tout z € F
h / B(u, 2)d Py (1) = h / B, )L (o (u)d P (1)
B(z,h) F
= h/ Z(w) 1 z@w)<nydP(w)
Q

:h/zl{|2<h}dPZ(z)
R

h/’; 2 fy(2)dz
= [ ta2) - st

fz est une densité différentiable autour 0 telle que fz(0) # 0 et en utilisant la formule de
Taylor-Young (fz(z) = fz(0) + 2f,(0) + ze(z) ou €(z) — 0 quand z — 0), on obtient, pour
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un « > 0 tel que ao > h

h

h h
= ‘2hf’z(0)/0 zdz+h/0 ze(z)dz
h

22 f7(2)dz

/ B(u, z)dPx(u)
B(z,h)

_ 200 + 1

b inf.c.q) f2(2) Jo
)
)

< w/ B2 (u, v)d Py (u).
B(z,h) 7

= infze [0,a] fZ (Z

1.3 La convergence presque compléte uniforme

1.3.1 Hypothéses et résultats

La convergence presque compléte uniforme de m,, est établie sur un sous ensemble Sz
de F qui peut étre recouvrer par un nombre fini de boules. Ce nombre doit étre lié au rayon
de cette boule (voir hypothése (U1.5)).

Pour cela, on donne la définition suivante.

Définition 1 Soient S un sous ensembles de l’espace semi métrique F et € > 0. Un en-
semble fini des points 1, xq, - -+ , Xg, dans F est appelé un e—net pour S si S = Uy_, B(xy, €).
La quantité ¢s(e) = In(d,), ot d, est le nombre minimal des boules ouvertes dans F de rayon
€ qui est nécessaire pour couvrir S, s’appelle "e-entropie de Kolmogorov de I’ensemble S.

On se réfere a Kolmogorov et Tikhomirov [32] et Ferraty et al. [23] pour plus de détails sur
ce contexte.

Dans cette étude, on a besoin des hypothéses suivantes.
(U1.1) Il existe une fonction différentiable @ et des constantes strictement positives C, C}

et Cy telles que

Ve € Sy, Yh > 0; 0 < C19(h) < D,(h) < Ca®(h) < o0

et
Ine > 0,Yn < no, ¥ (n) < C,

ou & est la dérivée premicre de @ avec ¢(0) = 0.
(U1.2) La fonction de régression généralisée m,, satisfait :

3C > 0,3b > 0,Vx € Sz, 2’ € B(x, h), |my(x) — my,(2)] < Cd(z,2').

(U1.3) La fonction 5(.,.) satisfait (H3) uniformément sur z et la condition de Lipschitz
suivante

AC > 0,Vxy € Sr, 29 € Sy, x € F,|B(x, 21) — Blx, 22)| < Cd(xq, x2).

(Ul.4) Le noyau K vérifie (H1.4) et est Lipschitzienne sur [0, 1].
(UL1.5) lim h =0, et pour r,, = O (h’T”) et on a pour n suffisamment grand :
n—oo
(Inn)? n®d(h)
<1Ind, < ,
n®(h) " Inn

21



et

Z d:? < oo,
n=1
pour certain § > 1.
(U1.6) La fenétre h satisfait : Ing € N, 3C' > 0, tels que

I d
—_— P — (’K
Vn > ng, Vo € Sr, &.0) /0 +(zh, h)dz (2*K(2))dz>C >0

h /B B = 0 < /B N x)dPX(u))

uniformément sur z.

(UL.7) 3C > 0 tel que Vm > 2 : E(|p(Y)|"/X = z) < du(z) < C < 00 avec 6,,(.)

continue sur Sr.

Remarque 1.2 Ces hypothéses sont une version uniforme des conditions du cas ponctuel
et ils ont déja utilisées dans la littérature. On référe & Messaci et al. [43] pour les conditions

(U1.1), (U1.3), (U1.4) et (U1.6) et a Ferraty et al. [23] pour les conditions (U1.2), (U1.5)
et (UL1.7).

Le résultat revendiqué est comme suit.

Théoréme 1.2 (c.f. Théoréeme 2 Leulmi et Messaci [38])
Sous les hypothéses (U1.1)-(U1.7), on a

. b Ind,
ISGUSI; |y (x) — my(x)| = O(h’) + Op.co. <\/ W) :

Remarque 1.3 On peut facilement déduire la convergence uniforme de l’estimateur étudié

dans Barrientos-Marin et al. [}] pour lequel, a notre connaissance, seule la convergence
ponctuelle a été étudiée.

Ce résultat montre que, contrairement au cas fini, le taur de convergence obtenu peut différer

de celut de la convergence ponctuelle, il est en fonction de l’entropie du sous-ensemble sur
lequel on étudie la convergence uniforme.

1.3.2 Preuves

Il est clair que la preuve du Théoréme 1.2 est une conséquence directe de la décomposition
(1.3) et les lemmes suivants.

Lemme 1.4 Supposons que les hypotheéses (U1.1), (U1.2) et (Ul.4) sont vérifiées, donc :

sup |m,(z) — Emy(x)] = O(h®).

zeSrE
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Preuve du Lemme 1.4 On a

Emi(x) = gy EWia (g (09),
et Emq(x) peut étre écrite aussi comme
Bmna) = B (B (2)/2)) = gz Waala) B2V X2).

Alors, on obtient sous la condition (U1.4)

1
Imy(x) — Emq(z)) BV | E(Wia(z)(me(x) — me(Xz)))]
< I/ES;I(I; y [my(z) —my(2")].

Nous avons besoin de prendre en compte l’hypothése (U1.2) pour obtenir

sup |m,(z) — Emy(z)] = O(h®).

zeSFE

Lemme 1.5 (c¢f Lemme 4.1 Messaci et al. [}5])

Sous les conditions (U1.1), (U1.8), (U1.4) et (U1.6), on obtient que :
(i) ¥(p,1) € N* x N, sup,q B(KT(2) 51 (2)]) < Chic® ()

(ii) inf,es, F(Ki(x)8i(z)) > Ch%®(hy).

Preuve du Lemme 1.5 Ce Lemme est la version uniforme du Lemme 1.2 dont la preuve
fonctionne exactement de la méme maniere que celle du Lemme cité.

Lemme 1.6 Sous les suppositions du Théoreme 1.2, on obtient que :

Ind,
sup |mi(xz) — Emy(z)| = Op.co. ( n@(h)) .

z€SFE
Preuve du Lemme 1.6 On utilise une autre fois la décomposition suivante

mi(z) = Q(x) [S2,1(x)S40(x) — Ss,1(x)S30()]

ou, pour p=2,3,4, et =0,1,

1 "L Kz f_2.ilﬁlY;'
3 ()8 " ()¢ (Y3)

i) = g ) =

=1

et
n?h2®2(h
Q) = n__
n(n — 1)E (Wia(x))
En suivant les mémes étapes comme la preuve du 1.3, et en utilasant le Lemme 1.5 au
liew du Lemme 1.2, on obtient sous les suppositions (U1.1)-(U1.4) et (U1.6),

sup Q(z) = O(1), sup E(S,;(z)) = O(1),

r€ESE r€SE
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pour p=2,3,4,1=0,1,

wMﬂ&mmmawm—E@An%mm:o(l )

z€SFE

et

wMM&mmm&wm—E@mw&mwza( 1),

TESF

qui est, en vue de Uhypothése (U1.5), égal a O ( 71‘415?;;)).

e On a besoin de vérifier que pour p =2,3,4 et 1 = 0,1,

Ind,
i@@%@-ﬂ%@Mz@m< me‘

Pour atteindre cet objet, posant

. — . d .
Jj() arg _min (z, ;)

et considérant la décomposition suivante
sup |Spi(z) — ES,(7)] < sup |Spl Sp,l(xj(a:))‘
zESE r€SE

+ sup }Spl x](a: ) — ESpJ(fj(x))l

z€ESFE
+ sup |ES, (7)) — ESpulx)| = FP' + FP' + FPL.

TESF

Etudiant maintenant chaque terme F,f’l pour k=1,2,3.

L’étude des termes FP' et FI'.

D’abord, on commence par analyser le terme Ff’l. Comme le support de K est [0,1] et selon
(U1.1), on peut écrire pour tout p = 2,3, 4

P < o 2@ SUPZ‘K )87 (@) (Vi) Ly (Xi) = Ki(52) 8 (26) @' (YD) 1B 0y ) (Xi)

ZGS}‘ i=1

th}’ (0 supZK )1 (g n) (X )" (Vi)

xES}' i—1

B2 (@) = B2 (@) ) 1By 0y ) (X)

+nhp 23(h j;ﬁ;ﬁp (2@ LB, ) (X ' (VD) [ K ()1 By (X3) — Ki(2j0)]

NS N}

Analysant le terme FP?.
D’apres I'hypothése (U1.3), on obtient

< C?"nlehmB@j(m),h) (X) + Chlpe (B0 m (Xi)
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et
1B(x,h)(Xz'> Bzz( ) 62(xj )13 (Tj(a)s h)(X>
< CrnhlB(%(z)vh)ﬂB(ah)( Xi) + Ch*1 B(:p,h)ﬂB(a:j(z),h)<Xi)'

En regroupant les cas p =3 et p =4, on trouve

lp xh)( ) ﬁp 2( )_6f72<$j($)>1B($j<x)7h)<Xi)
< Cral? P10 m N B (Xi) + CRP 2 Ly 5w (X0).

Qui donne l'inégalité suivante

n

Cr
Pyl n l

TESFE i—1

SUP Z (Y2 B(z,h) N B(2j(2), h)(Xi)- (1.9)

l’ES]: i=1

Analysant le terme Flpzl
En utilisant l'inégalité suivante

1B (s (2),m) (X3) | Ki (@)L p(an) (Xi) = Ki(@j(2)) 1 g 0ny U B (Xi)
< 1B(h) O Blaywyh) (X)) | Ki(2) — Ki(zj(2))] + Kiz;(z ))13 ),h)NB(ah) (X5)
et d’apres les hypothéses (U1.3) et (Ul.4), on obtient

187 () LBy 0y ) (X0) [ Ki(2) Ly (X) = K20 |

< Ch? [ﬁlB(mvh)ﬁB(ﬂﬂjmvh) (Xi) + Ki(xj(w))1B(xj(z),h)ﬁm(Xi)] )

cela méne a

pl
Fy < nh@ f;%;z'“” DL BB, 0 (X3)

i=1

SUPZW K (25 5w, ) m (X6

mGS]: i=1

Cette derniére combinée avec (1.9) nous permettent d’écrire

Flp,l < sulego )1 B@mnB@ (I),h)(Xi)
xesfz‘ 1
i n¢(h zseuspf;’(p |K Li@ ) (Ij(z),h)ﬂm(){i>
C
B (X
' n®(h) xseugz:;’gp Bla 0B ) (Xi)-
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Prenant en compte U'hypothése (Ul.4), on trouve

C’rn
Fi’”l < sup Z oM (Y; )1 B hUB@ Tj(ay,h) (Xi)-

) €Sy =
o Crol ()
Zy = W fellsli 1B, UB (1) (Xi)-
La condition (U1.7) implique que
BIZY| < g (1.10)
alors, en appliquant le corollaire A.8 dans Ferraty et Vieu [25], avec a? = h), (voir

Proposition 5)
1 « rplnn
— Zi=FEZ1 4+ O, —_— .
nz 1O ( nh@(h))
=1
En appliquant (1.10) une autre fois (for m = 1), on obtient

ol n r,lnn
H =0 ( h) + Opeo ( nmp(h)> '

Combinant ¢a avec la supposition (U1.5) et la deuxiéeme partie de ’hypothése (Ul.1), on
obtient

Ind,
Ff%l = Op.co. ( n@(h)) . (1.11)

Deuxiemement, puisque

M <E (Sup |Spa(z) Sp,l(xj(w)ﬂ) )

z€SE

on déduit que

Ind,
FP' =0, ( n@(@) , (1.12)

Etude du terme FP'.
Pour tout n > 0, on a que

Ind Ind
p | —n)l=p Spi(Ti2)) — E(Sy (2 —
( . @<h>> <jeﬁfi*32n}| pileso) = ESpulry)] > m n¢<h>>



Laisser nous mettre pour p = 2,3,4 que

Ap; = m [Ki(xj(x))ﬁf_z(xj(x))Qol(}/i) - E(Ki(xj(x))Bf_Q(xj(z))90l<Y;))] .

L’utilisation du théoréme binomial, le Lemme 1.5 et hypotheses (Ul.1), (U1.2) et (U1.7),
donnent pour p =2, 3,4,
E|A, " =0 (&7 (h)).

On peut appliquer l'inégalité de type Bernstein comme fait dans le corollaire A-8 de Ferraty

et Vieu [25], pour obtenir
1 Ind

Pl - — <2 ~Cn®Ind,) .

(n > n@(h)) < exp( Cn”ln )

Donc, par choisir 3 tel que Cn? = 3, on obtient

Dyt

Ind,
P (Fg’l > ng(h)> < Cd: P, (1.13)

Alors, Uhypothese (Ul.5) nous permet d’écrire

Ind,
FQPJ = Op.co. ( n@@)) ) (1.14)

Finalement, le résultat du Lemme 1.6 découle des relations (1.11), (1.12) et (1.14).

Lemme 1.7 Si les hypothéses (Ul.1),(U1.3)-(U1.6) sont satisfaites, on obtient :
Ind
—1| = co. =
Sup Imo(@) = 1] =0 ( nQS(h)>

Z inf mo(x) < L < 0.
TESFE 2

et

Preuve du Lemme 1.7 La premiére partie des résultats revendiqués peut étre déduire di-
rectement d’apres la preuwve du Lemme 1.6 en prenant, pour tout i, p(Y;) = 1.
Pour la deuziéme partie, ¢ca arrive directement de

1 1 1
inf mo(x) < = = 3z € Sr tel que 1 —my(x) > = = sup |1 —mp(x)| > =
zE€SE 2 2 z€Sr 2

Selon la premiére partie du Lemme 1.7, on obtient

P ( inf mo(x) < %) <p (sup 11— mo(z)] > %) |

zeSFr 2ESE

Par conséquent

1
ZP(J;?ﬂO 7) < §><°O’
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1.3.3 Estimateur du quantile conditionnel

Comme un cas particulier de I'estimateur my, avec ¢(t) = 1j_o4(t) pour tout ¢t € R,
nous pouvons estimer la fonction de répartition conditionnelle

Fy)=PY <y| X =),

par
ﬁx(y) _ zz‘,j:1 M/ij(x)l{Yj<y}
Zijl Wij(z)

(1.15)

ot Wij(x) est défini dans (1.2).
Puisque le quantile conditionnel d’ordre o (o € (0,1)) est t(z) = inf{y € R, F*(y) > a}
on déduit de F*, un estimateur naturel du quantile conditionnel donné par

fu(z) = inf{y € R, F*(y) > a}. (1.16)

Rappelons que t;/2(x) est la médiane conditionnelle.

Pour établir la convergence de Fe (y), nous avons besoin des hypothéses suivantes
(U2 36 > 0,C > 0etb > 0, tels que pour tout x € Sr, 2’ € B(x,h) et y €
[ta(x) — 6,ta(x) + d], nous avons

|F7 (y) — F*(y)| < Cd’(z, ).

(U5)" lim h =0, et pour r,, = O (IHT”), on a pour n assez grand
n—oo

(Inn)? nd(h)
Ind
n®(h) D P

et -
n=1

pour certain g > 1 et £ > 0. R
Le théoréme suivant donne la convergence de F*(y).

Théoréme 1.3 (c.f. Théoréeme 3 Leulmi et Messaci [38])
Sous les conditions (U1.1), (U2)’, (U1.83), (U1.4), (U5)" et (U1.6), nous avons

~ Ind,
sup sup [F2(y) = F*(y)| = O(h’) + Op.co. :
TESF y€[ta (z)—6,ta(z)+0] ? nd(h)
La démonstration de ce théoréme est basée sur la décomposition suivante
Fety) - F() = —— [(Fot) - B3 0) (F) = B 0))] = 2 (m(a) - 100.17)
mo(z) mo(z)
ou ]
Fi(y) = Wi (2) 1y s
N(y) n(n — 1)EW12($) Z ](ZL‘) {Yj<y}

i#j
et mo(z) est donné par (1.4). Ainsi, ce théoréme est une conséquence directe du Lemme 1.7
et des lemmes suivants.
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Lemme 1.8 Sous les conditions (U1.1), (U2)” et (Ul.4), nous avons

sup sup ’FI Eﬁj{",(y)’ = O(R").

TESF y€Elta(z)—b,ta (z)+4]

Preuve du Lemme 1.8 On a

~ 1

EF(y) = mE [W12($)1{Y2<y}}

et EF(y) peut étre écrite comme

1

EFy) = B [BEWIX)] = s

[le(m)EQ{Yg@}‘X?)} :

Alors, nous obtenons sous ’hypothése (Ul.4)
Fr(y) — EF?@(?/)‘ mw |E W) [F7(y) — FX2(y)] }| < subuepen |F7(y) — F7 ()]

On doit tenir en compte la condition (U2)’ pour avoir

sup sup ’Fx E]?jf,(y)’ = O(R").

2ESF y€Elta(z)—d,ta(z)+0)

Lemme 1.9 Sous les conditions du Théoréme 1.3, nous obtenons

Fi(y) = BFY(9)| = Ope ( ;gglg) ) .

sup sup ‘
TESF y€lta(x)—d,ta(x)+4]

Preuve du Lemme 1.9 Premiérement, on écrit

ma(z) = Q(x) [T3: (1) Tio(y) — T5, (1) T56(y)] (1.18)

ou, pour p=2,3,4, et =0,1,

i 1 O K@) ().,
Ta(y) = (h),z — i<y}

et Q(x) est définie en (1.5). En suivant les mémes étapes que dans la preuve du Lemme

1.6, et utilisant le Lemme 1.5 au liew du Lemme 1.2, nous obtenons sous les conditions
(U1.1)-(U1.4) et (U1.6),

sup Q(z) = O(1), sup sup E(T5(y)) = 0(1),

xeSF TESF y€Elta(x)—b,ta(z)+4]

pourp=2,3,4,1=0,1,

x X X X 1
sup sup |E(T271(y))E(T470(y)) - E(T2,1(?J)T4,0(y)) =0 ( o(h ) )
TESF y€[ta (@)=t (z)+0] nd(h)
et ]
swp s BTG ETW) - BT =0 (0 ).
LESF y€[ta (@)=t (z)+9] nd(h)
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qui est, selon I’hypothése (U5)', égale a O ( 125?,’;) )

Nous avons besoin d’établir que pour p =2,3,4 et 1l =0,1,

Ind,
sup sup TF = Oy.co. _—" 1.
TESF y€lta(r)—dta(x +5]| Tnaly )l ( n®(h) )

A cet objet, on peut couvrir le compact [to(x) — d,to(x) + 6] par s, intervalles ouverts de
centres y; et rayons l, = n="% et s, = Ol (i.e. [ta(x) =0, ta(x)+6] = U Jyi—ln, yi+1a[.
Posant t, = mingeqy,. 5.} ly — t| et considérant la décomposition suivante

sup sup } ETEZ(?J)‘ < sup sup |Tpx,l(y) - T;j“)(y)‘
PESF yelta (@) 0 a(z)+d] 7ES7 yelta(@)=dta(x)+]
+sup  sup }Tfi“)(w — 7,07 ()]
T€SF Yt (2)—dta(x)+d] 7
+ sup sup T, (t,) — ET ()]
TESF y€Elta(z)—d,ta(z)+4]
+ sup sup }ET;?(“)( v) = ET,17 ()]
TESF yE€lta(z)—0,ta(x)+0]
+ sup sup | BT, (y) = BT, (y)]

TESF y€Elta(x)—d,ta (z)+4]
A i 1 il i
= IV 4+ L5+ LB+ I+ LB

Etudiant maintenant chaque terme LZ’Z pour k € {1,...,5}.
Commencant par le terme Lg’l.
Pour tout € > 0, nous avons

P (Lg’l > 77) = sup sup P (|T,3“(¢t,) — E(T;;(z) (ty)] > ¢)

il
2ESF y€Elta(r)—d,ta(z)+0]

< doN,, (SF) max  max P (|T,;“(t,) — E(T,;(t,)| > ¢)

. , N
]6{17“'7d’n}tye{tlv'“vtsn} P

> na@(h)) ,

J(I)
. ,D,l y
je{lvvd’ﬂ}t’ye{tlvvtén} p

<d,N,, (SF) max max <

ou

T 1 —2 —2
AT = = [Ki(25@) B0 (25 Viyieyy — B (250)) B0 (2500 ) L vieyy) ] -

1/’5‘]: ( lt;n )
nd(h)

de FI' et combiné avec (U5) et s, = nt+12, on aura

Ind
Iy = o
3 Oa.co. ( n@(h) )

Etudiant les termes L2' et L}

Nous posons € = n avec 1 > 0. Par des arguments a ceux invoqués pour l’étude
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!
D’abord, on analyse le terme LY, on a

1 “ Kz, )BP_Q(%&- )
2 — sup sup () /17 i@l — 1t
2 €8 7 yeta (@) —b.ta () 10] n@z]-(z)(h) p hp—2 | {vi<y} {ngty}’

n

1 Ki(xxj(m))ﬁfﬁ(%j(w))
W

<, sup

zCSF ngp’”i(f) i=1

<, sup Sp0(Tj())-
zeSF

Voyant les relations (1.13) et ESpo(zjw)) = O (%) et combiné avec (U5)’, le fait que

l, =n~¢"Y2 on peut déduire
Ind
LY = O4co T
2 o ( nd(h) >

m<E (sup T2 () — 722 <ty>}> |

z€SFE

ol [ Ind,
L4 - Oa.co. < W(h) > . (119>

Analysant des termes L7' et L2 .
Grace a la bornitude de 1€£Yi<y} , Uétude du terme L} est exactement la méme que du terme

FPL D’ow on obtient
Ind
Lp’l = Oa co =
! o ( n®(h) ) ’

Ind
[pJ -0 n )
5 a-co- ( nd(h) >

Pour obtenir la convergence uniforme du quantile conditionnel, nous avons besoin des
conditions suivantes (qui sont utilisées dans Messaci et al. [43]).
(U1.8) Ve > 0, 3¢ > 0 tels que pour toute fonction g, de Sr dans [t,(x) — 0, to(x) + 0],
nous avons

En plus, comme

on déduit que

ce qui implique

sup |to(x) — go(x)| = € implique  sup |F*(to(z)) — F*(ga(x))| = &.

TESF zESF
(U1.9) 35 > 1, Vo € Sr, F* € C(Jto(x) — 0,ta(x) + §]) par rapport & y et satisfait
F*O(t, () =0si0 <1< j, F*U(t,(z)) > C > 0 et F*U) est continue uniformément
en [to(x) — 0,t,(x) 4+ 6] oit F*U est la dérivée d’ordre [ de F* .
Une méthode connue peut étre appliquée pour obtenir le résultat suivant a partir du
Théoréme 1.3, voir par exemple la preuve du Corollaire 3.1 dans Messaci et al. [43].
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Corollaire 1 Sous les conditions du Théoréme précédent et si (U1.8) et (U1.9) sont satis-
faites, nous obtenons

sup ’tAa(x) — ta(2)] = O(K’) + Op.co ( ;;?Z) ) :

z€SFE

Proof of corollary 1 Comme

sup |F* (ta (@)= F* (fa(2))] = sup |F* (fa()—F* (fa(2))] < sup sup B (y)=F* ()],

TESFE zESFE TESF y€Elta(z)—d,ta(x)+0]
alors la condition (U1.8), avec le Théoréme 1.3, impliquent que

lim [to(z) — to(x)] =0, p.co. (1.20)

n—oo

Maintenant en utilisant le développement du Taylor de la fonction F*, on obtient sous
I'hypothese (U1.9), que

- i=L pe@) z)) o~ ! Tt (z)) ~ j
Fo(E(e)) = F(ta(e)) = 3 o o@) i oy o) 4 ) 20y 4 0]

4!

ou t! () est entre to(z) et To().
Grace a (1.20) et la continuité uniforme de F*) on aura que

lim sup |F*O(t (z)) — F*D(t,(2))| = 0, p.co. (1.21)

n—oo zESF

Donc, il existe un réel positif 7 tel que

ZP ( inf F*U(t (x)) < T) < 00.
0 zeSFE

D’ou ‘ R
sup [to(x) = to(z) < sup sup [ (y) = F*(y)]-
rESF TESF y€Elta(z)—b,ta (z)+4]

Il vient d’appliquer le résultat du Théoréme 1.3 pour obtenir le résultat revendiqué.
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Estimation locale linéaire de la fonction de
régression généralisée pour des données
tronquées a gauche

Ne durée de vie est une variable aléatoire souvent supposée positive, de maniére gé-
U nérale c’est le temps écoulé pour passer entre deux états. Des fois la valeur exacte
d’une durée de vie ne soit pas complétement observée, dans ce cas les techniques classiques
ne s’adaptent pas correctement aux données incomplétes. La littérature est beaucoup plus
riche par les travaux réalisés sous la censure que la troncature qui est plus récente.

Les données censurées modélisent des cadres d’études expérimentales pour certains mala-
dies, ou les patients peuvent étre perdus de vue suite a un déménagement ou suite a un
décés qui n’a aucune relation a la maladie comme un accident de la route.

Les troncatures différent des censures au sens ou elles concernent 1’échantillonnage lui
méme. Ainsi, une variable Z est tronquée par un sous ensemble éventuellement aléatoire
A de R" si au lieu de Z, on observe Z uniquement si Z € A. Les points de ’échantillon
"tronqué" appartiennent tous a A. Il ne faut pas confondre censure et troncature. S’il y
a troncature, une partie des individus ne sont pas observables et on n’étudie qu’'un sous-
échantillon. Il y a différentes catégories de troncature, telles que la troncature a gauche, a
droite et la troncature par intervalle. La plus fameuse dans littérature est celle a gauche. Un
exemple de ce type; si la durée de vie d’une population est étudiée a partir d’une cohorte
tirée au sort dans cette population, seule la survie des sujets vivants a l'inclusion pourra
étre étudiée (il y a troncature a gauche car seuls les sujets ayant survécu jusqu’a la date
d’inclusion dans la cohorte sont observables).

Dans ce chapitre, nous présentons premierement le modele aléatoire de troncature a
gauche. Ensuite, on va proposer une estimation locale linéaire pour la fonction de régression
généralisée. La variable aléatoire de réponse est soumise & une troncature a gauche et la
covariance prend ses valeurs dans un espace de dimension infinie. Les convergences presque
stires ponctuelle et uniforme avec taux seront traitées.
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2.1 Modélisation

Considérant une suite de variables aléatoires indépendantes Y7, - - - , Yy de méme fonction
de répartition (f.r.) inconnue F'. Ces variables aléatoires sont regardées comme les durées de
vie des sujets étudiés.

Soit 17, --- ,Tx une suite de variables aléatoires indépendantes de méme f.r. inconnue
G. On suppose aussi que chaque T; est indépendante de Y;. La taille de I’échantillon N est
déterministe mais inconnue.

Dans le modeéle de troncature a gauche, (Y;,T;) est observé seulement lorsque Y; > T;, si
non rien n’est observé.

Pour éviter la confusion, on note {(Y;,7;),i = 1,---n} (n < N) Péchantillon vraiment
observé (i.e Y; > T;).

On note par

P : la probabilité relative au N-échantillon.
P : la probabilité relative au n-échantillon.

Une conséquence de la troncature, la taille de I’échantillon vraiment observé n est une
variable aléatoire distribuée selon la loi Binomiale de parameétres N et p ot p = P(Y > T).
Il est clair que si 4 = 0, aucune donnée peut observé. Pour cela, nous supposons, dorénavant,

que p # 0.
Par la loi forte des grands nombres on a, lorsque N tend vers co

n
iy = — — i, P —p.s.
fin = 5; = WP —ps

La propriété i.i.d de I’échantillon observé de taille n déduite de celle de 1’échantillon de taille
N a été prouvé par Lemdani et Ould Said [33].

Sous le modéle de troncature a gauche la distribution conjointe conditionnelle ( Stute[50])
d’un (Y, T) observé devient

J(y,t) = P(Y <y, T<t)
= P(Y <y, T<tly>T)
P(Y <y, T<tY>T)
P(Y > T)
P(Y <y, T <t,T <y)
P(Y > T)
= u_l/ G(t AN u)dF(u),

—00

ot t A u := min(t,u).
Les distributions marginales sont donc définies par

F*(y) = J'(y,00)
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et
G*(t) = J*(oo,t)
= ,u_l/ G(t ANu)dF(u)

o / [ actirt

= / _dG() / dF (u)

— / (1 - F(v))dG(v),

—0o0

ou

po= PY >T)
= E(lyy>my)
= E[E(lyys>nlY)]

E(Lyysry|Y = 5)dF(s)
P(Y > T|Y = s)dF(s)
P(T < s)dF(s)

G(s)dF (s)

I
—— — —

Il est facile de montrer aussi que

p= [(= Fs-)ices)

Les fonctions F™* et G* peuvent étre estimées respectivement par

Fiy)=n"Y lyey et Git)=n") lm<y.
i=1 =1

I1 faut signaler que F) et G sont les estimateurs de F™* et G* mais ne sont en aucun cas
des estimateurs de I et G. Pour celles ci, Lynden-Bell [41] a obtenu des estimateurs non
paramétriques que nous introduisons par la suite.

Soit la fonction C(.) définie par
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Cly) = P(IT'<y<Y)
— PT<y<Y[Y>T)
= G"(y) — F"(y)
PT<y<Y,Y>T)
P(Y > 1)
P(T <y<Y)
P(Y > T)
= uP(T <y)P(Y >y)
= u'Gy)(1-F(y) (2.1)

qui peut étre estimée par

Culy) = GL(y) = F,(y—)

n

= ') Unyevy
i=1

Lynden-Bell [41] a introduit les estimateurs de maximum de vraisemblance non paramé-
triques de F' et G donnés de la fagon suivante :
Il est connu que La fonction de hasard cumulée de Y est donnée par

v dF(t)
Aly) = / R0

qui son estimateur naturel est donné par

An(y) = —log(1 — F,(1)).

On peut facilement montrer que

1 = lyyi<y
A _ iSY

Donc

Foly) = 1—exp[-Au(y)]

1= Lyi<p
— 1_ _ - 1>
expl n - Cn(i/;)

n 1 1vic
- e |-

1 1

= 1-— H?IYiéy exp {E—CH(YI)} .
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Et comme

ex {l ! ] ~ 1-— L

Plnc.)| nCo(Y))
_ nGu(Y) — 1
 nCL(Y)

on trouve que

On peut montrer aussi que
nCn(T;) — 1
Gu(y) = 11 [n—] :
| T >y
La relation (2.1) donne un estimateur de la probabilité p

1y = Gn(y) [1 = Fa(y”)]
" Cn(y) '

He et Yang [26] ont montré que pu, est équivalent a 'estimateur le plus familier étudié dans
la littérature [ G,(z)dF,(x) pout tout y tel que Cy(y) > 0.
Il est clair que p, a une formule plus simple.

On définit maintenant, pour toute fonction de distribution L, les points finals suivants
ap =inf{y: L(y) > 0} et by =sup{y: L(y) < 1}.

Par le corollaire de He et Yang [26], on a
[ — o = /Go(x)ng(a:) p.s lorsque n — oo,

ou Fy et GGy sont les distributions conditionnelles définies par :

Fo(x) = P <z|Y >ag)
P(Y <xz,Y > ag)
IP(Y 2 ag) .

P(T < z,T < by)
P(T < bp)

Woodroofe [51] a montré en Théoréme 2 la convergence uniforme de F,, vers Iy et de G,
vers G, ol

P—p.s. P—p.s.
supy|[Fn(y) — Fo(y)] —==50 et supy|Guly) — Goly)| —=> 0.
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En plus, on peut remarquer que F' est identifiable (F' = Fp) seulement lorsque ag < ap et
G est identifiable (G = Gy) seulement si b < bp. Par conséquent, p est identifiable sous les
mémes conditions.

Puisque N est inconnue et n est connue (méme si elle est aléatoire) nos résultats ne
seront pas établis par rapport a la mesure de probabilité P (relative au N-échantillon), mais
on impliquera la probabilité conditionnelle P relative au n-échantillon. Aussi E et E dési-
gneront les espérances relatives a IP et P respectivement.

Etant donné les triplets de variables aléatoires observées (Y1, X1,T1), - - (Yo, Xp, T}), 0l
les (X;)1<i<n ont des valeurs dans F avec (F,d) est un espace semi métrique de dimension
infinie, et en combinant les idées de Ferraty et Vieu [25] et Ould Said et Lemdani [45],
I'estimateur a noyau de la fonction de régression généralisée m,, est donné par

2 i PV K (hd(z, X5)) G, (Vi)
2 K (hd(z, X)) G (Ye)

avec K est une fonction noyau standard univariée et la fenétre h := h, est une suite
de nombres réels strictement positifs qui jouent un roéle de parameétre de lissage et vérifiant

Notons que toutes les sommes contenant G, (Y;) sont prises pour 7 tel que G,;*(Y;) # 0.
Suivant Barrientos-Marin et al. [4] Pestimation locale linéaire de m,, peut étre vu comme la
solution du probléme de minimisation suivant

n

Juin ) (p(Y) - a = BB, )" K (h™ (X, 2))G, (V). (2.2)

ou f(.,.) est une fonction réelle connue définie de F x F dans R telle que,
Ve e F, f(x,x) = 0.

Soi
t 1.1 e(t)
X:{B(Xl,x) o BXew) | YT )
W = diag(K (h—d(X;, z))G; 1 (Y;))
et

€1 = (1,0) € ]R2.

Par suite, d’aprés (2.2) une algébre simple montre que my(z) peut étre exprimé de méme
que
my(z) =€, (XWX) ' X'WY.

Par des calculs simples, on peut trouver la formule suivante de notre estimateur

o i Wa(@)e(Y)) (0 ) |

mw(x) - sz:1 Wl](ﬂf) 6 =0

ou

Wij(x) = B(Xi, 2) (B(X;, 2) — B(X;,2)) K (h™'d(X;, 2)) K (W™ d(X;,2)) G, (V)G (Y)).
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On va noter
B(Xi,x) (B(X, @) — B(Xj,2)) K(h™d(X;, 2)) K (h1d(X;, x))
par A;;(x).

2.2 La convergence presque siire ponctuelle

On examine le caractére asymptotique de I'estimateur local linéaire m.,(z) pour un point
fixé x dans F.
Tout d’abord, supposons que ag < ar et bg < br et considérons deux nombres réels c et d
tels que ap < ¢ < d < bp.
Pour tout réel positif h, soient B(z,h) :

= {y € F/d(x,y) < h} une boule fermée dans F
de centre x et rayon h, ®,.(h,h') := P(h <d

(2, X) < h') et b, (h) == ,(0, h).

Ferraty et Vieu [25] ont expliqué dans leur livre le role majeur qu’il jouent les mesures
de proximités entre les objets mathématiques dans toutes les méthodes statistiques. Et en
déduire et dire, dans de nombreuses situations, une norme classique peut étre utilisée pour
mesurer la proximité entre deux objets. Parce que dans un espace euclidien de dimension
finie, typiquement RP, il y a une équivalence entre toutes les normes, le choix au sens ma-
thématique de ce genre de mesure n’est pas crucial a part de certaines contraintes pratiques
comme, par exemple, la facilité de calcul. Mais lorsque 'espace d’observations n’est pas de
dimension finie, I’équivalence entre les normes n’est plus vraie. Alors le choix de la norme
utilisée devient un élément crucial pour ’étude des variables aléatoires fonctionnelles. Plus
encore, considérer des espaces normés ou métriques peut devenir trop précis. Autre chose,
Il faut signaler qu’il est préféré d’utiliser une semi-métrique plutdét qu’une métrique. Le
premier argument que toute étude réalisée dans le cadre d’un espace semi-métrique s’ap-
plique immeédiatement au cas d'un espace métrique. le deuxiéme argument les problémes
liés a la grande dimension des données. L’analyse en Composantes Principales classique est
considérée comme un outil utile pour afficher les données dans un espace dimensionnel ré-
duit. Cette méthode nous montre des grands différences entre les deux approches; la semi
métrique nous permet de voir beaucoup plus de structure dans les variables, par contre la
métrique ne révéle pas de structure forte dans la variable. Une discussion plus approfondie
de l'intérét d’utiliser différents types de semi-métriques est présentée dans le méme livre
(chapitre 3)

2.2.1 Hypothéses et résultats

La convergence presque stire ponctuelle avec taux de I'estimateur local linéaire m,, de la

fonction de régression généralisée m,, sera établie sous les hypothéses suivantes .
(H2.1) Pour tout h > 0; ®,(h) > 0.
(H2.2) 11 existe b > 0 tel que pour tout z1,xs € B(x,h);

|m¢(:p1) - mw(x2)| < Czdb($la )

ou (), est une constante positive dépend de .
(H2.3) La fonction 5(.,.) est telle que

30 < My < My, V2’ € F, Myd(z,2") < |B(x,2")| < Mayd(x, ).
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(H2.4) Le noyau K est une fonction positive et différentiable sur son support [0, 1].
(H2.5) La fenétre h satisfait

. . Inn
dm =0 et lim ( n@z(h)> -
(H2.6) Il existe un entier nyg, tel que

1 ! d ,
Vn > ng, W/o ,.(zh, h>% (2’K(z)) dz > 0.

(H2.7) B [y, B, 2)dPx (1) = 0 ( Siom B2, :c)dPX(u)> ,
oul dPy est la distribution de X.
(H2.8) Vm > 2;0,, : @ — E(|¢p™(Y)||X) est un opérateur continu sur F.

Théoréme 2.1 Sous les hypothéses (H2.1)-(H2.8), on a

~ Inn
M) — Mig(a) = O(R") + Op s ( s (h)> :

Remarque 2.1 Rappelons que dans le cas ot la variable explicative est multivariée, les
witesses de convergence de [’estimateur non paramétrique sont exprimées en fonction d’un
terme de la forme he. Mais pour le cas fonctionnel, il faut noter que chaque résultat asymp-
totique traité dans ce contexte est directement lié a la mesure (par rapport a la distribution
de probabilité de X ) d’une boule de centre x. Il vient que la fonction suivante : ®,(.) joue un
role crucial. Plus précisément, le point clé est le comportement de la fonction ®,(.) lorsque le
rayon de la boule tend vers zéro, et c’est la raison pourquoi on l’appelle fonction de probabi-
lité de petite boule. Pour bien comprendre lidée, regardez par exemple le résultat fourni dans
le Théoreme 2.1, mais gardez a lesprit que tout dit ici concernera de maniére équivalente
tous les autres taur de convergence étudiés dans la littérature. Le Théoréeme 2.1 a déclaré
que, dans des conditions appropriées, l'estimateur non paramétrique m.,, converge vers m,
avec un taux de convergence de la forme

O(hY) + 0 ( n;n’("h)> .

Alors que la premiére composante provient du biais de [’estimation et dépend uniquement
sur la régularité de l'opérateur my, la seconde vient de la variabilité de [’estimation et est
donc fortement liée a la concentration des données. Le parameétre de Lipschitz b défini dans
la condition (H1.2) est lié avec la régularité de m.,, tandis que la fonction de probabilité
de petite boule ®,(h) mesure directement la concentration de la variable fonctionnelle X.
Moins les données fonctionnelles X1, -+, X,, sont dispersées, plus l’estimateur sera efficace.
En d’autres termes, plus la variable aléatoire X est concentrée, plus la fonction de probabilité
de petite boule sera élevée et donc le taux de convergence de [’estimation fonctionnelle non
paramétrique sera plus rapide vers la vraie opérateur cible. A ce stade, il est naturel de
souhaiter que la fonction de probabilité de petite boule soit aussi élevée que possible pour
éviter d’éventuels effets de sur dispersion.
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Pour cette raison, il faut noter que la notion de concentration et donc la fonction ®,
elle-méme est directement liée a la structure de [’espace F de sorte qu’on peut réduire les
éventuels de sur dispersion en changeant simplement la structure topologique sur l’espace F,
c’est-a-dire en changeant la semi-métrique d. D’ow, il convient de souligner que les réoles de
la distribution de probabilité de la variable fonctionnelle X et de la semi-métrique d sont
complétement indissociable dans le cadre statistique fonctionnel non paramétrique. Pour plus
d’études et exemples sur ce point on conseil le lecteur de lire le livre de Ferraty et Vieu [25].

2.2.2 Preuves

Preuve du Théoréme 2.1 : Pour prouver le Théoreme 2.1 nous avons besoin de pseudo-
estimateurs sutvants

) = DB 20 O DG 058 a)¢ () (24)
et
) = T B 2 O G 058 ), (25)
pour | =0, 1.
Considérant la décomposition :
() — mo(z) = :;8 — my(z) (2.6)
a0 me) mple)
() + ro(z) * ro(w) #(7)
_ r(x) — my( my () —ro(w
- 7’0(1‘){ 1( ) 4,0( )}+ T()(x) { 0( )+1}
1 . 1 - -
= @ {ri(x) —mi(z)} + ) {1 (x) — E(my(z))}
+ s (Bl () = (o)
+ 22 fG ) — () + (Blia(w) = o))+ (~Blia(w)) + 1))
En plus, dans la suite, on va noter pour tout x € F, et pour toutt=1,...,n

Ki(z) =K (h_ld(x,Xi)) et Bi(x):= B(X;, x).
Pour simplifier les choses, nous allons besoin aussi aux lemmes suivants

Lemme 2.1 Sous les conditions (H2.1)-(H2.8), nous obtenons

- Inn
[ri(x) — mu(x)| = Ops. ( W) .
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Preuve du Lemme 2.1 : On a

ri(x) —my(z)| = ,ui “LvNG YUY NA () ANY
_ ,U2 —1/v -1 : o 1y
n(n —1)E(Az(x)) ;G (V)G (15) A (@) (V)]

Ay (2) (Y] o o
‘Z (n— 1) E(Ap(x)) (Gnmwm G@@)G(Yj))‘

(
_ A i(@)¢'(Y5)

y < s pw p 1 )|
G.(Y)Gu(Y)) GY)G(Y;)  Gu(Y)Gu(Y;)  Ga(Y)Ga(Y))

12 — 12| 5 [(SUDyeeq |Ga(Y) — G2 (y)]
[Gg(aF) s ( G2(ar) G2 (ar) >

Aij(z)¢'(Y5)
<12
2 (i~ 1B (Aa(a)
D’apres le Théoréme (3.2) de He et Yang [26] on a, |p, — \ L.s(n7Y?), alors que la
remarque (6) de Woodroofe [51] donne |G, (ar) — G(ar)| = (n /2) qui est négligeable
1
par rapport a O ( n;f:(l/i)> et d’autre part,

sup |Ga(y) — G(y)| = O(n~'?), P —pas..

yE[C,d]

Pour la suite de la preuve, on doit noter que Leulmi et Messaci [38] ont montré que

Ai(@)e'(V;) Aij(z)e'(Y)) _ nn
Z n(n — 1)E(A(z)) E <§; n(n — 1)E(A12(x))> = Opeo ( n@x(h)> ’

i#]

voir le Lemme 1.5. D’ou

~ Inn
Iri(z) — my(z)] = Op.s. ( n@z(h)> .

Lemme 2.2 Supposons que les conditions (H2.1)-(H2.5) sont vérifiées, on a

| E(i () — my(x)] = O(R").
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Preuve du Lemme 2.2 : On a

B (z)) = E<n<n_1 e DILEE Azm)@(m)
_ > 1 .
- E<Au<x>>E<G<mG<n>A”( )WQ’)

1
- E(Alz(:v))E _E (Au(x)@(Yz)W]a(Xl Yl,Xz,yé))}

[ 1 1
- " g ]E(Am(a:)(p(YQ) izl 2B, <X1,Y1,X2,Y2>)]

E(An(r) pP2G(Y1)G(Ys)

- E(Ai(x))E ﬁg((;)%@@ (1{Y12T1}1{Y22T2}‘0<X1’Y“XQ’YZ))}
_ E(Al(x))E(Am(x)sO(Yz))

_ mmmz(zm(w%)m)}.

On peut écrire alors sous (H2.4)

7 = ; z) (my(x) — m 9
mo@) = Bli(@)| = gy B Gala) (ma(x) = mo(X)|

< sup  |my () — my(z')].
z'€B(z,h)

En utilisant (H2.2), on obtient
| E(i () — my(x)] = O(R").

Lemme 2.3 i) Si les hypotheses (H2.1)-(H2.8) sont satisfaites, alors

- . Inn
ia (@) = B3 (#)) = Opeo ( = h)> .

ii) Sous (H2.1), (H2.3)-(H2.7), on a

- Inn
mo(xz) — 1 = Opeo ( n@x(h)) et

39 >0, tel que Z P(my(z) <9) <

n=1

Preuve du Lemme 2.3 : Remarquant que ;

mi(r) = Q(z) My (2) Myy(z) — My (z) Mso(z)],
ou pour p=2,3,4etl=0,1,

n2h202(h)

Q) = n(n— 1)E(As(2))
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et

+ 4+ 4

et ausst

M3 (x) M3z o(x) — E(Ms(7) M3 o())

+ +
=
S
|
&

—

/\gx\

_l’_
)
=
o
&
=
o
&
|
=
=
O
=
o
=

E(M,,(x)) = O(1),

mmmmmmwm—MMmmmmm=0( m”>,

mmwmmmwm—mmmwmmm=0( m”),

AM@—HMWW=%M<E%%>

— Traitement du terme Q(x)
On a déja vu dans le chapitre précédent comment montrer que

Q(x) = O(1).
— Sous (H2.1)-(H2.4), on peut facilement avoir pour p=2,3,4 et 1 =0,1

o 2—pg— 282 (2 Lvimy o
—AM<%@W{(KU@(%MmRm5H&%O]
= WP (W) E (Ki(2)8(2)¢' (V1))

= 170N (W) E (K ()87 (@)mly(X1)) -
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Le Lemme 1.2 (i) et la condition (H2.2) nous permettent d’avoir
E(My,(x)) = O(1).

— Passant a traiter le terme E(Ms,(x))E(Myo(z)) — E(Ma,(x)Myo(z))
D’un part, on a

(M (0) BMiol0) = o ZZ E( Y) L )) E (Kjg()é()}@)

- hzg;;(h)E( 5;35;; >)E(K€3£€”)

et d’autre part, on a

Kjl’ )/J
E(My,(x)Myo(z)) = n2h2q)2 XI:Z:: ( Z;G(gfjgw( )>
" 52( )o(Y5)
= n2h2<1>2 Z < G2(Y;)

(), () (V)
* ) ; ( Y»G(Y» )

n

G2(ap)752h2(13g20(h) Z E (Kz (x)ﬂ?(x)gp(}/;))

i=j=1

2

m Ki(x) 57 () K () p(Y))
+ n2h2¢§<h)ZE( G(Y)G(Y)) )

i#j

Ly 20— n) (K @)5 ) (Ki@)e()
= O((n®,(h)) )+n2h2<1>§(h)E( G )E( )

Alors, on peut écrire

~—

B(Mos(2) BMa(s)) — BOMas(0)Maa(w)) = (1= ") en a2

g (E@)Bi(2)\ o (Ki(2)e(11)
+ O(gn‘bjé))l))) ( o )

En utilisant les mémes arguments que précédemment, on obtient
E(Ms,1(2)) E(Myp(2)) — E(Ma, (2) Myp(2)) = O((n®.(h)) ™),

qui est négligeable par rapport a O ( %), sous (H2.5).

— En utilisant les mémes étapes, on peut prouver que

B(My 1(2)) B(Mso(w)) = B(Mss () Ms o)) = O ( nét?m) |
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— Traitement du terme M, (x) — E(M,,(x))

On pose
My(2) = B(Mya(a)) = 3 2 (@),
wo, 1 Pl () B () (V7) pki () 802 () ' (V7)
2000 = ) { oy E( GV, )}

Afin d’appliquer une inégalité exponentielle, on concentre sur les moments absolus de
la v.a.r. Z;(x).

k

E| {ZZ(Pvl)(x)}m| - prt2) mq)—m E| ZC (MKz(x)ﬁéj(_}})z)@ (Y;))
k=0 v
I ()82 (@) () T\
. <E{ Gv) D |
P 3 pEKE (@) B () (1)
< p= P ;O E( ) )
m—k

‘E(uK( wG((Y))@( 20

On remarque que sous (H2.2) et (H2.8), on a, pour tout k > 0,

1FKE () B2 (1) o (Y7) Cu* k(o pp-2k
E( S ) < G B (B @57 )

et

m—k

< C|E(Ki(x)82(x))[" "

‘E (uKi(x)ﬁé(;(;C)cﬂl(E)>

Cette derniére combinée avec (2.7) et Lemme 1.2-(i), nous permettent d’écrire

C B ()8 (2)]| ELK ()8 (2)] ")

NE

B {28} = omCrama ()

b
Il
o

= 0( max ®L ’““)(h))

ke{0,--,m}
= O(2{ m+1>(h)) :

T

Finalement, il suffit d’appliquer le Corollaire A.8 de Ferraty et Vieu [25]-(i1) (rappelé
en Proposition 5 dans ’Annexe) avec a? = @é_l)(h) on obtient, pour p € {2,3,4} et
1 €{0,1}}

Inn

My(x) — E(Mp (1)) = Op.co ( nCIDx(h)>
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Pour prouver la deuziéme partie du Lemme, il suffit de remarquer que
E(mo(x)) = 1.
En effet

5 — ’U2 -1 . -1 . A
1w 1
n(n— DE(An(@) " (G(YnG(mA”(”)

— ,LL— T 1{Y12T1}1{Y22T2} o

= T B (S R Y1) )
1

= By P he)

= 1,

et cela nous ameéne a obtenir le dernier résultat.

2.3 La convergence presque siire uniforme

Dans la section suivante, on va examiner la convergence presque stire uniforme de I’es-
. ) dn, .
timateur proposé sur un sous ensemble Sr de F, tel que Sy C |, B(xk,7y), ot 1, € Sr
et 1, (respectivement d,,) est une suite de nombres réels (respectivement entiers) positifs.
Pour cela, nous avons besoin des hypothéses suivantes

2.3.1 Hypothéses et résultats

(U2.1) Il existe une fonction différentiable ® et des constantes strictement positives C, C}
et Cs telles que

Vo € Sz, Vh > 0,0 < C1®(h) < B, (h) < Co®(h) < oo

et
g > 0,Vn < no, ®'(n) < C,

ou ¢’ est la dérivée premiére de ¢ avec ¢(0) = 0.
(U2.2) La fonction de régression généralisée m,, satisfait

3C, >0,3b>0,Vx € Sz, 2" € B(w, h), Imy(z) — my(2')| < Cod’(z,2).

(U2.3) La fonction S(.,.) satisfait (H2.3) uniformément en = et la condition de Lipschitz
suivante

3C >0,Vx, € Sr, 22 € Spyx € F|B(w,21) — B, 22)| < Cd(1, 29).

(U2.4) Le noyau K satisfait (H2.4) et est Lipschitzien sur [0, 1].
(U2.5) lim,,_,o h = 0, et pour r,, = O (h‘—”), on a pour n suffisamment grand

(Inn)? n®(h)
Ind,
n®(h) <R T
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et -
Zd(lfﬁ) < oo pour certain > 1.

n
n=1

(U2.6) La fenétre h satisfait : 3nyg € N;3 C > 0, tels que

1 ! d
— P —(2*K
Vn > ng, Vo € Sr, 0 /0 +(zh, h) e (2°K(2))dz>C >0

h /B AP =0 < /B N :c)dPX(u))

uniformément en .
(U2.7) 3C > 0 tel que Ym > 2 : E(|p™(Y)||X =) < v,(z) < C < 0o avec vy, (.) continue
sur Sr. Maintenant nous sommes préts de donner le résultat principal dans cette section.

Théoréme 2.2 Sous les hypotheses (U2.1)-(U2.7), on a

R b Ind,
igmw@—mwmzow>+@s<gam)-

Remarque 2.2 Ce résultat montre que le taux de convergence obtenu pour les données
tronquées a gauche est le méme a celui qui est été obtenu pour les données complétes.

2.3.2 Preuves

Preuve du Théoréme 2.2 La démonstration du Théoréme 2.2 est basée sur la décompo-
sition (2.6) et les Lemmes suivants

Lemme 2.4 Sous les hypotheses (U2.1)-(U2.7), on a

. Ind,,
ggmm—mmmz@&(7@m).

Preuve du Lemme 2.4 En suivant les mémes étapes de la preuve du Lemme (2.1) et pour
le terme

1
Ai’ T ! }/z
Z}whnEmmw>”)@()
on va utiliser les résultats des Lemmes 1.6 et 1.7 qui nous donnent que

Ay(n)e'(Ys) Ay (2)¢' (Ya) _ Ind,
2 nn— DE(Bn@)  © (Z n(n — 1)E(A12(a:))> ‘ = Obo ( ncp(h)) '

i#] i#]

sup
TESFE

D’ou on obtient nos résultat.
Lemme 2.5 Sous les hypothéses (U2.1),(U2.2) et (U2.4), on obtient que
sup | E(in (x)) — my(z)| = O(h").

z€SE
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Preuve du Lemme 2.5 La preuve est similaire & celle du Lemme (2.2).

Lemme 2.6 i) Sous les hypothéses (U2.1)-(U2.7), on a

- - Ind,
sup [ (z) — E(ma ()| = Op.co ( 0 h)) :

ii) Si (U2.1), (U2.3)-(U2.6) sont satisfaites, on obtient
Ind

7 —1=0,., - t

5552'”“@) | =0, ( nq,(h)> ¢

39 >0, tel que ZP(lnf mo(z )<19)<oo

rESF

Preuve du Lemme 2.6 Comme nous avons déja fait dans la démonstration du Lemme
2.3, on considere la décomposition

my(x) = Q(x) [Ma,1 (v) My o(x) — M3z, (x)Mso(z)],
ou, pour p=2,3,4 et =0,1,

n2h2®2%(h)

Q) = n(n— 1)E(A(2))

et

Ki(z)5"? Y;
M, (x Zu hf?c;( )) o' ( )‘

Suivant les mémes étapes que precedemment et en utilisant le Lemme 1.5 au lieu de Lemme
1.2, on obtient sous (U2.1)-(U2.4) et (U2.6)

sup Q(x) = O(1),

zeSF

sup E(M,,(z)) = O(1)

z€SFE

pour p=2,3,4etl=0,1,

sup |E(M2,1($))E(M4,0($))—E(Mz,l(I)M4,0(I))|=O< ! );

zE€ESF

et

sup |E(Mj () E(M3so(x)) — E(Mjz1(x)Mso(z))| = O ( ! ) ;

TESFE

qui est en utilisant la condition (U2.5), égal & O ( égfg)).

Maintenant, on va prouver que

zESFE

Ind,
Sup [ My (&) = E(Myu(a))] = Opes ( m) -
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Nous allons besoin de la décomposition suivante :
Soit j(r) = argminje(1 2, 4,} (T, ;).

On a
sup |Mp(z) — BE(My ()] = sup [Mp(z) — My ()|
z€SFE z€SFE
+  sup [ My i(%j) — B(Mpi(Tj)))|
z€SFE

+ sup |B(M(7)())) — E(Mp,(2))]

TESFE

) N 1
= DY+ Dy + Dy

Maintenant, on va étudier chacun des termes Di’l pour k=1,2,3
Commengant par D',

comme le support de K est [0,1] et en utilisant (U2.1), on peut écrire pour tout p = 2,3,4

Cp
DY < e SHPZ\K ()8 () (Vi) Loy (X3)

xES]: i—1

- Ki(l‘j(m))5572(l’j(m))gp (Yi) 1B, 1) (X3
O n

’thpT(I)(h) sup (@) L ' YDIIB 2 (2) = B2 (@5(0) ) 1B,y i) (X))

IN

z
W'M

7

+ W sup Zﬁ () ) 12, 0y ) (Xi) [ (YO K (2) Ly (Xi) — K ()|

CEES]: i=1
. D, D!
= D1.1 D1.2~

— Analysant le terme DP*.
Selon la condition (U2.3), on obtient

18(am |8i(2) =Bi(@j@)) 1B, 1) (Xi)| < CralBamns; o) m) (Xi) +CR g B m (X0
et

(e B2 )= B2 (56 LBy ) (X0)| < CTalt (o itny ey (X HCRP L gy (X,

En regroupant les cas p =3 et p =4, on trouve

1B(:E,h)‘/31p_2< ) /Bp ('Tj(I )1B(Ij(z),h) (XZ)| < Crnh’p 1B :E h)ﬂB(wj(z) h) (X’L)

+ ChP?1, Blo ) Blay )(Xi),
qui nous donne
Cr
Dl n
DYl < hd () S0 §1 | (YKo (2) 1B iy, o ) (X2) (2.8)
+ Sllp Z \80 (:c,h)ﬂB(ocj(I>,h) (Xi)
JEES]—‘i 1
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— Passant a étudier le terme ijé.
En utilisant ["inégalité suivante

LB (X[ Ki(2) Lpan) (Xi) — Ki(xj(w))lB(x,h)uB(x,h) (X3)]

S 13(%’1)”3(%@)7’1)(&)’Ki(x) — Ki(wj@)| + Ki(xj(w))lB(x h)mB(x,h)<Xi)'

i(=)

Les hypothéses (U2.3) et (U2.4) nous permettent d’écrire

—2
B (%)) 1B a0y 1) (X [ K (2) 1B ) (Xi) — Ki(Tji(a)) ]
o [Tn
< Ch* [ng(x,hmB(wj(x),h) (Xi) + Ki(%) ) g, ) mnBam (Xi) | »

qui nous amene a

Cr
Dt < n § 1 @ X, 2.9
12 = RO (h) eea p 0 Lot () 29)

¢ 1
YiIKi(zj@) L gmm X;).
i n®(h) mseusljfz; | (Yo Ki(20)) B(I,h)ﬁB(acj(z),h)( )

Lorsque nous combinons les inégalités (2.7) et (2.8), on obtient

DYt < sup Z | (V) 1 BB ) (Xi)
CEES]-'Z- 1
+ sup NE( %) 560080 X
0 ( mgf; |%0 0l iz ) B(z,h)NB( ](z),h)( )
C
.TES]: i=1
Prenant en compte Uhypothése (U2.4), on trouve
Cr
p,l n
D1 S Tlhq)( ISEIIS[]):;hD |1Bxh)uB( Ti(z), h)(X) (210)
Prenant
Cry,

2= iy 2 (] S92 Latemote, o m(X50).

L’hypothese (U2.7) nous permet d’écrire
Cr
FE Zm < —n
121 < hmdm=1(h)

En utilisant le Corollaire (A.8) dans Ferraty et Vieu [25]-i1) (Voir Proposition 5 dans I’An-
nexe) avec a? = £~ on obtient

= ho(h)’
1 — r,lnn
- ; Zi = E(Z)) + Opeo ( nhT(h)) .
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En appliquant (2.11) une autre fois (pour m = 1), on obtient

Inn
pr=o(™ 2.
H=0(F) + Opeo ( nhd(h)

Prenant en compte cette derniére avec l’hypothése (U2.5) et la deuxiéme partie de la condi-
tion (U2.1), on obtient

Ind,
DM = 0,00 ( n@(@) , (2.12)

!
Pour le terme DY", comme

DM < E (sup | M, (x) — Mp,z($j<x>)|) ;

TESF

donc

Ind,
ngl = Op.co ( n@(h)) ) (2.13)

Et finalement pour le terme Dg’l, on a
pour tout n >0

Ind,, Ind,
P(Dé”l>?7 n<1>(h>> - P(- max [ My() — E(Mpi(zjw))l > 1 n<I>(h)>

IA
QL
3

Prenant pour p = 2,3,4

W23, (h)
En utilisant les moments d’ordre m et les hypothéses (U2.1),(U2.2) et (U2.7), on obtient
pour p = 2,3,4
E|A,i™ = O(@" " (h)).

On peut appliquer 'inégalité de Bernstein-type comme déja fait en Corollaire (A.8) (i dans
Ferraty et Vieu [25], on obtient

1 n
P (5 Zl A,

Ind,

- n®(h)

> < 2exp (—C’n2 In dn) .

Donc, en choisissant 3 tel que Cn? = 3, on obtient

Ind
P Db — | <Cady "
( 2 = nq><h)>—0"
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De la, Uhypotheése (U2.5) nous permet d’écrire

Ind
D' =0, | 1] —2 | . 2.14
Finalement, le résultat du Lemme 2.6 est une conséquence des relations (2.12),(2.13) et

(2.14).

La deuziéme partie du Lemme 2.6 peut étre directement déduite d’apres la preuve de la
premiére telle que

inf,es, mo(x) < % = dx € SF tel que

- 1 - 1
1 —mg(x) > = = sup |1 —my(z)| > =
2 TESF 2

1
:>ZP<zlergfmo x) < §><oo
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Estimation locale linéaire du quantile
conditionnel pour des données tronquées a
gauche

N probléme statistique bien connu consiste a étudier le lien entre deux variables afin de
U prédire I'une d’entre elles (la variable de réponse) étant donné une nouvelle valeur
pour l'autre (la variable explicative). Ce probléme a été largement étudié pour des variables
réelles ou multivariées, mais il se produit aussi évidemment avec des variables fonctionnelles.
Il existe plusieurs fagons d’aborder le paramétre de prédiction, 'une des plus populaires est
certainement la méthode de régression qui est basée sur I’espérance conditionnelle comme
on a déja vu dans les chapitres 1 et 2. Une autre technique alternative qui a été largement
étudiée dans des situations multivariées est le quantile conditionnel et notre objectif est de
les adapter a la situation ou les variables explicatives sont de dimension infinie. Il est connu
que l'estimation du quantile conditionnel conduit & I’estimation de la fonction de distribution
cumulative conditionnelle. L’objectif principal de ce chapitre est de proposer un estimateur
local linéaire et étudier la convergence presque stire avec taux de cette méthode de prédiction
lorsque la variable de réponse est réelle et soumise a une troncature a gauche et la variable
explicative est fonctionnelle.

3.1 Modélisation

Soient (X;,Y;),i = 1,..., N, N couples de variables aléatoires i.i.d. distribués selon
(X,Y) qui prend ses valeurs dans F x R, ou F est un espace semi métrique muni d’une
semi métrique d. Y a pour f.r. inconnue F'.

Soit T" une autre v.a.r. de de f.r inconnue G et (7;);=;,. n un échantillon de N variables
aléatoires i.i.d. distribués selon T'. T" est supposée indépendante de (X,Y). N est inconnue
mais déterministe. Sous la troncature a gauche, le temps de survie Y; et la variable de
troncature T; sont observables seulement si Y; > T;. On va noter (Y;,7;),i = 1,2,...,n(n <
N) T’échantillon vraiment observé. La taille de cet échantillon n, comme conséquence de
troncature, est une v.a de loi Binomiale de paramétres N et u =P(Y > T). Il est clair que
si 4 = 0, aucune donnée peut observer, et pour cela, on suppose toujours que p > 0.

Par la loi forte des grands nombres, on a

n

Ly = — — 1, P —p.s.
fin = = 1P = ps
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On doit dire que si (Y;,T;),i =1,2,..., N sont i.i.d., alors I’échantillon observé (Y;, T;),
i=1,2,...,n reste i.i.d. ( Lemdani et Ould said [33]).
Sous la troncature a gauche, suivant Stute [50], les f.r.s de Y et T sont définies respectivement
par
Y 00

F*(y) = pfl/ G(u)dF(u) et G*(t) = ,u_l/ G(t ANu)dF(u),
ot t A u=min(t,u).
Ses estimateurs empiriques sont donnés par

Fi(y)=n"" Z Lyi<yy et Gr(t) =n"" Z Ly <y
i=1 =1

Définissant

Cly) = G*(y) — F*(y)
= u'G(y)(1 - F(y)),

lestimateur empirique de C'(y) est défini par

n
Co(y) =n7" Y Liny<yyy.
i=1
Les estimateurs de maximum de vraisemblance de F' et GG sont respectivement donnés par

Fy)=1- 1] {%} e Guly) = ]I {%}

i/T,->y
D’aprés He et Yang [26], p peut étre estimée par

1 = Cr M () Gnly) (1 — Fu(y)),

et ils ont prouvé qu’elle n’est pas dépendante de y et sa valeur peut étre calculée pour
n’importe valeur de y telle que C,,(y) > 0.

Nos résultats seront énoncés par rapport a la probabilité conditionnelle P(.) relative au
n-échantillon, au lieu de la mesure de probabilité P(.) relative au N-échantillon. On note
ainsi par E et [E les espérances respectives de P(.) et P(.).

Pour toute f.r. L, soient a;, = inf {y : L(y) > 0} et by, = sup {y : L(y) < 1} ses points finaux.
Les propriétés asymptotiques de F,, G, et u,, sont obtenues seulement si ag < ar et bg < bp,
c’est pourquoi nous considérons cette condition trés importante dans le modéle de tronca-
ture.

On prend les deux nombres réels ¢ et d tels [¢,d] C [ap, bp], on va utiliser cette inclusion
dans I’étude de la consistance uniforme de la distribution G(.) de la variable de troncature
T qui s’exprime sur un ensemble compact (voir Remarque 6 de Woodroofe [51]) et dans
I'étude de la convergence uniforme de la f.r. conditionnelle F(y|x) sur y € [, d].

Rappelons que F'(y|z) est définie, pour tout x € F, par

F(ylz) = FE (1{y§y}]X = x) )
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Un estimateur a noyau dans le cas du modéle de troncature a gauche a été proposé par Helal
et Ould Said [27], il est donné par

Y1 Go (V) K (hy d(Xi, ) H(hy' (y — V7))
Y K (il d(Xi, 2)) GRH(Yi) ’

Fulyle) = (3.1)

ou K est une fonction noyau, H est une fonction de distribution (H(y) = [*_ H'(u)du ou
H’ est un noyau de type 0) et la fenétre hyx := hg,, (resp. hy := hpg,) est une suite de
nombres réels positifs qui jouent un réle de paramétre de lissage.

Notons que les sommes contenant G,,!(Y;) sont prises pour tout i tel que G, (Y;) # 0 .

Suivant Messaci et al. [43] qui ont fait leurs études dans le cas des données complétes,
I'estimateur local linéaire de F'(y|x) pour des données tronquées a gauche est le coefficient
a obtenu par la minimisation de la quantité suivante

n

Jnin S (H by (y = Y) = @ = bA(XG, 2)) " K (il d(X, ) G (V)
ab)EeR* {7

ou f(.,.) est une fonction connue définie de F x F dans R telle que, Va € F, f(x,z) = 0.

Des calculs algébriques simples similaires a celles de la fonction de régression généralisée
donne que F,(y|z) peut étre exprimé par

L W@ H g -,
Wij(z) AZ](Q:)G;Ll(K)G;Ll<Y7)7

Ajj(z) = B(Xi,2) (B(Xi, ) — (X, @) K (hy d( X, 2)) K (hy d(X;, @)).

3.2 La convergence presque siire ponctuelle

Pour tout réel positif r, soit B(z,r) := {y € F /d(x,y) < r} une boule fermée dans F
de centre x et rayon r. On va commencer d’abord d’examiner la convergence ponctuelle de
I’estimateur proposé.

3.2.1 Hypotheéses et résultats

Pour établir le caractére asymptotique de l'estimateur F,(y|z) sur un point fixé x dans
F, nous avons besoin des hypotheéses suivantes :
(H3.1) Pour tout r > 0; P(X € B(z,r)) := ®,(r) > 0.
(H3.2) La f.d. conditionnelle F(y|x) satisfait pour quelques constantes strictement positives
b1, by et pour tout (y1,y2) € [¢,d] X B(y1,hy) et z1,29 € B(x, hg),

|F(y1lz1) — Fya|r2)| < Cp (d™ (w1, 22) + 1 — 12[™)
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ou C, est une constante positive dépend de x et B(yi, hy) est une boule dans R .
(H3.3) La fonction 5(.,.) est telle que

30 < My < My, V' € F, Myd(z,2") < |B(x,2")| < Mad(x, ).

(H3.4) Le noyau K est une fonction positive et différentiable sur son support [0, 1].
(H3.5) Les fenétres hy et hy satisfont

. . Inn
g b =0, lim, (m) -0
lim hy =0 et lim n"hy =00 pour quelque ~ > 0.

n—oo n—oo

(H3.6) 11 existe un entier nyg, tel que

1 ! d ,
Vn > ng, m/o O, (zhg, hK)E (2’°K(2))dz >0

e [ B P() = o ( / . 52<u,:c>dPX<u>) ,

ou dP x est la distribution de X.

Théoréme 3.1 Supposons que les hypothéses (HS3.1)-(H3.6) sont vérifiées, on a

y€le,d]

B - bl b2 hl—n
sup |Fu(ylz) — F(ylz)| = O(hg + hyp) + Op.s, < n®,(hx) |

3.2.2 Preuves

Preuve du Théoréme 3.1 Pour la démonstration du Théoréme 3.1 nous avons besoin de
déterminer les pseudo-estimateurs suitvants

%#J
Bu(r9) = Ay 2o O G () A H (i (v~ ),
%#J
Tn(.flj) = n(n — 1 A12 Z G )A”($>,
%#J

2

- () — p LGN A

et
1

ro(w) = n(n—1)E (Amp(2)) ZAU(‘T)

i#]
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Considérer la décomposition suivante

Fulola) = Falo) = 2220~ pyie) 33
= e b} s {8y - B}
o (B ) - PO )
# T 47 0) = o))+ (B (o) o) + (- BlG) + 1)
En plus, nous noterons pour tout x € F et pour tout i =1,...,n

Ki(z) = K (h'd(Xi,2)),  Bi(x) = B(Xs,2) et Hi(y):=H (hiy'(y—Yi)).
Pour simplifier les choses, on va besoin aussi aur Lemmes suivants

Lemme 3.1 Sous les hypothéses (H3.1), (H3.3), (H3.4) et (H3.6) on a

- Inn
sup (I)n €, _QTL x, :O.s. 5 /1 N
S [#(2,) ~ ()] = Oy ( n%mK))

- Inn
70 () — Tu(w)| = Op.s. ( m) .

Preuve du Lemme 3.1 Grace a la bornitude de H, on peut obtenir

Dae,y) = Bule,9)] = |n(n_1 B ) 2 O 006 0,
e D 096 08 o)
12 — 2], [ SWPyereq |GR(Y) — GP(y)]
< GQ( —) + p ( GQ(CLF)G%(&F) )]

()
. ‘Z n—l Au( Nl
iy = 12| o [5WPyelea |Grly) — G2 (y)]
G ar) N ( G?(ar) G2 (ar) )]'TO(‘”)"

D’aprres le Théoreme (3.2) de He et Yang [26] on a |p, — p| = O,s(n~Y?). En outre,

< C

1
|Gn(ar) — Glag)| = O,4(n~Y?2) qui est négligeable par rapport a O _In(n) :

D’autre coté on a,

sup |G(y) — Gy)l = O(n~?), P —p.s.

y€le,d]
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Le reste de la démonstration de la premiére partie est complété dans Messaci et al. [}5](
voir Lemme (2.2)). Donc, on a

@, (2,y) — ®u(z,9)] = Ops ( 7@1—0@@) |

Pour la deuxieme partie du lemme, on peut la démontrer en suivant les mémes étapes que
précédemment sans le besoin de la bornitude de H.

Lemme 3.2 Sous les suppositions (H3.1), (H3.2) et (H3.4) on obtient
sup [E(®,(z,y)) — F(yla)| = O(hj + hi).

y€lc,d]

Preuve du Lemme 3.2 On a

E(®n(z,y)) = E( (n—l%Alg » e, )Aij(if)Hj(y))

l#]
. AH (g >H2<y>)
- T E<Au Sl
_ —B(Ana(r) )

= mE(Am( 2) B (Hy(y)|X2)) .

Donc on peut écrire

|E(@n(z,y)) = Flylz)] = 1 | | E (Aa(2) (E(Ha(y)) | Xs) = Fylz)) |-

|E(A(x))
On suppose que Xo € B(x,hk). De plus, on peut facilement obtenir que
B(R)IX) = [ Hib (v = w)dP(ulX)du

= /RH/(Z)F(y — zhy|Xs)dz

Comme H'(.) est une densité de probabilité, on a alors

E (Hy(y)|Xa) — Flyle) = / H'(2)[F(y — zhu X) — Fly|z))dz. (3.4)

De plus, nous avons

|F(y — 2hg|Xo) — F(ylo)| < |F(y — zhu|X2) — F(y — zhu|z)| + [F(y — zhgl|v) — F(y|z)].

Cette derniére en combinant avec [’hypothése (H3.2) nous donnent le résultat.
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Lemme 3.3 i) Si les conditions (H3.1)-(H3.6) sont satisfaites, nous obtenons

- ~ Inn
sup |P,(z,y) — E(P,(x, =O0y.co — .
s [0(a,) — B@a(a,)] = O, (,/nq)m(hm)

i) Sous les suppositions (H3.1),(H3.3)-(H3.6), on a

- Inn
Tn<I> —1= Op.co ( nCD—(hK)> et

9 >0, telque Z P (7p(x) < ¥) < 0.

n=1

Preuve du Lemme 3.3 Remarquons que

O, (2,y) = Q(x) [Ps1(y)Piy — Piy () Py)

ou pour p=2,3,4etl=0,1

B n2h%(<bi(h;()
Q@) = T E (@)
et
vy L K () B2 () Hi(y)
Pp,l<y> - n@x(hx) ; hz[);ZG(Y;) ’

Pf,o(y) = sz,o et P:'fo(y) = Péfo-

bo(r.y) = B(®ulw.y) = Q@) {PW)PL — B (P (0)Piy))
- Q(x) {Pzil(y)P?io —-F (Pgﬁ(y)P:io)} .

On a déja vu que Q(x) = O(1).
Nous devons donc prouver que pour p=2,3,4 et l =0,1

E(F;;(y)) = O(1),

et

(3.5)

(3.8)



— En appliquant le Lemme 1.2 -(i) et utilisant la bornitude de H on peut aisément avoir
pourp=2,3,4etl=0,1

k()87 () Hi (y)
E(P? =
( p,l(y)) ( hK Z hp 2 (Y)
1
. p2 Lyi>ny
b <hK>E[ (st ) 2 o (71 )|
= WP (hie) E (K ()87 (x) Hi(y))
< C. (3.9)
— Traitement du terme P7,(y) — E(P5,(y))
On pose
X X 1 - i)
Piily) = B(F(y) = — > M,
i=1
ot
(2)3P 2 ! ()37 !
W20, (hy) G(Y;) G(Yi)

Le point essentiel est d’évaluer asymptotiquement le moment d’ordre m de la v.a.r.
MPD (z).

En utilisant le Lemme 1.2 et le fait que H est bornée, on a

B (M) = Hrmam (o0 B S ok (-1 (“Kﬁ(‘”)ﬂ L (y)>

(E [qux)ﬁf‘z(:v)H}(y) )’“’“ ,

G(Y:)
= O (o™ (hg)).

Finalement, il suffit d’appliquer le Corollaire A.8-(ii) dans Ferraty et Vieu [25] avec

a? = <I>;(E_1)(hK) pour obtenir, pour p € {2,3,4} etl € {0,1}}

P;fz(?/) - E(P,f,z(y)) = Op.co ( %&K)) . (3.11)
— Passant a étudier le terme E(Py | (y))E(Pf,) — E(Py,(y)Pi,),
BPL B - BEL WP = (1= ") e
Kl(a:) (x) 1(z)Hi(y)
( e ) ( o)
+ O((n®,(hg))™)

= O((n®.(hx))™").

On obtient le dernier résultat, toujours, en appliquant le Lemme 1.2, le fait que H est
bornée et [’espérance conditionnelle.

Sous (H3.5), O((n®,(hg))™t) est négligeable par rapport a O ( n«plf(ZK))
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— Pour les méme raisons, on peut prouver que

E(P§f1(y))E(P;O> - E<P§,1(y)P§0> =0 ( %) ‘

Pour la deuzieme partie du lemme, il est facile de prouver que E(7,(x)) = 1 et ¢a nous
ramene directement au résultat.

Pour étudier la convergence uniforme de F(y|z) sury € [c,d], on doit d’abord indi-
quer que comme [c,d] est un compact de R, donc on peut le couwvrir par un nombre fini s,
d’intervalles de longueur . Précisément, on a [c,d] C Uitk — Ly, i + [, ot s, = % et
l, =n"""12
Prenant

t, = ar min — 1.
y=arg  min - Jy—1]

Alors on peut écrire

sup |®,(z,y) — E(®n(z,y))| < sup |®n(x,y) — Pu(,t,)| + sup |®(z,t,) — E(D,(2,t,))]

yE[C,d] yE[C,d} ye[cvd]
+ Sup |E((I)n($aty)> - E(q)n($ay))|
y€(c,d]
= R1 + R2 + Rg.

Commencant par traiter R,
Comme H a une premiere dérivée bornée, on obtient, en utilisant la condition de Lipschitz,
que

Rl = sup |én<x7y) - én(maty”

y€lc,d]
2

n(n — 1)/; (Aga(x)) Z G_l(K)G_l(Y})Aij ()
i#j

IN

[H (h' (y = Y;)) — H(hg' (ty = Y7))]

sup
y€lc,d]

IN

C sup
y€le,d]

1y =] YA
th(n—l)E(Alg(:c));G (Y)G™ (Y)) Ay ()

2
Pl
< L —
- CG2(CLF)hH

/ln
< O ()

[ro(2)]

Utilisant le Lemme 2.2 de Messaci et al. [[3] et n"hy — 0o, on obtient

Inn
R1 =0 ( m) p.co.

Alors, on peut avoir aussi

Inn
R3 =0 ( m) p.co.
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Venir maintenant o traiter le terme Ra

On a

Inn ~ ~ Inn
P _ = P d,(z,t,) — E(P,(x,t _
(R2 > € nCI)(hK)> <ty€{£f11?%tsn}‘ (z,t,) (Pn(z,ty))] > € nCD(hK)>

~ ~ Inn
< s, x max P |P,(x,t,) —E(®,(x,t >e)—— | .
< sx, max (| () = B (a,t,) an))
Utilisant les mémes arguments habituels, prenant en compte que s, = Cn T2, on déduit,
pour un choix approprié de € que

Inn
R2 =0 ( W) p.co.

3.3 La convergence presque siire uniforme

3.3.1 Estimateur de la fonction de distribution conditionnelle

Dans cette section, on va étudier la convergence presque stre uniforme de F,(y|z) sur
un sous ensemble Sr de F, tel que Sy C UZ’;I B(zy,ry,), ou x, € Sy et r, (respective-
ment d,,) est une suite nombres de réels positifs (respectivement entiers). En pratique, la
convergence uniforme a une grande importance car elle nous permet de faire la prédiction
statistique, méme si les données ne sont pas parfaitement observées. De plus, les résultats de
la convergence uniforme sont des outils indispensables pour certains problémes de données
fonctionnelles non paramétriques.

Il faut indiquer que, dans le cas multivarié, la consistance uniforme est une extension stan-
dard de la consistance ponctuelle ; cependant, dans notre cas fonctionnel, certains outils et
conditions topologiques supplémentaires sont nécessaires.

Pour cela, nous avons besoin des suppositions suivantes.

Hypothéses et résultats

(U3.1) Il existe une fonction différentiable ® et des constantes strictement positives C, Cy

et O telles que
Vx € S]:,O < Clq)(h[() < (I)x(hK) < CQCI)(hK) < 00

et
Ine > 0,y < ny, ®'(n) < C,

ot ¢’ est la dérivée premiére de ® avec ¢(0) = 0.
(U3.2) La distribution conditionnelle F'(y|z) satisfait pour quelques constantes positives
C, by et by et pour tout (y1,ys) € [¢,d] X B(y1, hy) et (x1,22) € Sx X B(z, hg),

|F(y1|z1) — Fyala2)| < Cp (d™ (21, 32) + [y1 — 12]™) -

(U3.3) La fonction j(.,.) satisfait (H3.3) uniformément sur x et la condition de Lipschitz
sulvante

IC > O,V.ﬂfl,l'g € vavx € f? |B($ax1) - B($ax2)| < Cd(l’l,l‘2>.
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(U3.4) Le noyau K reéalise (H3.4) et elle est Lipschitzien sur [0, 1].
(U3.5) lim,,_ oo hxg =0, lim,, yoo hy = 0, lim,,,oo n"hy = 0o pour certain v >0
et pour r, = O (1“7”), on a pour n suffisamment grand

(Inn)? n®(h)
Ind,
n®(h) < s Inn

et 00
D Ot < 0o pour certain > 1.

n=1
(U3.6) La fenétre hy satisfait : Ing € N, 3C' > 0, tels que
1 ! d
Vn > ng,Vr € Sr, W/O (I)x(ZhK, hK)E(ZQK(Z))dZ >C>0
et

e [ B P () = o ( / Pl <u>> ;

uniformément en x.

Théoréme 3.2 Sous les suppositions (U32.1)-(U3.6), on a

Ind,
sup sup |Ey(ylz) — F(yla)| = O(h + hi) + Oy :
zE€SF y€lc,d] nCD(hK)

3.3.2 Estimateur du quantile conditionnel

Soit p € (0,1), le quantile conditionnel d’ordre p d’une v.a. Y sachant X = x est défini
par
Qp(x) = F~}(ple) = inf{y : F(ylz) > p}.
Alors un estimateur local linéaire de @,(z) est donné par

Qpn(w) = F (ple) = inf{y : Fu(ylz) > p}- (3.12)
Pour étudier son caractére asymptotique, on va besoin des suppositions suivantes qui ont

été déja utilisées dans la littérature par, par exemple, Messaci et al. [43]
(U3.7) Ve > 0,36 > 0 tels que pour toute fonction ¢, de S dans [c,d] on a

sup |Qp(x) — G(z)| > € implique  sup |F(Qp(z)|z) — F(((2)|z)| > 0.

z€SFE zE€SFE

(U3.8) Jj > 1,Vx € S, F(.|x) est j-fois continument dérivable sur [c, d] par rapport a y et
satisfait FO(Q,(z)|z) = 0si0 <1 < j, F9(Q,(x)|xr) > C > 0 et FU)(.|x) est uniformément
continue sur [c, d] ott FO(.|z) est la dérivée d’ordre [ de F(.|z).

Remarque 3.1 L’hypothese (U3.8) est nécessaire car le comportement de Uestimateur Q) ()
dépend de la “platitude” de la fonction de répartition conditionnelle F(.|z) autour du quan-
tile conditionnelle QQ,(x) et ceci peut étre controlé par le nombre de dérivées de F(.|x) qui
s’annulent au point Q,(x).

Théoréme 3.3 Sous les suppositions (U3.1)-(U3.8), on obtient que

by by Ind,
resr Qpn(w) = Qpl@)] = Olhg) + O(hi) + Op.s ( \ n(ID(hK)> |
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3.3.3 Preuves

Preuve du Théoréme 3.2 La preuve du Théoréeme 3.2 est basée sur la méme décomposi-
tion (3.3) est les Lemmes suivants

Lemme 3.4 Sous les hypothéses (U3.1), (U3.3) et (U3.4)-(U3.6) on obtient

~ Ind,
sup sup |Pp(z,y) — Pp(z,y)| = O, ( )

2ESF ye[c,d) n®(hr)

Ind
n - ~’I’L = O .S. - .
SUp |ra(@) = F)] = Oy ( n<I>(hK)>

Preuve du Lemme 3.4 FEn suivant les mémes étapes que dans la preuve du Lemme 3.1 et
en utilisant le Lemme 1.5 on obtient notre résultat.

Lemme 3.5 Sous les hypotheses (U3.1),(U3.2) et (US3.4), on obtient que

sup sup |E(®,(x,y)) — F(ylz)| = O(h%) + O(h3).

2€8F yele,d

Preuve du Lemme 3.5 La démonstration du Lemme 3.5 est similaire a celle du Lemme
3.2 et en utilisant I’équation (3.4) et Uhypothése (U3.2), on obtient le résultat.

Lemme 3.6 i) Sous les suppositions (U3.1)-(U3.6), on a

2ESF y€le,d] TLCI)(]'LK>

- ~ Ind,
sup sup [P (z,y) — E(Pn(z,y))| = Op.co < —> :

i) Si les hypotheéses (U3.1), (U3.3)-(U3.6) sont vérifiées, on obtient

Ind
Nn —-1=0 co —
5&2 |7ﬁ (37) | . ( n(I)(hK)>

et

39 >0, tel que ZP(mf Tn(x <19)

zESFE

Preuve du Lemme 3.6 En considérons les mémes décompositions et notations (3.5)-(3.8),
suivants les mémes étapes que dans la preuve du Lemme 3.3 et exploitant le Lemme 1.5-(i)
au liew du Lemme 1.2-(i) , on obtient sous les hypothéses (US3.1), (U3.3),(U83.4) et (U3.6)

sup Q(z) = O(1) et sup sup E(P)(y)) = O(1) (3.13)

r€SF 2E€SF y€le,d]

pourp=2,3,4etl=0,1,

1
sup sup |FE E(Pf,) — E(Py,(y)Pio)| = O
aceSIj)f.yE[cI?i]| ( 21( )) ( 470) ( 271(y) 470)| (n@(h;{))
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et

1
sup sup |E(Ps,(y))E(FPsp) — E(Ps,(y)Psp)| = O ( ) :
t€SF yele,d] n®(hg)

qui est, en utilisant hypothése (U3.5), égal a O (, /n};(ij())

Maintenant, on va prouver que

Ind
P2, (y) — E(P%,(y))] = 7 |-
sup [F(y) — B(E; w) 0( nch))

Nous allons besoin de la décomposition suivante
Soit j(r) = argminje o

,,,,,

sup sup [Py (y) — B(Py(y))l < sup sup [Byy(y) — P, (y)|

2ESF yEle,d) 2€SF yelo,d] P
+sup sup [P0 () = B 1)
+ s sup |21 1,) — B 1)
+ swp swp [B(F7 (1) ~ B 0)
+ omp s B (0) ~ BE()

5
— 2
= S o
i=1
, ! !
On commence par traiter les termes DY et DY

— Commengant par D™ Grice a la bornitude de H et sous (U3.3) et (U3.4), on obtient

CT n "
Dp,l < n LN N X)),
b7 nhg®(hg) :cseuslir —~ G(Y)) Bl hio)UB oy i) (i)
Prenant c
T L
U, = ™ ) X,
() GY7) 228 1B ) ()
alors on obtient . .
T T
U <———, E|U|<
U] < T ®(he) |0, | < ;
et o
r
Ev? < —n
En utilisant le corollaire A.8-(ii) de Ferraty et Vieu [25] avec (U3.1) et (U3.5), on
obtient
Ind
DY = Opeo ] 3.14
Lo ( n(ID(hK)) (3.14)
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1
Pour le terme D2", comme

D<E (sup sup [B(y) — P,ifz(y>|> ;

2E€SF y€Ele,d]

Donc

Ind
il n
Dy" = Op_co ( n@(hK)) . (3.15)

Pour le terme Dg’l, on a pour tout n > 0

Ind 2 o) Ind
P DY > . = P sup sup |P“t,) — E(P" ()| > -
( 2o ”‘I’(hK)> (xesg ye[cl,)d]| b (1) (B )l > n®(hg)

< dn N P J (=) E ij(z) t
<l e max ROP) - BUEG)
Ind,
n .

Prenant pour p = 2,3, 4, Mip’l(., .) définie par la relation (3.10). On peut appliquer
inégalité de type Bernstein comme déja fait en Corollaire A.8 (i) dans Ferraty et
Vieu [25], on obtient

LI o
P(ﬁ ZIM;’ >
=

Donc, en choisissant 3 tel que Cn? = 3, on obtient

Ind
" )< —On? ) )
n(ID(hK)> < 2exp (—Cn’Ind,) (3.16)

_ . Ind
Tj(x) Tj(a) n 1-8
Alors, le fait que s, = O(l;') = O(n Y2 et hypothése (U3.5) nous permettent

d’écrire
Ind
D' = Opeo | (| = |- 1
3 O,. ( nCID(hK)) (3.17)

Traitement du terme D2
Remarquons que

Dpl < Cl— sup P, .

H zeSr
En vue des relations (3.13), (3.16) et hypothése (US3.5), on obtient que
Ind
D5 = Opo - 1
et
Ind
Dy = . 1
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Finalement, le résultat du Lemme 3.6 découle des relations (3.14)-(5.19).

La deuzxieme partie peut étre directement déduit de la preuve de la premiere telle que E(7,(x)) =
1.

Pour la derniére partie , ¢ca vient du

1
inf 7, - =3
Jdnf 7 (x) < 5 = reSr
tel que

1

= sup |1 — 7 (z)] >
xESJ: 2

1
= ZP <x1€I}Sffrn 5) < 0.

Preuve du Théoréme 3.3 Soit x € F.
D’un coté, comme F,(./x) et F(./x) sont continues et F,(Qpn(x)/z) = F((Qp(x)/z) =
Donc

DN | —

1—7p(x) >

|F(Qpn(z)/x) — F(Qp(2) /)| < |F(Qpn(x)/2) — Ful(Qpn()/2)]
+ [Fa((@pn(2)/2) — F((Qp(x) /)
< |F(Qpn(z)/7) = Fo((Qpu(z)/7)|
< sup |F.(y/z) — F(y/z)|.

c<y<d

(3.20)

Alors
sup |F(Qp(2)|7) — F(Qpn(x)|x)] < sup sup |F,(ylz) — F(y|z)|.

zESF xE€SF y€lc,d]

D’autre coté, lestimateur (F,(./z))™" existe et est continu, en particulier sa continuité au

point F,(Q,(x)/z) donne
Ve>0,30> 0, Vy/ |Fuly/a) — Fu(Qp/0)l <5 = ly - Qplo)] < c.
En posant y = Q,n (), la relation précédente s’écrit
Ve > 0,30 > 0/ |Fu(Qpal)/2) — Fu(@ple)/2)] <8 = |Qpnla) — Qple)] < c.
Ce qui permet d’écrire
Ve >0, 3> 0, [Qpa(e) ~ Q@)] > € = |Fu(Qpu(@)/2) — Fu(@yla)/2)] > 6.

Puisque
Fu(Qpu(z)/2) = F(Qp(z) /) =p

il vient
Ve > 0,30 > 0,[Qpn(x) — Qp(z)| > € = [F(Qp(z)/x) — Fu(@p(z)/2)[ >6.  (3.21)

La convergence de Q,,(x) s’arrive directement d’un part du Théoréme 3.2 en combinant
avec l'inégalité

ZP{SHP |Qpin(2) — Qp(a)| = €} < ZP{SUP sup |Fu(ylz) — F(ylx)| = 6}

z€SFE 2ESF y€lc,d)
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qut nous donne
lim |Qpn(z) — Qp(z)| =0, p.S. (3.22)
n——oo
et d’autre part, un développement de Taylor de F(.|.) et hypothése (U3.8) impliquent que
1 N~ )
F(Qpan(z)|z) — F(Qp(z)|x) = ﬁFU)(Qp(w)\SU)(Qp,n(CE) — @Qp(2)),

ot Qp est entre Qpr €t Qp.
Grice a (3.22) et la continuité uniforme de FY(.|z), on obtient que

lim sup [F/(Qy(x)[x) — F/(Qy(x)[x)| =0,  p.s.

n—-=o0 xES]:

Alors, il existe un réel positif T tel que
ZP(lan ()|:L’)<7'><oo.
TESF

Donc

sup [(Qpa(z) — Qp(x)) < sup sup |Fu(ylz) — F(y|z)|.
zESF zESF y€lc,d]

1l suffit d’appliquer le Théoreme 3.2 d’avoir le résultat revendiqué.
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Application et études de simulation

Ans ce chapitre, Nous commencons par reprendre ’étude sur des données réelles com-
D plétes réalisées dans Leulmi et Messaci [38]. Ensuite, une simulation de données tron-
quées a gauche est réalisée afin de comparer la performance par rapport a l'estimateur a
noyau classique.

4.1 Application & des données réelles

La spectroscopie dans le proche infrarouge est une technique analytique basée sur le
principe d’absorption des rayonnements (infrarouge) par la matiére organique en utilisant
un spectrométre. Cette méthode d’absorption est utilisée pour estimer la composition chi-
mique des aliments (fourrages, viandes, . . . ).

On se donne un échantillon de 215 morceaux de viande, le but est d’estimer le taux de
matiére grasse a partir du spectre observé.

On observe alors pour chaque morceau de viande 4, la variable fonctionnelle X;(t),t €
[850, 1050] qui est la courbe spectrométrique du morceau de viande i, la répartition gra-
phique des 215 spectres montre ’aspect fonctionnel des données. Il est proposé de comparer
trois méthodes pour estimer la médiane conditionnelle & savoir

o [’estimateur de médiane conditionnelle noté ;5\1 /2-

e Le noyau (noté KM) étudié dans Ferraty et Vieu [25].

e L’estimateur local linéaire (noté LLM) introduit dans Messaci et al. [43].

Pour calculer ces estimateurs, les auteurs utilisent :

e Pour l'estimateur tAl /2

— Le noyau K (z) = 3(1 — 2%)1j9.1(2).

— La semi-métrique d est la semi métrique basée sur la dérivée (voir routines "semime-
tric.deriv" dans le website http ://www.lsp.ups-tlse.fr/staph /npfda dans Ferraty et Vieu
[25]). Cette semi-métrique est plutdt employée pour le traitement de courbes tout a fait
lisses (ou réguliéres) et § = d.

e Pour 'estimateur KM : Les mémes paramétres que dans la sous-section 7.2 de Ferraty et
Vieu [25]).

e Pour l'estimateur LLM : Les mémes paramétres que dans la section 4 de Messaci et al.
[43].

L’algorithme suivant a été utilisé :

e Etape 1. Les données sont divisées en deux ensembles :
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(X5, Y:)iz1,. 160 échantillon d’apprentissage utilisé pour construire les estimateurs et (X;, Y;)i—161,..215
I’échantillon de test utilisé pour évaluer la qualité des estimateurs.
e Etape 2. Le h-optimale (paramétre de lissage) est calculé par la méthode de validation
croisée.
e Etape 3. Pour chaque X; dans 1’échantillon de _test, on prévoie sa valeur réponse Y; par
chacune des méthodes d’estimation et on trouve Y;.
e Etape 4. Pour illustrer la performance des estimateurs, Leulmi et Messaci [38] représentent
les valeurs estimées Y; en fonction des vraies valeurs Y; de échantillon de test, pour les trois
méthodes.

Plus précisément, pour comparer les trois méthodes, elles calculent I’erreur en moyenne

40

20
l

10

10 20 30 40 10 20 30 40

FIGURE 4.1 — Comparaison entre les trois méthodes (tAl /2, KM et LLM) pour des données
spectrométriques.

quadratique donnée par

ou EA/Z désigne l'estimateur utilisé.

Les résultats obtenus sont :

o MSE(t)5(2))=3.22,

e MSE(LLM)=3.8,

e MSE(KM)=4.8.

Sur la base de cet ensemble de données, il est remarquable que I'estimateur proposé fournit
I’erreur la plus petite.
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4.2 Etudes de simulation

Dans cette partie, on va donner deux exemples de simulation qui nous permettront
d’illustrer la performance des deux estimateurs proposés; estimateur local linéaire de la
fonction de régression, ¢(Y) =Y, (LLR) et de la fonction médiane conditionnelle (LLM)
par rapport aux estimateurs a noyau de chaque fonction (KR) et (KM) en utilisant des
échantillons de dimensions finies.

A cet objectif, on génére la suite observée (X;(t),Y;, T;)1<i<n en suivant les étapes ci dessous.
e Etape 1. On fixe la taille aléatoire n (rappelons que n est connue), aprés on génére les
variables aléatoires T, X (t) et Y].

e Etape 2. Test :

Nous commencons par définir :

N =0,

J=0,

tant que 7 < n :

N = N + 1, nous testons : si Y] < T} on rejette le triplet (X;(¢),Y7,71). Si non, on garde
le triplet (X;(¢),Y1,T1). A la fin de ce décompte, on obtient la valeur déterministe N. Ce
qui nous permet d’obtenir le taux de troncature (TR) avec 1 = %, plus précisément, c’est
le taux du triplet observé.

Aussi, pour le calcul des estimateurs (LL) et (K), nous utilisons le noyau quadratique
K(z) = 3(1 — 2%)1jp1(z), la fonction de distribution H(z) = [*_3(1 — 2%)1_15(2)dz
et pour le choix des fenétres hy et h; on utilise la méthode de validation croisée. Prendre en
compte le lissage des courbes X;(t) (Figure 4.2 and 4.9), nous choisissons la semi-métrique d
basée sur les dérivées décrites dans Ferraty et Vieu [25] (voir routines "semimetric.deriv" sur
le site web http ://www.lsp.ups-tlse.fr/staph /npfda) et on prend = d (pour I'estimateur
LL).

Exemple 1
On fixe n = 200 et nous générons la covariable fonctionnelle X (¢) comme suit

Xi(t) = A(2 — cos(mtW)) + (1 — A) cos(ntW) t € [0,1],

ou W ~» U(0,1) et A est une variable aléatoire de Bernoulli de parameétre p = 0.5.
La variable réponse réelle est définie par

Y1 = R(Xy(t)) + &1,

ol X et ¢ sont supposées indépendantes, l'erreur &1 — N(0,0.1) et R(X,(t)) = fol (X1(t))%dt.
De plus, la variable de troncature T a une distribution exponentielle de parameétre A qui
est adapté dans 'ordre d’obtenir différents taux de troncature.

Sous ce modéle, nous calculons 'estimateur KR, qui est un cas particulier de celui de
Ould Said et Lemdani [45], défini par

_ i YiK (W (r, X5)) G (YD)

KR(zx) = S K (hd(x, X,)) GRLU(Ys)

I'estimateur KM donné dans Helal et Ould Said [27]| par

KM(z) = inf{y € R, F,(y|z) > 1/2}
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Time

FIGURE 4.2 — Un échantillon de 100 courbes représentants une réalisation de la variable
aléatoire fonctionnelle X.

ol ﬁn(y\x) est définie dans la relation (3.1) et les estimateurs proposés définis respective-
ment par les relations (2.3) pour ¢(V;) = Y; et (3.12) pour p = 3 en utilisant les données
observées (X;, Yi, T;)1<i<n-

Dans cette simulation, pour illustrer la performance des estimateurs, on procéde comme
suit :

e Etape 1. Nous divisons nos données en deux sous ensembles :

- (X5, Yi)1<i<100 : Iéchantillon d’apprentissage utilisé pour construire les estimateurs.

- (X3, Yi)101<i<200 : échantillon de test utilisé pour évaluer la qualité des estimateurs.

e Etape 2. On calcule les estimateurs de chaque fonction en utilisant I’échantillon d’appren-
tissage.

e Etape 3. Pour illustrer la performance des estimateurs, nous représentons les valeurs es-
timées en fonction des vraies valeurs (R(X;)) pour tout ¢ (101 < j <200) (un dans chaque
graphe), ceci est représenté dans Figures 4.3- 4.8

e Etape 4. Plus précisément, pour comparer les deux méthodes pour les deux fonctions,
nous calculons 'erreur en moyenne quadratique, de chaque fonction, donnée par

1 200
MSE(LLE) := w5 >~ (LLE(X;) = R(X;))’
00 j=101
et
1 200 )
MSE(KE) = 1o > (KE(X;) - R(X;))*.
j=101

Les résultats obtenus sont résumés dans le Tableau 4.1 .
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Local Linear: MSE=0.0145 Kernel: MSE=0.0223

FIGURE 4.3 — TR=0%, Données complétes, Régression

Local Linear: MSE=0.0192 Kernel: MSE=0.053

FIGURE 4.4 — TR=56%, Régression
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Local Linear: MSE=0.031 Kernel: MSE=0.0784

FIGURE 4.5 — TR=75%, Régression

Local Linear: MSE=0.0162 kernel: MSE=0.0345

FIGURE 4.6 — TR=0%, Données complétes,Médiane
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Local Linear: MSE=0.0399 kernel: MSE=0.0538

L
<
<
o [ ]
™ 4
= (]
0o 1 2 3 4 5
FIGURE 4.7 — TR=56%, Médiane
Local Linear: MSE=0.0521 kernel: MSE=0.0664
L L
T - =
OO
o — (b}
o — C%O [t
(=] [ ]

FIGURE 4.8 — TR=75%, Médiane
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TR—0% | TR=56% | TR=75%
MSE(LLR) | 0.0145 | 0.0192 | 0.031
MSE(KR) | 0.0223 | 0.053 | 0.0784
MSE(LLM) | 0.0162 | 0.0399 | 0.0521
MSE(KM) | 0.0345 | 0.0538 | 0.0664

TABLE 4.1 — Résultats de MSE pour les deux méthodes selon TR.

Nous voyons clairement que 1’estimateur local linéaire fonctionne mieux que I’estimateur
a noyau. De plus, nous notons que la qualité de méthodes a noyau et locale linéaire diminue
chaque fois que le TR augmente.
Pour vérifier plus la qualité des estimateurs proposés, nous comparons les deux méthodes
de maniére différente dans ’exemple suivant
. Example 2
Dans cet exemple, on varie la taille d’échantillon n = 50, 100, 300 et on considére la covariable
fonctionnelle X;(t) générée de la maniére suivante

mo=s-e(o (). 1<

ou W — N(0,1). La variable réponse réelle est définie par
Y1 = R(X1(t)) + €.

ot X; et € sont indépendantes, l'erreur €; < N(0,0.1) et

1 1
R(X:(1) = 1 &P 2— (fl X’(t)dt)2

Pour ce modéle, nous adoptons le mécanisme de troncature sur la base de I’échantillon
(Xi,Y:, Ti)1<i<n o la variable de troncature 77 < N(0,2) qui a pris pour fixer le pourcentage
de troncature.

Pour chaque cas, on divise les données en deux échantillons d’apprentissage et de test,
comme on a fait a 'exemple précédent. Pour illustrer les performances de nos estimateurs
nous évaluons les erreurs MSE(LLE) et MSE(KE) (voir le Tableau 4.2).

n | MSE(LLR) | MSE(KR) [ MSE(LLM) | MSE(KM)
50 | 0.4201 0.5352 0.44 0.54
100 | 0.3787 0.404 0.35 0.43
300 | 0.31 0.39 0.27 0.3

TABLE 4.2 — Comparaison des résultats MES pour les méthodes LLE et KE pour les trois
tailles de (n).

Remarquant dans le tableau 4.2 que ’estimateur local linéaire fonctionne mieux que celui
du noyau pour les différentes valeurs de n. De plus, la qualité des estimateurs s’améliore
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FIGURE 4.9 — Un échantillon de courbes simulées.

avec I'augmentation de la taille de I’échantillon.

Conclusion et commentaires

En conclusion, les deux exemples montrent que nos estimateurs fonctionnent bien et que
comme pour les données complétes, la méthode locale linéaire semble surpasser la méthode
du noyau méme pour les données tronquées.
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Conclusion

Dans cette thése, nous nous sommes intéressés a I’étude des modeéles non paramétriques
dans un but d’estimer la fonction de régression généralisée et le quantile conditionnel. Les
résultats que nous énoncons sont liés aux propriétés asymptotiques des estimateurs locaux
linéaires pour un modéle de troncature. Notre intérét est, dans un premier temps, I’estima-
tion par la méthode locale linéaire de la fonction de régression généralisée. Nous supposons
que I’échantillon que nous étudions est constitué de variables i.i.d. et que la variable d’inté-
rét est soumise a une troncature a gauche tandis que la covariable est fonctionnelle. Nous
établissons, sous des conditions standards dans ce contexte sur les noyaux, les fenétres et
les probabilités des petites boules, les convergences ponctuelle et uniforme presque stires
avec vitesse de notre estimateur. Sous les méme conditions, un estimateur de la fonction
quantile conditionnel a été proposé ainsi que ses propriétés asymptotiques ont été établies.
La méthode locale linéaire, exploitée dans ces études, non seulement généralise celui de
noyau, mais elle posséde également des propriétés de biais supérieures. Cette préférence a
été vérifiée dans plusieurs réalisations pour des données complétes et données censurées. Ce
travail a met en évidence les mémes performances pour des données tronquées a gauche a
travers des études de simulations.
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Perspectives

Les résultats obtenus ont ouvert le chemin a des perspectives trés intéressantes. On

mentionne quelques unes :

— La premiére orientation permet d’établir la convergence presque siire des deux estima-
teurs précédents dans un cadre plus général (mélange fort) qui inclut la modélisation
de séries chronologiques comme cas particulier.

— La normalité asymptotique des estimateurs proposés dans les deux cas (données indé-
pendantes et dépendantes) constituent un autre théme qui peut étre traité.

— Un autre axe de recherche auquel je m’intéresse et dans lequel je souhaiterais m’investir
a I’avenir, est d’étudier le comportement de I’estimation des deux fonctions lorsque la
dépendance des données est décrite par une copule.
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Annexe

AFin d’aider le lecteur & mieux comprendre le fond mathématique complet, nous allons
présenter briévement quelques outils probabilistes utilisés dans la thése.

Les convergences presque compléte et presque stire

Dans I'étude des propriétés asymptotiques des estimateurs proposés, nous nous sommes
appuyées sur le concept des convergences presque complétes et convergence siires et comme
le lecteur peut voir a travers les preuves présentées dans la thése, la convergence presque
compléte est en certain sens plus facile & énoncer et appliquer que la convergence presque
stire. De plus, on voir ultérieurement que ce mode de convergence implique la convergence
presque stre.

Définition 2 Soit (W, )nen une suite de variables aléatoires réelles (v.a.r.). On dit que
(Wy)nen converge presque complétement vers une v.a.r. W, et on note W,, —P<> W si et
seulement st,

Ve >0, P(IW, = W|>e) < .
n=0
En outre, soit (v,)nen une suite de nombres réels positifs tend vers zéro; on dit que le taux

de la convergence presque compléte de (W, )nen @ W est d’ordre (v,) et on note W,, — W =
Op.co.(Un), si et seulement si

Jeo > 0, ) P(|W, — W| > €uy) < oc.

n=0

Définition 3 On dit qu’une suite de v.a.r (Wy,)nen converge P presque sirement vers une
v.a.r W, et on note W,, —FPs W | si et seulement si

P( lim W, =W)=1.

n<——0o0

Le tauz de la convergence presque sire d’une suite de v.a.r. est défini par la condition

W, =W =0,,(v,) & PW,—W=0,,(vy,)) =1
& P(EC < 00, 3In,Ym > n, |W,, — W| < Cuv,,) =1
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Proposition 1 S lim,, ..o W,, =W, p.co alors lim, .o W, =W, p.s.

Preuve 1 Sans perte de généralité, On montre le résultat pour X = 0.
Pour tout € > 0, on ay .~ P(|W,| > €) < co. D’apres le lemme de Borel Cantelli, on aura

P(lim,e o0 {|Wy| > €}) =0,
qui peut étre réécrit comme P(Ac) =1 o
A = {3In,Vm > n, |X,,| <€}

Notons que la suite (A.)e est une suite d’événements incorporés, et donc la propriété Ve >
0,P(A.) = 1 implique directement la convergence presque sire, c’est a dire

P(Ve > 0,3n,Ym > n, | X,,| <€) = 1.
Proposition 2 Supposons que W,, = W = O, 0. (vy,) alors on a Wy, = W = O, (vy,)

Preuve 2 Sans perte de généralité, On montre le résultat pour X = 0.
Comme précédemment le lemme de Borell Cantelli nous permet d’avoir

P(limy oo {|Wa| > €ovn}) = 0.
Cela peut étre également écrit comme
Jeg, P(In, Vm > n, |Wy,| > eovy,) = 1.
Il vient directement que W, = O, s (vy,)

Proposition 3 Soient I, et |, deuzx nombres réels déterministes et soit (u,)nen une suite
de nombres réels tend vers zéro.

1) Silimy_yoo Xy =1y, p.co. et lim,_,1 Y, =1, p.co., on a

a) limyyoo(Xn +Y,) =1, + 1, p.co.,

b) limy—i00( Xy X Yy) =1 X 1, p.co.,

c) limn_>+OOYLn = i p.co. tant que l, # 0.

2) Si Xy, — Uy = Opeo.(Uy) et Y, — 1y = Opeo.(Uy), on a

a) (X +Y5) = (la +1y) = Op.co.(Un),

b) (Xn xYy) — o X1y = 0,0 (Un)

C) YL,L - i = Op.co.(Un) tant que ly 75 0.

Proposition 4 Soit (W,,)nen une suite de variables aléatoires et soit g une fonction conti-
nue.
Si

W, —5P= W

alors
g(Wy) —5P g(W)
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Les inégalités exponentielles de Type Bernstein pour des
v.a.r. indépendantes

La notion de la convergence presque complétes est liée principalement sur des inéga-
lités exponentielles pour les sommes de variables aléatoires. Ces inégalités difféerent selon
les différentes hypothéses vérifiées par les variables aléatoires. Nous nous concentrons ici
sur la soi-disant inégalité de Bernstein. Ce choix a été fait parce que la forme de l'inéga-
lité de Bernstein est la plus simple pour les développements théoriques sur les statistiques
fonctionnelles.

Proposition 5 (cf corollaire A.8 dans Ferraty et Vieu [25])
Soit (Zy)nez une suite de variables aléatoires indépendantes et centrées.
i) Si¥m >2,3C, > 0; B|Z]"| < Cppa®™ Y, nous avons

- en

i=1
i) Si les variables Z, dépendent de n (i.e. Z; == Z;,,) et si Ym > 2, 3C,, > 0; E|Z7"| <
C’mai(m Yot si u, = n"ta?logn vérifie lim u, =0, nous avons

n—oo

$Y 7= O (V)

Proposition 6 (cf corollaire A.9 dans Ferraty et Vieu [25])
Soit (Zy)nez une suite de variables aléatoires indépendantes et centrées.
i) SiAM < oo |Zi| < M et si EZ? < 02, nous avons

- en

=1
ii) St les variables Z, dépendent de n (i.e. Z; == Z;,) et st AM = M, < oo telle que
Z,| < M, si EZ} < 02, u, = n"'o2logn telle que lim u, = 0 et lim ™ =0, nous
n—oo n—0o0 n
avons

_ZZ Opco \/E)

La semi métrique basée sur les dérivées

Définition 4 d est une semi métrique sur un espace F si elle vérifie les conditions suivantes
1. Vo e F,d(z,z) =0.
2. V(x,y,2) € F x Fx F,d(x,y) <d(z,y) +d(y, 2).

Une semi métrique d peut étre définie comme une métrique mais telle que d(z,y) = 0 #

x=7y.
Un espace semi métrique est le couple (F,d).
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Définition 5 En analyses fonctionnelles, le choiz des fonctions de localisation ((.,.) et
d(.,.) constituent un paramétre important pour 'utilisation pratique de ’approche employée.
Il existe plusieurs fagons de choisir les opérateurs B(.,.) et 6(.,.), mais le choix approprié est
déterminé par rapport a la forme des courbes et dépend de l'objectif de ’étude statistique.
Par exemple, si les données fonctionnelles sont des courbes lisses, on peut essayer d’utiliser
la famille suivante de fonctions de localisation :

) = [ 00 (1) — 20 (1))

5(271,1’2) = \//Ol(l'gq)(t) - l'éq)(t))thv

ot 29 est la dérivée d’ordre (q) de la courbe x et O(t) est est la fonction propre de la
covariance empirique

)

1 > (X — X)XV — X(@)
n
i=1

associée a la q-plus grande valeur propre.

Les noyaux

Définition 6 Une densité K définie sur R est appelée

1. noyau de type 0, si son support est [—1,1] et si pour tout u €]0, 1],

K(u) > 0;

2. noyau de type 1, s’il existe deux constantes réelles
0 <y <y <oo telles que :
Cilpy < K < 1pp1)Cy;

3. noyau de type 2, si son support est [0,1] et si sa dérivée K' existe, est continue sur
[0,1] et vérifie
C(3 < KI < 047

ou C3 et Cy sont deux constantes réelles telles que —oo < C3 < Cy < 0.

X—z
Le fameux Théoreme de Bochner qui permet de traiter le terme EK(hh ), dans le cadre
d(X,z)
fonctionnel le terme % qui le remplace est traité grice au lemme suivant.

Lemme 4.1 1) Si K est un noyau de type 1, alors il existe deux constantes positives C' et

C' telles que
co < bx (M5 < co.m),
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ii) Si K est un noyau de type 2 et si ¢, satisfait
AC" > 0, Jeg, Ve < 60,/ bp(u)du > C"edy(€), (4.1)
0

alors il existe deux constantes réelles non négatives C' et C’, telles qu’on ait pour h suffi-
samment petit

Cou(h) < EK (C“TX)) < C'u(h).

Preuve du Lemme 4.1 i) Par définition d’un noyau de type 1, nous avons
Cilpy < K < Colppy,

ce qui implique que

d(xz, X)
h

Cilpen(X) <K ( ) < Colpen(X).

Le resultat visé s’en déduit par passage a l’espérance en posant C' = Cy et C" = Cs.
ii) Nous pouvons écrire

K(t) = K(0)+ /t K'(u)du,

EK <@> - /OIK(t)dP“’f)(t),

et puisque

nous obtenons

EK (d@;lX")) - /01K(o)dpd(“”h’x)(t)+/01 (/OtK’(u)du)dP‘“T)(t)
- /0 1 K(0)dP“% (1) + /0 1 ( /0 1 K' ()L (t)du) AP (1),

En appliquant le théoreme de Fubini, la relation précédente s’écrit

EK (d(x}’LX)) = K(0) /0 1 dP (1) + /0 1 K'(u) < /O 11[u,1](t)dpd(”2x) (t)) du

— K(0)P(X € B(z, h)) + /01 K'(u)P (u <z X) 1) du

— K(0)6u(h) + /01 K () [p (d<$];X) < 1) _p (d(f”}’LX) < u)} du

= K(0)hu(h) + / K)o () — ()] dus

= K(0)6s(h) + du(W)[K(1) — K(0)] - / K () () du
— K0~ [ K)o, (i
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K(1) # 0, le noyau K est de type 1 (en vertu de lexercice 3.1) pour lequel l'inégalité
recherchée est vérifiée d’apres la partie 1).
Si K(1)=0, on a

ER <d($TX)> - fol K'(u)¢, (hu)du.

Le changement de variable suivant t = hu donne

EK(ﬂﬁ?f):—%A?K(%)@QML

K étant un noyau de type 2, combiné avec la relation (4.1), nous donne pour h < €

B (45250) 2 ~1h C"Cy 6,(h) = Cou(h),

ol

C=-C"Cs.

Comme K est borné et a support dans [0,1], en posant C' = sup,cpK (1), les mémes
arguments utilisés en i) impliquent que

EK(%%Q>gd%my (4.2)
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