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Introduction

Parmi les théories mathématiques orientées vers les applications, les équations dif-
férentielles et atix dérivées partielles linéaires ou non linéaires, ces équations modélisent
la plupart des phénomeénes en Physique, en Mécanique, en Chimie, etc., et jusqu’en
Economie. A titre d’exemple certains fours tunels d’industrie céramique se modélisent
par les équations de la thermique. Dans la Mécanique la vitesse d’un particul s’intprete
par le vecteur gradient.

Le déveleppement de ces sciences nécessite resolution ces équations et souvent numérique-
ment afin d’obtenir des propriétés quantitatives des solutions. La phase de la modélisation
de ces phénomenes passe en partie en meilleure compréhension les propriétés des solutions
et des équations, elle consiste a répresenter la phénomeéne a étudier par des systémes des
équations Mathématiques et & preciser regueresement le cadre fonctionnel oti 'on travail
prenant en compte toutes les donneés connues concernant le phénoméne. L’orsque ces
systémes faite apparaitre un variable d’espace s’appelent systémes distribués.

La notion de la controlabilité a été inventé dans les années 60 par Kalman, Bertram,
et Bellman & propos des systémes linéaires contiennent un variable d’espace de controle,
I’état de systéme depend du variable de cet’ espace et d’un variable caractrisant 1’ espace
géométrique sur lequel le systéme est défini.

Ainsi le probléeme de la controlabilité consiste en la possibitité de joindre deux points
de I'espace d’état, il s’agit de transformer 1’état d’un systéme en un temps fini d’un état
initial vers un état désiré choisi a priori. Dans le cas ou la dimension de 1’ espace d’ etat
est infini I’ etude est plus compliqué et la notion de la controlabilité peut définir a divers
dégrés.

L’objectif de ce travail est étudier une extention de la controélabilité, c’est la controla-
bilité régionale du rotationnel de certains classes des systémes paraboliques ot 'opérateur
du rotationnel est pris dans le cas scalaire, il consiste de trouver un contréle améne le
systéme d’un état initial vers un état d’un rotationnel désiré sur une partie interne du

domaine géométrique sur lequel est défini le systéme. Nous nous interessons aussi par le
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controle & energie minimale assurant le transfert régional du rotationnel.

Signalons que I’etude est motivé de nombreuses questions d’ordre par exemple Physique,
en particulier Mécanique des fluid dont le rotationnel joue un réle fondamental.

Ce travail est organisé comme suite

Le premier chapitre contient des rappels fondamentaux sur les problémes d’évolution,
semi-groupes, et problémes d’optimisation. Ce sont les outils principaux du sujet.

Le dexiéme chapitre est consacré a la controlabilité, nous allons donner, a divers de-
grés, les notions de la contrélabilité, et la controlabilité régionale, celle d’ actionneurs
et d’ actionneurs stratigiques. Nous énoncons des caractrisations pour les systémes con-
trolables, et on traite la relation qui existe entre la stricture des actionneurs et la con-
trolabilité régionale.

Dans le troisieme chapitre nous introduisons le concept de la controélabilité du rota-
tionnel d’un systéme parabolique. On va examiner les notions de la controlabilité régionale
du rotationnel, ainsi que leurs caractrisations. Noun montrons ensuite le lien qui existe
entre la controlabilité régionale du rotationnel et la structeur des actionneurs excitent le
systéme. Et en fin nous déterminerons le contréle optimal qui assure le transfert régional.

Les resultats obtenus sont illustrés par des nombreuses exemples.



Chapitre 1

Quelques rappels

Nous présentons briévement, dans ce chapitre, les notions liées atix équations d’évo-
lution paraboliques, les semi-groupes d’opérateurs, celle de fonctions s.c.i., convexes et
naturellement des résultats d’existence et d’unicité de solution pour les problémes d’évo-
lution, et d’optimisation.Au dernier paragraphe de deuxiéme section de cette partie, on
donnera le lien qui existe entre des systémes d’évolution et les semi-groupes, ainsi a I’aide

de ce dernier nous exprimons la solution de ce type de ces systémes.

1.1 Problémes d’évolution parabolique :

Dans cette section, nous précisons la notion d’équation parabolique et nous donnons
un résultat général d’analyse fonctionnelle qui joue un réle fondamental pour les équations

paraboliques.

1.1.1 Espace W (0,7) :

Soient V' et H deux espaces de Hilbert réels séparables tels que V' C H et que
I'injection de V dans H soit continue et dense.Vest le dual de V , et le dual de H est
identifi¢ a H. On a donc V — H — V.



On définit tout d’abord 1'espace L? (0, T; V') des fonctions :

tel0o, T[CR— f(t) eV.
mésurable et telles que :
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-L?(0,T; V) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

T
Vf,g€ L*(0,T;V) (f,9)r20.15v) = / t))vdt
0

On définit de meéme L2 (0,73 V) et si f € L*(0,7;V) on désigne par %f la, dérivée
de f dans l'espace D (]0,T[;V).

Définition 1.1 :

On définit 'espace W (0,T") par :

W(O’T>:{f 0.T[ — Vi f € L*(0,T; V),%GLQ(O,T;V)}

muni de la norme :

1
2
| f llwomr= <|| Fl2e0ma) + H H2 > ;

L2 (O,T;V)
W (0,T) est un espace de Hilbert.
On désigne par : C° ([0, T]; H) I'espace des fonctions continues de [0, 7] vers H , muni
de la norme :
If llco=sup || f(t) [l -
0<t<T
Le lemme suivant affirme que pour tout f € W (0,7, les quantités f (0) et f (T

ont un sens dans H.



Lemme 1.1

Toute fonction f de W (0,T) est p.p. en [0, 7] égale & une fonction continue de [0, 7]
dans H. De plus, I'injection : W (0,T) C C°([0,T]; H) est continue.

La formule d’intégration par partie dans W (0,7") est donnée par :

Lemmel.2 :

Pour tout : f,g € W (0,T) on a :

YN

(g0t + ({0, 5 O)de = (7 (). (D = (£ 0), 9 O}

T
/¢
0

Pour la demonstration du lemmel.1 et lemmel.2 (cf. Lions-Magenes[13] )

1.1.2 Equations d’évolution :

Soit W (0,T) ,et on se donne pour presque tout ¢ € [0, 7] une forme bilinéaire

a(t;,): VxV—R

vérifiante les propriétés :
P1) la fonction t — a (t;u,v) est mésurable Yu,v € V.
P2) |a(t;u,v)| <M | ulv]vlv p.pt€|0,T],Vu,v e V.
P3) | a(t;u,u)l = allwlf =y | ull ppt€[0,T] VueV.
Ot «)0,M,~ sont des constantes.
Pour f € L? (O, T; \/) et up € H, nous considérons le probléme suivant :

trouver v € W (0,T') tel que

(2 (1), v) +a(t;ul(t),v) = (f(t),v) pptel0,T] YweV m



Remarque :
La condition initiale u (0) = ug a bien un sens d’aprés le lemmel.1

Définitionl.2 :

Nous convenons d’appeler équation parabolique, les équations du type (1.1) ou la
forme bilinéaire a (t; -, -) satisfait les conditions(P1) a (P3).

Théoréme 1.1 (J.L.lions) :

Si les conditions (P1) a (P3) sont vérifiées, le probleme (1.1) admet une solution
unique dans W (0,7) .

De plus I'application bilinéaire

L?(0,T;V) x H— W (0,T)
(f,uo) — u ( solution du (1.1) )

est continue.

Pour la demonstration ( cf. J.L. Lions[11] )

Remarque :

I1 est possible de ramener la condition (p3) & une condition de coercivité pure, i.e., v =
0. En effet posons

a(t;¢,v) =a(t;d,v) + (o, v)m.

Il est claire que a satisfait les deux conditions (pl) et (p2) et que cette forme bilinéaire
est V-coercive : a(t;¢,¢) > a || ¢ || . De plus, en posant ¢ = &''u et g = &’ f, le
probléme (1.1) s’écrit de fagon équivalente.

trouver ¢ € W (0,7) tel que :

(42 (t),v) +a(t;o(t),v) = {(g(t),v) pptel0,T] YveV

‘ (1.2)
¢ 0) = Uo
Exemple :
Q ouvert régulier de R" ,Q =Q x [0, 7[ , V=H}(Q) et H=L?(Q)
Soient : @ , a; , a9 € L*(Q) vérifiants.



Zaij(x,t)§i§j2a|§|2 p.p.(z,t) € Q2 x]0,T], VE€R" | «)0.

On considere la forme bilinéaire a (¢; -, -) définie sur H} (Q) par :

ou 0 0
a(t;u,v) = Z/aij (x,1) 8—Za—;}]dm + Z/ai (z,1) 8—;vdx + /ao (z,t) uvdz
Ll oQ ta

Q

Il est facile de montrer que la forme bilineaire a (¢;-,-) vérifie les conditions (pl) a
(p3) du théorémel.1, ainsi on a pour tout f € L? (0,7 Hy' (Q)) et ug € L (Q) il existe

une solution faible unique du probléme :

9 (z,t) — > 8%1- (aij (x,t) g—; (m,t)) +
i.j

Zi:ai (x,1) g—; (x,t) +ao (v, t)u(x,t) = f(x,t) sur Q

(1.3)
u(&t)=0 sur Y.
[ u(2,0) =g (z) sur )
telle que :

ue L*(0,T; Hy (Q)NCO([0,T]; L* () et %€ L*(0,T;H'(Q)).

1.2 Semi-groupe

Soit X un espace de Banach, (S ()),5, une famille d’operateurs bornés définis de X
vers lui méme.

Definition 2.1

On dit que (S (t)),>qest un semi groupe fortement continu si :

i) S(0) =1

it) S(t+s)=S5(t)S(s) Vt,s>0.

wi) lim |S(t)y -y =0 VyeX.



L’opérateur A défini par : Ay = lim % sur D (A) avec

t—0t

t—0t

D(A) = {y € X | lim % existe}

est le générateur infinitésimal de S (), et 'on a

1) D (A) est dense dans X et A est fermé

2) Il existe w > 0, M > 1 tels que ||S ()| < Me** Vt >0

) VyeDA)Vt>0 S(t)yeD(A)etlona AS(t)y=S(t)Ay

HVye X V>0 ftS(s)yds €D(A)etl'ona A (jS(s)yds) =St)y—y

Le théoréme suivant gst une caractrisation d’opérateurg qui sont des générateurs d’un
semi-groupe fortement continu.

Théoreme 2.1 (Hille-Yosida)

Un opérateur A de domaine D (A) dans X , génére un semi-groupe fortement continu
si et seulement si :

i) D (A) est dense dans X et A est fermé.

i1) Jw >0 3IM > 1 tels que YA  Re(A\))a, A € p(A) et 'on ait

or -7 < = F=12,.

A—w)”
Pour la demonstration (cf. A. Pazy[14] )
L’adjoint A* de A engendre le semi-groupe (S* (t)),>, adjoint de (S (t)),5, qui est

également fortement continu sur le dual X* de X .
Si X est un espace de Hilbert et A admet un systéme orthonormé complet de fonctions
propres <g0nj> associées aux valeurs propres (\,) , A, étant de multiplicité r,,,alors le semi

semi-groupe (5 (t)),5, engendré par A s’exprime par :

WeX  SMty=) ) {ven)e,

Cas particulier :
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Reprenons de nouveau le cas du théoréme 1.1, mais avec
a(t;u,v) = a(u,v) indépendant de ¢ .

Prenons d’ abort f = 0 dans (1.1) ,alors le systéme (1.1) se réduit a

(%(t),v)-l—a(u(t),v):O
u (0) = yo Yo € H

qui admet une solution unique dans W (0,7"), T quelconque dans |0, +o0].
D’aprés le théoréeme 1.1, et lemmel.1, on définit ainsi une application lineaire :
yo — u (t), de H — H qui est continue.

Pour tout ¢t > 0,on pose S (t)yo =u(t), S(t)e€ L(H;H)etl'ona:

i)S(0) =1

i1)S (t+s) =S (t)S(s) Vt, s > 0.

wi) lim [ () yo —golly  Vyo € H.

Donc (S (t)),»( est un semi-groupe fortement continu sur H.

Remarque :

la solution générale de (1.1) peut se présenter sous la forme

U(t):S(t)yo+/S(t—s)f(s)ds.

1.3 Probléme d’optimisation

1.3.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 3.1
Soit U un espace topologique et soit J : U — R. on dit que J est semi-continue
inférieurement (S.C.I) si

Vu € U Ve)0 il éxiste voisinage V' de u tel que

J(u)—e<J(w) YoeV

11



Proposition 3.1

Si U est un espace métrique, alors on a I’équivalence entre

1) J est S.C.I

2) VA e R {J < A} est fermé dans U.

3) pour toute suite u,, LU dans U on a J (u) < 1717213.1(}“ J (uy,) .
Définition 3.2

Soit U un espace vectoriel et soit J : U — R. J est dite convexe si
Vu,v e Uyu#vVte|0,1lona J(tu+ (1—t)v) <tJ(u)+(1—1t)J(v).
Si cet inégalité est stricte, on dit que J est strictement convexe.

Proposition 3.2

Si J est convexe alors VA € R {J < A} est convexe.
Dans ce qui est suite, on suppose que U est un espace de Hilbert et J une application
de U vers R . Nous nous interessons au probléme suivant :

Trouver u* € U,y tel que

J(u*) = min J (u) (1.5)

Uad
ou U,y est un sous-ensemble fermé, convexe et non vide de U.
Théoréme 3.1
Sous les hypotheses :
i) J est s.c..
ii) J est convexe
iii) Hul‘igooj(u) =400 ie. J coercive,
il éxiste u* € U,y vérifiant (1.5). De plus, si J est strictement convexe u*est unique.
Preuve
Pour tout u € U,q, on pose K,, = Ug N{J < J(u)}.
Ona Yue U,y ue K, alors Yu e U,y K, # ¢.

Puisque J est s.c.i (Resp. convexe, coercive) donc {J < J (u)} est fermé (Resp. con-

vexe, borné), et par conséquent K, est fermé, convexe et borné.
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Donc K, compact pour la topologie faible.

Soit u; € U,q avec i € I fini et soit iy € I tel que J (uy,) = miln J (u;) .
1€

Alors on a

lQIKuq - Kuz-o # ¢

on en déduit que N K, # ¢. 1l éxiste donc u* € K, Vu € Uyy.

u€Uyq
Ainsi on a u* solution de (1.5).

Supposons que J est strictement convexe et soit v* une autre solution de (1.5)

vt €10,1] tu*+ (1 —t)v* €Uy etona

Tt + (1=t < tJ @)+ (1—1)J ()

= a7

ce qui est absurde et donc u* est unique .

1.3.2 Inégalités variationnelles

Théoréme 3.2
Supposons que les conditions du théoréme 3.1 sont vérifiés et de plus J est différen-

tiable, alors la solution u* de (1.5) est caractrisée par
J (W) (u—u*)>0 Vu € Uy (1.6)

J (u)(u—u*)>0 Vu € Uyqg (1.7)

Preuve
Soit u* solution de (1.5) et u € Uyq
On a
Jtu+(1—t)u")—J(u")>0

13



Alors
J(u* 4t (u—u*)) —J(u*)
t

>0 vVt €10,1]

quand ¢ — 0" on obtient

J (u) (u—u*) >0

D’ou u* est une solution de (1.6).

On a aussi
J(tu+(1—=t)u*) < tJ(W)+(1—-1t)J(u)
< J(u)
donc
Jtu+(1—t)u*)—J(u) <0
alors

J(u+t(u* —u))—J(u)
; <

Quand ¢ — 0% on obtient

J (u) (u* —u) <0

D’ou w* est une solution de (1.7).

Soient u,v € U, on a

Ju+tv—u) = Jtv+(1—-1t)u)
< tJ(v)+ (1 —1t)J(u)
alors

J(u+t(v—u))—J(u)
t

< J(v) = J(u)

passant & la limite lorsque ¢ — 0% on obtient

14



J (u)(v—u) <J@W)—J(@u) YuvelU

Si u* solution de (1.6) on a alors

0<J () (u—u*)<J(u)—J(u") Vu € Ugg

d’ou

J(u*) < J(u) Vu € Ugq

De méme si u* est une solution de (1.7) u* est une solution de (1.5).

Cas particulier

IT(-,-) une forme bilineaire continue et coercive sur U . on pose
1
J(u) = 37 (u,u)

Dans ce cas on a

J' (u) (v) = 7 (u, v)

et u* est caractérisé par
m(u,u—u*) >0 Vu € Ugg (1.8)

7 (u,u—u*) >0 Yu € Uy (1.9)
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Chapitre 2

Controélabilité et controlabilité

régionale

2.1 Systémes considérés

Soit € un ouvert borné de R™ (n = 1,2, 3. pour les applications) de frontiére I réguliére,
et soit T" > 0. Considérons le systéme donné de fagon formelle par

y (t) = Ay (t) + Bu (t) 0<t<T 2.1)

ot A génere un semi-groupe fortement continu (S (t)),, sur Pespace d’etat X = L* (1),
B € L(U,X) avec U est un espace de Hilbert séparable (espace de controle) et u €
L*(0,T;U).
L’opérateur A fournit la dynamique du systéme tandis que l'opérateur B nous ren-
seigne sur la nature des actionneurs qui excitent le systéme ainsi que sur leur localisation.
Si A est auto-adjoint a résolvante compacte alors le systéme (2.1) admet une solution

faible unique sera notée y, (t) continue sur [0, 7] et donnée par :

yu(t)ZS(t)yo-l—/o S (t — s) Bu(s)ds.
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Le probléme de la controlabilité consiste & trouver un controle u € L? (0,T; U) permet

de transférer Ietat initial ° vers un état désiré choisi a priori.

2.2 Controlabilité exacte, faible et élargie

Définition 2.1

Le systéme (2.1) est dit exactement controlable dans X sur [0, 77 si
vyl e X Jue L*(0,T;U) tel que  y, (T) =y*

Proposition 2.1

Le systéme (2.1) est exactement controlable dans X sur [0, 7] si et seulement si
Sy e R tel que [y [y < 71B°S* ()l srany VY € X° (2.2

Pour montrer cette proposition on utilise

Lemme 2.1

Soient V, W, Z des éspaces de Banach réflixifs, et ' € L(V,Z),G € L(W,Z) alors
on a l’equivalence entre

) ImF CImG

2) 3y =0 tel que ||F*z*|

ve KNG 2|y V2F e Z7

Preuve de la proposition 2.1

Onprend F = Idyx , G € L(L*(0,T;U),X) défini par Gu = fOTS(s) Bu (s)ds.
On a alors F* = Idx« et G*'y* = B*S* (-)y* VYy* € X*.

On suppose que le systéme (2.1) exactement controlable, et soit y € Im F' = X.

Pour y¢ = S(T)y° +y il existe v € L?(0,T;U) tel que y, (T') = y¢.Alors

/0 S(s)Bv(T —s)ds =y

17



Pour u (s) = v (T — s) on a Gu = y. Donc Im F' C Im G, d’aprés le lemme précédent
nous avons la relation (2.2).
Inversement, on suppose que (2.2) est vérifiée, alors d’aprés le lemme 2.1 Im F' = X C

Im G. Par conséquent on a controlabilité exacte.

Pour les systéemes distribués la notion d’exacte controlabilité n’est pas adaptée et reste
trés peu réalisable méme si I'action exercée sur tout le domaine €2, C’est pourquoi nous
somme conduits a définir la notion de faible controlabilité.

Définition 2.2

Le systéme (2.1) est dit faiblement controlable dans X sur [0, 7] si

Vyle X Ve=0 Fuec L?(0,T;U) tel que Hyu(T)— <e.

d
vl
Soit 'opérateur H défini par

H:L*(0,T;U) — X
T
u — Hu:/ S (T — s) Bu(s)ds.
0

On a donc : ¥, (T) =S (T)y° + Hu
Proposition 2.2

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) Le systéme (2.1) est faiblement controlable.
2) 1 ( ) =X.
3) ker H* =ker HH* = {0}
4) (B*S*(s)y" =0 Vs €[0,T]) = (y* = 0)
) Si

5) Si le semi-groupe (S (t)) est analytique on a

U Im(A"S(s)B) =X Vse€]0,T]

neN

Preuve
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On a

1) & W'eX Ve=0 JuelLl?(0,T;U) tel que HS(T)ZJO-FHU—yd”)gﬁg

& Wyl'eX Ve-0 Juel?(0,T;U) telque |Hu— (y'—S(T)y")| <e

(P

& Im(H)=X-S(T)y"=X

Donc (1) < (2)
(2) = (3) : Supposons (2) et soit y* € X* tel que H*y* = 0, on a alors

<y*7HU>X*><X =0 Vu € L2 (OaT; U)

Cela implique que

y e (m)iw

Donc y* = 0, et puisque ker H H* = ker H* soit on a ker H* = ker HH* = {0} .
(3) = (4) : Il est facile de voir que H*y* = B*S* (T — ) y* Vy* € X*

Si B*S* (s)y* =0 Vs € [0,T] alors B*S* (T — s)y* =0 Vs €[0,T]

donc H*y* =0 comme ker H* = {0} on a y* = 0.

(4) = (5) : On suppose qu’il existe sy € |0, T tel que

L>JOA"S (so) BU # X
Donc
Jy* € X* tel que (y*, A"S (s0) Bu) .y x =0 Yu € U, et que y* #0

Alors
dn

Zor W78 (50) Bu) xurx =0 Vu €U,

Puisque le semi-groupe est analytique (y*, S (s) Bu) =0 Yu € U, pour s voisin de s
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et par suite pour s € [0, 7], alors (B*S* (s)y*,u) =0 Yu e U Vs € [0,T]
D’ou B*S* (s) y* = 0, cela implique que y* = 0, ce qui est absurde avec y* # 0 .
5) = 2).
Suppoions que Im H # X , alors Jy* # 0 tel que

(y*,/S(T—s)BwX*XX:O VueU
0
Alors :
(Y, S (s) Bu)xenxy = 0 Vs € 10,7 YueU
= j—( S()Bu)X*XX 0 VneN  Vsel0,T] YueU
:>< > =0 VneN Vsel0,T] YueU
X*xX
= (y" (s)Bu) =0 VneN Vs € 10,7 VueU
L
— e(UImAnS(s)B> Vs €10, 7]

D’ou : UIm AnS (s)B) # X , ce qui est absurde avec 5).

Remarque :

Pour les systémes localisés les concepts d’exacte et faible controlabilité, sont iden-
tiques.

Soit : G C X un ensemble non vide convexe et fermé .

Définition 2.3 :

On dit que le systéme (2.1) est exactement élargie controlable dans G sur [0,7]] ,si :
Ju e L*(0,T;U) tel que y, (T) € G
et on a controlabilité faible élargie dans G sur [0, 7] si :

V)0 Fue(0,TiU) el telsaue |y, (T) —yly <e
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2.3 Notion de ’actionneur

Les actionneurs peuvent étre de nature, de forme, de conceptions divers, ces divers
types d’actionneurs peuvent étre localisés a l'intérieur du domaine €2 ou sur sa frontiére
I.

Définition 3.1

Soit D une partie non vide, fermée de 2 et g € L? (D), on appelle actionneur zone le
couple (D, g) ou

1- D represente le support de 'actionneur.

2- g represente la reparation spatiale.

Pour I'actionneur ponctuel ou frontiére la définition reste la méme.

Nous parlerons : actionneur zone frontiere (I'g, g) ou I'g € T et g € L? (Ty)

actionneur ponctuel (b, S,) ou b € Qoub eI

Définition 3.2

On dit que (D, g) ou (b, Sy) est stratégique si le systéme qu’il excite est faiblement
controlable.

Dans le cas de plusieurs actionneurs (D;, gi),<;<,, ou (b, Sp,),<;<, on dira que la suite

des actionneurs est stratégique si le systéme qu’ils excitent est faiblement controlable.

2.4 Controlabilité régionale

Soient w un sous-domaine de 2 non vide et y¢ € L? (w).
Le probléeme de la contrélabilité régionle consiste a savoir s’il on peut trouver un
controle u € L? (0, T; U) permetant d’amener le systéme (2.1) de y° & y¢ sur la région w

. L’etat residuel sur €2\ w est sans importance.

2.4.1 Définitions et propriétés

Définition 4.1

21



Le systéme (2.1) est dit exactement (Resp. faiblement ) régionalement controlable sur

w si pour tout y¢ € L? (w), (Ve)0) il existe un controle u tel que

Yu (T) = yg sur w (Hyu (D)l = Yall 2y = 5)

ou y, (T')|,, désigne la restriction de v, (7') sur w.

le systéme sera aussi dit w-exactement (faiblement ) controlable.

Remarques

- les définitions ci-dessus signifient que 'on ne s’intéresse qu’a 'etat atteint sur la
région w

- Le controle u dépend de la variable de temps et la région w.

- Pour 'etude de la controlabilité régionale exacte et faible, sans perte de généralité
on peut supposer que 3° = 0.

Soit x,, : L? () — L* (w) définie par x,y = |, -

L’adjoint de y, est x* : L? (w) — L*(Q).

y () rEW
0 r € Nw

Proposition 4.1

1- le systéme (2.1) est w-exactement (Resp. faiblement ) controlable si et seulement
s

Im x,,H = L? (w) (Resp. Im x,H = L* (w))

Preuve : evident

Proposition 4.2

1-Le systeéme (2.1) est w-exactement controlable si et seulement si :

kerx, +Im H = L* () (2.3)
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2-Le systéme (2.1) est w-faiblement controlable si et seulement si :

ker x,, +Im H = L* () (2.4)

Preuve :

1-On suppose que (2.1) est w-exactement controlable.Soit iy € L? (Q), alors il existe :

y2 € Im H tel que x,y2 = x,¥.Sil'on pose : y1 =y — o on a: ¥y € kerx,,.

Puisque : y = y; + y2 avec y; € kerx,, et y» € InH  pour tout y € L? (), on en
résulte (2.3).

Inversement. Soit y? € L? (w), il existe y; € ker x,, et y» € Im H  tels que : y; +yo =
Xoy®.

Alors : yy2 = y?, d’ott le systéme (2.1) est w-exactement controlable.

2- on suppose que (2.1) est w-faiblement controlable . Soit y € L? (Q) , y peut s’écrire
sous la forme y; + y» avec y; € ker x,, et y2 € ker x\,,-

On a encore : Ve)0 il existe v € L?(0,7T;U) tel que :

2 — XwHuHL2(Q) <¢€

il vient :

ly2 — Hull 2,y < €

c’est a dire que y, € Im H

Inversement. Soit y? € L? (w) , il existe y; € kerx,, et > € Im H tels que y; + yo =
X5y

Alors Yo, = y?, donc y? € Tmy H , d’ot le systéme (2.1) est w-faiblement con-
trolable.

Remarque :

on peut trouver des systemes qui sont régionalement controlables mais qui ne sont

pas contrdlable sur tout le domaine, ceci est illustré par le contre-exemple suivant :
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Contre-exemple

Soit le systéme décrit par I’équation parabolique :

W2, t) = 25 (2,t) + Xy (t) sur  0,1[ % ]0,1]

y(z,0)=0 sur 10, 1] (2.5)

y(0,t) =y (1,t) =0 sur 10,7
ou(b—a)eQ

Corollaire 4.1

Le systéme (2.5) n’est pas controlable sur |0, 1[ mais il peut étre controlable sur une
région [«, ] pour a, § convenablement choisis .

Preuve :

Dans le systéme (2.5), A = aa_; , Bu = xq,4u.

L’opérateur A génére un semi-groupe (S (t)),, fortement continu sur L (0, 1), S (t) y

s’écrit sous la forme .

St)y = Z e/\it@, ©i)2(0,1) P

i=1
ol \; = —i?mw? et ©, = /2sin (iwz) sont les valeurs propres et les vecteurs propres
1 7
associés a l'opérateur A

Aprés les calculs on obtient :

b
(Hy) (1) = 3 M0y, ) 2o / o
=1

a

Pour y=¢; , j€N* ona
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(H*g;) (t) = eAf(Tt)/ﬂsin (jrx) dx

' 5 : ——
_32”2(T_t),£2 ain I7 (b+a) sin I7 (b—a)
s 2 2

= €

Alors
H*gpj:()«:)j(b—a) € 2N*,

D’ou
ker H* = m
ouJ={j|jb—a)=2n,neN}.
Comme J # ¢ alors ker H* # {0}, et donc le systéme (2.5) n’est pas faiblement
controlable.
On choisit w = [, 5] C 0, 1] telle que 5 = a + (b — a)
Dans ce cas on a

B
/(p?(x)dxzﬁ—oz Vield

et
B
/goj(x)wi(ac)dx:() Vi,j € J tels quei # j

Pour jo € J, ¢;, € ker H*, et par conséquent ¢; n’est pas atteignable sur 10, 1[, mais

sur la région w cet etat est atteignable vérifiant donc x,,¢;, ¢ ker H*x,. Si non

00 b
HXG (i) = DT 050, 00) 1o / o (2) dz
k=1 @

[es) b
= Z eAk(T_') <90j07 (’0]‘7>L2(w) / Pk (ZL’) dx

ke
=0

ou encore <<ij, <pk>L2(w) =0 Vk¢.J
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Pour kg ¢ J tel que ko (b—a) =2n+1, on a

(P01 90k>L2(w) = 0 & ko tang (jora) = jo tang (komav)

ce n'est pas vrai en général ( par exemple @ = 3, b—a = 3, jo =4, ko = 6 ). Par
conséquent ¢, est régionalement controlable sur [, 3] .

Dans la suite on suppose que A admet un systéme complet de fonctions propres (y;) i>1
associées aux valeurs propres (\;) i>1» Supposées simples. Le semi-groupe engendré par A

est donné par :

Sty=>_ M,y ¢

i>1

La solution de systéme (2.1) avec y° = 0 est donnée par
t
Y (1) = / S(T —s)Bu(s)ds
0

t
-y / M) (o Bu(s)) dsg,
=1 0

Onpose [ ={i>1]| B*p,=0}et J= I
Proposition 4.3

Le systeéme (2.1) est faiblement controlable ssi I = ¢.
Preuve

Dans le premier temps on peut montrer facilement que
Hy = Z =) (v, %)m(g) By,
i=1

Ainsi on a

H*(Pz _ e/\i(Tf)B*gOi
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Donc

H*p, =0 B, =0

Si le systeme (2.1) est faiblement controlable H*p, #0 Vi € N*, donc
B*o;, #0 Vi , clest adire [ = ¢.

Inversement.Si I = ¢., on a

Hy=0 < (y,0)p@Bw=0 Viz1
& (U, 01)20) =0 Vi1

& y=20

D’ou le systeme (2.1) est faiblement controlable.

En ce qui concerne la controlabilité régionale nous avons le résultat.

Théoréme 4.1

On suppose que (2.1) est non controlable (I # ¢) , il y’a équivalence entre :

1) le systéme (2.1) est faiblement contrélable sur w.

2) la famille {x,¢; }jGJ est totale dans L? (w) .

3) Siy € L*(Q) vérifiante /y (z) @ (x)dr =0 VjiedJ alors y=0 p.psur

w

4)8120%01-:0 sur Nw = «; =0 Viel

iel
Preuve :
1)=2)
. . 7J_
Soit : y € L? (Q) vérifiant x,y € {x.¢; }J.GJ
Ona:
HE (o) = Y NI Oy @) Bror+ eI (xuy, v;) Bo; =0

il Jj€J
Comme le systéme (2.1) est w— faiblement controlable x vy = 0.
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On en déduit {x,,; }jeJ est totale dans L? (w) .
2)—=1).
Soit : y € L*(Q) vérifiant H*x* (x,y) =0 , alors on a

> T (s xups) BYo; =0
jeJ

D’ou :
(Xw¥s Xup;) =0 VjeJ

{Xwgpj }je , est totale dans L* (w) donc x,y = 0 . Par conséquent le systéme (1) est

w-faiblement controlable .

2)=3)
Soit : y € L*() tel que /y(x) @;(r)dr = 0 Vj € J ca signifie que
(Xl Xo5) 20y = 0 vjelJ

Puisque :{Xwgoj }jeJ est totale dans L? (w),x,y=0,i-e-y =0 p-p-sur w.
3)=2)

Soit : y € L* () tel que (x,y, x,¢;) =0 Vj € J , alors /y (z) @ (v)dr =0
Q
D’aprés 3) ona y =0 p.p- sur w.Par conséquent {Xwgoj }jej est totale dans
L? (),
3)=—4)
soit : oy, 1 € 1 tel que Zaigol- =0 sur Nw.
iel
On pose : y:Zaigol- , ona:
iel
/y(x)goj(x)dx = 0 VjeJ = y=0 p.p. sur w

— o;=0Viel
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4)=3).
Considérons : y € L* (Q) tel que /y (z) @; (z)dz =0 Vj e J,alorsona:

w

XoXol = Y (XX Pid 2oy 01 = D P

i€l i€l

ot a; = (XEXuY: 5)
Puisque : Zaz‘% =0 sur Nw.Soitonad aprés4) a; =0 V iel.

icl

Alors :
/ (oxet) (@) s (@) dz =0 Viel
Q

Par conséquent /y () p; (x) V ieN ,Doa y=0 p.p. surw.

w

2.4.2 Controlabilité régionale et actionneurs

Dans cette section on fait appariitre le lien entre la controlabilité régionale et la
structure d’actionneurs.

Soit (D, g) Pactionneur de support D et de réparation spatiale g , qui excite le systéme
(2.1).

Définition 4.2

On dit que Pactionneur (D, g) est régionalement stratégique sur w ( w-stratégique) si
le systéme qu’il éxcite est w-faiblement controélable.

On considére que 'on a une suite (D;, g;) i=1,, d’actionneurs excitent un systéme, avec

D; fermée et bornée et D, N D; = ¢ Vi # j, ol

D, CQ dans le cas interne.
D; ={b;}  dans le cas ponctuel interne ou frontiére

D, =T; CI' au cas zone frontieére
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et

gi € L*(D;) cas ponctuel

gi = Op, cas zone

Définition 4.3

La suite d’actionneurs (D;, g;),_; , est dite w-stratégique si le systeme qu'ils excitent

est w-faiblement controlable.

On suppose qu’il existe un systéme complet de fonctions propres (gol-j) 1=1,00,7 =

1,r; de L? (w) telles que ¢;; € L* () et \; les valeurs propres associées de multiplicité

T .

Et supposons que sup r; = (0.

Sous ces hypothéses nous avons

Théoréme 4.2

Le systéme (2.1) est régionalement faiblement controlable sur w si et seulement si
l.p>r
2. Rang G,, =1, Vn =1,00

Ou :
Gn:(Gn)l’] 1<Z<I)7 1<]<Tn
avec :
<80nj7 gi> D, cas zone interne ou frontiere
(Gn)y; = l : .
©n; (bi) cas ponctuel interne ou frontiére

On montre ce théoréme dans le cas ou I'action est du type zone dans le domaine §2 ,

pour les autres cas la démonstration est similaire avec quelques différences

Preuve

Soit : y* € L? (w) , H*y* s’écrit sous la forme

(Z AN s ), (P y*>w>
n=1 j=1

k=1,p
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On suppose que le systéme (2.1) n’est pas w-faiblement controlable, alors :

Jy* € L? (w) tel que y* # 0 et H*x*y* =0, donc

(Z GAR(Ti') Z <()0nj7 gk>Dk <S0nj’ y*>w> =0
n=1 j=1

k=1,p

ainsi on a :

Z<gpn]7gk>Dk <80n37y*>w:0 Vn:l,oo Vk:17p

=1

D’ou :

Gnyn =0 Vn =1, 00

ol ¥, est le vecteur (<g0nj, y*>w)j:1 -

Comme y* # 0 il existe ny € N* tel que y,, # 0 ,donc
RanG,,, (1, , ce qui est absurde.
Inversement. Supposons qu’il existe m > 1 tel que Rang G,,, # r,,, , alors il existe un

vecteur

Ymy
Ym = 7é 0

Ymry,

tel que GYm =0

Pour : y* = Zymjgpmj , ona y*#0 et <y*,g0nj>w =0 si n#Em et
j=1

<y*7 gij>w = Ymy .] = ]-er

il vient :
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S gebusdp, Vo Pu), =0 Vn=1  Vk=1p
=1

Parsuite :  H*x'y* = 0, on déduit que le systéme (2.1) n’est pas w-faiblement
controlable.

Remarque :

De ce théoréme le nombre d’actionneurs est au moins égale a » = supr,, pour que le

n
systéme soit controlable sur une région w.
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Chapitre 3

Concept de la controlabilité

regionale du rotationnel

3.1 Introduction

Dans cette partie nous examinons la notion de la controlabilité du rotationnel , C’est
une extention de la controlabilité qui consiste en la possibilité de transferer 1’état d’un
systéme parabolique en un temps fini, d’un état initial vers un état de rotationnel désiré
gq donné sur une partie interne w du domaine géométrique €2 sur lequel est défini le
systeéme.

Dans la suite, 2 ouvert de R” avec n = 1 ou n = 2 et 'opérateur du rotationnel défini

de H' () vers L? (Q) par :

0z 0z 0Oz
VeeH () Re=—siQCRet Re=— — — si Q CR%
ze H () Rz 5 L CRet R = 8@/81 C

3.2 Controlabilité regionale du rotationnel

3.2.1 Description du systéme
Soit  un ouvert borné régulier de R™ (n = 1,2) de frontiére 0f2 et soit 7')0.
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On note Q = Q x]0,7] , ¥ = 92 x ]0,T[ et on considére le systéme parabolique
suivant :
% (x,t) = Ay (x,t) + B u(t) sur @
y(&,t)=0 sur (3.1)
y(z,0) =1° () sur €,
ou A est un opérateur linéaire differentiel d’ordre2, Auto-adjoint et a resolvante com-
pacte qui génére un semi-groupe fortement continu S (t),, sur I'espace d’état L* (Q2) .
A* est consideré pour l'opérateur adjoint de A
Be LR, L*(Q)) et ue U= L*(0,T;RP) I'espace de controle, et y° € L? ()
On suppose que pour tout v € U le systéme (3.1) admet une solution faible unique
notée y, (.) telle que y, (T) € H* (Q).

Soit w C €2, on considére :

Xo  L7(Q) = L? (w)
2= Xp? = 2w

X., désigne 'opérateur adjoint dey . x;, est donné par

*

z sur w

0 sur /w

L

Xw? =

3.2.2 Définitions et caractrisations

Définition 1.1
On dit que le systéme (3.1) est exactement (Resp. faiblement) régionalement rota-
tionnel controlable sur w si pour tout g € L? (w) (Resp.gq € L? (w) et pour tout €)0 ), il

existe un controle u € U tel que

Xy (T) = g0 (Resp. xRy (T) = gall oy <€)
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Dans la suite, on dit que de tel systéme est régionalement R-controlable sur w ( R
pour le rotationnel ).

on considére 'opérateur H défini par
H:L*(0,T;R?) — H' (Q)
u —>Hu::f0Ts<T—S)BU(S)dS

Alors le systéme (3.1) est exactement (Resp. faiblement) régionalement R-controlable sur

w si et seulement si

Imy, RH = L? () (Resp. Imy,RH = L? (w))

Remarques

1-Les définitions ci-dessus signifient que 1'on ne s’interesse qu’au transfert du rota-
tionnel du systéme a un rotationnel désiré donné dans la région w.

2-Un systéme qui est exactement (Resp. faiblement ) régionalement R-contrdlable
sur wy est exactement (Resp. faiblement ) régionalement R-controlable sur wy tel que
wy C wy,

3-Si le systéme est excité par une action ponctuelle, 'opérateur B n’est plus borné
dans ce cas il faut revoir le choix des espaces de fagon a avoir y, (T') € H' (Q2).

4-On peut remplacer la condition aux limites sur > par la condition
dy
—(£,t) =0
(61

5-on peut trouver des systéme qui sont R-contrélables mais qui ne sont pas contro-
lables. Ceci est illustré par le contre-exemple suivant.

Contre-exemple :

Considérons le systéme défini sur Q = ]0, 1[ x |0, 1]et décrit par I’équation parabolique
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% (x,y.t) =S5 (2, 0.0) + S5 (w,y,t) +2pu(t) Qx0T
y(z,y,t) =0 59 x 10,77 (3.2)
y(x,y,0) =0 Q

qu’ il est excité par un actionneur (D, f) ou D =0, a[ x |0,b] C 2 désigne le support
de l'actionneur et f = 1 sa distribution spatiale sur D .

Ce systéme est équivalent au systéme(3.1) ot :

5

2@4—5—%, 20=0 et Bu=yxpu

L’opérateur A génere un semi-groupe (S (t)),5, dans H'(Q) donné par :

S(t)z= ' (z0;) 0y

i,J7#0
ou )\ij = — (i2 —i—j2) 7r2;
¥ ( ) = 2 I ( ) I ( )
i (T, sin (¢7x) sin (g7
’ ! \/(1 (i2+j2) ”2) Y

L’opérateur H* adjoint de H est donné par :

(H*2)(t)=B"S" (T —t)z= Z eru (1) <Z> 90@'j> <XD> 90¢j>
i,j#0

ou (,) désigne le produit scalaire dans H* (Q)
Pour a € Qet b e (R\ Q) NJ0,1[ le systeme (3.2) n’est pas faiblement controlable.
Mais on a le résultat suivant

Proposition 1.1 :

Le systéme (3.2) n’est pas faiblement controlable sur €2 , mais il est faiblement R-

controlable sur €.
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Preuve :

Soit (gpij) (i)ed les fonctions propres de A qui sont dans ker H*, alors :

ker H* = {gpij | (4,7) € J}

ouJ=IxNetl={i|iaec2N}.

Il est claire que I # ¢ puisque a € Q et donc J # ¢.

Soit (ig, jo) € J, alors i, ;, € ker H* et par conséquent o, . n’est pas atteignable sur
Q.

On va montrer que ¢, . est R-controlable sur Q. i.e. ¢, . ¢ ker H*R*.

Nous avons

o0
H'R (¢55) = YT (R0 01) (X0 #35)
i,j£0

H'R (pi5,) = AT (R 050,000 (Xps 035)
(0.9)¢J

On suppose que H*R* (‘Pz’ojo) =0, alors

<R*90i0j07(pij>H1(Q) = O V(Zh?) ¢ ‘]

Autrement dit

Cela implique

<R*90i0j07 goijo>H1(Q) =0 Vi ¢ I

Aprés un long calcul on obtient <R*g0i0 io> ‘Pz'jo> 0.

HY(Q)
Alors on a cosigrcosim =1 Vi ¢ [
Ceci n’est pas vrai en géneral (par exemple si a = % alors I = 4N et cosigm = 1, mais

pour i€ 4N + 1 on a cosim = —1 et donc : cosigmcosim = —1, ce qui est absurde)
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Donc ¢ ;, est rotationnel atteignable sur €2.
Sans perte de généralité, dans la suite on considére 3° = 0

Proposition 1.2

1-le systéme (3.1) est exactement régionalemnt R-controlable sur w si et seulement si
ker y,, + Im x* x,RH = L* (Q)

2-le systeme (3.1) est faiblement régionalemnt R-controlable sur w si et seulement si
ker x,, + Im x*x,RH = L* (Q)

Preuve

1- Soit y € L*(Q) . on consideére y; et yo de L? () telles que y; +y2 = y et y; = 0 sur
w, Yo = 0 sur 2\ w.

Alors on a y; € ker x, et X x,Y2 = Yo.

le systeéme (3.1) est exactement régionalement R-controlable sur w donc

JueU tel que x,RHu= Xx_,¥

ainsi on a

Y=y + XX, tHu

D’ou
y € ker x,, + Im x{,x,, RH

Par conséquent

L?(Q) = ker x,, + Im x* x,RH

Invesement. Soit y € L? (w), on pose §j = X’y

Il existe y; € ker x, et u € U tels que y1 + X\ x , RHu =14.
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Alors x,RHu = x,y et donc x , RHu =y.

D’ou le systéme est exactement R-controlable sur w.

2- Siy € L*(Q), on peut I'écrire y; + y2 avec y1,y2 € L? () et y; = 0 sur w et yo = 0
sur /w.

Le systéme (3.1) est faiblement R-controlable sur w alors
Ve)0 Jue U tel que ||x,RHu — X,¥oll 12, < €
Autrement dit

IXOXRHU = Y| 12, < €

D’ou
Yo € Im x} x ,RH

Puisque y = y;1 +y2 et y; € ker x, et yo € Im x x ,RH alors
y € ker x, + Im x}x ,RH

et par conséquent

L?(Q) = ker x,, + Im x5 x,RH

Inversement. Soit y € L? (w), on pose i = x*y.
Il existe y; € ker x,, et yo € Im x¥x ,RH tels que y1 +y2 = 4.
Soit €)0, alors Ju € U tel que

ly2 = xExRHU [20) < €.

Donc

||wa2 - XWRHUHLz(w) S 9

mais x,Y2 =y, alors :
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ly = X RHU| 12,y < €

on en déduit que le systéme (3.1) est faiblement R-controlable sur w.

Proposition 1.3

1- Si le semi-groupe (S5 (t)),, est analytique, alors le systéme (3.1) est faiblement

R-controlable sur w si et seulement si

U (e RAS (1) BU) = L? (w) vt €10,7)

neN

2- le systéme (3.1) est exactement R-controlable sur w si et seulement si :

il existe ¢)0 tel que
1" 2y < clIB*S™ () B*xCy [l Vy* € L* (w)

Preuve

1- on suppose que le systéme (3.1) est faiblement R-controlable sur w, on a
Im y,RH = L* (w)

ce qui équivalent a

(H'R*x z,u)=0 YuelU =2z=0

Autrement dit
(B*S* (s) R*x},z,u) =0 Vs € [0,T] YVueU)=2=0
Par conséquent

((z,x,RS(s)Bu) =0 Vs €[0,T] YueU)=2=0
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Soit s € [0, 7] tel que

J 1m0 RA™S (5) B) # 12 ()

neN

Alors il éxiste zg # 0, 29 € L? (w)  tel que
(20, X, RA"S (s)Bu) =0 VneN" YueU

ou encore
mn

% (20, Xx,RS(s)Bu)y =0 VneN YueU

Par analyticité du semi-groupe on a (2o, x,, RS (t) Bu) = 0 pour ¢ voisin de s et pour
tout u € U et par suite pour tout ¢ e [0,7]. Donc il éxiste zy € (xRS (t) BU)" ,ce qui
est absurde.

Inversement, supposons que (3.1) n’est pas faiblement R-controlable sur w

alors il éxiste zy # 0 tel que
(20, X, RS (t) Bu) =0Vt € [0,T] Vu e U

donc
mn

dt"<ZOX“’RS() uy=0 VneNVtel0,T] YuelU

Autrement dit
(20, X,RA"S (t) Bu) =0 VneNVte[0,T] VueU

D’ou

| (xoRA"S (t) BU) # L* (w) Vt € [0,T]

neN
absurde.

2- L’equivalence découle du lemme 2.1(Chapitre.2) en prenant :

41



f = IdL2(w) et g = XWRH.
Proposition 1.4

Si lopérateur H est compacte , alors le systéme (3.1) n’est pas exactement R-
controlable sur w.
Preuve

le systéme (3.1) est exactement R-controlable sur w est équivalent &

X, RHU = L* (w)

D’ou

U xoRHB, = L* (w)

n>0
ou B, est la boule centrée a l'origine et de rayon n dans U.

Ce qui donne

U XRH (B,) = L* (w)

n>0
Comme l'opérateur H est compact et les applications Yy, R sont continues. Alors
X, RH est compact.
Or x,RH (B,) étant compacte implique que x,RH (B,) est d’'interieur vide, ce qui

conterdit le théoréme de Baire. D’otu le resultat.

On note par (;);5; les fonctions propres de A qui forment une base de L (£2) . Soit

[={i>1|HR9;=0} et J:=N\T={j>1]| HR'g; #0}.

On a ker H*R* = {p;},c;
Avec ces notations le théoréme suivant est un caractrisation de partie w C €2 dans
laquelle le systéme (3.1) est faiblement R-contrdlable .

Théoréme 1.1
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on suppose que le systéme (3.1) est non faiblement R-controlable (I # ¢) .
Alors nous avons ’equivalence entre
1- Le systéme (3.1) est faiblement R-controlable sur w.

2- La famille{ x,¢; }je , est totale dans L? (w).

3- Siy e L?(w) tel que / Y (Xw%‘) =0 VjeJ alorsy=0
)

L2 (w
4-Si Y o, =0sur QN walorsa; =0 Viel.
iel
Preuve
1= 2.

Soit y € {Xw‘ﬂj}je] c-a-d <y,xw<pj>L2(w) =0 VjeJ

puisque Vu € U RHu = Z Ajig; Ay €R alors (y, X, RHU) o,y =0 Yu €U

donc (H*R*x*y,u) =0 VJZJE U

— H*R*x\*'y =0

= y € ker H*R*\*

Comme le systéme (3.1) est faiblement R-controlable sur w , ker H*R*x* = {0} donc
y =0 don {x,p, }].LGJ = {0} ie. {x.9; }jGJ est totale dans L? (w)

2= 3.

Soit y € L?(w) vérifiant fLQ(w) YXop; = 0 Vj € J, autrement dit (y, x,p;) = 0
VieJ ou ye {Xw%}jej

{Xwgpj }jGJ est totale dans L? (w) donc y =0

3=4.

Soient a; e R i€l  telsque > oy, =0 sur Q\w
iel

d’abord on va montrer que Y a;p;, =0 sur

i€l

On a

O i) = /(ZO‘M) X‘“(pﬁ/
o\

el el

= /(Z Ozi%) Xop; =0

2 \iel

<Z am-) X

el
w
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Vi

{Xwgoj}jej est totale dans L% (w) alors > a0, =0 sur w
il
On résulte > a;p;, =0 sur Q. Mais p; indépendants dans L? (), alors a; = 0
il

4=1.
Soit y € L? (w) tel que H*R*x*y =0

Alors : iy € KerH*R* = {¢;}

— Xoy = E;ai%
ic
Puisque : x*y =0 sur Q\w , > a;p; lest.
il

D’aprés (4)onaa; =0 Viel. Doncy=0.dou ker H*R*x* = {0}.

el

Ainsi on a le systéme (3.1) est faiblement R-controlable sur w.

Remarque :

1- Si J est fini. le systéme(3.1) n’est pas faiblement R-controlable sur aucune région

w C Q.car { XuPj }je , est un sous-éspace de dimension fini, il n’ est jamais dense dans

L? (w).

2- Si I est finile systéme (3.1) peut étre faiblement R-contrdlable sur certains

w C Q.

Proposition 1.5

On suppose que le systéme (3.1) n’est pas faiblement R-controlable sur €.
Alors le systéme (3.1) est faiblement R-controlable sur toute région w C
tel que <§0i790j>L2(w) =0 Vi, Jerl i 7&]

et dans ce cas (3.1) est faiblement R-controlable sur 2\ w.

Preuve :

Considérons :

y: = Y a;p;, =0sur Q\w.

el
Ona:o= [yp; = [yp; = [ < Z%’%‘) P
Q w w jel

=Y a; [0 =i [ ()

jel w w
Donc: «; = «; H‘Pi”iz(w) Viel
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Alors: a; =0 Vi€ I .D’aprés la propriété (4)du théoréme précédent le systéme(3.1)

est R-controélable sur w

(@i 05 L2@\w) = (i ;) 122) — (©ir @5) 12(w) = 0

D’aprés qui est précédé le systéme est faiblement R-controlable sur Q \ w.

Exemple :

Considérons le systéme parabolique :
W (z,t) = T4 (2,8) + g (x)u(t) 10,1[x]0,T]
y(r,0)=0 10, 1] (3.3)
y(0,1) =y (1,8) =0 10,71

Ou g est la réparation spatiale de I’action. Cette action peut étre zone ou ponctuelle

tel que I # ¢.

Corollaire 1.1 :

On suppose qu'il éxiste ¢ € QN]0,1[ tel que ¢/ C N+ 1.

Alors :

1- Si (3, le systeme (3.3) est faiblement R-controlable sur toute région Jo, a 4 2¢[ C
10, 1], ainsi que sur son complémentaire.

2- Le systéme (3.3) est faiblement R-controlable sur |0, ¢[ et g, 1[.

Preuve :

Appliquons la proposition précédente, on a :

a+2q 5 a+2q
Vi,jel, i#]j o, (), (z)dx = - - sin imrx sin jradr = 0
! (14 i272)2 (1 + j272)2

q
De la méme maniére on montre que : Vi, j € I,i #j [ ¢;(x)p;(z)dz =0 alors
0

le résultat
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Application
On suppose que 'action est ponctuelle en b = % Dans ce cas, On a :

I=2N+1 e J=2N"Pour q=3 Ona ¢l C N+ ;.etdonc le systeme (3.3)

1
2

est faiblement R-controlable sur ]0, %[ et ]%, 1 [

3.3 Actionneur rotationnel stratégique :

Dans cette section nous éxaminons le lien qui éxiste entre la structure des actionneurs
quils éxcitent le systéme et controlabilité régionale du rotationnel . On considere le
systéme (3.4) et supposons qu’il est éxcité par p actionneurs zones (D;, fi) 1<i<p OU

D; C Qet f; € L*(D;) pour tout i=1,p

% (2,1) = Ay (w,1) + émmi ) Q
y(C,t) =0 5 (3.4)
y(z,0)=0 Q

Pour tout w C Q. on introduit la définition suivante :

Définition 2.1 :

La suite d’actionneurs (D;, fi), <i<p ©st dite R-stratégique sur w si le systéme qu'ils
excitent est faiblement R-controlable sur w.

Considérons ’ensemble (Sonj>n:l,...,oo,j:l,...,rn de fonctions propres de A* dans H! (2)
orthonormal dans L? (w) associées aux valeurs propres \,, de multiplicité r,, et on suppose

que A a coefficients constants. Sous ces hypothéses nous avons

Proposition 2.1

Supposons que supr, = r(c0, alors La suite d’actionneurs (D, f;);<,c, est R-
stratégique sur w si et seulement si

1.r<p

2. rangM, =r, Vn=1,..,00

ou M, = (M), ;

l?]

1<i<p 1<j<r, ou
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< fi, chn_> cas zone
(M,), . = 1/ L2 (D)

Z7.7

<R<,0nj> (b;) cas ponctuel

Preuve
La démenstration est développée dans le cas ou ’action est du type zone.
Rappelons que la R-controlabilité régionale est équivalente a ker H*R*x* = {0} .

Soit z* € L? (w), posons ¢, = x*z* et on consideére le systéme suivant

%—f x,t) = —A*p(x,t) Q
p(§t)=0 > (3.5)
gO(ZL’,T) = $o Q

qui admet une solution unique ¢ € L2 (0,T; HZ (2)) N C3 (Q x ]0,T7)

Multiplions I’équation (3.4) par ~ et integrons sur (). on obtient

/SZ() ()dtd:v—/gxk( Ay (t dtdx—l—Z/ () X pi fius (£) dtdz
Q

Q

par l'integration par partie sur ¢ on a

[[g2wv0) @ = [(Zo)voas [ 220m0an
Q Q Q@

0
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ainsi

/[g—;(ﬂy@)—g—;(())y(m] dr = Q/[@_@@Ay(t)—y@)fl*g—@(t)} dide

Q

En utilisant la formule de Green on obtient

- [egtma - | {379” ()2 (1) — y (1) =2 a—“’(t)] dde

par ¢, = x5,2* et les conditions aux limites on a

/X“aﬁx ) 2*dr = — Z/<f > iui(t)dt

w

et par conséquent

» T
/way( Zdr = — Z:O/ fi R () p, wi (1) dt

w

¢ (t) s’écrit sous la forme

An(T—t) - < >
> e E P05 ) L2y P
n=1 j=1

et donc
Tn

n(T—t) *
<fZ’Rg0 L2 Di) Z@ Z<Z 7(pnj>L2(w) <fl7 gan>L2(D)

Jj=1

48



ainsi on a

T
p oo n
(XWRH% Z*>L2(w) = — Z Z / GA”(T_t)ui (t) dtz <Z*> C'Onj>L2(w) <fu R(:Dnj>L2(Di)
i=1 n=17 J=1

on suppose que le systéme est faiblement R-controlable sur w .

Soit m € N* tel que rang M, (r,,, alors il existe un vecteur

Py
hmrm

tel que M,,h,, =0

T'm
Soit z* = >~ b X9, danscecasona z*#0
i=1
D’aprés qui est précédé on a :

p T ™m
<XwRHu> Z*>L2(w) = - / e/\m(T_t)ui (t) dt Z hmj <fza R(ij>L2(Di)
=19 j=1
p

et donc H*R*x;z*=0. ce qui absurde avec I'hypothese.
Inversement. Si le systéme n’est pas faiblement R-controlable sur w

Il existe 25 € L? (w) vérifiante z; #0 et
Vu € L? (0,T,R?) (x,RHu, 2} 12() = 0

Alors on a :
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YueU

p

o L n
Z/GA”(Tt)Ui (1) dtz<za<v¢nj>w<fiv R%lj>Di =0
0

=1 n=1 7=1

Par conséquent on obtient :

Tn

Z<Z87 90n1>w<fl7 RSOHJ>D1 - O vn = ]" Y m’v/l/ = ]‘7 "‘7p

j=1
Donc :

M,h, =0 VneN* ou h, levecteur (hn)] = (zé,gpnj)w ., j=1r,
puisque z5 # 0 il existe un vecteur h,, # 0. h,, vérifiant M,,h,, =0

D’ou rang M, (r,, ce qui absurde I'hypothése rang M,, = r, Vn
Exemples :

1- Considérons le systéme défini sur Q =10,1[ par :

% (x,t) = 24 (a,8) + 6 (x — b)u(t) 10,1] x]0,T]
Y (O,t) =y (1,t) =0 ]O,T[ (3.6)

y(2,0)=0 10,1

Les valeurs propres et les fonctions propres associées sont données par :

N\ = —i*n? ¢, () = V/2sin (irz)

Le systéme (3.6) n’est pas faiblement controlable si et seulement si :
dip € N*  tel que sin (igmh) =0

Ce qui est équivalente a :b € Q N0, 1|

Doncsi: b€ ]0,1[\ Q le systéme (3.6) est faiblement controlable.

Le syetéme (3.6) n’ est pas faiblement R-controlable si et seulement si.

Jip € N*  tel que cos (igmb) = 0.

2 1 2m —1
in€o beEz{k+ ,ng(m ,nGN*}
2m 2
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Ona: E CQnN]J0,1[ donc il existe des actionneurs qui sont R-stratégiques mais non
stratégiques.
2- Considérons le systéme bidimensionnel défini sur : Q =]0,1[ x ]0,1] et éxcité par

lactionneur ponctuel (b,d,) ou b= (by,bs) €

8 (1,y,t) = 25 (x,y,t) + T3 (2,4, 6) + 0 (w = b)u(t) Qx]0,T]
z(2,y,t) =0 O x 10, T (3.7)
z(z,y,0) =0 Q

Les valeurs propres et les fonctions propres sont données par :

Nij = — (i2 —i—j2) T D (x,y) = 2sin (irz) sin (j7y)

Les valeurs propres sont simples

En utilisant la proposition 3.1 , on a le systéme (3.7) n’est pas R-controlable sii
Jio, jo € N tels que  (Ry,,;,) (b) =0

in €. Tig, Jo € N* tels que igtang (jobem) = jo tang (ighy7) .

3.4 Controle régional du rotationnel a énergie mini-
male :

Il est important de savoir reconnaitre les controles qui assurent le transfert régional,
et parmi ces controles ce qui a énergie minimale.

La proposition suivante permet de déterminer ce controle, en exploitant les résultats
établis au paragraphe 3 de ce chapitre.

La méthode est similaire & celle dévelppée dans le cas de la controbabilité régionale
interne par Zerrik [16].

Considérons le systeme (3.1) avec A a coéfficients constants et soit g5 € L? (w) donnée.
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On pose :
G={gel’Q) | g=0 sur w}

et :
é:{geLZ(QHg:O sur - Q/w}

Le probléme est alors de ramener le systéme (3.1) & un état du rotationnel désiré sur la
partie w. Autrement dit, il s’agit de trouver un controle u € U tel que Ry, (T') —x}ga €

G.

Dans la suite, nous nous proposons de résoudre ce probléme pour un systéme excité
par un seul actionneur interne pouvant etre ponctuel ou zone. Si le systéme est excité

par plusieurs actionneurs, ’approche se généralise sans difficulté.

3.4.1 Controle ponctuel interne :

Le systeme (3.1) s’écrit sous la forme :

%W (z,t) = Ay (z,t) + 6 (x = b)u(t) Q
y (1) =0 b (3-8)
y(x,0) =y (z) Q

Ou b € Q désigne Pemplacement de Pactionneur et u € L? (0,7) .

On suppose que la solution du systéme (3.8) est telle que y, (T') € H' (Q).

Soit ¢, € G, considérons le systeme :

% (1,t) = —A"p(a,1) Q
p (&) =0 5 (3.9)
o (2,T) = g, (z) Q

On suppose que ce systéme admet une solution unique ¢ € L*(0,7;; HZ (Q)) N
C3 (2 x ]0,TY[) ,et soit application
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T

20 € G —1| 0o II2= / (Re) (b,1))? dt (3.10)

(3.10) définit une semi- norme sur G.Considérons alors le systéme

%—’f(:r,t):A¢(x,t)+R90(bat)5($—b) Q
P (&) =0 = (3.11)
¥ (2,0) =y 2

ce dernier systéme se décompose de :

%(1’7” :Awl (Jj,t) Q
Uy (§1) =0 x (3.12)
Wy (2,0) =3° (x) Q

et :

Wa (w,t) = Ay (2,1) + Ry (b,£) 6 (x = b) Q
¥y (§,1) =0 ) (3.13)
% (1'70) :O Q

Pour ¢, € G, soit A Popérateur défini par :

Apy = —pRi, (T) ou P = XiXw

par conséquent le probléeme de la controlabilité régionale du rotationnel sur w revient a

resoudre I’équation

Apy = — (X594 — PR, (T)) (3.14)

Alors on a le resultat suivant

Proposition 3.1
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Si Pactionneur (b,0,) est R-stratégique alors 'équation (3.14) admet une solution
unique ¢° € G et le controle donné par u* (t) = Ry (b, t) permet le transfert régional du
systéme au rotationnel désiré gy sur w.

En outre ce contrdle minimise la fonction cotit

T (u) = %/0 o (8)? dt

Preuve

1- Montrons d’abord que si 'actionneur (b, ;) est R-stratégique sur w alors (3.10)
définit une norme sur G.

Consdérons une base (goj) de fonctions propres de A* , on suppose que les valeurs

propres associées \; sont simples. Alors on a
lolle =0 Ro(b,t) =0 p.p.sur [0,7]

implique

Ze)\j(T*t) {0, 90j>L2(w) Rp; (b) =0 p.p. sur [0, 7]
=1

cela entraine (¢, 90j>L2(w) Ryp; (b)) =0 Vj
Comme (b, dp) est R-stratégique sur w alors d’aprés la proposition 2.1 Ry, (b) # 0

Vj =1, 00. On déduit que <<p0,g0j =0 Vj=1,00 et donc p, = 0.

)i2)
On note de méme le complété de I’ensemble G par rapport a la norme (3.10) par G.
2- Montrons que A est un isomorphe de G — G*.

On multiplie ’équation (3.13) par %‘% (t),i=1,n, et on integre sur (), on obtient

dp
o, () ¥

Q Q

(b, ) dt

T
t) A, (t) dtdx + / Ry (b
8@

0
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ce qui donne

Q/ B—i(tm(w]:da: - Q/

on a donc

Q

J(ZE@am -2 0n0)w = [[220m0,0-v0045 0] an
Q

On utilise la formule de Green on obtient

- [agzmd = [|[FE0F2 0005 (52 0)|we

2

+/R¢ (b,t)%(t) dt

0

Tenant compte les conditions aux limites on a

ainsi on a

D’ou

<A9007900> = HSOOH%
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On déduit que A est un isomorphisme de G dans G*,d’on 1’équation (3.14) admet une
solution unique. De plus le controle u* (t) = ¢ (b, t) vérifiant xRy, (T') = ga-
3. Montrons que ce controle est optimal, en effet :

Soit w € L? (0, T) tel que xRy, (T) = g4, on a

<§f (1) 4 (1) =y <T>>L2(m - <§f (0) 9 (0) =y <o>>

L2(Q)

= 122 0 ) - e )+ 22 0 01,6 — e (0] et
/1)

— / [gﬂi () A(yu (t) — yur (1)) — A" S_Z (t) (yu (£) = Yur (t))} dida

+ i S_Z(b’t) (w(t) —u™(t))dt

on utilise la formule de Green, on obtient

(52 ) (T) = (T>>L2<m (5200 = <o>>m)

/ [S:Z (1) (ggl (t) - gzy/i <t)> - 35 " ( gji ) () (Yu (1) = Yur (t))} dtd¢

T (9(,0
o O

+

(b, 1) (u(t) —u” (1)) dt
Tenant compte les conditions aux limites on a

T
_ [ 9

L2(w) J Oz,

- <<P07 a% (W (T) = Yur (T))> (b,t) (u(t) —u* () dt  Vi=1n

i

/Rso (b 1) (u (t) = u* () dt = = (o, R (yu (T') = yur (T'))) £20) = 0
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J (u) (u—u*) = /Rgo (b, t) (u(t) —u* (t))dt

comme :J' (u*) (u —u*) =0 et J strictement convexe, on déduit le résultat.

3.4.2 Controle zone interne :

le systéme (3.1) devient sous la forme :

Q@
5 (3.15)
0

Pour ¢, donnée dans G , on consideére le systéme (3.9) et on définit I’ application :

T
o€ G —] g 2= / (U, R iagoy) i (3.16)

0

c’est une semi-norme sur GG . On considére le systéme :

Lo (z,t) = A (2, t) + (f, Ro) ey f () xp @

ot
¥ (&1) =0 5 (3.17)
W (2,0) = y° (x) Q
qui peut étre décomposé en deux systémes :
G (0,0) = Auy (2.0) Q
W (&,t) =0 by (3.18)
iy (2,0) =9’ () Q

et :
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Wa (w,t) = Aby (,8) + {f, Ro) 2oy f (2) xp Q
% (57 t) = 0
@Z)2 (ZL’, O) =0 Q

(3.19)

g

Soit A T'opérateur défini par :

AG — GF

0o — —PRYy(T) ou p=x,X,

avec ces notations le probleme du controéle régional du rotationnel se raméne a résoudre

dans w I’équation :

Apy = — (x94 — PR (T)) (3.20)

Par conséquent on a le résultat suivant :

Proposition 3.2

Si le systéme (3.15) est faiblement régionalement R-controlable sue w , I’équation
(3.20) admet une solution unique ¢° € G et le controle donné par u* (t) = (f, Ry () r2(p)
permet le transfert régional du systéme (3.15) au rotationnel désiré g; sur w.

De plus ce controle minimse la fonction cout.

T

T () = /|u(t) 2 gt

0

La démonstration est similaire a celle du cas ponctuel avec quelques différences tech-

niques.

3.4.3 Cas général

supposons que le systéme (3.1) est excité par plusieurs actionneurs
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(Dmfz‘)gigp- On pose :

u* (t) = ((Ry) (b1,t) ,....., (Rp) (by, t))  dans le cas ponctuel et dans le cas zone, on
pose :

() = (o (o) (D) izony o U (B2) (1) 100

avec ¢ est la solution du systéme (11) .

Alors on a le résultat :

Proposition 3.3

Si le systéme (3.1) est faiblement R-controlable sur w ,alors le controle u* (t) améne
le systéme (3.1) au rotationnel désiré g; sur w. De plus ce controle minimise la fonction
cout.

la démonstration est similaire & celle du cas ponctuel avec quelques différences.

3.5 Simulation et algorithme

Nous avons vu que le probléme du controle régional du rotationnel revient dans tous

les cas a résoudre 1’équation

Apy = — (Xj,9a — PRY, (T)) .

Dans ce paragraphe, on propose une approche au probleme de la contrélabilité régionale
du rotationnel en vue d’une simulation numérique.

L’approche numérique peut étre faite facilement quand on peut calculer les fonctions
propres du systéme.

Soit (;) les fonctions propres de A*. Sans perte de généralité on suppose que les

valeurs propres \; sont simples.

3.5.1 Cas particulier

L’idée est de calculer dans la base (y;), les composantes A;; de A.
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Cas ponctuel

Dans ce cas on a

2
(Apg, o) = ||300HG
T

= /(Rgo (b, 1)) dt

0

Mais on a
R (b,t) = Z N (o; %‘>L2(w) Rp; (b))
i=1
Alors
0o e()\i+)\j)T _
(Ao, 20) = D (00, P13 (900030 1) BeP: (0) By () ————
i j

ij=1
D’ou les composantes (A;;) et A sont données par

6()‘i+)‘j)T — 1

)\z—’—AJ ) Z?.] JOO

Aij = Ry, (b) R%‘ (b)

Cas zone

DanS le Cas zZone on a
T
2
(Ao, #o) / (f, Ry) Lz(p dt
0

Alors les composantes (A;;) de A s’expriment par

6(/\i+>‘j )T — 1

Ay = (f, R%’>L2(D) <f7 R90j>L2(D) VOV

1,7 =1,00.
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3.5.2 Cas général

Dans le cas général, il n’est pas facile de trouver les fonctions propres de 'opérateur
A*, en particulier si A est & coefficients variables.

Dans ce paragraphe nous donnons une approche directe permitant de calculer le
controle optimal qui améne le systéme au rotationnel désiré sur w.

L’algorithme suivant est dans le cas ou ’action est ponctuelle

1- Initialiser ¢ ( la marge d’erreur permise)

2- Choisir ¢, dans G

3- Résoudre le systéme (3.9)  — Ry (b,t)

4- Résoudre le systeme (3.12) — 1,

5- Résoudre le systéme (3.13) — 1,

6- Si X, Y (T) = gall12(,)e- retour & I'étape 2 si non le controle optimal est donné

par u* (t) = Ry (b,1).
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Conclusion :

Plusieurs propriétés ont été établies, particulierement, dans certains
conditions, I’étude de la controlabilité rotationnel revient a étudier une suit de
matrice déterminé par 1’opérateur du rotationnel, le support de 1’actionneur, et la
réparation spatiale. On a vu aussi que si : un systéme est contrélable, on peut
déterminer le controle assurant le transfert régional et a énergie minimale, Dans
certains systémes, 1’objectif souhaité ne peut pas étre réalisé, mais peut étre
réalisé sur une partie interne du domaine géométrique sur lequel le systéme est
défini. Plusieurs systémes sont rotationnel controlables mais ne sont pas
controlable.

Pour étudier la contrdlabilité sur tout le domaine Q sur lequel le systéme est
défini on remplace la région o par Q dans les résultats démontrés.
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Regional controllability of the rotational of a parabolic system
Abstract:

This work enters within the framework of mathematics applied
for the differential equations to the derivative partial. The
goal is to study the controllability of the rotational for a
parabolic system. one took system distribute depends on the
time, and one A studies the case where one can join the state
of system of an initial state towards a state of a rotational
a priori selected. Properties and characterizations were
established; in particular the relation between the
controllability and the
structure of the actuators excite the system.

The rotational operator that one introduced can be replaced
by a linear differential operator of order one and has
constant coefficients, in this case, all the established
results remain valid with some differences.

Key words: The rotational operator, controllability of
rotational, the structure of the actuators.



Controlabilité régionale du rotationnel d’un systéme parabolique

Résumeé :

Ce travail entre dans le cadre de mathématique appliquée pour les équations
différentielles aux dérivées partial. Le but est étudier la contrdlabilité du rotationnel pour un
systéme parabolique. On a pris des systeme distribues dépend du temps et on a étudie le cas
ou I’on peut joindre I’etat du systéeme d’un état initial vers un état du rotationnel choisi a
priori. Des propriétés et caractérisations ont été établies, en particulier la relation entre la
contrdlabilité et la structure des actionneurs excitent le systeme.

L’opérateur rotationnel que I’on a introduit peut étre remplacé par un opérateur différentiel
linéaire d’ordre un et a coefficients constants, dans ce cas, tous les résultats établis restent
valables avec quelques différences.

Mots clefs: L’opérateur rotationnel, controlabilité¢ du rotationnel, la structure des actionneurs.





