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0.1 Introduction

L’intérét pour les structures algébriques a été impulsé par des théories en phy-

sique qui ont pour objectif de modéliser par des théories mathématiques des phéno-
ménes physiques. De nombreuses structures algébriques sont apparues naturellement
dans les concepts de physique.
Il s’agit essentiellement de la structure d’algébre associative, algébre de Lie, algébre
de Poisson et algebre de Hopf ou groupe quantique; ’algébre régissant les obser-
vables est une algébre de Poisson dans le cas de la mécanique classique, c’est a dire
formée d’une structure commutative et associative, et une structure de Lie avec une
compatibilité entre les deux opérations. C’est une algébre non-commutative dans le
cas de la mécanique quantique. Par ailleurs, les structures de Poisson émergent natu-
rellement de I’étude des systémes intégrables en mécanique classique. Les systémes
intégrables quantiques sont basés essentiellement sur la méthode de diffusion inverse
quantique (QISM, Quantum inverse scattering method). Cette approche développée
par L.D. Faddeev et ses collaborateurs a conduit a mettre en évidence les groupes
quantiques en mathématiques. Ces structures algébriques sont liées directement aux
algébres de Hopf. Elles ont été vulgarisées par Drinfel’d dans les années 80/90. Il
s’en est suivi un grand intérét pour les bialgébres et les algébres de Hopf, qui a
conduit & un nombre important de publications sur ce sujet. La définition d’une al-
gébre de Hopf ou encore d’un groupe quantique nécessite la dualité des applications
de multiplication de ’algébre et son unité. Elle fait intervenir une deuxiéme opé-
ration appelée comultiplication, qui est le "dual" de la multiplication, ainsi qu’une
counité et une antipode. Un groupe quantique est une algébre de Hopf munie d’une
R-matrice ou d’une structure quasi-triangulaire (version duale). Une R-matrice est
une solution de la fameuse équation de Yang-Baxter. Ceci n’est autre qu’un auto-
morphisme ¢ de V ®V (V étant 'espace vectoriel sous-jacent de 1’algébre) obéissant
a l'équation :

Notons aussi que les groupes quantiques peuvent étre vus comme une déformation
non commutative et non cocommutative des algébres de Hopf. Les algébres de Hopf
sont apparues également en théorie quantique des champs. Ceci grace au travail de
Dirk Kreimer, en étudiant du point de vue algébrique la renormalisation des diver-
gences en théorie de perturbation des champs.

La renormalisation est une procédure de soustraction des infinis qui interviennent en
théorie quantique des champs. En théorie de perturbation 'amplitude de Feynman,
associée a un diagramme de Feynman, est une intégrale divergente qu’on essaie de la
ramener a une quantité finie au moyen de la procédure de Bougoliubov de renorma-
lisation. Kreimer a établi un lien entre la constante de renormalisation et I'antipode
d’une algébre de Hopf sur les diagrammes de Feynman. Cette algébre a été précisée
dans son travail avec Alain Connes. 1l s’agit de 'algébre dite de Connes-Kreimer qui
admet une présentation comme algebre des arbres enracinés. C’est 1'algebre libre
engendrée par I’ensemble des arbres munis d’une racine, cette algeébre est graduée et
commutative. Sa multiplication est définie par I'union disjointe, et sa comultiplica-
tion est définie a I'aide des "coupes d’arbres ou coupes admissibles". Son antipode



joue un role particuliérement important dans les applications aux problémes de re-
normalisation. Ils ont également noté l'intérét de la décomposition de Birkhoff, du
groupe des caractéres et son role crucial dans le processus de renormalisation. Ainsi,
le processus de renormalisation se raméne & un probléme de factorisation qui se
traduit en termes algébriques a l'aide des algeébres de Rota-Baxter [18]. Un autre
concept mathématique de base, trés utilisé en physique, est la notion de déforma-
tion. La déformation d’objets mathématiques est une technique trés ancienne, elle
permet de construire de nouveaux objets ou d’avoir plus d’informations sur ’objet
lui méme. L’approche la plus populaire en mathématique est la théorie des défor-
mations formelles introduite par M. Gerstenhaber en 1964.

Soient K un corps algébriquement clos de caractéristique nulle K[[¢]] 'anneau
des séries formelles a coefficients dans K. Pour chaque K-espace vectoriel V' on
note V[[t]] le K[[t]]-module de toutes les séries formelles & coefficients dans V. Soit
A = (V, ) une K-algebre associative. Alors A[[t]] := (V[[t]], o) est une K][[t]]-
algebre associative. On appelle déformation associative de A une K[[t]]-algébre asso-
ciative (V[[t]], u¢) avec py = po+tpy +t2po+- -+t i, ot p,, € Homyg (V@ V, V). La
théorie des déformations est intimement liée a la cohomologie de I'algébre, en 'oc-
currence, celle-ci est la cohomologie de Hochschild des algébres associatives. Cette
théorie de déformation et ses liens avec la cohomologie s’étendent naturellement aux
algébres de Hopf. Notons que, généralement en physique, la notion de déformation
la plus utilisée est la déformation formelle infinitésimale, c¢’est & dire d’ordre 1, et
sans les considérations cohomologiques.

Dans cette thése, Le travail est partagé en six chapitres chacune couvre une
structure algébrique différente de concept et de formalisme dans une finalité bien
déterminée.

Le premier chapitre de cette thése présente les définitions et les notions prélimi-
naires de base concernant les algébres, coalgébres, bialgeébres et bialgébres faibles,
algébres de Hopf, algébres de Hopf faibles illustrés par des exemples et quelques
propriétés générales, ainsi que les outils fondamentaux qui nous intéressent.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux constructions des bialgébres faibles et
des algébres de Hopf faibles de type Kaplansky. De nombreux exemples illustrent
ces constructions. Le contenu correspond essentiellement aux résultats obtenus dans
[12].

Le troisiéme chapitre introduit les nouveaux concepts de Hom-bialgébres faibles
et d’algébres Hom-Hopf faibles qui sont des généralisations inspirées de la théorie
des Hom-algébres. ils trouvent leurs origine dans les ¢-déformations en physique.
On fournit des constructions de type Twist et des constructions de type Kaplansky,
ceci permet de produire de nombreux exemples, comme dans le cas d’une général-
siation de la familles des algébres de Hopf de Taft-Sweedler. Le contenu provient du
deuxiéme article [13].

Le quatriéme chapitre met en évidence la structure de la variété algébrique de



I’ensemble des bialgébres faibles et des algébres de Hopf faibles de dimension n
fixée. On établit la classification, a isomorphisme preés, des bialgébres faibles et des
algébres de Hopf faibles dont la dimension de ’espace vectoriel est inférieur ou égale
a 3. On calcule, par ailleurs, les groupes d’automorphismes de chaque classe, voir [11].

Le cinquiéme chapitre est consacré a I’étude de 'extension d’Ore dans le cas des
algébres de Hopf faibles. On y étudie, en particulier, la classe obtenue en ajoutant
une seconde unité a une algébre de Hopf, et on donne I’équivalent du théoréme de
I'extension d’Ore de A.A.Panov dans le cas des algébres faibles.

Le dernier chapitre présente les éléments d’algebre homologique et de 'algebre
de cohomologique ainsi le lien naturel avec la théorie des déformations. Il est & noter

qu’il y a quelques observations qui ont été faites sur les déformations des bialgébres
faibles.



Chapitre 1

Généralités sur les bialgéebres faibles
et les algébres de Hopf faibles



Dans cette partie K désigne un corps algébriquement clos de caractéristique 0, a
I’exception de quelque exemples.

Dans ce qui suit, nous décrivons briévement les généralités sur la théorie al-
gébrique des algébres, des bialgébres faibles et des algébres de Hopf faibles, voir
[15, 24, 27|, puis les morphismes d’algébre, de bialgébre faible et d’algébre de Hopf
faible, ainsi, on termine avec les notion de groupe like et les éléments primitives qui
sont important pour la classification de ces algebres de Hopf faibles.

Soit V' un K-espace vectoriel de dimension finie. Dans la suite, nous utilisons
la notation de Sweedler pour un comultiplication A, soit A(x) = 37 o) T) ® Z(2),
Vx € V. Le signe de sommation est omis quand il n’y a pas d’ambiguité.

La bialgebre faible est un K-espace vectoriel V' équipé d’une structure d’algébre
donnée par un multiplication m , une unité 7, une structure de coalgébre donnée
par un comultiplication A et un counité £ de sorte qu’il existe un probléme de
compatibilité entre ces deux structures exprimées par le fait que A et ¢ sont des
homomorphismes d’algebres, qui ont pour tout :

v,y € V,A(m(r @y)) = A(r) e A(y) et e(m(z®y)) =e(r)e(y).

La multiplication e sur V ® V est la multiplication habituelle sur le produit des
tenseurs,
(rey)e(@®@y)=m@@e2)eom@yey).

L’unité 7 est complétement déterminée par n(1), que nous désignons par 1. On
suppose également que l'unité 1 est préservée par la comultiplication, qui est de
A(1) = 1® 1. Une bialgébre est dit étre une algébre de Hopf si I'application identité
sur V' a un inverse pour le produit de convolution définie par :

frxg:=mo(f®g)oA. (1.0.1)

L’'unité pour le produit de convolution étant 1 o €. Pour plus de simplicité, la
multiplication p est notée par un point quand il n’y a pas de confusion. Dans ce qui
suit, nous rappelons la définition des bialgébres faibles.

1.0.1 Algébre

Définition 1.0.1. Une K-algébre associative sur V' (ou simplement une algébre)
est la donnée d’une application bilinéaire p : V' x V' — V| appelée multiplication,
vérifiant les conditions suivantes :

1. p est associative, c’est a dire

Va,y, 2 € Vou(p(z, y), z) — plz, uly, z)) = 0. (1.0.2)

2. La multiplication p posséde un élément neutre. Ce qui est équivalent a 'exis-
tence d’élément e € V' tel que :

Ve eV, u(z,e) = pule,x) = x. (1.0.3)
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S’il n’y a pas d’ambiguité, I’élément neutre est noté par 1 ou 1, et la multi-
plication par un point "-". Une algébre est de dimension finie si ’espace vectoriel
sous-jasent est de dimension finie, la dimension de I'algébre est la dimension de son
espace vectoriel. En utilisant le langage des algébres de Hopf, une algébre associative
unitaire A sur V' est le triplet (V, u,n) ot u et 1 sont des applications linéaires :

V®V—>V€ . K-V
TRy — - a—n(a) =a-n(l)

vérifiant I'associativité et I'unité. Ces deux conditions se traduisent par la com-
mutativité des diagrammes suivants :

ARARA “Y4 AcA KodA ™4 AgAa ¥ AgK
lid@u J/u \% \LM \/%‘
AgA L A A

Exemple 1.0.2. Voici quelques exemples d’algébres.

1.

C" et R™.
Anneauz des polynomes Klz| et K[z, ..., x,].

Si I est un idéal engendré par une famille finie de polynomes de K[z, ..., x,]
alors, le quotient K[zy, ..., x,]/1 détermine une algébre.

Algeébre des matrices M, (K).

La multiplication étant la multiplication matricielle. L’algebre correspondante
est non commutative.

Anneauz des polynéomes non commutatifs K < xq,...,z, > et leurs quotients.

Algébre de groupe.
Soit G un groupe dont les éléments sont {c;};. On considére le K-espace
vectoriel KG engendré par la base {e,, }:.

La multiplication est définie par :

eOéi : eOéj = eai~o¢j (104)

Produit tensoriel d’algebres.
Soient A et B deux algeébres sur K. Le produit tensoriel A @B est défini par :
La bilinéarité implique pour tout ui,us € Avy, v € B,a, B € B

(aug + Puz) @i = auy @ v1 + Pus ® vy
u @ (v + Pu2) = auy ® v+ fug @ vy



La multiplication est (u; @ v1) -agp (Uz ® V2) 1= Uy -5 Uz @ vy g vo. L'élément
neutre étant 1, ® 1g.
Le produit tensoriel vérifie la propriété universelle : il existe une application

bilinéaire :
1:AXB—A®B (a,b) > a®b (1.0.5)

telle que pour tout K-espace vectoriel C' et toute application bilinéaire f de
A X B dans C il existe une unique application linéaire

f:A@B%Ctelle que .'f:fvoz:

1.0.2 Morphisme d’algébres

Si R est un anneau, la classe des R-algébres forme une catégorie ou les mor-
phismes sont simultanément les homomorphismes d’anneaux et de modules préser-
vant 'unité, on les appelle morphismes d’algéebres.

Définition 1.0.3. Soient (V, u,n) et(V’, 1/, ') deux algébres.
L’application linéaire f : V' — V' est un morphisme d’algébres si :

pro(fef)=fopn et fon=n. (1.0.6)

En particulier, (V,u,n) et (V,u',n') sont isomorphes s’il existe une application
linéaire bijective f telle que :

p=f"ltopo (faf) et n=flon (1.0.7)

Définition 1.0.4. Une coalgebre est un triplet (V, A, ¢) o V est un K-espace vec-
toriel et A:V -V ®V et e:V — K sont deux applications linéaires satisfaisant
les conditions suivantes :

(ldA)oA = (A®id)oA (coassociativité),
(idoe)oA = id et (e®id) o A =1id (co-unité).
Les conditions de coassociativité et de co-unité précédentes peuvent se traduire

par la commutativité de diagrammes en considérant les diagrammes de I’associativité
et de l'unité dans lesquels on inverse les fleches et on remplace p par A et 7 par .

vV 2 VeV KoV & vev “S yeK
lA iA@id \g TA \/g
VeV Y veveV 1%

1. Soient (V,A,e) et (V',A')¢") deux coalgebres. Une application linéaire f :
V' — V'est un morphisme de coalgébres si :

(f@floA=Aof et e=éof (1.0.8)



2. 81V =1V, les deux coalgébres précédentes sont isomorphes, s’il existe une
application linéaire bijective f :V — V telle que :

AN=(fef)oAof et e =coft (1.0.9)

3. La coalgebre opposée d’une coalgébre (V, A e) est la coalgebre (V,A? ¢) ou
AP =70A avec T(xRY) =y x.

4. Une coalgébre est dite cocommutative, si elle est égale a sa coalgébre opposée.
5. Un sous-ensemble I C 'V est un coidéal si A(I) CIQV+V®I et e(l)=0.

6. Si I est un coidéal d’une coalgébre C' = (V,A,¢e) alors, le quotient C'/I est
une coalgébre.

Proposition 1.0.5. Le dual d’une coalgébre est une algébre.

Démonstration. Soit (V, A, e) une coalgébre et V* son espace dual (V* = Hom(V, K)).
On considére application

A VPRV — (Ve V)
feg — Mf®g)

tel que : AM(f ®g)(v1 @ug) = f(v1) ®g(v2). On pose A = AoTy«gy= ol T(zRy) =
y ®x et on définit
pi=A%o X ni=e* (1.0.10)

L’étoile * indique la transposée de ’application linéaire.
Le triplet (V*, p,n) est alors une algébre. O

Corollaire 1.0.6. Le dual d’une algébre de dimension finie est une coalgébre.

Ceci n’est pas vraie en dimension infinie.
En effet, si I’espace vectoriel n’est pas de dimension finie, V*® V™ est un sous-espace
de (V@V)*. Dot l'image de p* est dans (V ®V)* mais pas forcément dans V*@V™.

Remarque : Si la coalgébre est cocommutative alors son dual est une algébre
commautative.

1.0.3 Bialgeébres et bialgébres faibles

Maintenant, on donne la définition d’une bialgébre faible et d’une bialgébre.

Définition 1.0.7. Une bialgébre faible est un quintuplet B = (V,m,n, A ¢), ou m :
V@V — V (multiplication), n : K — V (unité), A : V — V @V (comultiplication)
et € : V — K (counité) sont des applications linéaires satisfaisant :

1. Le triplet (V, m,n) est une algébre associative unitaire, ¢’est a dire qu’il vérifie
les conditions (1.0.2) et (1.0.3),
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2. le triplet (V, A €) est une coalgebre, c’est a dire

(A ®id)Alz) = (id @ A)A(z), Vz €V, (1.0.11)
et
(e @ id)A(z) = (id ® e)A(z) = id(z), Vx €V, (1.0.12)

3. la condition de compatibilité est exprimée par les trois identités suivantes :

A(m(z®y)) = Z m(zay @ yay) @ m(ze) @ yw@), Yr,yeV, (1.0.13)

(D2
(ARidA(1) =(A(1)@1)e(1®A(1) =1 A(1)) e (A(1l)®1), (1.0.14)
em(m(z®y) ®=2)) =e(m(z@yn)) e(mlye ®2)), Va,y,ze V. (1.0.15)
Remarque 1.0.8. La condition (1.0.13) signifie que A est un morphisme d’algébre.

Mais la condition (1.0.15) veut dire que A ne préserve pas nécessairement 1'unité 1.
Sion a A(l) =1®1, alors, la condition (1.0.14) est satisfaite.

L’identité (1.0.15) est la version faible que € est un homomorphisme d’algébre
dans le cas des bialgébres. En effet, si € est un homomorphisme alors
e(m(z ®yw)) e(mye) ®2)) = e(@)e(ya))e(ye)e(z)
= £(@)eywEye))e(z) = e(x)e(y)e(z)
= e(m(m(z ®@y) ® 2)).
Remarque 1.0.9. Quand A(1) = 1 ® 1, alors, cette condition aboutit au fait que la
counité est un homomorphisme d’algébre. En effet,
e(m(z ®y)) = e(m(m(z®1) @y)) = e(m(z@1))e(m(l @y)) = e(x)e(y).

Alinsi, une bialgébre est toujours une bialgébre faible.

1.0.4 Exemples de bialgébres faibles

Exemple 1.0.10 (Extension de la bialgébre de Sweedler de dimension 4).
On suppose que char(K) # 2. Soit H la bialgébre de Sweedler de dimension 4 donnée
par générateurs et les relations qui suivent : H est engendrée par ¢ et x en tant que
K-algébre et les relations sont :

c“=e =0, x-c=—c-x, ou e estlunité. (1.0.16)

Soit H' 'algébre obtenue en lui ajoutant une nouvelle unité 1 a H. Alors, H' est une
bialgebre faible de dimension 5 définie comme une K-algébre, avec la base {1, e, x, ¢, c-
x} et les relations (2.1.1) ete-c=c-e=c, e-x=x-e=ux, e-e = e. la structure
de coalgebre est définie par :

Al)=(1-¢e)®(l—e)+e®e,

Alc)=c®ec, Ale) =e®e, Alz)=cRr+r®e€,

e(l)=2, e(e) =1, e(c) =1, ¢(x) =0,

Cette bialgébre faible n’est ni commutative et ni cocommutative.
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Exemple 1.0.11 (Extension des bialgébres de Taft de dimension n). Soit
n > 2 un nombre entier et \ est un élément primitive de racine n"™° de l'unité. On
considére l'algébre de Taft H,2(\), qui est la généralisation de ’algébre de Hopf de
Sweedler, définie par les générateurs c et x ou e est ['unité, avec les relations :

=e 2"=0,r-c=Ac-x. (1.0.17)

Soit H' algébre obtenue en lui ajoutant une nouvelle unité 1 a Hyz(X).
En mettant une structure de coagébre définie par :

Al)=(1-¢e)®@(1—e)+e®e,
Ale)=e®e, Alc)=c®c, Alz)=cQr+zrRe,
e(l) =2, ele) =1, e(c) =1, e(x) =0.

Alors, H' devient une bialgebre faible de dimension (n*+1), ayant pour base {1,c'z? 0 <
i,j <n-—1}.

Remarque 1.0.12. Ces exemples de bialgébres faibles ne sont pas bialgébres car
A(1) #1® 1, et la counité dans cas n’est pas un homomorphisme d’algebre.

Définition 1.0.13. Produit de convolution
Soit (H, i, m, A, €) une bialgebre faible. On définit alors la convolution * par :

frxg=po(f®g)oA (1.0.18)

ou f:H — Hetg:H — H sont deux applications linéaires. Si I'identité est
inversible par le produit de convolution, on dit que H est une algébre de Hopf faible
et antipode est notée S.

Elle vérifie par la définition du produit de convolution :

idxS=S*id=mnoe,

c’est-a-dire p o (idy ® S) o A = po (idy ® S) = noe. Autrement dit, Vo € C :
(f > g)(x) = f(z1)g(z2).

Proposition 1.0.14. L’espace des applications linéaires de C dans A muni de * est
une algebre associative unitaire d’unité [’application no €.

Démonstration. Soient f,g,h € Hom(C, A),Yx € C :

(fxg)xhx) = 3 fxgla)h(zs)
= > D F@))g((@)2)h(zs)

r  x1

= D ) fla)gl(@))h((a2)2)

T I

= Y f(z1)(g*h(a2))
= (f*g)*h(x).
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D’autre part, si f € Hom(C,A) et x € Cona:noex* f(x) = f(O>_,e(z1)x2) =
f(o).

De méme, on vérifie que : fxnoe = f.

Ainsi, (Hom(C,.A),*,no¢€) est une algébre associative unitaire.

1.0.5 Algébres de Hopf faibles

Définition 1.0.15. Une algébre de Hopf faible est le sextuple H = (V,m,n, A, ¢, S),
ou (V,m,n,A,e) est une bialgébre faible et S est 'antipode qui est un endomor-
phisme de V' vérifiant :

Ve eV,
m(id ® S)A(x) = (e ® id)A(1)(z ® 1), (1.0.19)
m(S ®id)A(x) = (id®@¢e)(1 @ z)A(1), (1.0.20)
m(m ® id)(S ®id @ S)(A ® id)A(x) = S(x). (1.0.21)

Lemme 1.0.16. Soit ‘H une algébre de Hopf faible. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

1. H est une algébre de Hopf;
A(l)=1®1;

e(zy) =e(2)e(y), Vo,y € H;
S(xq).wg = le(x), Ve eH;
x1.5(x9) = le(x), Vo e H.

On définit sur ces algébres de Hopf faibles les applications M& nf : H — H
formulées par :
ME(z) = e(liz)lg, Ve € H et NE =1,e(xly),Vz € H.

On introduit la notion H* = N*(H), H® = N¥(H), et d’'une maniére analogue,
on définit ces objets dans la bialgébre dual H, et seront notés respectivement par :

~L ~R

M et 1.

Lemme 1.0.17. De ce qui précéde on a les propriétés suivantes :
(M (y) = elay),Va,y € H,

e(Mf(x)y) = e(x.y), Yo,y € H,
mrort =nk, et Nfonf =nf,
On en déduit que : 1; @ NE(1)) = 1, @ 1, = NE (1) ® 1,.
On conclue de ces égalités que I'image de I'unité par la comultiplication vérifie :

A(l) € AR AL,
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Remarque 1.0.18. La counité définit une forme bilinéaire non dégénérée comme suit :
b e AL y® € AR — g(y®2¥) € K. Ainsi, on peut établir I'isomorphisme suivant :
Al = A",

Proposition 1.0.19. On peut établir aussi :

ZL‘1®|_|L<I'2) = 11$®12,V[L‘€H et |_|R ($1)®l’2: 11®$127VZE€H.

1.0.6 Propriétés de la counité et des groupoides quantiques

Les applications linéaires définies dans (1.0.19) et (1.0.20) sont appelées respecti-
vement applications counitaires target et source. On les notent respectivement par :
€t et gs.

Dans la suite nous donnons les plus importantes propriétés des applications cou-
nitaires target et source [35]

Proposition 1.0.20. Les applications target et source vérifient pour tout h € H :

1. Ces applications counitaires sont idempotentes dans Endg(H) :

ei(er(h)) =ei(h) et es(es(h)) =es(h),
2. Les relations entre €, &4 et la comultiplication sont :
(id@e)A(h) =11h®1y et (g5 ®1id)A(h) =11 ® hls,

3. Les images des applications counitaires sont caractérisées par :
ei(h) = h si et seulement si, A(h) = 11h ® 15 et es(h) = h si et seulement si,
A(h) - 11 ® hlg,

4. Les éléments e,(H) et es(H) commutent.

5. On a aussi les identités duales a 2 :

he(g) = e(h1g)ha, et e5(h)g = hie(gha).

Remarque 1.0.21. Les propriétés de I'antipode d’une algébre de Hopf faible sont
similaires a celle d’'une algébre de Hopf de dimension finie.

Proposition 1.0.22. L’antipode S est unique et bijective. Elle est aussi a la fois
un anti-morphisme d’algébre et de coalgébre.

Démonstration. Soit le produit de convolution fxg = po(fxg)oA,Vf,g € Endgx(H),
alorson a: Sxid=c¢,, id*xS =¢; et aussi, S xid*xS = S.
Si maintenant S’ une autre antipode de H alors,

S =8 %xidxS =8 *xid«S=SxidxS=S8.
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Montrons maintenant que S est un anti-homomorphisme d’algébre,

S(1) = S(11)125(13)
= S(11)es(12)
= (1)
= 1.

Soit h,g € H,

S(hg) = S(higi)ei(hags),
= S(h1g1)haei(g2)S(hs),
= &(h191)5(g2)S(h2),
s(h1)ei(g2)S(ha),

)
—_
N
sﬁ

]

Proposition 1.0.23. On a les propriétés suivantes entre la counité et de [’antipode
et aussi entre la comultiplication et [’antipode :

e(S(h)) = e(h),
A(S(h)) = S(h) ® S(h1).

Démonstration. En effet,

Et aussi,

]

Définition 1.0.24. (38| Eléments groupe-like
Soit ‘H une algebre de Hopf faible, un élément g € H est dit groupe-like, s’il est
inversible dans H, et il satisfait en plus les deux égalités suivantes :

A(g) = (g® g)A(1) et A(g) =A(1)(g® g).
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On note 'ensemble des éléments groupe-like par : G(H).

Proposition 1.0.25. Tout élément groupe-like g de G(H) vérifie :

Définition 1.0.26. Eléments primitifs

Soit ‘H une algébre de Hopf faible. On dit qu’un élément = dans H est primitif, si et
seulement si, A(z) =1®@zr+ 2 ® 1.

De manieére générale, si g un élément groupe-like de H. On dit qu’'un élément x dans
H est g-primitif, si et seulement si, A(x) =2z ®@ 1+ g ® x.

On note 'ensemble des éléments primitifs par :

PH)={zeH: Alx)=10z+2R1}.

Proposition 1.0.27. Si (V, u,n, A, e, S) est une algébre de Hopf faible de dimension
finie alors,
(V*, A%, e* p*,n*, S™1) est son algeébre duale qui est aussi une algébre de Hopf faible.
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Chapitre 2

Constructions de Type Kaplansky de
bialgébres faibles
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2.1 Constructions de Type Kaplansky de bialgébres
faibles

Dans ce cette partie, nous proposons de construire en dimension finie des bial-
gébres faibles et des algébres de Hopf faibles, voir I'article [12], & partir d’une algébre
ou d’'une bialgébre quelconque illustré d’expemples. Ces constructions s’inspirent
des résultats de Kaplansky sur les bialgébres, L’idée de Kaplansky est investie dans
plusieurs sens de réfléxion, voir [23], qu’on rappelle dans les deux théorémes de
Kaplansky suivants :

Theorem 2.1.1. Soit A une algébre unitaire d’unité e et B est le résultat d’adjonc-
tion a A d’une autre unité 1. On définit : e(A) =0, (1) =1,

A =101, Ala)=a®1+1R®a—e®a, Yac A

Alors, B est une bialgébre.

Theorem 2.1.2. Soit A une algébre quelconque (non nécessairement unitaire). Soit
B est le résultat d’adjonction successive a A deux éléments unitaires e et 1. Sur
lespace vectoriel B engendré par A et les générateurs {1, e}, nous considérerons la
comultiplication A et la counité € définies par :

1) = 1e1,
() = eR1+1Re—e®e,

Ala) = (1—-e)®a+a®(1—e), VacA,
(a) = 1, VaeA,

(1) = 1, e(e)=1.

Alors, B est une bialgébre cocommutative.

Theorem 2.1.3. Soit A une algébre quelconque (non nécessairement unitaire) et
B est le résultat d’adjonction successive a A de deux éléments unitaires e et 1. Sur
lespace vectoriel B engendré par A et les générateurs {1, e}, nous considérerons la
comultiplication A et la counité € définit par :

1) = I-e)e(l-¢)t+exe,
(a) = a®a, YaeB\{l},
e(a) = 1, VaeB\({l},

(1) = 2

Alors, B devient une bialgébre faible.
Démonstration. Les identités (1.0.11),(1.0.12) sont satisfaites. Dans ce qui suit, nous
vérifierons les identités restantes dans la définition 1.0.7. En premier, nous prouve-

rons que A est coassociative (1.0.11).
soit a € B\ {1}, nous avons,
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(A®id)A(a) = a®a®a = (id® A)A(a). Nous avons également, (A®id)A(1) =
(id ® A)A(1), de méme

(ARid)A(l) = A)@1-A(l)®e—A(e) ®1+2A(e) Re,
= 1011 -10e®1—-e®@1®1+220e®1-101Qe+1®e®e
+e®1IRQe—-—2eReRe—eRe®@R1+2eQe®Re+e®R1Re—2eReRe
—e®@e®@l+2e®eRe,
= 1®1®1-1%e®l-e®1®1+e®Rexkl1-101Qe+1R®e®e+
e®1®e,
= l-e)(l—-e)®(l—e)+e®ReRe.

D’autre part,

(d@A)A(l) = 1@A(1)—1®A(e) —e® A1) + 2e ® Ale),
= 10191 -1Qe®kl—-e®k1R1+e®Rke®rl-101Q0e+1®e®e
+e®1®e,
= l-e)@(l-e)®(l—e)+e®ReRe.

l'identité (1.0.12) est également satisfaite. En effet, soit a € B\ {1}
(e®id)A(a) = e(a)a=a=1id(a),
(id®@e)A(a) = e(a)a=a=1d(a),
(e®id)A(l) = (1)1 —e(l)e —e(e)l + 2e(e)e = id(1),
(id®@e)A(l) = (1)1 —e(e)l —e(1)e + 2¢(e)e = id(1).

La comultiplication A est un homomorphisme d’algeébre (1.0.13). En effet, soit
ai,as € B\ {1}, aussi a; - a3 € A nous avons,

A(al) ® A(CLQ) = (CLl &® al) ® (CLQ (24 (1,2) =a1-a3@aj-ag = A(a1 . ag).
Aussi, pour a € B\ {1} nous avouns,

Ala) e A(l) = (a®a)e(l1®1-1R®e—e®1+2.1®1)
= a®Ra—a®Ra—a®Ra+2a®a=a®a=Ala).

Nous vérifions la condition de compatibilité (1.0.14). En effet, les éléments e et
1 — e sont idempotents et orthogonaux, a savoir e-e =¢, (1 —¢)-(1—¢e)=1—eet
(1—e)-e=ce-(1—e)=0, nous avons,

1IoAd)e(A()@l)=(1-e)@(l-e)®@(l—e)+e®e®e=(A®id)A(1).
Et de fagon similaire,
AN)®1)e(1A(1)=(1-)@(l—c)@(l—¢c)+te®e®e=(ARid)A(1).

Enfin, nous vérifions que I'identité (1.0.15) est satisfaite pour tout élément dans

B.

19



En effet, soit ay,a2,a3 € B avec as € B\ {1}. De méme a; - as € B\ {1} (resp.
as - asz € B\ {1}), alors (ay - as) - ag € B\ {1} (resp. a; - (az - a3) € B\ {1}). Donc,
e(ar - ag-az) =1 et e(ay - az)e(as - az) = 1.

Supposons maintenant que : as = 1, puis le coté gauche devient, e(a; - 1 - az) =
e(ay - az) et estimons le coté droit e(ay - 11))e(1(g) - az) = (ar - (1 —e))e((1 —e) -
as) + e(ay - e)e(e - az). Nous considérons que les cas particuliers suivants :

1. ap =1et ag =1,

e(1-1n))e(lgy- 1) =e(l —e)e(l —e) +e(e)e(e) =2 =<(1).
2. ap =1etasg#1,
e(1-1ay)e(ligy - az) = (1 —e)e((1 —e) - ag) +e(e)e(e - ag) = e(as) = 1.
3.a1#letag=1,
glar - 1y)e(ly - 1) =¢e(ar- (1 —e))e(l —e) +e(ar -e)e(e- 1) = e(ay) = 1.
4. a; #1et ag # 1,
e(ar-1(1y)e(L2)-a3) = e(ar-(1—e))e((1—e)-as)+e(ar-e)e(e-as) = e(ar)e(as) =
L,
qui est égale a €(a; - a3) parce que a; - az € B\ {1}.

Ceci termine la preuve que B est dotée d’une structure de bialgébre faible. [

Remarque 2.1.4. La bialgébre faible obtenue ci-dessus n’est pas une bialgébre car
elle vérifie uniquement la condition faible. En effet, pour tout : @ € B\ {1}, nous
g(a-1)=1et e(a) e(l) = 2.

Corollaire 2.1.5. Soit A une algébre associative unitaire d’unité 1. Si A\ {1} est
une sous-algébre et s’il existe un élément e dans A\ {1} sachant que :

ece=cete-a=a-e=a,Vac A\ {1}, alors, il existe une structure de
bialgebre faible dans A exprimée par :

A(l) = (I1-e)®(l—e)+e®ece,
Ala) = a®a, Yae A\ {1},
e(l) = 2,
e(a) = 1, Yae A\ {1}.
Remarque 2.1.6. La bialgébre faible B du théoréme 2.1 n’est pas toujours une algébre
de Hopf faible avec antipode S = id.
Les identités (1.0.19),(1.0.20),(1.0.21) sont remplies pour x = 1. Mais pour = €

B\ {1}, les identités (1.0.19),(1.0.20) conduisent a la condition x - z = e tandis que
l'identité (1.0.20) conduit a (z - z) -z = x.

Exemple 2.1.7. Soit A une algébre associative bidimensionnelle avec une unité 1.
Nous supposons que : e est un élément idempotent (e -e = e) différent de 1 dans A.
Alors, il existe une structure de bialgébre faible dans A donnée par :

Al)=1-e)@(1—e)+e®e, Ale)=e®e, (1)=2, e(e) =1.

En outre, si S =id, la bialgébre A devient une structure d’algébre de Hopf faible.
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Exemple 2.1.8. Soit A = K x --- x K une algébre unitaire de dimension n. On
suppose que : b = {e;}1<i<n est une base de A sachant que : ey = 1 et {e;}a<i<n
sont des éléments indépendants et orthogonauzx. Alors, il existe pour chaque entier
k€ {2,---n} fixé, une famille de structures de bialgébres faibles dans A donnée par :

A1) = (I—er)®(1—ep)+ex ey,
Ale;) = e ®e, 1€{2,---n},

e(l) = 2,

ele;)) = 1, 1€{2,---n}.

Dans la suite, nous proposons le résultat plus général suivant.

Theorem 2.1.9. Soit A une algébre associative unitaire de dimension finie avec
lunité ey = 1. Soit b = by Uby une base de A avec by = {e;}i=1,...,. On suppose que :
span(by) est une sous algébre de A et

€i* €5 = €max(i,j)> VZ,j =1, ,p,

ei-f=f-ei=[ Vfe€b,.

On définit la comultiplication A et la counité € par :

Aey) = €, @ ey,

(€;) = (e; —eir1) ® (e, — 1) + Aesr), Vi, i=1,--- ,p—1,
A(f)=f®f, Yfeby,

e)=p—i+1, Vi,i=1,---p,

(
e(f) =1, Vf € by,

P>

(O}

Alors, dans ce cas, A est munie d’une structure de bialgébre faible.

Démonstration. L’image d'un élément par A est un élément e, ; € by, i =1,--- ,p—
1, elle peut s’écrire sous la forme :

Ale;) = (€; — €iq1) ® (65 — €i41) + (€1 — €iv2) ® (€111 — €iq2) + -+ (ep1 — €p) ®
(ep—1 —€p) +ep R €y

Ceci conduit & i = 1,--- ;p—1 que Ae; — €;41) = (&; — €41) @ (e; — €i41) et
E(@i — €i+1) =1.
Montrons que A est coassociative. Pour ¢ = 1,--- ,p — 1, nous avons,

(1d@A)A(e;) = (id@A)[(ei—eir1)®(ei—eir1) - -+ (ep-1—€p) D (€p-1—€y) + €, Q6] =
(ei —€ir1) ® (Ales) = Aleir)) + -+ (ep1 — &) @ (Alep—1) = Alep)) + e, @ Alep) =
(ei—eir1)@(ei—eir1)®(ei—ei1)+ -+ (ep1—€p)R(ep1—6) D(ep_1—€p) + e, D6, D6,

(A®id)A(e;) = (ARid)[(e;—€i+1)@(e;—€it1) 4+ (ep-1—€p) ®(€p—1—€p) +€,®
ep] = (Aler) =Aleir))@(ei—eirr)+- - +(Alep-1) —Alep)) @ (ep-1=p) +A(ep) @) =
(ei—eir1)@(ei—eir1)®(ei—eia)+ -+ (ep1—ep)R(ep1—6) D(ep_1—€p) + 6,06,

Alors, (id @ A)A(e;) = (A ® id)Ale;).
Evidemment, on a la coassociativité pour e, et pour tout f € by.
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Nous montrons que € est la counité. Pour ¢ = 1,--- ,p — 1, nous avons,

(id®e)Ale;) = (id@e)[(e; —eir1) @ (ei —€ir1) ++ -+ (p-1 — €) @ (p-1 — €) +
e ® 5] = (e — eus1) (ee) — 2levin)) + -+ (epr — ) (Elepr) — £(e)) + epe(ey) =
€ — €1+ €ip1 — €ipat Cipa - —ep1 +ep1 — e+ e, = 1d(e;),

(e®id)Ale;) = (e @id)[(ei — €ir1) @ (€ — €i41) + -+ (€p-1 =€) ® (€1 — ) +
ep @ ep] = (e(ei) —e(eirr))(ei —eiyr) + -+ (elep-1) —eley))(ep1 —€p) +e(ep)e, =
€ — €i+1 + €ir1 — €i42 + €;+2 + = €p—1 + €p—1 — €p + €p = zd(el)

Alors, (id ® €)A(e;) = (e ® id)A(e;) = id(e;). La coassociativité est évidemment
satisfaite pour les éléments groupe-like.

La comultiplication A est compatible avec la multiplication. En effet, soit e;, e, €
[11, i,kzl"'p—l, et fE [12,
Ale;) o A(f) = [(ei—eir1)®(ei—€ip1)++ -+ (ep-1—€p) ®(€p-1—€p) +€,®e,|.(fR f) =
ep'f®€p'f:f®f:A<ei'f)-

D’une maniére similaire nous avons A(f) e A(e;) = A(f - ;).

Supposons que ¢ > k, par un calcul direct nous avons,
Ale;) @ Alex) = [(ei — €ir1) ® (ei =€) + -+ (€p1 —€p) @ (ep-1—€,) T+, R ey @
[(ex — €r1) ® (er — epar) + -+ (ep1 —€p) @ (ep1 —€p) + 6, D ep] = (€ — €i11) ®
(€ - €ir1) o+ (ep-1 — €p) ® (ep-1 = €p) + €, ® ey = Ales) = Ale; - €p).
Egalement, pour tout fi, fo € by, nous avons A(f1)eA(f2) = (fiRf1)e(fa®f2) =
fi-fa® fi-fa=A(f1- fa)

Dans ce qui suit, nous vérifions les identités(1.0.14). Nous avons

[Aler) @er]- [er®@A(er)] = [(e1—e2) @ (e1—€2) Rer+ -+ (ep1—€p) D (Ep-1—€p) @
e1+e,Re,0e1]-[e1®@(e1—e2)®(e1—e2)+- - -Fe1®@(ep_1—€p) D (ep_1—€p) +e1Rep,®e,) =
(e1—e2)®(e1—ea)®(e1—e2)+- -+ (ep_1—€,) @ (ep_1—€p) D (ep_1—6p) + €, R e, ey,

et

[e1@A(er)]- [Aler) ®er] = [e1®(e1—e2) @ (e1—€2) + - +e1®(ep-1—€p) ®(ep-1—
ep)+e1®e,e,).[(e1—er)@(e1—e2)®er+- - -+(ep_1—€,) @ (ep_1— )®61+ep®ep®el] =
(e1—e2)®(e1—e2)@(er—e2) 4+ +(ep-1—€p) ®(ep-1— ep)®(ep—1 ep) Tep®ep®ep.

Alors, [e1 @ A(er)] @ [A(er) @ e1] = [Aer) @ e1] @ [e1 @ Aer)] = (A ®id)Aley).

Maintenant, nous vérifions I'identité : (1.0.15). Nous considérons d’abord un tri-
plet (e;,ej,ex). Supposons que j < k, dans ce cas c(e; - €; - e;) = c(e; - e) =
p — max(i, k) + 1.

D’autre part, nous avons

e(ei- (ej)))e((e)) ) ex) = elei (ej —ejr1))e((ej —€j1) -ex)) +- - - +eler (ep-1 —
p)el(ep1— ) en)+ =i e)=((ep- ) = 2(ex (eh — ensi) E(en— exrn) +-- - 2(es
(ep-1—e€p))e(ep-1—ep) +e(ei-ep)elep) = eles- (e —ent1)) +eleir (€1 —ert2)) -+
elei-(epm1—ep)) +elei-ep) =c(e;-ex) —ele;exi1) te(eexir) —e(ei-epra) (e
epia) - -—e(ei-ep_r)telei-ep,m1)—c(ei-ep)+e(ei-e,) = e(e;-er) = p—max(i, k)+1.
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Sij >k, alors, e(e; - € - ;) = e(e; - €j) = p— max(i,j) + 1.

Aussi,

e(e;- (63)(1)) ((ej) @) -ex) = elei- (5 —ejp))e((ej —ejn) -ex) + - +elei- (ep1 —
ep)e((ep—1 =€) - ex) +e(ei - ep)e(ep - ex) = elei - (¢ — ejr1))e(e; — €j41) + ees -
(€41 — €]+2)) (€j+1 = €j2) + s +e(ei - (ep1 — €p))e(ep1 — €p) + £(ei - €p)e(ep) =
(e~ (e —ej41)) +-s+e(ei (ep-1 —€p)) +e(ei-ep) =c(ei-€;) — (e~ ej41) + (e
ej+1)+- s—zs(eZ ep—1)t+e(ei-e,_1)—ele;-e,)+e(e;-ep) =ele;-e;) = p—max(i, j)+1.

Pour le triplet (f,e;,e;), on obtient : e(f - e; - €;) = e(f) = 1 et d’autre part :
e(f - (e)w)e((e)@ - ;) = e(f - (e —eipr))e((ei — eipa) - €5)) + - +e(f - (ep-1 —
ep))e((ep-1 —€p) - €j) +e(f - ep)e((ep - €5) = e(f - ep)elep - €5) = e(f)e(ep) = 1.

Pour un triplet (a1, f,as) ot ay,as € A nous obtenons e(a; - f - az) = (f) =1,
parce que aj - f et f - as appartiennent a by), qui est un idéal. D’autre part, nous

avons £(ay - (f)w)e((f)) - a2) =e(f)e(f) = 1. .

Nous montrons dans ce qui suit que I'algébre commutative 4 = K x - - - x K porte
une structure d’algebre de Hopf faible. A cette fin, nous écrivons 'algébre dans une
base appropriée.

Proposition 2.1.10. Soit A une algébre d’unité e sachant que dans la base {e;}ia.....
de A la multiplication est donnée par : m(e; ® e;) = Cmax(iy)s U] = 2, ,n. Soit
B le résultat de l’algébre obtenue en lui ajoutant une deuriéme unité e =1 a A.

On définit sur cette structure une comultiplication A, une counité € et une anti-
pode S données par :

A(en> =ep & ep,

Ale;) = (e; —€ir1) ® (€5 —eiy1) + Aleiyr), Vi, i=1---n—1,
gle)=n—i+1, Vi,i=1---n

S =id.

Alors, B devient une algébre de Hopf faible.

Démonstration. La structure de bialgébre faible résulte du théoréme précédent. Il
reste a vérifier uniquement 'identité de antipode (1.0.19), (1.0.20), (1.0.21). Nous
avons pour ¢ =1,--- ,n— 1.

m(id® S)A(e;) = m(A(e;)) = m((e; —€i41) @ (€5 = €ig1) -+ (En1— €n) @ (€1 —

en) + e, & en) =€ — €1 T €41+ S—€p1+ep1— e+ e, =¢,
(e@id)[Aer)e(e;®e1)] = (e®id)([(e1—e2)®(e1—e2)++ -+ (en_1—€,) R (€n_1—
en)ten®en]-(e;®e1)) = e(e;—eir1)(ei—eiv1)++ - -Fe(en_1—en)(en_1—en)+e(ey)e, =

€ —€i+1 T €41 T+ —€p_1 + €nh1 — €y + &y = €,

et de méme (id ® £)[(e; @ ;) ® Aey)] = e;.
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Ainsi, on a : (1.0.19), (1.0.20).

L’identité (1.0.21) est également satisfaite. Nous utilisons un calcul précédent de
(A ®id)(Ale;)) et m((e; — ei41) ® (€; — €;41)) = €; — €41, alors,

m(m®id)(S®id®S)(ARid)(Ae;)) = m(m®id)(idRid®id) (A ®id)(Ae;)) =
m(m®id)(A®id)(A(e;)) = m(meid)((e;—eir1)®(€i—€ir1)+ -+ (en-1—€n)@(€n-1—
en)ten®en) =m((e;—eit1) @ (€ —eip1)+- +(en1—€n) @ (€n1—€n) te,®ey) =
e; = S(e;).

La preuve pour e, découle d'un calculs directs. Il

Remarque 2.1.11. De méme, nous pouvons munir ’algebre engendrée par n éléments
idempotents et orthogonaux avec la structure d’algébre de Hopf faible. La structure
d’algébre est isomorphe a la structure d’algébre considérée dans la proposition 2.1.10,
on peut considérer la méme comultiplication et la méme counité que dans cette
proposition.

Maintenant, nous fournissons des constructions de bialgebres faibles a partir de
n’importe quelle bialgébre. Nous montrons que toute bialgébre de dimension n peut
étre étendue a une bialgébre faible de dimension (n + 1).

Theorem 2.1.12. Soient B une bialgébre et es son unité. Nous considérons [’en-
semble B' résultant de l'adjonction d’une seconde unité e; a B en respectant la loi
de la multiplication. Nous étendons la comultiplication A et la counité € de la fagon
suivante,

A(el) = (61 — 62) & (61 — 62) + €3 ¥ eg,
5(61) = 2.

Alors, B' devient une bialgebre faible.

Démonstration. La vérification des identitées (1.0.11)-(1.0.14) sont similaire a la
preuve du théoréme 2.1. En utilisant A(es) = es ® ey et e(eg) = 1. Ainsi, B est une
bialgébre ayant une unité ey. Il reste a vérifier la compatibilité de la counité avec la
comultiplication. L’identité (1.0.15) est satisfaite en considérant 3 éléments de 5.

Pour le triplet (e, a,b), nous avons,
ey - aqy)e(ag) - b) = e(any)e(age) - b) = e(e(any)a@) - b) =<c(a-b) =c(er-a-b).

Le cas du triplet (a,b,e;) est similaire. Voyons maintenant le triplet (a,e;,b). Le
coté gauche de (1.0.15) devient £(a - €1 - b) = €(a - b). On estime le coté droit £(a -
ery)e(er(e) - b) = e(a- (ex —ez))e((er — e2) - b) +€(a - ez)e(es - b). Nous considérons
seulement les cas particuliers suivants :

L.a=-e et b=ee(er-eym)eler) - e1) = eler — ex)e(er — ez) +e(ez)e(er) =
2= 8(61).

2.a=1letb#e
eler-erny)e(er) - b) = eler — ez)e((er — e2) - b) + e(ez)e(ea - b) = £(b).
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3.a#e etb=e¢e
e(a-ei))e(ere -e1) =ela-(er —ez))e(er —ea) +e(a-ex)e(er - e1) = e(a).
4. a#letb#1
(a-erqy)e(ere)-b) = e(a-(e1—e2))e((e1—ez)-b)+e(a-ez)e(er-b) = e(a)e(b) =
e(a - b) parce que a,b € B et B est une structure de bialgebre.
]

La dimension de B’ est dimB' = dimB + 1.
Remarque 2.1.13. La counité de B n’est pas un homomorphisme algébre. En effet,
g(ey - e2) = e(eg) = 1 alors que, e(eq)e(ez) = 2.

Le théoréme suivant fournit un moyen pour ’extension d’une algébre Hopf faible
de dimension n en une algébre de Hopf faible de dimension (n + 1).

Theorem 2.1.14. Soit H une algébre de Hopf et es son unité. Nous considérons
Uensemble H' résultant de l’adjonction d’une seconde unité e; a H en respectant la
multiplication. Nous étendons la comultiplication A, la counité € et l’antipode S de
la facon suivante :

Afer) = (e1 —e2) ® (61 — €2) + €2 ® e,
5(61) =2
5(61) = €1.

Alors, H' devient une algébre de Hopf faible.

Démonstration. La structure de bialgébre faible résulte du théoréme 2.1.12. Les
identités restantes sont données pour e; par des calculs simples. O

Exemple 2.1.15 (L’algébre de Hopf faible de Sweedler en dimension 5). On
suppose que char(K) # 2. Soit H est l'algébre de Sweedler en dimension 4 donnée
par les générateurs et les relations qui suivent : H est engendré par c et x en tant
qu’une K-algébre satisfaisant les relations :

ot e est l'unité. Soit H' algébre obtenue on lui ajoutant une nouvelle unité 1 a
H. Alors, H' est une algébre de Hopf faible de dimension 5 définie comme une K-
algebre, avec la base {1,e,x,c,c-x} et les relations (2.1.1) ete-c=c-e=c¢, e-x =
r-e=uwx, e-e=e. La structure de coalgébre est définie par :

Al)=(1-¢e)®(1—-e)+e®e,
Alc)=c®ec, Ale) =e®e, Alz)=cR@r+r®e,
(1)=2, e(e) =1, e(c) =1, e(z) =0,

L’antipode est donnée par :

m

S(1)=1, Sle)=e, S(c)=¢, S(x)=—c-x.

Cette algébre de Hopf faible n’est ni commutative et ni cocommutative.
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Exemple 2.1.16 (L’algébre de Hopf faible de Taft et Sweedler). Soitn > 2 un
nombre entier et X est un élément primitif de racine n'™° de l'unité. On considére
Ualgebre de Taft Hu2(N), qui est la généralisation de l'algébre de Hopf Sweedler,
définie par les générateurs c et x ou e est l'unité, avec les relations :

=e 2"=0,x-c=X\c-x.

Soit H' algébre obtenue en lui ajoutant une nouvelle unité 1 a Hz(X).
En mettant une structure de coalgébre définie par :

Al)=(1-e)@(l—e)+te®e,
(e)=e®e, Alc)=c®c¢, Alz)=cRr+rQe,

(1)=2, e(e) =1, e(c) =1, e(z) =0.

Alors, H' devient une bialgebre faible de dimension (n*+1), ayant pour base {1,c'z? 0 <
i,j <n-—1}.
Elle posséde une structure d’algebre de Hopf faible avec une antipode définie par :

>

)

S(1)=1, S(e)=e, S(c)=c', S(x)=—c" .

Les deux propositions suivantes donnent d’autres constructions des bialgeébres
faibles a partir de bialgébres, les preuves sont semblables aux précédentes.

Proposition 2.1.17. Soit B une bialgébre et u son unité. Soit B’ le résultat de
Uadjonction successivement de deux élément unitaires e et 1 a B en respectant la
multiplication. Nous étendons la comultiplication A et la counité ¢ de la facon sui-
vante :

>

(H=1®(e—u)+u® (1—2e+2u),
(e)=e®(e—u)+u® (2u—e),
(1) =2, e(e) = 2.

Alors, B’ est une bialgébre faible.

>
®®

~—

M

Proposition 2.1.18. Soit B une bialgébre et u son unité. Soit B’ le résultat de
ladjonction successivement de deux éléments unitaires e et 1 a B en respectant la
multiplication et sachant que la comultiplication A, la counité € sont étendues de la
maniére suivante :

Alors, B' est une bialgeébre faible.

Remarque 2.1.19. Dans les propositions précédentes, si les bialgébres B sont des
algébres de Hopf alors B’ devient une algébre de Hopf faible en prenant S(1) =1 et
S(e) =e.
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Chapitre 3

Hom-bialgéebres faibles et
Home-algébres de Hopft faibles
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Dans cette partie, on introduit et étudie une version Hom des bialgébres faibles
et des algébres de Hopf faibles. Les structures algébriques de type Hom sont appa-
rues pour la premiére fois dans des travaux de physiciens dans les g-déformations
d’algébres de champs de vecteurs. Une g-deformation consiste & remplacer la dé-
rivation usuelle par une o-dérivation qui vérifit la condition de Leibniz modifiée,
d(fg) = d(f)g+o(f)dg. Les premiers exemples ont utilisé la dérivation de Jackson.
La structure mise en évidence généralise la structure des algébres de Lie. La condition
de Jacobi étant modifiée par un homomorphisme. Des généralisations de plusieurs
structures comme les bialgébres ont été proposées dans [29], [30], [31], [32]. Dans ce
chapitre, on définit les Hom-bialgébres faibles et les algébres de Hom-Hopf faibles.
On donne leurs propriétés et on propose de nombreuses facon de les constructions.
Ces résultats sont le fruit d’un travail publié dans article [13].

Définition 3.0.1. Une algébre Hom-associative est un triplet (A, m,«) constitué
d’un K-espace vectoriel A, d’'une application bilinéaire m : A x A — A et d’un
linéaire homomorphisme « : A — A satisfaisant

1.
m(a(x),m(y, z)) = m(m(z,y),a(z)), Vr,y,z€ A (3.0.1)

a(m(z,y)) =m(a(z), aly),  Vr,yeA (3.0.2)
La seconde égalité veut dire que « est multiplicative.

Une algebre Hom-associative est dite unitaire s’il existe un élément u € A, telle
que : a(u) =u, et m(u,x) =m(z,u) =ax), VreA

Soit (A, m,a) et (A';m' ') deux algébres Hom-associatives, nous disons que
Iapplication linéaire f : A — A’ est un morphisme de Hom-algébres si

fom = mo(f®f), (3.0.3)
foa = dof. (3.0.4)

Maintenant, on introduit la structure de Hom-bialgébre faible.

Définition 3.0.2. Une Hom-bialgebre faible est un sextuplé B = (A, m,n, A, e, a),
oum: A® A — A (multiplication), n : X — A (unité), A : A - AR A
(comultiplication), ¢ : A — K (counité), o : A — A et avec n(1) = 1, sont des
applications linéaires satisfaisant :

1. le quadruplé (m, A, n, «) soit une algébre multiplicative, Hom-associative, et
unitaire c.a.d :

aom=mo (a® a), (3.0.5)

2.
mo(m®a)=mo(a®m), (3.0.6)

3.
mzel)=m(lez)=az), VreAd e ofl)=1. (3.0.7)
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4. le quadruplé (A, A, e, «) soit une Hom-coalgébre, c.a.d :
(ARa)ocA=(a®@A)o A, (3.0.8)
(e®id)A=(id®e)A=a, coa=c¢, (3.0.9)
5. la condition de compatibilité est exprimée par les trois identités suivantes :
(a)

Alm(z @y)) =Y m(za) @ ya) ® m(ze) @yw), Yo,y € A,
(1)(2)
(3.0.10)

(b)
(A®a)A(l) = (A1) @ D1 A1) = (1@ AL)(A(L) 1), (3.0.11)

(c)
e(m(m(z@y)®a(z)) = e(m(a(z)®yq))) e(m(ye ®@a(z)). Vz,y,z € A
(3.0.12)
Notant que : si @ = id, on retrouve la définition usuelle d’une bialgébre faible.

Remarque 3.0.3. La condition (3.0.10) signifie que : A est un morphisme de Hom-
algébre. Mais la condition (3.0.11) Montre que A ne conserve pas nécessairement
I'unité 1. Si A(1) =1 ® 1, alors condition (3.0.11) est satisfaite. Ainsi :

(A a)A(l)=Al)®a(l)=1®1® 1.
D’une autre maniére,
Al Al)=(1v1l®]).(1l®le]l)=1®1®1.

L’identité (3.0.12) est la version faible que € est un morphisme de Hom-algébres dans
le cas d’une Hom-bialgébre faible.

Quand A(1) = 1®1 et 'application « est multiplicative, alors, on peut déduire que
la counité est un morphisme de Hom-algébre, En effet :

e(m(z @y)) = e(a(m(z @y))) = e(m((a(r) @ a(y)))) = e(m(m(z © 1) ® a(y))) =
e(m(a(z)a®(z)))e(a?(y)) = e(x)e(y).
L’application «, dans ce cas, constitue une structure de Hom-bialgébre faible qui est
toujours multiplicative.
Définition 3.0.4. Soit (A, m,n, A, e, a) et (A',m/, 0/, A’ €', o) deux Hom-bialgébres
faibles, nous disons que l'application linéaire f : A — A’ est un morphisme de Hom-
bialgébre faible, si on a les égalités suivantes :

fom = m'o(f®f), (3.0.13)
(f@floA = Aof, (3.0.14)
fon = 1, (3.0.15)
fof = e (3.0.16)
foa = dof. (3.0.17)
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Définition 3.0.5. Une algébre Hom-Hopf faible est un sextuplé H = (A, m,n, A, e, S, a),
ou (A, m,n,A e, a) est une Hom-bialgébre faible et S est une antipode qui est un
endomorphisme de A vérifiant :

Vo e A,
m(id ® S)A(z) = (e @ a)(A(1)(z ® 1)), (3.0.18)
m(S ®id)A(z) = (a®e)(1 ® x)A(1), (3.0.19)
mim® a)(S®id® S)(A®a)A = Soat (3.0.20)
aoS=_Soa. (3.0.21)

On note que la définition d’une algébre Hom-Hopf faible provient de [47].

Exemple 3.0.6. Soit A un espace vectoriel de dimension 2 engendré par {eq,es}.
On peut définir une structure Hom-bialgébre avec les données suivantes :

m(€1,€1) = €1, m(€1, 62) = €1—€9, m(€27€1) = €1—€9, m<€2762) = €1—€xy, 77(61) = €1,

Aer) = (e1 —e2) ® (61 — €2) + €2 @ e, A(ea) = (e1 — €2) ® (€1 — e2),
8(61) = 27 5(62) = 1,
ale;) = e1, aley) =e; — es.

Cette structure devient une algebre Hom-Hopf faible, si on prend ’antipode S=id.

Exemple 3.0.7. Soit A un espace vectoriel de dimension 3 engendré par : {eq, ez, e3}.
On peut définir une structure Hom-bialgébre avec les données suivantes :

m(er,e1) = er, mley, ex) = e —es,mleg, e1) = e; —es, m(eq, e2) = €1 — e,
m(eh 63) = €3 — €3, m(63, 61) = €2 — 637m(63, 62) = €9 — €3, m(€2, 63) = €y — €3,

m(€3, 63) = €2 — €3,

A(@l) = (61 — 62) ® (61 — 62) + (62 — 63) ® (62 — 63) +e3® €3,
Aeg) = (e1 —ea) @ (e1 —ea) + (ea —€3) ® (e2 — €3), Aez) = (e2 —e3) @ (e2 —e3),

n(er) =eq, eler) =3, e(es) =2, eleg) =1,

aler) = e, aley) =e1 —e3, aley) = e — es.

Cette structure devient une algébre Hom-Hopf faible, si on prend l’antipode S = id.
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3.1 Construction par Twist

On montre que les Hom-bialgébres faibles combinées avec les morphismes de
Hom-bialgébres donnent de nouvelles structures de Hom-bialgébres faibles. En par-
ticulier, on peut construire des Hom-bialgébres en utilisant les bialgébres faibles
usuelles et les morphismes de bialgébres faibles.

Theorem 3.1.1. Soit B = (A, m,n, A, e,«) une Hom-bialgébre et  : A — A un
morphisme de Hom-bialgébre alors,

BB = (Aamﬂ :ﬁomﬂhAﬁ - Aoﬁagaﬂoa)a
est une Hom-bialgebre faible.

Démonstration. 11 suffit de vérifier les identitées (3.0.18)-(3.0.12) :
1. Hom-associativité

mp(Boa(r)@me(y®z)) = Bom(Boalr)®pBom(y® z)),
= Bom(a(z)®@m(y @ 2)),

B2 om(m(z ® y) ® a(2)),

mg(mg(r @ y) @ Boalz)).

2. Unité

nopfoa(l)=nop(1l)=mn(l).
3. Hom-coassociativité
(Ap®@Boa)As(z) = (BB L)A®a)As(v),

= (BeB ) (aeA)As(z),
((Boa)®Ag)As(z).

4. Counité

(id ® £)Ag(z) =

De maniére similaire on a :

(e @id)Ag(x) = Ble(a(r1))ws) = B o afz).

5. Compatibilité de la coassociativité (a)

Ap(mp(z@y)) = A(B(x).0(y)),

= (FPep)Ary),
(62 ® B°)(A(z).Ay)),
= (B@B)(As(z).As(y)),
= Ag(z).585(y).
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(Ag @ Boa)As(l) = (6©F)(A®a)Al),
= (As()@1)5(1@ A1),

= (/) |(AM)1).(eAl))].
(c) € Condition faible

e(ms(ms(z ®y) ® Boa(z))) = eof?o(m(m(z®@y)® a(2))),
= co(m(m(z®y) ®a(2))),

e(Bom((foa(r)®B(yi))e(fom(By2) @ foalz))),

_ coB(mlaa) @) o Flmlyn @ (=),
= e(m(Boa(r)®B(yr)))e(m(B(y2) @ 5o al(z))).

]

Corollaire 3.1.2. Soit B = (A, m,n, A, ) une bialgebre faible et § un morphisme
de Hom-bialgébre faible alors,

BB = ("47m,3 = 5077%777A6 = A067576);
est une Hom-bialgebre faible.

Démonstration. De facon simple, on voit qu’une bialgébre faible est une Hom-
bialgébre faible B;y = (A, m,n, A, e,id). 11 suffit ensuite d’appliquer le théoréme
3.1.1. On obtient Bs = (A, Bom,n, Ao f,e,ido f3). m

Corollaire 3.1.3. Soit B = (A,m,n, A, e, a) une Hom-bialgébre faible multiplica-
tive, alors, pour tout entier n, nous avons :

Ba" = (A> Mon = ao m,m, Aa" =Ao Oéna &, an—i—l)

est une Hom-bialgébre faible.

Theorem 3.1.4. Soit B = (A, m,n, A, e, S, a) une algébre Hom-Hopf faible et 5 est
un morphisme d’algébre Hom-Hopf faible, tel que S o8 = [0 .S. Alors,

BB = (A,mﬁ = /Bom7777A,3 = Aoﬂ75757ﬂoa>
est une algebre Hom-Hopf faible.

Démonstration. 11 suffit de vérifier les conditions de I’antipode (3.0.18), (3.0.19),
(3.0.20)

1) mgo(id®S)oAg(x) = Bomo(id®S)oAof(z),
= BPomo(id® S)oAx),
= B*o(e®@a)o(m(l; ®h)@m(ly® 1)),
= (E@poa)o(B@f)o(m(ly®@r)®m(l,®1)),
= (e®@pPoa)o(ms(li ®z)@mg(ly®1)).
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2) ms(S@id)As(x) = Bom(S®id)Aof(x),
B2 om(S ®id)A(z),

B2o(a®@e)(m(ly @ x) @m(ly ® 1)),

= (Boa®e)o(B®@f)o(m(ly®r)®@m(ly® 1)),
= (Boa®e)o(ms(li®@x) @ms(ly @ 1)).

3) mp(mg ® foa)o(S®id® S)o(As® Boa)As(z),
=fomo(fom®@Loa)o (SRR S)o (Ao ®Foa)oAof(x),
—Bomo(Bof)omea)o(S®ideS)o (5 ® 5 o) o Al),
=fomo(faf)o(m®a)o(f?® %0 p%) o (S®id® S)oAr),
:ﬁomo(ﬁ@ﬂ) (ﬁ2®ﬂ2)o(m@a)o(S@id@S)oA(l‘),
=Btomo(m®a)o(S®id® S)o Az),

_ 80 Soat(h),
= (Boa)toS(h).

]

Corollaire 3.1.5. Soient B = (A, m,n, A, e, S) une algébre de Hopf faible et  un
morphisme d’algébre Hom-Hopf faible tel que 50 S =S o 3, Alors

BB = (A7m,3 - Bomﬂ%AB = AOﬂ,a,S,B),
est une algebre Hom-Hopf faible.

Corollaire 3.1.6. Soit B = (A,m,n, A, &, S, «) une algébre Hom-Hopf faible. Alors,
pour un entier quelconque n,

Ban = (A, mgn = ™ om,n, Agn = Ao a”, ¢, S, a"),
est une algébre Hom-Hopf faible.

Exemple 3.1.7 (Algébres Hom-Hopf faibles de Sweedler et Taft). Soient
n > 2 un nombre entier et \ est un élément primitif de la racine n'™ de 'unité.
On considére Ualgébre de Taft H,2(N) qui est la généralisation de l'algébre de Hopf
Sweedler définie par les générateurs c et x ou e est ['unité avec les relations :
A=e 2"=0, x-c=Ac-x.

Soit H' lalgebre obtenue en adjoignant une nouvelle unité 1 a H,2(\). On définit
Uapplication linéaire 5 : H' — H', donnée par :

B(1) =1,6(e) =e,plc) =¢,f(x) =tz, ou tekK

On remarque que c’est un morphisme d’algébre Hom-Hopf faible. Alors, on applique
le théoréeme 3.1.1, on obtient alors la structure définit comme suit :
La multiplication est donnée par mg(x,y) = f(z.y) = B(x)B(y),
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La coalgébre est donnée par :

As()=(1-e)@(1-e)+e®e,
Ag(e) e®e, A()zc@c, Ag(z)=c®@x+r®e,
e(1) =2, ele) =1, e(e) = 1, e(x) = 0.

Alors, H' devient une Hom-bialgébre faible de dimension (n® + 1), qui a pour base
{1,c'27,0 <4,57 <n-—1}.

On peut rendre cette structure de Hom-bialgébre faible, une algébre Hom-Hopf faible,
st on choisit I’antipode donnée par :

Cette nouvelle structure d’algébre s’appelle ’algebre Hom-Hopf faible de Sweedler et
Taft.

3.2 Constructions de Kaplansky de type-Hom

Dans cette section, nous proposons des constructions des Hom-bialgébres faibles
et des algébres Hom-Hopf faibles construites a partir d’une algébre Hom-associative
voir larticle [12]. Ces constructions sont inspirées par les bialgébres construites par
Kaplansky voir [23].

Theorem 3.2.1. Soit (A, m,a) une algébre Hom-associative quelconque (non né-
cessairement unitaire) avec une base b. Soit B le résultat de l’adjonction successive
a A de deux éléments unitaires e et 1, tels que : m(1 ® 1) = 1, m(e ® e) = e,
m(l®a) =m(a®1)=m(e®a) =m(a®e) =ala), Va e b et, a(l) =1, afe) =e.
Sur espace vectoriel B engendré par lespace vectoriel A et les genérateurs {e, 1},
on définit les opérations données par :

A(l) = 1-e)®@(l—e)+e®e,

A(a) = afa)®ala), Vace€b,
coafa) = ela)=1, Vaehb,

e(1) 2.

Alors, lextension par linéarité nous permet d’affirmer que les applications A et e
sont bien définies pour tout élément de B. Si on suppose de plus que :

Va,b,c €b on a : m(a®b) € b,
Ala(a)) = o*(a)®@a?(a), e(ala)) =e(a®(a)) =c(a) =1, et e(m(m(a®b)®oz(c )

Alors, B deviendra une Hom-bialgébre faible.
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Démonstration. Nous vérifions que A est Hom-coassociative :  Va € b.
(A®a)Aa) = (A® a)(afa) ® ala)) = Ala(a)) ® a*(a) = a*(a) ® a*(a) ® a*(a),
(a® A)A(a) = (e ® A)(a(a) ® a(a)) = o*(a) ® a*(a) ® a*(a), VYa€b\ {1}
Nous avons aussi,
(A a)A(l) = AD)1-A(l)®e—A(e)®@1+2A(e)®e
= 1011 -10e®1—-e®1®14+2eQ0eRk1-101Re+1ReRe,

+ e®R1®Re—2eReRe—eReR1+2eReR®e,
= 101®1-10e®l—-e®@1®1+eRer1-101RQe+1RQe®e,
+ e®1®e,

l-e)@(l-e)@(l—e)+e®Re®e.
D’autre part :
(a@A)A(l) = 1RA(1) -1 A(e) —e® A(l) +2e® Ale),
= 10191 -10e®kl-e®R1®14+e®Rkerkl-101R0e+1®e®e
e®1®e,
l-e)@(l-e)(l—e)+eRe®e.

+

Alors,
(A®a)A(l) = (a® A)A(L).

Nous montrons la condition de compatibilité (3.0.11). En effet :
1TeA@)-(Ahel) = (A1)e1)- (1o A1),
= l-e)e(l-e)®(l—e)+e®ReRe.

En faisant les calculs prévues, on obtient que la relation (3.0.11) est satisfaite. Main-
tenant, nous affirmons les identitées Va € b

(e®id)A(l) = (1)1 —e(l)e —e(e)l + 2e(e)e =
(1)1 —e(e)l —e(l)e+2e(e)e =
= eg(e)e=e = ale),
(e)e =
(

) (1),
( (1) )
( (€) )
(id®@e)Ale) = e(e)
( (a) )
(a) )

(1),

e Q

= (1

e = afe),

=a=afa),

Il
™

a

S

= ¢(a)a =a = afa).

La comultiplication A est dans ce cas un morphisme algebre (3.0.8). En effet :
Ala)-A(l)=(afa)®@ala) 1®01-10e—e®1+201®1) = a*(a) ® a*(a) —
a?(a)®@a?(a) —a?(a) @a?(a) +2a%(a) @ a?(a) = a*(a)®@a?(a) = Aa(a)) = Ala-1).

Aa)-Ae) = (ala)®a(a))-(e®e) = ala)-e®ala)-e = a?(a)@a?(a) = Ala-e).
Soit ay,as € b, Alay) - Alaz) = (a(a1) @ ala)) - (a(az) @ alas)) = alar) - alay) ®

a(ar) - alas) = alay - az) @ alay - az) = Alay - as).
De la méme maniére, on vérifie que ¢ satisfait la condition faible (3.0.12).
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Proposition 3.2.2. Etant donnée la Hom-bigebre faible définie dans le théoreme
(3.2.1). Alors, elle ne peut étre doter d’une structure d’algébre Hom-Hopf faible.

Démonstration. Si on suppose que c¢’est vrai, nous aurons
mo (aS)A(x) =mo (id® S)(a(r) ® a(r)) = m(a(x) ® S(a(x))), VreA,
et
(e®@a)A(1)(z®1) = (e®@a(l—e)@a(l—e)-(z@1)+(e®e)- (2®1) = (e®a)(a(x)®e) = e(a(x)e = e.
Alors, dans ce cas on doit avoir
a(z) - S(a(z)) =e.

Cette égalité n’est pas vraie pour tout x dans A, donc, ¢’est une contradiction avec
les hypothéses.
m

Corollaire 3.2.3. Soit (A, m,«) une algebre Hom-associative multiplicative et uni-
taire ou 1 est son unité et soit b une base de A. Nous supposons que pour tout
élément a,b € A on a m(a ®b) € b, et qu’il existe un élément e dans A tel que :
m(e®a) =m(e®a) = a(a), Ya € b, et a(e) = e. Considérons les opérations définies
par :

All) = 1—-e)®(1—e)+e®e,
A(a) = ala) ® a(a),Va € b,
e(l) = 2,

(a) = e(a)=1,Va€eb,a#1,

coala
et  Va,b,c € b nous avons,
Ala(a)) = a*(a) @ a*(a), e(afa)) =<c(a’(a)) =1, e(m(m(a®b) ®a(c))) =1.
Alors, (A, m,1,A e, a) posséde la structure de Hom-bialgébre faible.

Démonstration. 1l suffit de prouver que A est un homomorphisme d’algébre (voir la
preuve du théoréme 3.2.1 :

A(1) - A1) = A(L-1) = A1),

Al)-Alg)=[1—-e)®@(l—e)+e®e]o|a(a) ®ala)]l = A(l-a) = Ala(a)), Va € b
Aay) - Alag) = Aay @ az) = a(ay) - a(az) ® alay) - alas), Yai,as € b, O
Corollaire 3.2.4. Soit (A, m,«) une algebre Hom-associative multiplicative et uni-
taire de dimension n et 1 est son unité. Nous supposons qu’il existe une base b =
{ei}1<i<n de A ou ey = 1 et les éléments {e;}a<i<n sont nilpotents d’ordre 2 qui
engendrent [’hyperplan avec une base orthogonale. Alors, il existe une structure de
Hom-bialgébre sur A donnée par : pour tout entier fixé, k € {2,---n}, sur la base
orthogonale de Uhyperplan, {e;}a<i<n,

A(l) = (I—ale)) @ (1= aler)) + aler) ® aler),
Ale)) = ale)®@ale), Alale)) =a(e)) ®a?(e;), i€{2,---n},
e(l) = 2,
)

ele)) = elale)) =e(a®(e)) =1, i€{2,---n}
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Démonstration. Un simple calcul de routine. O
Dans ce qui suit, on présente un résultat plus général.

Theorem 3.2.5. Soit (A, m,«) une algébre Hom-associative multiplicative et uni-
taire d’unité ey = 1 et de dimension finie n. On fize un entier p telle que : p < n et
b = by UDby est une base de A avec, by = {e;}i=1... ,. On suppose que :

m(e; ® €;) = mas(ij), Vi J =2, ,D
m(e; ® g) = m(g ®e;) = alg), Vg€ b,
ale) = e, Vj=1,---,p,

a(g) € by.

La comultiplication A est la counité € sont définies par :

Alep) = ey, ® ey,

Alei) = (e — eiy1) @ (ei — €ip1) + Aleipr), Vi, i=1,--- ,p—1,
A(g) = alg) ® alg), Vg € by,

e)=p—i+1, Vi,i=1,---p,

g) =1, Vg€ by,

(L)

)

(
(
Ces hypotheéses conférent a A une structure de Hom-bialgébre faible.

Démonstration. La sous Hom-bialgébre engendrée par b, est une Hom bialgéebre
faible, voir 3.0.8. Il suffit de vérifier dans ce cas uniquement les conditions pour les
éléments g de by. On remarque que A(a(a)) = o*(g) ® a?(a),Vg € by. 11 suffit dans
ce cas de montrer que A est compatible avec la multiplication. En effet, un simple
calcul nous assure que pour tout : g € by que A est compatible avec la multiplica-
tion :

Aep—i)-A(g) = [(ep—i—ep—it1)®(€p—i—€pit1) +(€p—it1—€p—it2) @(€p—it1—€pit2) +
oot (€pmig = €pmitjir1) ® (€pinj — €pijr1) Tt (Epm1—€p) @ (€1 —€)) + €, @ ep] -
(a(g)®a(9)) = e-a(g) Dey-alg) = alg) ©alg) = Aley-i-9), Vg € by, ¥i = 0..p— 1.
Nous supposons que : ¢ < k,

Alep—i) - Alep—r) = [(ep—i = ep—i+1) ® (€p—i — €p—it1) + (Ep—it1 — Ep—it2) ® (Ep—ip1 —
Ep—it2) Tt (Epmitj — Epmitjr1) ® (€p—inj — pmivjr1) + -+ (€p1—€p) R (€p1—€p) +
ep @ epl - [(epk — €p k1) @ (€pk — €p k1) + (€pki1— €phy2) ® (€ppi1 — €pri2) +
ot (Cprt = €p kit 1) @ (€pbpt — Eptrtr1) T (epo1—€) @ (epo1—€p) Hep, R, =
Aep—i) - Alep—r) = [(€p—i — €pit1) ® (ep—i — €pit1) + (€pit1 — €p—it2) @ (€p—i1 —
€p—it2) T - F (Epmitj — Epminjt1) @ (Ep—itj — Epinj1) + .. + (ep1 — €) ® (€p—1 —
ep) +ep@e, =Aey_i) =A(epi-epi), Vi,k=0..p—1.

Montrons que ¢ satisfait la version faible :
Supposons que : j < k
e(e;-e;oe,) =c(e; - ex) =p—max(i, k) + 1,
D’autre fagon :
eler - (ej)w)e((eg)@) - en) = elei - (65 — €jr1))el(ej — €j41) - ex)) + ele; - (ej11 —
ej+2))e((ejr1 — €jua) - ex) Te(ei - (€j12 — ej13))e((€j2 — €j13) - ex)) + ... +ees - (e —
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er1))e((er —entr) - en)+ ... Felei (epm1—ep))e((ep1 —€p) - en) +e(ei-ep)e((ep-er) =
e(ei- (er — epv1))e(er — exr1) + (€ - (€1 — enr2))e(Enr1 — epra) +.. F(ei - (€p-1 —
ep))e(ep—1 —ep) +e(ei-ep)e(ey) = (e (ex — exy1)) +e(€i - (€rs1 — eppa)) + ... +e(e -
(ep—1—ep)tclei-e,) =clei-er) —e(e;-exr1) Fe(e;-epr1) —e(€-eppa) +ele; - epia) +
—e(ei-ep1)tele-ep_1) —cle; - e,) +ele;-ep) =cle; - ) =p—max(i, k) + 1.
Si j > k, alors,
e(e;-ej-er) =c(e; -ej) =p—max(i,j) + 1,
e(es(ej)))e((es) @) en) = elei(e—€jr1))e((ej—€j41)-ex)+e(eir(€j41—€542) )e((€j41—
€512) ) +e(ei-(E512—343)2 (€42 €548)-€8)+ ke (ei-(Ep1—En)e ((Ep1—p)-ea)+
e(eiep)e(ep-er) = e(ei(ej—ejp1))e(ej—eja) +ele (€41 —€ju2))e(ejur — )+
e(ei(ep-1—ep))e(ep—1—ep) +e(ei-ep)e(ep) = elei- (e —ejpn)) +elei- (41 —€j42)) +
Fe(ei-(ep1— ))+5(6z ep) = elei-ej) —e(eireji1) Heleieju1) —e(ei-ejr2) +e(es
eJ+2)+. —e(e;- 610_1)4-6(6Z ep—1)—elei-ey)t+e(e;-e,) = e(e;-ej) = p—max(i, j) + 1.
Les autres conditions sont obtenues par des calculs directs. Il

Theorem 3.2.6. Soit (A, m) une algébre unitaire d’unité ey et o est un endomor-
phisme d’algébre défini sur A. On suppose que la multiplication est donnée relative-
ment & la base {€;}i=a... n par : m(e; ® €;) = €maa(iy), 4] =2, ,n et a(ez) = €.

Soit B ’espace vectoriel résultant de l’adjonction d’une seconde unité ey = 1 a
A. On suppose que la comultiplication et la counité ont pour expression

Alen) = alen) ®alen),
Ale;) = (ale) —aleirr)) ® (ale;) — aleirr)) + Aleivr), Vi, i=1,---n—1,
ele;) = n—i+1l, Vi,i=1,--'n

alors, sous ces hypotheses, B a une structure de Hom-bialgébre faible.

Démonstration. 11 est facile de voir que « est un morphisme d’algébre. m(e; ® e1) =
m(el ® ei) - a(emax(i,l)) = a(ei)v

m(a(e;)@m(e;@ex)) = m(a(e:) ®a(emaa(in)) = wom(€i®@ema(ir) = 0 (Emaa(ijik))
D’autre part,

m(m(e;@e;)®@a(er)) = m(a(ema,j)) @(er)) = aom(eman(ij®ex) = & (Emar(i,jk))-
Ainsi, m est Hom-associative en respectant la multiplicativité avec . Maintenant,
montrons par induction la Hom-coassociativité.

(A®a)Alen) = (A® a)(alen) ® alen)) = a®(en) ® a?(en) @ *(en),

On suppose que la propriété est vraie au rang i+1 et prouvons qu’elle est vraie aussi
au rang i.

(@@ A)A(e) = (@@ A)(ale:) — alei)) ® (ale) — alein)) + (0 © A)Alei),
= (a*(e:) — a*(ei1)) @ (Aleler)) — Alalein)) + (A @ ) Alei),
(@”(e:) — (a”(e

= (a®(e;) — a®(es1)) @ (a®(e;) — a®(eir1)) @ (a®(e;) — a®(eip1)) + (A ® @) Alesn),

D’autre part :
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® a)Ale;) = (A @ a)(ale;) — alei)) ® (ale) — aleirr)) + (A © @)Alein),
= (Ala(e) © (a (e:) = aQ(em)) Ala(eirn))) + (A @ a)Alein),
= ) @ (a”(e

-« (€z+1) ® (a® i) — (€z+1)) (A ®a)Aleir),

—~
Q
[\
—~
D
S
~
|
Q
(V]
—~
D
S
+
—
~—
~—
—~
Q
V)
—~
D
S
~

Ce qui confirme que A est Hom-coassociative.

Nous prouvons dans ce qui suit que la multiplication m est compatible avec la struc-

ture de Hom-coalgébre.

On suppose que i < k,

Alep—i) - Alep—i) = [(alep—i) — alep-it1)) @ (alep—i) — alep—it1)) + (a(ep—it1)

alep-iv2)) @ (a(ep—it1) — alep-it2)) + .. + (alepitj) — alep-ivjt1)) @ (ep—ivj)

a(€p—ivjr1)) + ...+ (alep—1) —a(e)) @ (a (ep 1) —alep)) +ale,) ®aley)] - [(alep—k)
afep—r1))@(ep—r)—a(ep—k+1))H(a(€p—r+1) —alep—r2))@((ep—p+1) —a(€p—k+2))
ot (alepirt) — lep-rrir1)) ® (ep—ptt) — al€pri+1)) + -+ (alep—1) —alep))

(alep-1) —alep)) + alep) @ aley)] = (alep—i) — alep—iv1)) @ (alep- 2)— a(ep—it1))

(alep-iv1) — alepit2)) @ (alep-it1) — alep-it2)) + - + (alepitj) — alep-itj+1))

(alep—irs) —alepirjr1))+..+(ale,1) —ale,y)) @ (ale,—1) —ale,)) +ale,) ®ale,)

Alep—i) = Alep—i - ep—i), Vi,k=0,...,p—1.

-|-|||

&+ &

Maintenant, nous prouvons la compatibilité avec la counité :
(id @ e)A(e,) = (1d @ e)(ale,) ® ale,)) = e(en)ale,) = ale,). Une autre fois par
induction, on suppose que la propriété vraie pour ¢ + 1 et donnons la preuve pour i.
(id ® €)Ale;) = (id @ €)[(ale;) — aleirr) @ ale; — ale))] + (id ® €)Aleir1) =
(a(e;) — aleir1))(e(e:) — e(eir1)) + aleir1)) = ale;).

(e @id)Ale;) = (e @id)[(ale;) — aleiyr) ® ale; — aleiyr))] + (e ®id)Alei) =
(e(ei) — elei1))(aler) — aleirr)) + alei1)) = ales).
La condition faible de la counité se vérifie facilement. O

Proposition 3.2.7. Sous les hypothéses du corollaire (3.2.6), il existe n — 1 struc-
tures de bialgébre associées a A deuzr a deuxr non isomorphes. On prend j tel que
j=2,---,n. La structure de la Hom-coalgébre est définie par :

Afer) = (aler) — alez)) ® (aler) — alez)) + (a((e2) — ales)) @ (a((e2) — ales)) +
-+ (al(ej-1) —aley) ® (alej—1) — ale;)) + ale;) @ ale;),

St 1<y,

Ale) = (a(e;) — aleq) @ (ale) — ale)) + ... + (alej—1) — ale;) ® (alej-1) —
a(e;) + ale;) ® afe;).

Si i=j,
Alej) = alej) @ aley).
Sip>i>j,

Ale:) = (afei) — aleir)) ® (ale; + ale)) @ (ale:) — alein)),
et e(e;) =aoe(e;) =j—i+1, i=1---,57—1
e(ej) =aoe(ej) =1ete(e;)) =aoe(e;) =0, i=j+1,---.,n
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Démonstration. Pour tout j tel que j = 2,--- ,n, on considére la structure de Hom-
bialgébre faible définie ci-dessus. La vérifcation est similaire au théoréme 3.2.6. [J

Corollaire 3.2.8. Il existe une structure de Hom-bialgébre faible pour une Hom-
algeébre associative quelconque engendré par n éléments orthogonaux nilpotents d’ordre
deuz.

Theorem 3.2.9. Soient (A, m,n, A, e, ) une Hom-bialgébre et ey est ['unité. Nous
considérons 'ensemble B résultant de ’adjonction de l'unité e; a A qui respecte la
multiplication. Supposons que,

aler) = er, aley) = ez,

m(er ®e1) = e, mle; @ ez) = mfes ® e1) = m(ex ® ea) = e,

Afer) = (e1 — €2) @ (e1 — €2) + €2 @ ea, (3.2.2)
e(ey) = 2.

Alors, B devient une Hom-bialgébre faible.

Démonstration. La condition (1.7) est satisfaite, voir Théoréme 2.1.9. Ainsi, nous
avons,
(e ®@id)A(er) = e(er)er —e(er)ea — e(ea)es + 2¢(er)ey = 1,

(Zd X €)A(61) = 5(61)61 - 5(61)62 - 8(62)62 + 28(62)62 = 1,

6(61 €1 - 61) 5(61 61)6(61 61) 8( €1 - 61)5(62 . 61) — 8(61 : 62)8(61 . 61) + 8(61 :
e2)e(ea - e1) = e(er)e(er) — eler)e(en) — elea)e(er) +25(e2)e(en) =4 —2-2+2 =2,

e(e;-ep-e1) =ce(ej-er)e(er-er) —e(e;-er)e(ea-er) —e(e;-ex)e(er-er)+2e(e;-e9)e(es-
et) ): e(ei)e(er)—e(ei)e(ea) —e(ei)e(er)+2e(e)e(e2) = 2e(e;) —e(ei) —2¢(ei)+2¢e(e;) =
elei),

6(61 c € 61) = €(€i : 61) = 5(61')7

eleg - ej-ey) = celeg-e;-e9) = eley - ei(l))e(ei(Q) eg) = e(eq - ei(l))s(ei@) ceq) =
5(61 . 67;(2))6‘(61'(1) . 61).

On suppose que : i,k # 1,

e(e; - eq-er) =cele;-er) =ele;)e(er),
e(e;rer-ex) = e(e;req)e(er-ex)—e(e-e1)e(es-ex) —e(e;ea)e(er-ex)+2e(e;e)e(eg-ex) =
2e(e;)e(er) — e(ei)e(er) — eley)e(er) + 2e(e;)e(er) = e(e;)e(ex). O

Remarque 3.2.10. La counité de B n’est pas un morphisme algébre et dimB =
dimA + 1.

Corollaire 3.2.11. Soient (A,m,n,A,e,a) une Hom-bialgébre faible et u est son
unité. Soit B le résultat de l’adjonction successive a A des éléments unitaires e et 1
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respectant la multiplication qui peut s’étendre par linéarité dans B.
On suppose que :

a(l) =1,a(e) = e,a(u) = u,

mlel)=1,mexl)=m(l®e)=me®e)=c¢
m(l®u) =mu@l)=muee) =mle@u) =m(utu)=u,
Al)=1® (e —u)+u® (1 —2e+ 2u),
Ale)=e®(e—u)+u® (2u—e)

Alors, B est une Hom-bialgébre faible.
La counité de B obtenue dans le corollaire n’est pas un morphisme d’algébre.

Corollaire 3.2.12. Soient (A,m,n, A e, ) une Hom-bialgébre faible et u est son
unité. Soit B le résultat de ’adjonction successive a A de deuz élément e et 1 pour
la multiplication. On pose :

a(l) =1, a(e )Zeﬂ(u) = u,
mel)=m(lee) =m(e®e) =

1,
1)
)= ($®1) m(u@e) =m(e®@u) =mu®u) =u,
(1
(e

DN=1-¢e)(1l—e)+(e—u)®(e—u)+u®u,
e)=(e—u)® (e—u)+u®u,

e(1) =3, ele) =

Alors, B est une structure de Hom-bigébre faible.

(
(1
(
(

Remarque 3.2.13. La counité de la bigébre B n’est pas un morphisme d’algébre.

Theorem 3.2.14. Soient B une bialgébre et B' = span{B,e, 1} une bialgebre faible
obtenue par la construction du théoreme de Kaplansky. En appliquant la construction
Twist a B, alors, La construction version Hom de type Kaplansky obtenue est équi-
valente a la Hom-algébre obtenue en appliquant la construction Twist a la structure

bialgebre B'.

Démonstration. Si B est la structure de bialgébre alors, la structure de bialgébre
faible B' = span{B,e, 1} est obtenue en ajoutant A(1) = (1—e)®@ (1 —€) +e®
e,Ale) =e®e,e(l) =2,e(e) = 1.

Maintenant, nous construirons la structure Hom-bialgébre a partir du morphisme
de bialgébre 3. En fixant

B(1) =1,B(e) = e,;mg(z,y) = B(z) - By), Ap(x) = Ao f(z),Va € B,
ce qui méne a la structure de Hom-bialgebre (B',mg,n,¢, Ag).

D’autre part, on prend B et on applique la construction Twist avec 5. On obtient la
structure de Hom-bialgébre (B, mg,n, e, Ag, 5), avec mg(z - y) = B(x) - B(y) et
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Ag = Ao f, o =c. Pour la derniére structure, nous effectuons la construction
Kaplansky, voir le Théoréme 2.1. Par conséquent,

B' = span{B,e, 1}, (1) = 1,8(e) =e,
Ag(l) =Acf)=A)=(1-e)@(1-€)+e®e,
Aple) = Ao fe) = Ale) =e@e,
coff=e.

Ce qui montre qu’on a la méme structure de la Hom-bialgébre faible donnée ci-
dessus. O]
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Chapitre 4

Classification
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Dans cette partie, on décrit les variétés algébriques des bialgébres faibles et al-
gébres Hopf faibles par I'action du groupe linéaire. On établit la classification en
dimension 2 et 3. De plus nous calculons pour chaque classe son groupe d’automor-
phisme & un isomorphisme prés.

4.1 Variété algebrique de bialgébres faibles

Soit A un espace vectoriel de dimension n sur le corps K et b = {e,--- ,e,} une
base associée a A.

Soit H = (A, m,n,A,¢e) (resp. H = (A, m,n,A,e,5)) une bialgébre faible (resp.
une algebre Hopf faible), ot m représente la multiplication, n 'unité , A la comulti-
plication, € la counité et enfin S I'antipode, exprimés, respectivement dans la base
b, par:

m(e;, €;) Z ser, Aler) = Z Dz’jei ®ej, elex) = fu, S(e;) = Z Si €.

i,j=1 1,j=1

La collection {CF b ,i’j, fe © 4,j5,k=1,--- n} définit 'ensemble des constantes
de structure d’une bialgébre faible H, respectivement d’une algébre de Hopf faible
dans la base b.

Chaque bialgebre faible de dimension n, respectivement une algébre de Hopf
faible de dimension n s’identifie & un point de K2"3+”, déterminée par la collection
{ ”,D;’J,fk i k=1,---,n} € K**" en satisfaisant pour 4,75, k,s € {1,..,n}
les équations suivantes :

C{,i =CJ, =0y (4.1.2)

ou d;; est le symbole de Kronecker,

i DY Dy — DR DIF =0, (4.1.3)
/=1
Df’jfk: = kafk: = 0i;, (4.1.4)
Xn:(cf ok _ Xn: Dimphic; Ck ) =0, (4.1.5)
=1 p,g;m=1
Zn:(foD;v’“ — Zn: DY Dy™Cy,) =0, (4.1.6)
=1 m=1
i (CL.CP fm — i Dy™C?,Cl fufy) = 0. (4.1.7)
4m=1 p,q=1
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Nous notons par BF, l’ensemble des bialgébres de dimension n. Le systéme
d’éc%uations de BF,, le dote d’une structure de variété algébrique affine plongée dans
K2 +n,

De facon similaire, une algébre de Hopf faible de dimension n donnée par :
H = (A,m,n A e S) est déterminée, dans une base donnée, par la collection des
constantes de structure suivantes. ,

{CF, DY, feysiy = 4,5,k =1,--- ,n} € K2n*+n*+n - gatisfaisant les équations
(4.1.1)-(4.1.7), et en plus, on a les équations suivantes :

pour i,j € {l,..,n}

> Dits,Cl,— Y DYCE fi =0, (4.1.8)
trk=1 t,k=1
Z Df’tsk’r()'ﬂ”t — Z DJ tcktfk - 0 (419)
t,r,k=1 t,k=1
Z D?qDI;JSr,qu,gC;%rCZZ —s;;=0. (4.1.10)

p?q’k’l?/r’m’Z?t:l

Nous notons par : HF, 'ensemble des algébres de Hopf faibles de dimension n.
On définit I'action du groupe linéaire sur la variété algébrique des bialgébres faibles
BF, et de méme sur la variété algébrique des algébres de Hopf faibles H.JF,, par :

GL,(K) x BF, — BF.,
(9. H)—g-H.

Cette action est déterminée pour tout x,y dans H par :

(g-m)(z®y) =g (m(g(z) ®9(y))),
Eg-A)(:v) =g ®g HAg(z)),
L’action sur 'antipode est donnée par :
g-S=gloSoy

L’orbite de la bialgebre faible (resp. I'algébre de Hopf faible) H décrit & un
isomorphisme prés la classe :

V(M) ={g-H:g€GL,(K)}.
le stabilisateur de H est donné par :
stab(H) = {9 € GL,(K): g-H =H},
ce qui correspond au groupe automorphisme de H.

Nous avons : dim 9(H) = n? — dim Aut(H).
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4.2 Classifications et groupes d’automorphismes

Dans cette section, on établit la classification, & isomorphisme prés, des bialgeébres
faibles et des algébres de Hopf faibles de dimension 2 et 3. Ce travail a été publier
dans les Actes des journées scientifiques Algéro-Francaises en physique théorique et
mathématiques en 2006 Voir [11].

4.2.1 Classification des algébres associatives

La classification des algébres associatives de dimension n est connue pour : n < 5,
(18], [33]). Nous rappelons les résultats dans les dimensions 2 et 3. Soit {e1, -+ , e, }
une base de 'espace vectoriel sous-jasent.

Proposition 4.2.1. Toute algébre associative de dimension 2 est isomorphe a ['une
des algébres suivantes :

m%(elael) = €1, m%(elan) = €2, m%(e%el) = €2, m%(e2762) = 07
mg(el7el) = €1, m3(61762) = €9, m3(62761) = €9, m3(62762) = €2.

Proposition 4.2.2. Toute algebre associative de dimension 3 est isomorphe a ['une
des algébres suivantes :

m?(ehel) = €1, m§(61762) = €2, m§(62761) = €2, m?(62762) = €2, m?(eheiﬁ) = €3,

m?f(€3,€1) = €3, m?f(€2,€3) = €3, m?(eg,eg) = €3, m§(€3763) = €3,

mi(e1, e1) = e1, mi(er,es) = ez, mi(eq,e1) = e, mi(ez, e9) = eq, mi(e1,e3) = €3,

m3(es, e1) = e3, ma(eg, e3) = ez, mi(es, ez) = ez, mi(es,e3) =0,

my(er,e1) = e1, mi(er,es) = eq, mi(ez, e1) = ez, mi(ez,€2) = ez, mi(eq, e3) = es,

mg(e&el) = €3, mg(62763) = 07 mg(€37€2) = 07 mg(e37€3) = 07

mi(€17el) = €1, mi(61762) = €9, mi(627el) = €9, mi(62762) = 07 mi(el,&g) = €3,

mi(e&el) = €3, mi(eg,eg) =0, mi(€37€2) =0, mi(€3,€3) =0,

mg(61761) = €1, m§(€1762) = €2, m§(62761) = €2, m§(627€2) = €2, m§(€17€3) = €3,

mg(eg,el) = e3, mg(eg,eg) = e3, m§(63,€2) =0, m§(63,€3) =0.
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4.2.2 Classification des algébres de Hopf

Les orbites de Hopf,, correspondent aux classes d’isomorphisme. La classification
compléte des algébres de Hopf n’est pas connue. Néanmoins, il y a de nombreux
résultats de classification en dimensions finies. Pour une dimension de ’algébre n
fixée, la classification est établie pour

—n =p (p premier),

—n =p? (p premier),

— Pour de petites dimensions n,n < 14,n = 15,21, 35.

De plus, des résultats substantiels sont connus pour certaines classes comme les
algebres de Hopf pointées, et les algébres de Hopf triangulaires (Etingof voir [17]).

Dans la suite, nous allons utiliser les notations suivantes : Z,, désigne le groupe
cyclique a n éléments, D,, le groupe diédral, S,, le groupe symétrique , Hy le groupe
des quaternions et Al le groupe alterné. On note aussi KG I'algébre de Hopf du
groupe fini G et (KG)* son algébre de Hopf duale.

Theorem 4.2.3. ([61]) Toute algébre de Hopf de dimension p, ot p est un nombre
premier, est isomorphe a l'algebre de groupe K[Z,].

Theorem 4.2.4. Toute algebre de Hopf de dimension p*, ot p est un nombre pre-
mier, est isomorphe a l'une des algébres de Hopf suivantes :

1. K[Z,2]

2. K[Z,] x K[Z,)]

3. T2 algebre de Hopf de Taft-Sweedler.

Theorem 4.2.5. Si H est une algebre de Hopf de dimension n < 13, alors H est
1somorphe a l'une des algebres de Hopf suivantes :

-n€{2,3,5,7,11,13}

Comme la dimension est un nombre premier alors il y a que l’algébre de groupe
KZ, .
- n=4

Il'y a 3 classes d’isomorphisme, lalgébre de Hopf semi-simple KZy et K(Zyx Zs)
, lalgebre de Taft-Sweedler Ty.

-n=2=6
KZ6,KS3 et (KS:g)*
-n =28

les algébres de Hopf semi-simples sont : K(Zy X Zy X Zy), K(Zy x Z4), KZj,
KD,, KD,)*, K Hy, (K Hy)* et Ag, ot Ag est définie par :

K<uxyz>
<x2—1,y2—1,z2—%(1+I+y—xy), TY — YT, 2T — Yz, 2Y—TZ >

(4.2.1)
la structure de coalgébre A, e et l'antipode S sont déterminées par

1
Alz) = zz, Aly)=yQuy, A(Z):5(1®1+1®1’+y®1—y®x)(2®2),

e(r) = ely) =e(z) =1,
Sx) = z, Sy =y, Sz) ==z
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Les algebres de Hopf qui ne sont pas semi-simples sont :

1.
K < g >
Ag, = LY.9 , (4.2.2)
<g*—1, 2% y? gz +ag, yg+gy, vy +yzr >
la structure de coalgébre et l’antipode sont déterminées par :
Alg) = g®yg, Alr)=z®g+1®z, Aly)=yg+1ley,
e(x) = e(y) =0, e(g)=1
S(x) = —gz, Sy)=-gy, Sg) =y
2. %
’ <z,g>
= 4.2.3
G gt —1, a2, gr+ag> ( )
la structure de coalgébre et l’antipode sont déterminées par :
Alg) = g®yg, Alr)=z®g+1®u,
e(z) = 0, e(g)=1,
S(x) = —ag’, S(g) =g
5 K<ux,g>
Z,g
Ajc, = 4.2.4
Jce <g4i—1,22—g2+ 1,9z +xg9 >’ ( )
la structure de coalgébre et [’antipode sont déterminées par :
A(g) g®g, Alz)=z®g+11uz,
ez) = 0, e(9) =1,
S(x) = —xg®, S(g)=¢°
4.
K<uz,g9>
n = =9 (4.2.5)

< g4 —1,22,gx — qug >’
ot q est la racine primitive de ['unité d’ordre 4.
la structure de coalgébre et [’antipode sont déterminées par :

Alg) = g®g,A@)=20¢ +1®u,
0,e(g9) =1,
S(z) = —xg3,S(g):g3.

™
—

8

|
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K<g,h,x>
< g?—1,h*— 1,22 gz + xg, ha + xh,gh — hg >’
la structure de coalgébre et [’antipode sont déterminées par :

Aoy = (4.2.6)

-n=29

KZy, K(Z3 x Z3) et l'algébre de Taft Ty.
-n =10

KZlOa KD5 et (KD5)*

-n =12

Les algeébres de Hopf semi-simples sont : KZo , K(Zg X Zy), K(Z4x Z3), K Dg,
(KDG)*;AZ47 (Al4)*7A+ et A_,

ot A et A_ sont définies comme des K Sz-anneaux engendrés par v et les rela-
tions :

v =v, av=va (a€ KSs), (4.2.7)

la structure de coalgébre A, € et l’antipode S de A, (resp. A_ ) sont déterminées
par :

Alo) = ov@o+o(l—v)® o2,
A1) = 771(respA(t) =107+ 7(1 —v) @ 7(20 — 1)),
Alw) = v@uv+(1—v)®(1—-0),
o) = e(r)=¢(v) =1,
S(o) = o(l —v)+020,5(1) =1(resp.S(r) = 7(2v — 1)), S(v) = v.
Les algebres de Hopf qui ne sont pas semi-simples sont :
1.
K
Ay = =592 , (4.2.8)
<gb—1,22, g +xg9 >
la structure de coalgébre et l’antipode sont déterminées par :
Alg) = g®g,A@)=2®1+g®u1,
e(r) = 0,e(g)=1.
Slg) = g—1,8(z)=—ag
2.
K
A <9 > (4.2.9)

- <g6—1,22+g2— 1,9+ 29 >’
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la structure de coalgébre et [’antipode sont déterminées par :

Alg) = g9 Alz)=214+9g®x,
&?(J}) = 078(9) =1,
S(g) = g—1,8(z) = —zg.

3.
K<z,g>
By = , 4.2.10
0 < g6 —1,22,9x 4+ xg > ( )
la structure de coalgébre et [’antipode sont déterminées par :
Alg) = g®g9,Alx)=2®1+g3®z,
ex) = 0,e(g) =1,
S(g) = g—1,58(z) = —zg.
4.
K< >
B, L9 (4.2.11)

T < g5 — 1,22, gx — qurg >’
ot q est la racine primitive de ['unité d’ordre 6.
La structure de coalgébre et ’antipode sont déterminées par :

Alg) = g0¢Ax)=201+¢@ @,
5(‘73) 076(9) = 17
S(g) = g—1,8(x) = —x.g.

4.2.3 Composantes irréductibles

Une composante de la variété algébrique Hopf, est dite irréductible si elle ne
se décompose pas comme une réunion de deux sous-variétés algébriques. Les résul-
tats suivants précisent les composantes irréductibles dans les variétés algébriques
correspondantes aux classifications citées ci-dessus.

Theorem 4.2.6. Toute algebre de Hopf dans Hopf, ou Hopf,: , p premier, est
rigide, c’est a dire que son orbite pour ['action du groupe linéaire est un ouvert de
Zariski. De plus, la variété Hopf, est formée d’une seule orbite et Hopf,2 est une
union de (p + 1) orbites ouvertes de Zariski.

Dans la suite, nous allons construire en dimension 2 et 3 les bialgébres faibles et
les algébres de Hopf faibles en se basant sur la classification des algébres associatives
précédentes. Tous les calculs sont faits en utilisant un logiciel de calcul formel, ici
Mathematica.
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4.2.4 Classification en dimension 2 des bialgébres faibles et
des algébres de Hopf faibles

Soient {e;, s} une base de A = C2.

Proposition 4.2.7. Toutes bialgébre faible de dimension 2 est isomorphe, a un
isomorphisme prés, a l'une des bialgébres faibles suivantes :

1.
m%(61,€1) = 61,m§(€1,€2) = 62,771%(62, 61) = 62,m3(€2,€2) = €3,
A(el) =61 ® €1,
A(ez) = ® €9,
5(61) = 1,8(62) =1.
2.
m§(€1,€1) = 61,m%(61,€2) = 62,m§(€2, 61) = 62,7713(62762) = €2,
Aer) = e1 ® ey,
Afez) = (61 — €2) ® (€1 — €3) ®@ +e3 ® €3,
e(er) = 1,e(eqg) = 1.
3.

m3(er,er) = e;,m3(er, e3) = ea, ma(eq, €1) = 3, m3(ea, €2) = o,
Aler) = (e1 —e3) ® (eg — e3) + €2 ® e,

A(es) = e2 ® ey,

g(er) =2,e(eq) = 1.

De la classification précédente, nous tirons les classes des algeébres de Hopf faibles.

Proposition 4.2.8. Il existe, a un isomorphisme pres, deuz classes d’algébres de
Hopf faibles en dimension 2 dont leurs expressions sont :

1.
m3(e1,e1) = er,mi(eq, e2) = ez, m3(ez, €1) = €3, m3 (€2, 2) = €2,
A(el) =1 ® €1,
Ales) = (e1 — e3) @ (€1 — e2) + €2 ® e,
€(€1> = 1,5(62) = ].,
S(€1> = €1, 5(62) = €9.
2.

m3(ey,e1) = er,ma(er, ez) = €3, mi(ea, €1) = €9, m3(ea, €2) = €3,
A(el) = (61 — 62) X (61 — 62) -+ ()] X €2,

Alez) = e ® ey,

e(er) = 2,¢e(e2) = 1,

S(€1> = €1, 5(62> = €9.

4.2.5 Classification des bialgébres faibles et des algébres de
Hopf faibles tridimensionnelles

Soit A = C? un espace vectoriel tridimensionnel dont la base est : {e1, e, 3}
Nous exhibons toutes les bialgébres faibles tridimensionnelles. Ensuite, nous spéci-
fions celles d’entre elles correspondantes a une algébre de Hopf faible.
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Proposition 4.2.9. Toute bialgébre faible tridimensionnelle est isomorphe a 'une
des bialgebres faibles suivantes, a un isomorphisme prés.

1.

(e1,e1) = e, m3(e1, e2) = ez, mi(e2,€1) = €3, m3 (€9, 3) = €9, m3 (e, €3) = €3,
(63761) = 63,m?1’(€2, 63) = 63,m?(€3,€2) = 63,m?(€3’€3) = €3,

e1) =e1 ® ey,

62) =e1® (61 - 63) +e9 X (263 - 62) + e3 X (262 — €3 — 61),

e3) =1 @ (ex —e3) +ea @ (e1 —2ex +e3) +e3® (€2 +e3 — e1),

61) = 8(62) = 8(63) =1.

(
(
(

2 BB PB S S

m3(er,er) = e;,m3(er, e3) = €3, m3 (e, €1) = €2, m3 (e, €9) = €9, m3(e1, €3) = €3,

m3(es, e1) = ez, mi(e, e3) = e3,m3(e3, e2) = ez, m3(es, e3) = ez,

A(el) =e; ey,

A(eg) =€ €2,

Ales) = e3 ® es,

g(er) = e(ez) = e(es) = 1.

m3(er,er) = e, m3(er, e3) = €3, m3 (e, €1) = €3, m3 (e, €9) = €9, m3(e1, €3) = €3,
3(es, 1) = e3,m3 (e, e3) = e3,m3(e3, e5) = e3,m3(e3, e3) = e3,
(1) = e1 ® ey,

m

A

A(Gg) = €3 ® ea,

A 63) = (62 — 63) ®es3+es® (62 — 63),
e(e1) = e(ez) = 1,e(e3) = 0.

(61761) - 617m?(61a 62) - 627m?(€27€1) — 62,m?(62,€2) = 627m:1‘)(61’ 63) = €3,
(63761) = 63,m:{’(62, 63) = 637771?(63762) = 637m?(e3763) = €3,

m?(elvel) = 617m?(617 62) = 627m§(62761) = 62,771?(62,62) = 62’77’1?(61, 63) = €3,
‘%(63761) = 637m?(62, 63) = 63,771?(63,62) = 63,m‘;’(63,63) = €3,
(e1) = e1 ®ey,

m
A
A(eg) =er ey + (61 — 62) ® €3,
A 63) = (61 —63)®€3+63®€2,
e(er1) =¢e(e2) = 1,e(e3) = 0.

?(61,61) = 61,mi1)’(€17€2) = ezym?(€2,€1) = 62,m%(€2,€2) = 627771?(61, 63) = €3,
3(es, 1) = e3,m3 (e, e3) = e3,m3(e3,e5) = ez, m3(e3, e3) = e3,

(€1) = €1 ® e,

(€2) = €2 ®eg+e3® (€1 — e2),

(e3) =ea®@es+e3®@e; —e3 @ es,

e1) =¢e(ey) = e(es) = 1.
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10.

11.

12.

3

62) = (61 —62)@(61—€2>+62®627
e3) = e3 ® e3,

(e1) = e1 ® ey,
(

(es

e1) = e(e2) = e(e3) = 1.

( ) =e1,mi(e1, e2) = €3, m3(ea, 1) = €9, m3 (€9, €9)
(63,61) = 63,m:1)’(62, 63) = 63,771?(63,62) = 63,m?(€3>€3)
e1) = (e1 —e2) ® (€1 — €2) + €2 @ ey,

e2) = €3 ® ey,

e3) = (62—63)®63+63®(62—63),

62) = (62—63)®(62—63)+63®63,
6):63®€35

3
1

?

(e1) = €1 ® (e2 — e3) + 3 ® (e1 — 2ey + 2e3),
(

(€3

e(er) = 2,e(ez) = 2,e(e3) = 1.

m%(€1,€1) = 61,m§(€1762) = 627m3(62,€1) = 62,m§(€2,€2)
m3(es, e1) = e3,m3(eq, e3) = e3,m3(es, €2) = e3, mi(e3, e3)
A(el) = €1 X €1,

A(€2) =e1®eytea®er — e e,

A(es) —€1®€3+63®€1—63®62,

g(e1) = 1,e(eq) = e(e3) = 0.
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mi(er, e1) = ex,mi(e1, €2) = ea,mi(eg, 1) = ez, mi(e2,€2) =
mi’(eg, e1) = €3>m1(€2, e3) = 63,m1(€3,€2) 63,m1(€3:€3)
Aer) = (e1 — €2) @ (€1 — €) + (ea — €3) ® (e2 — €3) + €3 ® €3,
Aez) = (e2 —e3) ® (e2 — €3) + €3 ® e,

Ales) = e3 ® e3,

e(er) = 3,e(e2) = 2,e(e3) = 1.

—_= 63’

= €2, m?(ela 63)
= 637

€2, m:{’(el, 63)
637

= €2, m%(‘?l, 63)
= 07

(61761) - 617m?(61a 62) - 627m1(€27€1) — 62,m?(62,€2) = 627m:1‘)(617 63) = €3,
(

es,€1) = ez, mi(ea, e3) = e3,mi(es, e2) = e3, mi(es, e3)

= €3,

= €3,

(e1,€1) = e1,mi(e1, ea) = e, m3(€g,€1) = €3, m3(€a, €2) = €3, m} (€1, €3) = €3,
(

63761) = 63,m?(€27€3) = 63,m?(€3,€2) = 63,771:1)’(63:63) = €3,

= 63’



15.

1.

15.

16.

17.

18.

m3(er,er) = e;,m3(er, e2) = €3, mi(ea, €1) = €3, mi (e, €9) = €9, m3(e1, €3) = €3,
mi(es,e1) = ez, mi(ea, €3) = ez, mi(es, €2) = e3,mj(es, e3) =0,

Aler) = e1 ® ey,

Aey) =e1 ®@ex+e2®e; — e ® e,

Al(es) —€1®€3—€2®63+€3®€1—€3®62+€3®€37

g(e1) = 1,e(eq) = e(es) = 0.

m3(er,er) = e;,m3(er, e3) = €3, mi(ea, €1) = €3, mi (e, €9) = €9, m3(e1, €3) = €3,
mi(es, e1) = ez, mi(ea, €3) = ez, mi(es, €2) = e3,mj(es, e3) =0,

Aler) = e1 ® ey,

Ales) =e1®er+ e ®e; — e ® ey,

A(es) —€1®€3—62®63+€3®617

g(e1) = 1,e(eq) = e(es) = 0.

m%(€1,€1) = €1>m§(€1, 62) = 62,m§(€2,€1) = 627m3(62762) = ez,mi’(el, 63) = €3,
m3(es, e1) = ez, m3(eq, e3) = e3,m3(es, €2) = e3,mi(e3,e3) = 0,

Aler) = e1 ® ey,

Ales) =e1 ® ey + 63 ® e — ey ® e,

Ales) =e1 ®e3 —e3@ex +e3®@e; — ey @ e,

e1) = 1,e(ez) = e(ez) = 0.

()
—

m3(er,e1) = e, m3(er, e3) = €3, m3(ea,€1) = €3, m3 (€2, €2) = €3, mi(e1, €3) = e3,
m3(es, er) = ez, m3(eq, e3) = ez, mi(es, e2) = 0,m3(e3, e3) = 0,

A(Gl) = (61 — 62) & (61 — 62) + €9 & €9,

A(eg) = €3 @ ea,

Ales) = e3 ® e,

m3(er,er) = e;,m3(er, e2) = ea, mi(ea, €1) = €3, m3 (e, €2) = €9, m3(e1, €3) = €3,
m3(es, er) = ez, m3(eq, e3) = ez, mi(es, e2) = 0,m3(e3, e3) = 0,

A(el) =1 €1,

Aey) =e1 ®@ex+e2®e; — e ® e,

Ales) =e1®@ez+e3Re; —ea ez — ez e,

6(61) = 1,6(62) = 5(63) = 0.

m%(€1,€1) = 61,m§(€1762) = 62,m§(€2,€1) = 62,m§(€2,€2) = 627771%(61, 63) = €3,
m3(es, er) = ez, m3(eq, e3) = ez, mi(es, e2) = 0,m3(e3, e3) = 0,

Aler) = e1 ® ey,

Aleg) =e1 Qe+ e ®e; —ea ey —e3 X eg,

A(Gg) —61@63—62®€3+63®61—63@62,

e(e1) = 1,e(eq) = e(e3) = 0.
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19.

20.

3(e1,e1) = e1,mi(e1, €9) = €a,m3(e2,€1) = €a,m3(€g,€3) = €3, mi(€1,€3) = €3,
3(es, 1) = e3,m3 (e, €3) = e3,m3(e3, e2) = 0,m3(e3,e3) = 0,

(61) = €1 (%9 €1,

(€2) = €2 ® ey,

(e3) = €2 ®e3 + €3 ® e,

61) (62) = 178(63) = 0.

2 BB PB S S

2(e1,e1) = e1,mi(e1, e9) = eg,m3(e2,€1) = ea,m3(€g,3) = €3, m3(e1,€3) = €3,
2(es,e1) = ez, mi(eq, e3) = e3,mi(es, e2) = 0,mi(ez, e3) =0,

(1) = €1 ® e,

(€2) = €3 ® eg + €3 @ e,

(e3) = ea ® e3 + €3 ® ey,

g(er) =e(ez) = 1,e(e3) = 0.

PBDB 33

Les algébres de Hopf faibles tridimensionnelles sont données par la proposition
qui suit :

Proposition 4.2.10. Toute algebre de Hopf faible est isomorphe a l'une des algébres
de Hopf faibles suivantes, a un isomorphisme prés.

1.

m%(€1,€1) = €1>mi1)’(€1, 62) = ez,m?(€2,€1) = 62,m:{’(€2,€2) = 62,771:15(61, 63) = €3,
m3(es, er) = ez, m3(eq, e3) = e3,m3(es, e2) = e3, m’(es, €3) = es,

Aler) = e1 ® ey,

Aleg) =e1Qea+ea®e; —ea®eg —ea ez — ez ® ea + 2e3 @ es,

Alesg) =e1®@ez+ea®ey —2es®es+e3 e —2e3 @ es + e3 @ e,

e(e1) = 1,e(eq) = e(eg) =0,

S(e1) = eq,S(ea) = eq, S(e3) = e — es.

m3(er,er) = e;,m3(er, e2) = €3, m3 (e, €1) = €3, m3 (e, €9) = €9, m3(e1, €3) = e3,
m3(es, e1) = ez, mi(e, e3) = e3,m3(e3, e2) = ez, m3(es, e3) = ez,

A(Gl) (61 — 62) X (61 — 62) + €9 X €9,

A(€2) =€ €2,

Aes) = (€2 —e3) ® ez + e3 @ (ea — e3),

e(er1) = 2,e(eq) = 1,e(es) =0,

S(el) = €1, S<€2) = €9, 5(63) = €3.

m3(ey,e1) = e, mi(er, ex) = 3, m3(ea, 1) = €9, m3 (€9, €2) = ea,m3(ey, €3) = €3,
mi’(eg, e1) = 63,m1(€2763) 63,m1(€3,€2) 63,m1(€3:€3) €3,

A(@l) (61 — 62) (61 — 62) + (62 — 63) ® (62 — 63) + €3 ® €3,

Alez) = (e2 — €3) @ (€2 — e3) + €3 @ e,

A(eg) = €3 ® €3,

6(61) = 3,5(62) = 2,5(63) = 1,



4.2.6 Groupes d’automorphismes

Dans cette partie, on calcule les groupes d’automorphisme des bialgébres faibles
et des algebres de Hopf faibles bidimensionnelles et tridimensionnelles données ci-
dessus.

Tout d’abord, nous écrivons les conditions qui doivent étre remplies pour que
deux bialgébres faibles se trouvent dans la méme orbite.

Soient Hy = (A, m, A1, e1) et Ha = (A, m, Ag, £5) deux bialgebres faibles qui sont
dans la méme orbite, alors, il existe une application linéaire bijective g : A — A qui
assure le transport de la structure.

Soit {e;}i1... » une base, on pose :

E €55 ezae] E Gk,

ZD“e]@)ek, Aq(e;) ZD2163®ek,

J:k=1 gk=1
81(61) = flm 52(61) = f22

Deux bialgebres faibles H; et Hy sont isomorphes si les conditions suivantes sont
satisfaites :

ZT@PD?; - Z Dg:ng,qu,r =0 4s,r=1,---,n, (4.2.12)
= p,g=1
ZTi,jfl,j—fz,iIO 1=1,---,n, (4.2.13)
j=1
> TuCli =Y 11,0 =0 djk=1--n (4.2.14)
=1 s,r=1

Groupes d’automorphismes des bialgébres bidimensionnelles

Les groupes automorphismes des bialgébres faibles bidimensionnelles sont d’ordre

2, ils sont donnés par :
1 1
G =< {( 0 1 )} > .

On obtient le méme groupe pour les algébres de Hopf faibles bidimensionnelles.

Groupes des automorphismes des bialgébres faibles tridimensionnelles

Les groupes automorphismes des bialgébres faibles
Pour les classes (1), (2),(3), (4), (5), (6), (7),(8),(9), (10), (11), sont isomorphes &
un seul groupe d’ordre 6 donné par :

1 0 O 1 1 O
G=<{[ 01 1 |,1l0 0 1 |}>.
0 0 -1 0 -1 -1



Le groupes d’automorphismes des bialgebres pour les classes :(12), (13), (14),
(15), (16), (17), (19) sont isomorphes a un seul groupe donné par :

1
G={| o
0

o = O

0
0 |,0€Z,acC}.
of

Le groupe d’automorphismes de la bialgébre (18) est le groupe :

1 0 0
G=<{| 0 1

0
0 —r/2 +1/23/(4e —1r?)

Le groupe d’automorphismes de bialgébre (20) est le groupe :

e —1*#£0,r,e € C} > .

0 0

1 0
r/2 +1/23/(4e +12)

Le groupe d’automorphisme d’une algébre de Hopf faible tridimensionnelle est iso-
morphe au groupe d’ordre 6 donné par :

1
G=<{| 0 e+ 1 #0,r,e € C} > .
0

1 0
G=<{| 0 1
0

o~ O
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Chapitre 5

Extensions d’Ore

5.1 Extensions d’Ore des algébres de Hopf faibles

Dans ce chapitre on étudie la généralisation du théoréme d’extension d’Ore des
algébres de Hopf a certaines classes d’algébres de Hopf faibles obtenues en ajou-
tant une seconde unité a une algébre de Hopf. Ce travail est inspiré de 'article de
A.N.Panov publié en 2003 voir [1].

5.1.1 Généralités
Soit R une algébre sur le corps K et R[t] un module libre gauche qui est formé

des polynomes de la forme P = Z a;t" prenant ses coefficients dans 'algébre R.
i=1
Si anz, on définit le degré du polynoéme P par deg(P) = n; On prend conven-
tionnellement que le degré d’un polynéme nul sera donné par : deg(0) = — .

Définition 5.1.1. Soit o une application K-linéaire de l'algébre R. On dit qu’un
endomorphisme 0 de R est une 7-dérivation si et seulement si :

d(a.b) = 1(a)d(b) + 6(a).b,Va,b € R. (5.1.1)
Il s’ensuit de cette définition que : 6(1) = 0.

5.1.2 Généralisation de la notion d’extension d’Ore

La généralisation de la notion d’extension d’Ore d’une algébre de Hopf a 1'ex-
tension d’Ore d’une algébre de Hopf faible est possible grace au le théoréme de
généralisation suivant valable méme si 'anneau admet des diviseurs de zéro voir

I14].
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5.1.3 Théoréme d’extension d’Ore

Theorem 5.1.2. (i) On suppose que R[t] a une structure d’algébre telle que l'inclu-
sion naturelle de R dans R[t] soit un morphisme d’algébre et tel que : deg(P, Q) <
deg(P)+deg(Q) pour toute paire (P,Q) d’éléments de R[t]. Alors, il existe un unique
endomorphisme d’algébre injective T de R et une seule T-dérivation § de R telle-que :

t.a=r7(a)t+4d(a),V,acR. (5.1.2)

(1i) Inversement, étant donné un endomorphisme « et une a-dérivation de R,
alors il existe une unique structure d’algébre sur R[t] telle que linjection canonique
de R dans R[t] soit un morphisme d’algébre et telle que (5.1.2) est vérifice.

Démonstration. (i) On prend un élément quelconque de 0 # a € R et on considére
le produit t.a. nous avons : deg(t.a) < deg(t) + deg(a) = 1.

De la définition de R]t], il existe des éléments déterminés d’une maniére unique
7(a) et §(a) de R tels qu'on a : (5.1.2).

Ce qu’il permettra de définir les applications 7 et 0 d’une maniére unique.

La multiplication gauche par t étant linéaire, 7 et ¢ le sont également.

Le développement des deux membres de 1'égalité (t.a).b = t(a.b) € R[t] et en
utilisant (5.1.2) nous donne,

T(a)a(b)t + 7(a)d(b) + d(a)b = T(ab)t + 6(ab).

Il s’ensuit que : 7(a)7(b) = 7(ab) et §(ab) = 7(a)o(b) + 6(a)b,

T(1)t + (1) =tl =t. Ainsi, 7(1) =1 et (1) = 0.

Par ailleurs, on sait que 7 est un endomorphisme et ¢ est une 7 dérivation.
L’unicité de 7 et de § découle de 'indépendance de R|t| par rapport R.

(ii) Nous avons besoin de construire une multiplication sur R|[t| qui est une exten-
sion de la loi d’algébre dans R définie par :(1.0.15). Pour cela, il suffit de déterminer
la multiplication t.a, Va € R.

Soit M = (fij)ij>1; fij € EndgR chaque diagonale et chaque colonne étant
uniquement déterminée par f; ; # 0 et

10 . .0
o1 . . .
I = C est 'identité de M.
... .0
00 . .1

Pour a € R, soit a : R — R satisfaisant a(r) = ar. Alors, @ € EndR;
Vr € R, (ta)(r) = 7(ar) = 7(a)7(r) = 7(a)7(r),

—

(08)(r) = d(ar) = 7(a)d(r) + d(a)r = 7(a)d + (3(a))(r),
donc, 7a = (a)T, da = (a)(5 + 5( ) dans € EndyR,

29



et ainsi, Va,b € R, ab

oS O
O N >

Soit T' =

0 0

O N o> O

0

n n

€ M et on définit ¢ : R[t] — M qui a pour image gb(z a;it’) = Z(@])Ti.

=0 =0

Il apparait que ¢ est une application K-linéaire.

Lemme 5.1.3. L’application ¢ est injective.

Démonstration. Soit p = Z a;t'. Considérons ¢(p) = 0.

04

01;1
L;

pour e; =
0it1

0y,

=0

, évidemment, {e;};>1 sont linéairement indépendants.

Comme §(1) =0et 7(1) =1, 0n a:

01

Te;, =
‘ a(l)i+1

042

0y,

= €i+1

et T'ey = e;41,V,1 > 0. D’autre part :
0= (I’(p)el = Z?:o a;T"e; = Z?:o ai€i+1-

Ainsi :a; =0, V,7 > 0,

Alors, a; = a;1 =a;1 = 0. Ce qui donne p = 0.

—_—

Lemme 5.1.4. On a l’égalité suivante :T(al) = (7(a)I)T + 6(a)l.
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T o0 0 . 0 —~
0746 ..0 @9 0
00 7 0a
Démonstration. Nous avons : T'(al) = 0 ' =
’ - .o 0
: ) ~
000 . .7 00 ¢
7(a)T + 6(a)] = (7(a)])T + 6(a)l. O

Maintenant, nous allons compléter la démonstration du (5.1.2).
Soit S la sous-algébre engendrée par T et par al (pour tout a € R) dans M.

Ci-dessus, on voit que chaque élément de S peut étre engendré linéairement par
quelques éléments sous la forme (al)T™ (a € R, n > 0).

Mais, ®(at™) = (al)T™, alors ®(R[t]) = S5, c-a-d : ® est surjective.

Ensuite suivant le lemme (5.1.4), ® est bijective. Il s’ensuit que RJt] et S sont
linéairement isomorphes.

On définit t.a = ®1(T'(al)), puis on peut étendre cette formule pour définir la
multiplication dans R|t] avec

f.9=2"(xy),Vf,g € R[t] et z = O(f),y = B(g).

Avec cette définition, R[t] devient une algébre et ® est un isomorphisme d’algébre
de R|t] vers S. - -

Et, t.a = Y(T(al)) = o' ((r(a))T + 6(a)I) = 7(a)t + §(a),Va € R.

Evidemment, I'inclusion de R dans Rt est un morphisme d’algébre.
Remarque 5.1.5. 11y a lieu de noter que le théoréme 1.3 [1] dans le cas d’une algébre
de Hopf peut étre généraliser dans le cas d’une algébre de Hopf faible, cela ce fait
sans peine grace au travail cité dans la bibliographie voir (I.7.1]14|) méme si une
algébre R n’est pas nécessairement sans diviseurs de zéro, alors le théoréme d’exten-
sion Ore reste toujours valable voir 24|, dans ces conditions 7 n’est pas forcément
injective et on a seulement inégalité (5.1.2).

Définition 5.1.6. On appelle 'algébre construite a partir de 7 et d une extension
d’Ore d’une algébre de Hopf faible de R, notée R[t,T,d].

Soit S, ; 'endomorphisme linéaire de R défini comme la somme ( Z ) de tout les
combinaisons possibles de k copies de § et de n-k copies de a.

Par induction n, a partir de (5.1.2) sous la condition du théoréme (5.1.2),

on obtient : t".a =Y Sy x(a).t""

et par suite, (Y1 a;.t") (O bit' =D 1 ¢it' on

Ci =D 0p ) g Spp(a).b =Ptk

Corollaire 5.1.7. Sous la condition du Théoréme 5.1.2, on déduit les résultats sui-
vants :
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(i) Si R est un R-module gauche, R[t,T,0] est une base libre {t'},i > 0;

(ii) Si T est un automorphisme, alors R[t,T,0] est aussi un R-module libre droit
avec la méme base {t'},i > 0.

Démonstration. (i) Il résulte du fait que RJt, 7, ] est juste R[t] en tant que R-module
gauche.

(ii) A priori, on peut montrer que R[t,7,0] = Y .. t'R, c-a-d : pour toulp €
R[t, 7,6], il existe ag, a1, ,a, € Rtels qued_ ., jait’.
Par équivalence, on montre par induction sur n que pour tout b € R, b.t" peut
prendre la forme >  t'.q;.

Quand n = 0, il est clair.
Supposons que pour n < k — 1 la proposition est vraie.

Considérons le cas : n = k. Comme « est surjective, il existe a € R tel que :
b=1"(a) = S,o(a).
Mais t".a = >, Spr(a).t™ ",

on obtient : b.t".a = t".a — Y ;_, Spx(a)t"* = > t'.a’ par hypothése d’in-
duction pour a;
avec a” = a. et Va,b € R, (t'a)b = t'(ab) comme R[t, T, ] est une algébre.

Alors, RJt, 7, ] est un R-module droit.

Supposons que f(t) =t"a, + --- +ta; + a9 = 0,V, a; € Reta,, # 0.

Alors, f(t) peut s’écrire comme un élément de R[t| par la formule t".a = >, _, S, x(a).t"*
dont le terme au degré le plus élevé est

.y =Y oo Sng(@n) 1778, c-a-d : 7 (ayt"

De (i) découle, 7"(a,t" = 0, ce qui implique que : a,, = 0.

Ce qui est contradictoire. De ce fait, R[t,T,d] est un R-module libre droit. [

Nous aurons besoin de ce qui suit :

Lemme 5.1.8. Soit R une algébre, 7 un automorphisme d’algébre et 6 une 7-
dérivation de R. Si R est un Noetherian gauche (resp. droit), il en est de méme
pour l'extension d’Ore faible R[t,T,0).

Démonstration. La preuve peut étre établie de maniére similaire a celle du théoréme
5.1.2 dans la référence [1]. O

5.2 Théoréme d’extension d’Ore d’une algébre de
Hopf faible

Définition 5.2.1. Soit A une algébre de Hopf faible sur le corps K.
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L’algeébre de Hopf faible R = [y; 7, J] est nommeée extension d’Ore d’une algébre
de Hopf faible de A si et seulement si

Aly) =y @11 +ra @y, Yri,m € A, (5.2.1)
avec A est une sous algébre de Hopf faible de R.

Proposition 5.2.2. Dans une extension d’Ore d’une algébre de Hopf faible les élé-
ments r1 et ro sont des éléments groupe-like.

Démonstration. Dans ce qui suit, quand on applique la coassociativité a I’expression
de (5.2.1), on aboutit a

(1®A)A(y):?J@A(ﬁ)+T2®y®r1+7“2®r2®y,
AQDA(Y) =y@rmOr+reyr +Ar) @y,

En effet, en comparant ces deux expressions on obtient par identification :

Yy (rmer —A)) = (Alrg) —r®r) ®y,

d'ou : A(ry) =1m; @1y,
On suppose que chaque élément r; commute avec S(r;), donc on peut poser :

ri.S(ri) = S(r;).r; = e, avec e € A.

On suppose aussi que 1’élément e est une deuxiéme unité pour les lois d’algébres
définies par A et R.

En remplacant 'élément générateur y par 3.5(ry), on voit que :
A(Y.5(r1)) = A().A(S(r1)) = (@r1+1r20y).5(r1)@5(r1)y.5 (r1)@r1.5(r1) +r2.5(r)@y.S(r1).
]

Compte tenue des remarques faites avant, nous considérons dans ce qui suit que
I’élément y dans une extension d’Ore d'une algebre de Hopf faible satisfaisant la
relation

Aly) =y®@e+rey,Vr e A (5.2.2)
Comme convenue,
Ad,.(a) = r.a.S(r) (5.2.3)
et
Ady(a) = S(r).a.r. (5.2.4)
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Lemme 5.2.3. 5i R est une extension Ore d’une algébre de Hopf faible, alors

e(y") =0,Vn € N* (5.2.5)
e(a.y") =e(y".a) =0,Yn € N Va € A (5.2.6)
Sy") = (=1)"(S(r).y)",Vn € N* (5.2.7)
Et en plus si :
A(h) =h®e, (5.2.8)

alors, he KC A

Démonstration. En utilisant la propriété principale de la counité,

a = aie(az),
on voit que : y = g(y)e —+ g(r)y = 5(y) + . Ceci implique que : s(y) =0.
n— 1)

e(y") =e(yey"™!) =c(y-e)e(ey" ) =e(y)e(y
e(a.y") =e(a.ey") =e(a.ee(ey )= e(a)e(y")
S(y.a) = e(y"e.0) = e(y".)e(ea) = (y)e(a)
En utilisant la condition de 'antipode,

0.
0.

m(m @ id)(S @ id ® S)(A @ id)Ay) = m(m @ id)(SQid® S)(yRe®@e+r®
yRe+rerey)=9S(y).eSe)+ S(r)y.Se)+ S(r)r.Sly) =S(y).

Finalement, nous obtenons : S(y) = —S(r).y.

De maniére, la propriété de la counité donne
a = a1(ay), et aussih.e = h = e(h)e, alors h € K. O

Theorem 5.2.4. Soit A une algébre de Hopf faible construite a partir d’une algébre
de Hopf qui posséde deux unités 1 et e. R[A,y,,d] sera une extension d’Ore d’une
algeébre de Hopf faible si et seulement si :

(1) il existe un caractére x : A— K tel que :

T(a) = x(a1)az (5.2.9)
pour tout a € A (c.a.d, T est Uautomorphisme twist de A) ;

La relation suivante résulte :

X(ay)as = Ad,(ay)x(az); (5.2.10)
La 7-dérivation § obéit o la relation

Ad(a) = d(a1) ® ag + r.a; ® 0(as). (5.2.11)

Démonstration. Nous allons présenter cette preuve en trois grandes parties.
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5.3 Premiére partie : Comultiplication.

Le but cette partie est de démontrer que la comultiplication A peut étre prolon-
ger de A& R = [y;7,0]. On voit que '’homomorphisme A conserve la relation (5.1.2)
ceci nous rameéne a dire que,

A(y)-Ala) = A(7(a)-Aly) + A(d(a)).

Ay).Ala) = (y®e+rey)a;®as = (T(a1.y+0(a1))®@ag+r.a;@(7(az).y+0(az) =
(T(a1) @ az)(y®@e) + (r.a;.S(r) @ 7(az))(r @ y) + d(a1) @ as + r.aqg @ d(as),

A(r(a)).Aly) + A(0(a)) = A(r(a))(y @ e + 7 @y) + A(0(a)),
= A(7(a))(y @ €) + A(7(a))(r @ y) + A(d(a)).

Il est clair que A sous la condition(5.1.2) en tenant compte de (5.2.2), elle admet
un prolongement si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

A(7(a)) = 7(a1) ® az, (5.3.1)

A(T(CL)) = Adr(al) X as, (532)

A(d(a)) = d(a1) ® ag + r.a1 ® 0(as), (5.3.3)

Nous allons prouver que les relations (5.3.1) et (5.3.2) impliquent (5.2.9) et

(5.2.10).
Posons : x(a) = 7(a;.5(az) € A. Des calculs directs donnent

A(x(a)) = A(7(a1))A(S(az)) = (1(a1) ® az)(S(azz) ® S(an)) =
a 1; = 7(a1)S(a4) ® asS(az) = 7(a1)S(a3) @ e(as)e = x(a) ® e

\]

(an
X(

)S(as2) ®
ae®e =

a125( 2
x(a)A(

On conclut du lemme (5.2.8) que x(b) € A.

On peut considérer 'application x : A — K. Avec 7 est un endomorphisme et
X est caracteére, il s’ensuit que :

x(ab) = 7(a1b1)S(azbs) = 7(a1)7(b1)S(az)S(b2) = 7(a1)x(b)S(az) = x(a)x(b),
x(a+0b) =7((a+b)1)S((a+ b)) = 71(a1)S(az) + 7(b1)S(b2) = x(a) + x(b).
En effet, y est un caractére

x(a1)as = 7(ay)S(az)as = 7(a1)e(az) = 7(ar)e(az) = 7(a).
Ceci prouve (5.2.9).
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En substituant 7 dans (5.3.2), nous obtenant :
A(x(ar)ag = Ad,(a1) ® x(az)as, x(a1)A(az)Ad,(a1)x(az) ® as,

X(al)G,Q (29 az = Adr(al)x(ag) X as.
D’autre part :
x(a1)azazS(as) = Ady(ar)(x(a2)aszS(as), x(ar)age(as) = Ady(a1)(x(a2)e(as),
x(a1)az = Ad,(a1x(az)
Ceci prouve (5.2.10). Inversement si les égalités (5.2.9)-(5.2.11) sont réalisées alors :

A(7(a)) = x(a1)ag ® az = 7(a1) ® az,
et

A(7(a)) = A(Ad,a1x(az)) = AdA(r)(al®a2)X(a3) = Ad,(a1)®Ad(az)x(a3) = Ad,.(a1)®7(az)).

Ce qui prouve que A|4 peux étre prolonger en un homomorphisme unique

A:R— R®QR.

En effet : (id®@ A)A(a) = (A®id)A(a),V,a € Aet (idA)A(y) = (A®id)A(y),
ainsi, A est coassociative.

5.4 Deuxiéme partie : Counité

Supposons que R admet une comultiplication (c.a.d les relations ((5.2.9)-(5.2.11))
sont, satisfaites). L’existence de la counité sur R dépend du prolongement de I’ho-
momorphisme €] 4 en une version plus faible et vérifiant 1’égalité suivante :

e(y-a) = e(r(a)y) + £(6(a))-

Dans ce cas € admet un prolongement si et seulement si

e(0(a)) =0 (5.4.1)
En appliquant l'action m(id ® €) a((5.2.11)) on obtient :

m(id ® €)(Ad(a) = m(id ® €)(d(a1 ® az + r.aie(d(az)).
d(a) = d(aq)e(as) + r.are(d(az)) = d(a) + r.are(d(as)).
Ainsi : r.aie(d(az)) = 0.

Comme 7 est un élément groupe-like d’ordre fini n pour la loi d’algébre, en
multipliant cette expression par r"~! on obtient :

ala(é(ag)) =0.
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En appliquant € a cette expression, nous aurons :
e(ai1e(d(az)) =€(0) =0,
donc : £(d(az))e(ar) = €(d(az))e(ar) = ed(e(ar)az)) = (d(a)).

O

La condition (5.4.1) et en posant b = Y_ ¢;.y* conduisent & dire que ¢ : R — K
peut étre prolonger en une application linéaire qui réalise la version faible.

5.5 Troisiéme partie : Antipode

On veut dans cette étape trouver les conditions pour qu’une antipode d’une
algébre faible peut étre prolonger en une extension d’Ore admettant une antipode.
On applique S & (5.1.2), on conclue que :

S(a)S(y) = S(y)S(7(a)) + 5(6(a))- (5.5.1)

D’autre part : si la relation ci-dessous est établie alors S peux se prolonger en un
antiautomorphisme de A4 a R par 'égalité (5.2.5). Il suffit de prendre un élément
quelconque b = Yc;y; de R, et voir que application S : R — R a une antipode.
Ceci nous raméne a conclure a lexistence de S, I'équivalence de (5.2.6) et (5.5.1).

—5(a)S(r)y = =5(r)yS(r(a)) + 5(6(a)),
—5(a)S(r)y = =S(r)7(S(7(a)))y — S(r)d(S(7(a))) + S(6(a)).

La condition (5.5.1) est satisfaite si et seulement si :

S(a)S(r) = S(r)r(S(r(a))), (5.5.2)

S(0(a)) = S(r)o(S(r(a))). (5.5.3)

Montrons (5.5.2), nous avons :

7(S(7(a))) = 7(Sx(ar))az,

= 7(x(a1)S(az)),
= X(a1)7(S5(az2))
(5.5.4)
= x(a1)Ad,(S(a3)x(S(az))) = x(a15(az))Ad,.S(as) = Ad,.S(a). (5.5.5)

Maintenant, notre objectif est de prouver (5.5.3).
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De I'égalite (5.2.9), on a :

S(r(a)) = S(x(ar)az) = x(a1)S(az).
D’autre part : (5.5.3) sera équivalente a la forme suivante :

r5(0(a)) = x(a1)6(S5(az)) (5.5.6)
On pose : L =1rS5(6(a)) et M = x(ay)d(S(az)).

L’action de m(id ® S) appliquée a I’égalité ((5.2.11)), donne :
m(id @ S)A(0(a)) = m(id ® S)(d(a1)) ® as + ra; ® §(as),
e(0(a)) = 6(ar)S(az) +rai1S(6(az)) = 0,

On en déduit que : a1.5(d(ag)) = —S(r)d(a1)S(as).
Alors :

L =rS(8(a)) = re(a1)S(8(as)) = rS(ar)azS(6(as)),
—18(a1)S(r)d(az)S(as),

—Adr(al)é(ag)S(ag).

(5.5.7)

L’action de ¢ sur les deux membres de I'égalité (a) = a1.5(az), nous donne :

d(a1)S(az) + 7(a1)0(S(az)) =0, c-a-d §(ay1)S(as) = —7(a1)0(S(az)), (5.5.8)

M = x(a1)0(5(az2)) = x(a1)e(az)d(S(as)) = x(a1)7(S(az))asd(S(aq)).  (5.5.9)

En tenant compte de (5.5.8), on obtient :

x(a1)7(5(a2))asé(S(as)) (5.5.10)
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En comparant (5.5.7) et (5.5.10), on conclue que : L—=M. Ce qui confirme (5.5.6).
D’ou I'existence de I'antipode.
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Chapitre 6

Déformation
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Dans ce chapitre, on décrit la théorie des déformations formelles & un paramétre,
introduite par Gerstenhaber pour les algébres associatives. Cette théorie est intime-
ment liée & une cohomologie de I'algebre. On fera quelques observations concernant
les déformations bialgébres faibles et les algébres de Hopf faibles.

6.1 Suites exactes

Soit R un anneau (associatif mais pas nécessairement commutatif). Pour M et
N deux R-modules a gauche, on a que Hompg(M, N) est un groupe additif. Soit
f € Homgr(M,N), on pose

— ker f={me M : f(m) =0} (noyau),

— Im f = f(M) = {f(m) : m € M} (image),

— coker f = N/f(M) (co-noyau).

Définition 6.1.1. Une suite de R-modules est d’homomorphismes

Jn—y

VAL VAN VAL V

est exacte en M; si Ker fi=1Im f;_1pour2<i:<n—1.
Elle est dite exacte, si elle exacte en tout M; avec 2 <71 <n — 1.
Une suite exacte est dite courte si elle est de la forme

0— L 15 M -2 N—0.

Une suite exacte courte est équivalente a
1. f injective,
2. Im f=Ker g,
3. g surjective.

Elle induit un isomorphisme M/f(L) ~ N.

Proposition 6.1.2. 1. Pour tout R-module X et pour toute suite exacte de R-
modules
0— L1 Mm% N,

on associe la suite exacte suivante
0 — Homp(X, L) 2 Homp(X, M) 25 Homp(X, N).
2. Pour tout R-module Y et pour toute suite exacte de R-modules
Lt -2 N0,
on associe la suite exacte de groupes additifs

0 — Homp(N,Y) -5 Homp(M,Y) 15 Homg(L,Y).
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Définition 6.1.3. Soit R un anneau. Un compleze (C,d) pour R est un ensemble
indéxé par Z de R-modules C' = (C;);ez et un ensemble de R-homomorphismes
d; : C; — Ci_y, d={d; : i € Z} tels que pour tout i, d;_1d; = 0.

Soient (C,d) et (C’,d’") deux complexes, un homomorphisme de C' dans C” est un
ensemble o = {q; : i € Z} d’homomorphismes «; : C; — C;_; tel que le diagramme

d;

C; Ci
—

a; | Lo

oL

soit commutatif.

Exemple 6.1.4. 1. Tout module M définit un complexe (C,d), avec C; = M et
d; = 0.

2. Soit M un module & droite sur R et 6 : M — M une différentielle (5 =0).
On pose C; = 0 pour 1 <0, Cy = Cy =Cs =M et C; =0 pour j > 3,
dy =ds =06 et d; =0 pouri # 2,3.

3. Toute suite exacte courte définit un compleze.

On note par R-comp la catégorie des complexes sur un anneau R ou les objets
sont de la forme (C,d) et les morphismes sont «. C’est une catégorie abélienne :
hom(C,C") est un groupe abélien.

Pour tout n € Z, on définit le n-iéme foncteur d’homologie allant de la catégorie
R-comp dans la catégorie des R-modules. Pour un complexe (C,d), on pose

Zn = 2,(C) = Ker d,, et B,:=B,(C)=d,1(Cns1).

Les éléments de Z, sont appelés n-cycles (Z, est un sous-module de C,,), et les
éléments de B,, sont appelés n-bords. On a d,,d,,11(Cy11) = 0, donc B, est un sous-
module de Z,.

Le n-iéme module d’homologie de (C,d) est
H, = H,(C) = Z,/B,.

On appelle complexe positif (resp. negatif) tout complexe (C,d) tel que C,, =0
pour tout n < 0 (resp. n > 0). En général, on considére soit des complexes positifs,
appelés complexes de chaines, ou bien des complexes négatifs, appelés complexes de
cochaines.

Soit (C,d) un complexe négatif. En posant C_,, = C™ et d_, = d", on obtient
un complexe de cochaines

0—c* Lot Loy
On définit

— /"= Ker d",
_ B".— dn—l(c«n—l»
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Les éléments de Z" sont appelés n-cocycles et les éléments de B™ sont appelés n-
cobords et d qui est déterminé par les d" est appelé opérateur cobord.
On a d"*'d"(C™) = 0, B" est un sous-module de Z" et H" = H"(C) = Z"/B™ est
le n-iéme groupe de cohomologie de (C,d).

En terme de foncteurs dérivés, Ext est le foncteur dérivé de hom(—, N) et Tor
est le foncteur dérivé de hom(M, —).

La cohomologie (resp. I'homologie) d’une algébre A a valeurs dans un module M
sont définies par :

H"(A,M) = FEuxth. (A M), A°=A® A7,
H,(A,M) = Tor) (A, M).

n

6.1.1 (Co)homologie de Hochschild

On rappelle dans ce paragraphe la définition de ’homologie (resp. la cohomologie)
de Hochschild. Elles concernent les algébres associatives et s’étendent naturellement
aux algebres de Hopf.

Soit A une algébre associative sur le corps K, 1 sa multiplication (on note parfois
p(z,y) par zy) et M un A-bimodule (A-A-bimodule qui est équivalent & A @ AP-
module & droite et un A ® A°-module a gauche).

Homologie de Hochschild

On considére, pour n > 0, les modules C,(A, M) := M & A®". Un bord de
Hochschild est donné par des K-homomorphismes d : M @ A" — M @ A®"!
définies par

n—1

d(m7 Ay, a’n) = (mala A, 7an) + Z (_]-y(ma A1y 5 QiQiq, 7an)
=1

+(_1)n(anm7 ap, - Jan—l)-

On définit le complexe de Hochschild par C(A, M) = C.(A, M) et
e Cu(A M) —% Co (A M) -+ =55 Ci (A, M) -5 M.

Les groupes d’homologie (qui sont en fait des K-modules) sont définis par H,, =
Zn| B, avec Z, = Ker(d : C,(A, M) — C,,_1(A, M)) et B, = Im(d : Cpi1(A, M) — Cn(A, M)).

En particulier, on a
Ho(A,M)=Ms=M/[A, M| =M/{am —ma:ac A me M},

qui est appelé module des coinvariants de M par A.

Cohomologie de Hochschild

Une cochaine de degré n (ou une n-cochaine ) est une application multilinéaire
de A®" dans M. Pour n > 1, on pose C"(A, M) = Hom(A®", M). En particulier,
C°(A, M) = M. On pose, pour n < 0, C"(A, M) = {0}.
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L’espace des cochaines de A a valeurs dans M est défini par C(A, M) = @,2C" (A, M).
[’opérateur cobord d est défini par ses restrictions d” aux espaces des n-cochaines
(n > 0). Il est donné par les homomorphismes

o C"(A, M) — C"(A,M)
' ©— 0"

définis pour tout (a1, ,anp1) € A2 et ¢ € C"(A, M) par

dnw(alv T 7an+1) = al@(am T aan-i-l) + Z(—l)ZQD(Cbl, e ,,M(CLL', a’i-‘rl)) e aa'p)
1=1

+(_1)n+190(a1a T 7an)an+l'

et d’¢(a) = ay pour tout ¢ € C°(A, M) =M et a € A.
Ces opérateurs vérifient d"™! o d® = 0. Les espaces des cobords sont

B"(A,M) ={p eC"(AM): p=d"'(f),f €C"(A M)}
Les espaces des cocycles sont
Z"(A, M) ={p € C"(A, M) : d"(p) = 0}.

On a B"(A, M) C Z"(A, M) car d*> = 0.

L’espace quotient H"(A, M) = Z"(A, M)/B"(A, M) est appelé n! ®™¢ groupe de
la cohomologie de Hochschild de A & valeurs dans M.

On note la somme directe par H (A, M) = @,>0H}; (A, M). En particulier, on a

HY(A,M) = M*={m & M : am = ma, Ya € A}.

Pour n = 1, les 1-cocycles sont les homomorphismes de K-modules D : A — M
vérifiant
D(ajas) = a1 D(az) + D(a1)as, Vai,as € A.

On note Z*(A, M) par Der(A, M) et ses éléments sont appelés dérivations.
H'Y(A, M) = Der(A, M)/{dérivations intérieures}.

Le groupe H'(A, M) est parfois appelé groupe des dérivations extérieures.

Cohomologie de Hochschild a valeurs dans ’algébre

La cohomologie de Hochschild a valeurs dans l'algébre joue un role important
dans la théorie des déformations formelles. On spécifie les formules dans ce cas
particulier M = A.

C(A,A) = C" (A A)

" sont définis
p—dp

Les opérateurs cobord de Hochschild d™ :

pour tout (aj, ..., an41) € A2 par

dn@ (ah "'aa'n-i-l) = U (alaw (a2a "'7an+1)) +
n % n+1
S (1) @ (ar, o p(aiy aigr) oy an) + (1" (@ (a1, ey an) 5 Gnga)
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Le noyau de d" dans C"(A, A) est le groupe des n-cocycles :
Z"(AA) = Kerd"={p + A" 5 A . d"p =0}.
L’'image par d"~' de C"' (A, A) est le groupe des n-cobords, qui est nul pour
n=20:
B"(A,A) =Imd" " ={p : A" > A: p=d""'f, fEC(A A}
L’espace quotient H" (A, A) = Z" (A, A) /B" (A, A) est le n-iéme groupe de coho-
mologie de Hochschild de 'algébre A a valeurs dans A.

En particulier,
— HY(A, A) (centre de I'algébre) :

Z(mathbbA) = H* (A, A) ={a € A : u(a,b) = p(ba), Vb A).
— H' (A, A) Lalgeébre des dérivations :
Der(A)) ={f: A=A, f(u(a,b)) = pn(f(a),b)+pula f(b), Va,be A}
On définit deux applications
oG : C"™(A,A) x C"(A, A) = C™T 1A A)

(80 °a 1/1)(@1, e 7am+n71) = Zi}(](_ly(n_l)go(al? cr Ay ’l/}(aiJrla T 7ai+n)7 U )
et
L e O (A, A) x C7 (A, A) = Cmn-1( A, A)

[, e = pogh — (—1)" D=y og o,

Remarque 6.1.5. L'espace (C(A, A),oq) est une algébre preLie et (C(A,A)[.,.]¢)
est une algebre de Lie graduée. Le crochet [.,.]¢ est appelé crochet de Gerstenhaber.
Le carré de [u,.]¢ s’annule et définit un opérateur 2-cobord. La multiplication p de
A est associative si [, u]g = 0.

Les groupes de cohomologie suivants interviennent en théorie des déformations for-
melles.

— B*(AA) ={p : ARA — mathbbA : p=d'f, f € End(A)}
Va,be A
d'f (a,0) = p(f (a),0) + p(a, £ (b)) = f (u(a,b)).
— Z2(AA) ={peC(AA) : &p=0},
Val,ag,ag € ./4
d280 (a1, a2,a3) = p(p (a1, az),a3) — p(ar, ¢ (az, a3)) +
(2 (/vb (CL17 a?) 7(13) — @ (CLl?/'L ((12, CL?,)) .
— B AA={Y : ARARA = A : T =d, pcC*(AA)}.
— ZB(AA) ={peC (A Aet : dp=0},
valaa'27a/37a4 € A
d3§0 (Gh as, a3, as) = [t (ah ¢ (ag, as, CL4)) — ¥ (M (Ch, a2) , 03, Gy)

+p (a1, p(az, az) ,as) — @ (a1, az, i (as, aq)) + p(p (a1, az, a3) , as) .
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6.2 Anneau des séries formelles et espaces formels

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Les séries formelles sont
une généralisation des polynomes. On rappelle qu’il suffit de considérer la suite de

nombres (ag, a, - -+ ,a,) dans K pour étudier le polynome f(t) = ag+ait+---+a,t",
qui correspond & la fonction génératrice de la suite. Etant donnée une suite infinie
(ag,ai, -+ ,an,--+), on peut écrire f(t) = ag + ait + -+ + a,t™ + - --. L’expression

est appelée série formelle. L’ensemble des séries formelles & une variable £ en K est
noté par K[[t]]
K[t = {D_ait’ a; €K}.
i>0
On suppose que les éléments de K commutent avec le paramétre ¢. L’ensemble des
polynomes correspond aux sommes finies et se note K[[¢]].

Deux séries formelles f(t) = ag + ait + -+ + a,t™ + -+ et g(t) = by + byt +
<o+ byt + -+ de K = [[t]] sont égales si a; = b; pour tout ¢ > 0. Les opérations
addition, multiplication sont définies de la méme maniére que les polynémes. Soient
f() =D spait’ et g(t) = Y, bit' deux séries formelles dans K[[¢]]. La somme est

la série formelle définie par f(t) + g(t) = >_,o, (a; + bi)t" et la multiplication est la

série formelle f(t)g(t) = > .50 (CF , aibp_i)t*. Lensemble K[[t]] est un anneau et
I’élément neutre est la série formelle constante 1.

6.2.1 Propriétés des séries formelles
On montre & quelle condition une série formelle dans K[[t]] admet un inverse.

Theorem 6.2.1. Toute série formelle f(t) = > .., ait" dans K[[t]] telle que le terme
constant ag est non nul admet une série formelle inverse f(t)™!.

Démonstration. On cherche une série formelle g(t) = >_.., bit" telle que f(t)g(t) = 1.
On obtient ), (Zf:o a;br_it*) = 1. Ceci conduit a aghy = 1 et Z?:o aby_; =0
pour tout k£ > 0. Alors by = ag' puisque ag # 0. L’équation suivante agh; + aby =
0 implique b, = ag2a;. Supposons qu’on ait les coefficients de 1,¢,#2,--- "1 et
bo, by, -+ ,b,_1 déja déterminés. Le coefficient de ¢ correspond a I’équation

aobn + Clen71 +---+ ano =0.

D'ott b, = —agy (ai1bp_1 + - - - + apby). Puisque by, by, - - -, b,_1 sont déja déterminés,
on en déduit la valeur b,,. O

Toute fraction % de deux séries formelles de K[[t]] est une série formelle dans

K[[¢]] si le terme constant by de g(t) est non nul. En particulier, une fraction ration-
nelle de deux polynomes peut étre représentée par une série formelle.

Remarque 6.2.2. Le Théoréme 6.2.1 traduit le fait que K[[¢]] est un anneau local
dont 'idéal maximal est tK[[t]], ¢’est a dire I'idéal engendré par t.

Theorem 6.2.3. Soit f(t) =3, ait’ une série formelle de K[[t]] telle que ag # 0.
Pour tout by vérifiant bf = ay, il existe une série formelle g(t) = ZiZO bit! telle que

(g(®)* = f(®).
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Démonstration. La preuve est similaire a celle du théoréme 6.2.1. O

Soit n > 0. L’ensemble des polynomes de degrés inférieurs ou égaux a n, notée
K., [t], peut s’obtenir comme le quotient of K[t] par I'ideal engendré par ¢".

Il existe un morphisme associant a toute série formelle ., a;t" sa classe Z?;()l a;t’
modulo (). - -

Soit

™ K[t]] —= K,
Diso @it = Z:';ol a;t'

L’application 7, est surjective et son noyau est engendré par t"K|[¢]]. Il induit

I'isomorphisme suivant

K[/t = K[t /"

Proposition 6.2.4. L’application =, : K[[t]] — @K[t]/(t”) est un isomorphisme
d’algebre.

Remarque 6.2.5. I ensemble K[[t]] peut étre muni de la topologie t-adique. Les sous-
espaces t"K[[t]] forment une base de voisinage de 0. Il s’ensuit que K[[t]] est un
espace de Hausdorff complet.

6.2.2 Espaces formels

Soit V un K-espace vectoriel. On désigne par V[[t]] 'ensemble des séries formelles
a coefficients dans V, V[[t]] = {d,oqzit" z; € V}. L'espace V{[t]] est un K[[t]]-
module avec I'action définit par (3 -qait’, Y soat) = 2o o0 Do, aitst?, ou
a; €Ketx;, €V.

Notons que V' est un sous-module de V' [[t]]. La structure d’espace vectoriel de V'
est étendue naturellement a V' [[t]], en remplacant le domaine des coefficients K par
K ((t)), le corps des séries formelles de K [[t]].

On désigne par V|[t]] la limite projective des espaces V[[t]],, := V[[t]]/(t" TV [[t]]).

Soit f un K][t]]-morphisme, f : V @ K][t]] = V[[t]], défini par f(z ® \) = Az.

Proposition 6.2.6. 1. f est injectif.

2. Si'V est de dimension finie, alors f est surjectif. Il s’ensuit que V @ K[[t]] et
V[[t] sont isomorphes.

3. Si (ei)icr est une base de V', alors (e;)ier est une base topologique de V[[t]].
(e;)icr est une base topologique de V[[t]] signifie que les éléments de V[[t]] sont

de la forme ), ; Aje; out \; parcourt K[[t]] et tend vers 0 suivant le filtre des com-
pléments de sous-espaces finis de I.

6.3 Déformations formelles

Dans cette section on décrit les déformations formelles d’une algebre et leurs liens
avec la cohomologie. I.’objectif est d’étudier les structures voisines d’une structure
fixée, par exemple, pour montrer des résultats de stabilité, de classification, de calculs
d’invariants, ou encore pour construire de nouveaux objets.
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La théorie la plus populaire pour les déformations de structures algébriques a été
introduite par Gerstenhaber pour les anneaux et algébres associatives. Les articles
fondateurs de M. Gerstenhaber [20] fournissent I'outil de ces déformations sur la base
des séries formelles. Ensuite, cette théorie a été relancée, dans les années 80, par la
théorie de quantification par déformation et dans les années 90 par l'intérét porté
aux groupes quantiques, introduits par Drinfel’d, et qui proviennent naturellement
d’une déformation d’algebre de Hopf (par exemple de I’algébre enveloppante d’une
algebre de Lie).

Pour la clarté de la présentation, on se restreint ici aux algebres associatives. La
méme approche reste valable pour toute structure algébrique dont on connait une
cohomologie a valeurs dans I’algébre, adaptée a cette théorie.

6.3.1 Définitions

Soit (A, po) une algébre associative et A[[t]] 'ensemble des séries formelles a
coefficients dans A.

Etant donnée une application K-bilinéaire f : A x A — A, elle admet naturel-
lement une extension en une application K[[t]]-bilinéaire f : A[[t]] x A[[t]] — A[[t],

cest a dire, si x = Y7 gait’ et y = > bt/ alors f(w,y) = D00 50t flai, bj).

Définition 6.3.1. Soit A un K-espace vectoriel et Ay = (A, 119) une algébre associa-
tive. Une déformation formelle de Ay est donnée par une application K[[t]]-bilinéaire
we = Al[t]] x Al[t]] = A[[t]] de la forme

e = Z pit’,

>0

ou p; est une application K-bilinéaire, p; : A x A — A (étendue en une application
K[[t]]-bilinéaire), telle que pour x,y, z € A, la condition formelle d’associativité :

pe (s (Y, 2)) — (e, y), 2)) = 0. (6.3.1)
soit satisfaite.

On notera la déformation formelle de Ay = (A, o) par Ay = (A, ue). La res-
triction de A; a A, au lieu de considérer A[[t]], est justifiée par la K[[t]|-linéarité de

Kot -

Proposition 6.3.2. La multiplication p; = Zizo it est associative si et seulement
Sl [:utnut]G =0.

Démonstration. on a [ug, p]a(z,y, 2) = 2(pe(x, e (y, 2)) — we(pe(x, y), 2)). O

6.3.2 Equation de déformation

Le premier probléme consiste a donner des conditions sur les p; de sorte que p
soit associative, c’est a dire, pour tout x,y,z € A on a

pie (e (2,y) ) — pe (2, pe (y, 2)) = 0.
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En développant I’équation et en regroupant les termes suivant les puissance de ¢, on
obtient le systéme infini suivant

{ Z i (:uj (x,y),z)—,ui (ZL’,/LJ' (y7z)):O k=0,1,2,-- (632)

i+j=k ,j>0

Ce systéme est appelé équation de déformation et il est équivalent a

{Zﬂi (kai <x7y)’z) — M ('Ia,ukfi (ya 2)) =0 k =0,1,2,--- (6'3'3)

La premiére équation (k = 0) correspond a 'associativité de po. La deuxiéme équa-
tion montre que j; est un 2-cocycle pour la cohomologie de Hochschild (p; € Z2% (A, A)).
Plus généralement, supposons que i, soit le premier coefficient non nul apres jo dans

la déformation fu.

Theorem 6.3.3. L’application bilinéaire p, est un 2-cocycle pour la cohomologie de
Hochschild de A a valeurs dans [’algébre A.

Démonstration. On considére (6.3.3), avec k =pet y3 =+ = p,-1 = 0. O

Définition 6.3.4. Le cocycle p, est dit intégrable si c’est le premier terme, aprés
[o, d’une déformation associative.

L’intégrabilité de p, implique une suite infinie de relations qui peuvent étre
interprétées comme des obstructions a 'intégrabilité de p,.

6.3.3 Obstructions

En regroupant le premier et le dernier termes de la k'®™® équation de (6.3.3),
pour k quelconque, k > 1, L’équation s’écrit

Py, (z,y, 2 Zm pi (,y) 5 2) = s (2, i (y, 2)) -

Supposons que la déformation tronquée, a 'ordre m — 1, ¢’est a dire p; = o +tpy +
210 + ... ™, 1, satisfasse I'équation de déformation. La déformation s’étend en
une déformation d’ordre m, p; = puo + tp + 2y + oo ™ 1 + "y, satisfaisant
I’équation de déformation si

& pi (2,7, 2 Zﬂz i (%, Y) 5 2) = i (%, i (Y, 2)) - (6.3.4)

Le terme de droite de I'équation (6.3.4) s’appelle obstruction pour déterminer fi,,.

En utilisant Uopération "og" : piop; (x,y, 2) = pi (1 (2, y) , 2) — pi (@, 1 (y, 2)) ,
I’obstruction peut s’écrire

m—1

U(z,y,2) = Z [ © flm—; ou encore V(x,y,z) = Z i o 11,

i=1 i+j=m i,j#m
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Lemme 6.3.5. Soient f et g deuzr applications bilinéaires sur A, alors
d*(fog)=d’fog— fody.
Démonstration. Calcul direct. Il

Theorem 6.3.6. Les obstructions sont des 3-cocycles de la cohomologie de Hoch-
schild .

Démonstration.

d3< 2 WO“J‘) = 2 dluow)
i+j=m, i,jFm i+j=m i,jF#m
= Z d*pu; © iy — i o d*pu;
i+j=m i,j#m
= Z i © [ O fg — f1; © ftj © pu = 0.
itjth=m ijk#Em

]

Remarque 6.3.7. 1. La classe de cohomologie de 1’élément Ziﬂ':m, i jom Hi © 14
est la premiére obstruction a l'intégrabilité de pi,,.
Supposons m = 1 et p; = po + tig + t2us. L’équation de déformation est
équivalente a
foopo =0 (ug est associative)
Cp =0 (m € 22 (A, A)
pa 0 i = d*puy.
On a py o py est la premiére obstruction a I'intégrabilité de p; et py o pg €
Z3(AA).
Les éléments p1 01 qui sont des cobords permettent d’étendre la déformation
d’ordre 1 & une déformation d’ordre 2. Mais les éléments de H® (A, A) donnent
des obstructions a I'intégrabilité de p;.

2. Si p,,, est intégrable, alors la classe de cohomologie de ¥ = Ziﬂ.:m i jotm HiOH
dans H3(A, A) doit étre nulle.
Dans Pexemple précédant p est intégrable implique, py o puy = d?ps, ce qui
signifie que la classe de cohomologie de p; o p; est nulle.

Corollaire 6.3.8. Si H3 (A, A) = 0 alors toutes les obstructions s’annulent et tout
élément p,, € Z* (A, A) est intégrable.

D’ou le théoréme suivant :

Theorem 6.3.9. Soit p; = po + tuy + t2ps + .. ™ L,y une déformation d’order
m — 1 de Ualgébre (Ao, po). Alors elle s’étend en une déformation d’ordre m si et
seulement si la classe de cohomologie de D, i, ;. Wi © i est nulle.
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6.3.4 Deéformations équivalentes et triviales

Le probléme suivant consiste a caractériser les déformations équivalentes et dé-
formations triviales. Etant données deux déformations jz; et p, de pg, on dit qu’elles
sont équivalentes sl existe un isomorphisme formel f;, qui est une application K [[¢]]-
linéaire de la forme

fi=Id+tfi+tfo+---  ou fi € Endg(A),
tel que ju; = f - p1y, cest & dire

pe(,y) = f oo (fi(x), fi(y)) pour tout z,y € A. (6.3.5)

Une déformation p; de pg est dite triviale si et seulement si y; est équivalente a .
La condition 6.3.5 peut s’écrire

fe(pe(z,y)) = wi(fe (), fe (y))  pour tout x,y € A. (6.3.6)

Par identification des coefficients de ¢ on obtient p; = df;.
En général, les déformations p; et p) de po sont équivalentes si p) = py + df.
D’ou la proposition suivante :

Proposition 6.3.10. L’intégrabilité de py dépend seulement de sa classe de coho-
mologie.

Rappelons que deux éléments sont cohomologues si leur différence est un cobord.
dpy = 0 implique dpy = d (p1 + df1) = dpy + d (dfy) = 0.

Si py = dg alors py = dg —dfy =d (g — f1).

Remarque 6.3.11. Les éléments de H? (A, A) déterminent les déformations infinis

d’ésimales (p; = o + tp)-

Proposition 6.3.12. Soit Ay = (A, 110) une algebre associative. Il existe sur K[[t]] /12,
une correspondance biunivoque entre les éléments de H* (A, A) et les déformations
infinis d’ésimales de Ay définies par

1e(x,y) = po(@, y) + (. y)t, Va,y € A (6.3.7)

Démonstration. L’équation de déformation est équivalente & d?p; = 0, c’est a dire
€ Z2(A,A). O

Supposons maintenant que p; = pio + tpg + t2po + - -+ soit une famille de défor-
mation a un parameétre de pg telle que py = -+ = pty_1 = 0.
L’équation de déformation implique dp, = 0 (pm € Z2 (Ao, Ag)). Si de plus pi,, €
B? (A, A) (c’est a dire p,, = dg), en considérant le morphisme formel f; = Id+tf,,,
on obtient pour tout x,y € A

M;(Q%?J) = ft_l oo (fi(x), fi (v) = po (z,y) + tm+1ﬂm+1 (z,y)--

Ainsi 1 € Z2 (A A).
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Theorem 6.3.13. Soit y; une déformation formelle a un parameétre de pg. Alors pi
est équivalente 6 py = pro+tPp, +tP 4+ o, € Z2 (A, A) et i, & B* (A, A).

Corollaire 6.3.14. Si H? (A, A) = 0, alors toute déformation de A est équivalente
a une déformation triviale.

En effet, supposons qu’il existe une déformation non triviale de po. D’aprés le
théoréme 6.3.13, cette déformation est équivalente & ju; = pig + 71, + tp“u;,H +e
ou € Z* (A, A) et i, ¢ B*(A, A). Ce qui est impossible car H* (A, A) = 0.

6.3.5 Deéformations des algébres unitaires

Dans ce paragraphe, on s’intéresse aux déformations des algébres unitaires. Le ré-
sultat principal montre que toute déformation d’une algébre unitaire est une algébre
unitaire.

Soit A = (A, 119) une algébre associative unitaire d’élément neutre 1 € A, c’est
a dire que po(x,1) = po(l,z) = x pour tout z € A. Dans le langage des algébres
de Hopf, cela veut dire qu’il existe une application linéaire n : K — A telle que
po(n®id) =po (id®n) =id.

Theorem 6.3.15. 1. L’élément neutre 1 de A est aussi ['élément neutre de
toute déformation formelle Ay = (A, ut) de A si et seulement si

pn(z,1) = p(l,z) =0 ¥n >0,z € A (6.3.8)

Dans le langage des algébres de Hopf, sin est l'unité de A, alors 'unité n, de
la déformation A; est définie par

nt(z ant") = Z a, 1t".

n n

2. Si A est une algébre unitaire, alors tout élément inversible dans A est inver-

sible dans A,.

3. Toute déformation formelle Ay = (A, uy) d’une algébre unitaire A est équi-
valente & une déformation formelle Ay = (A, ;) avec la méme unité que

A.

Démonstration. La premiére assertion découle d’un calcul direct. L’élément 1 est un
élément unité pour g si

pe(z, 1) =z =x+ Zun(a:, 1)t

n>0

Par identification, on obtient : u,(z,1) =0, Vn >0,z € A.
(2) Soit a un élément inversible dans A. On considére les endomorphismes v; et
wy, sur K[[t]], définis pour = € A par

v(z) = pe(x,a) et wi(x) = pe(a, ).

Les endomorphismes v; et w; sont inversibles puisque vy et wy sont inversibles.
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(3) Deux déformations formelles sont équivalentes s’il existe un isomorphisme
formel f;, qui soit une application K [[¢]]-linéaire s’écrivant sous la forme

ft:[d+tf1+t2f2+ ol szEndK(.A)

tel que (6.3.6) soit satisfaite. Ce qui est équivalent &

tn (2, ) = pin(2,y) + fo(po(z, ) — po(fa(z),y) — po(z, fuly)) (6.3.9)

D’autre part, on considére la n*™¢ équation de (6.3.2),
Z i (/JJJ (JI,y) 72) — M (%Mj (y,Z)) =0
i+j=n
dans laquelle on pose y = z = 1 respectivement x =y =1 et z = . Alors on a

1) (6.3.10)

pin(, 1) = po (2, pn (1,
), )

1
Mn(L T) = MO(Mn(lal

On considére 'isomorphisme formel vérifiant

fi(1) = w1 (1,1),  f.,=0 pourn > 2.

En utilisant (6.3.9) et (6.3.10), la multiplication équivalente conduit & une nouvelle
multiplication déformée vérifiant

pi(a, 1) = m(z, 1)+ fi(po(z, 1)) — po(fi(w), ) po (2, pa (1, 1))
= pa(z, 1)+ filz) = filz) — (e, 1) =
De maniére similaire on obtient : p)(1,z) = 0. Par induction, on montre que pour
tout n, u,(1,2) = p,(x,1) = 0. En effet, on suppose u(1,2) = ui(z,1) = 0 pour
k=1,--- ,n—1. On considére un isomorphisme f; vérifiant f, (1) = u,(1,1) et fi =
0 Vk # n. Alors, a l'aide de (6.3.9) et (6.3.10), on obtient u (1,z) = ul (z,1) = 0.
Notons que le produit (14 f,t") - - - (14 f,,t™) converge quand n tend vers Uinfini. [

La théorie des déformations des coalgebres se fait naturellement par dualité.

Définition 6.3.16. Soit A un K-espace vectoriel et Cy = (A, Ag) une coalgebre

coassociative. Une déformation formelle de Cj est donnée par une application K[[t]]
linéaire A; : A[[t]] — A[[t]] x A[[t]] de la forme

>0

ou A; est une application K-linéaire, A; : A — A ® A (étendue en une application
K[[t]]-linéaire), telle que pour = € A, la condition formelle de coassociativité :

(id © A)A(z) — (A, ® id)Ay () = 0. (6.3.11)

soit vérifié.
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En développant ’équation et en regroupant les termes suivants les puissance de
t, on obtient le systéme infini suivant :

{ > (A@id)Aj(r) — (id@ A)Aj(x) =0 k=0,1,2,---  (6.3.12)

itj=k ,j>0

Ce systéme est appelé équation de déformation de la coagébre et il peux étre repré-
senté par :

{Z (A; @ id)N_i(z) — (id @ A)Ap_i(z) =0 k=0,1,2,--- (6.3.13)

1=0

Dans cette récurrence I’équation (k = 0) correspond a la coassociativité de Ag. La
deuxiéme pour la valeur (k = 1) montre que A; est un 2-cocycle pour la cohomologie

de Hochschild (A; € Z% (A, A)).

Définition 6.3.17. Soit Cy = (A, Ag) une coalgébre counitaire et C; = (A, A,) la
déformation de cette coalgébre, on définit la déformation de sa counité par I’appli-
cation linéaire ¢; : A[[t]] — K, donnée par la série formelle : ¢, = g + 1t + e9ts +
ests + ... +&it; + ...+ ot g9 = ¢ et g; des applications linéaires de A dans K et &;
vérifie la condition de compatibilité avec la coalgébre et la condition faible suivante :

ei(x.y.2) = ei(wyr)ei(ye-2), Y, y, 2 € A.

Définition 6.3.18. Soit B = (A, m,n, A, ¢) une bialgébre faible, on définit la dé-
formation de cette bialgébre faible la structure de bialgébre faible notée par :B; =
(A[[t]], My, e, Ay, €1), la déformation de sa multiplication u, sa unité 7, sa coalgébre
A, sa counité e.

Remarque 6.3.19. La déformation d’une bialgébre faible ne donne pas automatique-
ment une bialgébre faible, comme dans le cas des bialgébre. Une étude approfondie
des déformations sera faite ultérieurement.
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Abstract

In this thesis, we study the structure of weak bialgebras and weak
Hopf algebras. These structures appeared in Physics, in particular in
renormalization in quantum fields theory and qg-deformations of
oscillator algebras. They are generalization of bialgebras and Hopf
algebras obtained by relaxing the condition that the comultiplication
and the counit are algebra maps with respect to the unit element.

In this work, we provide a complete study of weak bialgebra and weak
Hopf algebras structures. We recall definitions and properties.
Moreover a classification in dimension 2 and 3 are given. The main
results deal with Kaplansky-type constructions. Indeed we show
various constructions providing weak bialgebras and weak Hopf
algebras, starting by an associative algebra. A second part of this
thesis is dedicated to twisted structures, which are Hom-type algebras.
We introduce weak hom-bialgebras and weak Hom-Hopf algebras for
which we obtain similar results. In the last part of the thesis, we
explore Ore extensions and deformations of weak bialgebras and weak
Hopf algebras.
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Résumé

Dans cette these, on présente une étude de la structure des
bialgebres faibles et des algebres de Hopf faibles. Ces structures
sont apparues en physique, en particulier en renormalisation dans la
théorie des champs et dans les g-déformation de l|'algébre des
oscillateurs. Dans ce travail, on présente une étude approfondie des
bialgebres faibles et des algebres de Hopf faibles. On rappelle les
définitions et propriétés. On a établi une classification de ces
structures en dimensions 2 et 3. Les principaux résultats de la these
concernent les constructions de type Kaplansky. On s’inspire de l'idée
de Kaplansky pour construire une bialgebre a partir d’'une algebre
associative pour établir de nombreuses constructions de bialgebres
faibles et d’algebres de Hopf faibles. Cela permet par exemple de
construire une version faible des algebres de Taft-Sweedler. Par
ailleurs, on introduit les notions de Hom-bialgebre et algebres Hom-
Hopf faible pour lesquelles des constructions analogues sont données
en considérant les algebres Hom-associatives. De plus dans ce travail
nous examinons les extensions d’ore et les déformations de ces
algebres.

2000 Mathematics Subject Classification. 16W30.

Mots clef et phrases: bialgebre faible, algebre de Hopf faible,
construction, classification, groupe d’ automorphismes, algebre
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