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0.1 Introduction

On s’intéresse a des problémes aux limites elliptiques dans des domaines & frontiére non ré-
guliére, la frontiére pouvant inclure des coins et des arétes. Plus particuliérement, on y étudiera
des problémes de transmission dans des domaines polygonaux et méme polyédraux. Une grande
partie de cette thése sera consacrée aux problémes de transmission pour l'opérateur de Laplace
avec des conditions aux limites et de transmission unilatérales de type Signorini. On arrive a
caractériser la régularité de la solution en termes d’espaces de Sobolev & poids. Dans une autre
partie, on y étudiera la régularité de la solution du probléme de transmission pour le Laplacien
avee des conditions de Dirichlet sur le bord, dans un domainc cylindrique ¢t avee une donnée
intérieure dans L,, pour p > 1. On appliquera la théorie des sommes d’opérateurs linéaires.

La thése est organisé comme suit :

Le but du premier chapitre est de donner un cadre fonctionnel commmode pour notre étude.
Les espaces de Sobolev se prétant bien & notre travail, nous en rappelons les définitions et les
propriétés ( sans démonstrations ) qui nous serons utiles par la suite. On rappelle aussi quelques
propriétés des espaces d’interpolation ainsi que des notions de base et des propriétés des semi-
groupes, des opérateurs linéaires et des opérateurs maximaux monotones qui nous serons utiles
le long des chapitres suivants.

Au deuxiéme chapitre, on considére le probléme de Neumann pour le bilaplacien dans un
secteur plan borné, la solution est développée en série (2.1) et on s’intéresse au calcul des
coeflicients du développement dans le cas important de la fissure. Les conditions de Dirichlet
dans Ic cas dc la fissurc n’¢tant pas des conditions naturclles dans la pratique, il cst plus

intéressant de considérer des conditions de Neumann i.e. le cas d’'une plaque a bord libre.

Ce calcul étant trés important d’une part, pour les mécaniciens, car le coefficient de la partie
singuliére, appelé coeflicient des intensités des contraintes intervient beaucoup en élasticité
notamment pour vérifier, par exemple des critéres de stabilité de la fissure. D’autre part, il
est connu que la solution par éléments finis ne converge pas aussi rapidement dans le cas d’un
ouvert polygonal (en présence d’'un coin), que dans celui d’un ouvert régulier.

Parmi les méthodes proposées il y a celle qui consiste & approcher le coefficient de singularité
et la partie réguliére ce qui améliore la convergence de la solution. Une deuxiéme méthode
consiste a inclure les solutions singuliéres dans la base des éléments finis.

Dans ce travail, il s’agit d’isoler le coin par une interface artificielle, dans le voisinage de ce
coin écrire la solution exacte sous forme d’une série et montrer qu’elle converge et qu’elle est
indépendante du rayon du secteur en question et ainsi pouvoir obtenir une solution par éléments
finis, seulement en calculant 'approximation de la solution loin des coins sachant qu’elle est
réguliére i.e. qu’elle se laisse bien approcher et ainsi obtenir la solution du probléme en mettant
bout a bout les deux solutions.

Dans le troisiéme chapitre, On considére certains problémes aux limites unilatéraux dans des
domaines polygonaux ou polyédraux avec des conditions de transmission unilatérales.
Différents auteurs ont étudié de tels problémes aux limites unilatéraux mais sans transmission
(i.e. 'équation de Laplace pure) soit en trouvant des conditions suffisantes sur les domaines qui
garantissent la régularité H? de la solution, soit en se restreignant aux conditions au bord de



Signorini. Ici on caractérise la régularité de la solution en termes d’espaces de Sobolev & poids.
Cette caractérisation est d’'un grand intérét pour les applications numériques comme le montre
les résultats obtenus dans la théoric lincaire, ot certains maillages raffinés prés des coins ont
été utilisés pour compenser le comportement singulier de la solution.

Notre méthode principale est inspirée de la méthode de Caccioppoli [10, 21, 22], et qui consiste
en quatre étapes : d’abord on pénalise le probléme, deuxiémement on estime les dérivées se-
condes de la solution du probléme pénalisé en utilisant quelques intégrations par parties, troi-
siémement nous estimons uniformément les termes de bord en utilisant la condition de mono-
tonicité et finalement on passe a la limite en utilisant quelques arguments de compacité. Cette
méthode est ici adaptée aux espaces de Sobolev & poids et aux conditions aux limites unilaté-
rales ot de transmission. Pour des conditions aux limites unilatérales pures prés de interface
cette méthode échoue car on ne peut pas estimer certains termes de bord, par conséquent dans
ce cas on utilise une méthode basée sur un changement de variables permettant de passer du
cas régulier au cas singulier.

Le quatriéme chapitre est consacré a 1’étude de la régularité de la solution du probléme
de transmission pour 'opérateur de Laplace avec conditions de Dirichlet sur le bord, dans un
domainc cylindrique ¢t avee une donnde intéricure dans L, , p > 1.

Dans le cas hilbertien (p = 2), la technique classique utilisée repose essentiellement sur la
transformée de Fourier partielle et le théoréme de Plancherel. Malheureusement, dans le cas
général p # 2, la substitution du théoréme de Plancherel n’aboutit pas & des résultats optimaux
sur la régularité de la solution w.

Dans ce cas (p # 2), on obtient la décomposition de la solution en partie réguliére et partie
singuliére en utilisant la théorie des sommes d’opérateurs dans un espace de Banach, introduite
par Da Prato-Grisvard [15], et aussi développée par Dore-Venni [18|. La démarche que 'on
suivra cst inspirée de [28] qui a considéré le probléme de Dirichlet sans interface. L’application
de la premiére théorie des sommes, celle de Da prato-Grisvard permet d’assurer l'existence et
I'unicité d’une solution forte, et aussi d’obtenir une décomposition pour cette solution et avec
I'application de la deuxieéme théorie, celle de Dore-Venni on obtient la régularité optimale de
la partie réguliére de la solution.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces de Sobolev

Dans un espace de Sobolev donné, pour l'instant H'(2), les propriétés des fonctions dé-
pendent fortement de la régularité de la frontiére T' de 2. De différents points de vue ont été
développés dans la littérature pour déterminer les propriétés de la frontiére I'.

1.1.1 Les frontiéres

On suppose que la frontiére I' de €2 est localement le graphe d'une fonction . Par conséquent,
les propriétés de I' sont ceux de . Voici le point de vue qu’on suivra ici :

Définition 1.1.1 Soit Q un ouvert de IR", n > 1. On dit que sa frontiére I' est continue si
pour tout x € T, il existe un voisinage V de x dans IR" et de nouvelles coordonnées orthogonales

{ylv Y2, -0y yn} tels que
(i) V' est un hypercube dans ces nouvelles coordonnées

V= {(yla "-7yn) : |y]‘ < aJ,V] = 1, ,TL},

(i) il existe une fonction continue ¢ définie dans

V' = {(y17"'7yn71) : |y]| < a],VJ = 1, vy, — 1},
vérifiant

' ()] < an/2,Vy €V,
QNV = {y="y.) €V :y, <o)}
rnVv = {y=w.v) eV y.=el)}

De manicre similaire, on dira que T est lipschitzienne (respectivement de classe C*1 k € IN,
m fois contindment différentiable, m € IN ), si @ est lipschitzienne (respectivement de classe
C*1 m fois continiment différentiable).

Ceci signifie que, dans un voisinage de z, € est au dessous du graphe de ¢ et que la frontiere
I' de © coincide avec le graphe de .

ot



Si un ouvert €2 a une frontiére continue I, alors €2 est d’un seul c6té de I' en tout point de I
Suivant la définition 1.1.1, un ouvert borné de MI?* dont la frontiére est un polygone (on dira
tout simplement par la suite domaine polygonal), cst a fronticre lipschitzicnne. De manidre
similaire, un ouvert borné de IR dont la frontiére est un polyédre, est a frontiére lipschitzienne.

Définition 1.1.2 Soit Q un ouvert de IR*. On dit que Q est un domaine polygonal, s’il posséde
les proporiétés suivantes

(i) §) est borné, connexe et seulement d’'un seul coté de sa frontiére.

(ii) la frontiére de Q est l'union d’un nombre fini de segments de droite I';, j € {1,..., N} ; I
est suppos€ étre ouvert.

1l est clair qu’un domaine polygonal n’a pas de fissure et est & frontiére lipschitzienne. Par
conséquent, les espaces de Sobolev dans de tels domaines ont toutes les propriétés des espaces
de Sobolev dans des domaines lipschitziens.

Nous allons introduire quelques notations qui nous seront utiles par la suite. Soit Q un
domaine polygonal, on suppose que sa frontiére I' est I'union d'un nombre fini de segments de
droite fj, J € {1...., N}, numérotés suivant I'orientation trigonométrique. Nous noterons par
S; le sommet extrémité de T'; défini par S; = T;NT, 1 < j < N—1,¢ct Sy =y NIy
Soient s I'abscisse curviligne orientée dans le sens trigonométrique et ds 1’élément de longueur
sur T'. Soient v; la normale extérieure a I'; et 7; le vecteur tangentiel unitaire tels que (v, 75)
forment une base directe orthonormale.

1.1.2 Les espaces

Le long de cette section, s est un nombre réel quelconque et p un nombre réel > 1. On désigne
par k la partie entiére de s et par o sa partie fractionnelle tel que s =k + o, avec 0 < o < 1.
Soit 2 un ouvert de IR".

Définition 1.1.3 Pour s > 0, on désigne par W*P(Q) Uespace des distributions u € D'(Q) tel
que
(1) D*u € LP(S2), pour tout € IN" : |a| < k, dans le cas ot s = k est un entier.

(i) uw € W (@)
a . e p
OxQ |z —

y|y+cfp

pour tout « € IN" @ || = k, dans le cas ot s n'est pas entier.

W#P(€)) est un espace de Banach pour la norme définie par

ullepo = Z/QID“u(;z)Pdw

|| <k

P

dans le cas (i) et par

Du(r) — Douly)l
e = I+ 3 [ [ 2 anay |

lo|<k

T =




dans le cas (ii).

Dans le but d’étendre cette définition au valeurs négatives de s, on a besoin de

Définition 1.1.4 Pour s < 0, on désigne par Wy*(Q) la fermeture de D(Q) dans W5P(Q).
On rappelle que D(Q) est l'espace des fonctions indéfiniment différentiables a support compact
dans €.

Notons qu'en général W7 (Q) est different de W*P(Q2). Le cas = IR" est une exception, ot
on a

WP(IR™) = W*P(IR™), pour s > 0.
Définition 1.1.5 Pour s > 0, on note W**(§2) le dual de l’espace W, **(§2), ou 21) + % =1.
Dans le cas particulier p = 2, on utilisera la notation usuelle, H*(€) au lieu de W*%(Q) et
H(€) au lieu de WJ*(Q). Ce sont des espaces de Hilbert pour le produit scalaire naturel noté

par (u,v)sq.

1.1.3 Les espaces de traces
Traces des fonctions continues dans des domaines réguliers

Rappelons d’abord les théorémes de trace dans le cadre des fonctions continiment différen-
tiables de C* (Q) et C* (I') dans des domaines réguliers ( cf. [34, 17] ).

Pour s cntier > 0, la restriction w |p de u sur la fronticre I', notée simplement u ou cncore
~ou, d’'une fonction de C* (ﬁ) est bien définie comme fonction de C* (I') et appelée la trace de
u sur I'. On a en particulier pour & € T’

u(z) = lim u(y)

Yy—T

Si on désigne par n (z), pour tout = € I, le vecteur unitaire normal en z a I" et orienté vers
Iextéricur de €, et par Vu le gradient de u défini par

Vu = (01u, Oau).

Etant donné une fonction u de C* (ﬁ) pour un entier k£ > 1, son gradient a une trace sur I'

et la fonction Vu.n, notée % ou encore viu est bien définie comme fonction de C*~1(T) et
appelée la trace de la dérivée normale sur I'. On peut aussi écrire

Ju

%(T) = 1% Vu(r —t n(z)) - n(r).

Pour u, v € H?(), nous avons la formule de Green suivante

(1.1) /&uvda:——/u&-'vdx—k/uvnid%
9!

Q T

On définit comme dans [41] pour u suffisamment réguliére, par exemple u € H* (), les opéra-
teurs de traces
Mu = vAu+ (1—v)(0funi+2 dipu nans + d3u n3),
oA d
Tu = — 3 +(1—v) 7 ((912u ning — Orau (n% — ng) — d3u ning) .
n /s

Nous avons la formule de Green




Proposition 1.1.6 Pour deuz fonctions u € H*(Q), v € H*(Q), on a la formule de Green
sutvante

/A%vdm—a(uv /Muvwdv%—/Tu%vd'y ,

r

ot a (u,v) est une forme bilinéaire définie sur H? () x H?(Q) comme suit

a(u,v) = / (Ofu 970 +2(1 — v) Orou Drpv + viu D3v + vdyu iv + dyu 3v) da.
Q

Preuve On choisit la décomposition suivante du bilaplacien
AN =01 92) + 012(2 (1 —v) O19) + 02 (v 03) + 03 (v 07) + 93(1 3)
d’ont
/AQU vdr = /{82 (Ofu) + 012 (2 (1 — v)Dr2u)
Q Q

+07 (v O3u) + 05 (v Ofu) + 05 (O5u) } v du.

Ou applique la formule de Green (1.1) deux fois de suite & chaque terme de I'intégrale, on
obtient

/Agu vdr = a(u,v) + I + Iy,
0

ol
/ {81 (812u) ny + (1 — I/) oy ((‘)uu,) Tg -+ (1 — V) Oy (012u) Ty
r
+v O (O5u) ny + v 05 (O7u) + D2 (O5u) na} v dy.
I, = / {0fu 81v ny + (1 —v) Orgu D0 nq + (1 — v) Orou Oy my
r
+v 02u Oyv ng + v 02u Oy Ny + O2u Oyv ng} d.

Calculons I'intégrale I

I, = / {01 (@fu) ny+ (1 —v) o, (812u) ne + (1 —wv)o; (8311) n

+v O (Bu) nq + v 0 (97u) ny + 92 (O3u) na} v dy,
= / {01 ( 1u) ny + Oy ((‘)fu) ng + O (82u) ny -+ Oy ( Qu) 712} v dy

T
oA
= /L o dry.
T



Pour simplifier la deuxiéme intégrale, on aura besoin d’exprimer les dérivées par rapport a x;
et 79 en fonction des dérivées suivant la normale n et la tangente 7.

En cffct
{ % = 81’01 + 82712 { 01 = a%nl — (.)%TLQ

= —0iny + g Oy = %ng 4 %nl.

¥

ar
On applique ainsi ces formules pour obtenir

I =— g—z (1 —v) (B%u n3 + 2 O19u nyny + O3u n3) +v Aul dy

T

La seconde intégrale de [, peut étre calculée par parties. Etant donné qu’elle est prise sur un
contour fermé, les limites d’intégration sont confondues en un point, on obtient tout simplement

v
I, = — 8_; v Au+(1-v) ((‘)1u n? + 2 Oppu nyny + iu nQ)] dry
r
d
—(1-v) /UE [(‘)fu n1Ne — Ol (n% — ng) — 8§u nln?] dry

r
v oA
= —/% ]\[ud’\/—/t (Tu+ o >dv.
r T

Finalement, on obtient

/Auvdx—auv / [ud7+/Tuvd7

T T

Traces dans les domaines polygonaux

Nous nous intéressons ici a ’extension des résultats obtenus précédemment, mais dans le
cadre des espaces de Sobolev pour des domaines polygonaux, comme dans [27|.

Définition 1.1.7 On désigne par H?> (I') lespace des fonctions g € L* (') telles que

//Mds(:v)ds(y)<oo
-y

L’application u — u |r qui est définie sur D (ﬁ) admet un prolongement -y, par densité, qui
est un opérateur linéaire surjectif de H' () sur H'/2 (I'). Son noyau est H} (€2). Si I'on pose
g9 =9 |pj, on a la propriété suivante
La fonction g apparticnt & H/? (') si est sculement si g; € HY?(T';) pour tout j ct sl existe
d > 0 tel que



ou xz; (o) (resp. x; (—o) ) désigne le point de I';4; (resp. I'; ) & distance o du sommet S;. On
dit que g; et g;+1 coincident dans un sens faible en S; et on notera g; T 9i+1-
i

Remarque 1.1.8 H'/?(T) n'est pas Uespace des traces 3% de H?(Q). La discontinuité de la
normale aux coins nous empéche de définir les espaces de traces comme dans le cas des ouverts
a frontiére réguliere. On considére donc les traces sur chacun des cotés T';, avec des conditions
de compatibilitc.

Pour expliquer cette difficulté, nous allons revenir aux fonctions continiment différentiables.
Il est clair que 'application :

Yoj : U, J=LN

est définie de C° (ﬁ) a valeurs dans C° (I') ainsi que I'application :

N
’71jZUI—>a—ﬁ Ir, j=1N deC"(Q) su HCO (Ty) .
J j=1

Soit une fonction g définie sur I" par
g |F]': gj-

La fonction g n’appartient pas nécessairement a C°(I'). En d’autres termes, la discontinuité
de la normale extérieure aux coins, entraine que la dérivée normale d’une fonction de C* (ﬁ)
n’appartient pas a I'espace des restrictions au bord des éléments de C° (ﬁ) 1l se produit un
phénomeéne similaire avec les espaces de Sobolev. Ceci nous améne donc & ne considérer les
traces que sur chacun des cotés I'; et non plus globalement, puis & chercher des conditions de
compatibilit¢ entre ces diverses traces.

Enoncons ces conditions de compatibilité pour des opérateurs de traces généraux L, puis
ensuite pour les opérateurs particuliers vy et v; dont nous nous servirons par la suite, pour
la démonstration de ces résultats, nous renvoyons le lecteur a [26]. Introduisons les notations
suivantes :

Soit L un opérateur a coeflicients constants d’ordre d, défini par :

d ak
L=) Lik 5
k=0 J

ou L, est un opérateur différentiel tangentiel & I';, c’est-a-dire un polynome de degré < d — k

d
ena—Tj.

Théoréme 1.1.9 L’application u +— {gj,k,; i=1.N; k=0m— 1} qui est définie pour u
dans D (ﬁ) AT
oFu

9ik = W |Fj7
J

admet un prolongement par densité qui est un opérateur linéaire continu surjectif de H™ () sur
N m-1

le sous-espace de [] [] Hm k3 (T;) défini par les conditions suivantes pour tout opérateur
j=1 k=0

10



L a coefficients constants d’ordre d < m — 1, on a

ZLykgyk ZL7+11«97+11< (S;) pourd <m—1, et

d d
E LjJu 9j.k ;—‘ E Lj+1’k 9j+1.k pour d=m—1.
k=0 7 k=0

On en déduit, dans le cas particulier m = 2, le corollaire suivant

Corollaire 1.1.10 Soit yo;u = g; et yi;u = hy, alors Uapplication trace uw — {g;, h;} est un
N

opérateur linéaire continu surjectif de H2 (Q) sur le sous-espace de ] H? (T';) x H> (T';) défini
j=1

par les conditions sutvanies

(1.3) 9, () = g1 (Sj)  pour tout j
et

’ ’ .
gj ~ —COoSwj g;q +sinw; hjyy
Sj
j SN — Sinwy _C]j+1 — COSWj Njy1
J

pour tout j ( le signe " désigne la différentiation tangentielle i.e. par rapport a t7 ).
Remarque 1.1.11 La formule de Green (1.1) s’étend au cas d’un domaine polygonal
( d’apres [27] ). Par intégrale sur ', il faut alors entendre la somme des intégales sur chacun

des segments I'; du polygone. Par conséquent, la preuve de la proposition (1.1.6) reste valable
dans un domaine polygonal jusqu’a ’étape (1.2), d’ou la formule suivante

/AQULCZ:E—GUL /Mu—d +/{8Auv
on

(1.5) +(1-v)—

rE ((9 u nyny — O12u (n - nQ) — dyu nln?)} = v,

pour u € H*(Q), ve H?(Q).
On définit 'espace
H? (A% Q) = {ue H*(Q); Aue L*(Q)}.

On s’intéresse a étendre cette formule pour u € H? (A% Q). Nous noterons
N
3 1
H(T) = {(g.h) € [[H? (T;) x H2(T;);
j=1

g=1(91,....9n) et h = (hy,...,hy) vérifient (1.3), (1.4)}

Nous avons besoin de la formule de Green suivante comme dans [49].
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Définition 1.1.12 Pour u € H? (A?,Q), nous définissons MT (u) € (H (I')) par

(1.6) (MT (u),(g,h)) = /Agu Rdz —a(u,R), Y(g,h) € H(T'),

ou R € H?*(Q) est un relévement de (g,h), i.e. yR =g et 1R = h.
Lemme 1.1.13 La définition 1.1.12 est indépendante des relévements choisis.

Preuve: Soient R; et Ry deux relévements de (g, h) i.e.
YoR1 =Ry = g et 1Ry = v Ry = h . Nous allons montrer que

[ A% (R — Ry) de — a(u, Ry — Ry) = 0.
Q
u € H*(A?Q), donc d’aprés la densité de D () dans H? (A?,Q), (voir par exemple [40]),il

existe une suite (u,) C D (Q) telle que u, — u dans H? (A?,Q). Or pour u,, nous avons la
formule de Green

(1.7) /Agu“ (Ry — Ry) dx = a(u,,v) — /M'un 9(f = Ba) dy +/ {aﬁsn (R — R»)
Q

on
r T

J(R1 — R»)

+ o

1—v) 4 (Ofun ning — 1oty (n% — ng) — 02u,, nlng)} dry,

( ds
= 0, par définition des relévements.
La forme linéaire u — [ A%u (R; — Ro) dz — a (u, By — Ry) est continue sur H? (A%, Q).
9]

En effet d’apres la continuité de la forme bilinéaire a (u,v) sur H%(Q) x H?* () on a

/AQU (R — Ry)dr —a(u, Ry — Ry)| < (Hu||2,sz + HAzUHm) R — Rallyq
Q
1
< V3 (lul3o+ (187l g) " 1 = Rallyg
(1.8) < V2 HuHH?(A?,Q) 71— Rallpq -

En passant a la limite dans (1.7) on obtient

/Azu (Ry — Rs)dx — a(u, Ry — Ry) =0,
Q

d’ou I'indépendance de la relation (1.6) par rapport au relévement R choisi.
D’autre part, de (1.8) on a 'estimation

(MT (u),(g,h)) < V2 ||UHH2(A2,Q) HRHQQ ;

I'application relévement : (g, h) — R étant linéaire continue de H (I') dans H? (Q), MT (u) est
une application linéaire continue sur H (I').
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1.1.4 Inégalités de Hardy

Suivant |24], pour un nombre réel p > 1 et un nombre réel arbitraire «, on désigne par
L, (IR ) lespace des fonctions mesurables u définies sur I?; telles que

+o00

|mmm&,:/u@mewm.
0

Ly« (IR,) est un espace de Banach pour la norme précédente | - ||z, . (r,)-
On définit maintenant deux opérateurs linéaires H et L comme suit

<H@®:%/ﬁ@@,

0

(Lu)(t) — % / u(s)ds.

Les inégalités de Hardy se résument dans le théoréme suivant

Théoréme 1.1.14 H est un opérateur linéaire continu dans L, (IR) ssi a + 1—17 < 1; alors
que L est un opérateur linéaire continu dans Ly ,(IR.) ssi a + % > 1. Dans les deux cas, leur
normes sont bornées par |o + }—17 — 17t

1.1.5 Théoréme de Mikhlin

Avant d’¢noncer ce théoréme, on rappclle la définition de la transformée de Fourier d’unc
fonction f

A
Définition 1.1.15 Soit f € L'(IR"). La transformée de Fourier f de f est une fonction bornée
de IR" définie par

f(x) —/ e*Q”i(m’T)f(T)dT (x € IR").
Ici (x,7) désigne le produit scalaire eﬂ;clidien dans IR". La transformée de Fourier inverse
; est définie par

(@) = / AT () (x € )
Définition 1.1.16 Soit m : IR" — C une fonction bornée et mesurable. Alorsvm est appelée
LP—multiplicateur (1 < p < o) si pour tout f € L?> N LP, la fonction (m }) appartient
LP, et si l'opérateur

Twm: LPNIPCLP — LP

A \4

[ Thf= <m f)

est continu, i.e. il existe une constante A > 0 telle que

T fllp < Allfllp pour tout f € L? N LP.
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Notons que si cette inégalité a lieu et si 1 < p < 00, alors 7}, admet un prolongement borné
unique a LP.

Théoréme 1.1.17 (Mikhlin) Soit m € C*(IR"\{0};C), avec k entier tel que k > %. Suppo-
sons qu’il existe une constante A telle que

|Dem(@)] < Ala| 0 (Ja] < k).

Alors m est un LP—multiplicateur pour tout 1 < p < oo, i.e. il existe une constante C, > 0 (qui
dépend seulement de n et de p) telle que

1T fllp < Cp Allflp pour tout f € LP.

Pour la preuve de ce théoréme, on référe a [48].

1.2 Espaces d’interpolation

Le long de ce paragraphe, on désigne par F un espace de Banach complexe. On note A un
opérateur lincaire fermé dans F, de domaine D 4. On note o4 le spectre de A et py Pensemble
résolvant de A.

Définition 1.2.1 L’opérateur A est admissible dans la direction de 0 si pa contient le rayon
arg A = 0 dans le plan complexe et il existe une constante Cy(0) telle que

(A =X e < Ca(@)A
pour arg A = 0.

Remarque 1.2.2 L’ensemble des 0 dans la direction desquels A est admissible, est ouvert dans

R.

Pour 1 < ¢ < +o00, on note L? lespace des fonctions numériques (complexes) mesurables et

de puissance ¢ intégrable dans (0, +00) muni de la mesure (de Haar) %

Définition 1.2.3 On suppose que A est admissible dans la direction 8, alors pour 0 < s < 1
et 1 < q < 400, on désigne par D (s, q) le sous-espace vectoriel de E formé des x € E tels que
[t A(A — te??)"La|g € LY, muni de la norme naturelle.

Remarque 1.2.4 Cette définition est indépendante du choiz de 6 dans la direction duquel A
est admissible (a une équivalence de normes pres).

Les inclusions suivantes sont ¢videntes
Dy C Dy(s,q) CE (0<s<1; 1<qg<+00).

Proposition 1.2.5 On suppose que A est admissible dans la direction 0, alors D, est dense
dans Da(s,q) pour 0 < s <1; 1 < ¢ < +o0.

On rappelle ici la définition des espaces d’interpolation et quelques propriétés qui nous serons
utiles au chapitre 4
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Définition 1.2.6 Soit X et Y un couple d’espaces de Banach avec X C Y, on désigne par
(X.,Y)gp avec <0 <1 et 1 <p<+oo, le sous-espace de Y formé des a qui peuvent s’écrire

a = x(t) +y(t) (t>0),
ot x ety sont deux fonctions mesurables a valeurs dans X et'Y respectivement et telles que
e (0)]x € L2, 0y (t)ly € IE,
Uespace (X,Y )g, est muni de la norme naturelle.
Proposition 1.2.7 Pour 0 <6 < 1,1 <p < +o0, X est dense dans (X,Y )y .

Proposition 1.2.8 Soit A un opérateur fermé dans E espace de Banach, on suppose que A
est admissible dans une direction, alors Dy étant muni de la norme du graphe, on a

(-DAaE)B,q - -DA($7Q)7
avecs=1—-0,0<60<1; 1<qg<+4oc.
Proposition 1.2.9 Pour tout u € X, on a

lullxeyyo, < Cllullilull3-

0,p —

Voici une caractérisation de I'espace de Sobolev W*#(Q) en terme d’espaces d’interpolation
(1.9) WHP(Q) = [W2P(Q). LF (D)o, , 2(1—0)=s, 0<0< 1.

Pour les démonstrations des résultats énoncés dans cette section, voir |23, 48|.

1.3 Eléments d’analyse fonctionnelle

1.3.1 Opérateurs linéaires

Tout au long de cette section, (X, ||.||) désigne un espace de Banach complexe. Un opérateur
dans X est une application linéaire

A:DA)CX =X

a domaine et image contenus dans X. D(A) désigne le domaine de A et R(A) I'image de A.
Le sous-cspace

ker A={p € D(A): Ap = 0}

est appelé le noyau de A.
Dans la section 4.4, on aura besoin du lemme suivant

Lemme 1.3.1 (Peetre) Soient E, F, G trois espaces de Banach tels que E s’injecte compac-
tement dans G. Si A est un opérateur borné de &2 dans F', alors les assertions suivantes sont

équivalentes
ker A est a dimension finie et R(A) est fermé dans F.

30 >0, Vu e E: |ullp < C{||Au|r + ||u

at-
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Pour la preuve, voir par exemple [42]

Etant donné deux opérateurs A et B dans X, 'opérateur somme A + B de domaine
D(A+ B) = D(A) N D(B) est défini par

(A+ B)¢ = Ad + Bé pour ¢ € D(A)N D(B).

En particulier, si z € C, on désigne par z + A l'opérateur z/ + A, ot I est 'opérateur identité
dans X.
Si A cst injectif, I'opératcur A~' & domaine D(A™') = R(A) ot qui associc & tout ¢lément
¢ € D(A™Y), I'unique élément n € D(A) tel que An = ¢ est appelé 'opérateur inverse de A.
On notera par £(X) I'espace des opérateurs linéaires bornés définis de X dans X. On rappelle
qu’'un opérateur linéaire A est dit borné s’il est continu et défini sur X. L’espace £(X), muni
de la norme
[Allex) = sup {[|Ad]| : ¢ € X : [|o]| = 1}

est un espace de Banach.

Une classe importante d’opérateurs bornés et celle des opérateurs compacts. Un opérateur
borné A est dit compact si 'image (Au,) de toute suite bornée (u,) de X contient une sous

suite de Cauchy.
On dit que A est fermé si son graphe

G(A) ={(¢,A9) : 0 € D(A)}

est fermé dans espace X x X.
Etant donné un opérateur A, la norme du graphe sur D(A) est définie par

ol +1[Aell - (¢ € D(A)).

Si A est fermé, alors D(A) muni de la norme du graphe est un espace de Banach.

Soit A et B deux opérateurs dans X. La notation A C B signifie que l'opérateur B3 prolonge
A, i.e. D(A) C D(B) et pour tout ¢ € D(A), Ap = Bo.

Un opératcur A cst dit fermable §’il cxiste un opérateur fermé B tel que A € B. Si A cst
fermable et si la suite {¢, tney C D(A) vérifie

(1.10) lim ¢, = 0ct que lim A, =1,

nN—0o0

alors ¢» = 0. L’inverse est aussi vrai. Par conséquent, s’il existe une suite {¢, } e dans D(A)
telle que (1.10) ait lieu, alors il est possible de définir un opérateur A (appelé fermeture de
A) tel que

G(A) = G(A).

Etant donné un opérateur A, on désigne par p(A) ’ensemble résolvant de A, i.e.
p(A) = {\ € C: X\ — A est bijectif et (A — A) " est borné }.

L'opérateur (A — A)~!, qu'on peut aussi noter Ry(A), est appelé I'opérateur résolvant ou
résolvante de A.
Etant donné A, i € p(A) on a l'identité de la résolvante suivante

A= A) = (= A) = (= V(A= 4) (- A)
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Si A€ C* = C\{0} et si A € L(X) vérifie |A|||A|lzx) < 1, alors la série

Z A"t A™( série de Neumann )

n=0

est convergente dans £(X) et sa somme est égale a (A — A)~'. On déduit que p(A) est ouvert.
On désigne par o(A) = C\p(A) le spectre de A. Par conséquent A € o(A) si et seulement si
I'une des conditions suivantes est vérifiée

(i) L'opérateur A — A n’est pas injectif. Dans ce cas, A est appelée valeur propre de A.
Les vecteurs o € ker(A — A).x # 0, sont appelés vecteurs propres correspendant a la valeur
propre \. L’ensemble des valeurs propres est appelé spectre ponctuel P,(A) de A.
(i) L'opérateur A — A est injectif mais R(A — A) n’est pas dense. Ces valeurs de A constituent
le spectre résiduel 2,(A) de A.

(iii) L’opérateur A — A est injectif et R(A — A) est un sous espace dense propre de X. Ces
nombres complexes \ constituent le spectre continu C,(A) de A.

Théoréme 1.3.2 Soit A un opérateur fermé dans X tel que la résolvante existe et est compacte
pour un certain A. Alors le spectre de A se constitue entiérement de valeurs propres isolées de
miltiplicité finie.

Si X est un espace normé, X’ désigne I'espace topologique dual de X ; i.e. X’ est 'en-
semble des formes linéaires continues

L’application de X’ dans IR, définie par

[67[] = sup{[(¢™, 9)| : ¢ € X : [l¢]| = 1}

est une norme dans X’ et si X est un espace de Banach, alors X’ est aussi un espace de Banach.
Si A cst défini & domaine dense, alors sur le domaine

D(A*) ={¢* € X': I* € X' : (¢*, Ap) = (", ¢) pour tout ¢ € D(A)}
l'opérateur adjoint cst défini par
A*¢* = n* pour ¢* € D(A").

Si Ae L(X), alors A* € L(X') et ||A*||zxy = |All c(x)-
Si A= A*, on dit que A est un opérateur autoadjoint.

Définition 1.3.3 On dit que A est non négatif si p(A) D] — oo, 0] et

M = sup{||A(A+ A) Y|} < co.
A>0

La constante M est appelée la constante de mon négativité de A. On notera M(X) l'en-
semble des opérateurs mon négatifs définis dans X.
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Théoréme 1.3.4 Soit A € M(X), si X est réflexif alors on a D(A) est dense et A est bijectif
ssi R(A) est dense.

Définition 1.3.5 On dit qu’un opérateur fermé A : D(A) C X — X est sectoriel de type w
avec w €0. 7| si
(i) o(A) est contenu dans la fermeture du secteur

Sw={z€C":]argz| < w}.
(i1) De plus, pour toult w' €|w, [, la résolvante de A vérifie
sup{||z(z — A) '] : 2 € C\Sw} < <.
On désigne par S,(x) Uensemble des opérateurs scctoricls de type w ct par
S(X) = Unejo Su(X)

l’ensemble des opérateurs sectoriels définis dans X.
Soit A € S(X), la valeur
wy ={w €]0,n[, A€ S,(X)}

est appelée angle spectral de A.

1.3.2 semi-groupes

Définition 1.3.6 On appelle Semi-groupe X une famille d’opérateurs linéaires bornés {T'(t) }i=0
définis sur X et vérifiant

(4) T(0) = 1.
(i) T(t + s) = T(t)T(s) (t, s > 0).

On dit que le semi-groupe {T(t) }i>0 est un semi-groupe fortement continu ou simplement
un Cy semi-groupe i
lim T = X).
Jim T(t)o = ¢ (¢ € X)
S’il existe une constante positive M telle que

1)) <M (t=0),

on dit que le Cy semi-groupe est equicontinu.
St de plus, M =1 le semi-groupe est appelé semi-groupe de contractions.

Définition 1.3.7 L opérateur linéwire A défini sur le domaine

D(A)={¢pe X: tlir&w existe }
par .
Ao = i TWOZ0_ TTWO (¢ pa

t—0-+ t dt
est appelé générateur infinitésimal du semi-groupe {1T(t)}i>¢.
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Théoréme 1.3.8 (Hille-Yosida) Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un
Cy équicontinu semi-groupe {T'(t)},;>0 vérifiant ||T(t)|] < M si et seulement si

(i) A est fermé et D(A) est dense dans X .

(42) 10, 00[C p(A) ct y
A=A <5 (A>0nen)

Si M =1 (semi-groupe de contractions), alors (ii) peut étre remplacée par

(1) 10, 00[C p(A) et
_ M
6= < 2 o)
Théoréme 1.3.9 Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe {T(t)}i>0 et si A >

0, lopérateur

Ay = AN — A)!

est appelé approximation de Yosida de A. Alors
T(t)p = /\lim e (¢ € X).

Définition 1.3.10 Un Cy semi-groupe {T(t)}i>0, sur un espace de Banach X, est appelé un
semi-groupe différentiable si pour tout ¢ € X, lapplication

[0,00] — X
t — T(t)o

est différentiable. De maniére équivalente, si R(T(t)) C D(A) pour tout t < 0.

Définition 1.3.11 Soit 0 < 7 < 7/2. On dit que la famille d’opérateurs bornés
{T(2):2€ S;}
est un semi-groupe analytique d’amplitude T si
(1) T(O) =T et T(z1 + 20) =T(21)T(22) (21,22 € S;).
(i1) imT'(2)p = ¢ (¢ € X).
&
(#7i) La fonction = — T(z) est analytique de C dans L(X).
Le semi-groupe est dit équicontinu si

(iv) Etant donné 0 < e < 7, Uopérateur T'(z) est uniformément borné pour z € C* : | arg z| <
T — €.
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Théoréme 1.3.12 Soit A un opérateur linéaire sur un espace de Banach X. Les assertions
suivantes sont équivalentes

(i) —A génére un Cy semi-groupe différentiable équicontinu {T'(t)}>0 tel que

supt||AT(t)|| = C < 0.
£>0

(2) Il existe un nombre réel T : 0 < 7 < /2 tcl que opérateur — A génere un Cy semi-groupce
analytique équicontinu d’amplitude 7.

(i1i) A est défini a domaine dense et il existe un nombre réel 7: 0 < 7 < w/2 tel que A est
sectoriel, a angle spectral < w/2 — T.

1.4 Opérateurs maximaux monotones dans un espace de
Hilbert

Cette section est un rappel de quelques notions qui nous serons utiles au chapitre 3, ou
I'on étudiera des problémes de transmission pour 'opérateur de Laplace avec des contraintes
unilatérales sur le bord ct sur interface.

Soit H un espace de Hilbert réel. Soit A une application de H dans H pouvant étre a
valeurs multiples, i. e. & chaque u € H on associe un sous ensemble Au C H (peut étre
vide). On pose D(A) = {u € H;Au # 0}, R(A) = UyegAu, (Au)™' = {f € H;u € Af},
AA)u = {Af: [ € Au}, (A1 + A)u = {fi + fos L € A, fo € Asu}. On dit que A cst un
opérateur monotone (ou un graphe monotone) s'il vérifie,

(111) (fl — fg,ul — ’UQ) Z 0 Vul,u2 € D(/l), Vfl € Aul, Vfg € AUQ.
La propri¢t¢ suivante cst clairement ¢quivalente a (1.11)
(112) |(U1 + /\f1> — (UQ -+ )\fg)| > |’LL1 — ’LlQ| YA > 0,YVuy, ug € D(A),

Vfl S Aul, Vfg € Aus.

L’inégalité (1.12) signifie seulement que (I4+AA)~!, chaque fois qu’ il est défini, est une contrac-
tion dans H.

On dit qu’un opérateur monotone A est maximal monotone s’il est maximal au sens de
I'inclusion des graphes, i. e., s’il n’admet pas de prolongement monotone propre.

Théoréme 1.4.1 Soit A un opératcur monotonc. Alors A cst mazimal monotonc si ct scule-
ment st R(I + A) = H (resp. R(I + AA) = H pour tout A > 0).

11 est facile de vérifier qu'un opérateur monotone, a valeur simple, continu et partout défini,
cst un opdérateur maximal monotone.

Une importante classe d’opérateurs monotones est celle des opérateurs qui sont gradients de
fonctions convexes. Plus précisément, soit ¢ une fonction convexe semi-continue inférieurement
(s. c. i.) de H dans | — oo, +00]. On suppose que ¢ n’est pas identiquement égale a oo, et soit

D(¢) = {u € H; ¢(u) < +oo}.
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Pour u € D(¢), 'ensemble
0(u) ={f € H; ¢(v) —¢(u) = (f,v—u)  VYve D(¢)}

cst appelé sous-différentiel de ¢ en u. Notons que d¢(u) est fermé et convexe, et peut étre
vide.

Théoréme 1.4.2 L’opérateur u — Op(u) est maximal monotone.

I’approximation de Yosida permet d’approcher les opérateurs maximaux monotones par des
opérateurs monotones Lipschitz continus. Soit A un opérateur maximal monotone ; pour A > 0,
Jy = (I + MA)~! est une contraction définie sur H ; et est appelée résolvante de A. I’approxi-
mation de Yosida de A est définie par

u— Jyu

A4>\71, = h

(notons que Ayu € AJyu). Ay est monotone Lipschitz continue (de constante de Lipschitz 1/A).
Pour plus de détails, voir [8].

1.4.1 Problémes linéaires avec contraintes unilatérales sur le bord

Soit 2 C IR™ un ouvert borné de frontiére I' Lipschitzienne. On considére 'opérateur linéaire

Zax] < “8 Z) + cu,

v.J

elliptique du second ordre

avec
Y ayt > all’ popreQ, VEERY a>0
ij
a;j, ce L*(Q). ¢>0 p.p.surQ et a;=aj.
On considére des problémes de la forme Lu = f, sur £ avec des contraintes unilatérales sur I
sous forme d’une relation non linéaire entre u et sa dérivée normale a“ :

Soit ¢ une fonction convexe s. c¢. i. sur L?(I") & valeurs dans | — 0o, +00]. On associe a
¢ le graphe maximal monotonc d¢ dans L?(T') x L*(T"). On supposc quc la restriction de ¢ a
H'?(T") n’est pas identiquement égale a +0o et on pose q~5 = ¢|H1/2(F). 8@25 est un graphe maximal
monotone dans H'/2(T') x H~Y/2(T). Soit a(u,v) la forme bilinéaire sur H'(Q) x H'($) associée
a L. On suppose que
a(u,u) > allull}. YueV, a>0.
ouV = H(Q).

Théoréme 1.4.3 Pour tout f € L*(Q), il existe u € H'(Q) unique solution de l'inéquation
variationnelle

a(u,v —u) + ¢(v|r) + o(ulr /f v—u)dr, Yve H Q).
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De plus u est caractérisé par les conditions

(1.13) { Lu = fa;w sens de D'(Q2)
—%L € dp(ulr),
ot %, est la dérivée conormale de u associée a L, t.e.

ou ou
2 > aij 5 cos(n, z;),

n étant la normale cxtéricure ¢ §2.

Remarque 1.4.4 Siu € H'(Q) ct Lu € L*(Q) alors 2% cst défini comme élément de H/*(T).

D’autre part do(u|l') est un sous-ensemble de H=V/2(T') de sorte que (1.13) a bien un sens.

Pour la preuve du théoréme précédent, voir |7].
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Chapitre 2

Coefficients des singularités du probléme
biharmonique de type Neumann : Cas de
la fissure

2.1 Introduction

Il est bien connu que les séries trigonométriques constituent un outil puissant pour 1’étude
des solutions de problémes aux limites pour léquation de Laplace dans un secteur. 1l a été mis
en évidence des séries trigonométriques d’un type nouveau pour les problémes biharmoniques.
D’apreés les résultats de |19], le probléme de Dirichlet pour I’équation biharmonique

u=2%%=0 pourf=0, w,

{ A%y =0 dans V
- ov

ou V cst le seceteur plan borné¢ d’ouverture w < 27 défini par
V= {(rcos@,rsin@) € R* 0<r<p, 0<0< w}, p >0,
admet une solution unique développable comme suit

(2.1) u(r, 0) = Z Ca TP0(0),

acl

ou les ¢, sont des fonctions biharmoniques avec « solution de léquation transcendante
.9 - 2 .2
sin“(a — Nw = (v — 1)"sin” w, Ra > 1.

Dans sa thése, [45] s'cst intéress¢ au caleul des cocfficients ¢, ¢n particulier pour le cas
de la fissure. Il a établi grace a la formule de Green pour le bilaplacien dans le domaine V,
des relations analogues a celle de I'orthogonalité lui permettant de calculer les coefficients du

développemnet de la solution.
Ici, on considére le sccteur plan borné V' et on note X la partic circulaire de la frontiére de

V' définie par
¥ = {(pcosh, psinf) € R* 0< 6 <w}
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On s'intéresse a I’étude des fonctions u appartenant a I'espace de Sobolev H?(V'), solutions de

2,
(2.2) { A*u=0 dans V

Mu=Tu=0 pourtd=0, w.

Nous cherchons les fonctions u, € H? (V), solutions du probléme (2.2) qui s’écrivent sous
la forme

Ug (1, 0) = 1% (0) oua € C.

Ces fonctions sont telles que ¢, est solution du probléme (2.4)-(2.6). De plus la condition
uo € H? (V) entraine que Ra > 1. Nous écrivons la solution u du probléme (2.2) sous la forme
(2.1), ici E est I'ensemble des solutions de I’équation en «

1—v
3+v

2
(2.3) sin(a — 1w = ( ) (o —1)*sin*w, Ra > 1.

Pour I’étude des solutions de (2.3), voir par exemple, [6, 27].
Nous allons calculer les coefficients ¢, du développement (2.1). Pour les conditions de Dirichlet
(i.e. le cas d'une plaque a bord encastré ), il a été établi dans |45, grace a la formule de Green

0Au ov ou 0NV
2 — 2 f— — — —
/(UAU uAv)da: /{(077 U+Auan) (anv—f—u an)}da,
v r

une relation analogue & celle de 'orthogonalité entre les fouctions ¢, et ¢g permettant de
calculer les coefficients cg.

Nous suivrons la méme démarche avee des conditions de Neumann. Ceci néeessite 'éeriture,
dans le domaine V' d’une formule de Green appropriée. Grace a cette formule, nous établirons
une relation de biorthogonalité entre les fonctions ¢, et ¢z qui se réduit sous une certaine
condition & la relation simple obtenue par O. Tcha-Kondor, ce qui nous permet de calculer les
coeflicients ¢g dans le cas particulier de la fissure (w = 27).

2.2 Séparation des variables

En remplagant u par r*¢(#) dans le probléme (2.2), on obtient le probléme aux limites

suivant

(24) Gal(0) + [0 + (0 = 2) + (o = 2)%] ¢(0) + o*(a = 2)*¢a(0) = 0,
(2.5) [va? + (1 —v)a] ¢a+ ¢l =0,0=0,0 = w,

(2.6) (2= v)a? =301 —v)a+2(1 —v)] ¢ + 6@ = 0,0 = 0,0 = w,

La relation similaire a ’orthogonalité pour l'opérateur biharmonique avec des conditions de
Neumann est donnée par le théoréme suivant
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Théoréme 2.2.1 Soit ¢, et ¢5 deux solutions de (2.4) avec « et 3 solutions de (2.3). Alors
pour o # 3, on a

fotsl = J (07— 20)0, — UtBrliun G,
(2.7) + (B = 2 + M PUC D 205006 L ag

=0.

Preuve: On utilise la formule de Green suivante

ou . ov
(2.8) /(U Nou—u A*v) dz = / { (u Tv + o sz) - (v Tu+ n Mu) } do
v T

(I cst la fronticre de V). Pour deux fonctions u, v solutions de (2.2), la formule de Green s’éerit
alors sous la forme suivante

ou ov B
(2.9) /{(’LLT'UJr%A/[L)(UTqu%Mu)}dO'—O.
T

Sur ¥, on a pour la fonction u, = r*@,

on or

Oun __ Oun __ a T’a_lgba.
(2.10) Mug =77 {[0® = (1 = v)a] ¢a + vo,} -

Tug =17 {—a? (@~ 2) 6o+ [(v — 2 a + (3= 1) 61} .

Le théoréme résulte de I'application de la formule (2.9) aux fonctions biharmoniques u, = 7@,
et g = 17¢, et en utilisant (2.10). "

Remarque 2.2.2 Cetle relation entre les fonctions ¢,. et ¢z est similaire a celle obtenue quand
les fonctions ¢q, ¢z vérifient (2.4) avec les conditions aux limites de Dirichlet ¢, = ¢l, = ¢g =
5 =0 pour 0 =0 et 0 =w. Dans ce cas, la relation (2.7) est simplifice car on a

(2.11) / b G5 dO = / by O db.
0 0
Remarque 2.2.3 Par une double intégration par parties, on obtient
(212 [ ondiao= [ 00 a0+ (0nhls - 6 0ul
0 0

Corollaire 2.2.4 Soil ¢, et ¢g solutions de (2.4) avec cv el 3 solutions de (2.3). Si de plus,

(b O35 — [P P8l6 = 0.

Alors, pour a # 3, on a la relation suivante

213)  [butul = [ (2= 20100+ 610, = (7 = 2905, + Bl0n}d 0,
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Remarque 2.2.5 Pour u, = r%py, on a

2 Oug,
r Or

Soit P Uopérateur P = /\ — (2/r)(0/0r). D’aprés le corollaire 2.2.4 et la remarque 2.2.5, on
déduit le corollaire suivant

(2.14) Ny, = 197 2[(a? — 20) 0 + &)

Corollaire 2.2.6 Soicnt u, = r*¢,(6), us = rﬁaﬁ(ﬁ), deux fonctions telles que ¢, ct ¢ soient
solutions du probléeme (2.4), avec o et 3 solutions de (2.3). Si de plus,

(b O35 — [ P8l5 = 0.

Alors si o # 3, on a

/( Pu,, uUg + Uq Pﬂg)d(f = 0.
)

Maintenant, en utilisant ce dernier corollaire, on calcule les coefficients ¢, du développe-
ment de la solution de (2.2), particulierement dans le cas de la fissure (w = 27), qui est un
cas trés important de singularité de domaines. La connaissance explicite des racines simplifie
manifestement les calculs.

2.3 Cas de la fissure

La fissure correspond & w = 27 ; si on remplace cette valeur dans (2.3), on trouve que les
solutions «v de (2.3) sont les nombres réels k/2, ou k € Z. Dans ce cas, toutes les racines sont
de multiplicité 2.

Nous allons représenter u comme suit

U= anua + Zdava, E= {g,k > 2},

ack acl
Nes N BN ¢ 2
Ug =T Pa, Vo =1 /(/Joz
0o sont les solutions paires en 6

41— (1-v)a

©a(0) = r%[cos(a — 2)0 + T-va

cos b,

et 1, les solutions impaires en 0

4+ (1=-v)(a—-2)

o (0) = r®lsin(a — 2)0 — i e sin af)].
Dans ce cas (w = 27), on a o = k/2, donc
(2.15) Pa(w) = 04(0) = 0,8 (w) = 1 (0) = 0.

Ainsi, on a bien : [80;99‘3};} = [4,%90:3]: =0, et [w;wg]: = [woﬂ%]: = 0. Par contre, pour
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les fonctions ¢,, V3 on a : [go;wg];} = 0 mais [@aw}j}: # 0. C’est d’ici que provient l'idée de
décomposer la solution de (2.2) en ses parties paire et impaire par rapport a k.

U = Uy + Ug,

u; = Cally +doyvy), 1=1,2
> ), i=1.2,

acE;
2n + 1
2

Ey={n,n>1}, Ey=/{ ,2n > 1},

2.4 Calcul de c; et dg

Pour calculer cg et dg on considére les intégrales

I, = / (Puy ug + uy Pug)do, Iy = / (Puy vg + uy Pug)do.
5 5
sl a € By, alors o (w) = ¢a(0), 15 (w) = ¢7,(0),
si a € By, alors pa(w) = —¢a(0), 96(w) = —1)4(0),

ces derniéres équations avec (2.15) nous permettent d’appliquer le corollaire 2.2.6 au fonctions
Uy Ot ug (TCSp. Uy, Vg Ct Uy, vg), on obticnt

/ (Pujug + u;Pug) do = 2¢cg / ugPugdo + dg /(PUgUg + vgPug)do = 0,
o o 2

/(Pui'vg +u;Pvg) do = cg /(Puﬁvg + ugPvg)do + Qdﬁ/ngvﬁdJ.
bl bo) ol
Des calculs directs nous donnent

/(Puﬂwﬂ +ugPvg) do =0
D

2% 1w
E/ uaPuado = (31 (B 1) 8]
26-1,,
/vﬁpyﬁda _ —(iﬂw (1= )@+ )3 —2)+8].

5
On vient d’établir la proposition suivante

Proposition 2.4.1 Soit u la solution du probleme (2.2) écrite sous la forme
U = Uy + U2,

o

w; = Z (Calta + davs) .

acl;
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Supposons que la série donnant u; est uniformément convergente; alors st 3 € E;, i = 1,2, on

(1= 9
dw (1 =v)(B+v)s —§

—(1—v)?8 %

b =B+ (=258 /(Pui Yo+t Pog)do

a

cs = /(Pu,i ug + u; Pug) do,

3

b

Remarque 2.4.2 Soit V,,, le sous-secteur
VN {(r cosf,rsinf) € IR? r < p} ,

et sotent ( € f[3/2(2) la trace de u sur Y et x € H-'Y2 la trace de Pu sur X. Si ¢ appartient
a Uespace H*(0,7) et x a H?(0,7), alors on a la convergence uniforme de la série dans V,,

(voir [47]).

2.5 Indépendance des coefficients

Nous allons montrer que les coefficients ¢5 (resp. dg) du développement de la solution u du
probléme (2.2) sont ind¢pendants de p.
On a la proposition suivante

Proposition 2.5.1 Les coefficients cg et dg sont indépendant de p.

Preuve: Pour montrer que cg est indépendant de p, nous allons montrer que sa dérivée par
rapport a p est nulle. En observant I'expression de c¢j (proposition 2.4.1), il nous suffira de
montrer que

vg = pl_zﬁ/ (Pu; ug + u; Pug)do

by

est de dérivée nulle par rapport a p.

Par dérivation par rapport a r, on a

. T (0L 0%u; 10u] .
’Yﬁ:/{ or r? /650/7—'— |:(2_B)A“i_28702 +(ﬁ2_2);ar:|r1 ﬁ(pﬂ

0

8 by ” A "
+ ) — fuar ™ | (5 = 20) o + o) | db.

Sur X on a

YA\ 1 0%u; 1 &3uy
i T : 1— - i i
ar wt(l=v) (7“3 o6z 12 arae2)

O e 1o, 1 0%
(2—B8)Au; —2— = —BMu;+ 2 — (1 —v) 3] {FW EW}

or?

28



En reportant ces formules dans I'expression de 7:3, on obtient

w

M= T / (Mu; 81"y + Tu; 1277 @) do
0

w

" (91 837; _
+ /{([ﬁg—(l—vm]@ﬁ%) 31:« _(1_”)Tge2 wg}r 3dp
0

+ Z{[Q ~1=v)(@E-1)] % s — 0 u; [(52 C28) g5t gp;} } sy

Or, par double intégration par parties on vérifie que

w

7 02717; "
(2.16) 5z ¥8 df = /u,- @5 db.
0 0
(2.17) [ Ou d@—/wa“i " 49
' arog2 0T | gy ¥
0 0

En remplacant (2.16) et (2.17) dans I’expression de 7;9 et en mettant p'~2? en facteur on obtient

w

7,23 _ _p12,3/ [Mu, (ﬁr,ﬁflspﬁ) + Ty, (rﬂsﬁﬁ)] p do

0
w

+p' 7 (3% — (1) B8] s +vipg) r’~? auiﬂ dg
J or

w

47 [ {2 (5= 200+ 1= @=0) 0+ G- )y} Pup b0

0

En tenant compte de (2.10), dont les expressions apparaissent explicitement dans V/g on obtient

, 0 ou;
Vg = ,01_2*6 —/ <Mui dus + Tu; u5> do +/ (A[us i 4+ Tug ui) do » =0,
on ’ " on ‘
» »

puisqu’on retombe sur la formule de Green appliquée a u; et ug.
L’indépendance de dg par rapport a p se fait de fagon identique a celle de cgs. (]

2.6 Convergence de la série

On écrit c,, et d, sous la forme
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ol
(1—v)?

dw (1 —v)( 3+l/ Ja—8

/ Pu; pq + u; {(&2 —20)) @a + 99;} ,0_2} do,
>

[i:ﬁ

R e T e / {Pu v (0" = 20) ] 2

En reportant c,, d, dans 'expression de u;, la solution u de (2.2) s’écrit alors

U = UL + Us.

g e () )

On a le résultat suivant

Théoréme 2.6.1 La série (2.18) converge pour r < p.

Preuve: Posous

w

Nio = /{PuZ <pa+u[ (a —2a)<pa+g0a]p 2} do

0
w w w

= /Pui Yo db + (u2 — Qu) p~2 /ui o df + p2 /uigo; de.

0 0 0

Nous allons montrer que N;, est un produit de é par un terme borné pour « grand.
En effet

w w
/ui ©. df = /u;/@a de
0 0
d’apres (2.16).
En remplacant ¢, par son expression et en intégrant par parties, on obtient

w w w

" 1 - 4 ]. - "
/ui 0. dl = - a__on /u sin(a — 2)6 df — # /ui sinaf df
0 0

D’autre part, une triple intégration par parties implique

w w w

1 Oé2 moo., 04—24—(1—1/)06 o
(a*—2a) /ui 0 db = - m /uz sin(a — 2)0 do + - T-7)a /ul sinaf df
0 0

De méme, par intégration par parties on obtient

I 2 u; 1 [ (0Au  20%)\
/(A”"_Far>“‘)“ a0 = _a—2/< 09 _287«39)81“(@_2)96”
0

0
14— (1—v)a [ (0w 2%\ .
o (1_va /< 9 Farae)smae b
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7 2 O, 1
/ (Am - __u) 0q dO est aussi un produit de — par un terme borné.
r or o
0

De ces intégrations par parties, on déduit I'existence d'une constante Cy telle que

C,
IN; o < =2
«

En utilisant cette derniére estimation, et en remarquant que ¢, est borné, aussi bien que le

terme
(1—1)a

A1 =v)(v + 3)a — §]
pour « grand, on déduit I’existence d’une constante C' telle que

C «
anra¢a|<25<£> ;

acl ; a€l;

qui converge dés que 7 < p.

D’une maniére analogue on moutre la convergence de la série > d,r®,. n
acl;
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Chapitre 3

Régularité de la solution de certains
problémes aux limites unilatéraux dans
des domaines polygonaux et polyédraux

3.1 Introduction

On considére certains problémes aux limites unilatéraux dans des domaines polygonaux ou
polyédraux avec des conditions de transmission unilatérales. On s’attend a ce que la solution
ait un comportement singulier prés des coins et des arétes des domaines, particuliérement
quand l'interface rencontre la frontiére (puisque c’est déja le cas pour les problémes linéaires
[31, 24, 16, 32, 42|).

Différents auteurs ont étudié de tels problémes aux limites unilatéraux mais sans transmission
(i.e. ’équation de Laplace pure) soit en trouvant des conditions suffisantes sur les domaines qui
garantissent la régularité H? de la solution [10, 8, 21, 22|, soit en se restreignant aux conditions
de bord de Signorini [38]. Dans [37], des résultats de régularité dans des espaces de Sobolev
fractionnaires pour la solution dc problémes aux limites unilatéraux avee transmision sont
obtenus en utilisant une technique de perturbation combinée avec un argument de relévement.
Ici on caractérise la régularité de la solution en termes d’espaces de Sobolev & poids. Cette
caractérisation est d’un grand intérét pour les applications numériques comme le montre les
résultats obtenus dans la théorie linéaire 2], ou certains maillages raffinés preés des coins ont
été utilisés pour compenser le comportement singulier de la solution.

Notre méthode principale est inspirée de la méthode de Caccioppoli [10, 21, 22|, et qui
consiste en quatre étapes : d’abord on pénalise le probléme, deuxiémement on estime les déri-
vées secondes de la solution du probléme pénalisé en utilisant quelques intégrations par parties,
troisiémement nous estimons uniformément les teries de bord en utilisant la condition de mo-
notonicité et finalement on passe a la limite en utilisant quelques arguments de compacité.
Cette méthode est ici adaptée aux espaces de Sobolev a poids et aux conditions aux limites
unilatérales et de transmission. Pour des conditions aux limites unilatérales pures prés de l'in-
terface cette méthode échoue car on ne peut pas estimer certains termes de bord, dans ce cas
on utilise alors une méthode basée sur un changement de variables [38] permettant de passer
du cas régulier au cas singulier.

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la section 3.2 on montre une inégalité de Poincaré
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dans des espaces de Sobolev & poids liés & notre probléme de transmission. Notre méthode est
basée sur une analyse de Fourier et elle étend un résultat de [5] obtenu dans le cas homogéne.
La scction 3.3 cst consacrée & la présentation du probléme. Dans la section 3.4, On sc restreint
au cas en dimension 2 avec des conditions aux limites mélées prés de 'interface. En adaptant la
méthode de Caccioppoli aux normes & poids de Sobolev et en utilisant I'inégalité de Poincaré
mentionnée auparavant on obtient les résultats de régularité de la solution dans des espaces de
Sobolev & poids. Dans la section 3.5 on étend ce type de résultats aux domaines en dimension 3
avec une aréte singuliére. Comme dans le cas linéaire on montre d’abord la régularité optimale
de la solution dans la direction de 'aréte. Dans une seconde étape en utilisant cette régularité
et les résultats en 2D on conclut le comportement singulier dans la direction perpendiculaire 4
I’aréte. Ceci conduit a4 unc régularit¢ anisotropique de la solution. Finalement dans la scction
3.6 on revient aux domaines en 2D mais avec des conditions aux limites unilatérales prés de
Iinterface. Dans ce cas puisque I'inégalité de Poincaré ne peut étre utilisée on adapte une
méthode basée sur un changement de variables [38] permettant de passer du cas régulier au cas
singulier.

3.2 Inégalité de Poincaré

Dans cette section on décrit une inégalité de Poincaré dans des espaces de Sobolev & poids
définis dans un sccteur C défini par

C={(r0):r>0,0<6<w},
pour w €]0, 27| fixé, qui est supposé divisé en deux secteurs C; U Cy définis par
C; = {(r,0):r>00<60<uw},
Cy = {(r,0):r>0,w; <0<w},
d’ouverture respectives wy et ws = w —wy. Pour tout a € IR, 'espace de Sobolev & poids associé

est défini par
WHC) = {u e D'(C): r®u,r*0u € L*(C),i = 1,2},

qui est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u, v)wrc) = ZPZ/ (2) ] + |Vu(z)|?) d,

=1,2

pour dcux constantes positives pr, ps.
L’espace L2(]0,w[) est muni du produit scalaire

w

(u,v) =p /Ow1 u(f)v(6) do + pg/ u(f)v(0) db.

1

On introduit 'opérateur de L?(]0, w[) dans lui méme défini par

D(A) = {p € H'(J0,w]) : ¢1 € H*(0,w1]), p2 € H*(Jwy, w|) et vérifiant

(A) =
Pl@ (@1) P2992(w1),
(ASﬁ)i — —pip, i =1, 2 Vo € D(A).
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Cet opérateur est un opérateur positif autoadjoint (voir [42]) a résolvante compacte. On désigne
alors par {\?}72, Pensemble de ses valeurs propres dans l'ordre croissant, dans ce cas elles sont
simples ct sont racines de (voir [32, 43, 36])

(3.1) p1sin(Awy ) sin(Aws) — pa cos(Awy ) cos(Aws) = 0.

Soit {¢p}r2, Pensemble des vecteurs propres associés, qui forment une base orthonormale de
L2(]0,w[) (avee le produit scalaire défini plus haut).

On est maintenant en mesure de formuler I'inégalité de Poincaré dans W1(C) (comparer
avec la Proposition 2.1 de [5]) :

Lemme 3.2.1 Si a < 0 alors pour tout u € WX(C) a support compact vérifiant la condition
aux limites de Dirichlet

(3.2) u(r,w) =0,Yr >0,
on a
1
(3.3) /C|71,(m)|2r2a_2 dr < Y E /C |V |*r®® da

i=1,2

Preuve: On éerit w € W2 (C) a support compact ct vérifiant (3.2) dans la base {p}$2, décrite
plus haut pour avoir

u(r,:) = Zuk(T)QOlm

Ju =,
Py = S k)
k=1

Par conséquent, du fait que I'espace
V={peH(0,w): p(w) =0},

muni du produit scalaire

w

(0, 8) =p1 / " (0)(60) do + p, / 2 (0)'(0) db,

1
est tel que V = D(A)/? (ot 'opérateur A est défini auparavant), et par I'identité de Parseval,
on obtient
w1 w o0
P / u(r.6)2d6 + ps / u(r,0)2d6 = Y Jun (),
0 w1 k=1
w

pl/ |V, (r,0)|* do + p, (Vuy(r,0)* do
0

wi

B “L o ow , 1 0w 9
o [ (GR 00k + S5 002) @

“( Ous 1 Ous
w [ (1520.08 + 51520002 a9

1

= () + Zlan()l?)



aprés une integration par rapport a r cette derniére identité implique en particulier

(3.4) sz/ NV (r,0))2r2 rdrdo > Z/ ()22 rdr
o 2 J,

i=1,2
o oS

+ /\32/ g (r) [2r2 =2 rdr.
k=170

Par I'hypothese sur u, la fonction u; appartient a Ly, 1/2(/R+). Comme dans la Proposition
2.1 de [5] la condition o < 0 implique que ug(0) = 0. Par conséquent on a

rug(r) = ’r_l/ uh.(s) ds.
0
Avec la notation de la sous-section 1.1.4, I'identité précédente s’écrit alors
r u(r) = H(u))(r)

et par I'inégalité de Hardy on obtient

0 1 [ee)
/ 2 2, (r)? rdr < — r2ul (r)? rdr.
0 a“ Jo

On conclut en reportant cette estimation dans (3.4). n

3.3 Problémes de transmission-Signorini avec conditions
aux limites mélées

Fixons un domaine borné €2 de IR", n = 2 ou 3, & frontiére lipschitzienne I". On suppose que
Q2 est décomposé en deux sous-domaines (seulement pour simplicité) 5 et Q5 par une interface
3 vérifiant
§:§1U§2, leQQZQ), 51052:2.

On suppose que les fronticres 9€; de Q; (i = 1,2) sont aussi Lipschitz-continucs. De plus, on
suppose que I' est divisé en deux parties I'p et I'g avec I'g C I' N 994, la premiére partie
correspond a la partie de la frontiére o on imposera des conditions aux limites de Dirichlet
alors que sur la seconde partie on fixera des conditions aux limites de type Signorini.

Pour unc fonction u définic dans €2 on désigne par u; sa restriction a €.

Fixons maintenant deux constantes positives p;,i = 1,2 et deux graphes maximaux mono-
tones de IR?, g et Oy, tels que 0 € Bg(0) et 0 € Bx(0) (voir [8]). On suppose de plus que (g
est différent du graphe correspondant aux conditions aux limites de Dirichlet (i.e. 5(0) = R
et 3(t) =0 sit #0). Le probléme de transmission-Signorini qu’on se propose détudier est le
suivant

pi(—Au; + u;) = f; dans Q;,1 = 1,2,
Uy = Uy SUr X,
(3.5) S —(pl?,%i —ng%f) € fy(ur) sur ¥,

—p1 34 € Bs(uy) sur T,

u=0sur I['p,
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ou f € L*Q) et g% désigne la dérivée de uy suivant la normale extérieure a la frontiére de €.

La formulation faible de ce probléme est standard : On définit espace variationnel H} () par
HE(Q) ={ve H(Q):v=0sur I'p}.

et la forme bilinéaire a sur H}(2) par
2
(3.6) a(u,v) = sz/ (Vu;Vu; + uv;)de.
i=1 i

Puisque 35 (resp. Os) est un graphe maximal monotone de IR?, il existe une fonction convexe
s.ci. js (resp. jg) de IR dans | — 0o, +00], telle que Bs (resp. Jx) est le sous-différentiel de jg
(resp. jx). On associe deux applications s.c.i. ®g et ®y définies respectivement sur L*(I's) et
L*(Tx) par

CI)S(’U) _ /I: js(U)dO’, si ]S(U) € Ll(rg),

400 ailleurs ,
et

is(u)do, si js(u) € L'(I's),
by { [ e, st js) € L)
400 ailleurs .

La formulation faible du probléme (3.5) consiste & trouver une solution u € H},(Q) de

a(u,v —u) + Ps(uprg) — Ps(vprs)
(3.7) + Py (ury) — (vry)
> f(v —u)dx, Yo € H5(Q).

Q
L’application u € H'(Q) — Ps(ury)+ s (yry.) étant convexe s.c.i. sur H'(), existence et
I'unicité d’unc solution du probléme (3.7) sc déduisent des résultats généraux sur les opérateurs
non linéaires monotones (voir |9 ou |7, Thm 1.7]).
Dans le but d’obtenir des résultats de régularité pour la solution u de (3.7) on I'approche
par une famille de problémes

pi(—AuM -+ U)\’L') = fz dans Qi,i = 1, 2,
Uy = Uyo SUr X,

(3.8) —(p; 8;31’1 — p28g1;\1,2) = Bxa(uxy) sur X,

)
—p17g,t = Bsa(uny) sur Us,

L uy = 0 sur I'p,

ot A > 0 tend vers 0 et O, (resp. fBs,) est Iapproximation de Yosida de (s (resp. Os)
donnée par Bg = A I — (I + ABx) '} et est une fonction non décroissante, uniformément
Lipschitzienne de constante égale & A=! (voir [8]). La formulation faible de (3.8) est

(3.9) CL(UA,’U)Jr/zﬁzf,\(’u,\g)’bd ds

+ Be(uxi)vy ds = / fvdx,Yv € H(Q).
Q

s
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Suivant la preuve du Théoreme 1.8 de [7], on montre que ce probléme admet une solution
unique uy € HL(), vérifiant

(3.10) luallne < 1 llog:

ol la notation a < b signifie qu’il existe une constante positive C' indpendante de a, b et A telle
que a < Ch.

3.4 Probléme de transmission-Signorini en 2D avec condi-
tions aux limites mélées

Maintenant on suppose que €2 est un domaine borné de IR? et les frontiéres des sous-domaines
;,7 = 1,2 sont constituces de segments de droite ouverts I'; ;,7 = 1,--- , N, aveec N; € IN*,
numérotés dans le sens des aiguilles d’une montre tels que

N;
Y = Fl,l = Fgﬁl, I':= 39 = Ui:LQ Uj:2 FL]‘.

Dans cette section on s’intéresse a I'influence entre les conditions de transmission non linéaires
ct les conditions aux limites mélées, donc on supposc que I'g = I'y 5, alors que I'p est le reste
de la frontiére de €2. On désigne par P;, i = 1,..., N7 + Ny — 2 les sommets de §2 ol

P =TT, i=1.,Ni—1
P=Toi vyy1NT2i-nt2, @=Npyooy Ny + Ny — 2,

voir Figure 3.1 pour une illustration. Sans perte de généralité on peut supposer que P, est situé
a 'origine.

Afin de montrer certaines régularités des dérivées secondes de wuy solution de (3.8) prés de
I’origine, on localise le probléme précédent en utilisant une fonction de troncature non croissante
n = n(r) € D(IRT) et vérifiant 0 < n < 1 telle que n = 1 dans un voisinage de 0, n = 0 en
dehors d’un autre voisinage de 0. Posons u = nuy (on omet I'indice A et on écrit le membre
droit tout simplement u puisque pour le moment X cst fix¢), on voit que u € H}L(Q) cst une
solution faible de

—p;Au; = F; dans Q;,1 = 1.2,

Uy = Ug SUT X,

(3'11) —(p1gq—,ﬂ _pQg:—jf) = 77/32,/\(’&)\71) sur 2,

G = nfsa(urs) sur Ts,

u=0sur ['p,
ot Fy = nfi +2p;Vn - Vuy; + pi(An — n)uy;, appartient a L*(C;) avec I'estimation
(3.12) [Flloc < N1 fllo,0

suivant (3.10).
Dans (3.11) la donnée de bord de Neumann et la donnée de transmission sont dans ['/2
d’aprés le lemme suivant
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F1G. 3.1 — Le domaine

Lemme 3.4.1 Sif est une fonction uniformément Lipschitz continue telle que 3(0) = 0. Alors
pour tout u € HY2(T) on a
B(u) € HYA(I).

Preuve: Comme  est uniformément Lipschitzienne, on a
(3.13) 8(x) = B(y)| < Ble —y|,Va,y € IR,
pour un certain B > 0 . Avec la propriété 4(0) = 0 ceci implique
16(z)| < Blz|.Vz € R.
Par Conséquent on obtient directement
18(w)llo,r < Bllullor-

Dc la méme manicre, Uestimation (3.13) donne dircctement

/ 3u(@) = B 40 g / (@) —u@)® ) o

|z — y? I'xT z —y|?
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et la conclusion s’en suit. n

Adaptons maintenant I’argument de [21, 22|, on va montrer

Théoréme 3.4.2 Pour tout 1 >0 >1— X et touti,j,k=1,2, on a
(314) 7’58;2~kui € LQ(Ql)
De plus on a

(3.15) > 1P 3uilloc S 1]
k=12

i=1,2

0,0

Preuve: La solution u € H1 () de (3.11) peut étre considérée comme la solution d’un probléme
de transmission non homogéne dans € avec donnée intérieure £ € L?*(2), donnée de Neumann
—nBsa(urt) € HY?(I'y) ct donnée de transmission —nBs(ury) € HY2(S) (voir Lemme
3.4.1). Par conséquent d’aprés le théoreme 2.26 de [42] (voir aussi [33, 32, 43, 36]), v admet la
décomposition
Ui ZUBJ'—I— Z CAjS,\j.i,Z': 1,2,
AjEAN(0.1)

ol ug; € H2(Q;),i = 1,2 est la partie régulicre de u, cy; sont des constantes et Sy, sont les
singularités du probléme de transmission (3.9) données par

S, (r,0) =17, (0),

ol ¢, est le vecteur propre associé a )\? décrit dans la section 3.2. La décomposition précédente
entraine la régularité (3.14) puisqu’on peut facilement vérifier que chaque terme satisfait cette
régularité.

Notons que la régularité précédente de u et I'inégalité de Hardy implique que u; appartient
a H3(C;) (voir [24, p.28]), 'espace de Sobolev & poids du type Kondratiev défini par

H2(Cy) == {v € D'(Cy) : r*H1=2Dy € L2(C),V]a| < 2},

qui est un espace de Hilbert pour son produit scalaire naturel.
Pour ¢tablir Pestimation (3.15) on commence par le carr¢ du membre gauche de(3.15) ¢t on
utilise quelques intégrations by parties. Ces derniéres étant justifiées par la densité de

CS(Cy) == {v € C™(C}) : v(z) = 0 pour |z| <7 et |z| > R, pour un certain 0 <r < R < co}

dans HZ(C;) (voir par exemple [16]). En d’autre termes on fixe d’abord une suite «™ € C5°(C;)
vérifiant
NO)

" — w; dans HZ(C;), quand n — oo.

Alors en appliquant la formule de Green on obtient
/ |7*5V2u§n)|2 dr = Z / r2683ku§n)8?ku§n) dx
C; i

Jik=1,2
| ou™
r%Vul(”) -V (—ul ) ds.

-y /C 0;(rP PRl ol da + / A

jk=1,2 aC;
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Par la régle de Leibniz on peut écrire

/ \r‘sV?uE")F dr = — / 0, r()‘;(‘)?kug”)akugn) dx
Cy

(n)
r26VU§n) -V (81[ ) ds

j.k=12

— Z / 26(9Jhu(n aku(”> d$+/

Jik=1,2 oG

8U¢

En appliquant la formule de Green au second terme du membre droit précédent, on obtient

/ |T6V2u§n)|2 dr =

_ Z / 0;r*° 03, WM o™ do + Z / I ju M op(r® o) da

7,k=1,2 4,k=12

™ (n)
— / % Au (n)(? ds + / 7’25Vu§") -V ou; ds
dC; )z dC; 81/2

/ 0, r%('?]?kugn)akugn) dx + Z/ Au,,gn)ﬁkr% daz—l—/ T25|Augn)|2 dx
C;

G k=12 k=12 G
. O™ o ou™
—l—/ r20 Vuz( ) -V ( i ) - Aug )2 ds.
ac; ov; v,

Utilisant la base (v;, 7;) on voit que

s 2 2
Ov>_AUOL v Ov  O*v Ov

V-V (3_1/Z dv;  Ovor; 01, 07‘2 v

Puisque % = :I:%, on obtient

2 2
VU-V<(%>—A dv  0v v 0% Jv

v = =
ov; Oov;  Ov,0r Or  Or2 Oy,
Reportant cette identité dans 'identité précédente, on arrive a
|r6V2u§") 1> do =
C;

— Z / Z)jr2§0?ku§")0kugn) dx+ /Au( )[)kr%da:—f—/ T2S\Au§")|2d:v
; c

k=1,2 @

/ 2 |02l aul™ 92l oul
+ T : — ds.
ac, ov;0r  Or or? Oy

En passant a la limite dans cette identité on obtient

(3.16) V22 do —
Ci
_ Z / [)r ku (?kuld:c—kz:/ Au;Opr? dx—|—/ T25|Aui|2dx
7,k=1,2 k=1,2 C,;

+/ Cos [ PPui Ouy DPu; Du, "
aci, ov;0r Or  0r? Oy, 5
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Ici le terme de bord doit étre considéré comme un crochet de dualité puisque par un théoréme
de trace standard on a

Ou; Ou; 1/2
T G g
ov;” Or € #;"(IR),
et par conséquent
8216,' (92u[- c —1/2
ov;0r’ Or? 4
ot Hy *(IR) cst 1o dual de H'?(IR) (voir Appendix A de [16]). Comme la propricté g% €

1/2 L . . 1/2 s .
H 5/ (IR) est équivalente a 12094 ¢ Hf/a (IR), les considérations précédentes donnent un sens
7

(1),

aux crochets de dualité

Le premier terme est justifié de la méme maniére.
Maintenant afin de prendre en compte les conditions aux limites et de transmission dans

(3.11), on multiplie I'identité (3.16) par p; et on prend la somme sur i = 1,2. Ceci implique

(3.17) S pi | PV de =L+ L+ Ip+ Is + s,
i=1,2 YGCi

ol on a posé

[1 = —sz Z / ajr258?k7/i8k7z,idm
C;

=12 k=12

I, = Zp,— Z /c Au; 0% Ou; dx

i=1,2 k=12
Irp = Zpi/ 2| Aug|? da
i=1,2 Ci
Pu; Ou; 0w Ou,
I _ 25 ’ i i i 7 ds.
. /ZT l,_zl:?p [81/1-87’ or  0r? (')yi] ’
32U1 8U1 82U1 8&1

I — 20 it St SN <
s /FST n [81/187" or  or ayl} *

puisque uy = 0 sur I'p et par conséquent % =0 sur I'p.
Comme 1y = —1y sur ¥ par les conditions de transmission dans (3.11) on voit que

6111 agul

0
Iy = /27”26 [—E(Uﬁz,,\(uz\,l))ﬁ + WU/SEA(“U)} ds.

Par intégration par parties (justifiée par des arguments de densité comme précédemment) et la
régle de Leibniz, on obtient

(3.18) Iy = =2Jy + Ky,
ol on a posé
0 u
26 1
= 70— —d
Jx, /Er o (NBsa(1r1)) 5 48
Ky = —25/ ’r25_1_8u1 nBs(uxr1) ds.
» 07’ ’ ’
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En se rappelant la définition de u = nu, et en utilisant encore une fois la régle de Leibniz, on
peut écrire

) o 0
Jg = /Er% (77 U +n%> 7 (MPa(ur)) ds

0 Dy, O
= /27’25 {77 UME(U/J)E,A(UAJ)) +7 g;’IE(UﬂE,A(UAJ))] ds

En intégrant par parties dans le premier terme on obtient

D s Jups O
Js —/E {—n,ﬁz,x(um)a(?”%?? ux1) + TQéﬁ%E(UﬁE,A(UA,I))] ds.

En utilisant la régle de Leibniz on obtient

Auxi\” s
Jx =/ [7“26?72543,,\(%,1)( a;’l) — 207" Bea (ua1 )uan —TQSHUIIﬁZ,A(UAJ)UAJI ds.
>

Comme le premier et le second terme du membre droit précédent sont non négatifs (d’aprés la
monotonicit¢ de fx 5 ct Gg,) on obtient

Jy > —/ '7“257777"52,A(UA,1)UA,1 ds.
>

En reportant cette estimation dans l'identité (3.18) on obtient

(3.19) I, < 2/ r2nn" B x(ua1 )ua ds + K.
)
En utilisant les conditions aux limites sur I's dans (3.11) ¢t les mémes arguments on montre
que
(3.20) Is < 2/ 20" Bex(us1)ury ds + K,
s

ou on a posé

or

Etant donnée l'identité (3.17) on a a estimer Iy, + Ig. Par les estimations (3.19) et(3.20) on
remarque que

. o
K@-—-—ij[ T%fl—ﬂlnﬁﬁxﬁuﬂ)d&
s

(3.21) Is +1Is < J+ K,

ol on a posé

J = 2/ r257)77"ﬁz7A(uA_1)uA_1 ds + 2/ 7"25777)”ﬁ57)\(uA’1)u)\,1 ds,
0 Ty
K = Ky+ Kg.
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D’abord par les propriétés s x(u)u > 0 et Bga(u)u > 0, pour tout v € IR (monotonicité),
on remarque que

J S Co (/ ﬁE’A(7I,>\71)7I,>\71 ds + ﬁgy)(?l,/\,l)YlA’l d@) s
b

s

ot Cy = maxp<,<r(r?[n"(r)|), avec R > 0 suffisamment grand pour que le support de 7 soit

inclue dans B(0, R). Maintenant en utilisant la formulation variationnelle (3.9) avec v = uy on

obtient
sz/ (IVaril* 4 luagl? dl‘*‘/ﬁz,\ (un1)un1 ds

i=1,2
Bsx(uri)urg ds = / fuy dx
I's Q

et par Conséquent on a

/ﬁvx ur1)urads + ﬁsx(um)um ds

/ fuydz

et par l'inégalité de Cauchy-Schwarz et ’estimation (3.10), on obtient

/52,A(UA,1)UA,1 ds + Bea(uri)ur ds
o

s
S 1o
Cette estimation dans la précédente implique
(322 T3

La quantité K ne peut étre estimée directement, c’est pourquoi on 1’associe au terme in-
térieur I;. En effet, en utilisant la définition de I, Ky, Kg et les conditions aux limites et de
transmission vérifiées par u, on voit que

(323) L +K = =20 sz/ V?/) Vu; dx

i=1,2

ou Ju Oou Ou; Ou
9 26—1 941 1 2 9 / 20127, T
+ 5/27“ 5 ( Yo pgay ds + 26 5 P1o) ” ds.

La formule de Green implique (encore justifiée par des des arguments de densité comme précé-

demment)
/ac r20= 1%2; (;Z ds —/ Anr? +V7zl \Y <r25—1%> dx.

En multipliant cctte identité par p; ct en ajoutant le résultat on obticnt

ZpL/ Au;r~ 1 —i—VuL V( 25—1%) dr =
or

1=1,2

ou ou ou ou ou
26—1 1 1 2 26—1 1 1
— | p=——p ds + ——p1— ds.
/2 " or ( ! v, ? oy ) i /rs ' or . oy ’
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Cette identité dans (3.23) procure
(3.24) hL+K=1I3+ 1+ I,

ol

I; = QoZpl/ A1 uld.,

i=1,2
L = 26(26—1) qu/ (6“1> da
t=1,2
I; = 2(52])1/ [Vui-v<aaljl> Vu; - (907 (Vu;)| dx.
1=1,2

Il reste & estimer Iy, I, I3, I, Is. On commence par [y : Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz
et le fait que p;Au; = F; on a

I, 20|17 Fllo.c |l Vulloc

<
< [ Floclr™ vul
< P loclr Fulloc.

Par l'estimation (3.12) et 'inégalité de Young (2ab < ea® + ¢~ 'b%, pour tout a,b,e > 0) on
obtient

(3.25) L Sfl5a+ Clr'  Vullg o
De la méme maniére on a
(3.26) I S fG o + 1727 Vullf o

De facon similaire on obtient

(3.27) Ir SR

D’autre part on a directement
(3.28) Iy < ||7'5_1Vu||g’c.

En utilisant les coordonnées polaires on voit que

O, 0 (0w’
Vu,-V(ar) Vu; - 8T(Vu5)—r <3€>’

et par conséquent on arrive a

(3.29) I S Ir Vullf e

Ces estimations montrent qu’on a besoin d’estimer [|7°~*Vul/gc en fonction de || f]/oq. Pour
cela on pose o = 29 — 2 et on remarque que la formule de Green implique

/Au ur®dr = /Vui-V(uir”)dx
Ci Ci

ou;
— —, w;r™ ds.
oC; al/z
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En multipliant cette identité par p;, en prenant la somme sur ¢ = 1,2 et en tenant en compte
des conditions aux limites et de transmission dans (3.11) on obtient

—Zpl/ Avu;r®des = pl/ Vu; - V(u;r®) de
1=1,2 Ci

i=1,2

+ /UQUA,lﬁE,A(UA,l)TudS
bl

+ //’IQU/\,lﬁS,/\(U/)\J)’I'ads.
s

Par la monotonicité de fs , et Bs ., on obtient
—sz/ Avu;r® da:>sz/ Vu; - V(ur®)de.
i=1,2 i=1,2

Maintenant par la régle de Leibniz on peut écrire

/ Vu; - V(ur®)de = / |Vui\27“0‘ dx +/ w;Vu; - Vre dz
Ci Ci C;

= / |V, |*r® da:+l/ V(u;)? - Vr® do.

En appliquant la formule de Green dans le second terme de ce membre droit et en remarquant
que

or®

I/,j

o 1
/qu;-V(uq;'r'“)d;L' = / |Vu7;|"r'adx—/ ()2 Ar® dar
ot e 2 Je,
o2
= / |Vui|27””dx——/ ()™ 2 da.
e 2 Je,

En reportant cette identité dans l'estimation précédente on aura prouvé

(3'3()) Z Di </ |VU1|2 “dr — — ( 1)27@72 dl’) < — Z D Auluz dz

i=1,2 i=1,2 Ci

— =0 on 0C;.

on obtient

En utilisant I'inégalité de type Poincaré (3.3) du lemme 3.2.1 on arrive a

(3.31) (4 S ) (Z pz/ | |2 2d:v> < — sz/ Auu;r® dx

i=1,2

On remarque que le facteur A3 — %2 est positif puisque 1 > > 1 — A;.

Maintenant par 'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

- om / A da < 75+ Flloclri o < IFllellrs " uloc,

i=1,2

45



puisque § + 1 > 0. Par I'estimation (3.12) on obtient
(3.32) ~-Yn / A dz < || Floallr " ulloc.
i=12 YGi

Cette estimation dans (3.31) donne

S [ uPr s S £l o
i=1,2 G
et par conséquent (3.32) devient

Yo [ Buwrtds 5 1]
Ci

i=1,2

2
0,02

En utilisant ces deux derniéres estimations dans (3.30) on aura montré que

(3.33) [ vl de < 151

En résumé les estimations (3.21), (3.22), (3.24), Pestimation (3.25) dans (3.29) et Pestimation
(3.33) dans (3.17) procurent (3.15). "

Un résultat de régularité similaire prés du coin P» commun a I's et I'y 3 peut étre obtenu
en prenant p; = py et Gz = 0 pour que le premier exposant singulier soit pp := 5=, ol w est
I'ouverture intérieure de €2 au point I%». Pour le coin Py, on a aussi un résultat de régularité
siinilaire sauf qu’ici on a des conditions aux limnites de Dirichlet sur les segments de la froutiére
et par conséquent les exposants singuliers associés sont différents de ceux décrits dans la section
3.2 mais peuvent étre caractérisés comme les racines de

P2 cos(Awy) sin(Aw]) + p1 cos(Aw]) sin(Awy) = 0,

ol wj (resp. wh) est I'ouverture intérieure de €y (resp. Q2) en Py,. Soit py, la premieére racine
positive de cette équation.

Dans un voisinage des autres coins P, [ = 3,--- Ny + Ny — 2,1 # Ny, u est la solution
d’un probléme de Dirichlet standard dont la régularité est bien connue (voir [31, 24, 16]). En
utilisant ces références on obtient que

O3 (mus) € L3 (), Vi, k= 1,2

J

oud; >1—py, = wﬂl) w; est Vouverture intérieure de Q; en P, avec i = 1 or 2 telle que P, € €,
et n; est une fonction de troncature égale a 1 prés de P, et avec un support suffisamment petit.
Notons qu’on a de plus
> o5 s lloo, S 1 oo,
k=12

puisque le probléme aux limites résolu par 7u,; ne dépend pas de A et en utilisant I’estimation
(3.10).

Par analogie avec les autres coins, pour le coin P;, on désigne par p; = A; le premier exposant
singulier. En utilisant une partition de 'unité on obtient le
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Théoréme 3.4.3 Pour tout i,j,k=1,2, on a
(3.34) pidun; € L*(),

ou

N1
_ || 4j
pl - TJ‘ )
=1
N1+N2—2

.0 5j
Pz = N H F

Jj=N1

r; est la distance a Pj et 1 > 0; > 1 — p;, ol les p1; ont été décrit précédemment. De plus on a

(3.35) Yo D Iedhunillos: S 1/ lloo.

i=1,2 j.k=1,2

Théoréme 3.4.4 Soit u la solution dec (3.5). Alors pour tout i,j,k =1,2, on a

Preuve: Les estimations (3.10) et (3.35) signifient que u,; appartient a Iespace de Hilbert
H?*9(Q;) défini par

H2(Q) = {v € H' () p:D%v € L3(),¥3 € IN? 1 |8] = 2},i = 1,2,
ol p; est défini précédemment ; cet espace étant muni de la norme

1
[elly 5.0, = (lollig, + D lloiD"0l[3q,)%.
18/=2

Comme 0; €]0, 1], ’apreés le lemme 8.4.1.2 de [24], I'immersion de H29(0);) dans H'($2;) est
compacte. Par conséquent on déduit avec les estimations uniformes (3.10) et (3.35) qu’il existe
une sous suite A, et une fonction w; € H*%(€;) telle que

linlo Uy, ; = w; dans HQ’g(QL-) faiblement, i = 1,2,
et
limo uy,.i = w; dans H'(Q;) fortement, i = 1,2.

An—

Comme tout les uy, sont dans H'(Q), la limite w aussi appartient a H'(£2). Donc on peut
passer a la limite dans (3.8) et en suivant les arguments du théoréme 1.8 de [7], la limite w est
la solution u de notre probléme (3.5). L]
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I's

F1G. 3.2 — Le domaine

3.5 Problémes de transmission-Signorini en 3D avec condi-
tions aux limites mélées

Dans cette section on considére un domaine prismatique Q = Q@ x (0,1) en dimension
3, avec %) comme dans la section précédente (ici tout les objets en 2d sont specifiés par la
notation (). L’interface (2 de Q) induit une interface en 3d ¥ = ¥ x (0, 1) pour € de sorte
que € reste décomposé en deux sous domaines €2;,7 = 1,2. La frontiére I" de €2 reste divisée en
deux parties : I'g := Fg) x (0,1) avec F(;) comme dans la section 3.4 et I'p est le reste de la

frontiére, ie., I'p = (Fg) x (0, 1)) U (9@ x {0}) U (2@ x {1}) (voir Figure 3.2).

Dans cette section on veut décrire la régularité de la solution u de (3.5). On montrera que u
a la régularité optimale dans la direction de I'aréte et a un comportement singulier dans la
direction perpendiculaire a ’aréte. Des résultats similaires ont été obtenus pour les problémes
linéaires dans [25, 3.
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Pour cette raison u est approchée par la suite des uy solution de (3.8). On montre d’abord
que 1y a une régularité optimale dans la direction de ’aréte

Théoréme 3.5.1 Pour tout i =1,2, on a
(3.37) Fyu; € L), V) = 1,2,3.

De plus on a

0.0 S I f o

3
(3.38) D0 10kl
] =1

i=1,2 j

Preuve: La solution uy € H}(Q2) de (3.8) peut étre considérée comme la solution du probléme
de transmission non homogene dans € avec donnée intérieure f € L?(2), donnée de bord de
Neumann — s (ur1) € H'/?(I's) et donnée de transmission — s 1 (uyr1) € HY2(X) (grace au
lemme 3.4.1). Par conséquent par les arguments de la section 2 de [3] on obtient la régularité

(3.37). Comme auparavant la difficulté cst d’obtenir la dépendance uniforme en .
Dans une premiére étape on suppose que f € H}(Q2). On multiplie la premiére identité de
(3.8) par 0§u,\7i et on intégre le résultat sur €);. Ceci donne

2 2 .
E pi/ (—Auy; + uy;)05uy; de = E pi/ JiOzuy; dx.
i:1,2 Q'i j:l’Q Q,-
Dans ce membre gauche par intégration par parties en x3, qui a un sens puisque —Auy ; + uy ;

appartient a I71(£2;), on obtient

- Z pi/ Os(—Auy; +uni)Osun;dr + Z Pi (—Auy; + ur;)vi305un; ds
@

=12 i=1,2 8&21‘
— . s d
- pi jz 3UN; AT.
i=1,2

On remarque que les termes de bord sont nuls puisque sur les faces latérales v;3 = 0 ct sur
les faces du haut et du bas p;(—Auy,; +uy;) = fi = 0. Par conséquent 'identité précédente se
réduit a

(3.39) Z pi/ OsAuy ;03w ; dr = Z pi/ (j;@gu/\7i + |33u>\7i|2) dx.
Qi Qi

i=1,2 i=1,2

Maintenant encore 'hypothése sur f implique que Auy,; € H'(Q;) et donc le chanp de vecteurs
v = (05;ux;)?_, appartient a

H( div ,QZ) = {V € LZ(Ql)d cdivv e LQ(QZ)}

Par la formule de Green (voir I'identité (1.2.17) de [20])

/(divvgp—i—v-Vgo)d:z::<v-l/,<p>,
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valable pour v € H( div , ;) et ¢ dans H'(£2;), on obtient (en prenant ¢ = Jsu, ; qui appartient
a H'(Q;) grace a (3.37)) :

Z pi/ 53AUA,1'33U',\¢ dr = —
Q;

i=1,2

3
2 s 8 %
Z i /ﬂ Z |8§ju>\~i|‘ dl + Z Pi < (95( auljzy

i=1,2 i j=1 i=1,2

), E‘)gum- > .

En reportant cette identité dans (3.39) on obtient

3
ou i
(3.40) E pi/ g |3§jux,¢|2dw— E p77<83(a—;),33ux,7;>
0, ;

i=1.2 i j=1 i=1,2

= — Z Pi/ (fﬁ;"m.i + |33UM|2) dz.
Q;

i=1,2

En utilisant les conditions de transmission dans (3.8) on remarque que
ouy ; ou
- Z pi < O3(—7).Oqun; > = < — Z pi0s(—>=), Ozun, >

i=1.2 ov; i=1.2

i
(91/Z~
< O3fs(unq), Ozurg >
= < ﬁ/E,/\(u/\J)aSUA,haSu/\J >>0,

puisque G , > 0. Cette propriété dans (3.40) conduit finalement &

3
(3.41) Z p,L-/ Z |8§ju>\ﬂi|2 de < — Z p,-/ fiO3uy; dx.
Q Q;

i=1,2 i j=1 i=1,2

Par les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young on obtient

3
S [ S lohuilde <5 Y nlflin

i—1.2 i =1 i—1.2
1
+5 > pillBunilld g,
=12

qui est équivalent &

3
(3.42) S [ Slohulde < Y willhilia,
i j=1

=12 i=1,2

et n’est autre que (3.38).
Comme Destimation (3.42) dépend seulement de la norme L? de f, par la densité de Hj(S2)
dans L*(Q2) on obtient le résultat pour tout f dans L?(£2). "

Ce résultat avec le Théoréme 3.4.3 permettent d’avoir

Théoréme 3.5.2 Pour tout i = 1,2, on a
(3.43) pi0Gun; € L*(4),Vj, k= 1,2,

avec estimation

(3.44) > e

i=1,2 j,k=1,2

lo.: S 11/

0,0
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Preuve: Pour presque tout z3 € (0,1), uy(-,x3) peut étre considéré comme la solution du
probléme en 2D :

Pi(—=Datin; + uns) = fi + pid2un; in 8, i = 1,2,
Uxg = Uyo ON »@),

ou ou
(3.45) —(m 5t = p2%e2) = Oualury) on B,

ou 2
—p1 %2t = Bsa(uag) on I,

2
D -

\ uy=0onTI

Par le Théoréme 3.4.3 on obtient la régularité pi(')?kv/,\,i(-, r3) € LQ(QEQ)), et 'estimation (grace

A (3.35)).
> > lpid5uni(c zs)lly o> S N1 llo0 + > 105l o

i=1,2 j.k=1,2 i=1,2

pour presque tout x3 € (0,1).
On conclut en intégrant le carré de cette estimation en x3 et en utilisant I'estimation (3.38).

"
Théoréme 3.5.3 Soit u la solution de (3.5). Alors pour tout i = 1,2, on a

(3.46) Prgu; € L),V = 1,23,

(3.47) pidiu; € LP(), V5. k= 1,2.

Preuve: Arguments similaires & ceux utilisés dans la preuve du Théoréme 3.4.4. L]

3.6 Problémes de transmission-Signorini en 2D avec condi-
tions de Signorini au bord

Ici on concidére un domaine polygonal 2 en 2D comme dans la section 3.4. Mais on veut
traiter le cas ot 3 rencontre la frontiére a U'intérieur de la partie de la frontiére Signorini, par
raison de simplicité, on suppose que I'g est la {rontiere de Q (voir Figure 3.3). On commence
par la description de la régularité prés de 1’origine supposé étre un poiut de ¥ et de I's. Daus
ce cas les exposants singuliers du probléme de transmission associé sont les racines de

(3.48) P2 cos(Awr ) sin(Aws) + p1 cos(Aws) sin(Aw;) = 0.

On désigne par Ay le plus petit exposant singulier.

Etant donné que dans ce cas 'inégalité de Poincaré de la section 3.2 n’est plus applicable
on utilise un autre argument inspiré de la Proposition I11.2.2 of [38]. D’abord on montre la
régularité H? quand les exposants singuliers du probléme de transmission sont plus grand
que 1. Dans le cas singulier, par un changement de variables on se raméne au premier cas
et par changement de variables inverse on obtient le méme résultat de régularité que dans
le Théoréme 3.4.4. On verra que cette méthode est seulement valide pour certains graphes
maximaux particuliers g et Ox, mais incluant le cas standard de Signorini.

On commence par le cas régulier
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Théoréme 3.6.1 Soit u la solution de (3.5). Supposons que Ay > 1. Alors pour tout i,j, k =
1,2, on a

(3.49) 02, (nu;) € L* (),
ot 1 est la fonction de troncaturce introduitc dans la scction 3.4.

Preuve: Comme dans la section 3.4 on approche « par la suite des uy € H5(€2) solutions de
(3.8). En posant u = nuy, on remarque que u est solution de (3.11). Par 'hypothése A\ > 1, u;
appartient & H?(€2;), i = 1,2. On suivra les arguments du Théoréme 3.4.2 mais avec § = 0 (le
cas p; = po et By, = 0 est exactement le cas traité par Grisvard dans |21, 22]). Par conséquent
I'identité (3.17) a lieu mais avec I} = Iy = 0, alors que l'estimation (3.21) a aussi lieu avec
K = 0. Comme les estimations (3.22) et (3.27) restent valables on a I’estimation

> w193 de S 11

i=1,2

En passant a la limite dans A on obtient le résultat. (]

Notous que dans la preuve précédente on a pas utilisé 'inégalité de Poincaré puisque, avec la
notation du Théoréme 3.4.2 I3 = I, = I5 = 0, et seulement I'estimation de ces termes nécessite
I'inégalité de Poincaré.

Dans le cas singulier on suppose que le domaine 2 est réduit au secteur tronqué C' défini par

C={(r0):0<r<R0<0<w},

pour un R > 0 fixé et on prend I'g pour la frontiére de C. De plus on se restreint au cas ou Gg
et Oy, vérifient

(3.50) yOs(x) = Bs(x),Vz € R,y > 0,
(3.51) yOs(x) = Py(x),Vz € R,y > 0.

Un tel graphe est de la forme (voir Figure 3.3)

([ fsiz <O,

] —00,0] siz =0,
Bs(z) = 0si0<a< Gy,

[0, 400 si x = ﬁg,

O six> 3,

pour un certain Gy € (0,400] (le cas 3¢ = +00 correspond & la condition de Signorini).

Soit K I'ensemble convexe défini par
K={vecH(C):0< Urg < [)’;, 0 < vy, < /)’IE}
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F1G. 3.3 — Le graphe g

La formulation faible (3.7) de (3.5) est ici équivalente a trouver une solution v € K de
(3.52) a(u,v—u) > / flv—wu)dx, Yv € K,
c

oul a est la forme bilinéaire définie comme dans (3.6) en remplagant le domaine €2 par le domaine

C.

Théoréme 3.6.2 Sous les restrictions précédentes sur Q, Bs et 3, la solution u de (8.5) avec
I'p =0, vérific

(3.53) r° O € L(), Vi, . k = 1.2,
quand 6 > 1 — Xy (A1 étant décrite au début de cette section).

Preuve: Comme dans la Proposition 111.2.2 de [38] on fait le changement de variables p = r® et
0 = af avec un certain o > 0. Ce changement de variables transforme le secteur C' au secteur

C'={(p,0"):0< p< R*,0< 0 < aw}.
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On désigne par Iy la frontiere de C” et ¥ = {(p,aww1) : 0 < p < R*}. Posons U(p,0') =
71,(/)5,9’ ), U appartient au convexe K’ défini par

K ={veHY(C) :0< vy, < Bgs Vi, = vary, 0 <oy, < Bs},

Dcs relations

Op’
10u = a2 (10U
oo P \Lae )

on remarque directement que la formulation faible (3.52) devient : U € K” est solution de

2 2
Sop | VUV - U)de + S b / Ui(Vi — Una~2p 2" du
i=1 ¢ i=1 ¢
> / Floe, 0)(V = U)a %" =" de, WV € K,
C/

qui cst la formulation faible de

—p;AU; = F; dans Cf, i = 1,2,

Uy =U sur Y,

—(pli’,,“,} _pQ%) € fPx(Uy) sur ¥,

—piggj € 35(Uy) sur I,

(3.54)

\

o F' € L*(C") est donné par

o 2(0-a) 1 0 1 4
Fy(p,0) = a?p" = (fi(pa ,—) = piwi(p=, —) | -
o «
On remarque de plus que par changement de variables on montre facilement que

(3.55) [Fllocr S 1 llo.c + lullo.c-

Pour ce nouveau probléme les exposants singuliers X" de (3.48) sont ici les racines de
P2 cos(N'w)) sin(N'ws) + p1 cos(Nwy) sin(Nwj) = 0.

Commec w} = aw!, on déduit que
A
/
AN=—,

«
ou A est une racine de (3.48). Choisissant maintenant « tel que

A1
(0%

> 1

le probléme (3.54) est dans le cadre du Théoréme 3.6.1. De ce théoréme on déduit que (en
coordonnées cartésiennes)

(3.56) %.U; € L*(C), Vi, j. k= 1.2.
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Ceci clairement implique que

(3.57) P03 U; € L*(C)), Vi, j,k = 1,2,

57}% qui est positif si « est choisi de sorte que o > 1—9 (ce qui est toujours possible).

Fixons une fonction de troncature radiale ¥ telle que ¥(p) = 1 pour 0 < p < R’ et p(p) =0
pour R” < p, pour un certain R’ < R” < R®. On écrit maintenant

p o)) =~ N %(akwv»xs, ) ds.

avec y =

Par (3.57) et la régularité H' de U, pour presque tout ¢’ la fonction a%(ak(in))(" 0') appartient
a Lay1/2(IRy) (voir section 3.2). Avec la notation de |24, p. 28], I'identité précédente signifie
que

o 1O (p, ) = L(a%(akww»(-, 0))(0).

et par l'inégalité de Hardy on obtient que
1™ 0k (U (0, 0| L1 jo(rs) < 7_1II%(31€(1/}U£))('79')||L24+1/2<R+)7
puisque v > 0. En intégrant le carré de cette identité en 6’ on obtient
0oL U; € LA(C)), Vi k = 1,2.
De la définition de ~ cette régularité signifie que
(3.58) P& 8U; € LA(C)), Vi, k = 1,2.

Par changement de variables inverse on obtient
(3.59) / r2 2V, rdrdf < / p & VU2 pdpdd < oo,
Ci c!

grace & (3.58). De méme les expressions

0, oU. 2.
I )220 2 2a-2 i
or? alo =1y Op o Op2
L aaal U
rorof p 0pdo’’
1 2 9a—2 1 O°Uj;
o — YT 2o
et (3.58) donnent
*u; 1 0%u; 1 0?u;
.26 i 20U L OTU S
(3.60) /01-, (| 87"2| + r8r09| H 550 | ) rdrdf < oc.

La conclusion en découle des régularités (3.59) et (3.60) ct de Iestimation

0*u 1 9%u 1 9%u

2yl < |=—— = ——
Ol = 15+ graa! 1 g

1
+ —|Vul.
r
]

Remarque 3.6.3 Clairement le résultat précédent et les arguments de la section 3.5 per-
mettent de décrire la régularité de l'aréte du probléme de transmission en 3D avec condition
de bord de Signorini le long de I'aréte.
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Chapitre 4

Etude d’un probléme de transmission
dans un cylindre avec aréte par la théorie
des sommes d’opérateurs linéaires

4.1 Introduction
Soit B = G x IR ou G est le secteur borné d’ouverture w > 0 défini par
G ={(rcosf,rsinf);0 <0 <w,0<r<1}.

Il est bien connu que la solution variationnelle du probléme de Dirichlet

—Au — f dans B
(4.1) { u = 0 sur 0B,

ou f € LP(B), n’a pas la régularite optimale W??(B). Cette solution admet la décomposition
(4.2) u=ug+cS.

ot up € W2P(B), S est la fonction dite singuliére qu'on peut écrire explicitement dans ce cas,
et ¢ une constante qui dépeud contintment de la dounée f, voir [24].

Dans le cas hilbertien (p = 2), la technique utilisée repose essentiellement sur la transformée
de Fourier particlle et le théoréme de Plancherel. Malhcurcusement, dans le cas général p # 2, la
substitution du théoréme de Plancherel n’aboutit pas a des résultats optimaux sur la régularité

de la solution u.
Dans ce cas (p # 2), la décomposition (4.2) a été obtenue par Clément-Grisvard [13]| gréace

a 'utilisation de la théorie des sommes d’opérateurs dans un espace de Banach, introduite par
Da Prato-Grisvard |15] et également par Dore-Venni [18|.

Ces deux théories se complétent pour aboutir & des résultats optimaux de régularité et de
singularité de la solution de (4.1). D’abord, 'application de la théorie des sommes d’opéra-
teurs de Da Prato-Grisvard permet d’assurer ’existence et l'unicité d’une solution forte de
(4.1) s’écrivant explicitement grace a I'intégrale de Dunford (4.4). En utilisant les résultats de
régularité en dimension deux de la solution du probléme avec paramétre A

—Au+X . = f dans G
u = 0 sur dG,
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la solution de (4.1) est décomposée comme suit

U = Ug + Z v

- 2w
I <yt

avec v; = (K q;)p; ot q; € WP =im/*»([R), K; sont les noyaux de convolution appropriés
(voir Théoreme 4.5.3) ct »
jr ., JT

;(r,0) =r'« sin %
prés de l'origine. Ensuite on prouve que Av; € LP(B), par conséquent ug peut étre considérée
commec la solution dc I’équation

Avp —vr = gp
ougr=f— >, Av; —uvg € LP(B). A cette étape, on applique la théorie des sommes d’opé-
J<zy

ratcurs de Dore-Venni pour obtenir la régularité W2P(B) de ug.

Dans ce chapitre, on suppose que G est constitué de deux secteurs plan bornés G+, G d’ou-
vertures respectives w, et w — wy, séparés par une interface X.

Gy ={(rcos0,rsind);0 < 0 < w,,0 <r <1}
Gy = {(rcosf,rsinf);w, <0 <w,0<r <1}
Y ={(rcosw,,rsinw,):0 <r < 1}.

On considére le probléme de transmission suivant

—Au; = f; dans G; x IR
u; = 0 sur (0G; \ X) x R
(4.3) Uy = Uy sur ¥ x IR
2
; ai% = 0 sur X x IR,

v; désigne la normale & > X IR vers l'extérieur de GG; X IR, u; est la restriction de u sur G; X IR,
f e LP(G x IR), et v, ay sont deux nombres réels différents et strictement positifs.

Notre but est de montrer la validité de la décomposition (4.2) pour la solution variation-
nelle de (4.3) dans le cas p # 2. Seulement ici, & cause de 'interface, la partie réguliére up
appartiendra & PW?2P(B), ot

PW2P(B) = {u € H(B); w; € W*(B;), i = 1,2}

est I'espace des fonctions W?® par morceaux sur B.
La décomposition (4.2) de la solution de (4.3) dans le cas p = 2 a été obtenue par [29]. Le
chapitre est organisé comme suit

Dans la section 4.2, on rappelle les résultats des deux stratégies des sommes d’opérateurs,

celle de [15] qui repose sur la forme explicite suivante de 'inverse de la somme de deux opérateurs
Aet B

1
(4.4) (At B == [(A 7B+ NN
s

!
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sous des hypothéses appropriées sur les résolvantes de A et I3 et sur le contour -, et celle de
[18] se basant sur la formule

1 Aszzfl
(4.5) (A+B)'=— [ =" 4z
17T STz
Y

sous des hypothéses appropriées sur les puissances imaginaires de A et B.

A la section 4.3, on considére le probléme de transmission avec paramétre complexe A

—Au; + My = f; dans G|
w; = 0 sur 0G; \ ¥
(4.6) uy = Uy sur %
2
et gzl = 0 sur 3,

=1

ou [ € LP(G), 1 < p < +00, v; désigne la normale a 3 vers l'extérieur de G, u; la restriction
de u sur Gj;.
Par analogie avec [1] qui a considéré le probléme de Dirichlet (sans interface), on établira
I’estimation :

c(p)

(4.7) |ullo,p < WW

lop RA >0, A#0

pour tout 1 < p < oo, et on déduit que 'opérateur A, défini par

Ap LU= {Aui}i:LQ

Ju;
83/2 =0 sur X},

2
Dy, = {u€ Hy(G); Au; € LP(Gy),ug = uy et Zai
i=1
est générateur infinitésimal d’un semi-groupe a la fois analytique et de contractions fortement
continu, propriété qui nous sera trés utile pour montrer que A, vérifie 'hypothése concernant sa
résolvante dans I’application de la premiére stratégie des sommes d’opérateurs, et celle concer-
nant ses puissances imaginaires dans I'application de la deuxiéme stratégie.

La section 4.4 sera consacrée a I’étude du comportement de la solution du probléme de trans-
mission avec paramétre (4.6), qui n'est autre que I'image de la donnée f par la résolvante de
A,.

La solution est décomposée en partie réguliére et partie singuliére, et une estimation a priori de
la partie réguliére et des coefficients de singularité en fonction du paramétre A et de la donnée
f sera établie.

On aura généralisé au cas p # 2 (1 < p < 00) le théoréme 4.7 de [29] démontré pour p = 2, en
d’autre termes on aura établi 'analogue du théoréme 3.1 de [25] dans le cas transmission.

Dans la section 4.5, par analogie avec les sections 5 et 6 de [28], on appliquera respectivement
les deux stratégies des sommes d’opérateurs a l'équation (4.3).
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La premiére application nous permet en utilisant (4.4) et les résultats de la section 4.4, de
décomposer la solution du probléme en deux parties, mais ce n’est qu’en appliquant la deuxiéme
stratégic qu’on arrive & montrer que ¢’cst cxactement la partic régulicre ct la partic singulicre
de la solution.

L’idée repose essentiellement sur Pécriture de I’équation (4.3) sous forme de somme de deux
opérateurs a valeurs dans des espaces de Banach, I'un opérant sur la variable z, I'autre sur
les variables x et y, ce qui remplace l'effet de la transformée de Fourier partielle réduisant la
dimension de 'espace.

4.2 Sommes d’opérateurs linéaires

4.2.1 Premiére stratégie

Soicnt E un cspace de Banach complexe et A, B deux opérateurs lincaires fermés de domaines
respectifs D(A) et D(B) denses dans E.
Leur somme est définie par

Lx = Ax + Bz,

pour tout z € D(L) = D(A) N D(B).
On fera les hypothéses suivantes sur A ct B
H; Il existe des nombres positifs My, Mp, R, 04, 0, 04 + 0 > 7 et tels que les propriétés
suivantes sont satisfaites
La résolvante p(—A) de —A contient le secteur tronqué

Sa={XN[Al = R, |argA| < 0}.
La résolvante p(—B) de —B contient le secteur tronqué

SB = {)\, |/\| Z R, | arg )\| S GB},

et
M
(A+ N7 < ‘\T, VA€ Sy,
M
I(B+ )| < |—Af Y\ € Sp.

H, Le spectre o(—A) de —A et o(B) de B ne s’intersectent pas (et par conséquent p(—A)Up(B)
coincide avec le plan complexe tout entier).

H. Les résolvantes de A ¢t B commutent, i.c.
A+ B+ =(B+p) A+

pour tout A € p(—A) et tout € p(—B).

Sous ces hypothéses on a

Théoréme 4.2.1 Sous les hypothéses Hy, H,, Hs, lopérateur L (fermeture de L) admet un
muverse.
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Voir [15] pour la preuve.
L'inverse L de L est défini par l'intégrale de Dunford (4.4) oti 7 est une courbe qui sépare
o(—A) ct o(B) ct joint coe ¥ & ooe® ot . cst choisi tel que m — 0 < 0, < G4.

L'unique solution v € D(L) de I'équation

Lv=(A+Bpuv=f

est appelée la solution forte de Lv = f.
Ceci signifie existence d’une suite v, € D(L) telle que v, — v et Lv, — f dans E.

4.2.2 Deuxiéme stratégie

On introduit d’autres hypothéses.
H, E est un espace U.M.D.
Ceci revient a supposer que la transformation de Hilbert est continue dans 'espace LP(IR, E)
pour tout p €]1, 4o00.
En pratique tout espace LP est U.M.D.

Hs IM4; p(A) D] — 00,0] ct

M,
lA+H7 < =5 vt >0,

dMp; p(B) D] —00,0] et

AJB
t+1’

I(B+0) " <

Hg A € L(E), B®* € L(E) Vs € R et AK > 0, 74, T tels que
TA+ T <T,

|A®|| < Kelsl™ Vs € IR,
|B*|| < KelI™ Vs € IR,

ou A% B% désignent les puissances complexes de A et B respectivement, (voir [35] pour une
étude détaillée concernant les puissances complexes d'un opérateur). Le résultat essentiel prouvée
dans [18] est donné par le théoréme suivant

Théoréme 4.2.2 Sous les hypothéses Hs, Hy, H5 et Hg, l'opérateur L est inversible.

La construction explicite de I'inverse de L est donnée par 1’ intégrale (4.5) ot v est une ligne
verticale quelconque contenue dans la bande 0 < Rz < 1.
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4.3 Probléme de transmission avec parameétre

On consideére le probléme de transmission (4.6). Soit ay la forme sesquilinéaire définie sur
V xVouV = H}G) par

2
ou O0v _
a(u,v) = /a{ ) 0x. or + /\uv} dx

G i=1

o a(x) = a; > 0 pour x € G4, i = 1,2. Une formulation variationnelle du probléme (4.6) est
la suivante

trouver u € V solution de

ay(u,v) = /fﬁd:r Yv e V.
G

Il cst clair que la forme sesquilinéaire ay, cst continue sur V x V| clle est aussi cocrcive pour JtA >
0 grace & 'inégalité de Poincaré. De plus, comme H}(G) C L¥ et par suite L ¢ H™Y(G) =V,
on déduit que f e V'

Par conséquent I’application du lemme de Lax-Milgram permet de conclure

Lemme 4.3.1 Pour tout f € LP(G), il existe u € H} (G) unique solution de

(4.8) ay(u,v) = /afﬁda: Yv eV, RA > 0.
G

Les singularités du probléme (4.6) prenuent la forme
S(Tn) = nTA”Lt‘ITL(€)7

ol ), est supposé étre non négative et A2, t,, sont respectivement les valeurs propres et les
vecteurs propres du probléme de Sturm-Liouville suivant

7t;;z(9):)‘72ntm(9) pour 6 c [07 w]’ 0 7& W,
tn(we — 0)=t,, (w, +0),

agt! (w, — 0)=aqt] (w. +0)

t(0) = t,(w) = 0.

Plus explicitement, le comportement singulier de la solution de (4.8) est donné par le théoréme

suivant

Théoréme 4.3.2 Supposons que A, # z% pour tout m € IN*. Alors pour tout f € LP(G), il
existe une solution variationnelle unique uw € H}(G) de (4.6) qui admet la décomposition

(4.9) U= ug + Z 9™

m7= 7
Am€ 0,—2
me] 7 [
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ot uy € PW?P(Q), le coefficient c,, de la singularité S est donné par

(4.10) Cm = /a(f — ) K™ dx
G
avec K" € LY (Q) défini par

1

4.11 Km — =
(4.11) P

(SCm) — ylm)

oty SC™ = prmt, (0) est la fonction dite singuliere duale et v(™) € HYG) est la solution de
(4.12) Av(™ = AS™ dans G,

Preuve: C’est une application directe du théoréme 2.27 de [42]. "
On voudrait établir 'estimation (4.7).

Pour p > 2, on va suivre la technique des sections 1 et 2 de [1] avec quelques adaptations que

nécessite notre probléme.

Pour 1 < p < 2, on procédera par dualité.

Premier cas : p > 2
On définit I'espace
F,={ueW'(Q);Aue LP(Q)}, p>2

F, cst un cspace de Banach avee la norme du graphe :
[ullr, = l[ullip + [ Aullop.

On rappelle la formule de Green, voir par exemple [1].

Théoréme 4.3.3 Pour Q) un domaine C*' polygonal, p > 2, u € F, et v € Wl’p/(Q) ([l) Jrl% =
1) ona

., Ou
(4.13) / [vAu + VuVelde = .Z<7ja_z/j’ 4;0)

Q J=1

1 1 .
Le crochet a droite désigne la dualité entre W™ »*(I';) et Wt (I';).
L’opérateur A, étant défini comine a la section 4.1, on énonce le théoréme suivant qui donne
une condition suffisante pour que U'estimation (4.6) ait lieu :

Théoréme 4.3.4 Si Dy, C WHP(G), on a

&

—/aAu|u|p2ﬂdx—g/a|Vu|2upQdaz
¢ ¢

-2
(4.14) +pT/oz|u|”4ﬂ2(Vu)2dx.
G
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Preuve: On définit

|u|P~*u si u##0
4.1 =
(4.15) ! { 0 siu=0

Siue WH(G) on ave W (G) (voir [7, Appendice I1] ) et d’aprés [1] on a

[u[P~ TV u.

_9
V (JuP~27) = §|u|p—2w +2 .

Par application de la formule (4.13) on obtient

2

Ou; o
/Q[UAU+VUVL‘]CZ:E = /2aia—w|u,i|p wdo
D

G
2

_ Ou;
= |’LL1 |p Qm E (67 ! CZO'
- 3%-
5 =1

=0

On est maintenant en mesure d’établir le résultat suivant

Théoréme 4.3.5 Supposons que lidentité (4.14) ait lieu, alors on a

1
(4.16) lullop < g5l fllo, RA >0,

p
(4.17) o, < m”f“w JA# 0.

Par conséquent il existe une constante c(p) telle que 'estimation (4.7) est vérifiée.

Preuve: La démonstration de (4.16) et (4.17) est similaire & [1], lemmes 1.8 et 1.9.

(4.7) est une conséquence immeédiate de (4.16) et (4.17). "
G étant un domaine polygonal, il n’est pas alors évident que la condition Dy, C WhP(G) soit
vérifice, on aura alors besoin du théoréme 1.12 de [1] qui donne unc condition plus faible que
celle du théoréme 4.3.4 pour que (4.14) soit vérifiée.

Théoréme 4.3.6 Supposons qu’il existe s avec 2 < s <p et Dy, C Whs(Q), alors la formule
de Green (4.14) a lieu.

Preuve: L’hypotheése Dy, C Whs(G) implique que u € F,, d’autre part les fonctions de
W1s(@) sont bornées et par conséquent la fonction v définie par (4.15) appartient a W' (G),
ot 2 + < =1, ce qui permet d’appliquer la formule de Green (4.13) d'ou (4.14). ]
Pour obtenir 'estimation (4.7), il suffit alors de trouver un s > 2 tel que D, C W"*(G).
Or on sait que u appartient a I’espace engendré par PW?P(G) et un nombre fini de fonctions
singuliéres qui se comportent comme 7, (6), 0 < \,, < 1% (voir théoréme 4.3.2). Trouver
s > 2 tel que Dy, C WH¥(G) revient donc a trouver s > 2 tel que 7*t,,(6) € Wh*(G) ce qui
équivaut a % >1— A, Sil— )\, <0 ceci est vérifié Vs € IR, dans le cas contraire on aura

it (0) € WH(G) pour tout s < 5—. Comme —5— > 2 (), > 0), on vient de démontrer
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Théoréme 4.3.7 ds > 2 tel que Dy, C Whs(G) et par conséquent on a les estimations (4.16),
(4.17) et (4.7) ¥p > 2.

Deuxiéme cas : 1 <p <2
On procede par dualité.
Soit 1 < p < 2 et soit u la solution variationnelle de (4.6). On a

au, Q
o= sup {ou, @)

ol
peL? (G) [[o]]0

[ auipdx

(4.18) = sup —fr—
pel¥ (G) llllor

D’aprés le lemme 4.3.1, il existe u, € H}(G) unique solution de
(g, v / Qv Yv eV,
G

de plus puisque p' > 2, d’aprés la partie précédente on a 'estimation
c
(4.19) [uplloy < WH‘PHO,W

Revenons a (4.18) on obtient

lawllo, =  sup ax(ug, u)
weLP' (G) el
_ sup ax(u, uy)
el (G) ollop
Jafu,
G

= sup
wel? (G) [ llo

< sup [/ llo.pllwglloy
wel?' (@) el
I'estimation (4.7) en découle en utilisant (4.19).
Récapitulons : on a démontré le résultat suivant
Théoréme 4.3.8 Soit u € HY(G) la solution variationnelle de (4.8), alors pour tout 1 < p <
00, u vérifie les estimations (4.16), (4.17) et (4.7).

Corollaire 4.3.9 Pour tout 1 < p < oo, A, est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
de contractions fortement continu qui préserve la positivité.

Preuve: En effet : 'estimation (4.16) permet d’assurer d’une part

que }07 OO[C p(*4p) et

1A, = )7 < (A>0),

>| =



et d’autre part, que —A, est non négatif.

Par conséquent en appliquant le théoréme 1.3.4, on déduit que D(A,) = X puisque X = LP(G)
est réflexif. Ainsi en appliquant le théoréme de Hille-Yosida, on en déduit que A, cst génératcur
infinitésimal d’un semi-groupe de contractions fortement continu qu’on notera e~*4» pour ¢ > 0.
Pour terminer la démonstration on a besoin du lemme suivant

Lemme 4.3.10 Soit f € LP(G), A > 0 et u la solution variationnelle de (4.8), alors on a :
f>0=u>0.

Preuve: On écrit comme dans [39] v = v —u~ ot u™ = sup(0.u) et v~ = sup(0. —u). On a
ut et u~ appartiennent & H}(G).
Appliquant I’égalité variationnelle & v = 4~ on obtient

/aV(u+ —1L_)Vu_d:1:+/\/(u+ —u ) udr = /afu_dx.

G G G
Ceci implique :
—/oz|Vu|2dx—)\/|u|2dx—/afu_—dx, A > 0.
G G G
Doncsi f>0onau =0douu=u">0. n

Soit maintenant f > 0, par 'approximation de Yosida on obtient

=y . A (N A1
e tApf — lim 6t/\Ap(/\ Ap) f
A—oc

= lim ct{’\2(A_A”)7l_’\}f

A—oC
_ 1 —At tAZ(A—Ap) !
Jim e e ]
. N Pk ~
= [lim [e ”Z( k,) (A= 4p) kf],
k>0 ’

le lemme 4.3.10 implique que (A — A,) 71 f > 0 d’ot e~ f > 0 donc le semi-groupe de contrac-
tions correspondant préserve la positivité. (]

Corollaire 4.3.11 Pour tout 1 < p < oo, A, est générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique.

Preuve: Se déduit immédiatement du théoréme 1.3.12, puisque D(A,) = X et on a l'estimation
(4.7). .

4.4 Reésolvante du probléme de transmission dans un do-
maine a coins

Le but de cette partie est 'extension du théoréme 4.7 de [29] aux normes LP avec 1 < p < 0o.
On considére toujours le probléme (4.6).
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La solution variationnelle de (4.6) admet la décomposition (4.9), et le coefficient de singularité
est donné par (4.10).

Afin d’obtenir unc cstimation a priori par rapport & A, on commence par modificr I’expression
(4.10) pour avoir une formule exacte en fonction de f.

Lemme 4.4.1 Pour tout m € IN*, 3T €'V solution de

(4.20) ax (T w) = X/ozK(m)de, Yw e V.
G

Par conséquent sous I’hypothése du théoréme 4.3.2 on a

(4.21) . / oo™,
G

ou

(4.22) W™ — m) _ pm)

Preuve: La relation (4.20) est une conséquence directe du lemme 4.3.1 puisque K ¢ Lp,(G).
D’apres (4.10) et (4.20) on peut écrire

Con = /afK(””)d:): — ay(u, T™).
G

Comme u est solution du probléme variationnel (4.8) et T(™ € V on peut donc écrire :

ay(u, T = /osz(”“)d:c.
¢
(4.21) découle alors des deux identités précédentes. n

I étape suivante consiste a transformer w™ pour qu’on puisse estimer sa norme L¥ par
rapport a A. D’aprés (4.11) et (4.22), on peut écrire :

(423) w(m) - wm - ¢m
gu

1 e TVAG(-m) si Ay < 2 —
(4.24) Yn =5y

™ e VAL 4 /) SE™ siZ2—1< Ay <2

et ¢, est le reste.
¥, est défini de facon qu’on ait 1, et (—=A + A, dans L¥ (G).
En effet, un calcul direct nous donne :

(1 - 2/\7”)\/}11}_;” + 7y, si )\m < Z% -1
3—2\in .2 2
M A Ym + T si S —1< A, <3
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avec

— — . é é —p . .
—Qﬁfe VA Amg /\}ﬂ vnV (e VAR /\mtm> siA, < z% -1
) - —
Fm= 4 SR+ Ve Pyt = BATYT (oA, )
é
\ +(e7VAPTAmt, YV si z% —1< A\, < ]%

Lemme 4.4.2 1] existe une constante C' > 0 (indépendante de X et m) telle que :
2
(4.26) =2+ Nl o ey < CIVAP

Preuve: Les termes de r,, sont a décroissance exponentielle en v\ dans n’importe qu’elle
norme, puisque An et Vn s’annulent au voisinage du coin. Pour un certain ¢ > 0, on peut donc
démonter que

(4.27) il vy < Ce ™A,

D’autre part, la forme explicite (4.24) de 1,, nous permet d’écrire

o
I \/_%TLH , < C/ |\/X|plc_p,’"%‘/xr_(’\"LJ“l)p/Jrldr
0

si/\m<1%—1,et
3 —

H1+\/_

20
,leH < C/ |>\|p/67p/r%ﬁ7’7/\mp/+1 dr
0

st —1< A\, < 2.
Par le changement de variables s = 3/, il vient que

nym 0./ < C|\/_ rn+()72/ s /\m < ]% o 17
(4.28)
m Am+2-2 .
N2 oy < CVAM 2 F 62 -1 a < 2
Les estimations (4.27) et (4.28) impliquent (4.26) grace a (4.25). "

Lemme 4.4.3 [ existe une constante C' > 0 telle que

(4.29) 0™ ||or < CIVAP™ 7

Preuve: D’apreés la décomposition (4.23) il suffit de prouver que ¥, et ¢,, vérifient I'estimation
(4.29).

Or la forme explicite de v, donnée par (4.24) implique facilement que

(4.30) Wmlloy < CIVAM T,
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alors que ¢, est considérée comme étant la solution variationnelle de (grace a (4.12) et (4.20)

a/A(Q)’llLaw) = /Q(A + )\)1/17”@6[.73 Yw e V.
G

Pour I'estimation de ¢, en fonction de A, nous suivons la technique de |25|, nous écrivons ¢,,
sous forme de deux fonctions comme suit

ol g, = —(1 — 1)y, avec

e VAT, sid, <2 -1,
gp’lrb = \/X A - 2 P 2
eVl 4+ r\/X)r_ " si 5 — 1<, < 5

et h,, est la solution variationnelle de

hy, € HYG)

(A +XNhpm = (A + Nom
Comme g, s’annule au voisinage du coin, il est clair que
(4:32) [ ginllogr < Cem ™A

pour un certain € > 0.
D’autre part on applique a h; 'estimation (4.7) dérivée dans la section précédente

C
[1nllopr < WH(_A + A)@mllop-

Il est clair que (=A 4+ X)@m = (A + Ny, avec 1, = 0 et p = 1. Il en résulte que (—A+ N
vérifie aussi 'estimation (4.26) d’ou :

(4.33) Vomllor < CIVAP
(4.31) et (4.32) avec (4.33) nous donnent
: Am—2
9mllop < CIVA™ .
Cette derniére estimation avec (4.30) nous permettent de conclure estimation (4.29). L]

Théoréme 4.4.4 Sous les hypothéses du théoreme 4.3.2, uw admet la décomposition

(434) u = ’LLR —|— Z cmef’l‘\/XS(’llL) _|_ Z cme—y-\/x(l —'— T\/X)S(””)

l/_l<AnL<% AIILS%_]‘

P P p
ot up € PW%P(Q) satisfait a
(4.35) lurllpwzee) + [VAurllwre@ + IMugloe < Clf e
et ¢,, satisfait a :

(4.36) lem| < CIVAM 7| flloy
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Preuve: L'estimation (4.36) découle de (4.21) et (4.29).
Il nous reste a établir (4.35).
La décomposition (4.34) résulte de (4.9) en posant

Up = uy — Z cm(e_’"ﬁ —1)5™)
2 _1<dm<2
p p
— Z Con [c_rﬁ(l + r\/X) — 1} Sm)
Am§§—1

parce qu’on peut facilement prouver que (e*“/X —1)St™ € PW2P(G) si Ay, > 1% — 1 alors que
[wﬁa V) — 1} S € PW2(G) si Ay < 2 — 1.

D’apres le théoréme 2.27 de [42] et le lemme de Pectre (Lemme 1.3.1), il s’cnsuit

lugllpw2rcy < C {I1Aurllr@) + lurllr e }

(4.37) < CH{II(=2 + Nusllrc) + (L + M) sl §
On applique & ug I'inégalité (4.7)

<

(4'38) ||UR||LP(G) < |)\|

(=4 + Mgl e

Il suffit donc d’estimer (—A + A)ug en norme LP.
En effet : en utilisant (4.34) on obtient

(A+Nup=f = D en(=A+) (e VA8)

§—1<>\m<§

- Z Cm(—A+N) [e*“a(l +rVA) — 1} Sm)

AmS%_l
P
En d’autres termes, on a a estimer
— —-rvA g(m) L2 2
(A+/\)(e S ) S2-1<h, <2
F, =
(A + ) [e VA1 + VRS SAn < 2 -1,

ce qui s’obtient directement
l/_Aﬂ'L
||Fm||LP(G) < C(|\/X|p

ceci avec (4.36) implique
(4.39) I(=A + Nugll < [fllzee)-

Enfin on utilise 'inégalité de convexité usuelle pour Iestimation de |[ugl/w1.e(G).
En effet :

||UR||]/‘/'1,p(G) < EHURHPWZ,p(G) -+ K671||’UB| Lr(G) Ye > 0.
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Pour € = [v/A|~! on obtient
(4.40) VA urllwie < llurllpwese) + K[ |url o),
les estimations (4.37), (4.38), (4.39) et (4.40) permettent d’établir (4.35). "

Corollaire 4.4.5 Sous les hypotheses du théoréme 4.8.2, u admet la décomposition :

(4.41) u=up+ > cmihn(N),
0<Am <2
P
ol
e~ VA G(m) St 1% —1l< A\, < 1%
(4.42) Ym(A) =
e VAL + V) S $idm <21,
et ug € PW??(Q).
Le comportement de ug et c,, par rapport a A est donné par
1 m
(4.43) lugllpw2oic) + IMlurlme + Y N7 |en] < Cllf e

0<Am<
pour tout X dans le secteur |arg(\)| < 0y ot Oy €]0, 7| est un angle donné.
Avec la notation déja introduite a la section 4.1, on peut écrire
w= (= A+ ),

par conséquent la décomposition (4.41) implique une décomposition similaire de la résolvante
de A,.
On a

(4.44) (4, + N = RO + T,u(N) @ (V)

0<>\m,<p

ot R(\) est l'opérateur linéaire continu de LP(G) dans PW2P(G) défini par
ur = R(A)f

et T,,,(A\) est la fonctionnelle linéaire continue sur LP(G) défini par

(4.45) Cm = Tm(N)f.

L’estimation (4.43) implique

(4.46) [ RO v (@)= Pw2e @) + MR r @) r@) < C
et

Am _ 1
(4.47) ||Tm(/\)HLp/(G) <CIA 2

pour tout A tel que |arg(A\)| < 6.
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4.5 Probléme de transmission dans le cylindre

Soient B, ¥, G;, définis comme & la section 4.1 et soit B; = G; x IR . Le long de cette section,
les variables dans G seront notées x et y (x + iy = r¢'?) et la troisiéine variable dans B par z.
Pour plus de clarté, on notera A I'opérateur de Laplace en 2d alors qu’on le notera A en 3d.
Etant donné g € LP(B), on cherche v si possible dans PW2?(B) N W *(B), solution de

Av; = g; dans B;

(4.48) V] = V9 sur ¥ X IR
‘ 2

S = sur 2 x IR

L’¢quation Av; = g; peut ¢tre aussi ¢erite sous la forme

(44:9) ngz -+ A’Ui = q; dans Bl

4.5.1 Application de la premiére stratégie

On va appliquer le théoréme 4.2.1 a I'équation (4.49). On commence par préciser 1'espace F
ct les opérateurs A ct B.
On choisit pour E 'espace
E=17B)=LP(R, X)

ou
X = 17(G),

et on définit les opérateurs A et B par
—A’U = {A’Ui}i:LQ

pour v € D(A) = L” (IR, D(4,))
—Bv = ng
pour v € D(B) = W*F(IR, X).
Dorénavant, on désigne par C' Uopérateur défini par :
Cv=D,v

pour v € D(C) = W'P(IR, X)
On sait que 0(C') = IR et pour ¢ € E on a :

— [ et V(s  0)ds si Rp <0
t

(4.50) (€4 ut) o) o) =1
[ e Ht=9¢(s,0)ds si Rp > 0,

—0o0

d’ot I'on déduit 'estimation

1
(451) €+ i) ety < e Vi, Ry,
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Propriétés spectrales de 3

La densité de D(B) dans E résulte du fait que D(B) contient l'espace C§°(IR, LP(G)).

On peut écrire —B = P(C) oil P est le polynome P(z) = 22.

De fagon plus générale, si B est un polynéome de C, on a les lemmes suivants
Lemme 4.5.1 Soit —B = P(z) ou P est le polynéme
P(z)=2>+az+b

avec a, b réels. Alors on a :

(i) o(=B) ={=¢* +iag +b, {€ R}
i) Il existe R > 0 et O €]0,Z]| tels que l’ensemble résolvant p(—B) contient le secteur
2 P

Sy=4{2€C; |z| >R, |argz| <7 —0p}

(1i1) Pour tout A\ € Sy on a

(152) 1B+ e =0 (575 Mes,

(vi) Pour b < 0, il existe M tel que

M

(453) 1B +07 <

Preuve:
(i) résulte de I’application du théoréne spectral.
(ii) o(—B) est la parabole coupant 1'axe des = au point b, tournée vers les = négatifs et donnée
par ’équation :

y? = —a*(z —b).
Les deux tangentes a cette parabole aux points de coordonnées (b — 1,a), (b — 1, —a) sont
données par les équations : al

a

y:l:az:l:;(x—b—kl),

elles se coupent sur I'axe des 2 au point r = b+ 1 avec un angle ez €]0, | de tangente

tanep = L';‘, ainsi 'ensemble résolvant contient le secteur

{z€C; |z| >0,|arg|z— (b+1)]| < ™ —ep}.

Donc pour e suffisamment petit, 3R > 0 (R = |z| ou zy représente le point d’intersection de
la demi-droite | arg z| = m — (e + €) avee la tangente & la parabole au point situé¢ au dessus de
l'axe des z) tel que p(—B) contient le secteur

{z€C; |z| >R, |argz| <7 —(eg+¢€)}.
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(ili) Pour tout A € Sy, 'équation P(z) = A admet les deux racines complexes :

—a £ +/a®>—4(b—\)

Zj:()\) = 9 s

ou la racine carrée est la détermination analytique définie sur le plan privé de ’axe réel négatif.
Donc

(4.54) (B=N"=(C—=zMN)C-=\)"

Il est clair que 2y (\) =~ £v/X pour |\| assez grand. Ainsi (4.52) résulte de (4.51) et (4.54).

(vi) b < 0 implique que [0, 00[C p(—B), ainsi Popérateur B + ¢ est iuversible pour tout ¢ > 0,
(4.53) résulte de (4.52). "
Le lemme 4.5.1 permet de conclure que dans notre cas particulier —B = D?, 'opérateur B
vérific 'hypothase Hy ot on a o(—B) =] — o0, 0].

Propriétés spectrales de A

Les propriétés de A sont celle de de sa réalisation —A,. Grace au corollaire 4.3.11, on sait
que A, est générateur infinitésimal d'un semi-groupe analytique, il résulte du théoréme 1.3.12
quil existe 0 < 7 < 3 tel que —A,, est sectoricl avee angle spectral < § —7 < 3.

Par conséquent A vérifie 'hypothése H; pour un § < 04 < 7.
D’autre part, il est facile de vérifier que 'opérateur Ay associé a la forme quadratique (u,v) —
(Vu, Vv), dans espace L?(G) muni du produit scalaire

(u,v) — (u,v)q = /auvdx,

G

est autoadjoint, positif et anticompact.

On en déduit que o(A) ne contient que des valeurs propres isolées positives 0 < A\; < Ay < \j...,
ainsi avec o(—B) =] — 00, 0], 'hypothése Hy est clairement vérifiée.

L’hypothése de commutativité Hy se déduit du lemme suivant

Lemme 4.5.2 Avec B défini comme au lemme 4.5.1, les résolvantes de A et B commutent.

Preuve: Grace a (4.54), il suffit de montrer que les résolvantes de A et C' commutent.
Cela résulte immeédiatement de la formule (4.50) de la résolvante de (—C') et de celle de A
donnée par

(A=ante) (1) = 5 | [ et usepde x wy(a)

T

ot w; est la fonction propre associée a la valeur propre \; et ¢ appartenant a un sous espace
dense dans F. -

Les hypothéses H;, Hy, H3 étant vérifiées, il s’en suit que 'opérateur somme L de A et B est
fermable et sa fermeture L est inversible.
Ceci assure Dexistence et unicité d’une solution forte v € D(L) de I'équation

—Lv=h
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De plus, v est donnée explicitement par

1
4.55 v=— [(A+ N7\ = B) thd),
(15) [ (70 B)
v
ol v peut étre pour l'instant, I’axe imaginaire avec un petit détour & droite pour séparer le
spectre de —A ct celui de B.
Vz, on peut écrire :

(A+AD)TR] (2) = (=A, + A)7'h(2),

oll on a considéré h comme une fonction & valeur vectorielle de la variable z seulement.
Par conséquent, utilisant (4.44) on peut réecrire (4.55) comme suit

(4.56) v=uvg+ Z U,

0</\m<§
ol
(4.57) i — % / ROV — B)'hdx
Y
1 1
(458) tm = g (L0, 0= B) b ()
Y

Dans cc qui suit, de fagon similaire & la scction 6 de [28], on va montrer que vy € PW?2#(B) ¢t
donc elle est la partie réguliére de v, tandis que v,, englobe le comportement singulier de v.
Notons qu’on différe de [28] dans la définition de 'opérateur A, 'opérateur B étant le méme.
Ceci provient du fait que la fonction o dépend seulement de 6, ainsi 'interface n’agit pas sur la
variable z. Ceci étant, pour I’é¢tude de v,, et la régularité de Aw,,, on reprendra les paragraphes
6.3 et 6.4 de [28] sans aucun changement.

Une étude directe de v,,
On va montrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.5.3 Supposons que 1% — A\ Mest pas entier, alors il existe une fonction

G € W7 P ([R)

telle que :
(4.59) Vi = (K * Gm) Sm
ol
— our \,, >1—2
(4.60) Kon(rt) = {705 ' P

et la convolution étant en t.
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On montre d’abord la proposition suivante qui donne une représentation explicite de ¢,,, ceci
nous permettra par la suite de prouver sa régularité.

Proposition 4.5.4 L’identité (4.59) a lieu avec

(4.61) G — —% (To(\); (A = B)~"h)d).

Preuve: On suppose que h € D(B), espace dense dans LP(B). Donc on peut appliquer la
transformation de Fourrier partielle en z a (4.58). On obtient
1 h
O = — [ {T(N); ——= ) (N)dA,
b= 5 [T g )
5

ou 7 représente la variable duale de z.
La décroissance a l'infini de T,,,(A) et ¥,,,(A) due & (4.47) et (4.42) nous permet d’appliquer la
formule de Cauchy. On obtient

ZA}m = *<Tm(7—2); B>¢’I1L(7—2)
_<Tm(7—2); B>C—7-|r\5(m) SiA, >1-— %
2\. —r|T m : 2
_<Tm(7— ),h>(1+7°|’7'|)€ | ‘S( ) Sl )\m g 1_}_7

Ceci peut étre considéré comme la transformée de Fourier d’une convolution en z. On peut
donc Gerire
m

ol

et
c il siAy, >1-2
o p
(1 +7|7])e "I si Ap <12,

Une application inverse de la formule de Cauchy montre que

1 h

Am = T T'm YN o )
¢ 2 (Tn(A) A — T2>d)\
~

et par conséquent

1
m = TS - Tm /\ ) A - B _lh dA,
=5 [{T0): (A= B)h)
S
Par densité, cette identité est facilement étendue a h € LP(B). "
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Proposition 4.5.5 L’application h +— q,, est continue de W*P(IR,X) dans W*T7P?(IR), ou
(r:]%—/\m el0<s<2—0 (avecs#1ets+o#1)

Preuve: On utilise la caractérisation de W*P(I?, X) comme une interpolation réelle entre
D(B) = W*!(IR,X) ct LP(IR, X).
h € LP(IR, X) appartient a W*P(IR, X) ssi (grace a la définition 1.2.3 et la proposition 1.2.8)

“+o00
(4.62) / |2 B(B + AI)*thpﬂ < 400
T
0

en norme LP(IR, X), sur tout rayon {\; A = re?} dans p(—DB) i.e. |0| < 7.
On utilise une caractérisation similaire de l'espace W¥t°?(IR). Pour cela on désigne par N
lopcrateur dans I'espace LP(IR) défini par

Nq:_DEC]

pour ¢ € D(N) = W2P(IR). Suivant la méme référence g € LP(IR) appartient a W*'7(IR) ssi

+o0
STa dt
(4.63) / 1t N(N +1) g’ < oo
0
en norme LP(IR).
Il est clair que
1
N(N + )7 = —5= [ (Tm(N); B(B + 67\ — B)7h)d,
i

gl
par une autre application de la formule de Cauchy , on obtient

dA

NN +1) g = — [ (T (\): BO — B) )3

- 2mi
S
Par (4.47) et le fait que B(B — \) ! reste borné quand A — 0, on peut remplacer le contour

par ’axe imaginaire. Par conséquent

+oo
_ -1 . L dy
N(N+t) 1qm = Q_TI'Z <Tn (—Zy),B(B+2y) 1h>m
0
1 ' d
; Lo\— Y
oo [ Etivy BB = i)
0

Les deux intégrales se comportent de fagon similaire. On va montrer qu’elles vérifient (4.63).
En effet, Pestimation (4.47) implique

1T (iy)|| < Kyl 2
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D’autre part on a
IB(B +iy)~"h|| < n(y)

+oo |
o [ yTn(ylrL < 400,
0

Il s’en suit que, a une constante preés 1757 N(N +t)~'g,, est borné par

s+o s .
C’est la convolution multiplicative de t +— \f/l—;‘;z avec la fonction y27(y) dont la p éme puissance

cst intégrable par rapport a la mesure %. Le théoréme de Young implique (4.63) si

55 dt .
N — (X),
1+t

O\g{,

ce qui est vérifié quand HT" <1 (]

Proposition 4.5.6 Sic n’est pas entier, l’application h — q,, est continue de B*P(IR, X) dans
WoP(IR).

Preuve: Il est clair que application h — ¢, commute avec la translation en z. On déduit de
la proposition 4.5.5 qu’elle est aussi continue de W™ P(IR, X') dans W™ T*T7P(IR) pour m € Z
et o comme auparavant.

Une interpolation réelle implique la proposition 4.5.6, voir [48] pour la définition de 'espace de
Besov BY?(IR, X). "
Preuve du théoréme 4.5.3

D’aprés un résultat de [44], LP(IR) est un sous espace de B%P(IR) a injection continue. Ceci
implique par le théoréme de Fubini que LP(IR, X) est un sous espace de B*?(IR, X).

On conclut que h — ¢, est continue de LP(IR, X') dans WP(IR). "

Régularité de Av,,
Théoréme 4.5.7 L’application g, — Awv,, est continue de WP(IR) dans LP(B).

Preuve: Soit

f’m = Avm
= A(Ky * g) S
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La transformation de Fourier partielle en z implique

fm - Afm + (77—)2fm
= A(Km - S™Ng — 74K - S™) i

—(2\, + 1)|T|6_T‘T|dm$ si Ay > 1% -1

_ 2—rlrly glm) ; 2
(2A\ 4+ 3)7%e G, S si Ay, < > 1

On commence par considérer le cas le plus simple quand \,,, > 1 — 2, et on introduit les noyaux
) P
définis par

Hr,r) = rel
Lir,t) = |r]e
A une constante prés, on a
g(m) 1 S(m)
{L * Qm}_ - {Up(;) * H * Qm} r )

d’ou Pexistence d’une constante C' telle que

| fonll Loy < ClI[{H * qm}—llLv(B>
On a

H(r,7) = re'l
= 7K, = iK'

ainsi H se comporte comme la dérivée en z du noyau K,,, par conséquent on a

T2 22

/Hrt 71(r.0) = 0.

En posant g, = {H * qm}%m), on a

S(m)
Im = /Hrsqm )ds

(4.64) |H(r,z)| =0 <#>

D’autre part, on a




et par conséquent (4.64) implique

+oc
|gm| T / |Qm(z *23) - CIm(Z)|dS
T

+ s?
“oo
L’hypothése g, € WP(IR) signifie que
+00 +00

ou de maniére équivalente que K € LP(IR) ou

— ~)|P
/|qmz ) =P

2p—Amp—1

On utilisera cette fonction K pour estimer g,,.
En majorant la norme de l'intégrale par I'intégrale de la norme, on obtient pour une constante

c.
+o0
/ gl dz

“+o0o

(xj — — ~ p
Cphm— / /|sz 23 gm(2)] d B
(r2 4 s2)p

2-Am—1
< Ot /K(s)s—ds.

r? 4+ 52

B =

IA
Q

—0o

il s’en suit que

/ | gm [P dz < / |gn [PrdrdOdz
B B

1
_ » 1
) +00 +00 327’\’”7% P
< Cwr prm=1 K(s)—5——ds | rdr
T+ S
| O —00
1
[ +o00 +oo g 1 P75
1 ao—142 [ K(s)s” " rds\ dr
= Cuwr romT T —— | —
re+s s r
| 0 —oo J
1
[ 400 P>
1 phn=1 5 ds dr
r +s S r
L 0 A
1
[ +oo +00 P05
1 Ap—142 N 1., .ds | dr
— ot | [ [t [ (D) sreE)
s s r
. 0 —o0 A




ol le noyau x est défini par
2
T.Amfl‘i’g

K(r) =

1
L’intégrale intérieure est la convolution multiplicative de x avec la fonction s» K dout la p éine
ds
=
Le théoréme de Young implique alors que g, € LP(B) dés que & est intégrable pour la mesure
dr

r24+1°

puissance est intégrable par rapport & la mesure

=
Cette derniére condition est équivalente a supposer que )\m+§ €]1, 3], ce qui est vérifié puisqu’on
a A, + 2 €]1.2[.

Considérons maintenant le cas \,,, <1 — %, dans ce cas

fn = — (20 + 3)72e "G, S0™)

On d¢finit Ie noyau M par
M(r,7) = 72",

Avec cette notation, on a & une constante prés

ot M se comporte comme la dérivée seconde en z de K, (r,z) =

Mir,z) = ((7’2 :22)g>

m , par conséquent

et

En procédant comme au premier cas, on obtient la preuve de la continuité de l'application
q’flL = A,UTIL'

4.5.2 Application de la deuxiéme stratégie

Maintenant, on est en mesure de prouver la régularité de vg.
Revenant a (4.56). On a

Av; = A’URJ; + Z A'U',nﬂj dans B;.

Am < 5
Par conséquent

(4.65) Avg; — VR = gri = fi — Z AUp; — VR

/\m<§

gr € LP(B) par les théoremes 4.5.3 et 4.5.7. D’autre part, (4.46) implique les estimations
suivantes

1
||R()\)||LP(G)4>H;‘)‘:1LP(G7.) =0 (W)

80



IR | r@y—n2_ w2e@,) = 0(1)

Par interpolation, on obticnt en utilisant (1.9) ct la Proposition 1.2.9

1
IR r(@y— = 0 <|/\|€> 0<e<l1
= [H?:1LP(GL‘)) H?:1W2’])(Gi)] ep
= [Lp(Gl), Wg’p(Gl)]E7p X [LP(GQ), W2’p(G2)]

= I, WG, s=2(1—e).

Eip

d’otl 1
HR()‘)HLP(G)—»PWS’P(G) =0 (W) , s <2

Ceci avee (4.52) montre que
(4.66) vg € LP(R, PW*7(G))

Notons que u € PW*?(G) ssi w; € PW*P(G;), i = 1,2.
pour tout s < 2, puisque l'intégrale (4.57) converge dans cet espace grace a 'estimation

_ 1
IR = B) ™2l Lo, pwesicy = 0 <|,\|—1+e> '
Nous allons appliquer le théoréme 4.2.2 pour 'étude de I'équation (4.65), pour cela on lécrit
D?vp;+ Avpi — vri = gr

On commence par préciser E, A et B.
On définit I'espace F et I'opérateur A exactement comme & la section 4.5.1. On différe dans la
définition de l'opérateur B.
Soit By 'opérateur défini par
—Byw=D*—v

pour v € D(By) = W??(IR, X).

On va vérifier les hypothéses Hs, Hy, Hs et Hg du théoréme 4.2.2.

En effet :

L’espace E est U.M.D et par conséquent Hy a lieu.

Le lemme 4.5.2 implique, dans ce cas particulier P(z) = 22—1 que 'hypothése de commutativité
H; est vérifiée.

Unc application directe de (vi), lemme 4.5.1 permet de conclure que Vopérateur B vérific
I’hypothése Hs.

De méme que pour I'opérateur A, cette hypothése est vérifiée grace au théoréme 4.3.8.

Reste & vérifier 'hypothése Hg pour A et B.

D’apres le corollaire 4.3.9, A, est générateur d'un semi-groupe de contractions qui préserve la
positivité. Le théoréme de Coifman-weiss [14] implique que

dJK >0:Vse R, HA;SH < K1+ \s|)c%‘s|.
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Cette estimation assure seulement ’existence de deux constantes € et /K (¢) telles que

K >0:Vs€ R, ||[AZ| < K(c)el+2)ll,

T

On peut dire que A vérifie Hg avec une constante 7 > 7,

ce qui n’est pas suffisant puisqu’on
vise la somme de deux opérateurs.
Considérons le cas particulicr p = 2.
A, est un opérateur non négatif et autoadjoint dans X = L?(G). Par conséquent A% est une
contraction pour tout s € IR, i.e.,

A5 =1

Par intcrpolation, on déduit Pexistence d'un 74 < 3 tel que
|AF (| = 0(ePim™).

D’autre part, (14 72)% cst le symbol de Uopérateur (B;)%, par conséquent on a
1(B1)” || = 0(eP)

pour tout € > 0 par le théoréme de Mikhlin.
On peut donc appliquer le théoréme 4.2.2, ceci montre l'existence et 'unicité de

wr € D(L) = D(A)N D(By) = LP(IR, D(A,)) N W*P(IR, X),

solution de
Lwg = gg.

Il n’y a pas de raison pour que wg coincide avec vy, cependant la différence
Yr = VR — WR
appartient a LF(IR, H}(G)) et est solution de
Dﬁui + Au; —u; =0, dans B;

donc elle peut étre développée suivant le systeme complet des fonctions propres w; de I'opérateur
Ay dans L%, on obtient

(4.67) yr =Y (0,6 + be ™) w;(0),

j=>1

ol C;‘) = );j + 1. Tout les coeflicients a; et b; s’annulent puisque les exponentiels intervenant
dans (4.67) n’appartiennent pas a LP(R). Ainsi ygr = 0 et par conséquent

(4.68) vp =wp € L*(IR, D(A,)) N W (IR, X).

A premiére vue, ce n’est pas le résultat de régularité qu’on s’attendait a avoir pour vg, puisque
D(A,) contient les solutions singuliéres. Cependant, grace a (4.66) et (4.68) on obtient

vg € LP(IR, PW*P((G)) pour tout s < 2.

De plus, on peut facilement montrer le lemme suivant
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Lemme 4.5.8 Pour s < 2 suffisamment grand, on a
D(A,) N PW*P(G) € PW?P(GQ) N W,*(G)

Preuve: Soit u € D(A,) N PW#®P(G). Par définition de D(A,), v s’annule sur dG. Il suffit donc
de choisir s > 1 pour avoir D(A,) N PW?(G) c W, P(G).
D’autre part, si u € D(A,), en peut l'écrire suivant (4.9)

u=uy+ Z cm7]r_’\’”tm(9).
0<Am<2/p’

Si on suppose de plus que u € PW*?(G) pour s < 2, on obtieut

(DES

Am—1
m t
// I 7"2+"P Idrd9 < +o00,

ou o est la partie fractionnelle de s, de sorte que s=c+1,0< 0 < 1.

Cette intégrale converge si et seulement si \,, > o+ 1. Or (., (0) € PWP(G) ssi Ay, > 2/
Sachant que 1 < 2/p’ < 2, il suffit de choisir 0 < ¢ < 1 suffisamment grand de sorte que
o+1>2/p. "

Par conséquent on a
vr € W*P(R. X) N LP(R, WI(G) N PW>*P(G))

et donc vg,; € W*P(IR, LP(G;)) N LP(IR, W*P((,)), i = 1,2.
Rappelons le lemme 4.4 de [28§]

Lemme 4.5.9 Soit G un domaine ouvert borné de IR"™ a frontiére Lipschitzienne, alors
W2P(IR, LP(G)) N LP(IR,W>?(G)) € W*P(B).
Preuve: Il existe un opérateur de prolongement P qui injecte continiiment
LP(G) dans LP(IR")

et
W2P(G) dans WP(IR™).

Alors pour une fonction

u € WP(IR, LP(G)) N LP(IR, WP(@)),
la fonction Pu apparticnt a

W2P(IR, LF(IR™)) N LP(IR, W?P(IR™)).

Cet espace coincide avec W2P(IR™™) par le théoréme de Mikhlin. Par conséquent u, la restric-
tion de Pu a B, appartient a W2P(B). ]
On en déduit de ce lemme que vg; € WP(B;), et par conséquent vy € PW?2P(B).

La conclusion est la suivante
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Théoréme 4.5.10 1] existe vy € PW2*(B)NWP(B) et des fonctions g, € TVﬁ_/\m’p(]R) tels
que la solution v du probléme (4.48) admet la décomposition

U =vVR + Z (I(m * qm)S(7n)

/\m<§

ot le noyau K., est donné au théoréme 4.5.3 et les fonctions singuliéres SU™) sont données a la
section 4.5.
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