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Introduction



1- REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

Différents problémes rencontrés en théorie de la conduction thermique [5, 6, 19, 20, en
thermoélasticité [30] et en physique des plasmas [29] peuvent étre ramenés a des problémes
aux limites avec conditions intégrales. De tels Problémes ont été étudiés dans [2, 3, 4,
5, 6, 7,9, 12, 19, 20, 21, 31, 44] pour les équations paraboliques, dans [26, 36] pour les
équations hyperboliques et dans [13, 14] pour les équations du type mixte. La méthode
utilisée dans [3, 4, 12, 13, 14, 21, 44] est celle des inégalités énergétiques. Le but de
ce travail est Pextension de cette méthode aux équations pseudoparaboliques. Différents
problémes aux limites pour équations pseudoparaboliques ont été étudiés par differentes
méthodes dans [8, 11, 33).

De tels problémes sont recontrés en théorie de filtration des eaux dans les milieux &
double porosité {1}, dans les problémes de transfert de 'humidité dans le sol [10] ainsi que
dans d’autres problémes naturels similaires.

La méthode des inégalités de 'énergie, appelleé aussi méthode d’analyse fonctionnelle
trouve son origine dans les travaux de I.G. Petrovsky [25] utilisés dans la résoulution du
probléme de Cauchy lié aux équations du type hyperbolique. Par la suite les développe-
ments importants de la méthode sont dus a J. Leray [24] et L. Garding [18].

La méthode a été également utilisée et developée dans les travaux de O.A. Ladyzen-
skaja [22], K. Friedrichs [17] et N. Yurchuk [37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44], on peut
également citer les travaux de F. Rebbani et V.I. Chesalyn [27, 28].

Le schéma de la méthode a été donné pour la premiére fois par A.A. Dezin [16], et
qui peut étre résumé comme suit :

Tout d’abord on écrit le probléme posé (P) sous forme d’une équation opérationnelle

Lu=f, u € D(L)

ou Vopérateur L est considéré de 1'espace de Banach F dans l’espace de Hilbert F' con-
venablement choisis.

Aprés, on établit les estimations & priori pour I'opérateur L et on montre la densité
de I’ensemble des valeurs de cet opérateur dans ’espace F.

Plus exactement, dans le présent travail on suivra le schéma suivant :

On établit deux estimations & priori bilatérales

ILullp < cllulg, (1)
lullg < clilullp- (2)

(2) Est dite inégalité de I’énergie. Cette estimation est obtenue en multipliant I’équation
donnée par un opérateur Mu et en intégrant sur le domaine. le choix de 'opérateur Mu
est fondamental, il est dicté par I’équation et les conditions aux limites.

De l'estimation (1), on déduit que 'opérateur L de E dans F est continu. De
Pestimation (2), il s’ensuit qui il admet un inverse continu et que l'’ensemble des valeurs
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de cet opérateur est fermé. En d’autres termes, L réalise un homéomorphisme linéaire de
'espace E sur ensemble fermé R(L) C F.
Si on convient d’appeler solution généralisée du probléme (P) toute fonction vérifiant

Lu=f;

alors pour avoir 'existence de la solution généralisée il est nécessaire et suffisant qu’on
établisse la densité de R(L) dans F. L’unicité est assurée par 'inégalité de I’énergie. Ainsi
de (1) et (2) on déduit que L est un homéomorphisme entre les espaces E et F.

Le présent travail est considéré comme le prolongement des résultats obtenus dans
[2,3,4,5,6,7,9, 12, 19, 20, 21, 31, 44] pour les équations paraboliques et dans {13, 14]
pour les équations du type mixte.

La méthode des estimations & priori est une méthode efficace pour I’étude de beaucoup
de problémes de la physique mathématique, elle est fondée sur un support théorique solide
et est développée dans un cadre abstrait élégant. Mais dans ’application de cette méthode
on trouve des difficultés parmi lesquelles nous citons :

1. Le choix de 'espace des solutions.
2. Le choix du multiplicateur.

3. Le choix de 'opérateur de régularisation.

Les questions sont tellement variées et récentes, que I’élaboration d’une théorie générale
est encore prématurée. Chaque probléme nécessite une étude spéciale, d’ou I’actualité du

théme.



2- CONTENU DE LA THESE

Le travail est constitué d’une introduction, de deux chapitres et d’une liste bibli-
ographique. Il est consacré a ’étude d’un probléme aux limites pour une équation pseu-
doparabolique du type

ou 8 6 03u
avec les conditions aux limites
ou 1
5 =0 /0 w(t, z)dz = 0. ()
et la condition intiale
lu = ul,_o = p(x), (5)

Pour ce type de probléme on établit un théoréme d’homéomorphisme pour 1’opérateur L
engendré par ’équation considérée et les conditions aux limites associées.

On commence tout d’abord au 1% chapitre par établir deux estimations & priori bilatérales
de la forme

I Lullp < killullg, (6)
||U'||E < k2”Lu”F' (7)

ou F et I sont deux espaces fonctionnels convenablement choisis. Plus exactement E
est I’espace de Banach des fonctions u € Ly(2) vérifiant les conditions aux limites (4) et
muni de la norme finie

nﬂE=La—mﬂ

0%u 2+ Bu
Ozt 0x20t

1 — 7)2 2 ,
+0§tl£T_/o [(1 2 ) ( )-HUI]da:, (8)

et F est 'espace de Hilbert composé des fonctions vectorielles § = (f, ¢) obtenu comme

?22
ot

2
] dzdt

0%u

Oz?

@z
Oz

complété de Pespace Lo(Q) x W2(0,1) par rapport & la norme :

-z ( ] )+m1wa(w)

Au probleéme (3)-(5) on associe 'opérateur L = (£,!) défini de F dans F.
on appelle solution du probléme (1.1)-(1.4) toute solution de I’équation opératorielle

dz?

1
2 _ Ry 2
uwF~Lu x)U@ﬁlwﬁ+A

Lu=§.

I'inégalité (7) est obtenue en multipliant I’équation (3) par un opérateur intégroddiferentiel
convenablement choisi.



De l'inégalité (6) résulte que 'opérateur L de E dans F est borné et de I'inégalité (7)
résulte que 'operateur L~! existe et borné sur R(L). Autrement dit 1'opérateur L est un
homéomorphisme de I'espace E sur I’ensemble fermé R(L).

Au chapitre 2 en utilisant les opérateurs de régularisation on montre que R(L) = F,

d’ou des inégalités (6) et (7), on déduit que 'opérateur L est un homémorphisme entre
les espaces F et F'.



3- RAPPEL SUR LES OPERATEURS DE REGULARISA-
TION.

Le développement et ’étude des opérateurs de régularisation sont dus principalement
a Sobolev [34] et Friedrichs [17].
Regardons la famille d’opérateurs intégraux J. dépendant du parameétre ¢, définis par

Jeu(z) = glr;/Gw (z ; y) ue(y)dy,

ol w(§) est une fonction paire indéfiniment différentiable, telle que

w(§) =0,

1
w(E) =0, pour |¢]>1 et / W) =1,

OR By

o G, est un sous domaine du domaine G, dont la distance 4 la frontiére G est supérieure
aE.

Remarquons que les opérateurs J, sont auto-adjoints. Enongons certaines de leurs pro-
priétés sous forme de lemmes

Lemme 1 Pour toute fonction u de Ly(G)
Jeu € C§°(G) et converge vers la fonction u pour € tendant vers 0, i.e.

|Jew = ullpyq) — 0  poure — 0.

Lemme 2 (Friedrichs) Soit la fonction u appartenant & Lo(G) et a(x) appartenant a
C*(G). Alors

—0
L2(G)

| 2 (@ ()

poure — 0,1 =1,..,n.
Pour la démonstration des lemmes 1 et 2 voir [15, 16, 18].

Lemme 3 Soit la fonction u € Ly(G) et a(z) € CHG). Alors

0 0
aé:c—,-JEu - J. (a&ri u)

ou n(e) — 0 pour e — 0.

< cllullzy ) + n(e),
L2(G)




Démonstration. Remarquons que

0 0 0 Oa 0 Oa
aawi Jeu — Je (aamiu) ) = Haxi (aJeu) —&:Jeu—a—%‘fe (au) +J. (Bcciu) o
0 0 Oa Oa
(aJeu — Je (au)) + || =—J; (———u) — —J.u
“ azi LQ(G) 6-7;1 023,' aiL‘z LQ(G

En vertu des lemmes 1 et 2 on conclut que

0 0
a-a—x;Jeu - Je (aamiu)

oun(e) — 0 poure — 0. m

< cllull Ly + nle),
L2(G)

D’autres notions et inégalités seront utilisées telles que ’z-inégalité

2ab < ea? + —Elgb2, Ve > 0.

2
qui se déduit de (\/Ea - —\lf;b) > 0.




Chapitre I

Estimations & priori bilatérales



1- Position du Probléme.

Dans le rectangle 2 = {(t,2),0 <t < T,0 < z < 1} o0 T < oo, on considére
Péquation aux dérivées partielles :

ou & 8 8°
Cu = a’“ ~ —a—;(a(t,x)—é—g) - b(t)gmg—“at — d(t,z)u = f(t,z) (1.1)

ou a(t, ), b(t),d(t, z) sont des fonctions données et satisfont aux conditions suivantes :

—~ondition H; :

Oa(t
0 < a<alt,) <a, ——‘-’(—g;’—z—) <a, Q‘% <o
b
0 < by<b(t)<h I% <o,
. 0 < doSd(t,.’E)Sdl
—ondition H, :
da 0% d%a b%a od
—, — < — < — < — < cs.
A5 2= Bor = GE = =8
' ou les constantes ¢;,7 = 4...8 sont aussi strictement positives.
A Péquation (1.1) on associe la condition initiale :
= ul,_g = p(z), (1.2)
et les conditions aux limites :
1
g—Z— B =0, /0 u(t,z)dz = 0. (1.3)
Ou la fonction ¢ vérifie les conditions de compatibilité de la forme (1.3) :
1
JO0)=0 et / o(z)dz = 0, (1.4)
0

Pour I’étude du probléme posé on a besoin des espaces fonctionnels suivants :
I'espace E de Banach des fonctions u € L,(Q) vérifiant les conditions (1.3) et muni de la

2
} dzdt

in
Ox

norme finie

lulls = f (1~ z)f"[

2

ou

ot

Fu|* | 0%
0zOt 0x20t

/1 !(1 — x)? (
+ sup
0<t<T Jo 2

2
8%u

Ox?

dz, (1.5)

2
)ous




et 'espace F' de Hilbert composé des fonctions vectorielles § = (f, ) obtenu comme
complété de l'espace L2(2) x W2(0,1) par rapport 4 la norme :
1 2 2 12
-z d d
1815 = [ (1= 2 |f(o, 0P dodt + [ 1-2) ( g+l

= Iz ) + |oo| ] dz. (1.6)
Au probleme (1.1)-(1.3) on associe 'opérateur L = (£,1) défini de E dans F.

e

Définition 1 On appelle solution du probléeme (1.1)-(1.4) toute solution de l’équation
opératorielle Lu = §.

Dans ce travail, on montre que 1'opérateur L est un homéomorphisme entre les espaces
E et F. La démonstration est basée sur la méthode des inégalités energetiques proposée
dans [44].

2- Estimations & priori bilatérales.

Théoréme 1 Sila condition H; est satisfaite, pour toute fonctionu € E, on a l’estimation
[ Lullp < ka llullg (2.1)

ou

k1 = max [5 max(2c}, 22T, dT) + 1,562, 5] . (2.2)
Démonstration. De I’équation (1.1), on a

[/ 6u\? ou\ 2 8u Bu \?
2 bt 2 { Y% 2 ( UY 20, \2
ot < 5| (50) v (3) + et () 1 () -t
[/ 0u\ Bu \? [ 0%u\> o\ ? 82u
< 5 (8—1;) + b2 (————am;(;t) +(_8:c;t) +c (B—Z) +a (—3———2-) +d3(u)f.3)

En multipliant les deux membres de cette inégalité par (1 — z)? et en intégrant sur 2, on

obtient :
u \? 0%u \ 2
<0w26t) + (amat) ]dmdt

/9(1 — z)%(Lu)?dzdt < 5 l/ﬂ(l —x)? [(%)2 + b
a0 (5) o [ O35 (5t

+d%/s;(1 - m)z(u)2dxdt} ,

d’on

/9(1 — 2)%(Lu)?dzdt < 5M(1 — z)? [(g‘t‘) + (%)2 + b2 (%)1 dzdt
+2€1 0 OiltlgT (/ S (_) dw) dt+2a1/0 oxecr (/ 5T (3332) ) *
+d? /0 Sup, ( /O (u )de) dt}, (2.4)

10



ainsi de (2.4), on a

/(1—:c) (Su) dxdt<5[/(1—x [(?;t‘) +<;;gt)2+b§ (5%)2] drdt

1 1 . 2 3 9
+2ciT sup / L—Q—:ﬂ* (?) dz + 22T sup / Gt (02u)
0<t<TJo T 0<t<T

+d2T sup /; (u )de]. (2.5)

0<t<T

De Ia condition iaitiale (1.2) résulte
e () (o
< sup /0 (1—2m)2 [(gwg)Jr(gg)]m)]dz (2.6)
i combinant les inégalités (23) et (2.6), on obient :
[0~ o easaes [ [“ 2 [(fﬁ‘): (2) } (1) }
o () (o]

. 2 2 2
+[5 max(2c3T, 2a62T, 3T + 1]02151'/5; [(1 2:1:)2 [(g;;) N (5_3':) } +(u)2} dzdt,

d’otr :
| Lullp < ku lullg

avec k; = max [5 max(2¢3T, 2a2T, d*T') + 1,52, 5] ainsi le théoréme est démontré.. m

Théoréme 2 Pour toute fonction u € E, si la condition Hy est vérifiée on a l’estimation

lullg < ko[ Lull (2.7)

max T [21+17 [16+ n 4—“53} 2a.,b0]
min (1/4'7 b07 bOa agp, 2a’0b0)

ot ky = , et ¢ est une constante vérifant :

(02b1 +ajcs 262 + 3d2 + C2>
¢ > max

) 2.8
agby Qg ( )

11



Démonstration. On note par :

Ju:/xu(t,f)df, Mu=(1—m)2%?+2(1—-x)J%
0

et on considére la forme suivante ®(u,u) = e"*Lu Mu, o ¢ vérifie (2.8). Aprés avoir
remplacé Mu et Lu dans ®(u,u) par leurs expressions et intégré sur le sous domaine
- ou

QO ={tz)/0<t<7,0<z<1}

on obtient

1 T 1 T 2 1 .
// ‘I’(“’“)dmdt=/ /‘ff”“(l—w)2 (QE) d:vdt+2/ /e““(l—— %%J?:d dt
c'?u Bu
~ct 7 _ 2_ —t 9 Ou
/ / oz ( 8x> (1 dedt - / / oz ( ) (1 z)Ja dadt
3
/ / eb(t) (1~ )* a;;t%‘fdxdt— / / e=b(t) (1 — 7) mn 23 Jatdxdt

_/0 /0 e d(1 — x)zug—t dzdt — 2/0 /0 e %d(1 — x)uét—dwdt. (2.9)

On considére séparément les termes qui composent 1’égalité (2.9).

On remarque tout d’abord que :

ou 0 _Ou
i amJ(?t’ (2.10)

en partant du terme

/ / l—x)a—uJ?;:d dt,

et en faisant une intégration par parties par rapport 4 x, on obtient :

// l—w J " dodt // et ( (J%:-)J?;:d dt
ﬁ [T —aJM | I_E)J@e] s
// (Qﬁ) dzdt—// i —“.5% {JZ;‘Jd dt

D’ici et en utilisant I'identité (2.10) on obtient

// ! J Y ddt // (_“)dedt' .11)

12



En faisant une intégration par parties par rapport & = et en utilisant la condition de

Neuman de (1.3) on a pour le terme suivant :

L (§)o-ge] [

1 T 2
= ——‘2/ / e (1 — x)a-aﬁ ?ﬁd dt+/ / z)%a Ou 6 drdt. (2.12)
o Jo 0z Otdz

De 'intégration par parties par rapport a ¢t du terme

8u 0*u
—2)%a
/ / %1 —1z) 32 9t dxdt

de (2.12) découle :

/ / “(1—z)% ax;); dzdt /01 [e—“(l—x)% (g-g)Idm
g [ o] e [ | (1-x)a(g;)]odx
+c/0/0e-“(1~ )2 (%) dzdt— // e=(1 — 7)2 28 (%)2dwdt

0*u Ou
— 2 nm—
/ / 1 z) 8t6z Bmd zdt,

d’ou

/ / z)? Zzaa:axd dt =—;—/01 l:e'“"*(l —x)2 }
+./o /Oce_“(1 —2332 (_5%) dzdt— /f "Ct 2 %t—(?) dzdt. (2.13)

Des égalités (2.12) et (2.13), on obtient :

/f ‘“M( )(1~) dwdt..—Z// —et( m)a@—a——dzdt
A freera(@) T oee [ o sy (2
/ f 2 (g-”-) drdt. (2.14)

En faisant une intégration par parties par rapport & z, en utilisant la définition de Ju,

13



I'identité (2.10) et la condition intégrale de (1.3) on a :

—2// —dam(a“)u— z) J=— dxdt——z// a—J——~d dt
+2/ /e'“aa—u (1-m)—dxdt=2/ /e‘“u— (aJ@) dzdt
+2// a—-— (1- )——dwdt —2// et —J ddt+2// ua——da:dt

+2// ea(l—z @%—d dt. (2.15)

On calcule le 2°™¢ terme du membre droit de I'égalite (2.15),

1 pr du 1 1 pr
//e"’ta.u.-—-—dxdt = / [ea(u)?] Td:c—l—c/ /e““a(u)2d:cdt
o Jo ot 0
/ f )2dzdt— / / a——udxdt

1 T au
2/ /e‘“a.u.-——d:cdt = /[ da:+c// u)?dzdt
0 Jo ot
/ / 2 ddt. (2.16)

Des égalités (2.15) et (2.16), on obtient :

_2/ / ‘“ax( )(l—x ) J— d:cdt—2/ / et ——-J " dz dt+/ [e=a(u)?], dz
+c/ / ~a(u)?dzdt— / / ‘“ dmdt+2/ f a(l—m)gff%E dzdt.

(2.17)

d’ou

En procédant 4 une intégration par parties par rapport a = et en utilisant les conditions
aux limites (1.3) on a :

/ / e~°b(t) 1— )2@ dzdt
- /O /0 e~db(t)(1—x)2(§;6t)2dxdt—z /0 1 /0 "eeth(t) &igt‘;;‘ , (218)

on procéde de la méme maniére pour le terme suivant :

: Bu : 0%u du
— - — b1 —— —_————
2/ / bt)(1 —z)——== J da:dt = +2/ / b(t)(1 x) 3 dzdt

32u au
— —Ct — ——
2/0 /(;e b(t (9 atJatdxdt (2.19)

14



En substituant membre & membre les égalités (2.18), (2.19) on obtient :

// 26uda:dt— // e~etb(t)(1 — 1) Qu_,0u, 4

8 20t Ot
Pour les deux derniers termes du membre droit de 1’égalité (2.9) on a la majoration :

_—_/0 /0 e‘“b(t)(l—:c) (%)2dmdt+2/0 /0 e_db(t)(%t-)zdmdt. (2.20)
/ / e d u(l 2‘3 dzdt+2/ / e™d u(1~w)J%~d$dt

/ / e %d (1 - a:)uJ%%dmdt

da:dt+2// e ?d (1 — ) |u| |J

e‘“d u(l - z)° —dacdt +2

<[ [eosn-ap

en appliqant I’ e-inégalité, on obtient

[)1/076‘ctdu(1 da:dt—}—Z// ""tdul—xJ——d:vdt<// e~td? (1 'u{ dadt
4// e (1~ <—u) dmdt+2// e~td?(1 — z)° u? dzdt
2// d dt<3d2// _ct[l-Z:v) (ZD +(u)2}dxdt
4// *(1-z) <Q1f) dwdt+2// (——) dzdt. (2.21)

Ainsi des égalités (2.9), (2.11), (2.14), (2.17) et (2.20) on a :

//qmudxdt_// (] — g)? (—u) d:vdt+// (J-—-) dzdt
+f [e—cta (“ —2) (gg)2+ (u)Z)L - [a ((1 —a) (g’i)z n (U)Z)LO s
//ce a{ o) (9;1) +(u)}dxdt //"’“ o [1—2‘”>2 3_% 2+(u)2]dxdt

+2// et —J ddt+// e=b(t)(1 — z) (Ex—“—) d:cdt+2// e~etb(2) ( )2dxdt
—/ /e‘“d(l- u—-da:dt // e~ d(1 uJa dzdt, (2.22)
o Jo ot

dmdt

5‘

15



qu’on peut écrire aussi sous la forme

[ oo (§) o] [ ()

- [e—aa(ﬂ—;) (3 +wr)| amefl [eooe 052 (3) v
+ /01 [e-ctb(t)u—x)z (%) da:dt+2/ / ’“b(t( )2d di / / ®(u, u)dzdt
o [ ((1 - (2) s )] o [ [Lees F_L (2) w} it
-2 / / e ——J—d:cdt+ / / ed(1 u%t-dxdt+2 /0 /0 e"“d(l—x)J%dwdt,

(2.23)

dxdt

d’aprés I’e—inégalité, la condition H;, en minorant le terme & gauche de cette égalité et
en majorant celui de droite, on obtient :

[ fre-on () e ()
+a0/{ (1”‘”” (g-;-‘) +(u)2>]tde+wo// [1"”” (%) +(U)2]dccdt
+bo /0 /0 "emet(1 — )2 (g’%) drdt < /O 1 /orfb(u,u)dacdt
[ o] [ [152 ()
waaf! [0 (G) o] aai [ [oma-ot (5)
o[ [ (05) dmaat [ et |05 () s 20

Maintenant, on estime d’abord I'expression fol fy ®(u,u)dzdt. On a

®(u,u) = e *Lu Mu

=e % Cu [(1 —z)? ou | 2(1 — ) Ja—“}

ot
2 Ou 3u
—ct _ —ct —_
< le%Lu [(1 z)? Bt +2eLu(l—z)J Bt]
Ou Ou
—ct _ 2 —ct _
<e |Lu|(1-2) 5 l +2e7%|Lu| |1 — 2| ||,

16



en utilisant ’e-inégalité, on obtient

d(u,u) < e (1-—1z)? ]£|+10u2+ ¢ 116 (1 — )|£]+—J§9-
= ot ot
2
< e 17 (1 -2)° 18u|2+e‘°’i(1—-z)2 %t"f 'J%?
d’on
/ / o(u, u)da:dt<17/ / e~ (1 — 2)? | Cuf? dzdt+~ / / ’ dwdt
16/ / d a.
D’apreés (2.11) et gréce a I'e-inégalité, on a :
f / dzdt = 2 / / 1—z)-—JQ"fdmdt
N at
< 2// "“t[l—x] Ou | dzdt
< 2 / / e ( au dz dt+2 f / et da:dt,
d’on
// d:cdt<4// (1 - z)? ’ dmdt,
1 T 1 T
/ / @(u,u)dxdtgw/ /e— — 2)? | Ll dodt+~ / / (1—a)? " dudt
0 Jo 0 Jo
(2.25)

Des inegalites (2.24) et (2.25) on obtient
L [ o (5) s [[euar () a
veao [ [ {(1,; (g—g) + (u)?| dedt + ao /0 [ct ((_1:22?3 (%)24-(11)2)}&7(137
<17 [ (1 - 2)" (2u)* dodt + a /’ [(1“2‘”)2 (‘Z;‘) + ()
voofl [ [ (G) o s [ [ [ 052 (B) o]
+3d2 / / {1‘2“” (-‘g%) +(u)2] dudt. (2.26)
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De I’équation (1.1) on a :

2 2 2
(b(t)ﬂ-ﬁ-aa—qj) = (—£u+§y-—gg@—du) ,

8?8t Oz
d’ou

120t O 8126t B:r:

2 24\ 2 2 2
bz(t)( O ) +a? (Q) +2ab(t) —5— O'u gu = (—£u+@_@@f~du)

En multipliant les deux membres de cette derniére inégalité par e~
sur 0" on obtient :

[ [eevo(

°(1—z)? et en intégrant

)2(1 -w)2dwdt+/l /Te—ctaQ(l_m)z (a2u 2

Bu u
+2// 1—w)2825t02ddt<4// (1 — x)? (Lu)® dzdt

+4// 1—z2(%) dwdt+4/ / e~(1 — z)? (‘Z‘E) (-g—g) dadt

+4//

Bu
~<tab(t)(1 — —dxdt,
/ / 2 57a a

On considére le terme

z)%d? (u)? dadt. (2.27)

auquel on fait une intégration par parties par rapport & ¢, on obtient :

// ~ab(t)(1 ~ )7 Do St = /I[-(l—mab()(gi )2] dz

+c// —et( ab)(a—i—i) dwdt — // (1 — ) [-—

t=1

t=0

b(t)+agt} (%) dadt

// ~t(1 — z)%ab( )83u Ou —dzdt,

d’on

o[ fiemuapme i = [ [reaoronn (B2) ]

2662

t=1

t=0

o [eea-s t)(:;z.)dm [ [ [ a22] (22) wa

18
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de (2.27), (2.28) et en utilisant la condition H;, on obtient

b2/ / e~ (6:c28t> (1 —ac)2dscdt+aobg/01 [e—“(l —z)? (%)Z] ) dz
+cagho f / e (1 — (—-1—1;) dedt < 4 / / K 2 (Lu)? dzdt
+4 / / eet(1 — ( ) dwdt + 42 / / (1 — g)? (ZZ) dedt

- +/ﬂ _/0 e (1 —x)? [%tqb(t) + a%} (g—j—?) dzdt + a1b1/1(1 —z)? (%)2 dx
) +ad? / / “(u)2dedt. (2.29)

Dans les inégalités (2.26) et (2.29), on choisit la constante c telle qu’elle vérifie respective-

ment et similtanément,

2¢3 + 3d3 + ¢, cag,

IA A

Czbz + aiCs Caobo‘

- Jest a dire

’

coby + ajcy 22+ 3d% + ¢y
agbg, agp '

chax(

’inégalité (2.26) donne alors :

4// 1—3:2(6—?)2da:dt+bo/01f016““(1—x)2 (5%)2@@
+a0/ [ (1”””) (?i;) ¥ (u ))} dz§17/ﬂe‘c‘(1—x)2(ﬂu)2dwdt

t=r

+ay /O 1 [(1 ;“2 (%>2+ (lu)2] dz. (2.30)

et I'inégalité (2.29) s’ecrit aussi :

i bZ// el — z)? (~—;“(;—) da;dt+aob0/ [—C‘(1 6—-)}
<4/ ~et(] — )2 (Lu)? dxdt+16/ (1= 2)" m)z (%“)
+80?T0235T/ e 05T () e

) +4d2T0s<1t1§T /0 et [(—1—"5%( ) (u):ldx+a1b1 / (1 - 2)? (‘mu) dz. (2.31)
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Le membre droit respectivement de (2.30) et de (2.31) ne dépend pas de 7, alors en

prenant dans le membre gauche respectivement de (2.30) et de (2.31), le majorant exact
en 7, on obtient de (2.30) :

4/ e ( ( ) dzdt + bO/Q *(1-z)? (%)2&0&
+a0031:£)T/() ((1 233)2 (%)2 + (u)2> dz < 17/96”“ (1 —2)® (Lu)® dedt
+a1/01 [(—1———2—:”—)2 (%)2+ (lu)2] dz. (2.32)

et de (2.31) on a:

2 ct o [ O%u : ! ct 2 [(0Pu :
b (1 - dxdt b 1 — — | d
0/96 (1-2) (Bazzat) ot ao 0o_s<_1;:l_<1_)T/0 er1-2) (6:62) *

— )2 2
<4 / e™*(1 - x)% (Lu)® dzdt + 16 f e—ct(—l-Zf)— (Q—’f) dxdt
Q

ot

+802T0i1t1£1“/0 [(1“2“’) (_‘?g) +(u )}

1 2 2 1 2
—at |(1=2)" (Ou 2 YL
+4d¥T02?£TL e [ 5 (6&5) + (u) } dz + a1b1/0 (1-z) (dm2) dz. (2.33)

Des inégalités (2.32) et (2.33) on a :

Bu \? 1 (1—z)? (8%)?
2 ~ct _ 2 —ct
by /Q e (1 —x) ( 522 3t) dzdt + 2a0b0021t1£T /0 e 2 (61:2) dz

21/ e~(1 — z)? (Lu)? dadt
Q

17 [ 1= o (0 o+ | [9_24 ar W} dx}

2p [ 1 )2 2
+8%§ 17/ e~(1 — z)? (Lu)® dadt + a1/ (1 a:) (dlu) + (lu) dx
Q 0

.

1 N2 i
+ ar | 17 / e (1 — z)? (£u)® dzdt + a; / (1 2) ( “) +( d:c
Q 0 2 |

-1(1—x)2 a2\ ?
2a1b dz. .
+a11/0 5 (de) z (2.34)

IN
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En additionnant membre & membre les inégalités (2.32) et (2.34) on a

2 2
/ e (@) dzdt + bo/ e~(1 - z)? (ﬂ_) dzdt
4 ot 0

Ox0ot
1 2 2 3 2
—a [ A —2)° (Ou 2 2/ et 0°u
—_— = d b 1- dt
+a°ozltl_<l_)1~/o [e ( 5 (8w) + (u) )] 248 ) (1-z)° 52250 dz
P _a(l—2)? (8%’
2a0b et d
o Ooséltlg:r/o ) 2 (3902) ’
2 2
< [21 +17 (16+801T+4d1T>} / e~ (1 — z)? | Cul® dzdt
Qo Qg Q

2 2 Ry 2 1 2
+ay [16+861T 4d, T] / [(1 z) (ﬂ) + (lu){l dx + 2albl/ (1 - z)? (@) dz.
ap Qo 0 2 dx 0

dz?

(2.35)

Comme e~ < e~ < 1, alors :
/9(1 % [(%)z + (;;gt)z +b2 (%)2} dudt
sl 57 |(B) + (B2 ] -] o
< & ( /ﬂ (f(t, ) dadt+ /0 ‘|a 2k [(%)2 + %ﬁ} +(lu)2} dx)

max eT [21 + 17 (16 + §_°.~2L7." + idﬁ) QGobo]
min (1/4, by, bg,ao,2aobO) ’

ou

ky =

ainsi

el < ke || Lullp,

d’otl le théoréme est démontré. m
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Chapitre II

Résolubilité du Probléme
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De V'inégalité (2.1) résulte que 'opérateur L de E dans F' est borné et de I'inégalité
{2.7) résulte que 'opérateur L~! existe et borné sur R(L). Autrement dit 'opérateur L
est un homéomorphisme de ’espace E sur ’ensemble fermé R(L).

Si, maintenant, on démontre que R (L) = F, alors de ces inégalités (2.1) et (2.7), on
déduit que 'opérateur L et un homéomorphisme entre les espaces F et F', d’ou pour tout
F = (f, ) il existe une solution unique du probléme (1.1)-(1.3). Il suffit alors de montrer
que R (L)* = {0} c’est-a-dire pour W = (w,wp) € R(L)" on a w =0 et wy = 0.

La démonstration est basée sur la proposition suivante :

Proposition 1 On suppose que les conditions H; et Hy sont vérifiées. Si pour toutes les
fonctions u € E, vérifiant la condition lu = 0 et pour un certain w € Ly () on a :

/ Lu w dxdt = 0, (3.1)
0

alors w = Q.

Démonstration. La relation (3.1) est donnée pour u tel que lu = 0, on peut
Pexprimer sous une forme particuliére.
Soit h la fonction définie par la relation :

T
h=Jfw= / wdr. (3.2)
t
., Ou : :
Soit % solution de I’équation :
——a(t,o)Jf%u? = h, (3.3)

ol o est un nombre fixé appartenant a U'intervalle (0, 1), et

1 1
Jg= f /5 9(n, t)dndg, (3.4)

et soit la fonction u donnée par :

ou s est un nombre fixé quelconque dans [0, 7).
On dérive I’expression de h par rapport a ¢ dans (3.2) et (3.3), on obtient :

w=Jth= 565 (a(t, a)Jf%?) . (3.6)
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Lemme 4 La fonction w définie par la relation (3.6) est dans L, (Q) .

Démonstration. En utilisant 'inégalité de Holder on a :

Ou
*2
(%)

IA [
Nh
&~
&
e
A~

~3

®|@
~

P
~——

d’on

1 ou\?
%2 2
/0 (Ja: 6t) dz

IN IN
DO = N
N c\‘_‘
A A

Hk'
3
(o))
e
N—
)
IS
8
N———
o\
P
e
|
&
=W
8

donc

1 ou\? 1 ou
*2 7 < Z *
[ (5) sz (45) =

De la méme maniére, on montre que

Oou 1 ! [8u)®
* <__ -
[(5) e[ () =
par conséquent, on a :

1 ou\? 1 [t/ ou\? 1 ! /6u)\?
*2_____ < = t g < = el d' .
/0 (Jx Gt) d:z:_z/o (J”Bt) dm_4/0 (Ot) T (3.7)

En considérant maintenant le terme fol fOT (%(t,0) )% ‘g“t‘) dzdt auquel, on applique (3.7),

on obtient :

// (——(t )J;i'at) dodt = // (6t(t a)) (3‘3’:) dadt
< 923- /0 /0 (J;%ti) dwdt
<[ [ (5) e

et donc %%(t, 0)J322% appartient & Ly (). Il reste & prouver que a(t,0)J;? ‘?;t;‘ appartient

a Ly (). pour cela, on utilise les t-opérateurs de régularisation p, de la forme :

)0 =2 [0 (22 g(s0)as
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indroduits dans [44], o0 w est indéfiniment différentiable, w > 0, w = 0 au voisinage de
t=0ett="T et en dehors de l’mtervalle (0,T) avec [,w(t)dt = 1.
On applique les opérateurs p, et 7 a I’équation (3.3), on obtient :

—%[5((>ﬂﬁﬂ} 2 o,

et, en remarquant que

3 w0u) _Oa 20 9 w2 OU
o7 |t o0 G | = Gt oIn s+ alt0) 5 00255
cn obtient :
6 20Ul _Ba *6 2
0 *2_a_1£ _ *26
+m@mmm¢éﬁ (a2 %) 69
De (3.8) ona:
é *2 6“ 2 *2 6’& 2
< —_
m@[am] %%Ammwhmmm
o 20 _ 200\ ]|
Hmymmuﬁm@wmmﬂm(w

En appliquant le lemme de Friderichs, pour € tend vers 0 on a :
0 *2 B(t, u 2 Ou ’

et puisque on a aussi

0,2

ou ou
*2 *2
Iz ot — ot

____.)0

de (3.7) et (3.9) :

o 2

Ou
mabJ%ﬁm]

Puis on passe 4 la limite pour e — 0. =

2
3c;
0,0 4

[ b

0,9

2
0
0,2 ot

On revient a la démonstration de la proposition
Soit 2, = {(s,z), 0<s8<t<T, 0<z<1}. Enremplagant u et w par leur expers-
sions respectives donneés (3.5) et (3.6), I’équation (3.1) prend la forme suivante :

/Q (Zt“ ; ( (t2) 5 ) (t)é‘;%z —-d(t,w)u) Eai [a(t, )J;ﬁ‘} dadt
= /Q %% [a(t )nggt} dadt —v/n, 5% (a(t,m)%) = [a(t o)J2— ]d:cdt

/ b(t)aa?gtgt { (t, )J;z‘;t"] dzdt—/md(t,x) gt{a(t a)J;"’at]d vdt = 0.
(3.10)
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On considére un 4 un les termes qui composent I’équation (3.10).
Pour le terme

aua *26711

en intégrant par parties par rapport & z et & ¢, en vertu de la condition intégrale de (1.3)
et de I'identité (3.4) on obtient :

- ?}_{9_ *28
/{; 5% 5t [ (t,0)J; at}dxdt

Ou Oa 3
- J*2——d dt + / 122
Q. ot 6t( ot?

- 9 20 9 ( .0u\da, . ,0u
_ /a ( ) alt,0) 22 Sy dudt /,a (J Bt) S2(t,0)J S dodt

,ﬁu *32 aa *

1 .Ou Oa Ou
= —5/ (tcr)at(.] 6t> ddt—/ ta)(J m) dxdt
= —1/ a(t, )( Ou )thTdHl 0a (J*a“) dzdt
2 Jo T ot s

2 Ja, Bt( o) ot
Oa , ou
Bt( )(J Gt) dzdt

_ % /0 1a(t,d) (J;%tg(s,x))zdx-l ‘Z‘;( )(J*g":) dadt. (3.11)

A partir des condition aux limites (1.3), des identités (3.2) et (3.4) et sachant que
u = 0 pour t = s, l'intégration par parties par rapport & x et ¢t donne pour le terme
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'’ suivant

_/ oz (“ ) 3% )gt[a(t,o)J;“’%] dzdt

- / (t:raat[( )J;gtJd:cdt

= —/ a(t, x)ua [ (t,a)(9 }dmdt+ — % [ }dxdt
_ Ju Ou
= / (t z)a(t, o) 6tda:dt+/n a(t, z)a(t, o) (—5~) dzdt
d%a ,Ou da Ou ., 0u
— A 8x6t(t,x)a(t,a)qu 5 —dzdt — o, a(t,x)a( )5tJ Et—d zdt
2
= / a(t,z)a(t, o) (g—?) dmdt+l/ %(t,x)a(t, U)Bgu) dzdt

da ,Ou Oa Ou _, Ou
_ /Q SM(t,x)a(t,a)qua—d it = | (b )alt o) 5 i deds

— /Q_ a(t,z)a(t, o) (%) dzdt + 1/ ?g(tyﬂf)a(t,a)m t=T

dz
_l/ (gztg (t,z)a(t,0) + %(t x)gZ( cr)) u?dzdt )

d%a . 6 LOu
- . aac&t(t,:1:)<z(t,<7)uJ -———d dt — / 8 z)a(t, o 8tJ Et—d xdt

= / a(t, z)a(t, o) (%%) dacdt+2 ; (a;tl(T z)a(T, o) (u(T,:L'))2d$

= = (t, D)a(t,0) + —(t,z) = (t,0) ) uPdadt
2 Jo, \ Ot ot ot

82 *6’& a2a au
3 ), 522 a(t, )(J 8t) dzdt — N 8xata(t,a)qu—6;dxdt. (3.12)

On considére le terme suivant :

Bu 8 *26u

auquel on fait une intégration par parties, en utilisant (3.2), (3.4) et les conditions aux
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limites (1.3) on obtient :
- [ gy (ot 0125 ) doat == [ v 22 2 (at u‘l;)dwdt
/ b(t)gl:gt( (¢, a)?%) dedt = f b(t)g;‘ t,0) 22 - 9 dwdt
- /ﬂ b00) (‘Z:) 201, 0)dwdt = / sb(t)%(t,a) (%‘;) dudt
—% / BBt gt (%)2dxdt= / b(t)g:(t o) (%)2d:cdt

_%/01 b(t)a(t, o) (%)2t=de+l/ [‘92('5) (t,0) + b ot )] (6—?)2@#

t=s

L 0P (P ey [ PO (2
_ 2Lab(t)m(t,a)<at) dadt+ 5 [ 7 a(t,a)(at) dadt

+ % /01 b(s)a(s,o) (3t (s, x))zd:r:. (3.13)

Pour le dernier terme du membre gauche de P’égalité (3.10), en tenant compte de (3.2)
. et (3.5) et en intégrant par parties par rapport &t on a :

od 20U
o, 8t(t z)ua(t,o)J; ot dzdt

+/ (t,z)aa(t,a).]*zaazdmdt (3.14)

0 20 _
d(t,m)uat [ a(t,o)J; at] dzdt =

2

Des égalités (3.10)-(3.14), on obtient :

ot z)alt, o) %’;- 2dxdt+% ' a(5,0) J;%—"t‘(s,m) i
s 0

s Ol%t’-(T,x)a(T,a) (w(T, z))? dm+% /0 b(s)a(s, o) ( )
-1 i %, )(J*‘Z“) ddt+1/ [‘;;(t D)alt,0) + (4, 2) 5 (0 )] Wdudt

+l/ a—2-(t,z)a(t,o) (J“"‘%?> dxdt+/ th—(t,x)a(t,a)u.];%d:cdt
/ b(t) %4, o) (g’t‘) dadt ~ 7 A ag(t) alt, o) (%—)2dxdt

od 2 Ou Ou _,,0u
A ga(t o)ul, ?gda:dt /Q d(t,z)a(t, o )6t J; Btd zdt. (3.15)
De (3.7) on a

T Ou b? ou
*2 *
/sl /0 (Jx ——at) drdt < — 5 /s A (J 6‘t) dxdt. (3.16)
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En utilisant les conditions Hyet Hy, 'inégalité (3.16) et en appliquant I’c-inégalité dans
(3.15) on obtient :

a /, (%)dedt-k %ag /01 (Q%(s,x))zdm + -21—c4a0 /01 (w(T, z))* dz
+ —21~b0a0 /0‘1 (%(s,x))2dw < %cz /n, (J;%)zdmdt+ % /n, (craq +c§)2 (v)? dzdt
- + -;—csal / (Jx%)zdardt+ %cg /Q , (u)? dzdt + -21-a§ /Q 8 (J;%)zdmdt
-, + —];bICQ /n, (%)Zda:dt + %c;;al /Q (gt:) dzdt + ; / (u)2 dzdt
+9{;—‘l A (J*‘;';‘) dz dt+ld§/a (%’t‘) dz dt+b242 A (J;%)zdmzt

11 1, b ,Ou
S (262+ 2c5a1+ 2&%-}- —2—) ‘/Qs (J 8 ) dzdt

1 1 2
(et G4+ ed) / () dadt + © (csa + o) /Q (%) dedt, (3.17)

8 8

ainsi
Au? 9 o0 2 du 2
— + lw(T, ) || + ||z 5, (s, 2) + 15 (s,2)
At lo.q, (01 ot 0,(0,1) ot 0,(0,1)
oull® oul?
llulla o, + + = , (3.18)
( 0.0 ot 0, Ot llog,
ou
max[(%c2+%c5a1+lal 9212—1) %c7a1+c§+cz+c§),%(c;3a1+df)]
ks = ' 21 .
mm( ay, 5&0,2640,0,2001)0)

I’inégalité (3.18) est essentielle pour notre démonstration. Pour I'utiliser, on remarque
""" que la constante k3 est indépendante de s, cependant la fonction u figurant dans (3.18)
dépend de 7. Pour cela on introduit maintenant une nouvelle fonction 6(¢, z) définie par

T
0(t,z) = J:gq- t g—u;dT

On a

u(t,:l:) = 9(37‘77) - g(t,.’l,'),
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en effet :

Ona:

2
HUHO,Q,

De plus :

T T
8(s,z) — O(t,xz) = g—:—fd'r— ) —g%dT

T du to

= . 57?(1 +/7'?a—7—-d7'
t du

= ] EdT

= u(t,z) —u(s,z)

= u(t,z)

= /OI/ST(u)zdxdt
_ /O 1 / " (05, 2) — (¢, 7)) dadt

< 2 /0 1 /0 " (05, 2))? dadt + 2 /0 1 /0 " 0(t,2))? dedt

T 1
2 [ ( 0 w<s,x>)"’dz) dt +26(t, 7)|2,
< 2T - 9) [16(s,2)Ig 01) + 2116, 2)]l5,0, - (3.19)

IA

u(T,z) = 0(s,z) — O(T,z) = 0(s,x). (3.20)

Ainsi de (3.18)-(3.20) découle :

oul? 2 Ou 2
ol L (1= 2T = ) 1006 D + | 2220 )]| + |G
ot . 0,(0,1) ot 0,(0,1) ot 0,(0,1)
au *Bu
d’ou si s8¢ > 0 vérifie la condition
1-— 2k23(T - 30) = =
de I'inégalité (3.21), on obtient :
2 Ou 2
1865, )2 0 + || e L s, ) | B 6,2)
001 ot ,(0,1) ot 0,(0,1)
oul)? oul?
< 2k | 110(t 2|20, + + (3.22)
( 062 ot 0, Ot lloq,
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pour tout s € [T — so, 7).

En posant
Au|® Au||®
y(s) = 16(t,2)llg.q, + +1Ja75
% Tl ot 0,82, 0t lloq,
Alors dans (3.21) on obtient
dy(s) 2 Ou 2 Ou 2
—— =10 s)lo 01y — || 57 (5, %) = |V 57 (s, 2) :
ds o0 |'at 0.0.1) ot 0,0.)
Par conséquent de l'inégalité (3.22), on obtient :
dy(s)
- <
dS = 2k3y(3),
d’on
d
— 7, (4(s) exp(2kss)) < 0. (3.23)

En intégrant sur [s, T et en tenant compte que y(7) = 0 on obtient
y(s) exp(2ks3s) < 0. (3.24)

1 découle de I'inégalité (3.24) que w = 0 presque partout dans Qr_,,. Comme s est
indépendant de origine en faisant le méme raisonnement ou bout d’un nombre fini de
fois on montre que w = 0 presque partout dans 2. d’ou le résultat.

Théoréme 3 L’image R(L) de l'opérateur L est égale & F.

Démonstration. Comme F est un espace de Hilbert, on a R(L) = F si et seulement
si de :

/(1 — z)*8u.w dxdt + /
Q Q

ona W = (w,wp) =0.
En choisissant u tel que lu = 0, on obtient alors de (3.25) que :

(1—z)? [d2lu d*wy  dlu dwg

. dedt =0, (3.2
2 |4 4 | dz da }“uw"} zdt =0, (3.25)

/(1 —z)*Lu.w dzdt = 0.
Q

En posant 20 = (1 — z)%w, il vient alors d’aprés la propsition 1 que 20 = 0 et donc w = 0.
D’ou (3.25) devient :

1 2
/ [(1 ——23:) [dzlu-dzwo ;G dlu dwo] + luwo} dr = 0.
0

dz?  dx? dz  dz

Comme 'image de 'opérateur trace ! est dense dans I’espace de Hilbert muni de la norme

([ [Tl me)”

ona wp=0. Dou W =0. m

2 2
d Wo
dx?

dwo
dr
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Résume

Le présent travail est consacré a 1’étude d’un probléme mixte avec condition
intégrale pour une équation pseudo-parabolique. On montre 1’existence et 1’unicité
de la solution.

La démonstration est basée sur une estimation a priori bilatérale et sur la
densité de 1‘image de 1’opérateur engendré par le probléme.



Abstract.

In this work, we study a mixed problem with an integral
condition for a pseudo-parabolic equation. We prove the
existence and uniqueness of a solution. The proof uses two sided
a priori estimates and the density of the range of the operator
generated.
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