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1- REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

Différents problèmes rencontrés en théorie de la conduction thermique [5, 6, 19, 20], en
thermoélasticité [30] et en physique des plasmas [29] peuvent être ramenés à des problèmes
aux limites avec conditions intégrales. De tels Problèmes ont été étudiés dans [2, 3, 4,
5, 6, 7, 9, 12, 19, 20, 21, 31, 44] pour les équations paraboliques, dans [26, 36] pour les
équations hyperboliques et dans [13, 14] pour les équations du type mixte. La méthode
utilisée dans [3, 4, 12, 13, 14, 21, 44] est celle des inégaütés énergétiques. Le but de
ce travail est l’extension de cette méthode aux équations pseudoparaboliques. Différents
problèmes aux limites pour équations pseudoparaboliques ont été étudiés par differentes
méthodes dans [8, 11, 33].

De tels problèmes sont recontrés en théorie de filtration des eaux dans les milieux à
double porosité [1], dans les problèmes de transfert de l’humidité dans le sol [10] ainsi que
dans d’autres problèmes naturels similaires.

La méthode des inégalités de l’énergie, appelleé aussi méthode d’analyse fonctionnelle
trouve son origine dans les travaux de I.G. Petrovsky [25] utilisés dans la résoulution du
problème de Cauchy lié aux équations du type hyperbolique. Par la suite les développe¬
ments importants de la méthode sont dus à J. Leray [24] et L. Garding [18].

La méthode a été également utilisée et developée dans les travaux de O.A. Ladyzen-
skaja [22], K. Friedrichs [17] et N. Yurchuk [37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44], on peut
également citer les travaux de F. Rebbani et V.I. Chesalyn [27, 28].

Le schéma de la méthode a été donné pour la première fois par A.A. Dezin [16], et
qui peut être résumé comme suit :

Tout d’abord on écrit le problème posé (P) sous forme d’une équation opérationnelle

u <E D(L)

où l’opérateur L est considéré de l’espace de Banach E dans l’espace de Hilbert F con¬
venablement choisis.

Après, on établit les estimations à priori pour l’opérateur L et on montre la densité
de l’ensemble des valeurs de cet opérateur dans l’espace F.

Plus exactement, dans le présent travail on suivra le schéma suivant :

On établit deux estimations à priori bilatérales

Lu= f,

\\LU\\F < c||«||£,
NI* < C\\LU\\F.

(1)
(2)

(2) Est dite inégalité de l’énergie. Cette estimation est obtenue en multipliant l’équation
donnée par un opérateur Mu et en intégrant sur le domaine, le choix de l'opérateur Mu
est fondamental, il est dicté par l’équation et les conditions aux limites.

De l’estimation (1), on déduit que l’opérateur L de E dans F est continu. De
l’estimation (2), il s’ensuit qui il admet un inverse continu et que l’ensemble des valeurs
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(le cet opérateur est fermé. En d’autres termes, L réalise un homéomorphisme linéaire de
l’espace E sur l’ensemble fermé R{L) C F.

Si on convient d’appeler solution généralisée du problème (P) toute fonction vérifiant

Lu = f-

alors pour avoir l’existence de la solution généralisée il est nécessaire et suffisant qu’on
établisse la densité de R{L) dans F. L’unicité est assurée par l’inégalité de l’énergie. Ainsi
de (1) et (2) on déduit que L est un homéomorphisme entre les espaces E et F.

Le présent travail est considéré comme le prolongement des résultats obtenus dans
[2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 12, 19, 20, 21, 31, 44] pour les équations paraboliques et dans [13, 14]
pour les équations du type mixte.

La méthode des estimations à priori est une méthode efficace pour l’étude de beaucoup
de problèmes de la physique mathématique, elle est fondée sur un support théorique solide
et est développée dans un cadre abstrait élégant. Mais dans l’application de cette méthode
on trouve des difficultés parmi lesquelles nous citons :

1. Le choix de l’espace des solutions.

2. Le choix du multiplicateur.

3. Le choix de l’opérateur de régularisation.

Les questions sont tellement variées et récentes, que l’élaboration d’une théorie générale
est encore prématurée. Chaque problème nécessite une étude spéciale, d’où l’actualité du
thème.
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2- CONTENU DE LA THESE
Le travail est constitué d’une introduction, de deux chapitres et d’une liste bibli¬

ographique. Il est consacré à l’étude d’un problème aux limites pour une équation pseu¬
doparabolique du type

t - È{a{t'xÙ “ b(t)-êk ~ d{t'x)u = f{t'x)

avec les conditions aux limites

(3)

du / u(t,x)dx = 0.Jo
(4)= 0,dx li=0

et la condition intiale

lu= u\t=0 = <p(x), (5)

Pour ce type de problème on établit un théorème d’homéomorphisme pour l’opérateur L
engendré par l’équation considérée et les conditions aux limites associées.
On commence tout d’abord au 1er chapitre par établir deux estimations à priori bilatérales
de la forme

\\Lu\\F < fciHs,
IMU ≤ \\LU\\F .

(6)
(7)

où E et F sont deux espaces fonctionnels convenablement choisis. Plus exactement E
est l’espace de Banach des fonctions u 6 vérifiant les conditions aux limites (4) et
muni de la norme finie

d3u I2
dx2dt

du I2 I d2u 2

dt\ |dxdtM* = /*(ÿ*ÿ — xŸJu
dxdt

fl (1 - x)2 fldul2 \d2u\2+ oSo?r/„ 2 + M + M2 dx, (8)

L. et F est l’espace de Hilbert composé des fonctions vectorielles $ — (/, ip) obtenu comme
complété de l’espace L2(f2) x W2(0,1) par rapport à la norme :

d2(p 2

+ dv?j2ÿIIÿIIF = /(1- x)2\f(x,t)\2dxdt +Jn
-(- 1</?|2 dx. (10)dx2 dx

Au problème (3)-(5) on associe 1’opérateur L = (£, l) défini de E dans F.
on appelle solution du problème (1.1)-(1.4) toute solution de l’équation opératorielle

Lu —
l’inégalité (7) est obtenue en multipliant l’équation (3) par un opérateur intégroddiferentiel
convenablement choisi.
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De l’inégalité (6) résulte que l’opérateur L de E dans F est borné et de l’inégalité (7)
résulte que l’operateur L-1 existe et borné sur R(L). Autrement dit l’opérateur L est un
homéomorphisme de l’espace E sur l’ensemble fermé R(L).

Au chapitre 2 en utilisant les opérateurs de régularisation on montre que R(L) = F ,

d’où des inégalités (6) et (7), on déduit que l’opérateur L est un homémorphisme entre
les espaces E et F.
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3- RAPPEL SUR LES OPERATEURS DE REGULARISA¬
TION.

Le développement et l’étude des opérateurs de régularisation sont dus principalement
à Sobolev [34] et Friedrichs [17].

Regardons la famille d’opérateurs intégraux J£ dépendant du paramètre e, définis par

ue(y)dy,

où w(£) est une fonction paire indéfiniment différentiable, telle que

w(0 > 0,

et oKOde-1,w(0 = 0, pour |£| > 1

u(x), x e Ge,
0, xi Ge,

ue{x) -

où Ge est un sous domaine du domaine G, dont la distance à la frontière dG est supérieure
à e.
Remarquons que les opérateurs J£ sont auto-adjoints. Enonçons certaines de leurs pro¬
priétés sous forme de lemmes

Lemme 1 Pour toute fonction u de L,2(G)
Jeu e C0°°(G) et converge vers la fonction u pour e tendant vers 0, i.e.

\\JeU - U||L2(G) — ♦ 0 pour e — ► 0.

Lemme 2 (Friedrichs) Soit la fonction u appartenant à L2(G) et a(x) appartenant à
G1(G). Alors

~ (aJ£u - J£(au)) 0
IMG)

pour e — ► 0, i = 1, ..., n.

Pour la démonstration des lemmes 1 et 2 voir [15, 16, 18].

Lemme 3 Soit la fonction u G L2(G) et a(x) €G1(G). Alors

11“ÿ“ “ÿ(w) <c|M|i2(G)+»Ke),
MG)

où 77(e) 0 pour £ — * 0.
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Démonstration. Remarquons que

lhÿ*tt-j*(aÿu)ll Il d . T v da T d . ( da \ ||
~ (aJ‘u) (au) +J‘\îhiu)||L2{G) WG)

(£•)d d da< k— (aJ£u- Je {au)) + hr-Je - TT-JeUdxi dxi dxiIWG) \WG
En vertu des lemmes 1 et 2 on conclut que

< c ll“llia(G) + T?(£).
WG)

où r}(e) 0 pour s 0. ■

D’autres notions et inégalités seront utilisées telles que l’e-inégalité

2ab < ea2 + -62, Ve > 0.e

qui se déduit de (y/êa — > 0.

&v, vi

O1
t

y4r'

•u- V
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Chapitre I

Estimations à priori bilatérales
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1- Position du Problème.
Dans le rectangle fi = {(t, x),0 < t < T,0 < x < 1} où T < oc, on considère

l’équation aux dérivées partielles :

=i- ÈMt'xÙ -b{t)-§m ~ d{t’x)u = f(t-x)Qu (1.1)

où a(t, x),b(t),d(t,x) sont des fonctions données et satisfont aux conditions suivantes :

Condition Hi :

da(t, x) da(t,x)0 < a0 < a(t,x ) < oi, aï”+Cl’ ST |SC2’
db0 < b0 < b(t) < blt

0 < d0 < d(t,x) < d\.
< c3,\di

Condition H2 :

da d2a d2a d2a dd
°4 s ’ 5? 2 C5’ «s; s s? 2 C7> â 2 c"

où les constantes Ci,i = 4...8 sont aussi strictement positives.

A l’équation (1.1) on associe la condition initiale :

lu = M|(=0 = f(x), (1.2)

et les conditions aux limites :
1du l u(t, x)dx = 0. (1.3)= 0,dx lx=0

Où la fonction ip vérifie les conditions de compatibilité de la forme (1.3) :

/ ip(x)dx = 0.J 0
v?'(0) =0 et (1.4)

Pour l’étude du problème posé on a besoin des espaces fonctionnels suivants :
l’espace E de Banach des fonctions u G L2(ft) vérifiant les conditions (1.3) et muni de la

‘ norme finie

du I2 I d2u I2 I d3u I2
dt + dxdt + dx2dtIMIJS= / (i-*)2

Jn
dxdt

fl\(l — x)2{ du\ 2 \d2u\2+ sup / —I +1— 1
0<t<T J 0 l \ + |u|2 dx , (1.5)dx dx2
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et l’espace F de Hilbert composé des fonctions vectorielles $ = (/, <p) obtenu comme
complété de l’espace L2(fl) x W|(0, 1) par rapport à la norme :

(l-ÿ)2 / 1 d2ip |2 \dip\2\
2 \\dx2\ \dx\ JIIÿIIF — / (1 -x)2\f(x,t)\2dxdt+ [

Jn Jo + \ip\2 dx. (1.6)

1 Au problème (1.1)-(1.3) on associe l’opérateur L — (£, ï) défini de E dans F.

Définition 1 On appelle solution du problème (1.1)-(1.4) toute solution de l’équation
opératorielle Lu =

Dans ce travail, on montre que l’opérateur L est un homéomorphisme entre les espaces
E et F. La démonstration est basée sur la méthode des inégalités energetiques proposée
dans [44].

2- Estimations à priori bilatérales.
Théorème 1 Si la condition Ht est satisfaite, pour toute fonction u e E, on a l’estimation

H<*i NI*. (2.1)

où

ki = max [5 max(2c2, 2a\T,d\T)+1, 5bf, 5] .

Démonstration. De l’équation (1.1), on a

(2.2)

(æ0'+«4»
(£u)2 < 5

< 5

En multiphant les deux membres de cette inégalité par (1- x)2 et en intégrant sur fl, on
obtient :

dxdt

dxdt

+dlJ (1 — x)2(u)2dxdfj ,

d’où

j> - » =[/„<ÿ - [(*)’ÿ (ss)’*«(»)'
gt-(i' (ï) *)***£&,(f,¥(S)’*)*

+d\ f sup ( f (u)2dx) dt\J 0 0<t<T \J0 J J

dxdt

(2.4)
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ainsi de (2.4), on a

dxdt

Yl(ÿ)âx+2“?T»|ÿf ffi)*1

+2cjT sup /
0<t<TJo

+d\T sup [ (ii)2dxl . (2.5)
o<t<7Vo J

De la condition initiale (1.2) résulte :

I. dx
2

< sup [
0<t<T 7o

+ (u)2 dx. (2.6)2

En combinant les inégalités (2.5) et (2.6), on obtient :

+ (Zu)2 dx

/<->*< 5

+ (u)2 dxdt ,+ (5 max(2c2T, 2a2T, dfT) + l] sup
o<t<r

d’où :

||LU||F < fci IjuHÿ ,

avec ki = max [5 max(2cÿT, 2afT, d{T) + 1, 56f , 5] ainsi le théorème est démontré.. ■

Théorème 2 Four toute fonction u €F, si la condition H\ est vérifiée on a l’estimation

IMI.E ≤ ll-ÿllj? >

[21 + 17 [l6 + +
min (1/4, 60, 6g, a0, 2oo60)

(2.7)

max ecT
, et c est une constante vérifantoù £2 =

(C261 + O1C3 2c2 + 3d2 + C2
OQ6O ) (2.8)c > max

OQ
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Démonstration. On note par :

= lo Mw = (1“x)2ÿ + 2(1_x)JÿJu

et on considère la forme suivante <ï>(u, u) — e **£u Mu, où c vérifie (2.8). Après avoir
remplacé Mu et Zu dans $(u,u) par leurs expressions et intégré sur le sous domaine QT

où

Or = {(£, x) / 0 < £ < r, 0 < x < 1}

on obtient

jf ${u,u)dxdt = J J e *(l-s)aÿ~ÿ
~l L e~aTx (aÊ) (1 -1)2 tixii ~ 2l l e~ai (a0 {1~x) J%dxdt

LLe“(1 x)ÿtjamdxdtdxdt + 2

J J e-ctd(l — x)2uÿ dxdt — 2 J J e~ctd(1 — x)uÿdxdt. (2.9)

2 cftu duf f e ab(t) (1- x)
J 0 JO

dxdt — 2 dxdtdx2dt dt

On considère séparément les termes qui composent l’égalité (2.9).
On remarque tout d’abord que :

- JL T—-
dt dx dt'
du (2.10)

en partant du terme

et en faisant une intégration par parties par rapport à x, on obtient :

l L e"“(i■x)jtjÿdxdt =l L e~a (i - x)ê(j0 jÿdxdt

=~L le~*jwîL [(i~*)j0
=/ L e~a (Jf?) dxdt~l L e~a{i-x)jwiL [j

du

dxdt

du dxdtdi
D’ici et en utilisant l’identité (2.10) on obtient

2L L e~a(i-x)ÿjÿixdt=l L e~a (2.11)dxdt.
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En faisant une intégration par parties par rapport à x et en utilisant la condition de
Neuman de (1.3) on a pour le terme suivant :

11 (°È) (1'xf %ixit=l l eÿafx [~2(1-x) (1-1)2 mk] dxdt

~~2l le~c,{1~x)aÿ le~ail~x)2adïÈ£cdxdt (212)

De l’intégration par parties par rapport à t du terme

' de (2.12) découle :

l L [ÿt1-*)s“(|) **

-JÏL’E [e"(i-i)2al]Idxdt=l! [e"d(i-i)2°(S) \dx
-/ f e“cf(l -xfa

J o J o

L L e~a(i ~ x)2aTx§jkdxit =11 e_',(i ■ x)2a (S) oix
-4LzilafËa

dxdt+c

dtdx dx

d’où

a (1 - I)2 Sa ( 8U \ 2

w*)© dxd*~Uoej r« dxdt. (2.13)
2 dt2

Des égalités (2.12) et (2.13), on obtient :

i l °’hHs) 11 ~ 1,5 P’* = "2i ''P '1*

H:
_ r1 r _(l-*)a&» /3u\ 2

Jo Jo 2 dt \dx)

—dxdtdt

dxdt

dxdt. (2.14)

En faisant une intégration par parties par rapport à x, en utilisant la définition de Ju,
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l’identité (2.10) et la condition intégrale de (1.3) on a :

11 e~aà(“£)(1- x) **= ~2l l '“'“S-'w
+2i [e~*aTx (i - x) t?**-2i r-4(aji)**r/> *•

70 70

dxdt-2

+2l le~aaTx{x~x)%dxit + 2-U- u.a.—dxdt

[e~aa(l-x)wàixit (2-15)

On calcule le 2erae terme du membre droit de l’égalité (2.15),

f' Te-* *
70 70

= [ [e cta(u)2]g dx + c [ [ e cta(u)2dxdt
70 70 70

a.u.ât

/ [**%&**-{ r*J 0 «/0 ut J0 J 0

d'n-ÿa—.u dxdt ,

d’où

[ f e cta(ufdxdt
70 70

2J J e = J [e rta(u)2]Q0
da; + c

-etSa/A (u)2 dxdt. (2.16)

Des égalités (2.15) et (2.16), on obtient :

/ Ie Ct«(a)2]o
Jo

(u)2 dxdt + 2 J J e rfa(1 — dxdt.

(2.17)

o f' T -a 9 ( du\ du, f1 fr _ct da du1 1 6 ô~x (aÿJ (1"x) V***-2l l e u-d~xJm
+c f f e-cta(u)2da;dt— f f e~ct

70 70 70 70

„dxdxdt+

da
m

En procédant à une intégration par parties par rapport à a; et en utilisant les conditions
aux limites (1.3) on a :

n?-abm-x)\ÿdxdt-2L i e-aim-x)ïJkitdxdt' <2i8)

-2J J e~*b(t)-jJÿJÿdxdt. (2.19)

on procède de la même manière pour le terme suivant :

l Le-*hm-x)iktj9iïdxit = +2 dxdt-2

14



En substituant membre à membre les égalités (2.18), (2.19) on obtient :

i.i1 dxdt — 2 dxdt

(2-20):

Pour les deux derniers termes du membre droit de l’égalité (2.9) on a la majoration :

f f e ad u( 1 — x)2ÿ-dxdt + 2 f [ e u(l
Jo Jo 9t J o Jo

< jy J e_ctd u(l - z)2ÿdxdt| +2 J e-ctd (1 - x)uJÿda:dtj
dux)Jÿdxdt

< J J e (1 - x)2 |u| + 2j J e ad (1 - x) |u| J Jÿjdxdt,

en appliqant 1’ e-inégalité, on obtient

J J e rfd u(l - xfÿdxdt + 2J J e rtd u(l - x)Jÿdxdt < J J e (1 - x)2 \u\2 dxdt

{JJjJJj dxdt + 2J Je ctd?( 1 - x)2 |tt|2 dxdt

+îiie'a \jdit \ dxdti3d'L le~a
+Ui (10 dxdt+U L e~a (ÿ/t)

dxdt

dxdt. (2.21)

Ainsi des égalités (2.9), (2.11), (2.14), (2.17) et (2.20) on a :

jf I U)dXdt =Io Ioe'a{1-1)2S) dXdt+[ Ioe~a (Jÿ)
<h(ÿ®)HWh(ÿ©HL*
+2l L e-*uTxJl*

dxdt

f.£•ÿ**»-■>'O’"**£f •ÿ“*<•>(»)'
Tda dxdt' + »

dxdtdxdt+

2 JJ JJ e~ctd( 1 - x)uJ~dxdt, (2.22)[ [ e ctd(l-x)2uÿJ 0 do
dxdt —
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qu’on peut écrire aussi sous la forme

L L e~a(1 x)% (*) dxdt+l L e~“ (Jdt)
e"c‘a(ÿLÿ£L(i) +{u)1)\tjx+cL Le~aa +{u)[

+J J ë~rf6(£)(l — x)2 dxdt + 2J J e~ctb(t)(ÿ~Sj2dxdt =J J <fr(u,u)dxdt

+[ h &+ÿ2)ljx+Io Be~a S)2+(“)2

—2J J e~ctu.ÿ-Jÿdxdt+J J e_ctd(l — x)2u~ÿdxdt + 2 J J e-ctd(l — x)Jÿdxdt,

dxdt

dxdt

dxdt

(2.23)

d’après l’e-inégalité, la condition Hi, en minorant le terme à gauche de cette égalité et
en majorant celui de droite, on obtient :

L L e‘*(1■1)2 (t) dxdt+L l e'a (yw)
+a°L e-a(ü-ÿ-(ÿ) +(«)!j dx+ca°i J*-* +(“>2

+boJ jf e-ct(l — x)2 (Jlÿj dxdt - J J0 Hu,u)(Lxdt

*-ÿ'1 i (È) +l“)! ,ljd! 'il L r

dxdt

dxdt

+ûI /JO
dxdt

dxdt

g-- + (u)2 dxdt. (2.24)+

Maintenant, on estime d’abord l’expression JJ $(u,u)dxdt. On a

3>(u, u) = e_rf£u Mu

= e“Zu

-“Zu £(1 ~xfÿ + 2eÿZu (1- x) |
|£u| (1 — x)21ÿ| + 2é~ct |£«| |1 — æ| Jÿ|,

< e

<e-rf
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en utilisant l’e-inégalité, on obtient

21
$(u,u) < ect(l-x)2 |£U|2 + 16(l-a;)2|£u|2 +

- Jÿ2
16 ’

+ e"rf

aul2 _ct i< e-ct(17) (1 - z)2 |£u|2 + (1 -xf + e¥4

cl’où

du|2£ jT$(tt, u)dxdt < 17£ fÿe-* (1 - xf |£u|2 dxdt+ÿJÿ jfV*4 (1 - x)2 |—
jdii I2

dxdt

+hl Ie \Jm dxdt.

D’après (2.11) et grâce à l’e-inégalité, on a :

= 2L le'a{i~x)ÿJÿixitdxdt

< 2 f /Vrf|l -x|
JO J 0 !

< 2f/Vÿl-r)Jo Jo

du
¥||J¥

2 1 du 1 2

du dxdt

ixitJr\L L e~a\Jln\ dxdt,¥
• d’où

du I2M dxdt < 4 [ [ e (1 — x)2
Jo Jo 1/7>| dxdt* ,¥¥

ainsi
dul2jf 1 J\{u,u)dxdt < 17£ j\-« (1 - xf |£n|2 dxdt+ÿJÿ j*e~* (1 - xf | dxdt.di

(2.25)

Des inégalités (2.24) et (2.25) on obtient

(s)"*hC[r‘t' -*>'(â) dxdt

dxdt ûQ

.fM-.*..,/[ti(g)’<17 f e-<* (1Jn

(l-*)2 /*A2
2—

+ (luf dx

+c2 f1 f e~a
Jo Jo + («) dxdt

+ (uf dxdt. (2.26)
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De l’équation (1.1) on a :

_ &u\2 _
dx2dt>r dx2) )ÿdPu(b{t) du da du-£u+— - — --dudt dx dx

d’où

,2/ \ ( <PU \ 2
2 ( 92u\2 d3u d2u f( )(â?â) +a (â?) + ~ (

2du da du---du-&u+---dt dxdx

+4d2 (u)2 .

En multipliant les deux membres de cette dernière inégalité par e~ct(l— rc)2 et en intégrant
sur fir on obtient :

(1- dxdt

f [ e rf(l — x)2 (£it)2 dxdt
Jo Jo

2 d3u d2u
dx2dt dx2f f e rfa&(£)(l — x)Jo Jo

dxdt < 4+2

//•—et dxdtdxdt + 4+4

[ />(1- x)2d2 (u)2 dxdt. (2.27)7o Jo+4

On considère le terme

2 <92u
&r2ât <9x2

f f e ctah(t)(\ — x)J o «/o
dxdt ,

auquel on fait une intégration par parties par rapport à t, on obtient :

r [ÿ"([ [ e ctoô(i)(1-x)
JO Jo

2
Cÿtt 52U

ôx2dt 9x2 dredxdt =

jf Ie'“(1- I)2a6(() (S) **- jf [e~a(l - x? [t6(<) +ai] (S) dxdt+c

c?2uf f e ct(l — x)2a&(£)
Jo Jo

dxdt <dx2dt dx2
d’où

(S)']d2u d3u
2 [ [ e ct( 1 - x)2ab(t)

Jo Jo
(1 - x)2aft(t) dr-dxddx2 dx2dt t=o

d2u\2jf Ie"(i - xfab(t)(S) dxdt -£l e'a<i - x)2 9a db— -b(t) + a— dxdt+c dx2dt dt
(2.28)
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de (2.27), (2.28) et en utilisant la condition Hi, on obtient

(s*s) r (S) L*
+caobo J J e_ct(l - a:)2 dxdt - J J e — z)2 (£UŸ dxdt

+ii!ïe~a{i-x)2(i) ©
+/f e~“(i -1)2 SKt) +ai]®0 **+ / (i ~ x?(S) *

+4d2 f f e_ct(u)2dxdt.
do do

dxdt

(2.29)

Dans les inégalités (2.26) et (2.29), on choisit la constante c telle qu’elle vérifie respective¬
ment et similtanément,

2c2 + 3d? + c2 < ca0,

C2&2 + alc3 ≤ CÛQÿO.

C’est à dire

C2&2 + alC3 2C2 + 3df + C2
OQ6O. ’( )c > max

L’inégalité (2.26) donne alors :

X)1©**+b°Jèf e~a(1-x)2 (II) dxdt

— x)2 (£u)2 dxdt

I. dx. (2.30)TÛl

et l’inégalité (2.29) s’écrit aussi :

x)2{dx2m) dxdt+a°b°l e 0,(1 x)2(ar2)
(î-»)»< 4 / e-ct(l - x)2 (£u)2 dxdt + 16 f e~ct

Ju J n
dxdt4

(§)ÿ
+8cÿT sup

0<t<T

+4d2T sup f e **
0<t<TJo

dx. (2.31)
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Le membre droit respectivement de (2.30) et de (2.31) ne dépend pas de r, alors en
prenant dans le membre gauche respectivement de (2.30) et de (2.31), le majorant exact
en r, on obtient de (2.30) :

ïi+*(1-1)2 (£)’'ixdt + jÿ'1- *>2©2
jf e~a (ÿ) + dx < 11If*d -*)’ (£«)"

dxdt

+ao sup
o<t<r

+Û1 fJ0
dx. (2.32)

et de (2.31) on a :

dxdt + a060 sup
o<t<T

<4Je rt(l — x)2 (£u)2 dxdt + 16J e ct— JJ- dxdt

+8*TS?T£ e~a (S) + (“>2]*
+KFoSfr/’ (I) + (U)2]*+ ai6l/(1-1)2 (0) dx. (2.33)

Des inégalités (2.32) et (2.33) on a :

- x? (Jk) dxdt + (g) <b

< 21Je rf(l — x)2 (£it)2 dxdt

J e_ct(l — x)2 (£u)2 dxdt + aiJ+16 17

!+©'*«'*+8ÿ- 17 f e ct(l — x)2 (£w)2 dxdt + ax f
Oo J n Jo

+4ÿ- 1?J e rt(l — x)2 (£u)2 dxdt + ai J
f1 (1- x)2 ( d2lu\ 2

+ 1 Vo 2 (dÿj dX- (2.34)
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En additionnant membre à membre les inégalités (2.32) et (2.34) on a

ï/ne"“(1- Xf (S dldt + 6°/ne~“(1 ~ *>* (I®) dxdt

(1 — x)2 f du\2

+a0 sup / e
o<t<rJo | dx+b°Le'ÿ1-x),{Sk)+ (u)2-et dxdt2 cto

+2O060 SUPo<t<rJo 2 \ctoV
<f21+17A6+Ml+Ml e"414 (1 - x)2 |£n|2 dxdtao do O

1 (1 - x)2 (dlu\2+ai [16+8ÿ+Mi
OQ ao dx + 2aibiJÿ (l-x)2g)+ {lu)2 dx.2 dxo

(2.35)

Comme e cT < e-et < 1, alors :

21
dxdt

f1 (1 — x)2 \f du\2 ( d2u\2tSSl 2 [l&J + M _ + (it)2 dx

dlu\2 d2luMa-*)2f {f(t,x))2 dxdt+ f
n J o

+ {lu)2 dx< fc2 + dx22 dx

où

[21 + 17(l6+gg ) ,2ao&o]4d?T
aomax ecT

k% = min (1/4, b0, «o, 2a0&o)

ainsi

NU < h \\Lu\\ F l

d’où le théorème est démontré. ■
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Chapitre II

Résolubilité du Problème

i
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De l’inégalité (2.1) résulte que l’opérateur L de E dans F est borné et de l’inégalité
(2.7) résulte que l’opérateur L-1 existe et borné sur R(L). Autrement dit l’opérateur L
est un homéomorphisme de l’espace E sur l’ensemble fermé R(L).

Si, maintenant, on démontre que R (L) = F, alors de ces inégaÜtés (2.1) et (2.7), on
déduit que l’opérateur L et un homéomorphisme entre les espaces E et F, d’où pour tout
J = (/, <p) il existe une solution unique du problème (1.1)-(1.3). Il suffit alors de montrer
que R (L)J" = {0} c’est-à-dire pour W = (w, wo) G R (L)x on a w = 0 et w0 = 0.
La démonstration est basée sur la proposition suivante :

Proposition 1 On suppose que les conditions H} et H% sont vérifiées. Si pour toutes les
fonctions u G E, vérifiant la condition lu — 0 et pour un certain w £ L? (fl) on a :

L (3.1)£u w dxdt — 0,

alors w = 0.

Démonstration. La relation (3.1) est donnée pour u tel que lu = 0, on peut
l’exprimer sous une forme particulière.
Soit h la fonction définie par la relation :

-s: (3.2)h — J> wdr.

duSoit — solution de l’équation :

-a{t,a)J = h,

où a est im nombre fixé appartenant à l’intervalle (0,1), et

(3.3)

J?'J = f j( g(n,t)dr)d£, (3.4)

et soit la fonction u donnée par :

0, 0 < t < s,

s <t<T,
(3.5)

où s est un nombre fixé quelconque dans [0 ,T\.
On dérive l’expression de h par rapport à t dans (3.2) et (3.3), on obtient :

u =

=|(o(t .w = rt~lh (3.6)
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Lemme 4 La fonction w définie par la relation (3.6) est dans L2 (fl) .

Démonstration. En utilisant l’inégalité de Hôlder on a :

«y - GMW
ï (£*){£(**)'*)

(ÜÿH

il ix)l
<-

< a-*)

d’où

/('S' î

(1 — x)dxdx <

donc

13e la même manière, on montre que

/ (®“AL (®) *
par conséquent, on a :

(3.7)

En considérant maintenant le terme f* (||(i, cr)J*2ÿ)2 dxdt auquel, on applique (3.7),
on obtient :

f.r.o<o' ■ /T®TT®'
* umy
‘ f/T®'*'

dxdt dxdt

dxdt

et donc ||(i,<7)J*2|| appartient à L2 (fl). Il reste à prouver que a(t,cr)J*2~% appartient
à L2 (fl), pour cela, on utilise les t-opérateurs de régularisation ps de la forme :

(peg)(t,x)= wÿ-jÿjg(s,x)ds,
24



indroduits dans [44], où w est indéfiniment différentiable, w > 0, w — 0 au voisinage de
t = 0 et t = T et en dehors de l’intervalle (0, T) avec fRw(t)dt = 1.
On applique les opérateurs pe et §-t à l’équation (3.3), on obtient :

=|(M)d
~dt

et, en remarquant que

|kl] = +

+|[o((,<r)p,J,*2ÿ - P. (<>(‘."M?fjf)] ■

am
on obtient :

(3.8)

De (3.8) on a :

2du\\2 l®HL| , , d [ „2du]\\2\a(t'a)at[p’J’ mi <&2 /vE

+ 3|||[a(*,<T)/>,ÿ9u
+ 3~dto.n lo,n

(«‘ÿ'«’DIL
(«<«.*>j?|)]|| — »,

. (3.9)~PeÔt

En appliquant le lemme de Friderichs, pour e tend vers 0 on a :

|||[«(*,,) -fl,

et puisque on a aussi

kl-5*1 0
lo,«

de (3.7) et (3.9) :

IklklllkÿHL+* |2dôI(Pÿ) >m ''on
Puis on passe à la limite pour e — ♦ 0. ■

On revient à la démonstration de la proposition
Soit = {(s, x), 0 < s < t < T, 0 < x < 1}. En remplaçant u et w par leur expers-
sions respectives donneés (3.5) et (3.6), l’équation (3.1) prend la forme suivante :

i(s-s(«•>£)-«w -«*)£ [•«ÿ«IJ dxdt

-111kÿ2!ixit -i.Tx (O(M)S) 4 [o((’ff)ÿ24] dxdt

kw*!] dxdt - 0.

(3.10)
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On considère un à un les termes qui composent l’équation (3.10).
Pour le terme

du dJna dxdt,dt dt

en intégrant par parties par rapport à x et à t, en vertu de la condition intégrale de (1.3)
et de l’identité (3.4) on obtient :

f du d \ . . 7*odu\ dxdt

= L, + h.%<*•
dxdt -i Yx (J;s)YMJ’Yixdt
L>X
L>X
L>X

dt2

dxdt

= ~H [
t—a

-1!(*ÿ')(ÿ)*
= dx~\Jn_ Yÿ'a) (J*w)

dxdtdxdt —
ix+\ dxdt

dxdt

(3.11)dxdt.

A partir des condition aux limites (1.3), des identités (3.2) et (3.4) et sachant que
u = 0 pour t — s, l’intégration par parties par rapport h x et t donne pour le terme
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’ suivant

f df du\ ô [ 2du-i.di{a{t’x)rx)-mrÿJ‘9i\
= ~Sn.a{t'X)ÿîi[a{t'c)J‘%]ixdt
= -i.a{t’ x)uFt [a((’ a)Fi\ dxit +1_ fx(t' x)uFt [“(*ÿ°)r* at

= + a(t,x)a(t,cr)

dxdt

du dxdt .

du\2 dxdtdt
d2a Jÿ(t,x)a(t,v)?£j;ÿdxdt

= dxdt +\jj-£(t,x)a(t,v) m
(t,x)a(t,<r)uJÿdxdt - |?-(t,x)a(t,a)ÿJ‘ÿdxdt

fJü,
duQ—ÿ(t,x)a(t,cr)uJ*—dxdt -dt

d{uf
' dxdt/

d2aJ dxdt

(w) dxdt +\t at
t=T-s, da— (t,x)a(t,cr)u2a{t,x)a[t , a) dx
t—S

\L.(w{t’x)aM + F{t'x)È{t'a)) u2dxdt
d2aIci, du Jÿx(t,x)a(t,a)ÿj:ÿdxdt(t,x)a(t,a)uj*—dxdt
axai dt

( du\2 1 f1 da(«) dXdt+2l dtIn, —(T,x)a{T,<r) (u(T,x))2dxa(t,x)a(t,a)

li, (!?«ÿ*>“(*.") + uHxdt

U.ëaM(j:0 dxdt~L d2a dua(t,a)uJx-—dxdt. (3.12)dxdt dt

On considère le terme suivant :

L.b(t)F?kl(aMJ?Fi) dxdt,

auquel on fait une intégration par parties, en utilisant (3.2), (3.4) et les conditions aux
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limites (1.3) on obtient :

' -1 (a<i’°)J?9i) dxdt = “ /„.b{t)Èrl (a(<’ f)
= ~Lb(t)ÿli dxdt=-Jnmÿ(t,a)ÿdxdt
-LH*)'**"***--i<M®2

- i£Wt,<r)f (|) *=* = - /„. 6Wt<*’ (ÿ)

dxdt

dxdt

dxdt

\l 6(i)o(<- ff) (t) I dx+\L [ÿa(<’ + ff)] (I)
t=S S

dxdt

=-\Lb{t)9i(t'a)(M)
2

+ll (|ta*>)
dxdt + r dxdt

dx. (3.13)

Pour le dernier terme du membre gauche de l’égalité (3.10), en tenant compte de (3.2)
, et (3.5) et en intégrant par parties par rapport ht on a :

id(t’*>*4
J d(t,x)ÿa(t,a)J*2ÿdxdt. (3.14)

dxdt

+

Des égalités (3.10)-(3.14), on obtient :

a(t,x)a(t,<r) dxdt + d®

+ÿ/ +\ f0 b(s)a{s,(T) (ÿ(s,x)ÿ dx

" SI. (J:ÿ) **+ 5 L [§<*ÿ *>“<*' ff> +f (i’x)tH
+\SuM{t,X)a(t',’) dxdt + Jÿÿ(t,x)a(t,a)ujÿdxdt

1 f l.l±\®at± \ ( 8U\2+2LKt)mM[m)
-J ~a(t,a)uj*2ÿdxdt — J d(t,x)a(t,a)ÿJ’2ÿdxdt.

u2dxdt

dxdt-lJn.B-wÿ (t) dxdt

(3.15)

De (3.7) on a

nw~*U£W (3.16)dxdt «
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En utilisant les conditions Hxet H2, l’inégalité (3.16) et en appliquant l’s-inégalité dans
(3.15) on obtient :

J dx+2C*a°f (U(T,X))2 d.xdxdt — OQ

L 6(s,;r)) J dxdt+-J {c7ai +c|)2 (u)2 dxdt

1 (4)2
16) d*dt+WaM

i i+ 2ÿoao dx < -c%

1 dxdt+ 2C5Û1

1.+ 2&1C216) 1 dxdtdxdt + 2C3ai

< (ip. + ?*«. + + b-f) l' (•£§)
116)4

dxdt

dxdt

+ 2 (Ct01 + + c6 + ci) J (u)2 dxdt + - (c3aa +<%) J dxdt, (3.17)

ainsi

HIÿHL i2dit! 2 du
+ wr.*)llJ âï(s’x)

<fe(||<n.+ |L,|
\ Il °1 llo,n

+m 0,(0,1)
0,(0,1) lo,(0,l)o,n,

.HI4IIJ.dull2 (3.18)

où

,\ (C7a!+(|+C|+C|) ,\ (cÿd-d*)]max

min (ag,|ao,|c4«o,|«oÿ))
L’inégalité (3.18) est essentielle pour notre démonstration. Pour l’utiliser, on remarque
que la constante fc3 est indépendante de s, cependant la fonction u figurant dans (3.18)
dépend de T. Pour cela on introduit maintenant une nouvelle fonction 9{t, x) définie par

dr.

On a

u(t,x) — 9(s,x) — 9{t,x),
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en effet :

fT duj F duri= I TrdT~l TriT
f1 du

d-rdT + jTTrdT
9(s,x) — 9(t,x)

T du

-r~d~rdr
= u(t,x) — u(s,x)
= u(t,x).

On a :

= J J (uŸ dxdtMliU
~ J J (ÿ(â. x) ~ 0{t/x)Ÿ dxdt

f f (9(s,x))2 dxdt + 2 f f (9(t,x))2 dxdt
J O J0 J O J O

Is (/ (0(S’X))2rfX) +
< 2(T — s) ||#(s, x)|lo,(o,i) + ||0(£> x)llo,n, •

< 2

< 2

(3.19)

De plus :

(3.20)u(T,x) = 9(s,x) - 9(T,x) = 9(s,x).

Ainsi de (3.18)-(3.20) découle :

Il f) II2
|| — jj + (1- 2k3(T - s)) ||0(«,*)||2i(O|1) + iC)jj

2du II2 du+ rÿ(s>x)
0,(0,1) 10,(0,1)

)'au il2au il2 (3.21)J:dt o,n.lo,n.

. d’où si so > 0 vérifie la condition

1
1-2k3(T-s0)= -,

de l’inégalité (3.21), on obtient :

21 2du dum(s’x)J‘ at (,s,x) +0,(0,1) lo,(0,l)lo,(0,l)

+I4|Jdull2 (3.22)< 2k3 dt0,0,
lo,n,
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pour tout s € [T — s0,T].
En posant

du II2 du I2y{s) = ||0(M)||;5ifis + J:dt+dt lotn. o,n,
Alors dans (3.21) on obtient

|2 1 2du dum{s’x)
Par conséquent de l’inégalité (3.22), on obtient :

i2hv<~s)'

0,(0,1)
10,(0,1) lo,(0,1)

d’où

~ (y(s) exp(2fc3s)) < 0. (3.23)

En intégrant sur [s,T] et en tenant compte que y(T) = 0 on obtient

y{s) exp(2k3s) < 0.

Il découle de l’inégalité (3.24) que w — 0 presque partout dans flr-so- Comme s est
indépendant de l’origine en faisant le même raisonnement ou bout d’un nombre fini de

• fois on montre que w = 0 presque partout dans fl. d’où le résultat.

(3.24)

Théorème 3 L’image R(L) de l’opérateur L est égale à F.

Démonstration. Comme F est un espace de Hilbert, on a R(L) = F si et seulement
si de :

[£•£*££]H— <“>1(1 — X)2£U.VJ dxdt +Jü L
on a W = (u),u>o) = 0.
En choisissant u tel que lu = 0, on obtient alors de (3.25) que :

[ (1- X)2£U
Ju

.w dxdt = 0.

En posant 3Ü = (1 — x)2w, il vient alors d’après la propsition 1 que 2D = 0 et donc w = 0.
D’où (3.25) devient :

f1 (1 — x)2 \d?lu d?wo dlu dw0~\l — -[M !J-+ + luW0 dx = °'
Comme l’image de l’opérateur trace l est dense dans l’espace de Hilbert muni de la norme

y/21 (1 — x)2 I C?2lOo J2 jdwol2
2 I dx2 I J dx |ü + \IWQ\2 dx

on a WQ = 0. D’où W = 0. ■
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Résume

Le présent travail est consacré à l’étude d’un problème mixte avec condition
intégrale pour une équation pseudo-parabolique. On montre l’existence et l’unicité
de la solution.

La démonstration est basée sur une estimation à priori bilatérale et sur la
densité de rimage de l’opérateur engendré par le problème.



Abstract.

In this work, we study a mixed problem with an integral
condition for a pseudo-parabolic equation. We prove the
existence and uniqueness of a solution. The proof uses two sided
a priori estimates and the density of the range of the operator
generated.
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