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ABSTRACT :

In this contribution, we have concentrated on the analysis of the uni-
dimensional time series for the simple reason that it remains always much
to learn on the behaviour of the simple time series. And the findings that
are already known must be summarised and presented clearly to the users.
Thus, more effort will be required to describe and explain the current state of
knowledge in this field at various technical levels in order to motivate the ex-
perts with the use of more sophisticated methods. Because only the practical
use of new methods can justify their development.

Until very recently, cleavages between schools led most researchers to
deal with the random processes and the time series through a given mode
of representation. Contrary to that fact, we propose an approach in which
all the modes of representation of a random process are used according to
the possibilities of answers to the put questions. For instance, the beauty
of the representation "state-space" lies in the simplicity of the structure of
the equation of state. In addition, it is clear according to the definition of
this equation that the stationarity of the processes is not strictly necessary.
Moreover, the use of Gaussian spaces in formalism enables us to tackle the
significant problem of the reversal of time and to state a result that seems
interesting to us for the determination of the order of the processes. Besides,
the method of Box and Jenkins is in so far as the most popular due to the fact
that it is more accessible to a very broad range of users. The mathematical
level that it requires is elementary. As for the spectral representation of a
random process historically called periodogram, it is primarily based on the
Fourier’s transform of this process. The advantage of this form of parame-
terization is to replace the study of the random processes within the elegant
framework of the harmonic analysis.

Next, we have developed an approach for the study of the likelihood of
Gaussian linear processes. It is known that even in discrete time the problems
of calculation of the likelihood are never simple. Thus, we have concentrated
on the study of some types of likelihood approximation, the one of Whittle,
then the one of Box and Jenkins and finally that of Toeplitz and Szego. The
two first have been widely popularised by Box and Jenkins. However, both
approximations are unsuccessful when they are used in asymptotic calcula-
tions. For this reason, we have introduced the third type of approximation
summarised into what is known as Toeplitz-Szegs’s method.

In addition, it is noted that the sum of the squares in the approximation of
Box and Jenkins is not directly computable because the innovations depend



on values previous to the time series occurrence. But an iterative procedure
allows us to calculate this sum of squares in the rational case. As it seems
that the convergence of this algorithm was not established, we have devoted
a chapter to solve this problem in the case of the moving average models and
the mixed models.

A drafting of the work of Rosanov and Ibragimov on the calculation of
likelihood in particular in continuous time starting from the equations of
Wierner-Hopf has been achieved in our contribution. Then, proceeding from
the results of the approximation of the likelihood, we have proposed their
application to handle the problems of tests. The goal is to locate the natural
framework of latter developments and, thus, to attempt at obtaining approx-
imations easy to handle by applying the theorem of Szeg6 to the continuous
case. By calculating the Laplace’s transform of the approximation of Szego
of the likelihood, one can lead the formula of Chernoff and note that it has
the asymptotic properties of the lemma of Neyman and Pearson.

Key-words :
Time series - Random processes - State-space representation of a process -
Internal representation of a process - Reversal of time - Dual representation
of a random process - ARM A Models - Approximation of the likelihood
functions - Toeplitz-Szegd’s method of approximation - Algorithm of the
returns - Approximation of the likelihood ratio - Test of the likelihood ratio.



RESUME :

Dans cette contribution, nous nous sommes limités essentiellement & 1’-
analyse des séries chronologiques unidimensionnelles pour la simple raison
qu’il reste toujours beaucoup a apprendre sur le comportement des séries
chronologiques simples. Et les résultats qui ont déja été établis doivent étre
résumés et présentés clairement aux utilisateurs. Plus d’effort sera donc ex-
igé pour décrire et expliquer ’état actuel des connaissances dans ce domaine
a divers niveaux techniques, afin de motiver les praticiens a 1'utilisation de
méthodes plus sophistiquées. Car seule l'utilisation pratique des nouvelles
méthodologies peut justifier leur développement.

Jusqu’a trés récemment, les clivages entre écoles ont conduit la plupart
des chercheurs a étudier les processus aléatoires et les séries chronologiques
a travers un mode de représentation donné. Contrairement a cela, nous pro-
posons une démarche dans laquelle tous les modes de représentation d’un pro-
cessus aléatoire sont utilisés en fonction des possibilités de réponses aux ques-
tions posées. Par exemple, la beauté de la représentation état-espace réside
dans la simplicité de la structure de I’équation d’état. Par ailleurs, il est clair
d’apres la définition de cette équation, que la stationnarité des processus n’est
pas strictement nécessaire. De plus, 'utilisation des espaces gaussiens dans
le formalisme nous permet d’aborder le probléme important du retourne-
ment du temps et d’énoncer un résultat qui nous parait intéressant pour la
détermination de l'ordre des processus. La méthode de Box et Jenkins est
de loin la plus populaire. [’avantage de cette méthode, d’aspect heuristique,
est d’étre accessible a un éventail d’utilisateurs tres large. Le niveau mathé-
matique qu’elle requiert est élémentaire. Quant a la représentation spectrale
d’un processus aléatoire, historiquement appelée périodogramme, elle est es-
sentiellement basée sur la transformée de Fourier de ce processus. L’avantage
de cette forme de paramétrisation est de replacer I’étude des processus aléa-
toires dans le cadre élégant de ’analyse harmonique.

Par suite, nous avons abordé I’étude de la vraisemblance des processus
linéaires gaussiens. On sait que méme en temps discret les problémes de
calculs de la vraisemblance ne sont jamais simples. Ainsi, nous nous sommes
intéressés a ’étude de quelques types d’approximation de la vraisemblance,
celle de Whittle, celle de Box et Jenkins et celle de Toeplitz et Szegé. Les deux
premiéres ont été largement popularisées par Box et Jenkins. Cependant,
sur la In —vraisemblance les deux approximations se prétent mal aux calculs
asymptotiques. On a donc introduit le troisiéme type d’approximation résumé
dans ce qu’on a appelé la méthode de Toeplitz-Szego.
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Par ailleurs, on constate que la somme des carrés dans I’approximation de
Box et Jenkins n’est pas directement calculable car les innovations dépendent
des observations avant I'instant origine. Mais une procédure itérative permet
dans le cas rationnel de calculer cette somme de carrés. Comme il semble que
la convergence de cet algorithme n’a pas été établie, nous avons consacré le
chapitre quatre a répondre a ce probléme dans le cas des modéles en moyennes
mobiles et des modéles mixtes.

Une rédaction des travaux de Rosanov et Ibragimov sur le calcul de
vraisemblance a été proposée, notamment en temps continu a partir des
équations de Wierner-Hopf. Et, a partir des résultats de I’approximation des
vraisemblances on a procédé une extension aux problémes de tests. Le but
est donc de situer le cadre naturel de développements ultérieurs; et ainsi, en
appliquant le théoréme de Szeg6 au cas continu tenter d’obtenir des approxi-
mations faciles & manier. En calculant la transformée de Laplace de ’approx-
imation de Szego de la vraisemblance, on aboutit a la formule de Chernoff et
on constate qu’elle posséde les propriétés asymptotiques du lemme de Ney-
man et Pearson :

Mots-clés :
Séries chronologiques - Processus aléatoires - Représentation externe d’un
processus - Représentation interne d’un processus - Retournement du temps
- Représentation duale d’un processus aléatoire - Modeéles ARM A - Approx-
imation des fonctions de vraisemblance - Approximation de Toeplitz-Szegod
- Algorithme d’aller-retour - Approximation du rapport de vraisemblances -
Test du rapport de vraisemblances.
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Chapitre 1

Introduction

Le travail que nous présentons a été orienté sur les aspects les plus sensi-
bles dans I’étude des processus aléatoires et des séries chronologiques. Dans
la vaste littérature qui traite de la statistique des processus linéaires (voir [6],
9], [14], [15], [19], [22], [26], [32], [34]), I'un des problémes les plus fréquem-
ment rencontrés est celui d’exprimer explicitement la fonction de vraisem-
blance. On sait que méme en temps discret les problémes de calculs de cette
fonction ne sont jamais simples. De méme, le rapport de vraisemblances,
qui joue un role essentiel pour la construction et la détermination de tests
d’ajustement et de discrimination de modeéles, a fait I’'objet d’une attention
particuliere. Enfin, on constate que beaucoup d’efforts restent a faire con-
cernant les problémes d’identification et de paramétrisation des modeéles de
séries chronologiques. Dans ce but, notre contribution a été subdivisée en cinq
chapitres qui, nous I'espérons, répondent aux préoccupations du moment.

Apres le chapitre introductif, le second chapitre est consacré a la présen-
tation de deux types de paramétrisation des processus aléatoires. Le premier
type que l'on a intitulé représentation externe des processus, est un résumé
des travaux de Box et Jenkins, Brockwell et Hamilton pricipalement ([6], [9],
22], [38]). Cette forme d’expression des modeles stochastiques est basée sur le
théoréme de décomposition de Wold et sur I'idée de G.U. Yule ([38]) qui stip-
ule qu’un phénomeéne dont les réalisations successives sont fortement dépen-
dantes entre elles, peut étre considéré comme étant le résultat du passage a
travers un filtre linéaire d’une suite de variables aléatoires ¢; indépendantes
et centrées. Dans notre exposé on a adopté les notations de Box et Jenkins



([6], [22]) pour décrire les modeles ARM A a I’aide de 1'équation simple :
P(B)X: = Q(B)e

Le deuxiéme type de paramétrisation qu’on a appelé représentation interne
d’un processus, est en fait la représentation de Kalman-Bucy ou représenta-
tion état-espace ([9], [22], [27], [35]). Cette technique a été développée dans
le cadre du controle des systémes linéaires ([13], [24]). Elle est résumée par
le systéme des équations suivantes ou filtre de Kalman-Bucy :

Yi=HX, 1+ W,
0'& Xt:FXt—1+‘/if

Dans le troisiéme chapitre nous avons abordé I’étude de la vraisemblance
des processus linéaires gaussiens. Ainsi, nous nous sommes intéressés a I’étude
de quelques types d’approximation de la vraisemblance. La premiére méthode
exposée est due & Whittle ([38]). Avec cette technique, assez intuitive quoique
peu générale, on calcule Papproximation de la vraisemblance L}, au moyen
du périodogramme. En effet, il a été démontré que la forme quadratique dans

I
I’exponentielle est approchée par 4—]\; / f]E[)\()\Q)) dA, ie. :

+m
1nL%:0/ Inf (X

™

Elle permet aussi, sous des hypothéses assez générales, de montrer que la
N

somme des carrés des innovations empiriques Z 5?, est une bonne approx-
=1

imation de la forme quadratique de la Vraisejmblance. Le deuxiéme genre
d’approximation consiste a considérer tout processus comme limite de pro-
cessus autorégressif. Ce type d’approximation a été largement popularisé par
Box et Jenkins ([6]). Cependant, sur la In-vraisemblance les deux approx-
imations précédentes se prétent mal aux calculs asymptotiques. On a donc
introduit un troisiéme type d’approximation résumé dans ce qu’on va appeler
la méthode de Toeplitz-Szego. 1l est a rappeler que la matrice d’autocovari-
ances d’un processus n’est autre que la transformée de Toeplitz de sa densité
spectrale.

Par ailleurs, on constate que la méthode de Box et Jenkins est une applica-
tion particuliere de la méthode de Whittle dans le cas d’un spectre rationnel
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et de ce fait la forme quadratique de la vraisemblance est approchée par L5/
telle que :

N
Lﬁ‘] = Z 5?

Les innovations ne sont pas calculables en général puisqu’elles dépendent
de l'observation avant I'instant origine. Mais une procédure itérative permet
dans le cas rationnel de calculer cette vraisemblance. Comme il semble que
la convergence de cet algorithme n’a pas été établi, nous avons consacré le
chapitre quatre a répondre a ce probléme dans le cas des modéles en moyennes
mobiles et des modéles mixtes.

Dans le dernier chapitre, on adopte la représentation spectrale d’un pro-
cessus aléatoire qui est essentiellement la transformée de Fourier de ce proces-
sus. A lorigine, cette représentation était appelée périodogramme. L’avan-
tage de cette forme de paramétrisation est de replacer I'étude des processus
aléatoires dans le cadre élégant de I'analyse harmonique. Le dernier volet de
notre travail est une extension des résultats du chapitre trois aux problémes
de tests. Une rédaction des résultats bien connus de Rosanov et Ibrahimov
([26]) sur le calcul de vraisemblances y a été résumée, notamment en temps
continu a partir des équations de Wierner-Hopf ([17]). Le but est alors de
situer le cadre naturel de développements ultérieurs, i.e. ’application de la
forme due a le Kac du théoréme de Szego, au cas continu pour obtenir des
approximations faciles & manier. Un résumé du travail de Pisarenko ([32])
sur le rapport de vraisemblances dans le cas ou les densités spectrales sont
rationnelles, a été entrepris, mais on constate que ’auteur ne propose pas de
statistique pour construire un test. Finalement, pour terminer cette derniére
partie on a essayé de déterminer le test de Neyman et Pearson en situation
exponentielle. Pour cela, on a considéré la transformée de Laplace de ’'ap-
proximation de Szego de la vraisemblance. Le résultat obtenu n’est autre que
la formule de Chernoff ([4]) et ainsi il vérifie les propriétés asymptotiques
du lemme de Neyman et Pearson. Il est, dans ce cas, équivalent aux tests
classiques type porte-manteau.
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Chapitre 2

Paramétrisation des processus
aléatoires

2.1 Représentation externe d’un processus aléa-
toire

2.1.1 Introduction et notations

Une classe importante de modéles stochastiques utilisés pour décrire les

séries chronologiques est la classe des modeles stationnaires ARM A ([6], [9],
[22]). La propriété de stationnarité suppose que le processus stochastique
fluctue autour d’une valeur moyenne constante. Mais, en économie, dans
Iindustrie ou dans le monde des affaires ot les prévisions jouent un roéle
important, la plupart des séries chronologiques qu’on y étudie sont mieux
représentées par des modéles non-stationnaires. En particulier, ces séries ne
possédent pas une valeur moyenne fixe. Les processus stochastiques non-
stationnaires seront modélisés par les processus ARIM A ([6], [22]). Cette
vaste classe de processus fournit un ensemble de modeéles stationnaires et
non-stationnaires qui ont la particularité de représenter assez fidélement les
séries chronologiques rencontrées dans la pratique.
Par ailleurs,ces modeéles de représentation des séries chronologiques sont défi-
nis en fonction d’équations linéaires de différence a coefficients constants.
Pour faciliter les notations, nous allons introduire et utiliser I'opérateur de
retard noté B, défini tel que :

BXt - Xt—l €t Bth - Xt—m
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L’opération inverse ou translation positive est réalisée par I'opérateur d’a-
vance F' defini tel que :

FXi=Xi et F"Xy =X

Remarque 1 L’opérateur de retard B et lopérateur d’avance F sont in-
verses l'un de lautre, i.e., ' = B~1.

On définit un autre opérateur aussi utile que les précédents, appelé opéra-
teur de différence et noté V, tel que :

VXt :Xt _Xt—l = (1 —B) Xt

Remarque 2 L’opérateur V admet pour inverse l’opérateur somme S, défini
tel que :

SX,=V!'X,=(1-B)'X, = (Z Bﬂ') Xi=> X
§=0 j=0

La paramétrisation des modeéles stochastiques que I’on va utiliser est basée
sur l'idée de G.U. Yule ([37]) qui stipule qu’'une série chronologique dont les
valeurs successives sont fortement dépendantes peut étre considérée comme
le résultat du passage a travers un filtre linéaire d’une suite de variables aléa-
toires ¢; indépendantes et centrées. Ces variables sont des tirages aléatoires
d’une distribution donnée, en général une loi normale de moyenne nulle et
de variance 2. La suite des variables aléatoires &;,&; 1,&; o, ...est appelée
processus de bruit blanc et est notée ¢;. Cette opération de transformation
du processus €; en un processus X; par filtrage linéaire n’est autre que le
produit de convolution d’une suite (wj)j>0 de poids et de la suite des valeurs
(€t-j) ;50 du processus des innovations. En d’autres termes, la valeur d’'un
processus a un instant t est le résultat de la somme pondérée des innovations
antérieures a cet instant, i.e. :

X = p+ Y v =pn+¥(B)X,
7=0

ouv VU (B) = ijBj avec 1)y =1
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Remarque 3 La constante p est un niveau constant autour duquel évolue

le processus X;. L’opérateur ¥ (B) = ijBj est le filtre linéaire qui trans-
5=0
forme e, en X;. L'opérateur V (B) est appelé fonction de transfert. Si la série

ijBj est convergente, le filtre U (B) est dit stable et le processus X, est
5=0
dit stationnaire, dans le cas contraire on dit que X; est non-stationnaire.

2.1.2 Le modéle autorégressif d’ordre p ou AR(p)

Definition 4 Soient Y;,Y; 1,Y; o..., les réalisations du processus aux in-
stants t,t — 1,t — 2,.... Supposons que E (Y;) = p et posons Xy =Y, — p. Si
le processus X; peut s’écrire sous la forme

Xi =01 Xi1+ 0o Xy o+ + 0, X p + & (2.1)

ou € est un processus de bruit blanc ou processus d’innovation vérifiant les
conditions E (g;) = 0 et Var (g;) = 02, alors X, est appelé processus autoré-
gressif d’ordre p et est noté AR(p).

Remarque 5 La raison principale de cette appellation réside dans le fait que

lexpression du processus X; est une régression multiple de sa valeur courante

X, sur ses p valeurs passées X;_1,X;_9,...,Xs—,. De plus, si on considére

® (B) Uopérateur autorégressif d’ordre p défini tel que
®(B)=1-¢,B—¢,B*—...—¢,B"

alors la relation 2.1 peut s’écrire succinctement sous la forme :

®(B) X, = ¢,

Par ailleurs, il est aisé de constater que le modele AR(p) est un cas par-
ticulier des modeles & filtre linéaire. Par exemple, on peut remplacer dans
Pexpression 2.1 X; ; par :

X1 =01 X 2+ 0o Xy 3+ . +0, X 1+

Et ainsi de suite, on remplace X; o, X; 3, ...etc. Finalement, X; s’exprimera
comme une série en &y, i.e.

X, = U(B)e,=d"'(B)e
avec ¥ (B) = & '(B)

13



Un processus autorégressif peut étre stationnaire ou non-stationnaire. Pour
qu'un processus AR(p) soit stationnaire il faut que les coefficients 1; soient

[e.°]
définis de telle sorte que la série @~ (B) = E ¥;B7 soit convergente. La
J=0
o, , . 9e . . . ) 2, 2. .
condition nécessaire pour qu’il en soit ainsi, est que 1'opérateur autorégressif
® (B), considéré comme polynoéme en B de degré p, ait toutes ses racines a
Pextérieur du cercle unité.

2.1.3 Le modéle en moyennes mobiles d’ordre ¢ ou

M A(q)
Definition 6 Soient X;, X;_1, X;_o, ...etc., les réalisations d’un processus aléa-
toire centré aux instant t,t — 1,t — 2,... . Si le processus X, peut s’écrire

sous la forme
Xt =& — 01515—1 — 02515—2 i qut—q (22)

ot g; est un processus d’innovation vérifiant les conditions E (g;) = 0 et
Var (g;) = o2, alors X, est appelé processus en moyennes mobiles d’ordre q

et est noté M A(q).

Remarque 7 On définit l'opérateur des moyennes mobiles d’ordre q, noté
© (B), tel que :

©(B)=1-60,B—0,B*— ... —0,B°

Ainsi, un processus MA(q) peut s’écrire succinctement sous la forme X; =
© (B) ;.11 est évident que le modéle M A(q) est un modéle a filtre linéaire.

2.1.4 Le modéle mixte autorégréssif-moyennes mobiles
d’ordre (p,q) ou ARM A(p, q)

Definition 8 Pour permettre une meilleure flexibilité dans l’ajustement des
séries chronologiques, il est souvent utile de combiner les formes autorégres-
sives et les formes moyennes mobiles. Cect nous améne a définir les modéles
mixtes autorégressifs-moyennes mobiles d’ordre (p,q), notés ARMA(p,q),
tels que :

Xt = ¢1Xt—1 + ¢2Xt—2 + + ¢pXt—p +5t - 01515_1 - 02515_2 T eee T qut_q (23)
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L’expression 2.3 peut s’écrire de facon succincte sous la forme :
¢ (B)X; =0(B)¢

Par aileurs, on peut montrer que les modeles ARM A(p, ¢) sont des modeles
a filtre linéaire. En effet, on peut remplacer dans ’expression 2.3 X; par :

Xi1= 01Xt 2+ 0 Xy 3+ +0, X p1+e1—016 02— 3— ... =048 g1

On procédera de la méme maniére pour X;, X; 1, X; o, ...etc Finalement, X;
peut s’exprimer comme une série en &, i.e.

X, =¥ (B)g;,=d"(B)O(B)¢;

Il est établi dans ([2], [6], [9], [22], [30]) que les représentations adéquates des
séries chronologiques stationnaires que 'on rencontre dans la pratique sont
obtenues a 'aide de modeles AR, de modeles M A ou de modeles ARMA

avec des parametres p et ¢ le plus souvent inférieurs ou égaux a 2.

2.1.5 Le modéle général ARIM A(p,d,q)

Certaines séries chronologiques rencontrées dans la pratique, surtout dans
les domaines de l'industrie, de ’économie et dans le monde des affaires,
présentent des allures non-stationnaires ([2], [6]). Généralement, ces séries
n’admettent pas de moyenne fixe. Néanmoins, elles se caractérisent par un
comportement homogeéne. En d’autres termes, bien que le niveau moyen au-
tour duquel la série fluctue change d’une période a I’autre, la série chronologique
garde la méme allure générale moyennant un changement de temps et d’échelle.
Ce genre de comportement peut étre représenté par un opérateur généralisé
A(B) qui, considéré comme polynome en B, admet une ou plusieurs racines
sur le cercle unité. Ce type d’opérateur peut s’écrire sous la forme :

A(B) =@ (B)(1 - B)"
ou ® (B) est un opérateur autorégressif stationnaire

Definition 9 Le modéle général pour représenter des séries chronologiques
stationnaires ou non-stationnaires & comportement homogéne peut étre présenté
sous la forme suivante

AB)X,=®(B)(1-B)'X, =0 (B)« (2.4)

Ce modéle est alors appelé modéle autorégressif-moyennes mobiles intégré ou
modéle ARIMA (p,d, q).
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Remarque 10 L’expression 2.4 peut s’écrire sous la forme suivante :

®(B)Z, = O(B)g (2.5)
o Z, = VX,

Ainsi, dans l'expression 2.5 ® (B) est un opérateur autorégressif stationnaire,
donc le processus Z; est un processus stationnaire. Autrement dit, la d*™¢
différence du processus est stationnaire. Dans la pratique d est généralement
égal a 0,1 ou au plus 2.

L’introduction du mot "intégré" dans la dénomination ARIM A peut s’-
expliquer par le fait que X; peut s’écrire sous la forme suivante :

Xt - SdZt

ou S est 'opérateur somme défini tel que :

SZ, =Y Z;
j=0

Par conséquent, le processus X; est le résultat d’une "sommation" infinie
d’un processus stationnaire Z;. On aurait pu utilisé le mot "sommé" au lieu
de "intégré" dans l'abréviation ARIM A.

2.1.6 Principe de prévision

Pour introduire le principe de prévision des valeurs futures d’'un proces-

sus aléatoire, nous allons procéder comme si la forme et les paramétres du
modeéle sont exactement connus. Il est clair que les erreurs dues & I'estima-
tion des parameétres ne va pas affecter sérieusement les prévisions, sauf si la
taille de I’échantillon utilisé est petite. Les calculs des prévisions seront faits
en utilisant I’équation de différence du modele ([6], [9], [22]). Cette approche
nous parait comme la plus simple et la plus élégante. Cependant, pour ap-
profondir I’étude des prévisions, il est possible qu’on ait recours & d’autres
formes du modéle.
Supposons qu’on veuille faire la prévision des valeurs futures { X;,t > N + 1}
d’un processus aléatoire centré et stationnaire a partir d’'une observation
{X1, X5, ..., Xy} du phénomene. Supposons que le processus { X;,t € Z} véri-
fie ’équation de différence :

P(B)X, = Q(B)e, (2.6)



De plus, {X;,t € Z} engendre I'espace de Hilbert L? (9, A, P) muni du pro-
duit scalaire (X,Y) = E(XY). Alors, le meilleur prévision d’une valeur
future X, du processus est sa projection orthogonale, notée Xy (£), sur le
sous-espace de Hilbert Hy engendré par {X;, X, ..., Xx}. En d’autres ter-

~ N 2
mes, Xy (¢) est ’élément de Hy qui rend minimum la quantité £ { (X]\H_g — Xy (6)) }

([6], 9], [21]). La projection sur l’espace de Hilbert Hy de 1'élément Xy,
est obtenue en calculant 1’espérance conditionnelle de X, par rapport a
Hy ([6], [9], [35]), i.e. R

Xy (0) = E™ (Xno)

A T’aide du modele 2.6, le calcul des espérances conditionnelles est fait selon
la regle suivante :

E"Xy_j=Xn_; si j>0
E"Xyyj=Xn(j) si j>0
EHgN_j = EN—j S? j 2 0
EH€N+j:0 S? jZO

I1 a été établi ([6], [9]) que l'opérateur autorégressif P (B) détermine le com-
portement de la fonction éventuelle de prévision alors que 'opérateur des
moyennes mobiles @) (B) fixe les ¢ valeurs initiales de la fonction éventuelle
de prévision. Pour un processus en moyennes mobiles M A (q) les prévisions
chutent & zéro dés que ¢ > q. Alors que pour un processus AR (p) les prévi-
sions décroissent de fagon exponentielle si les racines de I’équation P (B) =0
sont réelles, elles décroissent de facon oscillante si les racines de cette équation
sont complexes.

2.2 Représentation interne d’un processus aléa-
toire

2.2.1 Introduction

Les représentations internes, appelées aussi représentations "état-espace"
ou représentations de Kalman-Bucy (voir [9], [16], [22], [27], [35]) ont eu un
profond impact sur 1’étude des processus aléatoires et ’analyse des séries
chronologiques. A V'origine, ces techniques ont été développées dans le cadre
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du controle des systémes linéaires. En effet, la démarche de Kalman-Bucy
([26]) suppose a priori que le processus (Y;,t € Z) est modélisé tel que :

Yi=HX, 1 + W, (2.7)

ou
Xt - FXt—l + ‘/t (28)

ol ( w v )/ est un bruit blanc.

[’équation 2.8 est interprétée comme décrivant ’évolution de 1I’"état" X; du
systéeme a l'instant ¢. Elle est donc appelée équation d’état. Le processus X;
ainsi représenté, est alors markovien. La relation 2.7 est appelée équation
d’observation et donc elle définit la suite de réalisations de Y;. Par ailleurs,
en employant le langage suggestif de I'automaticien, on peut dire que Y;
représente la sortie d’un systéme dynamique excité par un bruit blanc. Il a été
établi dans ([6], [16], [22], [35]) que cette représentation est rigoureusement
équivalente a celle de Box et Jenkins dans le cas ou la densité spectrale f ()
est rationnelle en €. Dans ce paragraphe, nous allons résumer quelques
résultats que l'on peut trouver dans ([16], [27], [31], [35]), sur les propriétés
de la fonction de covariance, du spectre et des espaces gaussiens associés au
processus Y;.

2.2.2 Quelques rappels

Les processus que nous considérons par la suite sont des processus gaussiens
stationnaires indexés par Z et a valeurs dans des espaces vectoriels réels de
dimension finie ([4], [21], [31]). Les espaces gaussiens réels associés seront tou-
jours notés en lettres rondes. Ainsi, I'espace gaussien engendré par le proces-
sus X, seranoté H = H (X;,t € Z),si T C Z, on notera Hy = H (X;,t € T).
Plus précisément, nous définirons le «passé avant 'instant t» (resp. le «fu-
tur apres Uinstant ¢») par H, = H)_ooy (resp. par H; = Hjt o). Le «passé
infini» H_,, sera défini par H_, = ﬂHt_ . Nous dirons, comme Rosanov

tez
([26], [34]) que le processus X, est régulier si H_, = {0} et qu'il est singulier

siH, =H_x Vt € Z.
Soit H une famille croissante d’espaces gaussiens (H;, ¢t € Z), nous dirons que
le processus X; est :

(1) adapté a H si Vt € Z, X; € H,.

(ii) innovant par rapport a H si Vt € Z, E™ (X;,,) = 0.
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(74i) mesurable par rapport a H si H;CHo, ol He = \/Ht (on
tez
rappelle que si (H;,i € I) est une famille d’espaces de Hilbert,\/ H; désigne
iel
'espace de Hilbert engendré par les H;,Vi € I).
(1v) markovien par rapport a H si X; est adapté a H et si :

E™=1 (X)) = BEX 1 (Xy) = FXy 4

F' est donc définie comme la matrice de transition de X;.

Nous rappelons quelques résultats établis dans ([9], [14], [17], [31], [33],
[34]). Soit o (F') le spectre de F' et D (resp. D) le disque unité (resp. le cercle
unité) du plan complexe. On dira que le processus gaussien markovien X; est
purement non déterministe si X; est régulier, et de plus, si X; = FX; 1 +
V; ou le processus {V;,t € Z} est adapté et innovant par rapport & H~ =
(Ht_ ,t e Z). Si le processus X; est non dégénéré (i.e. s'il est de covariance
définie positive), alors la matrice F' est asymptotiquement stable, i.e. o (F) C
D°. Par ailleurs, on dira que X, est déterministe si X, est singulier, et si
X, = FX,; 1. Si X; est non dégénéré alors F' est oscillatoire, i.e. o (F) C 9D.
Si les processus gaussiens sont centrés et stationnaires, alors ils sont définis
a une équivalence prés par leur fonction de covariance Ay (1), avec Ax (t) =
E (X, sX;) ou leur spectre Sx (\) défini par le théoréme de Bochner tel que :

Ax (1) = /_ gy (dn)

™

La mesure Sx (d)\) est une mesure positive bornée en ce sens que VA €
B|—m, +7], Sx (A) est hermitienne semi-définie positive et f_t:r tr (Sx (d\)) <
0o. On notera en lettres minuscules les mesures aléatoires associées aux pro-
cessus considérés, soit :

+T
X, :/ e (dN)

™

On sait que VA € B [—m, +7],  (A) est H-mesurable et VA, Ay € B [—7, +7],
alors :

E {gg (Al)m} = Sy (AN A)

o x (Ay) désigne le complexe conjugué de x (A,).
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2.2.3 Propriétés des représentations internes

Considérons un processus aléatoire gaussien centré et stationnaire (Y, ¢ € Z)
défini sur un espace de probabilité (€2, .4, P) et a valeurs dans R”.

Definition 11 Soit H = (H;,t € Z) une famille croissante d’espaces gaussiens.
On dira que cette famille est admissible si Y; est adapté a H. De plus, on dira
que le processus gaussien centré (X, W;) stationnairement corrélé avecY;, est
une H — représentation d’ordre q de Y, si et seulement si :

(1) (Xy,t € Z) est un processus & valeurs dans R, markovien par rapport &
HL.

(17) (Wi, t € Z) est un processus o valeurs dans RP, adapté et innovant par
rapport a H.

(14i) il existe une matrice H de dimension (p,q) telle que :

Vi=HX; 1 +W, Vtel

Par ailleur, on dira qu’une représentation de Y; est d’ordre minimal, noté
O (Y,), s’il n'existe pas de représentation d’ordre strictement inférieur.

Proposition 12 Le processus W; est un bruit blanc et le vecteur ( X Y, )
est markovien par rapport ¢ H.

Démonstration : Nous rappelons qu’un bruit blanc est par définition
un processus gaussien totalement «décorréléx». D’apres le point (i) de la
définition 11, on a :

E (W sW,) = E{E™ (Wi ) W} =0 Vt>1

Donc, W est un bruit blanc.
On déduit aussi a partir du point (éi7) de la définition 11 que :

W, =Y, — E™y, (2.9)

Réciproquement, si W, est défini par la relation 2.9 il est clair que c’est un
bruit blanc adapté et innovant par rapport a H.

Par ailleurs, il est évident que ( Xy Y, )/ est adapté a H. De plus, si F
désigne la matrice de transition de X;, on a :

EM-1X, = FX, | (2.10)
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Par ailleurs, W; étant innovant par rapport a H, il vient :
EM=1Y, = HX, , (2.11)

D’aprés les relations 2.10 et 2.11 on peut affirmer que le vecteur ( X: Y )/
est markovien par rapport & H, de matrice de transition F = ( £0 ) . On

H 0
obtient alors le modéle :

Xi Xi-1 Vi
=F +
RN
Ou bien de facon explicite :

Xe=FX, 1+ VW
Yi=HX, 1+ W,

On retrouve le modeéle ou la représentation état-espace de Kalman-Bucy. m
Remarque 13 On déduit de ce qui précéde que :

E™ (Yi) = HF*'X, Vk>1 (2.12)
Proposition 14 Les représentations minimales sont non dégénérées.

Démonstration : Soit X; une H —représentation de Y; d’ordre minimal
q et de covariance I'. Si I" était non définie positive, il existerait une matrice
M de changement de base orthogonale sur RY telle que :

X}

MXt:( 0

) avec Cov (X}) >0

X} étant évidemment markovien par rapport a H, il est clair que (X}, W;)
serait une représentation de Y; d’ordre strictement inférieur & ¢, ce qui con-
tredit I’hypothése de minimalité de q. m

Principe de décomposition des représentations minimales.

Soit (X;, W;) une ‘H — représentation minimale de Y;. Nous savons qu’il
existe une base By de R? telle que X; s’écrive dans Bx sous la forme :



ol X1; est purement non déterministe, de matrice de transition F; asymp-
totiquement stable, X,; déterministe, de matrice de transition F, oscillatoire
et Hlt 1 H2t-

Soit H = (H;, Hy) la décomposition de H dans Bx. Définissons alors les pro-
cessus Y7, et Yo, tels que :

Yie = Hi Xi-1) + Wi (2.13)
Ygt = H2X2(t—1) (214)
Proposition 15 Si Y, = Yy, + Yo, alors :

Yo, = BT (Y2) (2.15)

ot Hove = (| Hu-

teZ

Démonstration : X, étant déterministe et adapté a Hl, on a alors :

Mot =Hoo C [ Hi=H-cx

teZ

Donc Yy est H_o — mesurable
De plus, soit V; le bruit blanc sur la dynamique de Xy;, on a alors :

Xy = FXiu-1)+V (2.16)
Donc,

Xy =Y FfViy
k=0

ot la série converge p.s. dans L2.

!

Sachant que le vecteur ( Vi W, ) est innovant et adapté a H, il est clair
que :
VilH o e¢ W, 1H  VteZ

On en déduit que Xy; et W;, donc aussi Yi;, sont orthogonaux a ‘H_.,. La
relation 2.15 découle alors immédiatement de la somme des relations 2.13 et
2.14. m

Proposition 16 Yy, est régulier de densité spectrale f (\) et Yo est singulier
de spectre Sy (N).

22



Démonstration : La somme des relations 2.13 et 2.14 s’écrit en termes
de mesures aléatoires telle que :

Y (dA) = y1 (dA) + y2 (dA) (2.17)

De méme que pour chacune des équations 2.13 et 2.14 :

vy (d\) = Hie ?ay (dN) +w (d))

Yo (AN) = Hye ™z (dN)

D’aprés la relation 2.16, on a

21 () = (I — e Fy) o (d))
D’ou

g (dN) = Hye ™ (I—e™F) 7 v (d\) +w(dA)
— Hy (M = ) 0 (d\) +w (dN)

En adoptant les mémes notations que dans ([16], [35], [36]), on en déduit que
Y1+ est régulier de densité spectrale fi (A) définie telle que :

=Lt 1](2 §)[€1F ]

De méme, on a :
Xot = F5Xo(-1)
D’ou ‘
(I — Foe ™)z (dX) =0
On sait que 53 (d\) = E (22 (d\) T3 (d)N)), il vient alors :

(I — Foe™) Sx, (dX) =0 (2.19)

Si on pose :

Sz (dA) = E (y2 (dX) 72 (d)))

On aura d’aprés la relation 2.14 :
Sy (dX\) = HySx, (d\) H,
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De la relation 2.19 on peut déduire que Ys; est singulier de mesure spectrale
Sy (d)\) concentrée sur les A tels que e € o (Fy).

D’apres la relation 2.17, sachant que les espaces gaussiens engendrés par Y,
et Y5 sont orthogonaux, on a :

S(\) = _M fi(u) du+ Sy (V)

Si 'on remarque que f; (A) et Sy (\) forment la décomposition de Lebesgue
unique de S (\) en sa densité spectrale et sa fonction de saut, on déduit que :

i) = f(n) p-p. pour la mesure de Lebesgue
S2(A) = Ss(A)

Proposition 17 5i Y; est régulier, alors ses représentations minimales sont
purement non déterministes.

Démonstration : SiY; est régulier, on a Sg (A) = 0.
Soit (X, W;) une H — représentation minimale de Y; et (Xy;, Xo) la dé-
composition de X; dans Bx. D’aprés la proposition précédente, il vient que
Y2: = 0 presque stirement. Sachant que Xy est une H — représentation min-
imale de Ya, on en déduit que X5, = 0. Donc X; se réduit & sa composante
purement non déterministe. W

Remarque 18 FEn résumé, si'Y; admet des représentations finies, sa densité
spectrale est rationnelle en e et sa fonction de saut n’a qu’un nombre fini
de discontinuités.

2.2.4 Représentation état-espace d’un processus ARM A

Dans ce paragraphe, on va montrer qu’il est toujours possible de représen-
ter les modeles ARM A sous la forme de Kalman-Bucy ou état-espace. En
effet, supposons que r = max (p, ¢ + 1), alors un processus ARM A(p, q) cen-
tré X; s’écrit tel que :

Xi=p X1+ 90X o+ .+, Xor +er+ 016010+ .+ 0160011
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ou bien
(- B—gyB*— ... —¢,B") Xy = (1+ 6B+ ...+ 0,18 ") e (2.20)
Considérons I’équation d’état suivante :

Yo =FY,+V (2.21)

-eme

ot Y;41 est un vecteur dont la j°¢ composante est notée Yj .1, I’ la matrice
de transition définie telle que

1 0 0 0
F = 0 1 0 0
0 O 1 0

et V le vecteur innovant défini tel que :

Et+1

[’équation d’observation s’écrit telle que :
Xe=(161 05 ... 6,.1)Y; (2.22)

On va vérifier que les relations 2.21 et 2.22 décrivent le méme processus que
la relation 2.20. En effet, il est évident que la seconde ligne de 1’équation 2.21
nous donne Y5, = Yy, la troisiéme ligne nous donne Y3;,1 = Yy = Y7, 4
et en général on a :

Vi1 =B

De I’équation 2.21 on déduit que :
Vi = (1 + 2B+ @3B + ..+ ¢, B Vi + e
ou bien

(1 — gOlB — QDQBQ — .. QOTBT) Y17t+1 = Et+1 (223)
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Par ailleurs, I’équation 2.22 s’écrit telle que :
X, =(1+6B+6.B>+ .40, 1B Yy (2.24)

Si on multiplie la relation 2.24 par le polynome (1 — ;B — py,B* — ... — ¢, B")
et en utilisant 1’égalité 2.23, on retrouve 1’équation 2.20 :

(1 B SOlB - SOQBQ e T SOTBT) Xt = (1 + 913 + ...+ er_lBT—l) €t

La forme de représentation état-espace est trés utile dans les problémes de
prévision, et de plus elle nous permet d’utiliser toutes les propriétés des
modeéles markoviens.

2.3 Dualité des représentations et principe
du retournement du temps

2.3.1 Représentation duale d’un processus aléatoire

Supposons que 'on dispose d’un processus X; identifié comme un ARM A(p, q)
qui peut étre exprimé tel que :

P(B)X, = Q (B)e (2.25)

Box et Jenkins ([6]) ont constaté que s’ils remplagaient 'opérateur B par son
son dual F' dans I’expression 2.25, ils obtenaient le modéle retourné ou modele
dual possédant les mémes propriétés que le modele originel et dans lequel
la valeur X; du processus est exprimée en fonction de ses valeurs futures.
Cette heureuse constatation a permis a ses auteurs de définir la notion de
"backforecast" qui leurs permettait de procéder a la prévision des valeurs du
processus survenues avant le début des observations.

11 a été établi dans ([2], [6], [7], [9], [22], [30]) qu'un processus ARM A (p, q)
est stationnaire si les racines de 1’équation @ (B) = 0 sont a 'extérieur du
cercle unité et il est inversible si les racines de 'équation P (B) = 0 sont
aussi a 'extérieur du cercle unité. Si la condition d’inversibilité est satisfaite,
alors la relation 2.25 peut s’écrire sous la forme :

p q

[[a-@B) x.=]](1-H,;B)= (2.26)

i=1 j=1
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ol {G;l,i = 1,2,...,p} et {Hj_l,j = 1,2,...,q} sont les racines respective-
ment des polynomes P (B) et @ (B) et de plus :

Donc, un processus ARM A (p, q) stationnaire admet une structure de covari-
ance unique mais la réciproque n’est en général pas vraie. On obtient 'unicité
réciproque en introduisant les conditions d’inversibilité.

Il est clair que la structure de covariance du modéle 2.25 ne change pas
si on y remplace 'opérateur B par son dual F. C’est ainsi qu'on obtient la
représentation "backward" d’un processus ARM A (p, ¢) qui s’écrit telle que :

P(F) X, =Q(F)e

ol ¢ est aussi un processus d’innovation tel que F (e?) = E (¢2).

Nous verrons plus loin la nécessité de déterminer des valeurs du processus
antérieures a la série chronologique observée, dans le but d’exprimer la fonc-
tion de vraisemblance du processus. Supposons que l'on veuille déterminer
la valeur X _,,/ > 0 du processus aléatoire. La structure de probabilité du
modele est déterminée indifféremment par le processus "forward" ou le pro-
cessus "backward". Ainsi, grace a la stationnarité du processus, la variable
X_¢ a la méme relation de probabilité avec la suite { X1, Xo, ..., Xy} que la
variable Xy s41 avec la suite { Xy, Xy-1,..., X1}

Pour essayer de comprendre et d’analyser cette procédure et les concepts
qui s’y rattachent, nous allons essayer de formaliser le probléme en termes
d’espaces gaussiens ([9], [11]). En général, ’étude des processus aléatoires et
lanalyse des séries chronologiques ont pour but pratique essentiellement les
prévisions du comportement futur du processus ou des réalisations futures
des séries chronologiques. L’instant ou l'origine a partir duquel on procede
aux prévisions (dans une direction spécifiée du temps) est considéré comme
I'instant présent du phénomeéne étudié. Avant cet instant c’est le passé et
apres cet instant se trouve le futur.

Considérant (X¢, ¢t = 1,2,..., N) une réalisation d’un processus aléatoire cen-
tré et stationnaire et soit ‘H ’espace gaussien engendré par X;. Sion considére
la valeur Xy comme origine de prévision, on notera H le sous-espace de
Hilbert représentant le passé avant l'instant ¢ = N et ﬁ; le sous-espace de

ﬁ
Hilbert représentant le futur apres l'instant ¢ = N. H est alors ’espace
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ﬁ
engendré par 'ensemble des valeurs (X;,t < N) et H}, est Pespace engendré
par l'ensemble des valeurs (X;,t > N + 1).
Nous allons maintenant parcourir I’espace temps dans le sens opposé, i.e. nous

supposons que la série chronologique a été réalisée dans cet ordre { Xy, Xy _1, ...
«—

Si on consideére la valeur X; comme origine de prévision, on notera H; le
sous-espace de Hilbert représentant le passé avant I'instant ¢ = 1 (selon le sens
deéfini) et ﬁf le sous-espace de Hilbert représentant le futur apres I'instant
t =1 (toujours dans le sens défini). Alors, en considérant E™xN le projecteur
du futur sur le passé, EMi sera par dualité le projecteur du passé sur le
futur.Cette facon de concevoir la représention d’une série chronologique dans
le sens naturel de développement du temps et dans le sens contraire est la
base de la construction de I’algorithme de I’aller-retour.

2.3.2 Ordre d’un processus aléatoire

Le probléme de la représentation du processus dual a été abordé par Box
et Jenkins d’un point de vue analytique, en ce sens que la similitude en-
tre le modele "forward" et le modele "backward" a été justifiée par le fait
que les polynomes caractéristiques des deux modeéles admettent les mémes
racines. En termes d’espaces gaussiens, on peut voir aisément que les produits
scalaires (i.e., les fonctions de covariance) définis sur les espaces de Hilbert
engendrés sont identiques du fait de leur symétrie. Il reste a& comparer 1’or-
dre des deux modeles. Il a été établi ([16],[35]) que lordre, noté O, d’une
représentation ou d’un modéle est défini tel que :

0(X,) = dim E™v ()

«—
Et par suite, si on note X; le processus retourné ou dual du processus X;,
on a: o o

0(X.) = dmE™ (77)
Par ailleurs, par rapport au segment d’observation {X1, Xs, ..., X} du pro-

. —>+ <—+ .
cessus, les espaces de Hilbert Hy et H; sont symétriques & cause de la

— «—
stationnarité du processus, de méme que les espaces de Hilbert H et H; .
Avant de poursuivre, nous rappelons un résultat important sur les espaces
de Hilbert.
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Proposition 19 Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert, alors :
dim £ (H,) = dim E™ (H,) (2.27)
Cette relation est valable méme en dimension infinie.
Démonstration : Définissons Hs par :
H, = E™ (Hy) @ Hy

Il est clair qu'on a :

Hy C H, L Hy© E™ (H,)
Sachant que Hs 1 Ef(H,), il vient que Hz 1 H,, d'ou E™2(H;) =
Ef2 (EH1 (H,)), par conséquent :

En faisant jouer & H; et Hy un role symétrique on déduit la relation 2.27. =
Alors, d’apreés les résultats établis dans ([18], [35]), on obtient la proposi-
tion suivante :

Proposition 20 Le processus X, et son retourné ou processus dual ont le
méme ordre, i.e. :

0(X,) = dim B (7}) = aim B (W) =0 (X))

. 07— — —_ f—
Démonstration : En posant H; = EMw (H}) et B (Hf) =M, et
en appliquant la proposition 19 on déduit la proposition 20. m
On rappelle sous forme de remarque, un résultat di & Ruckebush ([35]).

Remarque 21 Si H est la matrice de Hankel infinie associéé au processus

X, alors :
O (X;) =rang (H)

29



Chapitre 3

Approximation de la
vraisemblance d’un processus
gaussien stationnaire

3.0.3 Introduction

Soit XV = (X1, Xy, ..., Xn)" Pobservation d’un processus gaussien sta-
tionnaire et centré, de densité spectrale f(\,0), 6 € ©. Lorsque cela ne
sera pas nécessaire, nous ne mentionnerons pas ¢. Nous supposons le modele
identifié et © un sous-ensemble de R*. Les problémes statistiques qui nous
intéressent sont généralement ceux de ’estimation du parametre 6 et ceux
des tests sur des parties ©y de ©. Les techniques d’estimation et de tests sont
fondées sur des méthodes de vraisemblance.

Nous allons nous intéresser en premier lieu & une méthode assez intuitive
quoique peu générale de calcul et d’approximation de la vraisemblance au
moyen du périodogramme ([6], [15], [22], [38]). Cette approximation a été
introduite par Whittle et dans laquelle la forme quadratique dans la vraisem-
]{JZ)\(AQ) d\, ou Iy est le périodogramme. Cette

)

approximation, valable sous des hypothéses assez générales, permet par la

méme occasion de montrer que, sous ces mémes hypotheses ([6], [9]), la
N

somme finie des carrés des innovations E 5? est une bonne approximation

blance est approchée par % /

j=1
de la forme quadratique dans la vraisemblance de la série chronologique. Par
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ailleurs, Box et Jenkins ont proposé 'expression de la fonction de vraisem-
blance a l'aide des espérances conditionnelles des innovations ¢;, j € Z, du

processus qu’ils ont appelé fonction de vraisemblance conditionnelle. Elle est
N

proportionnelle a la somme des carrés des innovations de I’échantillon Z 5?.
j=1

Les deux approximations sont donc essentiellement de méme nature, I'une

permettant de se guider sur les usages habituels de régression, ’autre nous

d)\

conduit vers la statistique asymptotique classique ([14]), puisque - / I )\ )

est a peu pres le logarithme d’une famille exponentielle de paramétre
et de statistique Iy.

f(>\0

3.1 Les différents types d’approximations

Soit XV = (X1, Xy, ..., Xn)" Pobservation d’un processus gaussien sta-
tionnaire et centré X = (X;), ,. Il est supposé posséder une densité spectrale
Soit I'y = E ("X X*) la matrice de covariance de X*. La In-vraisemblance
Ly vaut alors (si 'y est inversible) :

1
Ly =—3 (In(detTy) + NIn(27) +" XVT ' X ™)

Sauf dans le cas ol le processus est autorégressif, I'"! est peu manipulable,
et il est pratiquement impossible d’obtenir des résultats concrets d’estima-
tion ou de test en utilisant L. Whittle a été le premier & introduire sans
justification mathématique rigoureuse une approximation LY de Ly ([38]),
donnée par la relation suivante :

+m
N 1
w _ _° T
Ly =5 O+27T/lnf()\)

ou

In(A) =+

(i)
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Le deuxiéme type d’approximation consiste & considérer tout processus aléa-
toire comme limite de processus autorégressif ([6], [9], [22]). Ce type d’ap-
proximation a été largement popularisé par Box et Jenkins.

Dans la littérature il n’est pas fait mention d’une justification mathé-
matique ou de comparaison de ces procédures d’approximation des vraisem-
blances. Alors, nous allons essayer de préciser quelques justifications. Pour
simplifier et sans perdre en généralité dans ce que 'on avance, on va restrein-
dre le probléme au cas suivant :

I alfel'@) b %e L' (d)) (3.1)

En effet, la premiere hypothése équivaut a ce que le processus soit compléte-
ment non déterministe ([19], [34]) et la seconde signifie que le processus est
linéairement indépendant ([34]). Sous la condition 3.1, et de maniére équiv-
alente on peut écrire toujours sous p; :

X, = chst_j p.s. ou dans L?

g; étant un bruit blanc stationnaire dit processus d’innovation.
Si on pose :

h (exp (i\)) ch exp (1)

h est une fonction analytique dans le dlsque unité de module de carré inté-
grable (h € H?) et f = ]h]Q. De plus, si on suppose :

II.  f>0eth™*(exp(i))) Zd exp (ijA) (3.2)

+m
ol lndozzi/lnf()\)d)\
™

Alors, sous les conditions 3.1 et 3.2 h~! a les mémes propriétés que h.
Plus précisemment, on supposera que le processus bruit blanc est normé, et
que l'on a :



L’espace de Hilbert H engendré par les (X;), ., est canoniquement isomor-
phe a L% (f (\),d)), 'isométrie canonique étant définie par X; — exp (iAt).
L’image de 'opérateur de translation X; — X, ; est la multiplication par
exp(iA). Nous utiliserons sans plus de commentaire cette isométrie pour faire
des calculs. On notera la fonction d’autocovariances du processus par R (n)
et on a:

f) = > R(n)exp(in))

n=-—oo

avec R(n) = R(—n)

On notera E™* 'opérateur de projection de H — H; ot H; est I'espace de
Hilbert engendré par {X;,j < t}.
Lemme 22 Pour tout processus satisfaisant les conditions 3.1 et 3.2, on a :

N
TXNF]—VlXN: Z {E'Ht (515)}2

t=—o00

Démonstration : En effet, si on pose :

N
E™ () =FXYN et XY= Mg

t=—00

ol M, est une matrice définie & partir de la représentation de X;, et F} est
une matrice.
Par ailleurs, si on pose :

E(XYe) =M, et E(eJX")=FIy

N
Iy= > Ty FFTy

t=—00

car Ty = E (XY 7XV) implique Ty = 30 M "M, car E (ge,) = 0 si
t # u.
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Et, en multipliant des deux cotés par I'y' XV et "X ¥T'y! on obtient le résul-
tat.
Alors, pour t > 0, posons ¢, = 7, + a; (1 et a dépendant de N), avec :

t—1

n = Zdet_j st t S N
j=0

¢ = Zdet_j st t S N
Jj=t

t—1
n, = Z det—j si t>N

j=t—N

On a alors :
o

[e.°] [e.°] 2
IS (Zdeﬁj) s %
t=1 =0

t=1

2

L2

ou XV = (XtN)teZ tel que :

: 0 si td[lN]

et d= (dj)jeN. D’ot, en appliquant 1'inégalité de Bessel-Parseval, on a (voir

[15]) : "
> N [TIy(A
;”t:%/_ﬁ ro

S - ; ot W g0 7Y NTP-1yN
> o1 M7 conduit donc & approximation Ly de "X 'y XV. m
La forme de I’approximation liée aux innovations est par ailleurs L?/ =
N 2 ; .
> =1 €;- Nous verrons un peu plus loin que :

Soomt=op () et Y {e—EM(e)} =op (1)

t=N+1

1 est nécessaire d’étudier les formes quadratiques "X ¥T',* XV non seulement
sous une loi de probabilité f mais sous d’autres lois probabilités g. Dans le
cadre des tests d’hypotheéses sur le modele il faudra étudier des expressions
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du type "XV (T3 (f) = T'y' (9)) XV, o T'y (f) est la matrice d’autocovari-
ances associée & f et I'y (g) celle associée a g. La variable aléatoire ¢, n’a
évidemment le sens d’une innivation que sous la loi f, sinon elle représente
seulement Y% d; (.) ou d; (.) est soit d; (f) soit d; (g). Ly a donc une ex-
pression analytique simple sous f ou sous g, mais il n’en est pas de méme pour
LY. Cependant, sur la In-vraisemblance, les deux approximations se prétent
trés mal aux calculs asymptotiques. Nous serons donc amenés & introduire
un troisieme type d’approximation.

3.2 Meéthode d’approximation de Toeplitz et
Szego

Dans ce paragraphe nous proposons une autre méthode d’approximation
de la vraisemblance que 1'on va appeler "approximation de Toeplitz-Szego".
L’essentiel des résultats que 'on propose sont basés sur les travaux Davies
([12]), de Szegd (]20]) et de Dzaparidge ([14]). Nous rappelons d’abord que
dans la suite LP (—m,7) sera noté LP(d)\), 1 < p < oo. Si h € L' (d)), on
notera Ty (h) sa transformée de Toeplitz ([20]), i.e. la matrice de taille (N, N)
de terme général :

+
hm_n:/ exp{iAX(m—n)}h(A\)dx 1<m,n<N

™

ou hy, désigne le k™ coefficient de Fourier de h.
Ty (h) est une matrice hermitienne et on a en particulier :

Ty = By (XN 7XN) =Ty (h)

La matrice de covariance est donc la transformée de Toeplitz de la densité
spectrale ([15], [20]).
Dans la suite, on s’intéresse au cas des fonctions h de la classe C suivante :

1. het htelL™®
2. B> =320 khi < o0

k=—o00

(3.3)

La norme ci-dessus induit des propriétés intéressantes du type algebre de
Banach. Les densités spectrales seront choisies dans la classe C. De toute
maniére pour avoir des théorémes de type Szego, des propriétés de ce genre
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sont indispensables.
Sur I’espace de Banach des fonctions h telles que ||h|| < oo, on peut mettre
une norme équivalente ainsi définie :

IR = |wn (n)]?
n=1

wn (W) = sup /]h(AJra)—h()\)]zd)\

1
la|<=

On suppose qu’on a deux probabilités gaussiennes F' et G définies sur R?
et posédant des densités spectrales f et g dans la classe C. La condition 3.3
implique en particulier que pour tout N, Txf et Tg sont réguliéres. On
peut alors écrire :

Ly = é v+ XY ((Twf) ™ = (Twg) ') XN}

ou

Si on considere la transformation Yy = T2 (f) XV, alorson a Fr (Y 7Y) =
Iy (identité), et en posant

1 1
Ay =1 - T Ty gTR f

ou on note 5 )
TNf=(Inf)?
On obtient alors :
LY = % (Zy +7 YV ANYY)

Par ailleurs, L3, peut étre écrite telle que :

I = L {0047 X (T - Tag ™) XYY = 5 (5 47O )

N | —

ou . .
On=T2f (Tnf ' —Tng ") TR f
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On peut montrer encore que :
1 1 1
= e e v (755 - =55 )
A b B A Ve R Tey

N
Z Xy, exp (ikA)
k=1

ou

IN(A):%

Si Ry est une suite de matrices symétriques, nous noterons y (Ry) la prob-

abilité % sz\il d,n, ol (,ufv )i:l _ est I'ensemble des valeurs propres de Ry

et d, la masse unité en a.
Dans la suite nous allons généraliser deux types de résultats. Le premier est
le théoréme de Szegé (]20]) :

Théoréme 23 (de Szegs) Si h € L, alors p(Txh) Lois  Lh(U), ou U
est une variable aléatoire uniforme et Lh (U) désigne la loi de h(U).

Le théoréeme de Szego s’applique donc & By = Ty, ot ¢p =1 — 5. Nous
allons montrer que la conclusion subsiste pour Ay et Cly.

Théoréme 24 Si f,g € C, alors :
w(Ay)  Loi  Lh(U)
et p(Cy)__Loi  Lh(U)
Corollaire 25 Si f,g € C, ¢y (t) = Fexp (tLy), alors :

on () expL(t)

T IO f O
L(t)_47r/_7r {tl g () < t)g(k)}dA

Un autre type de résultat concerne I'approximation de la vraisemblance.

ou

Proposition 26 i f,g € C, alors :

2

Ep (Ly — L) =o052(1)

La proposition subsiste si on y remplace Ly ou L3, par LY.
De plus, cette proposition implique que :

Erexp (fy }LN — L%D < 00 pour y assez petit
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Nous verrons plus loin d’autres versions de cette proposition.
Un autre résultat concerne Papproximation LY’ de la vraisemblance.

Proposition 27 §i f € C ou C est la classe des fonctions f définies plus

haut, alors:
|LY (X)) — Ly (X)) = ors (1)

Démonstration : On peut montrer que la proposition 27 se déduit de
la proposition 26. En effet, soit :

o0

Vi = Z ||

k=j

> i<
J

De plus, on suppose que :

Alors, si f € C,on a :

0 t—1 2 0
E ). ( > det—a') <207
=0

t=N+1 \j=t—N+1

Et
E {5? — (EHt(gt))Q} < QZE (of) < QZVGT’ (a7)
< Qi i dyy; = or2 (1)

t=1 j=t+1

d’ou le résultat.

]
On va maintenant démontrer le théoréme 24.
Démonstration : Soit 7 # 0 et z € RY, alors :

2

2Ty (h)x = / h(M\)dA

N
Z x;exp (i1\j])
j=1

Si 11 est la suite des valeurs propres de Ty (h), alors jifY € [essinf (h),esssup (h)]
Vj=1,..,N et YN € N.
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Remarquons aussi que la démonstration du théoreme de Szego ([15], [20])
consiste justement a montrer que :

/ In (1 — tz) du (Twh) (z)
R
et converge vers
/ In (1 —tz) h(z)dz
R

A partir de 1a on déduit la convergence des moments et celle de p (Tyh). ®
Par ailleurs

E {exp (étTYNTN(w)YN)} = %/Rln (1 — t) du (Tn )

On en déduit par le théoréme de Szegd :

Lemme 28 571 — g est bornée, alors :

1 3 (t
NlnEp (eXptL%) =1In v ()

converge vers L(t), pourt € [essinf (¢),esssup (¢)] siessinf () < 0 (resp.
esssup () > 0), mais ces bornes sont —oo (resp. +00) si essinf (1p) > 0

(resp. esssup (1) < 0).

Lemme 29 Considérons maintenant les fonctions ¢y, ..., ¢, ..., ¢, de classe
C, de coefficients de Fourier notés ¢y, ; et soit :

DN (¢17 "'7¢€) = TN (¢17 "'7¢€) - (TN¢17 “‘7TN¢€)
Alors : ,
(TxDx| <4 [[(é105) [ (@11 00) |
j=1

Démonstration : En effet, soit AyNZ, ou Ay = |—00,0|N[N + 1, +o0].
Alors

l
(DN (D1, 0))as = DD, D> Tndra Indon, r,-

j:1 e )\]'EAN N EZ
1<i<l
""TN¢j7>\j—1—>\j TN¢£7>\€_5
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d’ol

¢ N
T (Dy)] — (zz S T (brsms8)o o, T (By1100080),
7=1

a=1 )\]EAN
1 1
¢ N 2 2
2 2
S D) I DO LN I8 1 DR CHNS
j:1 a=1 )\]'EAN A]’EAN
Or
N
Z Pjran; < 22&¢J o
a=1)\;cAn a€Z
Donc

T (D) < 42 60} 16500000

D’ou le lemme 29. =
Pour m strictement positive constante d’isomorphisme entre la norme |. ||
et la norme |||.|||, on a donc :

TrDy] < 4m§; 10 o) 150000

Supposons maintenant que pour tout j, on ait HQSJ»HOO < p, HQSJH < A. On a,
en utilisant la définition de H }¢j } H :

ITrDy| < Z4mA2 (0—5)p2 < Z4mA2€3 (-2

Jj=1 7=1

Soient U;(2), ..., Uy (z) des séries entiéres de rayon de convergence > 1. Posons :

=S tng(2) et U (2) =Y Junyl (2)

Alors, U¢ et UM sont définies de maniére évidente si ¢ est une fonction telle
que [|¢f|, < 1 et si M est une matrice telle que [|M|| < 1. Remarquons que
|||, < 1implique ||[Txh|| < 1. Posons enfin U = |U"| + 3|U"| +2|U|.
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Lemme 30 Sous les hypothéses du lemme 29, on a :

4
TrEN| < Amp~* [T (p)

j=1

ou
¢

l
En (Ur, .U, 61, tg) = [ [ T (Us)) = [T Vs (Twep;)
j=1

j=1
Démonstration : Il est clair que I'on a :
¢ ¢
Tr(Ey)| < ) (H |, | ) Tr {HTN o) — T (Twe,) }
N yeeesMy J:l jil
0<nj<oo
Par ailleurs,
¢ ¢
Ir {HTN (47°) -
j=1 =

Ll (TNqu)”f} <

J

j=1
avec
/ Y/ Y/
TT{HTN <¢7f>—TNH¢7f} < 4yl -]
s j=1 '

< 4mA2 ZJ 17 (n1 + ...+ ng)

ni+1 ¢
e

3

< 4mA%p~ Hn3 '

e (1) Hheer)

et d’apres le lemme 29, on a :

T {TN (ﬁ ¢>}”> - f[ (Tvg;)"™



D’otul le lemme 30. m
Reprenons la démonstration du théoréeme 24.
Démonstration : On sait que :

}ln ¢y (t) —1In ¢N

m@—mﬂ4

ou 1Y est la suite des valeurs propres de Ay et v celles de By. Les fonctions
In ¢y (t) et In ¢y, (t) sont toutes deux définies pour tout t € [0.1] et | H
1. Alors, pour tout ¢ € [0.1], on a :

gy (t) —Ingy ()] =

OﬂEN:I—BN
Posons : U; (z) = (1—2) Ug(z)2(1—2)_1,¢1=1—Miletw2—1__

telles que max (|| f|| . HgHOO) < 00. De plus, "

(Tn ) = MEUL (Twihy)

(Twg) ™ = M; Uz (Tyh,)
et

Ay = Uy (Ty,) Uz (Tnip,) Us (Tniy)
By =Ty {Uy (¥ 1) Us (¢2) Ur (¥1)}

Alors
Tr (A = BY)| = |Tr {Tw (U UstbolUn))Y = Uf (Toctey) US (Tt U (Tivisy)

< )Tr {(TN (U1, UatpyUrthy))" — Ty )(UlwlUQwQUlwl)g })

+ | Tr { T (Ui, Usip,Uity) — Ut (Tiwihy) Us (Twihy) Uy (Twthy) }|
= ay+b

D’apres I'isomorphisme vu plus haut, on a :
ar < 4m € |y, Usthy Urin |* | U1ty Uathy Uy ||
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avec

U6, U U | < ' g”

U1, Ustpo Uiy || < 2mmax (|| fll | 97"]].0) > max ([ £ [lg]])
g~ <2m|lg~t]|.. llgl

Et d’apres le lemme 30, on déduit que :

T (1) Ty (03) Ty ()| % (10109801

Cependant, on remarque que 'on peut modifier légérement le résultat du
lemme 30 car les coefficients de U; et U, sont positifs a I’exception du premier
coefficient de U;. On peut donc remplacer dans le lemme la majoration

>t [t 2] [uea

> (Unatmatie- 11 + 2 [ty 1t 20

bg < 4my

par

ou

M, M
Un calcul immédiat nous donne :
TE ()| < 16|07 ()| T () i =1.2
et Ur(p)Uz2(p)Us(p) =1

— A

Finalement, il existe une constante K = 24ml_]3 (p) Us (p) Hg) indépen-

dante de k telle que 'on ait : ~

|Tr (A — By)| < K

On a donc d’apres le lemme 28 :

1
NlnqSN(t) L(t) 0<t<1
Puisque
1 kY |F L 1 k k|
~ (177 (A8 [* = |7 (BR)|*) < = |7 (A% - BY)|
Il est aisé de conclure que + limT'r (A%) = + lim Tr (B%), donc

Klimy p (Ay) = limy o (By) puisque les distributions p (Ay) sont con-
tenues dans un compact fixe de R. Ainsi se termine la démonstration du
théoréme 24. m
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Chapitre 4

Détermination de la
vraisemblance inconditionnelle
d’un processus aléatoire par la
méthode de I’aller-retour

Au chapitre précédent on a exprimé la vraisemblance Ly & l'aide des

espérances conditionnelles des innovations €, j € Z, du processus. La forme
N

quadratique de Ly a pour approximation naturelle Z 5? ([6]). La méthode
=1

de Box et Jenkins est une application particuliére Jde cette approximation
dans le cas d'un spectre rationnel. Les €; ne sont en général pas calculables
puisqu’ils dépendent de I'observation avant l'instant ¢t = 0. Cependant, une
procédure itérative permet dans ce cas de calculer la vraisemblance. Comme
il semble que la convergence de cet algorithme n’a pas été établie, nous avons
consacré ce chapitre a 1’étude du probléme.

4.1 Position du probléme
Supposons que 'étape de l'identification se soit soldée par le choix d’un
modele adéquat pour la série chronologique étudiée.Pour les étapes suivantes

de I’étude, i.e., 'estimation des paramétres et les tests d’hypotheses, il est
nécessaire d’exprimer la fonction de vraisemblance du processus avec autant
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de précision que possible. Car, il est bien établi qu'une bonne approximation
de la fonction de vraisemblance produira de meilleures résultats pour l’esti-
mation et les tests des parameétres du modele. Par ailleurs, pour exprimer la
vraisemblance d’une série chronologique centrée et identifiée par un modele
ARM A, nous avons besoin de valeurs initiales. Pour cela, nous allons utiliser
la procédure proposée par Box et Jenkins ([6]) basée sur le principe de la
prévision du passé et appelée "backforecast" ([7], [10]). Mais, le probléme de
la convergence de cette procédure se pose. Pour répondre a cette question,
on se propose de multiplier le nombre de cycles dans la procédure de Box et
Jenkins. Et ainsi, on va générer un mouvement de va et vient entre le futur
et le passé de la série chronologique en utilisant les deux formes duales de la
représentation d’un processus. A chaque passage de cet algorithme les valeurs
passées et futures de la série chronologique sont déterminées par prévision.
A partir d'un certain nombre K de cycles il apparait que les valeurs que
I’on détermine & chaque passage ne changent pratiquement plus, et ainsi on
soupconne 'existe.......... nce d’'un point fixe.

4.2 Approximation de la vraisemblance ex-
acte d’un processus M A

4.2.1 La vraisemblance exacte d’un processus M A(q)

Supposons qu’on associe & la série chronologique centrée X, X, ..., Xy,
un modele M A(q) stationnaire défini tel que :

Xt - Q (B) 5t (4.1)
L’expression 4.1 peut étre écrite sous la forme :
Er = Xt + 01515_1 + ...+ qut—q (42)

ol &; est un processus d’innovations de distribution N (0, 02) .
En notant © = ( 01 0 ... 0, )/, la fonction In-vraisemblance de ce modéle
peut s’exprimer telle que :

1
In (L (6,02)) =1(0,02) =C — Nlno. — 5,35 (8/X1, .., X)

£

oit S(0/Xp o Xn) = 3 2(0/Xy, . Xn) (4.3)

t=—00
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Il est a noter que le logarithme de la vraisemblance conditionnelle [ = In L
fait intervenir les observations uniquement & travers la somme des carrés
S(©/Xy,...,Xy). Donc, pour déterminer la fonction de vraisemblance in-
conditionnelle, il suffit de calculer la somme des carrés inconditionnelle. Il a
été établi qu'en fait S (©/X7, ..., Xy) peut étre approchée par une somme
finie, car a partir d’un certain indice t = 1 — ¢ les &; sont négligeables.

On remarque d’aprés la relation 4.2, que la somme de carrés inconditionnelle
4.3 ne peut étre calculée que si 'on se donne les vecteurs des valeurs initiales
X0 et €0 deéfinis tels que :

XO: ( XO X_1 Xl—p )/ et 802 ( € €-1 .. €1-¢g )/

Le probléme donc est la détermination des valeurs initiales X et &Y.

4.2.2 Détermination des valeurs initiales par I’algorithme
de I’aller-retour

Considérons N observations X, Xs, ..., Xy d’un processus aléatoire M A(q)
centré et stationnaire. Ces observations vérifient alors la relation 4.1.
La méthode de I'aller-retour proposée par Box-Jenkins ([6]), permet de déter-
miner les ¢ valeurs initiales du processus aléatoire, qui serviront a écrire ex-
plicitement I'expression de la vraisemblance inconditionnelle de 1’échantillon
aléatoire. L’idée de I'aller-retour est basée sur le principe du retournement
du temps et de la prévision du passé ([6], [35]). En effet, il a été établi dans
([6], [35]) qu'’il est possible de représenter un processus aléatoire soit dans
le sens croissant du temps, i.e. sur I'espace de Hilbert 7—(—N> engendré par
{X1, X5, ..., Xy}, ou dans le sens contraire, i.e. sur 'espace de Hilbert Hy
engendré par {Xxy, Xy_1,..., X1}. Cependant, la structure de covariance du
phénomeéne ne change pas.
La représentation duale de 4.1 s’obtient en y remplagant B par F' ([2], [6],
[30]) telle que :

X, =Q(F)e, ote,” N (0,07) Vi (4.4)

—
Dans 'espace Hy les valeurs (X4, ¢ > 0) du processus sont estimées par
pa

prévision d’origine N. Et dans l’espace Hy les valeurs Xy, X_q,... seront
estimées par prévision d’origine 1 ([2], [4], [6], [22]).

La fonction de prévision d’origine N pour le processus forward est définie
telle que :

Xnie=Q(B)Exse (4.5)
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avec

s Xype si >0 . [ 0sit>0
XN“_{ Xyse si £<0 VT ey si0<0

Il est évident que )A(N+g =0déesquel>q+1.
Nous allons adopter les notations suivantes :
e le vecteur des prévisions d’origine N des ¢ valeurs futures du processus
X, obtenues au k™ passage de I’algorithme d’aller-retour est noté par :
eI A ORI () <GIRY
X = ( Xy Xnbs o Xiig )
e le vecteur des q derniéres innovations du processus forward obtenu au
k®me passage de 1'algorithme est noté tel que :

—w (& (k) GRY
n()—(sgv)_qﬂ EN—gt2 - EN )

e la matrice triangulaire © d’ordre ¢ est définie telle que :

0, 0,1 ... 01
o_| 0 b - 6
0 .. 0 0,

De la relation 4.5 et pour ¢ = 1,2, ..., ¢, on obtient au k"¢ passage de I’algo-

rithme 1’équation : R
XN, +07® =0 (4.6)

Considérons les notations suivantes :
e le vecteur des g derniéres observations du processus forward est noté
tel que :
ey /
X(q) = ( XN—q+1 XN—q+2 XN )

e la matrice diagonale G5 d’ordre ¢ sera notée telle que :
GB = dzag ( GN_q (B) GN—q—H (B) GN—l (B) )

ou
N—¢

Gy (B) = Zaij (=1,2,....q

J=0
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e la matrice symétrique A d’ordre ¢ sera notée telle que :

AN—g+1 AN—g+2 - an
A — ON—g+2 AN—g+3 -+ AN-1
an AN+1 ceo ON4g—1

ou

q
Ay, = Zﬁjam_j avec ag=1 et a; =0,
j=1
e le vecteur des prévisions des ¢ valeurs du processus X; avant I'instant

t = 1, au k™ passage de l’algorithme est noté :

TH (g gk IR

= (X0 2% X0
Au k®m¢ passage de I'algorithme, le calcul des innovations & ’aide du proces-
sus forward est obtenu a ’aide de ’équation :

= S (k-
T =GpX () + AX((qu)l) (4.7)

La fonction de prévision d’origine 1 et d’horizon ¢ pour le processus backward,
est définie telle que ([2],[6]) :

Xi0=Q(F)é_, (4.8)

ou
o ) Xi4s10>0 ~ 0si >0
Xi-e = { Xiesit<0 T epsit<0
Il est évident que )A(l_g =0désquel>q+1.
Considérons les notations suivantes :
e le vecteur des ¢ premiéres innovations pour le processus backward sera
noté tel que :
!/
‘e k) = ( e((f) eéli)l egk) )
Au k™ passage de 'algorithme d’aller-retour et en utilisant la relation 4.8
pour { =1,2,..., q, on obtient un systéme d’équations qu’on résume tel que :

X +ee® =g (4.9)

En notant :
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e GG la matrice diagonale d’ordre ¢ definie telle que :
GF = dzag ( GN_q (F) GN—q—H (F) GN—l (F) )
ou
Gy (F) = Zaij (=1,2,...q

e le vecteur des ¢ derniéres observations pour le processus backward sera
noté tel que :
Ry /
X = ( X, Xgo1 o Xa )
Alors, au k™ passage de I’algorithme d’aller-retour, le calcul des innovations
a l'aide du processus backward est obtenu a l’aide de ’équation suivante :

TW = GpX g+ AXE), (4.10)

Proposition 31 Soit {)A(((f )q)} la suite des vecteurs des valeurs initiales
D) k>1

obtenues aux différents passages de l'algorithme d’aller-retour. Alors, cet al-

gorithme converge si la suite ()A(((f )Q))k admet un point fixe.
) ) k1
Démonstration : Des relations 4.6, 4.7, 4.9 et 4.10, on déduit le systéme
d’équations :
(k) S (k—1)
{ X(Nq + G)GBX(q + @AX(lq) —0
=0

XP +0GrX ) +0AXY

D’ot, on obtient :

X%

(1,9)

—@A@GBX(q OGFX () + (0A)2 X*-D (4.11)

(1,9)

Si la matrice ©® A est contractante, alors le point fixe est obtenu en passant a
la limite dans 4.11. m

Proposition 32 La matrice ©A est une matrice contractante, i.e. ||[©A| <
1.

Démonstration : On sait que :

an = 91aN_1 -+ 92@]\[_2 (412)
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Alors, il est clair que :

@A:(GN+1 aN+2 )

Osan 92GN+1

D’ot, on a :
IOA]l = }9 (a?\f—&-l - aNaN+2)}

De plus, on remarque que les racines du polyndéme caractéristique associé a
I’équation de récurrence 4.12 sont les mémes que celles de I’équation définie
telle que :

7’2 - 917’ — 92 =0 (413)

Notons les deux racines de ’équation 4.13 par p; et p,.

On rappelle que le polynéme caractéristique d’un processus en moyennes
mobiles d’ordre 2 est Q (B) =1—-60,B — 05 B2. Tl admet toutes ses racines a
Pextérieur du cercle unité a cause de la propriété de causalité du processus
([2], [4],:[6], [9], [22]. De plus, il est évident que le polynome @ (B) est le
polynéme dual du polynéme 4.12. Par conséquent, les racines de I’équation
4.13 sont a l'intérieur du cercle unité.

La solution générale de I’équation de récurrence 4.12 est telle que :

ay = Apy +ppy  sioprF p
ay = 6p" si pr=py=0p

Par conséquent :

0A] = }9 (a?\H—l - aNaN+2)} = B2 u (,01,02)N (p1 — ,02)2

Sachant que les constantes \ and p sont données par les équations A+ pu =1
et A\p; + ppy = 07, alors :

A= L and p=1—-XA=—

VA
ot A = 02+40,

P2

VA

Donc,
[©4] = |62 (pup2) |

D’ou
|OA|| = 102 Maz®™2 (|p,], |p]) < 1
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(1,9)

~ ~ ~ !
Finalement, en notant le vecteur limite parX o) _ ( X(goo) X(_Olo) X{ioq) ) ,
le passage a la limite dans I’expression 4.11 nous donne :

oo _ — —
X((l q)) - [Iq - (@A)Q} 1 {@A@GBX(q) - @GFX(q)}

ou I, est la matrice unité d’ordre ¢ m

Il reste a établir que le vecteur X X (> )) coincide avec le vecteur X° des

valeurs du processus avant Iinstant ¢ = 1, au sens de la topologie associée
au produit scalaire dans H N-

Proposition 33 Soit X = (X1, Xy, ..., Xn)' un systéme de générateurs de
—
lespace de Hilbert Hy. Alors

E{XFIX'} = B{X'X'} =T

Démonstration : Considérons le cas ¢ = 2 et rappelons les notations
adoptées précédemment :

02 01 anN—1 an
@ - A =
( 0 6 ) ( aN ANt )

ZaJBJXN ] Z%FJX2
7=0

— Ry =0
G(BAXY(Q) = N—1 GFX(Q) = N-1
aijXN aijXl
j=0 J=0
Calculons :

E(X59X) = [b— (04)] ' E (046G5X o) X' - 0Gr X ) X')

On a:
N-2 N-2 N—2
_ Z iV |\N—j—2| Z AiY|\N—j—3 - Z ;741
E(GsXpX') = | i o 2
aiY|\N—j—1] AjY|\N—j—2| - > a5
Jj=0 Jj=0 J=0
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Par ailleurs, la fonction d’autocovariances v,, d'un MA(2) vérifie les condi-

tions suivantes :

( Vs Oran_1 + 9%@1\[_2 st =2
1 . 92@]\[_1 st r=3
a2 2N T si r=N-—1
=0 -0 st r=N
N-2

st 4<r<N-—-2

Jig Z ajY|N—r—j| =0
7=0
(C) N1 91aN +93a]\[_1 st r=1
e _ Oran st r=2
U_?Zaﬂw_”_j' o 0 si r=N
=0 —0, si r=N-—-1
N-1
Jig aj’yw_,,_ﬂ:o st 3<r<N-2
\ J=0
Donc

oy AN an]\[_g +91GN_1 92@]\[_1 .0.. 1 —91
E (GBX(Q)X) — O ( anN_l + 91@]\[ 92aN .0.. 0 1 (414)

“—
En procédant de la méme maniére que précédemment, F (G X @)X’ ) peut

étre exprimée telle que :

N—2 N—2 N—2
- Z ;5711 Z ay; - ;} a5V |N-j—2|

FE (GFX(Q)X/) == jxfo_l NiIO ]j\fil
DG X AV e Xl AN

j=0 j=0 J=0

D’aprés les conditions (C'), 'expression ci-dessus s’écrit alors telle que :

< N 2 —91 1 .0. 92@]\[_1 9§aN_2 + 91aN_1
B (GFX(Q)X) — ( 1 0 ..0.. 92@]\[ egaN—l + 91@]\[ (415)

Notons : / 01
. 1 —V1 . — U1
<I)_(0 1)6t9_(1 0)
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Il est aisé de remarquer que :

on_lr_ ( —01 + 616, —92)

Ug —92 0

_AT = o2 ( Oran_o + Oran_1 Ozan_1 )

2
° Osan_1 + Grayn Oran

(0, 0, — 0,0,
@@_(0 ) )

AOD — ( Oran_o Oran—_1 + 93@\[—2 )

92@]\[ 91aN +93a]\[_1

Ainsi, les expressions 4.14 et 4.15 peuvent étre exprimées plus simplement
sous la forme :

E (GB?(Q)X/) =0’ ( AP : 0 : @ )

E(GrXpX)=o2(a 0 a00 )
Finalement, on obtient :
E(X59X) = o2[b-(©4°] " ( (eaen—e0 : 0 i 0)
— 02 [I,— (0A)] ' [(O®A)? - L) 60 = -0 =T

Ainsi, on montre bien que le vecteur-limite X ((f'; )) coincide avec le vecteur des

valeurs initiales X, relativement & la norme associée avec le produit scalaire
défini sur I'espace de Hilbert L2 (f), (f est la loi de probabilité du processus).
]

4.3 Approximation de la vraisemblance ex-
acte d’un processus ARMA

4.3.1 La vraisemblance exacte d’un processus ARM A(p, q)

Soit X1, Xs, ..., Xy une série chronologique identifiée par un processus
ARMA(p, q) et donc elle vérifie la relation

P(B)X,=Q(B)<, (4.16)
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ou P (B) et @ (B) sont deux polynomes en B de degrés respectifs p et q.
Supposons que E (X;) = 0, alors la relation 4.16 peut s’écrire en extension
sous la forme :

&t — Xt — SolXt—l — SDQXt—Q — .. SDpXt—P -+ 01515—1 + ...+ qut—q (417)

Le calcul des innovations ¢; & l'aide de I’équation itérative 4.17, ne peut se
faire que si 'on se donne p + ¢ valeurs initiales.

Supposons que le processus des innovations &, soit gaussien. Alors, la In-
vraisemblance de la série chronologique peut étre exprimée telle que :

N
[ (¢; J; a?) =1In {L (¢; J; a?)} c(p;0) — — lna — ﬁS (p,0) (4.18)
ol ¢ (¢; 1) est une fonction de ¢ et de 9, et S (¢, ) est la somme des carrés
inconditionnelle définie telle que :

N

S(¢> 19) = Z 5t2 (¢> 197 XN>XN—1> ) (419)

t=—00

Comme il a été établi dans ([6], [9]), pour N assez grand la relation 4.18 est

S(¢ 9)

dominée par le terme . Cela veut dire que les contours de la somme des

carrés dans ’espace des parametres (¢; 1) sont quasiment les mémes contours
que ceux de la In-vraisemblance. Il vient en particulier que les estimateurs
des moindres carrés des parameétres sont trés approximativement les mémes
que ceux obtenus par la méthode du maximum de vraisemblance.

Il a aussi été établi dans ([2], [6], [22], [37]) que le modele 4.16 peut étre
exprimé sous la forme d’un processus en moyennes mobiles d’ordre infini.
Cependant, pour les processus qui ont un intérét pratique les poids ¢; décrois-
sent et s’annulent assez rapidement. Pour cela, on peut approcher la somme
des carrés 4.19 avec une certaine précision par la somme des carrés associée
4 un processus en moyennes mobiles fini d’ordre q.

En pratique, les valeurs des innovations passées ¢; (¢t < 1) peuvent étre cal-
culées récursivement a l'aide de I’équation 4.17 en partant de l'instant ¢ =
1 — q avant lequel les innovations ¢; sont considérés comme négligeables. Et
donc, la somme des carrés 4.19 peut étre exprimée telle que :

N

S(0.0) = 3 & (6,9, X, X0,°) (4.20)

t=1—q
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ou on adopte les notations suivantes :

X=(X Xo .. Xy)

¢> (901 o2 e By )
= 102 q)

—_— !
%)

/
5 = 50 E_1 ... 81_q)

A

Les estimateurs des parameétres ¢ and ¢ sont obtenus en maximisant la In-
vraisemblance 4.18 ou ce qui revient au méme, en minimisant la somme
des carrés 4.20 en utilisant les méthodes mathématiques traditionnelles. Ces
derniéres sont itératives et requiérent la donnée de valeurs initiales. Pour cela,
nous préconisons la méthode proposée par Box and Jenkins pour la déter-
mination de ces valeurs en utilisant le principe de ce qu’on appelle la "back-
forecast" ou bien l'algorithme de 1""aller-retour" ([10], [11]). Dans la suite de
ce paragraphe notre principale préoccupation sera I’étude de la convergence
de ’algorithme de I""aller-retour" pour les modeles mixtes en considérant le
cas le plus simple.

4.3.2 Détermination des valeurs initiales par I’algorithme
de I’aller-retour
La forme générale d’un processus ARMA(1,1) peut étre exprimée telle

que :
Xy —aX, 1 =¢ — Pera

Alors, les innovations &; peuvent étre calculées recursivement telles que :
Et = Xt — OéXt_l + ﬁgt—l t= 1,2, ey N (421)

Soit 5(\0 la valeur initiale et soit X N1 la prévision de la valeur future Xy, 1.
En procédant de la méme maniére que dans le paragraphe précédent, on
obtient au k™ passage de I'algorithme de 1'"aller-retour" les équations suiv-
antes :

N-1
= (=8> # X+ 8" (aX( = et ) (4.22)
=0
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quand on utilise la représentation "foreward" Et
N-1
o ' >k k
R =003 P+ 5 (a3
5=0

quand on utilise la représentation "backward".

De plus, il a été établi dans ([6], [9], [22]) que les prévisions a I’horizon ¢ en
utilisant la représentation "foreward" ou la représentation "backward", sont
obtenues telles que :

~ 1
Xy = a Xnp
et X_g = O/XO

Alors, au k' passage de I’algorithme de I"aller-retour" et a I’horizon /¢, les
innovations 5(()k) et eg\l; ‘t1 sont déterminées telles que :

oy (10 (1-(a8))

v (k
el —; x® (4.24)
(1-a?) (1 - (aﬁ)g)
(ko) _ S (k)
N1 = 1—ap XN (4.25)

Faire des prévisions & horizon infini a chaque passage de I’algorithme, consiste
a passer a la limite sur ¢ dans les équations 4.24 et 4.25. De plus, on sait que
af < 1. Alors, on obtient

koo) (1= 0%) s
koo) (1 =0%) sk

Des équations 4.22, 4.23, 4.26 et 4.27, et en reprenant les notations utilisées
plus haut, on déduit :

Y (a - B)

X = (@ = B) Gyoa (B) Xy + == 7 £
(k1) BY (a = B) s
XP = (a = B) Gyoy (F) Xy + ——2X

1_&5 N+1
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ou

Gy (B) = Zaij (=1,2,...q

and Gyn_,(F) = Zaij (=1,2,...q

En notant

(a=B) v
A pr—
1—ap P
On obtient finalement :
XY = A= 8) Gr1 (B) Xy + (@ — B) Gy 1 (F) Xy + A2X(Y (4.28)

Proposition 34 L’équation de récurrence 4.28 admet un point fize si |A| <
1.

Démonstration : Rappelons qu'un processus ARM A (1, 1) est station-
naire si |a| < 1 et il est inversible si |5] < 1 voir ([6], [9], [10], [22]). De plus,

)’<M Par conséquent, |A| = ’1 aﬂﬁ ’<M}5N}<1

il est clair que —ap

|
Finalement, le point fixe ou la valeur limite X(g

*) est obtenu tel que :
A (Oé B ﬁ) G(N—l (B) XN + (Oé - ﬁ) GN—l (F) X1

> (00) _
Xo ' = 1 — A2

Proposition 35 Soit (X7, Xg, .y Xn) un systéme de générateurs de l’espace

de Hilbert Hy . Si le vecteur X ) est la valeur recherchée, alors la condition
sutvante est satisfaite :

(00) B v, st k=1
E (XO Xk) N { oFly, s k> 2

Démonstration : Calculons

E(X5x1) = (f‘_ /\52) AE (Gy-1 (B) Xy X)) + E (Gyo1 (F) X1 X1)]
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D’une part, on calcule :

N-1
E(Gn-1(B) XyX1) = ZﬁjE Xn-j ZBJ’YN —j—1
§=0
N-1 N- 1
_ AN—1 « —B
- ﬁ Yo + o — ﬁ T
Et d’autre part, on a :
N-1
E (GN—l (F) X1X1) = ﬁj +1X1 Z ﬁj,}/]
§=0
32 &N—lA
= Y +06n

Par conséquent,

AE Gy 1 (B) Xy Xy) + B (Gu 1 (F) X, Xy) — ——27 (1—A2) 02

I1 a été établi dans ([2], [6], [9]) que :

D’ou

Considérons maintenant le cas k = 2.

Alors

E (X(goo)Xz) = 1&_1\52 [AE (Gy_1 (B) Xy Xs) + E (G (F) X1X,)]
Ou bien

%E (X59X,) = AE (Gy 1 (B) Xy Xo) + B (G -1 (F) X,.Xs)
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En premier lieu, on a :

N-1
E(GN_l (B) XNXQ) = ZBJE XN Zﬁ fle—j 2|
=0
N—4
= BV A BV P+ BV P+ D B
=0
_ (BN _apNt 4 gN2 _aN—Q) 5’71 + ANy Y
Et ensuite, on obtient :
N-1 N-1

E(Gya (F)XiXa) = > By =n+08v%+Fn+ > Ay
=0 J=3

2 AaN -2
= N1+ b0+ 15_70415 - aa_ﬁ M
Par conséquent,
— A? A
104 —3 E (X(§°°)X2) = (BN —ap" T+ 8" Goant
‘H\BN_Q’YO + 71+ By + m’h
_ N (1-ap) B
e (R R CR R
+71+ 87 + 16 Eﬁ
—af
REIESUI
Donc

E(X§9%,) = av,

Pour terminer montrons, qu’en général, on a :
E (X(OO)Xh) — Py, VR > 2
Un premier calcul nous donne :
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N—h-2
E(Gn1(B) Xy Xp) = Zﬁ YN—j—h = Z Fyn_jont Z By jin-n
j=N—h+2
+5N"H% + BN"WO + BNy,

R

Tap Tt (BT e )y

+EN h— 1h 1+BN h7(1+£NAh+1
_ _am _ ol _ a(l-aB)yy
o (amp)ptTr e 7in (=Bt T 71+
Famap A + e + paAn
— 2O [y — 2 m + B+ + B+
N h h—l
+ a—pB3 Y1~ a—ﬂ A71
Il est évident que :
af?
1_a571_a_571+5271+’71+5’70:0 (4.29)
D’ou
aN-h ah-1
FE (GN—l (B) XNXh) = o — ﬁ"}/l — o — ﬁ"}/lA (430)
De plus
E(Gn-1 (F) X1 Xy) = Zﬁj% h— 1—Zﬁj7h —j-1t Z BV h
j=h+1
+ﬁh‘2% + ﬁh‘lvo + 8"y,
_ O(h 1 ﬂ - Oéﬂ h+1 aN_hA
a@71 a@71+a@71 a—f 71+
452 h—1 h
N+ T+ N
=" (1 i[ﬂl 2257 7+ B+ 52%) +
N—h
+a @71 a_@ A71
D’apres I'équation 4.29, on a :
a1 oN-h
E(Gn-1 (F) X1 Xp) = a_ g a——BA% (4.31)
Finalement, en combinant les équations 4.30 et 4.31, on obtient
o o
E (Xg )Xh) = = Aﬁ? [AE (Gy_1 (B) XnX3) + E (Gy_1 (F) X1.X3)]
a— B ah—l ah—l ) o1
— — A —
1—/\2{04—5% a—3 71 a7
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)

Ainsi, on vient d’établir que la valeur limite Xé“’ coincide avec la vraie

valeur )/(\0 du processus antérieure a 'instant ¢ = 1 relativement & la norme
associée au produit scalaire défini sur 1'espace de Hilbert H. De plus, il est
clair qu’on peut arriver au méme résultat pour un processus ARMA d’or-
dre.quelconque Néanmoins, les problémes d’écriture et de formulation doivent
étre surmontés.
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Chapitre 5

Rapport des vraisemblances de
deux processus gaussiens

Dans cette derniére partie on va procéder & I'extension des résultats du
chapitre trois aux problémes de tests. On calcule le test de Neyman-Pearson
en situation exponentielle. Il est dans ce cas équivalent aux tests classiques
d’ajustement type porte-manteau. Nous avons repris quelques travaux con-
cernant le cas continu que 'on a essayé d’innover avec 'introduction de ’ap-
proximation de Toeplitz-Szegs. Notre but est de situer le cadre naturel de
développements ultérieurs, i.e, appliquer une certaine forme du théoréme de
Szegd ([28]) au cas continu pour obtenir des approximations des équations de
Wiener-Hopf faciles & manier. C’est a ce travail que nous allons nous attacher
de maniére a approfondir dans le cas continu les résultats de Dzaparidze ([14],
[15]) et Pissarenko ([32], [33]).

5.1 Equations de Wiener- Hopf

Ce paragraphe rassemble un certain nombre de développements essen-
tiellement de synthése concernant les équations de Wiener-Hopf. Le lien de
ces dernieres avec la théorie des opérateurs de Toeplitz et leurs applications
aux problémes de statistique des processus gaussiens ([33]) sont mis en évi-
dence. On s’intéressera plus particuliérement au calcul et & 'approximation
de la vraisemblance de deux processus gaussiens & temps continu associés a
des mesures gaussiennes absolument continues I'une par rapport a ’autre.
Nous allons nous limiter au cas des processus a temps continu ([14], [15], [31]).
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Soit ¢ (¢) la masse de Dirac en (. Pour une fonction f localement sommable
par rapport a la mesure de Lebesgue d( nous identifierons f et la distribution
de Schwartz associée. Soit C' une distribution de Schwartz du type :

C(¢) =0(¢) = Cu(C)
Soit 7" Iopérateur de troncage défini tel que :
e (f)=0 sur [0,7)

L’équation de Wiener-Hopf de 2éme membre une distribution g définie telle
que :
9(¢) = 940 (¢) + ga (€)
s’écrit, pour n > 0 fixé, telle que :
T (Cxf)=g

L’inconnue f est du méme type que g. On peut écrire aussi cette équation
en séparant les deux parties des mesures locales f et ¢ sous la forme :

fs = g, trivialement vérifée pour g localement intégrable
n

ﬁxo—/buc—mﬂwﬁngﬁo—%aﬁo 0<C<n

0

Remarque 36 La deuziéme équation se réduit o la forme dite fonction de
I’équation de Wiener-Hopf lorsque gs = 0, soit :

n

f«%i/ox—meanwo

0

Cette équation a été largement étudiée par les analystes et les probabilistes.

5.2 Lerapport de vraisemblances de deux pro-
cessus gaussiens

5.2.1 Condition d’existence

Pour simplifier, nous supposerons que les processus étudiés sont centrés et
stationnaires sur R. L’intervalle d’observation sera noté [0, 7']. Pour beaucoup
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de résultats que nous allons rappeler dans ce cadre ([4], [14], [15], [33]), on
en fait une démonstration dans un cadre tout a fait général de processus
gaussiens sur [0, 7.

Soit C' une fonction symétrique définie de [0,77] x [0,7] — R telle que :

C (s, t)=C(t,s)

Soient Py, P; deux mesures gaussiennes stationnaires centrées sur R et
soient £ (t,.) les applications coordonnées de RT” — R. Soit Hy ® H; la
fermeture dans L2 (RT QRT BR B, Py ® Pl) de l’espace des combinaisons
linéaires finies du type :

D C(s,1) & (5,0) € (tw)

Soient @ (.,w), ®; (.,w) les mesures aléatoires des représentations spectrales
de Py et P (ie. £ (t,w) = [, €@ (d\,w)). Tout élément de Hy ® H est du
type :

B (w,w) = / / (o) B0 (d.) @1 ()

L’application h — ¢ est une isométrie canonique de Hy® H; dans L? (Fy ® Fy)
ou Fy et Fi sont les mesures spectrales associées a ®g et ;.

Rappelons que les mesures Py et P; sont équivalentes si et seulement si Ii-
dentité est un isomorphisme de L?. On note :

W (w) = C(s,1) & (5,0) & (t,w)

Si Py ~ P; alors l'application h®* — h est un isomorphisme de H, (Fp) sur
Hy ® Hy, ou Hy (Fy) est I'espace engendré par les combinaisons du type h®.

Théoréme 37 Pour que Py et P, soitent équivalentes, il faut et il suffit que
l'on ait :

By (s,t) — By (s,t) = //5 (s,w) & (t, W) (w,w)dPy (w)dP (") (5.1)

ou By et By sont les fonctions de corrélations associées a Py et Py et ¢ €
Hy® H,.

On a alors :
apy

7P (w) = ae"2¥@®) ol q = constante
0
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Démonstration : Remarquons d’abord que si la condition 5.1 est réal-
isée, alors Py ~ P;. En effet, en notant C.£ pour > C (s;) € (s,w), on a alors

(100 2y~ 1CENy) = (XX C@)C0bs.1)
= (//C& (W) CE (W)Y (w,w) dPy (w) dPy (w’))

2 2
= [[C&NI 2 1CENL2(py) 10 L2y

Supposons maintenant que Py ~ P;. On a dP;, = ¢dF, et donc

b(s,t) = //f (s,w) & (t,") ¥y (w, ") dPy (w) dPy (w')

ol Y, = € L? (Py @ By).

La symétrie de b (s, t) montre que ’on peut choisir ¢, € Hy® Hy (en prenant
3 (¢ (z,y) + ¢, (y, x)) éventuellement).

Pour démontrer le théoréme,on utilise la démonstration suivante de type
martingale introduite par différents auteurs russes dont Rosanov [33].

Soit A,, C [0,77], A, fini et la suite (A,,), croissante. Supposons que \/ Hp,

soit dense dans H (Fp) ou \/ Ha, est le sous-espace de H (F) engendré par

{£(t,w),t € A,}. 1l est clair que si Py ~ P, alors les restrictions P}’ et P
de Py et P, a la o—algebre engendrée par {£ (t,w),t € A,}, sont telles que
B} ~ P{'. Supposons que :

dP}

n Pn

dP]
Alors p,, est une martingale. Nous allons travailler sur la sous-martingale
In p,, définie telle que :

t

1
Inpa = =3 € (Bih, ~ Bik) €+ Indet (Bua, B, )

ot €2 est le vecteur {€ (t,w),t € A,} et B;a, est la matrice de covariance
sous P; de €47,

1
Considérons Y24 = BovinSA”, alors C'ovp, (YA”) = Ia,, 00 Ia, est'identité.
D’ou

1t 1 1
mp, = —5 V" (Bia, Bid, Bia, — In,) V™
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1 1
Désignons par o} les valeurs propres de la matrice B, B; 2 et par Z%" =
(Z1, ..., Za,) ses vecteurs propres. Alors

Ap
In p, :% (Z (1 ;201€) 2 +Zln0k>

k=1

Remarquons que la loi de Z%» sous P, est donnée par la densité :

(T;)A eXp( sz> exp (1 5 (tiak) zkﬁak>

Dong, les variables Zj sont indépendantes et Ep, (Z2) = o3.

Par ailleurs, d’apres ([14], [15]) et ([33]) on a :

A
1 n
Ep, (Inp,) —52{ 1—01,{J —|—ln0k}
k=1
et A
1= (1—0?
Varp, (Inp,) 252( 5 k)
Ok

k=1
Comme P, ~ P, alors il existe des constantes 0 < m < M < oo telles que
m < o} < M pour tout n et tout k. D’ou

Ap

Va’f’pl (lnpn) = Z (1 - O—i) = EPl (lnpn)
k=1

Finalement, sisup,, Ep, (Inp,) < 0o, alors In p,, converge p.s d’apres le théoréme
des martingales et le théoréme de Radon-Nicodyn. m

Une autre démonstration consiste a noter A un ensemble tel que par
exemple Py (A) = 0, P (A) # 0 et une suite d’événements A, telle que
A, | A pour 28 voir ([4], [14]).
Soit F,, la o—algebre {4,, AY, @, Q}. 1l est admit que

Pi(An) 1-Pi(A)
Py(Ay) T 1= Py (An)

E;;n (pn) 1AC

On a d’une part, en désignant par K (P, Q) l'information de Kullback de
deux probabilités P et @ :

Ep In B} (p,) — o0
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Car
P (Ay) 1—P(An)
= K (P1/fn>P0/fn) — &0

Ep In Elfo” (p,) = In (1= P (An))

D’autre part, pour toute o—algebre B,, telle que F,, C B,,, on a :

sup EP1 (lnpn) = K (Pl/Bn’PO/B") < %

Et

K (Py7,, Poyr,) < K (Pys,., Fos,)
Donc, si sup, Ep, (Inp,) < oo, on a By ~ Pi. Sisup,, (07,) = oo ou
infy, (U%vn) = 0, il y a orthogonalité car alors il existerait des Zj, tels
que :

Epy (22,) — 0 et Ep (22,) — 1

11 reste alors a étudier le cas ou sup,, Fp, (Inp,) = co. On sait qu’il existe m
et M tels que 0 < m < U%ﬂ < M pour tout k et tout n. Soit A,, I’événement
défini tel que :

1
A, = {lnpn - EPl (lnpn) > iEP1 (lnpn)}

On a alors, d’apres l'inégalité de Tchébichev

Varp, (Inp, C
Po(A,) < arnupn)
7 (Ep, (Inpy)) Ep, (Inp,)

De plus

!
Varp, (Inp,) > C o

L(Ep, (Inp,))* ™~ Ep (Inp,)

Nous concluons ce paragraphe par ’énoncé suivant :

Théoréme 38 Py ~ P, si et seulement si on a :

dPy
sup K (P, Py') < oo ou bien supVarp, In (dpln) < 00
n n 0

Ces deux conditions sont équivalentes.
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5.3 L’équation de Wiener-Hopf du rapport
de vraisemblances

Le logarithme du rapport de vraisemblance de deux processus gaussiens
est défini tel que :

Inp, = —% Indet (Bia, Bya, ) +' X2 (BA, — Bya ) X2 (5.2)
Soit d(s,t), s,t € A, le terme général de la matrice B;lAn — B(ilAn. On pose :
P (A1) =Y d(s, 1) expi (As — pit)
s,t
En remplagant X (¢,.) par sa représentation spectrale dans 5.2, on a :

1
Inp, = —3 In det (BLAnBo_,in) + // 0, (A, 1) Po (dN) D (dp)

De plus

1 1
Ep, (Inp,) = 5 /gpn (A, 1) dFo(N) — 5 In det (BLAnBo_,in)

et
vW%wmmzé/ {on O\ )} dEs (N dFy (1)

Dong, sup,, (Varpg, (Inp,)) < oo équivaut a sup,, (ngnHL%F or )) < 0o ou bien
0 0

a sup,, (HS%HL2 ) < oo puisque Fy ~ Fj.

Mais sty
[ exp(=i00s = b ) dFUNE ()
_ / / ST d () exp (i (A — put') — i (As — ut) } dEb(N)dFy (1)

s/t

1 ~1
- Z BOVS/_S (Bl,(s/,t/) o BO,(S/,t/)) BO,t/—t =b (S,t)

st

Donc, on peut dire que ¢,, est solution de :
// exp {—i(As — pt)} o, (A, ) dFo(N)dFy (1) = b(s,t) s, t €A, (5.3)
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L’équation 5.3 est une équation de type Wiener-Hopf pour I’ensemble A,,, ou
équation de Wiener-Hopf de type fini.

Soit A un sous-ensemble de [0, 7] telle que la suite A,, T A. Nous allons
passer a la limite sur ¢,,. A cet effet, considérons ’hyperplan affine :

fermeture des combinaisons linéaires des fonctions
U (A ) = g exp{i (As — )} +c (s, ) exp {i (As' — pt') }

LA —
A ou (§,t') est un point tel que b(s',t') =0
et (s,t) est un point tel que b(s,t) # 0
(5.4)
Considérons
J[ew s - umbe O RN A ) =bst) (st e’
Soit ¢ une solution de ¢, = ﬁ Supposons que 0 ¢ La, alors ¢ est la

E
projection de 0 sur La dans L? (Fy x Fy). En effet, (¢ — ¢y, ¢,) = 0 pour
p € L3, ie.

@ // exp {i (As — pt) } g (A, p) Fo (dA) Fy (dp) + ..

c(s,t) // exp {i (As’ — ut")} oo (A, ) Fo (dN) Fy (dp) =0
Or, c(¢,t') est choisi arbitrairement dans 5.4, donc la deuxiéme intégrale
dans l'expression précédente est nulle et par conséquent ¢, est bien une
solution non nulle.
Réciproquement, s’il y a une solution, alors 0 ¢ L% car ceci implique que
lipoll* = 0 ou bien [Jiy||* = 1.
Considérons alors la suite ¢,, associée a la suite A,. On a alors :

2 2 2 2
LA, CLi,C...CLy C..CLA

Ces injections sont des isométries canoniques. Par ailleurs, ¢,, est une mar-
. , 2 . . 2
tingale bornée de L* (projections sur L% ).

Comme sup,, {H(anig(FO@Fvl)} = sup,, {Varp, (Inp,)} < oo, ¢, converge vers
. On en déduit immédiatement que :

mo= [ [ o) @0 w.0) @1 Y

converge dans L? vers :
n= [ ) @0 (0. 3) @1 w0
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Si on pose :
InP(w) = lmFEp (Inp,)+lim(lnp, — Ep, (Inp,))

1
= lim Ep, (Inp,) — 3 limn,,

= e (<3 lol) =5 [ o000 B0 )01 (001))

d’ou la solution de I’équation de Wiener-Hopf conduisant & la vraisemblance
ar
Py

5.4 Solution dans le cas rationnel de I’équa-
tion de vraisemblance

Soit ¢ une fonction vérifiant 1’équation de Wiener-Hopf telle que :

/R exp {i (A — )} (0 1) Fo (AN Fy (dg) = b (s — 1

Pour déterminer le rapport de vraisemblance des lois Py et P, il faut donc
résoudre ’équation ci-dessus. Des calculs explicites ont été faits dans le cas
ol Fy et Fy sont des fractions rationnelles ([6], [32], [33]).

En effet, si Fy(d\) = fo(A)dA et Fy(dp) = fi(u)du, on peut toujours
ramener le probléme a la résolution de deux équations unidimensionnelles en
posant :

Ko () = [ exp (i39) (i) o (1) 02

/R exp (iat) K (1) f1 () dpe = b (s — 1)

11 suffit donc de savoir résoudre une équation du type :

Q (iA)
P (i)

1 [t

exp (iAt) ¢ (A) { ]Qd)\:x(t) 0<t<T

2 J o

ou P, @, x sont donnés et P est un polynome de degré r, () un polynome de
degré s et v € L?.
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Si x admet des dérivées d’ordre r — s dans L?, on se se replace dans une
situation classique en théorie des distributions.

Dans la suite nous allons résumer les travaux de Rosanov ([33]).
Considérons Xy, t € [0,7] un processus gaussien stationnaire défini sur un
espace de probabilité (€2, A, P). Soit B (£2) la sous c—algebre des boréliens
de Q sur laquelle on définit deux mesures de probabilité gaussiennes P; et P,
telles que :

Ep, (Xi) = Ep, (X;) =0
EP1 (Xth) =Ry ($>t)
EPg (Xth) = Ry ($>t)

La stationnarité du processus X; nous assure que R; (s,t) = Ry (s —1t) et
Ry (s,t) = Ry (s —t) et on peut les exprimer sous la forme :

Ri(s—1t)= [exp{iX(s—t)} F (d)\)

Ry (s —t) = [exp{iX(s —t)} F5 (d\)
ou I (d\) et Fy (d\) sont les mesures spectrales associées a Py et Ps.
De plus, on suppose que P; et P, sont équivalentes pour utiliser des résul-
tats établis sur les mesures gaussiennes équivalentes.Considérons I’ensemble
Hy (P;) des combinaisons linéaires des variables X, tel que ses éléments Yy
s’écrivent comme suit :

N
Yy =Y aX, te€AC[0,T],card(A)=N
k=1

Alors )

N 2 N
Ep, (Z ckth> ~ Ep, (Z ckth> (5.5)
k=1 k=1

ou bien en utilisant les mesures spectrales :

/ )Z Cp eXP (iAtk))Q Fi(d\) ~ / )Z Ch €XP (iAtk))Q F(d\)  (56)
ou ce qui revient au méme
Fy (d)\) = Fy (d)) (5.7)

[’équivalence 5.7 est vérifiée dés que 'on a :

RN — F(d\)
1 < 1
0< s FL(d)) = e Y (d)

< o0
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Considérons les fonctions U (\,u) € L?(F, Fy) satisfaisant a la condition
suivante : :

/ U (0 )2 Fy (d2) F (djs) < o0

Alors, nous allons reprendre le théoréme d’existence dans le cas rationnel.

Proposition 39 Les probabilités Py et Py sont équivalentes si et seulement
si la différence des fonctions de corrélation b(s,t) = Ry (s —t) — Ry (s — t)
s’écrit sous la forme :

b(s 1) = //exp{—z' Os— p}U @) Fy (AN By (dp)  0<s,t<T
(5.8)

Py (dw)
Py (dw)

De plus, la densité p (w) = est donnée par la relation :

1 -
v =pew {3 [[vnwe @i} (59)
ot U (A, ) est la solution de ’équation 5.8.

Démonstration : Soit A; C Ay C ...., une suite monotone de sous-
ensembles finis de [0, 7] telle que U A, soit partout dense dans I'intervalle

n=1

[0, 7. Soit B, la c—algébre engendrée par les variables Xy, t € A,,.

D’aprés la condition 5.6 les distributions P; et P, sont équivalentes sur B,,,
donc EB {p(w)} = % est leur densité. m

Lemme 40 P, et P, sont équivalentes si et seulement si :

s%p Diln{p(w)} < o (5.10)

ou D1 est le symbole du moment d’ordre deux centré par rapport a P;.

Démonstration : On peut représenter In {p(w)} sous la forme :
1—oj

In{p(w)} = —% Z {ln or + T%nk (w) (5.11)

k
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En effet, la vraisemblance p, (w) s’écrit sous telle que :
1
2

detRl 1 - _ _
Pn(w) = (deth) exp{—§ X (R21 _R11)X}

oun X ={X,;},te€A,.

Il est toujours possible de trouver une base dans le sous-espace engendré
par les X, t € A,, dans laquelle R;' et R;' se raménent & deux formes
diagonales simultanément. Alors, considérons la transformation :

1
X —n=0"R;?X ou O0=1I (5.12)

En appliquant cette transformation a la forme quadratique
Q="X (R;' — R{') X on obtient Q telle que :

~ _1 1
0= (O'R1 "RyIR20 — 1) 7
Le vecteur 7 est tel que :

Ep, (nm,) = 0t
Ep, (nn,) = 040a

ol d est le symbole de Kronecker et 0, sont les valeurs propres de la matrice
1 1
définie positive B = R} RoR, .

Alors,
O'B™'0 =diag ( 07® 03> ... 0,%)
et
det (R;'Ry) = det B =[] o7
k
Finalement

~ 1
Q= Z (—2 - 1) i

w7k
D’aprés la transformation 5.12 on a :

EP1 (nk) = EP2 (nk) =0 EP1 (77%) =1 EP2 (77%) = U% k= 1727 1

Alors il vient que

1
EP2 {lnpn (w)} = _5 Z {lnai +1- U%}
k
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et
1—02)?
Dy fpafe)} = Y2 078
k Tk
En effet, rappelons que la matrice B est telle que I — B est de Hilbert-Schmidt,
ie.si (ftg)p—y , st le spectre de I — B alors :

-----

Z,uk<oo et p,=1-o0;}
k

Par conséquent

1
Ep,{Inp, (w)} = —3 Z {lnai +1-— 0%}
k
1 1
52 W —m) +my =)
k k
1
ZZ (1 —0’2)2
k

Q

Q

Finalement

Diln{p,(w)} = > (1—0})’ ~ Ep, {Inp, ()}
k

D’oti 'on déduit que la condition 5.10 est équivalente & :

Ep,{lnp, (w)} < o0

La démonstration du lemme 40 est ainsi terminée. m
Reprenons la démonstration de la proposition 39, et exprimons la vraisem-
blance en fonction de X; directement tel que :

1
Inp, (w)=—= {ln j: gj Z C(s,t)Xth}

ERASYANS

Puisque P; et P, sont équivalentes, alors le sous-espace engendré par les quan-
tités 1, = D, en, C(5,1) X, X, est isométrique a lespace H? des éléments
symétriques de la forme :

hy =0, — Em, = Y Cls,) {X, X, — Ry (s,1)}

S,tEAn
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Alors on peut écrire

Inp, (w) = Ey {lnp, (w)} — % Z C(s,t) { XXy — Ry (s,1)}

s, tEA,

ou {C(s,t)} = {R2_1 ($>t)} - {Rl_l ($>t)}'

Introduisons la mesure spectrale stochastique W (d\, du) telle que :
L (Al X Ag) = (Al) d (Ag) - F (Al N Ag)

Il est facile de voir que tout élément h,, de H? peut s’écrire sous la forme :

hy = / / U, (A, 1) (A, dp)

o Uy (A, 1) = 32, sen, Cls,t)exp {i (As — ut)} € LR, (Fy x F3) qui est partout
dense dans L? (F; X Fy).

I est équivalent de dire que lim, oo U, (A, 1) = U (A, p) € Lig 1 (F1 x F),
et donc

Inpn (@) =l By {lnp, (@)}~ 5 [ [ U000 W (@A)

Pour terminer, vérifions que chacune des fonctions U, (A, p) satisfait a 'équa-
tion 5.8. Alors, d’apres la définition de U, (A, 1) on a :

//exp{ i(As — ut)} Z C(s',t") exp{i (A\s' — ut")} Fy (dN\) F> (dp)

= Y ) [ (=it )} F (@Y / exp {in (1 — 1)} s (dp)
= Y Ri(s,8)C(s ) Ra(t,t) = {Ri (By" — Ry') Ra} (s.1)

= (Ry— Ry) (s,t) =b(s,1)

Revenons & 1’équation 5.8 pour remarquer que c’est une équation intégrale
du type Wiener-Hopf de la fonction U (A, ). La solution de ce type d’équa-
tions, considérée comme élément de L[o ) est souvent unique. On sait que
la condition d’existence d’une telle solution est qu’il existe une constante C'

telle que :
2
<c|

> C(s,t)b(s, 1)

2

S Cls,tyexp {i (As — pt)}| Fy (4) F (dn)

s,t

75



Enfin, nous énongons un résultat ([33]) utile pour la recherche de la so-
lution de ’équation 5.8 dans le cas ou Fj (dA) est absolument continue de
densité fi(A) ayant un bon comportement asymptotique :

Proposition 41 Une condition nécessaire et suffisante d’existence d’une so-

lution pour l’équation 5.8 est que b(s,t) ait les dérivées partielles ﬁ et

92— 1b(s 1)

W absolument continues et :

I

5.5 Le lemme de Neyman-Pearson

0?b(s, 1)

e dsdt < 00

5.5.1 Cas discret

Soient F' et G' deux mesures gaussiennes centrées et stationnaires sur RZ.
On désigne par X 1'observation (Xi, Xs, ..., Xy) d’un processus aléatoire.
On suppose que pour tout N assez grand, F' et G admettent des densités
Fy et Gy par rapport a la mesure de Lebesgue sur RY. Pour qu'’il en soit
ainsi, il faut et il suffit que F' et G aient des densités spectrales f et g telles
que In f,Ing € L (s’il n’en est pas ainsi, le probléme statistique étudié est
trivial).

On pose Ly (t) = + log ¢y (t) avec ¢y (t) = Epexp {tln dCn }, t € [0,1].
On désigne par (T f) v et (I g) y les suites des matrices de Toephtz associées
a f et g. Alors, on a :

dG y

lndellog{det( gTNf)}——TXN(T f=Ty'g) X~

1
Par ailleurs, comme la covariance de Ty, 2 f X* est la matrice unité Iy, alors en

1 1
désignant par (,ufv)i:l _ les valeurs propres de Ay = Iy —T)” fTN 9T f,
on a:

NLy(t) ln{det( YoTw f }——Zln 11— )
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A N fixé, pour |t| < —— on a:

SUP1<;<N [M;

N o] 4P

Zln(l—,ufvt) = Z—TT’

i=1 p=1 p
00 ¢ 0
6:1

Soit z € C. Comme Ty f et Ty g sont réguliéres, on a dans un voisinage ouvert
de 0, Ty (zf + g) réguliere et donc d’apres ([5]) :

Lin{det (Tn (zf +9))} =Tr{InfTy" (2f +9)}
o {det (Ty (2f + )}, = (=)' (¢ = )ITr (T fT'g)"

D’ou
(£) ¢ L
Nin(1l—1¢t
(1_t)+ n(l—1)

De l'analycité au voisinage de 0 de la fonction z — In{det (T (2f + ¢))},

Do (1) = = 3 grinfdet (i (2f + )}

on déduit

> t

S In (1 ') = ln{detTN (1—_tf +g)}

i=1
D’ou
NLy(t) = ln {det (Ty'gTnf)} —

—% {ln {detTN (1——tf + g) } —In (det Tyg) + N In(1 — t)]

Finalement

NLy(t) = % (#1n (det Ty f) + (1 — £) In (det Ty g) — In {det Ty (£ + (1 — 1)g)}]

Cette formule est valable au voisinage de 0.

Mais la fonction z — Indet (T (2f + (1 — 2)g)) est analytique dans un
C—voisinage de tout point de ]0, 1[, car In(tf + (1 — t)g) € L' par convexité
et donc Ty (tf + (1 —t)g) est réguliére pour ¢ € [0, 1].

7



Par suite, par prolongement analytique la formule est valable pour ¢ € ]0, 1]
et par continuité pour ¢ € [0, 1].

D’apres le théoréme élémentaire de Szego, siln f € L, % Indet(Tyf) —
= f[o,T] In f(0)df quand N — +o0, et donc

Proposition 42 Siln f,Ing € L, et t € [0,1], alors

Ln(t) — L(t) N —
avec  L(t) = & f_t:r [tln f(0)+ (1 —t)Ing(d) —In(tf(0) + (1 —t)g(0))] dO

A partir de ce résultat, on déduit comme dans ([12]), la formule de Cher-
noff et les propriétés asymptotiques du lemme de Neyman-Pearson.

5.5.2 Cas continu

Dans le paragraphe précédent, nous avons calculé la transformée de Laplace
de la vraisemblance. On pourra utiliser cette formule pour 7" assez grand pour
déterminer une borne de Chernoff pour P {In 2—2(0, T) > A}. Le calcul exact

de la loi de In j—g est compliqué puisque 1 est solution de I’équation :

/0 / € (5,0) € (1) ¥ (w,w') dP (w) P, (') = B(s,) — By (s.1)

Cependant, pour 7" suffisamment grand et ¢ assez régulier, il semble raisonnable

de discrétiser le probléme et d’appliquer la méthode précédente au processus

(f %) ce qui correspond d’ailleurs aux procédures usuelles de calcul
k=1,2,..,N

numérique.
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