QARG UV IAAVAV AV AV AVAVIVV VAVAVAVAVAVAVAVAVE VAV AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV AVAVAVAVAVAVAVAV

REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR
ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
UNIVERSITE MENTOURI-CONSTANTINE
FACULTE DES SCIENCES

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUE

MEMOIRE

Présenté pour obtenir le Dipléme de Magister

En : Mathématiques

THEME

Courbes Elliptiques de Rang 1

Option :
Systemes dynamiques et Topologie algébrique
Présenté par :

Mr. Amina Daoui

Devant le jury :

Président : Rahmani Fouad Lazhar M.C :UMC
Rapporteur : Zitouni Mohamed  Pr.. :USTHB
Examinateur : Benkafadar N.M  Pr.. :UMC
Examinateur :Boughaba S M.C: UMC
Soutenue Le :22/04/2010

RAARARNNANRNNNANNNNNNNNNNNNANNNNNNNANNNNNNNNNNNNANNNNNNNANNNNNNNNRNNNANNNNNNNNNNNNANNNNNNNNRNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNAN



1

SOMMAIRE
INTRODUGCTION . e e 2
CHAPITRE I : VARIETES ABELIENNES .......cooiiiiiiiiiiiiiiiiee 3
1 Variétes affines. ... e 3
2 . Varités ProJeCtiVES ...c.coiiiiiiiiiiiiiii e 5
3 . Diviseurs d'une variété algébriqUe.........uuuuuiiiiiiiiieiiie 6
4 . Vari€tes ADBIIENTIES. ... .uuiiiiiiii ettt ettt e e e e et e e e e e e e 7
CHAPITRE II : COURBES ALGEBRIQUES PLANES......ccooiiiiiiiiiieiiieeeeenn, 9
1. Singularités des courbes algébriques planes...........ccccccoviiimniiiiiiiiiiiiiinii 9
2 . CUDIQUES A& WETEISEIASS. ¢ vtttttttitiiiieeeeeee e e e e e e e e e e e e e e et e e e e e e e e e e e e e eeeeeeeeeeeebebeeeeeaaaeaeenennnnns 11
3 . Invariants d’une cubiques de Weierstrass........cooveiiieieiiiiiie e 12
4 . Courbes EINPEIQUES ..oiciiiiiiiiiiiiiit s ettt st et 12
5 . Classification des cubiques de Welerstrass. .....cocoevveverriieieie i 18
CHAPITRE III : GROUPE DE MORDELL-WEIL........cocoooiiii 26
1 . Structure de groupe additif abélien E(K).......c.ccooiiiiiiiii 26
2 . Coordonnées des points —P [ P] 4 Po ; 2P oo 30
3 . SOUS roUPE de MImEOTSION Juururnn e e e e e e e e e e e e e e e et e et et e et e ettt e 32
4 . Réduction des Courbes EIIptiques. ..o 34
5 . Homomorphismes des Courbes ElIptiques.......coeeiiiiiieii i 36
6 . ISOZEIIIES ..o 40
CHAPITRE IV : RANG DES COURBES ELLIPTIQUES............cocoii. 42
1 . Hauteurs et descente infinie sur une Courbe Elliptique.......ccccooeiiiiiinni 42
2 . Théoréme de Mordell-Weil et Rang Arithmétique ..........ccccccciiiiiiiiiiiiiiiiiii, 44
3 . Conjecture de BIRCH et SWINERTON-DYER et Rang Analytique .................... 47
4 . Courbes Elliptiques de rang L.. ... 50
CONCLUSTON. e 52

REF E REN CE S oo, 53



INTRODUCTION :

Ma, thése concerne plusieurs domaines des Mathématiques : Géométrie Algébrique,
Courbes algébriques planes , la Théorie algébriques des Nombres ,Cubiques de
Weierstrass , Courbes Elliptiques .

Dans le chapitre I, je décris les structures et quelques propriétés des Variétés algé-
briques ,Variétés Affines , Variétés projectives , Variétés Abéliennes .

Ainsi | les Courbes Elliptiques sont a la fois des cubiques de Weierstrass non singu-
lieres et des Variétés abéliennes de dimension 1 .

Dans le chapitre II, j'étudie les courbes algébriques planes :j’étudie leurs points
singuliers, genre. Je m’intéresse particuliérement aux cubiques de Weierstrass :

y2 + a1y + azy = x3 + a2x2 + a4x + ag

Je détermine quelques invariants de ces cubiques discriminants A (F) , invariants
modulaires j (E) .Les cubiques ayant A (F) = 0 son singuliéres; celles qui ont
A (E) # 0 ne son pas singuliéres ; ce sont des Courbes Elliptiques .

Dans le chapitre III, je me consacre aux Courbes Elliptiques : groupe additif abélien
de Mordell-Weil E(K) et quelques aspects de la théorie : Je calcule les coordon-
nées des points —P, Pi+P, ;2P ;sous groupes de m-torsion de E(K) ,réductions ,
isomorphismes , isogénies .

Dans le chapitre IV, je commence par la descente sur un corps , je décris les fonctions
hauteurs sur des groupes abéliens , je les applique aux groupe de Mordell-Weil pour
montrer que ces groupes sont additifs et de type fini . Ce type fini implique la notion
de rang r(E) des Courbes Elliptiques . J'ai choisi quelques exemples de calculs de
rang dans les références .
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CHAPITRE I :VARIETES ABELIENNES

Nous allons décrire les Variétés Algébriques qui sont du domaine de la Géométrie Al-
gébrique , nous traiterons les Variétés Affines, les Variétés Projectives et les Variétés
Abéliennes.

1.Variétés Affines :

Les Variétés Affines sont construites sur des espaces Affines avec la topologie de
Zariski.

Définition 1.Un n- espace Affine sur un corps commutatif K est l’en-
semble des n-uples d’éléments a; de K :

Un élément a € A"(K) est un point a = (aq, ........ a,) de espace Affine , les a; sont
les coordonnées de ce point .

A cet espace Affine on associe 'anneau K|z, ....x,] = B des polynomes a n variables
par 'application :
f:a— flag, ... a,),f €B

A toute famille T = {f, fo, ........ fi} de polynomes de 'anneau B, on associe 'en-
semble Z(f1, fa, .eon... fi) des zéros de ces polynomes;;
Z(T) = {a E AW(K)’ f(al) T e e e s e f(at) = 0}

Définition 2.Un sous ensemble X de l’espace Affine A"(K) est algébrique
st ses points sont des zéros d’une famille de polynémes f; a n variables :

X=Z({f)i=1lot)={ac ANK), fia) =0,i=1,..t}

Cela implique qu’un sous ensemble X de I'espace AffineA"(K) est algébrique s’il
existe un sous ensemble 7' C B tel que X = Z(T) .

Proposition. 1.La réunion de deux ensembles algébriques est un ensemble
algébrique.

L’intersection de deux ensembles algébriques est un ensemble algébrique.

L’ensemble vide et ’espace Affine sont des ensembles algébriques.

Démonstration . Soit deux ensembles algébriques X; = Z(f;)et Xo = Z(g;) dans
I'espace AffineA”(K) ,alors leur réunion X;UX, = Z(f;, g;) est ’ensemble des zéros
des polynomes f et g ,cet ensemble est donc algébrique .

L’intersection de deux ensembles algébriques est ’ensemble des zéros communs des
polynomes

L’ensemble vide est I’ensemble des zéros d’un polynome constant : ¢ = Z(1)
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L’espace Affine A"(K) , est 'ensemble des zéros des polynémes identiquement nuls :
X =200

Introduisons une topologie particuliére sur les variétés

Définition 3.La topologie de Zariski sur l’espace Affine A"(K) , est définie
avec les ensembles algébriques comme des sous ensembles fermés , et
leurs complémentaires comme des ouverts.

C’est une topologie qui n’est pas de Haussdorf .
Cette topologie satisfait les 3 axiomes :
(1) L’intersection de deux ouverts est un ouvert.

(2) La réunion d’une famille fini d’ouverts est un ouvert .

(3) L’ensemble vide et 'espace Affine sont les seuls ensembles ouverts et fermés
a la fois.

Définition 4.Un sous ensemble Y d’un espace topologique X est irréduc-
tible s’il n’est pas la réunion de deux sous ensembles fermés non vides
disjoints.

L’ensemble vide n’est pas considéré irréductible.[4]

Définition 5.Une Variété Affine est un sous ensemble irréductible fermé
de Uespace Affine A"(K) , pour la topologie de Zariski.

Un sous ensemble ouvert d’une Variété Affine est une Variété quasi —Affine.
La réunion de deux Variétés Affines n’est pas une Variété Affine.

Exemple. Soit f est un polynome irréductible de degré n dans Klzy,....x;] on
obtient une surface Y = Z(7T') si n= 3 et une hyper surface si n>3.

L’espace Affine A"(K), étant fermé et irréductible est une Variété Affine .
Définition 6. Soit YC A"(K), l’idéal de Y est l’ensemble :
I(Y)={f € K[z1,...x), f(a) =0 pour tout a € Y}

Proposition. 2.50tt un ensemble algébrique Y , Y est une Variété Affine sz
et seulement si son idéal I(Y) est premier
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DEmonsTrRATION. Consulter « Algebraic Geometry » de Hartshorne .[4]

2. Variétés Projectives :
Soit K un corps algébriquement clos, construisons un autre type de Variétés :

Définition 7.Un n espace Projectif sur un corps K, est l’ensemble des
classes d’équivalences de (n+ 1) uples (ay,...,a,11) d’élément de K, non
tous nuls par la relation d’équivalence R :

sta=(ay,...,an11) € b= (by,...,b,11) alors :a Rb st et seulement si :
a=(ay,...,0,11) = Ab=(Ab1,...,Abpy1) pour touth € K , A #0,1 .

Définition 8.L’espace quotient de A" (k) —{(0,...0)}/R est l’espace Projec-
tif P"(k)
Pr(k) = {A™ (k) — {(0,..0)}} / R

Un élément deP"(k) est un point de l’espace Projectif .

Définition 9.Un anneau gradué est une somme directe A = ©A; de sous
anneaur qui satisfont la condition :

Ag, Ay C Aga

Définition 10.l’anneau A = K|xy,...x,] des polynémes homogénes a n in-
déterminées admet une décomposition de la forme A = ®Ay,d > 0 done
A est un anneau gradué .

Considérons des polynomes homogénes f,, de anneau A et 'ensemble Z(T') des
zéros d’une famille T de polynomes f; ... f;.

Définition 11.Un sous ensemble Y de P"(k) est un ensemble algébrique s’il
existe un ensemble T de polynémes homogénes de 'anneau A = K|z, ...x,]

tel que le sous ensemble Y soit égal a l’ensemble des zéros des polyndmes
de la famaille T .

Y =Z(T) = {a, f(a) = 0, pour tout f € T}

Proposition. 8.Dans l’espace Projectif P" (k) la topologie de Zariski associée
a un espace affine A" (K) est applicable a l’espace Projectif P"(k) .

DEMONSTRATION. Avec les arguments de la définition.
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Définition 12.Une Variété Projective est un sous ensemble algébrique ir-
réductible de U’espace Projectif P"(k) muni de la topologie de ZARISKI.

Une Variété quasi Projective est un sous ensemble ouvert d’une Variété Projective.

Définition 13.La dimension d’une Variété Projective ou quast — Projective
est la dimension de l’espace topologique associé.

Fonctions associé a une Variété algébrique :

A tout anneau A = K{z1,...x,] de polynémes correspond le corps K(z1,xs,...x,)
des fonctions rationnelles f = p;/pode deux polynomes de Panneau A | ps # 0 .

Une courbe plane d’équation implicite f(z,y) = 0 est rationnelle §’il existe deux
fonctions rationnelles ¢ — ¢(t),t — 1(¢), non constantes , qui satisfont 'équation :

fle(), ¥(t)) = 0.

Définition 14. Une fonction f:V — K d’une Variété quasi- Projective V
est réguliére en un point a de V s’il existe un voisinage ouvert U de ce
point a ,et deux polynomes get he Klzy,..x,], tel que h # 0 et f = I sur
Pouvert U.

Une fonction f : V — K est réguliére sur V si elle est réguliére en chacun des points
de V.

Définition 15.L’anneau local d’un point a d’une Variété V est l’ensemble
des fonctions réguliéres f :V — K qui satisfont :

Soit 2 sous ensembles ouvert U, et Uyde V,contenant le point a ,deux fonc-
tions réguliéres
f:U—-K et g:Uy— K

Alors [ et g sont équivalentes st f = g sur lintersection U; N Us.
3.Diviseurs d’une Variété :

La théorie des diviseurs est un outil efficace pour 'étude des Variétés Algébriques
et des courbes algébriques.

Définition 16.Soit une Variété irréductible X et une collection de sous
Variétés c; de X de codimention un ;un diviseur de X est une combinaison
linéaire :

D= 1101 + 1262 + ...+ lnCn
ou les coefficients [, sont des entiers rationnels.

puisque les opération sur les Variétés sont la réunion, 'intersection, alors le produit,
des diviseurs n’est pas une Variété.
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Proposition. 4. L’ensemble Div(X) des diviseurs d’une Variété irréductible
X est un groupe abélien.

DEMONSTRATION. La somme de deux diviseurs D et D’ est égale au diviseur
D'"=D+D":
D=nili +nglo+...+nglget D' = n’lll + nélg + ...+ né,ld

Le symétrique du diviseur D est le diviseur :

—D = —n1l1 — nglg — ... — ndld
Le diviseur nul 0 = Op; +0ps+...+0pgest I'élément neutre de 'addition des diviseurs.

La commutativité de I’addition dans I’anneau des entiers Zimpliques que I’ensemble
Div(X) des diviseurs d’une Variété irréductible X est abélien.

Il en résulte que ensemble Div(X) des diviseurs d’une Variété irréductible X est

un groupe abélien.

4. Variétés abéliennes :
Elles sont construites avec des Variété de groupe :

Définition 17.Une Variété de groupe est une Variété X muni d’un mor-
phisme

U : Xy — X qui satisfait les deux conditions :
1- ’ensemble des points de X est un groupe pour 'opérateur U .
2- I’application inverseU ! : X— X, est un morphisme de cette Variété.

Définition 8.Une Variété abélienne est une Variété de groupe Projective
et irréductible. Il y a des Variétés abéliennes qui sont construites avec le
théoreme de Chevalley.

Theorem. 5. (CHEVALLEY)Tout groupe algébrique G contient un sous
groupe normal N tel que le groupe quotient G/N soit une Variété abé-
lienne.

Selon SHAFAREVICH, les seuls exemples connus de Variétés abéliennes sont les
Courbes Elliptiques .
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Définition 19.La jacobienne d’une Variété abélienne X est l’ensemble de
points fermés de X.

Theorem. 8. Soit un corps commutatif K de carac(K)+# 2,3alors une Va-
ri€té abélienne est birationnellement équivalente a une Courbe Elliptique
sur K d’équation :

Y? = X%+ AX + B.

DeEmonsTrATION. Cf [4] .

Examinons un type particulier de Variétés abéliennes

Définition 20.Une Variété abélienne simple est une Variété abélienne qu

a 2 sous Variétés seulement elle méme et la Variété {0} réduite au point
0.
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Toute courbe algébrique plane est définie par une équation algébrique f(z,y) = 0;
f est un polynéme de 'anneau K[x,y| des polyndmes sur un corps commutatif K
global | local ou fini .

1.Singularités d’une courbe plane algébrique :

Un point d’une courbe C est soit ordinaire soit singulier. La nature d’un point est
précisée par la :

Définition 1.Soit une courbe algébrique C et un point P = (z,y) de C,
alors :

(1) P est ordinaire st C admet en ce point une tangente unique, et
cette tangente ne traverse pas la courbe C au voisinage de P ;

(2) P est un point d’inflexion si C admet en ce point une tangente
unique qui traverse C au voisinage de P;

(3) P est un point singulier, neeud , st C admet en ce point 2 tangentes
distinctes.

(4) P est un point singulier, point de rebroussement, si C admet en
ce point 2 tangentes confondues.

Exemples : 1)Point ordinaire :
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3)Neeud :

:'II-I.

4)Point de rebroussement :

Définition 2.

1.Une courbe algébrique plane C, d’équation f(x,y) =0 .admet un point
singulier S st elle satisfait :

f(S)=0, f.(S)=0; f;(S) =0,... ;8’(;7;(,15) #0 est la 1°¢ dérivée partielle de
f qut ne s’annule pas en S;n > 2.

2.Le point singulier S est un point double pour n = 2 , un point triple
pour n =3 ,etc .

Exemple 1.Courbe algébrique C d’équation :

C: f(x,y) =y° + 32> — 22y € Rz,
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Dérivées partielles de f :
d’ordre 1: f, =6x -2y, f, = 3y* — 2z

dordre 2 : 7,2 =6, [7,, =2, [7,2 = 6y;

!/ /

Calculs : f,(S) =£,(5) = 0 implique S = (0,0)
[z =0,
Donc le point S est un point singulier double .

Le nombre de points singuliers d’'une courbe algébrique plane permet d’introduire
un invariant : le genre de C .

Définition 3.Le genre d’une courbe algébrique plane C est l’entier positif
ou nul :

(n—1)(n—2)

—s>0 >1
5 s> n >

9(C) =
n = degré de la courbe , s = nombre de points singuliers .
Exemple 1.précédent C : y? + 322 — 22y = 0;

n:3,s:1etg(0):(3_1)2ﬂ—1:0

Exemples de petites valeurs de g :

(1) g (C) = 0 pour les droites, les cercles , les cubiques singuliéres ;les coniques
(paraboles et hyperboles)

(2) g (C) =1 pour les Courbes Elliptiques;

(3) g(C) = 2 pour les quadratiques (n = 4) avec s = 2

) g(

4) g (C) = 2 pour les quintiques (n = 5) avec s = 4

2.Cubiques de Weierstrass :

Les cubiques sont des courbes algébriques planes de degré 3 ;leur équation algébrique
est de la forme :

C : (dox® + dya®y + doay’® + d3y®) + (daa® + dszy + dey®) + (drx + dsy) +dy = 0
Nous avons groupés les polynomes homogénes degré 3,2,1,0 .

Dans I'ensemble de ces cubiques a 10 coefficients dg,... , dy il y a des cubiques
particuliéres avec 5 coefficients .
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Définition 4.

(1) Une Cubique de Weierstrass est une Cubique plane d’équation par-
ticuliére
C: ¥+ ayxy+ asy = 25 + axx® + ayx + ag € K [z, y] (1)
K= corps commutatif global , local ou fini .

(2) ’équation (1) est une équation de Weierstrass .
Les particularités de I’équation de Weierstrass sont :

1) Elle est unitaire en y? et 2°

2) Pas de mondmes en 13

(1)

(2)

(3) 2 coefficients impaires a; et az pour les monomes xy et y

(4) 3 coefficients paires as et ay et ag pour les monomes 2 et x et z°
(5)

5) pas de coefficient a5 .x

Une cubique de Weierstrass a un genre g (C') = 0 ou 1; cet invariant implique la
classification en deux classes :

1-Classe des cubiques de Weierstrass singuliéres :g (C') = 0;
2-Classe des Courbes Elliptiques cubiques non singuliéres : g (C') = 1.

Définition 5. Une Courbe Elliptique est une cubique de Wererstrass, non
singuliére d’équation :

C: y* + may + asy = 2° + aps® + asx + ag ... (1)

Selon HARTSHORNE , SHIMURA , SILVERMAN ,...une Courbe Elliptique admet
plusieurs structures algébriques :

1) Structure d’une Variété abélienne de dimension 1,

2) Structure de courbe Projective irréductible de genre 1,

3) Structure de schéma séparé, non singulier ,de dimension 1,
4) Structure de groupe additif abélien de type fini.

Les cubiques de Weierstrass possédent des invariants
3.Invariants des cubiques de Weierstrass :

Il y en a plusieurs : les coefficients by; ,et cy; , le discriminant A (E), I'invariant
modulaire j(E) , le régulateur R (F) ,le conducteur N (E), la série L(E,s) de
Dirichlet-Hasse ,le rang r (E) ,etc ...
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Les invariants sont liés & des changements de variables dans I’équation de Weierstrass
E : y* +aiwy +asy = 2° + apr® + aur + ag € K [z, 9] (1)

On élimine les mon6mes en xy et en y avec le changement de variables

1
r=X et y:§(Y—a1X—a3),cam(K)7é2,3 (2)

(1) et (3) impliquent la cubique de Weierstrass :
By 0 Y?=4X% +a3X? — 204X + b € K [, (3)
Ou : bg = a% + 4a2, b4 = 2&4 + aias, b6 = (lg + 4&6. (4)

Ce sont des polynomes ” homogeénes de degré 2i 7 de I'anneau Z[ay, as, . . ., ag)

On élimine le coefficient 4 de X3 et le monome by X? ,avec le changement de variables
r — 3b2

Y
X T Y 108" cara (K) # 2, 3 (5)

On obtient la cubique de Weierstrass :
By 1 y* =2° — 2Tcyx — Hdeg € K [z, 9] (6)

Les coefficients co; sont des polynémes 7 homogénes de degré 2¢ 7 de l'anneau
Z[al, ag, . .. ,CLG]

cy = bg _ 24[)47 et Cg = —bg + 36b2b4 - 216b67 (7>

D’autres transformations permettent d’obtenir d’autres équations de Weierstrass :-
Ey : y* =2+ Av+ B € K [z,] (8)

Equation de Legendre :

Ey v =a(x—1)(r—a),a#0,1 9)

Modéle de Deuring 4 1 paramétre :

Es 1 y* +toy +y =2 € K [2,9] (10)

Modéle de Kubert & 2 paramétres s et ¢ :

Es : > +(1—s)oy—ty=2"+x€ K[z, (11)
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Définition 6.

1.le discriminant d’une cubique de Weierstrass E/K est le polynéme
“homogéne” de degré 12 de l’anneau Z[bs, by, bg, bs]

A (E) = 9bsbabs — b2bs — 863 — 2702 € I
avec 4bg = bybg — b3 et ,Carac(K) # 2,3

2.1mnvariant modulaire d’une cubique de Weierstrass E est l’élément du
corps K égal a :

_ a(k)

3.'invariant différentiel d’une cubique de Weierstras E est l’élément dif-
férentiel :
d d

2y + a1z +az) (322 + 2a2w + ag — a1y)

avec f(x,y) = y*> + a1xy + azy — 2% — axx® — agx — ag
et df = fidx + f,dy = (a1y — 32% — 2a9w — aq)dr + (2y + a1z + az)dy

Le discriminant A(FE) est lié au discriminant d’un polynéme f (z) de I’équation de
Weierstrass y* = f (z)

Le discriminant d’un polynéme f (z) peut étre calculé avec la théorie du Résultant
de 2 polynomes

Discriminant de cubiques de Weierstrass :

1) E w? = 2% — 27cyx — bdcs € K [x,y] ,carK # 2,3

AE—M 1728 = 123) -

2) E :y? =23 + Az + B;

A(E) = =16 (44° + 27B2) et j(E) = T2
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Legendre : y* = z(z — 1)(z —a) ,a # 0,1 .
A(E) = 16a* (a* — 2a + 1) ;
3)E :y*+ 92y +y=2a>+8x% —5r+ 25 € Rz,
by = 113, by = —1, bg = 101 by = 2853.
A(FE) = —36808093 et j(FE) = —56881, 872181
5) B 1y +ay — 3y = 2® — T2% — 122 € R, 9]
by = =27, by = —27, bg =9, bg = —243.
A(E) = 391473 = 93 x 537 et j(E) = 6669, 603352
Calcul du discriminant avec la méthode du résultant de 2 polynémes :
Cette méthode est décrite par Lang, Kostarikine ,etc
4.Résultant de 2 polynémes de ’anneau K ] :
Définition 7.So0it un polynéme f(z) = 2" +ayz" ' +... +a,, de degrén > 1.
et sa factorisation f(z) = [ (v —0;);alors le discriminant de f est égal
a: e
disc(f) =116:—0;)? ,1<i<j<n

C’est donc une forme quadratique .

L’une des méthodes de calcul de ce discriminant utilise la théorie du Résultant de 2
polynémes

Soit 2 polynomes de 'anneau Rizx] :
f(x) = apz™ + "t ap1z 4 a, de degrén > 1;
g(x) = box™ + byax™ ' + ..+ by 1@ + by, de degré m > 1;

Définition 8.Le Résultant des 2 polynémes [ et g est le déterminant
d’ordre n+m :
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a a . . . Qp 0 .. 0
0 a ar . . . an, 0O . 0
0 0 ag 0
Res(f,g)=10 0 0 . . . : .. ay
by by b, 0 0
0 by ) b, 0 0
0O 0 0 . . . ' beby. . . by
formé de m lignes (ag...... a,) et n lignes (bg...... by,) de diagonale principale

formée de m termes ag et n termes b, et les termes manquants sont remplacés par
des zéros.

Exemple : f(z) = 22° + 32% + 4 et g(z) = 3z* — 52° + 82% — 62 — 3 le Résultant
Res(f,g) est donc le déterminant d’une matrice carrée d’ordre 3+4 =7 :

de lignes (a07 ai, az, &3) = (27 37 07 4) et (b07 blv b?a b37 b4) = (37 _57 87 _67 _3)

2 3 0 4 0 0 O
o 2 3 0 4 0 0
o o0 2 3 0 4 0
Res(f,g)=10 0 0 2 3 0 4
3 =5 8 -6 -3 0 0
0o 3 -5 8 —6 -3 0
0o 0 3 -5 8 -6 -3

Le calcul de ce déterminant reléve de I'algébre linéaire :Applications linéaires ; formes
multilinéaires alternées; développement suivant une ligne ou une colonne ...

Les résultants Res(f, g) possédent plusieurs propriétés :

Proposition 1. Res(f,g) = 0 si et seulement si f et g possédent un zéro
commun .

DemonsTRATION. Cf @ [11] et [10]

Proposition2.Soient 2 polynémes
f@)=ao(x—01)(x—06y)...... (x—06,) ,0;,#60;, n>1

g(x)=Dbo(x—A)(x—Xy)...... (x—=Am) S N#FAN,m>1
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et 92 7’é )\j
Alors leur résultant est égal a :
Res(f, g) = ag'] [ 9 (6:) o] | f = a7ty ] [0 = X))
.3
DimonsTrATION. Cf @ [11] et [10]

O

Définition 8.Le discriminant d’un polynéme non unitaire f(xr) = agx™ +
w4 ap_1x +a, est égal @ :

disc(f) =ad"* ] (6:—06))
1<j<i<n

Le discriminant d’un polynome f (x) de degré n > 1 est lié au résultant Res (f, f’)
de f et de sa dérivée f’

Proposition 3. Soit un polynome f(z) de degré n ,et sa dérivée f'(x) alors

n(n 1)

dise(f) = (~1) —Res(f, 7).

DEMONSTRATION. avec les proposition 1 et 2 et la définition de disc(f) .

]

Applications .
1- soient 3 polynomes f (z) , g (x) et h(z);alors

Res(fg, h) = Res(f,h).Res(g,h)
2- le résultant d’un produit de 2 polynémes fg satisfait la formule :

disc(f) = disc(f)disc(g)Res (f,g)*
3- discriminant des polynémes f (z) = 2" +a :

dis (z" 4+ a) = (—1) H pngn

4- discriminant des polynomes f (z) = 2" +z"~' — ...+ x + 1 on utilise la relation :

(x—1) f(z) =2" -1
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Avec les propriétes des résultants Res(fg, h) et Res(f, g) nous trouvons le :

disc(f) = (=1)".n" 2 avec T = % (n—1)(n—2)

Les cubiques peuvent étre classifiées avec leurs invariants :A (C) , 5 (C) , Re (C) , etc...
5.Classification des cubiques de Weierstrass :

Une cubique de Weierstrass peut étre singuliére avec un noeud ou un point de re-
broussement ou une Courbe Elliptique qui est cubique non singuliére .Chaque cu-
bique contient un point particulier :le point & I'infini

Proposition 4.5ur les cubiques de Weierstrass C le point a l'infint Oc =
(00,00) est un point non singulier sur C .

DEMONSTRATION. Soit une cubique de Weierstrass d’équation

C: f(z,y) =v* +aizy + asy — 2° — apr® — agr — ag € R [z, 7] (1)
Dans le plan Projectif P? (R),(1) devient :

C:F(x,y,2)=Y?Z4+a, XY Z+asYZ? - X® — a;X*Z — agZ* € P? (R) (2)
le point I'infini O¢ = (00, 00) = (0,1, 0) (3)
Dérivées partielles :Fiyy = Y2+ a,YZ —3X? =20, XZ | F, =2YZ + ay X Z — a3 Z?
Fl,=Y?+a, XY +2a3YZ — ay X? — 204X Z — agZ* (4)
Les coordonnées du point O¢ satisfont cette équation : f(O¢g) =0
Il en résulte que ce point est sur la cubique C

La valeur F7,(0,1,0) = 1 # 0 implique que le point O¢ = (0,1,0) = (00, 00) est un
point simple de la cubique C .

O
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Proposition 5.Soit les cubiques de Weierstrass C de discriminant A(C)
et coefficient usuel c, = b3 — 24b, alors :

1) les cubique C est singuliére si et seulement si A(C) =0

2) les cubique C est singuliére avec un neud si cy # 0

3) les cubique C est singuliére avec un point de rebroussement si ¢y, =0
Démonstration. preuve de "la cubique est singuliére ” implique ”A (C') = 0"

Je choisis une cubique de Weierstrass d’équation :

C:y*=2"+Ax+ B c R,y

L’hypothése “C singuliére” implique que le systéme f; = 0 et f, = 0 admet une
solution

Pour f (z,y) = 2° + Az + B — y? (2)
fo=3+A=0ct f,=-2y=0 (3)

f! =0 implique A < 0, posons A =3t* ,t € R (4)

(3) et (4) impliquent le point singulier : S = (¢,0)

La relation f(S) = 0 implique B = 2¢? (5)

Il en résulte la valeur A (C') = —16(4A3 + 27B%) = 0

2) Preuve de 7 A(c) = 07 implique "C singuliére”

Nous utilisons la formule du résultante

Res (f, f') = 0 si et seulement si f a un zéro double .

Il en résulte que la cubique C est singuliére.

3) Preuve :” C singuliére avec un nceud ” implique ” ¢y # 0”7
Soit S = (2s,ys) le noceud de la cubique C'; (1)

alors A (C') =0 et la cubique C admet au point S 2 tangentes distinctes .
Je choisis ’équation :

C :y? =2+ Az + B; alors ¢4 (C) = —48A (2)

Les pentes de ses tangentes au nceud sont égales a la dérivée
, 3P+ A
=%

Y , avec A = —3t* (3)
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Il en résulte les 2 tangentes ' pour x = 4t et ¢y (C) = —484 =3 x 4812 £ 0  (4)
4) Preuve de ” C singuliére avec un point de rebroussement ” implique ” ¢, =07

Je garde (2) et(3) .Au point S de rebroussement la cubique C admet 2 tangentes
confondues.

I en résulte une valeur y' cela implique A = 0 dans (3) .
Alors ¢4 (C) = —48A =0 .0

Caractérisons les Courbes Elliptiques qui sont des cubiques de Weierstrass non sin-
guliéres

Proposition. 6.S01t une Courbe Elliptique E de discriminant A(F).Alors

(1) E est une Courbe Elliptique si et seulement si A\ (E)#0 .

(2) E est de type 1 :une branche fermée finie et une branche ouverte
mnfinie st A(F) > 0;
(3) E est de type 2 :une seule branche ouverte infini et si A(E) < 0;

Démonstration .Preuve de 1) : Par définition ;une Courbe Elliptique est une cubique
de Weierstrass non singuliére .

Par la proposition 5 “une cubique C est singuliére si et seulement si A(C) = 0"
Il en résulte qu'une cubique C est non singuliére si et seulement si A(C) # 0
2) Preuve de “une Courbe Elliptique E est de type 1 "si A(E) > 0;

Soit une Courbe Elliptique E formée de 2 branches

Alors elle est coupée par 'axe Ox ou par une paralléle & Ox en 3 points simples.son
équation de Weierstrass est de la forme :

y'=(z—e)(z—e)(z—e) €R[z] (1)
ol les 3 nombres e; sont les abscisses des 3 points simples

Le discriminant de E est de la forme

AE) =16]](e—e) (@)

1<i<j<3

Les carrés des nombres réels sont positifs (3)

Cela implique A (F) > 0.

3) Preuve de “une Courbe Elliptique E est de type 2 "si A(E) < 0;
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Par définition une Courbe Elliptique E est de type 2 si elle est formée d’une seule
branche qui est infinie .Donc elle est a une équation de Weierstrass de la forme

E:y’=(x—e)g(x) = f(r) € K [z,y],car (K) # 2,3
ot g (z) = 2% +rz + 1 admet 2 zéros complexes conjugués ¢ + id .

Avec le calcul j'obtiens le discriminant :

disc((x — €) g (x)) = —4d? ((e — ¢)* + d*)” < 0
Avec la formule R (f, f') jobtiens A (E) <0
Soit une Courbe Elliptique d’équation de Weierstrass :

v = f(x)

A(FE) le discriminant de E et dis (f) le discriminant de f
Proposition. 7.S0it des Courbes Elliptiques FE d’équation de Weierstrass :
E:y*=f(z) € K|[z,y],carK # 2,3.
1) st f(z) = 2% + asx® + ayz + ag alors A(E) = 16dis (f)
2) st f(x) = 42 + byx® + 2047 + b alors dis (f) = 16A(F)

DimonsTrATION. Cf @ [11] et [10] , Résultants

Ressemblons ces Résultats dans la

Proposition. 8.L’ensemble des cubiques de Weierstrass est réparti en 4
classes .avec le discriminant A (E) et Uinvariant ¢4 (F) :

1) Classe des cubiques singuliéres avec un neud si A (E) =0 et cy (E) #0;

2) Classe des cubiques singuliéres avec un point de rebroussement si
A(E)=0etcy(E)=0;

3) Classe des Courbes Elliptiques de type 1 (2 branches) si A\ (E)>0;
4) Classe des Courbes Elliptiques de type 2 (1 seule branche) si A\ (E) <
0; 0O

Donnons un exemple de chaque classe .
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1.Cubique de Weierstrass singuliére avec un nceud :

CHAPITRE II :COURBES ALGEBRIQUES PLANES

Exemple 1 : Cubique de Weierstrass singuliére avec un nceud :

Coeflicients : a1 =4 a3 = —6;a, =5; a4 = 12; ag = —9

invariants :

b2:36,b420,b6:0,68:0

A(E) = 0 :cela implique que la cubique est singuliére .

cy(E) = b2 —24b, = 36% £ 0;

Donc la cubique est singuliére avec un nceud.

Tracé de la cubique avec le logiciel Graphmatica :

E:y? +4rvy — 6y =2 +50* + 122 — 9 € Rz, ]

-10 ]
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2.Une cubique avec un point de rebroussement :

Exemple 1 : Cubique de Weierstrass singuliére avec un point de rebroussement

By’ +6ry+2y=a"—92—6r—1€Rz,y.
Coeflicients : a1 =603 =2; a5 = —9; a4 = —6; ag = —1;
invariants :by =36 —36 =0; 0, =12—-12=0; b =4—-4=0;
A(E)=0, cy(E) =0;

Tracé de la cubique avec le logiciel Graphmatica :

F 3
17
0 x
N
-1 -8 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 Z 3 4 3 f 1
-1
-2
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Exemple 3 : Courbe Elliptique de type 1(A (E) > 0)

E:y=2°—2>—22+40 € R[z,9].
Coefficients : a1 =0;a3 =0; a3 = —1; a4 = —2; ag = 40;
invariants :by = —4; by = —4; bg = 160 ; by = —176;
A(E) =32 %689, cy(E) =16 +4 x 24 = 112 = 16 x 17;
Point d’intersection avec Ox :
y=0,21=-5,290=2, 23 =4;
p1(—=5,0), p2(2,0) , p3(4,0) :3 points simples

Tracé de la cubique avec le logiciel Graphmatica :

rFY

¥

-14 -1z -10 -8 -6

-10

14
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Exemple 4 : Courbe Elliptique de type 2 (A (F) < 0)

E:y+3r=2"-32"+52+9 € Rz, y].

Coeflicients : a1 =0;a3 =3; a0 =—-3; a4 =5; ag =9;

invariants : by = —12; by = 10; bg = 45 ; bg = —5H2;

A(E) =9(—12)10 x 45 — 8 x 10% — 27 x 45% + 12% x 52 = —32 X 2657 ;

Tracé de la cubique avec le logiciel Graphmatica :

4

L
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Dans ce chapitre nous décrirons la structure de 'ensemble E(K) des points des

cubiques de Weierstrass. En suite nous étudierons quelques propriétés de ces groupes

1.Structure des groupes abéliens E(k) :

Soit la une cubique de Weierstrass :

By +aizy+asy = 2° +asr® +agr+ag € K [1,y)] ; (1)

Dans le plan Projectif P? (R),(1) devient :
E':F(x,y,2) =Y?*Z4+a, XY Z+asY 7>~ X3~y X? Z—as Z° € P? (K) [, y, 2] (2)
Ce polynéme est homogéne de degré 3.

Définition 1. a)un corps global est le corps Q des nombres rationnels ou
un corps de nombres algébrique K = Q (0) , d’élément primitif 0 = zéro du
polynéme f (z) € Q|z] ,irréductible , de degré n , qui admet n zéro 0,,0,...0,,
permutable par le groupe de Galois de K sur Q; K est de caractéristique
nulle .

b) un corps local est un corps commutatif infini de caractéristique un
nombre premier p > 2

c) un corps fini est un corps commutatif F, , @ ¢ = p" éléments et de
caractéristique un nombre premier p .

Exemples :

HNK=Q(5) ,K=0Q(vV-14) , K =Q (V6 +2V11) , K = Q(v/22) , sont des

corps globaux .

2) Q5 = 5° corps p-adique , Q17 = 17¢ corps p-adique , sont des corps locaux .

) F,={1,2,...,6,7=0} , F32 = {1,2,...,8,9 =0}, sont des corps finis .
Considérons un corps global K = Q, R, Q () et une Courbes Elliptique E/K .
Soit ’ensemble F(K') des points K- rationnels de E .

E(K) ={P = (x,y) satis faisant l'équation (1); x et y quotions de 2 polynomes }

Puisque I’équation de Weierstrass de E est de degré 3 ,il existe des sécantes qui la
coupe en 3 points distencts py, ps , p3 .



27
CHAPITRE III :GROUPE DE MORDELL-WEIL

Alors ces 3 points colinéaires de la courbe satisfont la relation :

p1+p2+p3=0g,08 = (c0,00) = (0,1,0); (3)
Le point Og est déterminé par la direction de I'axe Oy dans le plan Ozy .

Proposition 1.l’ensemble E(K) des points K-rationnels d’une Courbe El-
liptique E/K est un groupe abélien d’élément neutre le point O = (00, 0)
, et de loi basée sur la régle géométrique de 3 points colinéaires de E :

P1+P2+P3:OE

Preuve de I'axiome de I’'élément neutre :

Soit un point P # Op de E .

La paralléle & Oy passante par P coup E en Op :
P+Op=0g+P=Pet O+ 0 =0g.
L’axiome est vérifié .

Preuve de I'axiome du symétrique :

Soit un point P de la courbe E, alors la paralléle & I'axe Oy passante par P recoupe
la courbe E en R.

P+ R+ O =0g
Il en résulte : R =—P

L’axiome du symétrique est vérifié.

Pour vérifier 'axiome d’associativité ,il n’y a pas de moyen géométrique .I1 faut
calculer les sommes P+ R=M M+ S, R+ S =U et P+ U puis comparer les
résultats ces axiomes sont illustrés par la figure ci-dessous

E:y?=2° 432" — 10z — 24 € Rz, ]
coefficients : ay = a3 =0;a, =3; a4 = —10; ag = —24
invariants : by = 12; by = —20; bg = —96; bg = —4 x 97 ;
A(F)=64x1225>0
E est une Courbe Elliptique & 2 branches.
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Définition 2.Le groupe additif abélien F(K) est le groupe de Mordell —Weil
de la Courbe Elliptique E.

Théoréme de Mordell-Weil :

Les groupes E(K) de Mordell —Weil des Courbes Elliptiques sont additifs
abéliens de type fini .

DiEMoNsTRATION. cf [3] , [7]
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André WEIL est un mathématicien américain d’origine francaise , Professeur a 'ins-
titut Princeton .

Mordell est un mathématicien anglais , Professeur a Cambridge .

Corollaire. Le groupe E(K) de Mordell-Weil est isomorphe au produit
directe de 2 groupes abéliens :

BE(K) = T(E) x Z'
T(E) est le groupe de torsion de E qui est fini;

77 =r copies du groupe additif abélien 7

DEMONSTRATION. ¢f [3]
(|
Cette formule d’isomorphisme de groupe du corollaire est semblable & la formule du
groupe des unités des corps de nombres algébriques .

Théoréme ( de Dirichlet)

Soit un corps de nombres algébriques L de degré [L:|=n , n=a+2b ,a
conjugués réels o (L) de L et b paires de conjugués complexes o (L) C C
. Alors les unités de L forment un groupe U (L) abélien ,multiplicatif de
type fini , isomorphe a un produit direct de groupes abéliens :

U(L)y~C(L)xZ"
ou C (L) groupe des racines de l'unité contenues dans L
et 7 =r copies du groupe additif abélien infini 7 .

Définition 3. Une unité d’un corps de nombres L est un élément u de L
de norme égale a Ny (u) = £1 .

Ansi pour tous les corps de nombres réels L C' (L) = {1, —1}
pour tous les corps de nombres imaginaires ,il y a 2 cas :
C(L)={1,-1,i,—i,i> =1} et C (L) ={1,-1,5,—74,5%, —5% 73 =1}

Définition 4. Tout systéme de générateurs du groupe U(L) est un systéme
d’unité fondamentales de L : uq,...,u, . de sorte que toute unité u est un
produit de la forme

ny . no

u = Fu'uy®..u,"  avecn; € N

Il existe des algorithmes de calcul des unités des corps quadratiques K = Q (\/E) .
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Définition 5. L’entier naturel r > 0 du corollaire est le rang arithmé-

tique de la Courbe Elliptique E ; c’est le nombre des générateurs p1,...,p,
indépendants de la partie infinie E (K) /T (E) de la Courbe E .

Si les rangs des groupes U (L) des unités des corps L peuvent étre calculés avec une
formule r =a+b—1t, il n’en est pas de méme pour les Courbes Elliptiques .

Nous étudierons les méthodes de calculs dans le chapitre IV .
2.Coordonnées des points —P et P, + P, , 2P du groupe E(K) :

Nous utiliserons la regle géométrique de 3 points colinéaires de E et les formules de
Viéte [10] des fonctions symétriques élémentaires des zéros des polynomes

f(x) =apz™ + a2 '+ ...+ a, € Rz, y]
f(x)=z0(x—01)...(x —0,)

En particulier la somme des zéros est égale & > 60, = —ay/ag
1<i<n

Proposition 3. Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass :

E:y* +aizy + asy = 2° + ap2® + ayx + ag € R [z, ] (1)

Pour tout point P = (x,,y,) # Or de E , le symétrique de P est le point
—P de coordonnées : x(—-P) =z, et y(-P) = —(aixp+as+y,), (2)

Preuve .La paralléle & I'axe Oy passante par le point P coupe E en 2 points P et
R=—P (3);

L’équation (1) est une équation en y quadratique ; elle admet 2 zéros y, et y (—P) (4)
Leur sommes est une fonction symétrique de Viéte :
Yp +y(=P) = —a1z, — ag (5)
| en résulte la valeur
y(=P)=—y,—azy—az  (6)
Donc les coordonnées du symétrique de tout point P (x,y) sont égales a

z(=P) =x, et y(-P) = —(a1xp + a3 + y,), (7).
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I

Proposition 4. Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass
(1) :

et 2 points P, = (v;,y;), PL # £ P, de E , Alors les coordonnées de la somme
P, + P, =M de ces 2 points sont égales a :

x(M):t2+a1t—a2—$1—a:2 pour xri # xs ;

y (M) = —t3 = 2a1t* + (as — a2 + 221 + T2)t + ajas — az + ay (1 + x2) — Y1 avec
t=(p—y2)/(x1—12);

2) La somme de deux points P + P;
Soient 2 points P; = (x;,y;) de E | x1 # x5 et Py + Py;(1)
L’équation de la sécante P; P, est de la forme :
y =t(x —x1) +y1 avec t = L= (2)
I’équation de E devient une équation cubique en x :

2%+ ap2® + (a4 — ary)  + ag — azy = 0 (3)
Donc cette équation admet 3 zéros x1 , xo , 3 (4)

Les formules de Viéte impliquent : x1 + 29 + 23 = —P3 et les coordonnées du
symétrique , nous obtenons les formules de la proposition .

Proposition 4. Pour tout point P # Op d’une Courbe Elliptique E , le
point 2P a pour coordonnées :

r(2P) =y? + a1y — 2z ;
y(2P) = —y® — 2a1y"* + (ag — al? + 32)y' + a1as — az + 2a1x — y.

_ (3x2+2a21’+a4—a1 Y)
(2y+ai1z+as)

avec la dérivée v/

Preuve. Lorsque P, = P; , la sécante pips devient la tangente a la courbe au point
P (1).

Cette tangente coupe E en un point T qui satisfait : 2P +7T = Og; (2)
Il en résulte : 2P = —=T'; (3)

avec I'équation de la tangente et les coordonnées du symétrique , nous obtenons les
formules de la proposition .[J
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3.Sous groupe de m-torsion :

Selon la théorie des groupes il y a des éléments d’ordre fini .

Définition 5 .

1) Un point d’une Courbe Elliptique E est d’ordre m si mp = O .

2)l’ensemble des points P de E d’ordre m > 2 est un sous groupe du
groupe E(K) ; c’est un sous groupe de m-torsion :

E[m] = {p € E;mp = O}
Le symbole mp signifie :
mp=p+p+....+p,mfois p,sim > 1;
mp=-—-p—=p...... —p,-mfoisp,sim< —1;
OP =0 ,sim=0.
Sim = oo, mp est d’ordre infini;ce n’est pas un point de torsion .
Il en résulte que les sous groupes de m-torsion sont finis .

Définition 6. Le groupe de torsion d’une Courbe Elliptique E est l’en-
semble T (E) des points P de E d’ordre fini

T(E)={pe E(K),mp=0Og,m fini}
Dans [15] nous trouvons quelques résultats .
Théoréme (Lutz- nagell ) :
Soit une Courbe Elliptique E/Q d’équation de Weierstrass :
E:y*=2"+Az+BecQlr,y,A,BCZ
1) St P est un point de torsion non nulle , alors x(P) et y(P) € Z;
2) Soit ;2P = O soit y(P)” divise 4A% +27B> [0
Exemple. E:y> =23+ 32+ 2 € Q|z, y]
Alors 4A3 +27B? = 8 x 27

Les diviseurs d? de 8 x 27 sont d? = 4,9,36 = y (P)2 ,cela implique les ordonnées
possibles : y = +£2, £3, 46

[’équation diophantienne 4 = 2% = 3z + 2 = 0 n’admet pas de solution

Les autres équations diophantiennesd pour d? = 9,36 n’admettent pas de solutions
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Théoréme (Masur ) :Soit une Courbe Elliptique E/Q .Alors ses sous
groupes de torsion T (F/Q) sont isomorphes a l’un des 15 groupes :

Z/NZ pour 1 < N <10 ou N =12;
Z]27 x Z/2NZ pour 1 < N < 4 .

Théoréme (Silverman ) : T (E,) ~ Z/2Z pour tout nombre premier p et les
Courbes Elliptiques : E : y*> = 23 + px

Preuve. proposition 6-2 [15] O .

Décrivons 'algorithme de J.W.S.CASSELS [3]

Théoréme (Cassels ) :Soit une Courbe Elliptique E/Q d’équation de Weiers-
trass :

E:y=1"+Az+BecQlr,y],A B € Z;4A° + 27B* # 0
Alors les coordonnées des points mp , P € E(Q) sont de la forme :

Om W,

Ty = @,ym: —3m,mEN
1) Les polynomes 1, satisfont les relations :
Y1 =—1,1%0=0,91 =Lty =2y (1)
s = 3zt + 6 Az + 12Ba— A2, (2)
g = dy(2® + 5Ax* +20Ba®5A%2 - 4ABxz—-8B%*-A3), (3)
VYom = 2 (PmUm—1—U7, 15851 pour m > 2 (4)
Yomy1 = ¢m+2¢?n*¢mfl¢2z+1 pour m > 1, (5)

2) Les polynomes :
Om = l‘%zn — Vm—1Um41
4ywm = wm+2¢31—1 - ¢m72¢72n+1

Preuve.

(1) par récurrence sur m;
(2) théorie de la fonction p (z) de Weierstrass ,selon Wiber et Fricke [J .
Nous obtenons les points mp pour m = —1,0,1 et 2
0P = 0g = (00, 00) ; cela implique 1y = 0;
Pourm=1,1.P=P+ (z,y) = (1%7%);% =1
Pourm=—1,—-P = (z,y) = (%, %);¢1 =1

13
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Application :
E:y?=2"+52r—-2€Qlx,y
4A° +27B* = 608 > 0

E (Q) contient le point P = (2;4)

Y1 =—1,1%=0,91 =Lt =2y

by = 3¢ + 3022 — 24725 = 95

gy = 4dy(2® + 252* — 402312522 + 400—157) = 9072

by = Yab3—i b3 = 1244 (25 +252* — 4023 —12522+402—157)— (3% + 3022 — 242—25)°
W5 = 3787489

ws = 1901165080
dywy = Yeth? — Potp? = 2812941921879
b4 = 22 — gibs = 2(9072)% — 95 x 3787489 = —195209087

AP — (1 wi ) — (=195209087 2812041921879
iy (9072) 7 16x(9072)°

4.Réduction des Courbes Elliptiques :

Lorsque les coefficients numériques a; des équations de Weierstrass ont un grand
nombre de chiffres , on réduit par le moyen de la théorie des congruences modulo
un nombre premier p du corps Q des nombres rationnels

Exemple. 159 = 1mod2; 159 = 0mod 33 159 = 4mod 5 .

Définition 7. Dans l’anneau Z des entiers rationnels , une congruence mo-
dulo un nombre naturel n entre 2 entiers naturels a et b est une relation
de la forme .

a=bmodn sia—b=knpourkelZ

Les réductions qui nous intéressent sont les réductions modulo les nombres premiers

La Courbe Elliptique E est transformée en la courbe réduite E (p) modulo les
nombres premiers p .

Exemple.

que P'on applique sur les coefficients a;. On obtient la courbe E
B y* 4 5234xy — 6855y = 2 + 124112* — 15072z + 7830 € Q [, 7]
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Les courbes réduites F (p) modulo p sont :
E2):y* +y=2a"+2* €Fzlr,y
E(3):y*+2zy = 2° € F3[x,9)
E(5):y* +4ay = 2° + 2° + 37 € F5 [z, 9]
E(7):y* + by = 2° + 62° + 4 € F7 [z, 9]
E(11):y* + 92y + 2y = 2° + 32° + 92 + 9 € Fy; [z, 9]

Le symbole Fp désigne les corps finis & p éléments .
Fp={1,2,...p—1,p=0},F, = {0,1} , F5 = {1,2,3}
La courbe réduite admet les invariants réduites A (E (p)) et ¢4 (£ (p)) -

Il y a donc 3 cas possibles pour les courbes réduites .

E (p) est une Courbe Elliptique , ou une cubique singuliére avec un noeud , ou une
cubique singuliére avec un point de rebroussement .

Définition 8.Soit un nombre naturel premier p et une Courbe Elliptique

E/Q

1) La réduction modulo p est bonne si E (p) est une Courbe Elliptique sur
le corps Fp;

2)La réduction est multiplicative si E (p) est une cubique avec un neud ;

8) La réduction est additive si la courbe réduite E a un point de rebrous-
sement .

Définition 9.

(1) Une bonne réduction modulo p est une réduction stable ;
(2) Une réduction multiplicative est une réduction semzi -stable ;

(3) Une réduction additive est une réduction instable .

Lorsque le corps de base des Courbes Elliptiques E est un corps de nombres algé-
briques K = Q (6) , les nombres naturels premiers p sont remplacés par les idéaux
premiers du corps K .

Chaque nombre premier p € N | engendre dans Panneau A (K) des entiers algé-
briques du corps K un idéal pA (K) de type

1) ramifié si pA (K) = plt , px = idéal premier de K , n € N .
2) décomposé si pA (K) = P P,...P, =produit d’idéaux premiers P; conjugués , de
norme commune Ng /g (F) =p ,

2
)

3) inerte si pA (K') = P = idéal premier de norme Ng/q (P) =p
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La réduction dans le corps Q s’obtient avec la théorie des valuations des corps [11] .

Il y a une valuation triviale , des valuations archémidiennes , des valuations non
archémidiennes , des valuations p-adiques .

Nous ne traiterons pas dans ce chapitre des valuations qui déborde notre sujet sur
les rangs des Courbes Elliptiques .

5.Homomorphismes des Courbes Elliptiques :

Un homomorphisme de Courbes Elliptiques F/K et E'/K est un homomorphisme
de leurs groupes de Mordell Weil :

f:E(K)— E'(K)
de valeur f (P + R) = f(p) + f(R) et f(Op) = [ (Op) ,Op = Op = (00, 00).

Il y a des isomorphismes ,des endomorphismes ,des automorphismes , des homomor-
phismes non bijectifs , des isogénies .

Commencons par les isomorphismes

Proposition 6. Soit une Courbe Elliptique E/K son groupe de Mordell-
Weil E (K) .Alors ,Uapplication :

f:E(K) — E'(K)

de valeur : f (z,y) = (V’x +r,udy + su’xz + 1), pouru+#0,r.ste K car(K) =
0.

est un isomorphismes des Courbes Elliptiques E et E' .

Preuve .Soit une Courbe Elliptique E d’équation de Weierstrass :

E v’ +aizy + asy = 2° + agx® + ayx +ag € K [2,y] (1)

La transformée de E par f est une cubique f (F) = £’

By +day +ayy =2 +aba® +dx+af € Ko,y (2)
La relation entre E et E’ est déterminés par le calcul
La cubique E’ a un point a I'infini O = (00, 00) (3)
Posons X = v’z +7r,Y = udy + sux +t (4)
L’hypothése u # 0 implique
r=(X—r)/utety=(Y —su’x —t) /u? (5)
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Il en résulte que I'application réciproque f~1(z,y) existe; donc f est un isomor-
phisme de Courbes Elliptiques . [J

Les relations entre les coefficients et les invariants de 2 Courbes Elliptiques E et E’
s’obtiennent avec ’équation de E et les formules de la proposition .

Corollaire.

Soit les hypothéses de la proposition 6 :

Alors : Relation entre a; et a

uay = ay + 2s; ua)y = as — sa; + 3r — s%;

uday = az + ray + 2t; (Isol)
ula), = ay — saz + 2ray — (rs+t)a; + 3r* — 2st;

uSaly = ag + raq — tag + rlay — rta; — > + 13

Relation entre by; et b, :

u?bly = by + 121 ; u'd, = by + rby + 61?;

uSbfy = bg + 2rby + 12by + 413 ; (Is02)
uBby = bg + 3rbg + 3r2by + 130y + 3r?;

Relation entre cy; et ¢, :

u'dy = ¢4 et ubch = ¢ (1s03)

Relation entre les discriminants :

uPA(E) =N (E) (Isod)

Relation entre les invariants modulaires :
J(E") =j(E) (1s05)
Exemple.

E:y*+3zy —4y=2° 222 +60+9 <€ QJz,v]
invariants : by =1; b4, =0; b5 =52;bs=13; ¢4, =1
A(E)=-13x433,j(E) = —5om

[somorphisme avec u=1/2 ,r=3,s=-2,t=0.
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Equation de la cubique E’ isomorphe a E .
Relation (Isol)
ay =241 —8=2x3—-8=-2;
b = das +8a; +20 =4 x (—2) + 8 x 3 +20 = 36;
ay = 8az + 24a; = 8(—4) + 24 x 3 =40;
a) = 16 (aq + 2a3 + 6as + 6a1 + 27) = 16 (6 + 2 (—4) + 6 (—2) + 6 (3) + 27) = 496
ag = 64 (ag + 3as — r?ag + %) = 64 (9 + 3 (6) — 9 (—2) + 27) = 4608 .
Relation (1s02) :
by =4 (by + 12r) = 148;
V), =16 (by + rby + 61?) = 912;
by = 64 (bg + 2rby + r2by + 4r%) = 10816;
b, = 256 (bs + 3rbg + 3r2byg + r3by + 3rt) = 192256 .
Relation (Is03) :
¢y = 16¢4 = 16
Relation (Iso4) :
A (E') = 212/ (EB) = 4096 x (—13 x 433) = 23056384
Equation de la cubique E’ isomorphe a E :
E:y® — 22y + 40y = 2° + 362” + 496 + 4608
Examinons les endomorphismes des Courbes Elliptiques

Proposition7. les endomorphismes d’une Courbe Elliptique E/K forment
un anneau End(E/K) isomorphe a U'anneau Z ou a un ordre de l’algébre
des quaternions .

Preuve .dans [15] -Corollary 9-4

Définition 10. l’algébre des quaternions est une l’algébre engendré par 2
éléments o et [ satisfaisant les conditions :

0527626(@, 052<07 ﬁ2<07 ﬁC(:—Oéﬁ
Tout quaternion A est de la forme :

A:r1+r2a+r3ﬁ+r4&5€@2[0@5]
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La description compléte de 'anneau End (E) a été déterminée par DEURING dans
Die Typen der Multiplikatorenringe elliptischer Funktionen korper- abh.Math.Sem.
Hamburg14(1941) ,197-272.

Les automorphismes des Courbes Elliptiques forment des groupes Aut (F) de struc-
ture spéciale .

Proposition 8. Soit une Courbe Elliptique E/K . Alors son groupe Aut (E)
des automorphismes est un groupe fini d’ordre un diviseur de 24 égal a :

2 si j(E) £0, 1728 ;

4 si j(E) = 1728 et carac(K) # 2,3 ;

6 si j(E) =0 et carac(K) # 2,3 ;

12 s1 j(E) =0 = 1728 et carac(K) = 3;
24 si j(E) =0=1728 et carac(K) =2

DiEMONSTRATION. Voire <The Arithmetic of elliptic curves> de Silverman.

O

Avec les groupes [som(E) et Aut(E) nous obtenons des Twists de Courbes Ellip-
tiques [15 x-pa 5]

Définition 11. un twist d’une Courbe Elliptique E/K est une Courbe El-
liptique E; définie sur K et isomorphe sur une certaine extension galoi-
sitenne L de K .

Exemple.1
E:y?* =2° 4+ apr® + ayx + ag € QJx,y] (1)
Soit une extension quadratique L = Q (\/E) , d sans facteur carré . Les automor-
phismes de L opérent sur les corps L et L(E) (2) .
Prenons I’automorphisme d’équation = = 2'/d , y = y'V/d (3) .

Nous obtenons I’équation de la Courbe Elliptique twist de E :
E:y? = 2% + apda® + aud?x + agd® € Q [z, Y] 4).

12
Alors les discriminants satisfont : A (E (d)) = d°A (E) = <\/ZZ> A(E) .

Il en résulte que la Courbe Elliptique E et son twist F (d) sont isomorphes par :

x:ng,y:u?’Y,u:\/:Z
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Exemple.2
E:y? = 42% + byx® + 2by2 + bg € Q [,y
Prenons 'extension L = Q <\/E> pour twister F 1z = X/4d , y =Y/Vd .

L’équation du twist de E est :
E(d):Y? = X? + bydX? + 8b,d* X + 16bsd” € Q [, y] (4).

6.Isogénies :
Définition 12. Soit 2 Courbes Elliptiques E/K et E'/K de points a l’infini
Og et O ; une isogénie de E sur E' est un homomorphisme :

AN E(K)— E'(K),A\#0

qut satisfait les conditions :

(1) \ est surjectif .

(2) le noyau de \ est un sous groupe fini du groupe E(K) .
(3) AM(P+ R) = AM(P) + AM(R) pour tous points P et R de E(K) .
4) AM(Og) = Op.

> >

Définition 13.
(1) le noyau de )\ est l’tmage réciproque :
ANHE)={Pc E(K): A(P)=0g}
(2) Uordre de ce noyau est le degré de l’isogénie )\ .
A chaque isogénie \ est associée une isogénie duale :

Définition 14. l’isogénie duale d’une isogénie de degré d :
\: E(K)— F'(K)

est I’homomorphisme de groupes : ) : F'(K) — E(K) qut satisfait les 2
composées .

A est la multiplication par d sur le groupe F'(K)

M est la multiplication par d sur le groupe E(K)

Proposition 8. Soit 2 isogénies de Courbes Elliptiques )\ : E(K) — E'(K)
et : F'(K)— E(K); alors :

1)les isogénies duales satisfont :
WA E(K) — Ey(K), et (UN) = A\
2) deg(\) = deg (X) , deg () = deg (1) , deg (UX) = degudegh ,
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Un bon exemple d’isogénie est la multiplication par un entier naturel m > 1 .

Proposition 9. Soit un entier naturel m premier a carac(K) et une Courbe
Elliptique E/K , alors la multiplication t,, : E(K)— F(K) de valeurt,, (P) =
mP est une isogénie de Courbe Elliptique de degré m? .

Preuve . avec la théorie des Courbes Elliptiques sur le corps C des nombres complexes
O

Signalons 'algorithme de Velu pour le calcul des isogénies (CRAS-Paris -26juillet
1971-238-241)

"Isogénies entre courbes Elliptiques :
E: vy +oyt+y=2"—2>-32+3cQlz,y
est isogene a :
By +ay+y=a"—2*— 2132 — 1257 € Q |z, y]
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1.Hauteurs et Descente infinie :

Pour démontrer que le groupe de Mordell-Weil E(K) d’une Courbe Elliptique est de
type fini ,les spécialistes ont utilisé une procédure de descente infinie et des fonctions
particuliéres :les hauteurs sur un groupe abélien .

Définition 1.Une hauteur sur un groupe abélien A est une fonction h sur
A , a valeurs réelles positives :

h:A—R,

qut satisfait les 3 axiomes :

(hauty) a tout point P, de A , on peut associer une constante C, = C, (P + P,)
qui satisfait ['inégalité :
h(P + Py) < 2h(P) + C, pour tout point P de A

(hauts) il existe un entier rationnel m > 2 et une constante C; tels que :

h(mP) > m*h(P) — Cy pour tout point P de A
(hauts) tout ensemble de points P de A de hauteurs bornées est fini .

Définition 2. la descente infinie est un algorithme qui a €té utilisé pour la
premaiére fois par Fermat pour résoudre certains problémes d’arithmétique

Exemple.
Montrons que le nombre algébrique /7 n’est pas rationnel .
Supposons le contraire :

V7 est un nombre rationnel ; alors VT = a/b , avec les 2 entiers naturels a et b
premiers entre eux . (1)

En élevant au carré les 2 membres nous obtenons : 76 = a? (2)

Par un théoréme de divisibilité de Gauss , si un entier naturel A divise un produit
BC de 2 entiers naturels , et si A et premier & B , alors A divise C (3)

Dans (1) , a divise 7b* et a premier a b (4)

Donc 7 divise a : a = Tay

(1) et (4) impliquent : b* = Ta? (5)
Il en résulte que 7 divise b* , donc 7 divise b (6)
soit b = Tby (7)

Nous obtenons ainsi :
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une suite “infinie” d’entiers a, as...., a,, ... divisibles par 7 (8)
une suite “infinie” d’entiers by, bs...., b,, ... divisibles par 7 (9)
(8) et (9) impliquent “ a et b divisibles par 7 ” contraire a (1)
Donc la supposition “ v/7 est un nombre rationnel ” est absurde .
Cela prouve que /7 n’est pas rationnel .

Proposition 1. Soit un groupe abélien A , et un entier naturel m > 2 tel
que : le groupe quotient A/mA soit fini .Alors le groupe A est de type fini

Preuve . Dans le groupe quotient A/mA nous choisissons représentants :

Nous construisons une suite infinie récurrente de points
P, ... s P, .....deA par les formules si dessous :
Nous commencons par la relation :

P = mP[ + Tz’,[

Nous poursuivons 'opération avec deux points P; et P

pour 1 = 1,2, ....
P =mPy+ T,
Py =mP;+ T3
Pj = ij_H + E,j—&—l ..................... (2)

P,1=mP,+1T,,

ou les points 7; 1,152 ,..... sont les représentants 11, ... T
Nous utilisons les axiomes d’une hauteur h: A — R
par Paxiome (hy)des hauteurs , nous obtenons

avec (2) , I'inégalité :

hP;) < = {h(mP}) + c1} oo (4)

dans la formule (2) de P;_; , nous calculons le point

mP] = [)j—l — 7—;‘7]' ........ (5)
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La hauteur des deux membres implique la relation :
h(mP;) = h(Pj—1 — Tjj) ..o (6)

(4) et (5) et (6) impliquent l'inégalité :

WP)) < 72 (2h(Pj-1) + Cyeeeenn(8)

ot Csest un constante dépondant de C}

les formules de récurrence (2) appliquées a (8) impliquent
Iinégalité :

MP) < (Z)"h(P)+ |+ 2+ 5+ + 2
otiCyest un constante dépondant de Cj.

La somme du 2*membre de (9) est le développement en série

de la fonction —2— = 23— il en résulte l'inégalité :
m*—2 mé 1—-=5
m

5 (11)

TZ g te e

h(Pa) < (G5)"h(P

)+
2transforme (11) en l'inégalité

L’hypothése m >
h(P )—f— ................................................. (12)

h(P,) <27
Pour n assez grand (12) devient :

hP,) <1+ % (13)

donc par (13), la suite P, ....... , P, est de hauteur bornée ,par
I'axiome (h3) des hauteurs , cette suite de points est finie , nous
en déduisons que tout point P du groupe abélien A est une

combinaison Z—linéaire finie de points de A de la forme :

ot les points N; sont de hauteur bornée par (13) .
donc le groupe abélien A est de type fini [ .

Appliquons ce résultat au groupe abélien additif £ (K') de Mordell- Weil des Courbes
Elliptiques .

Proposition 2. Le groupe de Mordell —-Weil E(K) des Courbes Elliptiques
est de type fint .
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Preuve . Soit une Courbe Elliptique E/K , son groupe E (K) de Mordell- Weil .

Le groupe quotient F (K) /2E (K) admet r générateurs P, ......, P, d’ordre infini .
Le groupe de torsion 7' (F) est fini; il admet s générateurs 77, ...... ,T's qui son d’ordre
fini .

La proposition 1 implique que tout point P de E est une Z—combinaison linéaire
des de ces générateurs :

P=m{Ii+...... mels+ni1 P+ ... n, P, 0.

Nous constatons que la structure du groupe abélien F (K) est de méme type que
celle du groupe U(L) des unités des corps de nombres algébriques L = Q (0) .

Théoréme des unités de Dirichlet

Soit un corps de nombres algébriques L de degré n =[L:Q] , n=a+2b,
a conjugués réels o (L) C R et b paires de conjugués complexes o (L) C C
. Alors les unités de L forment un groupe abélien U(L) ,multiplicatif ,de

type fini .

U (L) isomorphe a C (L) x 7"

avec C (L) :groupe des racines de l’'unité contenues dans L .
etr=a+b—1 = rang du groupe des unités .

Tout systémes des générateurs e ce groupe U (L) est un systéme d’unités fondamen-
tales :uq, us, ..., u, de L .
Toute unité u de L est un produit de la forme :

u=£u"uy®..u'm ,n; € N

Une unité de L est un élément u de norme Ny qu = £1 .
Il en résulte que —u, 1/u et —1/u sont des unités de L. .

Dans l'isomorphisme de groupes abéliens E (K) ~ T (E) X Z" , r = r(FE) est le rang
arithmétique des Courbes Elliptiques.

La détermination de r (E) n’est pas simple comme celle du rang des unités U (L) de
L.

Pour r (E) les spécialistes utilisent des hauteurs sur les Courbes Elliptiques , 1l existe
plusieurs types de hauteurs .

1.Hauteur sur la corps Q des nombres rationnels :
hi:Q— R,

de valeur : h(%) = max{|al, |b|} , |a| = mazx {a, —a}

a
b
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1.Hauteur de Weaul :
he : E(K) — R
de valeurs :
hw(p) = log max {v(a),v (b)},z = a/b
p = (z,y) , v= valuation du corps K
he(Op) =0

Cette hauteur de Weil est une fonction quasi quadratique .

Elle satisfait les relations : f(—p) = f(p) et la loi du parallélogramme : f(p 4+ r) +
fp—r)=2f(p)+2f(r) .

3.Hauteur de Neron -Tate :

Elle est liée a la hauteur de Weil et a une fonction f :
h:E(K) — R,

de valeur h(p) = @ nli_)rgoél_”hwf(TLp)

ou f:K(E)—=R, f(-t)=f(t).
4.Hauteurs locales :

La hauteur de Néron-Tate n’est pas pratique pour les calculs . Il lui est préféré les
hauteurs locales .

Ce sont des hauteurs qui dépendent des valuations du corps K de base des Courbes
Elliptiques en une valuation v non archimédienne discréte .

hauteur locale :
A E(K,)—Op —R

K, =corps valué en v .

Proposition 3. Il existe une hauteur locale en une valuation v , unique ,
sur les Courbes Elliptiques E/K , qui satisfait les 4 propriétés :

1) la hauteur locale )\, est continue pour la topologie v-adique de F (K) et
pour la topologie usuelle du corps R des nombres réels

2) Elle satisfait la relation
Ao (2P) = 4N, (P) +2v 2y + a1z + a3) — v (A (E)) /4
pour tout point P de £ (K) , P=(x,y) , 2P # Og ;

3) pl_i%lE (A (p) + v (x) /2) existe;

4) A\, satisfait la loi du parallélogramme :
M(P+ R)+XN(P—R)=2)\(P)+2\,(R) +v(zp—2zr) —v(A(E))/6
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pour tout point P, R, P+ R+ Og .
Preyve . [15] O
Les hauteurs locales A, sont liées a la hauteur de Néron-Tate .

Proposition 3. Soit une Courbe Elliptique E/K , une valuation non ar-
chimedienne discréte du corps K et le groupe E (K) de Mordell —Weil de
E . Alors : la hauteur h de Néron-Tate et la hauteur locale )\, sur le corps
K, satisfont la relation :

B =2 3 n (P)

nvEV(K)
V (K) =ensemble des v , P # Og , n, = [K, : Q,] = degré locale de K en v .

Preuve . [15] | Appendix c-Theorem 18-2 .
3-Conjecture de Birch et Swinerton-Dyer :

Cette conjecture, introduit la notion de rang analytique des Courbes Elliptiques .
Elle est liée a la série de Dirichlet-Hasse L (E, s) des Courbes Elliptiques .

Définition 3. La série de Dirichlet-Hasse des Courbes Elliptiques F/Q est
la fonction L(E,s) de la variable complexe s :

LB s) =] —t) " J] (1 —tea™ +¢%)"

p q
ot p =diviseurs premiers du discriminant A (E).
q =nombres premiers qui ne divise pas A (F).
nombres de points de la courbe réduite E (p) modulo p .
t,=14+p—A(p) .

Proposition 4. La série L(FE,s) associée aux Courbes Elliptiques E/Q ad-
met un développement en série de Dirichlet de la forme :

L(E,s) = chn_s n = entier naturel
n>1

¢y = t, pour les nombres naturels n = p premaiers .
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2) si p divise A(E) alors E a mauvaise réduction en p;t, = 1 ou —1
suwivant que la cubique réduite E (p) sur F, a un noeud ou la tangente
a E est rationnelle ou quadratique et t, = 0 st E(p) admet un point de
rebroussement .

3) le produit eulérien L (E,s) converge dans le domaine Re (s) >

W
.

Preuve . [15] O.
Conjecture B-S-D :

La série L(FE,s) de Dirichlet-Hasse des Courbes Elliptiques F/Q admet un zéro en
s =1 d’ordre égal au rang r de E :

Définition 4 .Le rang r de cette conjecture est le rang analytique r,,, (F)
des Courbes Elliptiques F/Q .

Enoncé de la conjecture :

_ L(E,s) 1 .
lim = ooy = Q.card (Shaf (E/Q)) .R(E/Q) —cardT(E)QH .

p

N _ dx
ou {2 = fE(R) 2y+aigz+a3

Shaf (E/Q) =groupe de Shafarevich-Tate de E/Q;

R(E/Q) =régulateur de E/Q;

T(FE) = groupe de torsion de E;

Définition 5.Le régulateur d’une Courbe Elliptique E/K est égal au déter-

minant
R(E/K) =det(< R;,R; >),1<i<r, 1<j<r
pour la forme bilinéaire de Néron-Tate
<, > FE(K)xE(K)—R
de valeur R 3 }
< P,R>=h(P+ R) — h(P)— h(R)
r=lerang E(K) , R(IE/K)=1sir=0.
Le groupe de Shafarevich-Tate est le sous groupe du groupe WC (E/K) de Chatlet-

Weil : Shaf (E/K) = ker {WC’ (E/K) —[[WC (E/Kv)} d’aprés [15] X-page4.
veVal(K)

Cette conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer a été vérifiée par Gross et Zagier dans
“On the conjecter B-S-D for an Elliptic curve of rank 3” dans Math of Comput .vol
. 44(1985) p.473-481.
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Il s’agit de la Courbe Elliptique E/Q d’équation de Weierstrass :
E:y? =41 — 282+ 25 € Q[z, ] (1)

Calcul des invariants :

A (E)= N (FE)=5077 (2)
Changement de variables :
r=X;y=2Y +1 (3)

(1) devient :
B YP+Y =X*-7X+6€Q[X,Y] (4)

Calcul des points d’intersection de E et Ox : py = (=3,0); po = (1,0); ps = (2,0);

=
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Points symétrique :

—pr=(=3,-1); —=p2 = (1,-1); p3 = (2, -1) (7);
Pour obtenir le rang r (E) les 2 auteurs utilisent les réductions modulo p :

A (3) =7 points P sur E(3) € F3 [, y]

A (3) =10 points P sur E(7) € F; [z, y] (8)
Les 3 points p; , p2 , ps engendrent le groupe E(Q) (9)
Il en résulte r(E) =3 (10)

Le rang analytique est calculé avec la série :

L(E,s)=(1+ 5077)_1 H (1 —t,p +P1725>_1

pI5077
A la limite : I (E
lim = £ ’83,) ~ 1.731 (11)
s=1 (s —1)
Les auteurs en déduisent 1’égalité :
r(E) = rang analytique = 3 (12)

Courbes Elliptiques de Rang 1 :
Plusieurs méthodes ont été utilisées :

1) Dans [2] ,Brumer et Kramer considérent la suite exacte de groupes abéliens .
0 — B(K)/2B(K) — H' (G; E (Ku,))

ot H' est le 1¢" groupe de cohomologie de groupe de Galois G = G (Ku,/K) ,
Ky = cloture algébrique de K .

Le rang de E est calculé avec la formule .
r(E) = card (S (F)) — card (E (Q) [2]) — card (Shaf (E) [2])
ou S (E) = groupe de Selmer de E , F (Q) [2]=groupe de 2-torsion de E .

Avec la suite exacte de groupes :
0— E(Q)/2E(Q) — S(F)— Shaf(E) —0

Les 2 auteurs ont trouvé 3 Courbes Elliptiques :

Byt +ay+y=2a%—a2— 91 —8derang r(E;) = 0;
Ey:y? + 92y +y = 23 — 72% de rang r(Ey) = 1;
FEs:y*+ 152y +y = 2® — 72* de rang r(F3) = 0;
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2) A.Bremmer et D.A .Buell ,dans Math of Comput .61-n° 203.(1993) ont étudié les
Courbes Elliptiques :
E,:y=x (x2 +p) € Qlz,y],p premier

Avec un algorithme , pour les p < 20000 , ils ont trouvé 3 nombres premiers intéres-
sants : p = 3917 , 4157 et 4957 .

Pour p = 3917 , le générateur p = (z,y) du groupe E (Q) a des coordonnées ra-
tionnelles * = ¢ , y = 5, a =entier naturel de 71 chiffres , b =entier naturel de 70
chiffres , ¢ =entier naturel de 106 chiffres et a =entier naturel de 164 chiffres ,

cet algorithme est exécuté avec un logiciel trés performant

3)Silverman a étudié la Courbe Elliptique d’équation de Weierstrass :
E:x(x—2)(z—10) € Qlx,y]

Son discriminant est égal & : A (F) = 2!4.52

Il en résulte que E a mauvaise réductionen p=2et p=>5.

Au moyen d’une descente via une 2-isogénie , Silverman obtient le résultat :

E (Q) est isomorphe au groupe somme directe :
Z]2Z®Z)2Z & Z
Il en résulte : le rang de cette Courbe Elliptique est égal 4 : 7 (E) =1
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Conclusion :

Nous constatons que la détermination des rangs de Courbes Elliptiques est difficile
parce qu’il n’y a pas de formules explicites comme dans le cas du rang des groupes
U(L) des unité des corps de nombres algébriques .

Les méthodes que nous avons décrites utilisent un important bagage mathématique :
torsion des groupes de Mordell-Weil , endomorphismes ,automorphisme , isogénie ,
corps finis , congruances , série L(E,s) de Dirichlet , valuations des corps , géométrie
algébrique , cohomologie des groupes , Courbes algébriques planes ...

Aprés avoir soutenu mon magister , je compte poursuivre mes activités de recherche
en vue d'un doctorat . Plusieurs directions m’intéressent : les groupes de Chéatelet-
Weil et ses sous groupes , les groupes de cohomologie et leurs applications , les
Courbes Elliptiques a multiplication complexe et la cryptographie.

Cela exigera des conditions favorables , des contactes avec des spécialistes , des
participations a des rencontres scientifiques et des colloques de la spécialité .
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