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Résumé

Dans cette these, on étudie les cycles limites de deux classes de systemes
différentiels ordinaires dépendant d’un petit parametre. En utilisant la théorie
de la moyennisation du premier et deuxiéme ordre, on transforme I’étude des
cycles limites d’un systéme différentiel ordinaire en 1’étude des solutions d’un
systéeme algébrique. La premiere classe étudiée est un systeme différentiel po-

lynémial généralisé de la forme :

&=y —e(gu(x) + ful@)y) — (gi2(2) + fra(2)y),
U= —2—e(gar(z) + far(2)y —Pl(x)?f - Ch@)?lg)
— 82(922(33) + foolx)y — p2($)y2 - Q2(fﬂ)yg>7

ol fi;,9:.;(1<i,j<2)etp;,q(l<i<2) sont des polynémes de degré donnés.
La deuxieéme classe étudiée est un systeme différentiel polynémial généralisé
de Kukles de la forme

i =yt eli(2) Y + ()
y=x—¢ (fl () y** + g1(z) y** T + ha(z) y** T2 + d} y2a+3) 7
+ &2 (fQ(g;) y2a + g2(x) y2a+l + ho(z) y2a+2 + dg y2a+3) ’

ou fi(z), gi(x), hi(z) et [;(x), (1 <i < 2) sont des polynémes de degré donnés.
di #0,(1<i<2),a€N et e est un petit parametre.

L’étude des deux classes est illustrée par des exemples.

Mots clés

Systeme dynamique - cycle limite - systemes de Kukles - systeme po-

lynémial - théorie de la moyennisation.



abstract

In this thesis we study the limit cycles of two classes of ordinary differential
systems depending of small parameter. Using a theorem of first and second
order averaging theory we transform the study of limit cycles of ordinary dif-
ferential systems to the study of non-degenerate zeros of an algebraic systems.
The first class deals with the generalized polynomial differential system of the

form :

&=y —e(gn(@) + ful@)y) —*(gia(x) + frz(z)y),
y=—x—¢e(gn(z) + fulr)y — P1(95>1/2 - (11(5’7)93)
— &%(ga2(x) + foo(2)y — p2(2)y® — @(2)y?),
where f;;,0;; (1 <4,j <2) and p;,q; (1 <i < 2) are polynomials of given degree.

The second class is studied the generalized polynomial Kukles differential

system of the form :

&= —y+ehi(z) y** + l(z) y**,
y=z—c(fi(@)y* + g1(x) " + ha(z) 7 + dy > )
& (@) 5 + gal) 42 + o) P+ ),

where f;(z), ¢;(x), hi(z) and [;(z), (1 < i < 2) are polynomials of given degree,
diy #0, (1 <i<2),a €N and ¢ is a small parameter.
This study is illustrated by examples .

Key words

Dynamical system - Limit cycle - Kukles systems - Polynomial systems - Ave-

raging theory .
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Introduction générale

L’étude des équations différentielles est un domaine mathémtique qui historiquement
a fait I'objet de nombreuses recherches, et continue cependant de rester d’actualité, par
le fait qu’elle intéresse particulierement des disciplines comme la mécanique, la physique
et plus recemment la biologie. Il convient de souligner que la plupart de ces équations
sont globalement de nature non linéaire. Du fait que la description d’un systeme, a partir
des lois régissant son fonctionnement, conduit souvent a un modele non linéaire. la mani-
pulation peut se révéler complexe. De ce fait il n’existe pas, en ’état actuel, une théorie
d’enssemble des équations non linéaires. Pour ce faire, des calculs approchés basés sur
la méthode des petites perturbations, des méthodes de linéarisation ...etc, sont effectués
concernant ces phénomenes, sur lesquels on dispose de trés peu d’informations. A partir
de tels calculs il a été déduit des conjetures que les chercheurs s’efforceront par la suite
de démontrer. Cette démarche s’est révélée particulierement féconde.

La théorie qualitative des équations différentielles plus connue aujourd’hui par la
théorie des équations différentielles, est la branche des mathématiques qui se développe
le plus activement et qui possede les plus importantes applications scientifiques. L’étude
qualitative surtout pour les systemes non- linéaires, reste dans un préalable necessaire a

I’étude complete de leurs solutions.

Un des principaux problemes de la théorie des équations différentielles est I’étude de
leurs orbites périodiques leurs existence, leurs nombres et leur stabilité. Un cycle limite
d’une équation différentielle est une orbite périodique isolée dans I’enssemble des orbites

périodiques des équations différentielles .

Les cycles limites ont été introduit pour la premiere fois par H.Poincaré en 1881
dans son ” Mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle” [24]. Poincaré
s’est intéressé a ’étude qualitative des solutions des équations différentielles, c¢’est a dire
les points d’équilibre, les cycles limites et de leur stabilité. Ce qui permet d’avoir une idée
globale des autres orbites du systeme étudié. A la fin des années 1920, Van Der Pol,
Liénard et Androv ont prouvé qu'une trajectoire fermée d’une oscillation arrivant dans

un circuit de type vide était un cycle limite.
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Un des théoremes les plus importants de la dynamique non linéaire est le théoreme de
Poincaré Bendixon qui affirme que dans une région compacte du plan, une trajectoire d’'un
systeme planaire converge vers un point d’équilibre ou un cycle limite. Le critere de dulac
donne une méthode de non existence des solutions périodiques. Le mathématicien David
Hilbert présenta, lors du deuxieme congrés international des mathématiques ([22],1900),
23 problemes ” dont l'avenir attend la résolution grace aux nouvelles méthodes qui se-
ront découvertes dans le sciecle qui commence 7. Le probleme numéro 16 est de savoir
le nombre maximal et la position relatives des cycles limite d'un systeme differentiel po-

lynémial planaire de degré n :

&= P(z,y),
(1)

voir par exemple ([2],[15],[12],[31],[10] )et le livre de Ye Yangian et al [41] consacré
seulement pour étudier les cycles limites, principalement des systemes différentiels po-
lynomiaux quadratiques. On note H,, ce nombre maximal. Dulac [16](1923), proposa une
démonstration prouvant que H, est fini pour tout n. Mais sa démonstration comportait
une erreur. La résolution de ce probleme de Dulac a été faite d’une facon indépendante par
ILyashenko (1991) et Ecalle, Martinet & Moussu (1987)puis Ecalle (1992). Cette
résolution permet de montrer que H,, < co. Petrovsky & Landis (1957)crurent trouver
la valeur de Hs mais il s’apercurent qu’il ya une erreur dans leur propre démonstration
Petrovsky & Landis (1967) avant que celui ci ne soit affirmé par un contre exemple
de Shi (1982)dans lequel un systeme quadratique a 4 cycles limites. Ainsi, si H,, est un
nombre fini pour tout n, la seule chose que 'on sache est que Hy > 4 et Hy > 11 (Jibin
& Chunfu, 1985, zoladek, 1995). chritopher & Iloyd(1995)ont donné une borne

inferieur au nombre H,; H, > n?log(n).

Dans ce travail, on étudie les cycles limites des systemes planaires autonomes de la
forme (1) tels que P(x,y) et Q(z,y) sont des polynomes de degré donné. Plus précisemment
on s’intéresse a la recherche des cycles limites de deux classes spéciales de systemes
différentiels, des systémes de Liénard plus généralisés et des systemes de Kukles

généralisés. Le premier type de systemes, c¢’est-a-dire les systemes de la forme

y=—g(z) - f(z)y. (2)

apparaissent dans des problemes de mécaniques, dans des systemes prédateurs-proies

[18] et des réactions chimiques ou biochimiques [33],36]. Le second, ¢’est-a-dire les systemes

4



de la forme

T =y

y=1x+y+q(z,y). (3)

Plusieurs travaux dans lesquels de tels systémes sont apparrus ont été étudié (Voir
par exemple [27, 20, [35]. Un probleme d’intérét commun pour les systémes de Liénard
et Kukles est l'existence de cycles limites qui bifurquent a partir d'un centre. Il existe
plusieurs méthodes pour calculer le nombre de cycles limites qui bifurquent a partir d'un
centre. La plupart de ces méthodes est basée sur la ’application de retour de Poincaré
(voir par exemple [3], ) les intégrales de pontriyagin-Melnikov, voir par exemple le chapitre
4 de [21], le facteur intégrant inverse, voir [40] et la théorie de la moyennisation,voir par
exemple les articles ([37, 39, [34] (11] )et ainsi de suite. La derniere méthode est un outil utile
et efficace pour étudier le nombre de cycles limites pour certains systemes différentiels.
En résumé, nous pouvons dire que la théorie de moyennisation donne une relation quan-
titative entre les solutions d’un systeme périodique non autonome et les solutions de son

systeme moyenné, qui est autonome.

Dans [2§], les auteurs ont étudié en utilisant la théorie de moyennisation du premier
deuxieme et troisieme ordre le nombre de cycles limites du systeme .

Dans [7, §], les auteurs ont mis en évidence un systeme de Liénard plus général que
@).

Les auteurs dans [38] ont fourni une borne supérieure sur le nombre maximum de
cycles limites du systeme en utilisant la théorie du moyennisation du quatrieme ordre.

La suite du travail est organisé comme suit :

Le chapitre 1, comporte un rappel des notions essentielles sur les systemes différentiels
ordinaires dans R". Plus précisément dans la premiere section on commence par définir les
systemes différentiels polyomiaux, systemes dynamiques, la notion des points d’équilibre |
la linéarisation des systemes différentiels non linéaire, au voisinage des points d’équilibre,
le portrait de phase, les cycles limites. Dans la deuxieme section de ce chapitre on ex-
pose la théorie de moyennisation du premier et deuxieme ordre. Nous avons illustré ces

méthodes par des exemples.

Le deuxieme chapitre, présente notre premiere contribution qui consiste a offrir les
bornes superieures du nombre de cycles limites qui peuvent étre obtenus en perturbant
le systéeme de centre linéaire en utilisant la méthode de la moyennisation du premier et

deuxieme ordre pour une classe de systemes différentiels planaires généralisée.



Introduction

Le résultat de ce chapitre a été publié dans le journal ” Mathematical Methods in The
Applied Sciences”.(Voir [14])

Le troisieme chapitre, a pour but de présenter notre deuxieme contribution qui
consiste en la recherche des cycles limites pour le systeme de Kukles en utilisant la méthode
de la moyennisation du premiér et deuxieme ordre. Le résultat de ce chapitre est accepté
pour publication dans le journal ” Memoirs on Differential Equations and Mathematical

Physics.



Chapitre 1

Notions préliminaires et théorie de

la moyennisation

Sommaire
(1.1 Notions préliminaires| . . . . . . .. ... ... .......... 8
[1.1.1  Systemes différentiels polynomiaux| . . . . . ... ... .. 8
(1.1.2  Systemes dynamiques| . . . ... ... ... ......... 8
[1.1.3  Flot d’une équation différentielle] . . . . . . ... ... .. 9
[1.1.4  Points d’équilibre et linéarisation| . . . . . . . .. ... .. 9
(1.1.5 Portrait de phase| . . . . . . ... .. ... ... ... ... 10
[1.1.6 Nature des points d’équilibre| . . . . . . . ... ... ... 10
[1.1.7 Stabilité des points d’équilibre|. . . . . . . . ... ... .. 11
(1.1.8  Orbite périodique et cycle limite] . . . .. ... ... ... 11

(1.2 Théoremes de la moyennisation du premier et deuxieme ordre| 13

(1.2.1 Théoreme de la moyennisation du premier ordre|. . . . 14

(1.2.2 Théoreme de la moyennisation du deuxieme ordre| . . . 17

Ce chapitre contient quelques notions générales et principales pour 1'étude qualita-
tive des systemes dynamiques. On commence par définir les systemes différentiels po-
lynomiaux. On examinera les notions de : points déquilibre, la linéarisation des systemes
différentiels non linéaires au voisinage des points d’équilibre, le portrait de phase, orbite

périodique, cycle limite, nature des points d’équilibre.

Nous décrivons également la méthode de la moyennisation , qui consiste en la re-
cherche du nombre de cycles limites qui apparaissent apres la perturbation d’un systeme

différentiel polynomial.



Chapitre 1. Notions préliminaires et théorie de la moyennisation

1.1 Notions préliminaires

Dans cette section, nous allons introduire des notions de bases sur les systemes dyna-

miques qui seront utiles par la suite.

1.1.1 Systemes différentiels polynémiaux

Définition 1.1.1. On appelle systeme différentiel autonome du plan un systeme de la

forme :

{ &= Pl.y), (1.1)

y=Q(z,y)
e Si P et () sont des polynomes a coéfficients réels, on dit que est un systeme
différentiel polynomial.
e Si les fonctions P et @) sont des polynomes, on apelle alors degré du systeme , le
nombre n = max(deg(P), deg(Q)).

e Si les polynomes P et () s’écrivent sous la forme
iti=n o
P($7y) = Z aijxlyni%
i+j=0
Hj=n o
Qz,y) = > bya'y" ™,
i+j=0
on dit que P et @ sont homogenes, dans ce cas le systeme (1.1} s’appelle Systeme
différentiel polynomial homogene.
Nous supposons que les fonctions P et @ de classe C! (donc les conditions de Cauchy-

Lipchitz sont satisfaites en tout point ordinaire du systeme ((1.1])).

1.1.2 Systemes dynamiques

En général, un systeme dynamique décrit des phénomenes qui évoluent au cours du
temps, cette évolution est décrite généralement par des équations différentielles.
Définition 1.1.2. Un systeme dynamique sur R™ est une application

¢:RT xR" — R"”

définie sur RT x R" telle que
1. ¢(.,z) : RT — R™est continue.
2. ¢(t,.) : R" — R" est continue.
3. ¢(0,2) = x.
4. ¢(t+ s,x2) = ¢(t,¢(s,x)) pour t,s € R zeR"

Définition 1.1.3. Un systeme dynamique ¢ sur R" est linéaire si :

O(t, ax + By) = ad(t,x) + Bo(t,y) Va,B eR,t € RTetz,y € R"

8



1.1 Notions préliminaires

1.1.3 Flot d’une équation différentielle
Définition 1.1.4. Soit le systéeme non linéaire
T =F(x), (1.2)
o z € R" et F(z) € R™ On apelle flot du systeme différentiel (1.2)), 'ensemble des
applications ¢; : R® — R"™ définies par
¢e(0) = &(t, 7o),

ou ¢(t, xg)est la solution de (1.2)) telle que ¢(0,zq) = o

Remarque 1.1.1. Le flot est dit autonome si F' ne dépend pas explicitement du temps t,

sinon il est dit non autonome.

1.1.4 Points d’équilibre et linéarisation

Points d’équilibre

Définition 1.1.5. On apelle point d’équilibre ou point critique du systéeme (|1.2)) tout
point xo € R™ telle que, F(z() = 0.

Linéarisation

La démarche la plus naturelle pour étudier le comportement des trajectoires d’un
systeme différentiel autonome non linéaire, au voisinage d’un point d’équilibre , consiste
a se ramener au systeme linéaire associé, puis a faire le lien entre les trajectoires des deux

systemes.

Définition 1.1.6. On apelle systeme linéairisé du systeme (1.2)) au voisinage du point

d’équilibre x, le systeme

& = Az, (1.3)
ou A = DF(zg) est la matrice jacobienne de F' au point g :
OF;
DF(x) = (8 (x0)> : (1.4)
Lj 1<i,j<n

Exemple 1.1.1. Soit le systéme non linéaire suivant
T =—3T
. (1.5)
y =2y + 3.
L’origine est le seul point d’équilibre de ce systeme. La matrice jacobienne associée a

(1.5) calculée en (0,0) est
-3 0
DF(0,0) =
0 2
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Donc le systeme linéairisé est

{ t= s (1.6)

y =2y
Définition 1.1.7. Le point critique xy est dit hyperbolique si aucune des valeurs propres

de la matrice jacobienne DF'(zy) n’a de partie réelle nulle.

1.1.5 Portrait de phase

Soit le systeme différentiel de la forme :

{5” = Ply) (1.7)

ou P et Q sont des polynomes en x et y a coefficients réels de degré d. Les solutions
((t),y(t)) du systeme ci dessus représentent dans le plan (z,y) des courbes appelées

orbites.

Définition 1.1.8. Les points critiques du systeme (1.7)) sont des solutions constantes et
la figure complete des orbites du systeme, ainsi que ces points critiques représentés dans

le plan (z,y) s’appelle portrait de phase. Le plan (x,y) est appelé plan de phase.

1.1.6 Nature des points d’équilibre

On utilise la linéarisation pour 1’étude de la nature des points d’équilibres.

Définition 1.1.9. Soit le systeme différentiel linéaire ([1.3)), ot A est une matrice d’ordre
2. Soient A1 et Ag les valeurs propres de cette matrice. On distingue les différents cas selon

les valeurs propres A\; et Ay de la matrice A.

(i) Si A1 et Ay sont réelles non nulles et de signe différent, le point critique x = xq est

un point selle, il est toujours instable.
(i) Si A1 et Ay sont réelles non nulles et de méme signe on a trois cas :
(a) Si A1 < Ay <0, le point critique = = x4 est un noeud stable.
(b) Si0 < A; < Ag, le point critique z = xy est un noend instable

(¢) Si Ay = Ay = A, le point critique # = xy est un neend propre, il est stable si
A < 0 et instable si A > 0.

(iii) SiA; et Ag sont complexes conjuguées et Im(A;2) # 0, alors le point critique x = x
est un foyer. Il est stable si Re(A12) < 0 et instable si Re(A;2) > 0.

(iv) Si A et Ay sont imaginaires pures avec Im(A;2) # 0 et Re(A2) = 0, alors le point

critique x = x( est un centre et il est stable mais pas asymtotiquement stable.

10



1.1 Notions préliminaires

1.1.7 Stabilité des points d’équilibre

L’étude de la stabilité d’un point d’équilibre nous amene a connaitre le comportement

des trajectoires voisines de ce point d’équilibre.

Définition 1.1.10. Soit le systeme

dx

a:f(t,x),xE]R”,tER (1.8)
Supposons que f satisfait les conditions du théoreme d’existence et d'unicité de la solution
et soit ¢(t) la solution du systeme (1.8)). On dit q'un point d’équilibre p est stable si Ve > 0,

36 > 0, tel que
l|p(t) —p|| <5 = ||p(t) —p|| < e VE>tg

Définition 1.1.11. On dit q'un point d’équilibre p est asymtotiquement stable s’il existe

un voisinage de p tel que pour tout x dans ce voisinage tlim o(t) = p.
—+00

Théoreme 1.1. Soit le systeme linéaire . Le point x = x( est asymptotiquement
stable si et seulement si toutes les valeurs propres de A ont des parties réelles strictement
négatives.

Si A a au moins une valeur propre avec la partie réelle strictement positive, alors le point

T = x¢ est instable.

1.1.8 Orbite périodique et cycle limite

Définition 1.1.12. On appelle solution périodique toute solution x = ¢(t) du systeme
(1.2) telle qu'’il existe un nombre 7' > 0 vérifiant :

¢t +T) = ¢(t) (1.9)

e Le plus petit réel T > 0 qui vérifie (1.9)) est appelé période.

e A toute solution périodique correspond une orbite fermée dans ’espace des phase.

Exemple 1.1.2. L’oscillateur harmonique est régi par I’équation différentielle

T+ w?xr = 0 qui équivaut au systéme

T=y
= —w?c
Ce systeme s’integre facilement puisque % = —w2§ ce qui donne pour ensemble de
solutions
v+ w?a? =C

11



Chapitre 1. Notions préliminaires et théorie de la moyennisation

Autrement dit , ce systéeme possede une famille continue & un parametre de solutions

périodiques représentées dans le plan de phase par des ellipses.

Définition 1.1.13. Un cycle limite C du systeme (|1.2)) est une trajectoire fermée isolée
dans I’espace des phases. Ceci signifie qu’il existe un voisinage de C dans lequel il n’ya

pas d’autre courbes fermées.

Remarque 1.1.2. Si toutes les trajectoires voisines s’ approchent du cycle limite C
lorsque t — +00, il est dit stable ou attractif. Si en revanche toutes les trajectoires voisines

s’élotgnent du cycle limite C lorsque t — 400, il est dit instable ou non attractif.

Définition 1.1.14. L’amplitude d’un cycle limite C est la valeur maximale de la variable

x de ce cycle limite

Exemple 1.1.3. Soit le systeme
T =ar—y— ax(z?+ y?)
j=x+ay—ay(@® +y°)

tel que o € R est un parametre.

En coordonnées polaires x = rcosf et y = rsin @, le systeme précédent devient
r=ar(l—r?
0=1

r = 1 correspond a l'orbite périodique est un cycle limite stable pour v > 0, et instable

pour a < 0. Si @ = 0 le systeme a une infinité de nombre des orbites périodiques et il

n’ya pas des cycles limites. (Voir figures (1.1),(1.2) et (1.3)).

Remarque 1.1.3. Les cycles limites apparaissent seulement dans les systemes différentiels

non linéaires.
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| f 7L =B NN L AN
I /7NN A TN
Hidresdr=mmN 11T 111 AN
VLld g rwremesN LY § FELE NS
I{//({{{(fﬂ[ﬂ{//]f?\
ARV el TR E R
[ QA N e ey
DS R e i
R e~
SRS NN S NN
R e ' |
SONANG NS N N S s e P
e N N N N e s s 7
ﬂﬂﬂﬂﬂ e e I S o B I

FI1GURE 1.1 — Cycle limite stable pour o = 1.
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FI1GURE 1.2 — Cycle limite instable pour a =

—1.
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FIGURE 1.3 — Centre pour o = 0.

1.2 Théoremes de la moyennisation du premier et

deuxieme ordre

La méthode de moyennisation est 'une des plus importantes méthodes perturbatives
utilisées actuellement dans 1I’étude des cycles limites des systemes dynamiques. Elle a été
introduite par Krylov et bogoliubov en 1937 [23] et Mitropolskii 1961 [6] . Elle a été
, sanders et Verhulst [37], Malkin (1956) [26]
, Roseau (1966) [25] et Llibre et Buica (2004) [I1] . Dans le cas périodique I'idée de

base et de considérer une équation différentielle perturbée mise sous la forme standard

ensuite développé par Verhulst [39]

suivante

T =cef(x,t,¢) (1.10)
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Chapitre 1. Notions préliminaires et théorie de la moyennisation

oute D, xe R |e|] <1 etfest T-périodique en t, | équation moyennée associée a
(1.10)) s’écrit
&= ef’(x)
ol

/ f(z,t,0)d (1.11)

La recherche des racines p081t1ves de ) réduit le probleme de la détermination des
solutions T-périodique de ((1.10] , qui est en général un probleme difficile en un probleme
algébrique moins difficile. On va présentér maintenant les résultats de base du théoreme
de la moyennisation que nous aurons besoin pour prouver les principaux résultats des
chapitres 2 et 3. Le théoreme de la moyennisation jusqu’au deuxieme ordre qu’on utilise
pour étudier spécifiquement les orbites périodiques, a été développé dans[L1]. Il se résume

comme suit.

1.2.1 Théoreme de la moyennisation du premier ordre

Le théoreme suivant prouve une approximation du premier ordre pour les solutions

périodiques de certains systemes différentiels périodiques.

Théoréme 1.2. [I1] Soit le systeme différentiel suivant :
i(t) = eFy(t,z) + *R(t, z,¢), (1.12)

ou F1:RxD —R"R:RxDx (—¢s,er) — R", sont des fonctions continues, 7-
périodiques par rapport a la premiere variable et D un sous ensemble ouvert de R™. on
définit Fig: D — R™ :

Fio(z) = %/0 Fi(s, z)ds, (1.13)

supposons que :
(i) Fi et R sont localement lipschitziennes par rapport a x.
(ii) Pour a € D avec Fip(a) = 0, il existe un voisinage V' de a tel que Fio(z) # 0, pour
tout 2 € V\{a} et det(D,Fyo(a)) # 0.

Alors, pour |e] > 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique ¢(t,¢) du

systeme ((1.12)) tel que ¢(0,e) — a quand € — 0.
Exemple 1.2.1. Considérons le systéeme suivant :

{ t=y (1.14)

y=—x+e(y®—y).

En coordonnées polaires x = rcos#, y = rsinf avec r > 0. Ce systeme devient

(1.15)

= ersin?0(—1 + r?sin® )
0 = —1 — e(cos fsin § — r2(cos 0 sin 6 + cos® § sin 6))

14



1.2 Théoremes de la moyennisation du premier et deuxiéme ordre

Le systeme (|1.15)) est équivalent &

dr
do

On note que I'équation (|1.16)) est sous la forme standard (1.12]) pour appliquer la théorie

de moyennisation si on prend

=ersin® 0(r?cos’d + 1 — %) + O(c?) (1.16)

r=rt=0,T=2r et F(tz)=rsin®0(r’cos’d +1—1?).

On calcule I’équation ([1.13]) on obtient

1

Fl()(?“) =

2m -1
/ rsin?0(r’cos®0 + 1 —r?)df = —r(3r* — 4) (1.17)
2m Jo 8

Les cycles limites possibles pour I'équation ((1.13) sont donnés par les racines positives de
I’équation
-1
Fl()(’/’) = ?7’<3T2 —4> (118)

On a
2
Flo(T) =0 = r = g\/§>0

Fllo(g\/g) =—1 7é 0

D’apres le théoreme ((1.2) le systéme ((1.14) possede un seul cycle limite, pour
le| > 0 suffisamment petit. (Voir figure (1.1) et (1.2) ).

S e e
7l S
Sa s M e
I R R
R R M
S IR N
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R A s
R EEEEEEE]
i RN RN
RHBLL S
G,
N\ RS
. % \%\“\K%K/a/./a’ s/j
RSN N
N S
e it P e g
R e e e s o o o
e A P Ar ANy

FIGURE 1.4 — Cycle limite instable de I'exemple (|1.2.1)) pour € = —1.
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FIGURE 1.5 — Cycle limite stable de 'exemple ([1.2.1)) pour € = 1.

Exemple 1.2.2. Soit le systeme :

T =—y+e(—x+rxy+2?),
y=z+e(-y+2), (1.19)
Z=c(a*+yz—1),

en coordonnées cylindriques © = rcosf, y = rsinf et z = z le systeme ((1.19) devient

(

& — e(r? cos* @sin 0 + cos 022 — r +rz — rz cos® 6)

B — 1+ Le(rzcosfsing — rsin6z* + cos® 0r* — r? cos 6)

| % =e(r?cos®0 +rzsing — 1)
Pour écrire le systeme (|1.19)) sous la forme standard pour appliquer la théorie de moyen-

nisation on considere # comme une nouvelle variable indépendante. D’ou

4 — e(r? cos® Osin @ + cos 0z% — r + rz — rz cos? )

(1.20)

% — e(r?cos? @ + rzsinf — 1)

Le systeme ((1.29) est de la forme

% = 5F1(07T) + 0(62)7

% - 5F2(97 T) + 0(52>7

ou Fi, F5 sont périodiques de période 27m. Calculons maintenant le systeme moyenné,

fi(r, z) = % 027r Fy(0,7r)df = tr(z —2),

V]

1.21
falr,z) = &= fOQW Fy(0,r)do = ir* — 1. (1.21)
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1.2 Théoremes de la moyennisation du premier et deuxiéme ordre

On résoud le systeme ((1.30)), on obtient les deux racines

(r21) = (V2.2)  (ray ) = (—V2,2)

Comme r > 0. La solution (\/5, 2) c’est la seule qui fournit un cycle limite. On vérifie

maintenant que le déterminant calculé en cette racine est non nul.

1 1
2z—1 5T

D(rl,zl):det< =—-1#0

ro 0 ) (r1en)=(V22)

D’apres le théoreme le systeme a pour |¢| > 0 suffisamment petit un seul cycle limite.
Voir figure (1.3).

FIGURE 1.6 — Cycle limite instable du systeme ({1.19)) pour ¢ = 0.001

1.2.2 Théoreme de la moyennisation du deuxieme ordre

Le théoreme suivant prouve une approximation du second ordre pour les solutions

periodiques de certains systemes différentiels périodiques.

Théoreme 1.3. [I1] Soit le systeme différentiel suivant :
i(t) = eFy(t,x) + 2 Fy(t,x) + 2 R(t, x, €), (1.22)

ou Fi,Fh :RxD — R" R:Rx D X (—¢s,e5) — R™, sont des fonctions continues,
T- périodiques par rapport a t. D est un sous ensemble ouvert de R".
On suppose que
(i) Fi(t,.) € CY(D) Pour tout t € R, Fy, Fy, R et D,F; sont localement lipschitziennes
par rapport a x, et R est différentiable par rapport a e.

On définit Fyg, Fyy : D — R™ tel que :

17
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Fio(z) = %/o Fi(s,z)ds (1.23)
et
Fy(z) = %/0 {DzFl(s,z)/O Fi(t, z)dt + Fy(s, z)| ds. (1.24)

(ii) Pour V' C D, un sous ensemble ouvert et borné de R", et pour tout
e €]—¢e;,e4[\{0}, il existe a € V tel que : Fig(a)+eFy(a) = 0, et det(F)y(a)+eFy(a)) # 0.
Alors, pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T-périodique ¢(t,¢) de
Péquation (1.22).
De plus si Fip(z) =0, et Jg,,(a) # 0 alors il existe une solution T-périodique isolée p(t, ¢)
de I'équation tel que ¢(0,e) — a lorsque e — 0 .

Exemple 1.2.3. Considérons le systeme suivant :

{ &= —y +e(z? — day), (1.25)

y =1+ (yPr +yPr — 2y + 6y° — ¢°).

En coordonnées polaires x = rcosf, y = rsinf avec r > 0. Ce systeme devient de la

forme

(
7= ¢ (—4r? cos? Osinf + r? cos® ) + £2(r® cos f sin § — 13 cos® f sin 6
+2r cos? 6 — r® cos” +15 cos® @ — 2r + 612 + 1% cos @ — 15 — 3r® cos® 0

+31r° cos? § — 1213 cos? +3r5 cos® § — —3r° cos® O + 612 cos* ),

0 =1+ e (4rcosf — 4rcos® § — rcos? 0sin 0) + £2(—r* cos 0 sin §
+7° cos® §sin @ — 612 cos® §sin O + 15 cos? fsin @ — 2 cos O sin §
—2r cos* @sin @ — r? cos* —r cos® O sin @ + 12 cos? O + 2r* cos® § sin O
+612 cos @ sin 6) .

\

considérons # comme une nouvelle variable indépendante on obtient

d
d—g =cFy(0,7) + & Fy(0,7) + o(e?), (1.26)
ou
Fi(0,r) = —4r*cos?Osind +r?cos®f
Fy(0,7) = 15r°sinfcos® § — 157° cos® §sin§ + r° cos § sin § + r° cos” § sin® 0

—r9 cos? Osin® O — 8r3 cos* Osin? O — 2r% cos® O sin? 6 + 2r° cos® A sin’ 6

—672 cos? Osin® @ + rO cos@sin? 0 — r°sin? 0 — 2rsin® 0 + 6r3sin 0

18



1.2 Théoremes de la moyennisation du premier et deuxiéme ordre

En appliquant maintenant le théoreme [1.3], on calcule la fonction moyennée

1 2w
Fl()(T) :g/o' F(Q,T)dé’:()
et
F
%(9, r) = —8r cos® §sin 6 + 2r cos® 6,
r
On calcule
0 0
/ Fi(y,r)dy = / (—4r? cos? 1 sin 1 + 1% cos® ) dip
0 0
—4 4 1 2
= ?rz — 57”2 cos® 0 + 57’2 cos® @ sinf + 57”2 sin 6.
On obtient

™

1(9,7”
-5 7
:r( P T

16

1 27 [%
Falr) = 5= [ IDAO.0) [ R+ Fa(0,2)as
) . (1.27)

Pour trouver les cycles limites, on résoud 1’équation(|1.27)) et on obtient deux racines
positives ry = %\/ 70 + 10v29, ry = %\/ 70 — 10v/29.

dFy, . 25 , 21

4 2
e
i T
D’ou
dF.
2 (1) = —13.33923079 £ 0,
dr
et
dF.
d20 (ry) = 1.739230730 # 0.
.

Donc il existe deux cycles limites (Voir les figures (1.5)).
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FIGURE 1.7 — Deux cycles limites du systeme ([1.25)) pour ¢ = 0.2.

Exemple 1.2.4. Soit le systéme :

.

T=—y+elr+2)+e(r+2),

§ y=x+e(—y+z2)+e? (1.28)

| 2= (e +y2?) + (2% +y2),

en coordonnées cylindriques © = rcosf, y = rsinf et z = z le systeme ((1.28) devient

(90 — (cosf + sin 6 + 2r cos? 6 — 1) + e2(r? cos? O sin? 6

dt
+ cos 0z + rcos®6)

B —1+4e(—2cosfsinf — bz 4 cosb2) 4 22(_ cog6sinf

dt
_smrez T C083 9)

4z — ¢(rcos@ + r3sinf cos? 0) + (22 + rzsinf)
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Pour écrire le systeme ([1.28)) sous la forme standard pour appliquer la théorie de
moyennisation on considere # comme une nouvelle variable indépendante. D’ou

(
4t — £(r? cos® §sin 6 + cos 0z* — r + rz) 4 €2(4r cos® 0 sin 6 + r? cos® f sin 0
+4zcos?0sinf — 2rcosf@sin@ — zsinf + 4z cosf — 4z cos® 6 + r cos? 0

2 (g2 2
2z cros 0 +z7)+0<€3)

(1.29)

&z — o(r3sinf cos® O 4 rcos ) + (22 + rsinf + (—r cos§ — sin®

do
x cos? 0)(—2sinf cos§ — S8 4 80y 4 (c3)
Le systeme (|1.29) est de la forme

& = eFu(0,7) + 2 Fia(6,7) + o(%),

L — cFy(0,r) + e Fos(0,7) + 0(€3),

ou Fii, Fio, Fo1, Fyy sont périodiques de période 27. En appliquant maintenant le

théoreme [1.3| on calcule les fonctions moyennées,

fi(r,2) = 5= [27 F1i(8,r)dd = 0,

27

1.30
folr,2) = % f027r Fy(0,r)do = 0. ( )

d(r, z)

d(Fi1, Fy) _ 2coss? — 1 sin s + cos s
cos s + 3sin sr? cos? s 0

et

0
/ Fii(s,r)ds = z — cos 0z + sin 0z + r cos f sin 6.
0

~1 1,

0
/ Fy (s,7)ds = —1® +rsinf — —r’ cos® .
; 3 3

On déduit que
F210(T7Z) _ i/%r d(FllaFm) /0 FH(S,T,Z) ds + F12(07T7Z) do
F3(r, 2) 21 Jo d(r,z) Jo \Fu(s,r,2) Fy(0,1,2)
d’ou
Fyy(r, 2) _ (=84 1?) (131)
F(r, 2) $2(r? — 2+ 22)
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On résoud le systeme ((1.31]), on obtient les deux racines pour r > 0.

(r1,21) = (2\/57 0) (12, 22) = (2\/5, —3> .

Ces deux solutions fournissent deux cycles limites. On vérifie maintenant que le déterminant

calculer en cette racine est non nul.

~3..2
—=re+1 0
D(h,Zl):det(Sr Lo ) =6#0
2r e —1+422 ()= (v22)
-3..2
—=re+1 0
D(TQ,Z2):d€t<8T . ) =—6#0

2T sre—1+22 (r20)= (2v/2,-3)

D’apres le théoreme le systeme a pour |e| > 0 suffisamment petit deux cycles limites.
Voir figure (1.5).

FIGURE 1.8 — Deux cycles limites du systeme ([1.28) pour € = 0.01.
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Chapitre 2

Nombre maximum de cycles limites

d’un systeme différentiel polynémial

planaire
Sommaire
2.1 _Résultats introductifs| ... ... ... .. ............ 24
2.2 Application de la méthode de la moyennisation du premier |
[ ordrel . . ... e 25
2.2.1 Preuve du théoréme [ 25
[2.3  Application de Ia méthode de la moyennisation du deuxiéme |
ordrel . . .. e e e e e e e e e e e e e e 27
2.3.1 Preuve du théoremelR2]. . . .. ... ... ... ... ... 28
2.4 Exemples d’applications] . ... ........ . ... . 0.0, 45

Dans ce chapitre, nous allons étudier le nombre maximum de cycles limites qui bi-
furquent des orbites périodiques du centre linéaire © = y,y = —x pour un systeme
différentiel polynomial planaire plus générale que les systemes et (2.2). D’abord
on énonce un premier résultat en utilisant la méthode de la moyennisation du premier
ordre avec la preuve puis, on donne un deuxieme résultat également prouvé en utilisant
la méthode de la moyennisation du deuxieme ordre. A la fin du chapitre nous donnons
quelques exemples illustratifs qui montrent que le résultat obtenu dans notre travail [14]

est une meilleure estimation que les résultats de [32] et [9].

Cette étude a fait 'objet d’une publication dans le journal ” Mathematical Methods
in The Applied Sciences ”.

Intitulé : ” Limit cycles of a class of planar polynomial differential systems. ”
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Chapitre 2. Nombre maximum de cycles limites d’un systéme différentiel
polynomial planaire

2.1 Résultats introductifs

En 2012, Llibre et Valls [32], ont étudié par la méthode de moyennisation le nombre de
cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques d’un centre linéaire = = y,y = —u,

le systeme

i =y —e(gn(z) + fmx)y) — e (g2(z) + frz(2)y),
g =—x—e(gn(z) + fa(x)y) — *(gaa(x) + for(x)y), (2.1)

ol g5, f1i, g2i, foi sont de degré respectivement k, [, n, m pour tout i = 1,2 et £ est un petit
parametere. Ils ont prouvé que le systeme (2.1)) peut avoir \; = max { [%] , [%} } cycles
limites en utilisant la théorie de la moyennisation du premier ordre et A3 = max < u +
m—1 l n—1 m k m n—1 -1 k -1 n k—1
5] u+ 5] 5]+ (3] B + (3] -2 + () + L B+ [5) 5) [ }
cycles limites en utilisant la théorie de moyennisation du second ordre telle que

: K-1 n
po=min {[55=],[5]}.
Quand gy;(x) = f1;(z) = 0, pour chaque i = 1,2 on obtient les systemes de Lienard )

Aussi, en utilisant la théorie de la moyennisation du premier et du second ordre, les

auteurs dans [9] ont étudié une classe de systemes de Kukles de la forme
=y
y=—z—fz) - g@)y - h(z)y’ — kx)y’, (2.2)

ou f(x),g(x), h(zx) et k(x) sont des polynomes de degré donné. Ils ont prouvé que le
systeme ([2.2)) peut avoir \] = max { [%} , [%] + 1} cycles limites en utilisant la théorie de

la moyennisation du premier ordre et A\;, = max {,u’ + [mT’I] , [an] + [%] , [%] + [”QT_I] +

L2+ (2] 41, 2] + (2] + 2, 22+, (2] 2] + 1} cycles limites en utilisant
la théorie de moyennisation du second ordre telle que i/ = min { ["72] , [%} + 1} )
Dans ce chapitre, nous nous intéressons au nombre maximum de cycles limites du

systeme différentiel polynomial généralisé :

i = y—elgnle)+ ful@)y) — (ga(z) + fra(x)y),
gy = —x—e(ga(z) + faulx)y — p1(55)3/2 - Q1(5’7)yg)
—£%(g22(@) + foo(@)y — p2(2)y® — @a2(2)y?), (2.3)

ou f14, foi, 91i, 92i, i €t q; sont de degré [, n, k, m, ny et ny respectivement pour chaque
t = 1,2. De plus, € est un petit parametre.
Notons que :
— lorsque p;(x) = ¢;(x) = 0 pour chaque i = 1,2 ces systémes coincident avec les
systemes différentiels polynomiaux généralisés .
— lorsque gy;(x) = fi;(x) = 0 pour chaque i = 1,2 ces systemes coincident avec les
systemes de Kukles généralisés .
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2.2 Application de la méthode de la moyennisation du premier ordre

Ainsi le systeme ([2.11)) peut étre considéré comme une généralisation des deux systemes

ED et @

Nos principaux résultats sont données comme suit

2.2 Application de la méthode de la moyennisation

du premier ordre

Dans cette section, nous déterminons le nombre maximum de cycles limites qui bi-
furquent du centre linéaire © = y,y = —x, par la méthode de moyennisation du premier
ordre.

On considére le systeme :

{ &=y —e(gu(z)+ fu(z)y) (2.4)

U= —2 — &(ga1(z) + fr(x)y — p1(x)y* — qi(2)y?)

ol g11, 921, f11, fo1, P1, ¢1 sont de degré k, m, [, ny, et ny respectivement et £ est un petit

parametre

Théoréme 2.1. Pour |¢| > 0 suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites
du systéme ([2.4]), qui bifurquent du centre linéaire & = y, y = —z en utilisant la méthode

de la moyennisation du premier ordre est

w=max{ [3].[552] . [2] 1} (2.5)

2.2.1 Preuve du théoréme (2.1

Pour appliquer la méthode de moyennisation du premier ordre, on écrit le systeme

(2.4) en coordonnées polaires (r,0)
x =rcosb, y =rsind, r > 0.

Posons

k m n
gi(r) = Z bi,lﬂl?i, g (z) = Z bi,ﬂi, fa(z) = Zai,ﬂi,
i=0 i=0 i=0
l o i (2.6)
fu(z) = Zai,lfb’i, pi(z) = Zpi,ﬂ?i, @ (z) = Z%,lxia
i=0 i=0 i=0

Le systeme ([2.4]) devient
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Chapitre 2. Nombre maximum de cycles limites d’un systéme différentiel
polynomial planaire

k l m
= —€ (Z b¢,1TiBz'+1,0(‘9) + Z Cbi,17’i+13i+1,1<9) + Z bi,27’iBz',1(9>
1=0 1=0 =0
n ni na
+ Z Cli,27”i+lBi,2(9) - Zp¢,17“i+23i,3(9) - Z Qi,lri+3Bi,4(‘9)> ’
i=0 i=0 i=0
. £ m . n . ™ .
0=—-1- ; (ZO bi,ZTlBi+1,0((9) + Z@ Gi,27”l+lBi+1,1(9) - ;pi,ﬁZHBiH,Q(@)
no k l
- Z Qi,er_SBi—l—l,?)(Q) - Z bz’,ITZBi,l(Q) - Z ai,1TZ+lBi,2(9)) ) (2-7)
i=0 i=0

=0
ou
B, ;(0) = cos’ sin’ 0.

Considérons maintenant § comme une nouvelle variable indépendante le systeme ([2.7))

s’écrit sous la forme suivante

dr B 9
i eF(r,0)+ O(e7),

ol
k l m
9) = Z biylrlBi+170(9) + Z CLi’17’1+1 COSZJrl Bi+171<0) + Z bi’QT’lBiJ(e)
=0 =0 =0
+ Z ai,27”i+1Bi,2(9) - Zpi,lri+2Bi,3(9) - Z C]z‘,17"i+3Bi,4(9)- (2.8)
1=0 =0 =0

Par conséquent, a partir du théoreme nous devons étudier les racines positives simples

de la fonction

Fo(r “or (Z biar Az-i—l 0(2m) + Z a;, 1 cogt A 1(2m) + Z bmriAi’l(Qﬁ)

=0 =0

+Zaz 2T1+1A22 27T sz 17,1+ AZ3 27T ZQz ITZJF Az 4(27T>> )
(2.9)

ou

21
AZ‘J‘(ZH‘) = A BZJ(Q) d@
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2.3 Application de la méthode de la moyennisation du deuxiéme ordre

Dans la proposition suivante, nous obtenons l’expression exacte de Fio(r).

Proposition 2.2.1. Fiy(r) est un polynome de la variable r donnée par

Fio(r) =7 § : 2 +},1( 'Z ) 2 z: ‘ ;20 2

—~ 2+ 1) — 20+ 1)!

A5

SQQz 104 2 +2
! 2.10
Z 2@+2 'L + 2 ) ( )

@1:35(22—1),OCZ+1 = (22—|—1)O&l

Preuve. A partir de (2.9)) et en utilisant les intégrales de l’annexe A, on obtient (2.10)).

Ceci compléete la preuve de la Proposition |2.2. 1.

D’aprés la proposition2.2.1] le polynéme Fio(r) a au plus {[%51], [%], [%] + 1} racines

positives. Par conséquent, le Théoreme [2.1] est démontré.

2.3 Application de la méthode de la moyennisation

du deuxiéme ordre

Dans cette section, on étudie le nombre maximum de cycles limites qui bifurquent du
centre linéaire © = y,y = —x, par la méthode de moyennisation deuxieme ordre.

On considére le systeme :

& = y—elgu(@) + f(z)y) — e (gra(x) + fr2(z)y),
gy = —x—e(gn(z) + fal@)y — ;m(2)y* — ai(2)y’)
—52(922(55) + foo(x)y — p2($)y2 - Q2($)Z/3)a (2.11)

ou fii, fais 915 9oi, Pi €t q; sont de degré [, n, k, m, n; et ny respectivement pour chaque

t = 1,2. De plus, € est un petit parametre.

Théoréme 2.2. Pour |¢| > 0 suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites
du systeme ((2.11)), qui peuvent bifurquer du centre linéaire & = y, § = —z en utilisant la

méthode de moyennisation du deuxieme ordre est

A= max{Al,A2 + 1, A3 + 2},
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Chapitre 2. Nombre maximum de cycles limites d’un systéme différentiel
polynomial planaire

ou

e B2 [ [5 1- [52)

o+ {m—l}l}

avec g = m X{ 1,&}

ot w=min {[551]. [3]}. g = min {[*52].[] +1}. o' =min{[3].[%] + 1}

2.3.1 Preuve du théoréeme 2.2

Pour la preuve nous utilisons la méthode de la moyennisation du second ordre ap-

pliquée au systeme (2.11)). Si I on écrit g11, fi1, g21, fo1, p1 and ¢; comme en (2.6, et

f12 Zcz 1$ 912 Zdz 11: 7f22 Zcz 237
r) = Zpi,zifi, @) = Z GioT'.
1=0 i=0

, Alors le systeme (2.11)) en coordonnées polaires devient

= —e(I +¢J),
6= —1- ;(AJraB),

ou

k l m
I = Z biar Bit10(0) + Z a1 Biy11(0) + Z bior' By, (0
i—0 i=0

1=0

ni n2
- Zpi,lri+2Bi,3(6> - Z Qi,ITH—ng 4(0)
i=0 i=0

k l m
J = Z di717“iBi+170(9) + Z CZ'71’I“Z'+1BZ'+171(9) + Z diyg’f’iBiyl (9

=0 i=0

- ZPiQTHzBm(Q) - Z C]i,27"i+331 4(0)
i=0 =0

28
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) + Z CLi’gTz‘—HBl 2(9)
=0
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2.3 Application de la méthode de la moyennisation du deuxiéme ordre

k l m ni
==Y biar'Bia(0) = > _aiar™ ' Bis(0) + > bior'Biyio(0) = Y piar T Biaa(0)
=0 =0 1=0

=0

ng n
- Z qi,lri+3Bi+1,3<9) + Z ai,zriHBHu(@),
i=0 i
!

k m ni
- Z di,lriBz 1 Z G, 17“ (9) + Z di,z""iBi—f—l,O(g) - Z pi,QTH—QBi-i-l,Q(Q)
- i=0

=0 =0
— Z Gior P Biy13(0) + Z cior™ ' Biy11(0).
i—0

Considérons maintenant # comme une nouvelle variable indépendante, ce systeme devient

= eF(r,0) + £G(r,0) + O),
ol
F(r0) =1, G(r6)=.J— 1A (2.12)
T

Pour calculer Fyy(r), prenant Fio(r) identiquement nulle ce qui équivaut a

(

bi1 = —ap2, 1=20
b . _ 3q2i—2,1 ag; 2 - 1
2+11 — T2 T 2410 t=1L.,p
b _ ag; 2 -0 )
2i+1,1 =  Tgppy AUEC (221 =
ou (2.13)
3q2i—2,1 s
boivig = i, avec aga =0 ) i=p+1,.. 1
ou
_ 3gq2i—21 _
azi2 = g, avec by =0 |
bait11 = Gai—21 = G242 = 0, i = po+1,..., Ao,

\

ou

p:min{[ﬁ],[ﬂ} {”Q]H} et po = max {u, i, 1} .

Premierement en utilisant (2.13]) nous obtenons
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Chapitre 2. Nombre maximum de cycles limites d’un systéme différentiel
polynomial planaire

d 4 — 442 .
- F(0,7) = b (Bao(0) — Boa(0) +Z )i 217 Bait2,0(0 +Zamr "Baio(0) ((2i + 1)

=1
p p
X Bo2(6) — Bzo(6)) = ) _(2i+ 1)aai-217 Baio2,0(0) +2 ) _(2i + 1)gai—217% Baio(6)
i=1 =1
! 2!
+ Z 2tby;, 2 B2z+1 o(0) + Z<Z + 1a; 17" Biv11(0) — Z(Z T 2)pi’1rz+1Bi’3(9)
i=0 =0
[n22 1] I:ngl]
B Z (20 + 4)q2i1.17273 Boi11.5(0) + Z ibior' ' B Z (20 + 2)agi127” ™
P 1=0
Ho )
X Bgi+1 2 —|— Z 22+ b2z+1 1T BQZ+2 0(9) + Z (22 + 1)a2i72r2182i’2(9>
1=p+1 =p+l
1o .
— Z (26 4+ 1)goi—0,17% Bai—2.4(8).
i=p+1

Puisque o = max {u, py, ¢'}, alors

d
%Fl(a ) T(@,r)—l—Sl(@,r), si Ho = M,
d
S F0.r) = %FQ(G ) =T(0,7r) + So(0,7), sipo= 1, (2.14)
S I5(0,r) =T(0,r) + 53(0,7), sipo=4,
ol
4 — 4 2i - 2i -
T(0,7) = b11(Bao(0) — Bo2(0)) + Z( % _ 1 )Goi—2,17" Bai2,0(0) + Z azi 27 Baio(0) (20 + 1)
i=1 i=1
4 ' P ‘
X B2 () — Bao(0)) — Z(Qi + 1)g2i—2,17" Bai_2,0(0) + 2 2(22' + 1)q2i—9.17% Ba; 0(0)
i=1 =1

%] l n [#%]

—+ Z QZle 17’ BQz+1 0(9) + Z(Z + 1)&1'71741'314171(9) — Z(Z + 2)pi717“i+lBl'73(9) —

i=0 i=0 i=0
m (23]
X (20 4+ 4)q2is1.17% 1 Boip13(0) + Z ibior' "' Bi1(0) + (20 + 2)agi1197* T Boi1.2(0),
i=0 i=0
et
IJ/ .
Sl ((9, 7”) = 4+ Z a2i’2r2132i’0(8) ((2Z + ].)BO’Q(@) — BQ,O(Q)) ,
i=p+1
H1 4 _ 422 0 M1 0 M1
Sy(0, 1) = i 0172 By i00(6) + 2 % + 1)qas_9.97% Bai o(0) — % +1
2(0,7) i_zp;rl( 2 —1 )@2i—217"" Baiy2,0(0) + i_zp;rl( i+ 1)G2i—2,27" Ba;o(0) i_zp;l( i+1)

X Q2i72,lr2iBQi72,O(9)a
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2.3 Application de la méthode de la moyennisation du deuxiéme ordre

/ /

© 12
20+1, 5 , i
53(9, 7“) = Z (2Z + 1)(]21 2 1(22 1)7“2 Bg@g(&) — Z (27/ + 1)(]21',2717’2 821;272(6),
i=p+1 i=p+1

et

y(O,7) = [} F(w,r)dy.

Pour ce faire, nous réecrivons

p p
F(QJ 7”) = 7”511(232,0(9) - 1) + Z(am‘,z + QQQi—2,1)T2z+lB2z‘,0(9) + Z(b2z‘+1,1 — A9 2 — QQi—2,1)

i=1 i=1
X T2i+132i+2 0 Z q2i—2, 17’ B2z 2 o Z A2i+41, 27“ BQH—I 0(9) (1 - B2,0(9))

[3] (4]

ni l
+ Z 621,1T2iB2i+1 of Z q2i+1, o B22+1 4(0) — ZP@MHQB@',:;(Q) + Z Gi,ﬂ“iﬂ
i=0 i=0 i=0
m ' Ho '
X Biy11(0) + Z bior'Bi1( Z a2i 97 T Bo; (0)(1 — Bao(0)) + Z SITRRY
=0 i=p+1 1=p+1
X B2i+20 Z q2i—2, 17” B2z 24(9)

i=p+1

puisque o = max {y, fi1, p1'}, alors

n (07 T)a sl Mo = W,
y(0.r) = S ya(0,7), sipo =, (2.15)
y3(97 T)) si Mo = ILL/'

En utilisant a nouveau les integrales de ’annexe A, on obtient
i+1 i+1

b1y
yi(0,71) = r7(sm (20)) + ; agi o7 Z B;sin(200) + Z Gaio7? ! ; B sin(210)
i+l [3] L
+ Z A2;41, 27”2 i+2 Z Vil sm 2l +1 ) + Z b2i717"2l Z Vil sm((QZ + 1)9)
i=0 1=0
[n22 . i+2 i+1
- Q21+1 1 Z Fiasin((20 4+ 1)0) + Z Qo; 27’2”1 Z ﬁl 1 sin(210)
=0 i=p+1
2 1 4 1 . 4
it — cos™ O+ ——cos™ 0| + Y ajrt?
2; ! {z+1)(i+3) i+1 i+3 Z; !

1
1— 1+2 bz
“iral Z 2
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i+1 +1

yo(0,7r) = rb— (sin(26)) + ZCLQIQTJH_I Zﬁzlsm 210) + Z Q2i—2.17 i+l Zﬁzlsm (210)

[n_l] i+1 5 i
+ Z Agi1,0m2 2 Z% sin((20 + 1)0) + Z bai 17" Z Yiasin((21 4+ 1)0)
=0 =0 =0
n2 1 . .
42 _ 751 ' 1+1 ~
— Z q2i+1,1 Z ’%71 Sin((Ql + 1)9) + Z QQi_Q,ﬂ“Ql—H Z 51',[ SiD(?l@)
=0 i=p+1 =1

B ' - Hlg 4 —  cos't3 it
;p”lr {(i+1)(z‘+3) s O g eos ]Jr;az,lr

1 : " 1 .
1+2 i i+1
Xi+2(1_COS 9)+;bivgri+1(1—cos 0),
b i+1 i+1
ys(0, 1) = 5 (sm (20)) + 2&2127“2” Zﬁllsm (210) + Z Q2i—2.T 2i+1 lz;ﬁzlsm 210)
[nil] i+1 5 A 7
+ Z agit1, or2it2 Z Fiasin((20 4+ 1)0) + Z b%lrm Z Yiasin((20 + 1)6)
i=0 1=0 i=0 1=0
n22 1 ito i .
- Z T QQ1+11271151H 21"‘1 Z q2;—21T i+l Zﬁ”SHl 2[9
1=0 i=p+1
— 2 1 1
. A2 _ +1 0 i+3 0 Ceitl
;p”lr [(i+1)(i+3) A }+§““T
X 1 (1-— cos' 2 0) + i”: b; o1 ! (1— cos' ! 0)
i+ 2 R ’

ou

4—47°)3; )
Vit = 0<I<i i+ U + 28y, 0<I<i-1,
il Vi1l <1<,

Vit = I ’ B“ - % + 28,4, =1,
—Yit1,i+15 =1+ 1, 2
' (4—4i*)Bit1,i .
(41'2:{)1 =, l=i+1,

Vit = 2%ig10 + Yigor, 01 <0,
: s 0<i<i,

5., — - . ) ) ) . o (2e+1) >
71,! 271+1,z+1 + 71+2,z+17 =1 + 17 ) ﬁzl *2(Z+1)r3z+1,1+1 g N )
Vit2,i4+2, =1 + 2, (2i+1)
et
(494+1)p5; 214-2)3; .
) Biony — Gt 4 B ) 0<I<i—1,
2. 4i+1)B; ; (2i42)8;, .
BZJ - _( (22—)15) (2i— g lﬁl+1 1y [ = Z,
= l=itlL
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2.3 Application de la méthode de la moyennisation du deuxiéme ordre

Maintenant, nous déterminons la fonction correspondante Fyo(r) = L(r) + H(r), avec

(r) szdF ry(0,7r)d0, si o = p,
L(r) = (r) f% LFO,r)y(0,r)do, sipo = p,
3(r) = f27r LEO,r)y(0,7)dd, sipo =,

Hi(r) = o 027r G(0,7)d0, si g = p,

H(r) = q Hy(r) = &= 027r G(0,7r)dl, si g = pa,

2

Hs(r) = 5= 027r G(0,7r)dl, sipo=p'.

2w

La Proposition suivante nous fournit une expression de Fyo(r).

Proposition 2.3.1. L’intégrale Fyy(r) est un polynéme de la variable r donnée

Fyo(r) = 7 (Pu(r?) + P Py(r®) + r* Ps(r?)) |

ot Py(r?), Py(r?) et Ps(r*) sont des polynomes de la variable r* de degré respectivement
B 2 B S B B
l m — 1
Mo + {5} , o + {T} },
o (22 [ B [ L[5 (o [ (51
Aszmax{ [%] + lm;l] ; [l;l] + [nQQ_l} },

et po = max{p, p1, '}

Avant de prouver le résultat ci-dessus, nous allons d’abord calculer respectivement les

intégrales L(r) et H(r). Pour ce faire, nous avons besoin de quelques preparatifs.
Lemme 2.3.1. L’intégrale Ly(r) est un polynome de la variable r donnée par
L1 (7”) =T (?11(7"2) + 7”2?21 (7’2) + 7"4?31 (T2>) s

ot Py1(r?),Py1(r?) et Psi(r?) sont des polynémes de la variable r* de degré respecti-

vement
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Preuve. De (2.14) et (2.15) nous avons

12

_ J

—E M;1(r) avec M,;( E M,
i=1

Mlvl(r) = A i bl,l (3270(9) — BQQ(@)) y1(9,7‘)d9,

m L (4 — 42 o
M2,1(7“): Z % — 1 q2i—2.1T Bzi+2,o(9)y1(9,7")d9>
0 =1
p

Mgvl(r) = A ' Z: a22‘72r2i32i,0(0) ((2Z + 1)3072(9) — BQ7O(Q)) U1 (0, T)de,

=
—_

27 P
My (r) :/ 2(22+1)Qm 0.17° Bai—2.0(0) y1(0,7)db,
0

2T [
M6,1(7”) = / Z 2ib2i,17’217132i+1,0<9) yl(ea’f’)dea
0 .

l

M7 1 / Z 1 —|— CI,Z 1r Bz—i—l 1(9) y1(9 ’I")d@

0
ok
Mgl Zsz 21" zl yl(e T>d9
0
2 [an]
My ( Z (20 + 2)agir197" " Baiy1.2(0)y1 (0, r)db,
0
27 n

§
c\

(i +2)p;, it B 5(0) y1(0,7)d6,
0

-]

n2

27r
Mq(r) = —/ (20 + 4)qit1, i B2Z+1 s(theta) y,(0,7)do,
0

M12 1 / Z A2, 27” BQZO ) [(21 + ]->B0 2(9) — 3270(9)] yl(Q,T)d(g

i=p+1

@n
»
O

En utilisant les integrales de l'annexe A, on a a partir de 120 produits entre les différentes
sommes seulement 48 ne seront pas nuls apres ['intégration par rapport a 6 entre 0 et 2.

Donc les termes qui contribuent a Li(r) donnent

Ly(r) =V (r) + L(r),
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2.3 Application de la méthode de la moyennisation du deuxiéme ordre

o

=0 =0 =0
. 5] » (=]
+ STALETT YD AL+ D AR ()
=0 =1 =0 j=1 =0 j=1
(5] » 5] » (=]
+ ZA;lJ z+]+1 + Z A H—] Azﬁj(r )H—j
=0 j=1 i=0 j=1 j=0 i=1
3] [5] 5] [%] (3] [5]
7 i 8 2\1 9 2\i+j5—1
+ Aj;(r7) 4 A, (%) T+ A7) ﬂ
i=1 j=0 =1 7=0 i=1 7=0
2] 2 2] [ 2]
+ Azl,(]) (T )H—]—i—l + Z All z+]+2 + Z A z—i—j—i—l
i=1 =0 i=0  j=0 =0 j=0
(3] [*%] (%3] [] (3] %]
IDIDINTISELND S) SHISELND DO S il
i=1 j=0 i=1 7=0 i=1 7=0
et
o ), R, N
TORE D oD SETE RS 3 P YO LR S Spc el
i=0 j=p+1 i=0 j=rho i=0 j=p+1
ot
Bl _ 3mag2p2it1,1 (1 + 1) B2 _ —iT ;100,241 B _ —ma 2025412041
i 27+1(j + 3)! T 2i(i +2) 0 2i(i+2)l

. : j+1
1 (9@ + 24] + 12)Oéi+j . ] = ~
A = Tqaj-21P2i11,1 ((Qj T2+ 1 3] + (20 + 3) g 1 BisKis |,
S=

1
—3(i +2j + Doy, AR
A2 = . i () 2 1 E s 7,5

7,7 7Tq2.7 2710;2 71 ((2j _ 1)21+](Z +] + 2 ? + 6_7 9

j+1

—3(i + 2j + Doy :
A3 i i—2,1b i . 2 1 stiis
i — Tq2j-2,102i41.2 ((2] C )24 )+ 2) 1+ g B] ,

j+1
(=3t 41 . =z =z
Aij = TQ2i2P2j+1,1 <2i+j+2(i —l-;' +3)1 + (20 + 3) EO BisKis |,
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Jj+1
5 _ ' ' Qi j41
Ay = M1 <2I+J+1(z +j+2)! (2i+1 Zﬁ; s ”) )

J+1
6 _ . , Qitj+1
Aij = Thai120252 (2z+a+1(z+ j+2)! + (241 ZBJ, ) )

T , —JQitji2 . s
Ajj = Tagiy11b251 ((@ T2+ 1 2] + (20 +2) ZO%SCHLS> ,
j+1

(60 + 47 + )it
A8 = Tthy; 1 Do 5 J (20 + 2) sCis
by = TP <(22+ 1)(2i + 3)27+i (i + j + 2)! (2i+ Z% ’

JQitjs1
A9: bz by; J sUi,s
S 2“((2 + 1200 (i + j + 1) HZ% )

Al,(j) —= _ﬂa2i+1,1a2j+1,2 ((2 (] ) +.7+2 22 + 2 Z ’Yj sy 5) B

+ 3)2+7+2(i 4 j + 3)!

AL = 27 a5 119411 ( 30+ Do + (2 +2) g%%,sCms) ,

, (20 + 3)2045H3(i 4 j 4 4)! —~
T A
A5 = 2Mairbas2 ((2@ + 8;23(: fy T : § Vi G ) ’

= (G s 5.
Alg’ = —TP2i,1G25+1,1 <(2?;(_7’._Bi;gfﬁ:{;ﬁj;?le_ajiz (2i+2 f%, i, > )

J+l
Qritq
Bl— a9; 1492, arhs 2Z+ sthis
i,j TA2i,10252 ((2] _ 1)21—&-]-{-1(@_’_] _|_2 Zﬁj )

J+1
2 ' . Qitj+1
B; i = mbait1,2a252 <(2j )2 (i1 )+ 2)] (20 +1) Z Bj.s K s) ,

_3a . ]“1‘1 B 5
3 ) ) i+j+1 . . '
Bi,j = TP2;i+1,102;,2 ((2] “1)2%2(i +j + 3)! + (20 + 3) Zl 5g,us,s> .

Donc le Lemmé2.3.1| est prouvé.
En travaillant de maniere similaire aux calcules ci-dessus nous pouvons obtenir les

résultats suivants, voir les Lemmes et 2.3.3]
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2.3 Application de la méthode de la moyennisation du deuxiéme ordre

Lemme 2.3.2. L’intégrale Ly(r) est un polynome de la variable r donnée
Lo(r) = r (Pia(r®) + r*Pos(r®) + r* Psy(r?))

ot P1o(r?),Pa(r?) et Psy(r?) sont des polynomes de la variable r? de degré respecti-

oG [ B P Bl B B )
" {5} o +1{mT_l} }1’ 1 1 1
e [ [ ) o) [ - B [P )

Preuve. De ) et - nous avons
14
= ZMi,g(r) avec M, o( ZM%JQ’
i=1

ot

2 1 p1 i+l

M, = / Z(l + 1)a; ' cos™! O sin 6 ( Z Gi—2ar? ! Zﬁ;,l sin(2l0)> de,
=0 i=p+1 =1
or kK i+l

M8772 = / Zibi,gri_l cos' @ sin ( Z Goi_oa 7 Zﬁzlsm (200) >
0 =0 i=p+1

i+1
MfOQ —/ Z i+2) pzlr Leost Osin® 0 (Z Q2i— 21r2+ Zﬂllsm 210) )
Jj=p+1
2 M1
Miga(r / Z (4 421 ) G2i—217" Bai12,0(0)ya(0,7)d0),

1=p+1

2T M1
M13,2(7’) = 2/ Z (20 + 1)‘]21‘72,17’22321,0(9)3/2(97T)dea

i=p+1

M1
M142 / Z 22+1 QQZ 21T BQz 20(0)y2<9 T)d@

i=p+1

et les intégrales M;o(r) = M;1(r) pouri=1,....,11 et j # 7 sont donnée dans le Lemme
231l

En wutilisant les integrales de l'annexe A, on a a partir de 140 produits entre les
différentes sommes seulement 54 ne seront pas nuls apres lintégration par rapport a 6

entre 0 et 2. Donc les termes qui contribuent a Lo(r) donnent
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polynomial planaire

ot
l —1 n 1
[5] M1 [m2 ] M1 12
1 /,.2Vi+j z+ z+ j+1
DD IRCHITEED S SRS R DI SR Ty |
=0 j=p+1 =0 j=p+1 =0 j=p+1

1
3(i+ 27 + 1) AL
C}, = mqaj_21a2; Lo+ (204 1) § K
7,] 7Tq2] 2,1a2 ,1 ((2‘]_1)22_’_3(2_’_]_’_2 Z+ ﬁ] ?

]-‘rl

=30 +2)+1)oy >
CiQ:j = WQQJ',QJZ?QFFLQ ( ( J ) + 27/ +1 Z 5] siyq s> )

(27 — 129 (i + 5+ 2)!

. . j+1
s (9 + 245 + 12)a;y , — 3 -
Cri = Tq2j-21P2i11,1 <(2j 127 (i 1+ + 3)! + (2 + 3) Zﬁj,sKis :
s=1

Donc le Lemme [2.3.2 est prouvé.

Lemme 2.3.3. L’intégrale Ly(r) est un polynome de la variable r donnée

L3(T’) =T (?13(7"2) + ?23(7"2) + ?33(7”2» s

ot P13(r?),Pas(r?) et Ps3(r?) sont des polynomes de la variable r? de degré respectivement
k [—1 m n—1 k m k ny
—max H { } 2]+{ 2 }H*M—LHWE}’
a [ o2 ])
n — [—1 m ng — 1 n—1 ny , ny—1
- e { } { ][ﬂ“{ 2 ]’[Q]Jr[?}"”r[ 2 ]}

et Ag .

Preuve. De ) et - nous avons
13
= ZMZ-73(T) avec M, 3( ZMfS,
i=1
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2.3 Application de la méthode de la moyennisation du deuxiéme ordre

ot

o L +1 ~
M, = / Z(Z + l)amri cos' T fsin g Z q2i—217 2i+1 Zﬁ”sm (216)

7 0 =0 i=p+1

or k i+1 ~
Mgg = / Zibivg'f’iil cos® fsin O < Z Gaioar” Zﬁ”sm (210) )

0 =0 i=p+1

i+1 ~
]\41703 —/ Z (i 4+ 2)p; 1" cos’ O sin® 0 ( Z q2i— 217“2”126”sm (216) )
i=0 =p+1
27 w
214+ 2
Mz 3(r / Z (2i 4+ 1)qai—21 (22, 1) 72 Bai 2 (0)y3(0, r)db),
= p+1

M133 / Z 2Z+1 q21 21T BQZ 22(9)?/3(9 ’I“)d&

i=p+1

et les intégrales M;3(r) = M;1(r) pouri=1,...,11 etj # 7 sont donnée dans le Lemme
231

En utilisant les integrales de ['annexe A, on a a partir de 130 produits entre les
différentes sommes seulement 51 ne seront pas nuls apres l'intégration par rapport d 6

entre 0 et 2. Donc les termes qui contribuent a Ls(r) donnent
Ls(r) =V (r) + I3(r),

ot

] EM:HI ’H—] Z 2“,: Hz‘ z+]+[z] Z Z+j+1 :

=0 j=0 =0 j=p+1 =0 j=p+1
1.
—3(2] + 1)y, Al
1 _ +J
H;; = magi1q2j-21 ( )2 (i 4 j + 2)! (20 4+ 1 ZB]S is | s

1.
—3(2j + o s
2 _ i+j
H; i = mbait12q2j-2.1 ( D201 (i + j + 2)! + (20 +1) Zﬁjs is | s

i1 .
15(25 + 1) iy o Z
sz = TP2i+1,142j—2,1 ( 2@+g+2(2+;+3 (21 4 3) E B;sKis |-

Donc le Lemme [2.3.3] est prouvé.
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D’apres les Lemmes —2.3.3, on obtient
L(r)y=r (ﬁl (r?) 4 r¥Py(r?) + 7“41_33(7“2)) ,

ot P1(r?),Py(r?) et P3(r?) sont des polynoémes de la variable 72 de degré respectivement

w7 B )l Bl )
. {5} ’M0+1{mT_l} }17 1 1 1
o [P [ ) ] [ ] s [

et Az . po = max {, p1, '} -

Lemme 2.3.4. L’intégrale H(r) est un polynéme de la variable r donnée par

H(r)=r (@1 (7’2> + 7’2@2<T2) + 7"4@3(7”2)) )

ot Q,(1?),Q4(r?) et Q4(r?) sont des polynomes de la variable r* de degré respectivement
n k—1 k [—1 m n—1 k m k ny
A =max{ [3]. [T} / H * {T] ik { 2 Hﬂ 5l H +[3]
I A R i !
Ho 9 » o 9 )

v mec M L [ [ o] [ [ [ ) (51
Ay — max [%]+[n2;1:|,[l;1:|+[n22—1:|}7
et pio = max {p, p1, '}

Preuve. De(2.12) on a

k l m
G(’f’, 0) = Z di,ﬂ‘iBi_._Lo(e) + Z Ci,1Ti+lBi+171(9) + Z di727”iBi71(¢9)
=0 =0 =0

n ni n2
+ Z Ci’g’f’iBi’Q(e) — Zpi,2ri+2 COSi Bl73(0) — Z qi,gri+3Bi,4(9)
=0 =0 =0
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2.3 Application de la méthode de la moyennisation du deuxiéme ordre

n m
i1
-2 E E ai’ijQTZ J

i=0 j=0

l k
+ 2 Z Z a,-71bj717"i+j_lB

i=0 j=0

n l
i+j
+Y D izt

i=0 j=0

n  n
)0 agopar T

i=0 j=0

kK m
L
=)D buabjar™T

1=0 =0

nit n
i+j+
+ E E Pi1Gj 27

i=0 j=0

no l
i+j+2
- E E Ginajart™

i=0 j=0

ni k
i+j
- E E Pi,lbj,ﬂ" J

i=0 j=0

m  no
Bitjr1200) +2 Z biaqjam T Biyjp1.4(0)
=0 j—0
l n
irir1,2(0) — ;10" Biyji22(0)
=0 j—0

m k
Biyja(0) + Z Z biabjar 72 Biyj2(0)

i=0 j=0
l no
Bipjra(®) + > ainqiar By ia4(0)
i=0 j=0
Biiji20(0) + Z Z bi1pj, ot z+j+2,0(0)
=0 7=0
ny ne2
z+j+1 4 Z sz 145, 17’ z+j+1,6(9)
=0 7=0
ne Ny
Bi+j6 quz 1Pj 17“ z+ j+1 6(9)
=0 7=0
Biyja(0).

Encore, en utilisant les integrales données dans l’annexe A, nous calculons

H(m:/ G(r,0)d

27 [%] 2 [7%2]
= [ Z d21+1 17" / B2z‘+2,0(9)d9 + Z 021‘,27‘21/ B2i,2(0)d0 - Z Q2z‘,27’2z+2
0 i=0 0 i=0
[#5+]

2T 27 2T
X / BQZA(Q)d@ — Z a0,262j+1,2r23 <2/ B2j+2’2(9>d8 — / B2j+2,2(6>31’0<2¢9)d8)
0 0 0

7=0
7n 1 [nlfl]
j o ol . .
-2 Z Z @i a1 27" / Baiyaji02(0)dt — 2 Z Z 2i2baj127° T %

i=1 7=0 0 i1 =0

. ] i o |

/ Baisj42,2(6)d6 =2 Z Z ;11,2270 / Baiy2j12.2(0)df) — Z (0,202j1 7%

0 =0 35=0 0 =0

[é] ) ) 2
a2i72a2j717“2l+2] / B2i+2j,2(0>
0 0

el
Z a2i41,1

2 2 P
( / By;2(0)B1(20)d6 + 2 / B2j+2,2(e)de> -y
0 0 i=1

=1 j=

21
X By (20)d6 — Z Za2z 90917 / Boiy2j2(0)B1,0(20)d
0

i=p+1 7=0
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2 P 2T
21+27+2 21+27
X gjy10m" " / Baiy2j12,2(0)B1,0(20)d0 — § bait1,102j41,27 j/
0 . 0

i=1 j=0
mfl

14 T] o 2
X Baitajt2,0(0)B1,0(20)d0 — Z Z 2z+1,152j+1,27“2l+2]/ Byit9j120(8)B1,0(20)do

=1 7=0 0

o %] [5] -
- > Z boiy1,1b2j41,277 / Byiaj+20(0) B1o(26)d6 — o abajar” T

i=p+1 =0 0 i=1 j=0

1
2 [5] P 2
X/ BQi+2j,0(‘9)6)B1,0(29)d0+QZE a2i,1b2j+1,17“22+2]/ Boitoji22(6)dd
0

i=0 j=1 0
] 27
2i+2;
a2i41,102517 ]/
0

(5]
P o 3 27
X Ba;ioj422(0)df — Z Z QQi72,1b2j+1,17021+2j (m/ Boitaji2,2(0)B10(260)dd
: —1Jo

ME

2 1o 2
+22 Z a2i,lb2j+1,1r22+2j/ Byitoji22(60)do + 2

i=0 j=p+1 0 i=0 j=0

P P
Z %T”m / Baitajy2,2(0)d0 + 2
— 14 — 1 0

[5] [*]

=2 }
x> D b2i+172q2j—271T2i+2j/ Baisaja(0)d0 +2) | | baintair ar® 2
0

=0 j=p+1 i=0 j=0
27 ["12*1] ] 27 27
></ Byitojr2,4(0)dl + Z ao2paj+1am 0t (3/ B2j+2,4(9)d9—/ sz+2,2(9)d9)
0 — 0 0
(222 [] 5] »

2 2
+2 Z Z Agiy1.9P2jar > T2 / Byitoji24(60)do + Z Z a9i1Gaj 917> (/
0 0

=0 j=0 i=0 j=1

2T P
Bgi+2j74(9)d9 - / B2i+2j—26 ) +2 §
0

=1 5=0
(5] o E

Ho 27
+ 2 Z Z a2172p2j+1717“2’+23+2/ Bgi+2j+2’4(9>d0 + Z Z a2'i,1q2j72,17"21+2] (/
0

i=p+1 =0 0 i=0 j=p+1
[ [%]

2T
2i+25+4
E @2i41,19254+1,17 J (/ Bzz‘+2j+4,4((9)d9
: 0
7=0

nlfl
2

] 21
2042542
a2;2P25+1,17 J / Bzi+2j+2,4(9)d9
0

2T
Byit2j4(0) —/ Bzz‘+2j2,6((9)d9) +
0 i=0

ny—1
2

2T P [ ] 27 27
—/ B2i+2j+2,6(0)d0> + Z Z 521+1,1p2j+1,17”22+23+2 (/ B2i+2j+4,2(0>d9 —/
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2.3 Application de la méthode de la moyennisation du deuxiéme ordre

HOo I:nIQ_l] 2T 21
XB2i+2j+2,4(9>d6) + Z Z b2¢+1,1p2j+1,17"21+2]+2 (/ BZi+2j+4,2(‘9)d9 - /
i=p+1 j=0 0 0
%] [%] ) ) 2 27
Boiioji04(6)dl) — bai 1pajar? (/ Byitoj422(6)db —/ Bzi+2j,4(9)>
i=0 j=0 0 0
B, L 5] N
—2 Z Zp2i+1,1Q2j—2,1T22+2]+2/ Byito;6(0)do — 2 Z Z Doit1,1G2j—277 T2
i=0 j=1 0 i=0 j=p+1
. (3] [ o
X/ Byit2j6(0)d0 — 2 P2¢,1Q2j+1,17”21+2j+4/ BQi+2j+2,6<6)d9]-
0 =0 j=0 0

Puisque po = max{u, pu1, '} a partir de (2.13), et en utilisant les intégrales de 1’an-
nexe A, on obtient
Hy(r) =U(r) + Ji(r), pour k=1,..,3,

o

=0 7=0 =0 i=1 7=0
[25) 18] o 4
4 I i I i
+ B (r?)’ + A (r3)™ + A () Y By
7=0 =0 7=0 i=1 5=0 7=0
=02 5] 18] IO
+ Az](r2)z+]+1 + Z Z Ai,] (TQ)H_]_I + Z AZJ(T2)Z+]
i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 ;=0
p 2l BT ERIE]
+ Z Az‘,j(TQ)HJ + Ai,j(rz)lﬂﬂ + Z Aw@”z)lﬂﬂ
i=1 ;=0 i=0 ;=0 i=0 j=0
, B R I
D A Y Y A0+ G
=1 j=0 =0 j=1 7=0
(5] [%7] 3] [5] p
4 Z Z EZ( 2yitite 4 lei(TZ)er] +Z All‘;( 2)itit]
=0 7=0 =0 j=0 i=1 j=1
ny] 2=l
[2][ - ]—15 2\i+j+2
+ A2y,
i=0 j=0
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o
B X S
R =r[ 33 B+ > S BLeY T Y S B0,
1=0 j=p+1 i=0 j=rho 1=0 j=p+1
B R B
Jo(r) =r Cz‘,j(rz)zﬂ + i,j(TQ)H_J + Ci,j (T2>Z+]+1]>
1=0 j=p+1 =0 j=p+1 =0 j=p+1
w [mTfl]_l w [é] ., w [mTfl]_g .
Js(r) =71 H ,(r*) 4+ > Y H, () + H, (1)
p+1=0 =0 i=p+1 7=0 i=p+1 =0
w [nlz_l] A [é] u . nlz_l] w .
I7 2\it+j+1 I 2\i+ I7 2\i+j+1
+ Hi,j(r )T+ i,j(r )+ Hi,j(r ) ]?
i=p+1 j=0 =0 j=p+1 i=0 j=p+1
ol
E} _ 7752i+1,104i+1 E? _ T2;,204 s _ —37TQQi,204¢ = Wja0,2b2j+l,204j+l
! 2"(i+1)! ’ ! 21‘(2'4—1)!7 ! 2"“(2'—1—2)!’ J 21(j+2)! ’
T Tag;iobojs100tjp1 n t+j+1 T _ —Tagi1,202j 20 11
I 2045 (i + j 4 2)! 20+1 )7 24914+ j5+2)0
Z?- _ —7?0{21'72612];,1(1“]‘ itjio14 2(1 +J) +1 7 Z;l' _ —m(i Jrj)‘@2‘1‘+1,26l2j+1,17
T (20 + 5+ 2)! 21+ 1 J Qit+j+1
% Qg —? L —W(i + j)bQi,Qij,lai-i-j —§ _ 7TCL2¢+1,1b2j,1Oéi+j+1
(i+j5+3)! % (-1 +j4 1) 7 21+ 5+ 2)
Z7 o 37Tq%,2’1b2j+1’20éi+j . ('l —|—j —+ 1)(22 + 2] + 1) ZS o 37Tb2¢2(]2j+171
bl 21'”(2' + 7+ 2)! 432 — 1 ’ J 2i+j+l1
% Qij41 —9‘ _ 37T6L2¢+1,2p2j,104i+j+1 —5 _ _37Tja0,2a2j,1aj
(+7+3) 7 2+ 54 3) 7 T 20(j+2) 7
T10 _ T02i2P2j411 %541 o —j+3 7 _ —7(j — 3)ao2P2j+1,1041
B 2L (G § 4+ 3)! 20+1 )7 27+1(5 4 3)! ’

—11 Tagi1q2j-210sj-1 (1203 + 2415 + 12i* — 3i — 35 — 24i* + 1252 4+ 6
WO 2H(i+ j+2)!) ( 4% — 1 )
712 3m(i +J — 1)asiy1,192j+1,1 Q4541 a8 (i 4 J — 1)bai1pajiit;
irj 2+i+2(j 4 j 4 4)! T 20093 + j 4 2)! ’
—14  TQ2i—22D2j+1,1 it (—542'2 + 6% 4+ 1205 + 3i + 35 + 15)

W QL 4§ + 3)! 42 — 1
—15  157Qoii11P2 1041 =1 —1 —2 —3 —3 —10
L= oA T B..=A .. B, .=A_. B . =A_,
5J 22+j+2(7/ _|_] + 4)] ,J 1,] 7 1,J 2,] 7,7
—1 —7 —2 —11 —3 —14 —1 —7Ta2i72b2j+17205i+j+1
ij =iy Ciy=4A, C;=A

i T T (i )
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2.4 Exemples d’applications

72 —7 (i + J)@2i202j,1 Vit jir1 7 3T qi—2,1b2j41 2045
" 207+ (i + j + 3)! ’ b 2Hi(1+ 7 +2)
= 37T4(I2'i,2p2j+1,10(i+j+1 7 _ 67fagi71q2j,271ai+j,l (i+j-2)
ke 2z+a+2(i +5+ 3)! ! ©J 9i+j+1 (Z +7+ 2)!
50 —157P2it1,1G25—2,1 Vit

Wl 2HL(G 4§ 4 3)!

Alors on obtient

H(r)=r (@1 (7”2) + T2@2(T2) + T4@3(T2>) .

Ceci termine la preuve du lemme [2.3.4]

Preuve de la Propsition [2.3.1]. La Preuve suit par les Lemmes et en
considerant que Fy(r) = L(r) + H(r).

Preuve du Théoreme Notons que pour trouver les racines positives de Fyy(r)
nous devons trouver les racines du polynémes de la variable r? de degré A = max{A;, Ay +

1, A3 + 2}. Cela donne que Fy(r) a au plus A racines positives simple.

2.4 Exemples d’applications

Dans cette section, nous analysons deux exemples pour illustrer deux faits. d’'une part,
nous prouverons que la borne supérieure est atteinte, d’autre part et surtout, nous souli-
gnerons l'intéret réel de notre résultat par rapport aux résultats mentionnées dans [32] et
[9) ( A est superieure a la borne supérieure donné dans [32] et [9]) . les calcules de cette

section ont été vérifiés avec I'aide de Maple.

Exemple 1.
1. Soit k=6,n=5,n,=2,1l=1, m=1 et nyp = 1. On considere le systeme (2.11]),
ol
gu(e) = —x+ 20% + 230z —a® 428 fii(x) =14+ 2, gn(x) = P,

(z)
falw) =1 =% +a% + 5at = BES, pa(e) = fo +482%, ai(e) =5+,
(z) =x42° + 2t + B8IB5 0 fo(r) =142, gnlz) =2,

()

fao(x) = 14 & — 327 — 22299334 4 5 po(x) = 2%, @z)=—-1+z.

384
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On a Fijg est identiquement nulle, donc pour trouver les cycles limites , il faut

résoudre I’équation Fyy(r) = 0 ce qui équivaut a

Fy(r) = 5% (r® — 30r° + 273r* — 8207 + 576) .

Cette équation a éxactement quatre racines positives .
Dans [32], ce systeme lorsque p; = ¢; = 0 pour chaque i = 1,2 a au plus trois racines

positives en utilisant la méthode de moyennisation du second ordre.

. Soitk=4,n=1,n=1,1=1,m =1 et ny = 3. On considére le systeme ([2.11]),

ou

= - — %:ﬁ + 3 — 3$4, f11(9€) =1+ 1,76907 ng(x) ==,

(z)

for(z) =1+ =, pl(x):%x, () =142z — 23,
() =x+2°+2*, fo(z) =142, gplr)=—r,
(z)

foo(z) =142, po(z) = —-1+2% @) =1+z—2%+23
Un calcul simple montre que Fijg =0 et
Fy(r) = —;—6 (TG — 147 + 4912 — 36) .

Cette équation a éxactement trois racines positives .
Dans [32], ce systeme lorsque p; = ¢; = 0 pour chaque i = 1,2 a au plus deux racines
positives.

. Soitk=2,n=3,n,=1,1=1,m =1 et ny = 3. On considere le systeme ([2.11]),

N

ou

gu(z) = —z+2% fulz) ==z, gu(z)=uz,

l+z+322+2° p(z) =2, q@)=1+z—Fa3

gi2(x T+ 2 fi2(z) =z, goo(r) =1+ 22,

(z)
far(z)

(z)
fao(w) = 1+ o= 32° + 2% po(w) =2, @v)=F - Fa* +a°
On a Fjg est identiquement nulle et avec un calcul facile on obtient

Fao(r) = =55 (r© = 14r* 440" - 36).

Cette équation a éxactement trois racines positives.
Dans [32], ce systeme lorsque p; = ¢; = 0 pour chaque i = 1,2 a au plus deux racines

positives.
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2.4 Exemples d’applications

Exemple 2
1. Soit k=8, n=5,n=1,l=1, m=1 et ny = 1. On considere le systeme ,
ol
gu(z) = —x + 522 + 23 + ;—gm‘* — %+ %11‘6 — ﬁxs, fn(x) =8+ %x, go1(z) = %x,
for(z) = 14 8z — 22 + 1023 + 5 — %x‘:’, pm(z)=1- a: () = % + %x,
gio() =c+® + 2% + 27, fo(x) =, goolx) = —u,
foa(x) =1— 280 24 7 137 2t po(z) =1z, @r)=1+2.

On a Fjg est identiquement nulle , pour déteminer les cycles limites, il faut résoudre

I'équation Fyy(r) = 0 qui équivaut a

Foo(r) = r® — 30r% + 273r* — 820r* 4 576) .

e
576
Cette équation a éxactement quatre racines positives.

Dans [9], ce systeme lorsque ¢1; = fi1; = 0 pour chaque i = 1,2 a au plus trois

racines positives en utilisant la méthode de moyennisation du second ordre.
2. Soit k=6, n=1,n,=1,1=1,m=1et nyg = 1. On considere le systeme (2.11)) ,
ou

= —x 442 + 22 + 32* + 25, f11($)_1+124$ gn(r) = —m,

(z)

fa(z)=—-1+ 45x, pi(x) =1+ %% @ (z) =14 13 134
() =z +2*+ 525, fro(w) =2, go(z) = —=,
()

fa(r) = =3+, pr)=2, @)=1+ux

Un calcul simple montre que Fjg =0 et

r

Fgo(’l") = —% (

Cette équation a éxactement trois racines positives.

r® — 14r* 4 49r° — 36) .

Dans [9], ce systeme lorsque g;; = f1; = 0 pour chaque ¢ = 1,2 a au plus deux

racines positives.
3. S0t k=1, n=2,n=1,1=4, m=1et nyp = 1. On considere le systeme (2.11]) ,
ol
() =1+, fulr)=1—4z+ L2+ 2% — 22, goi(z) = —u,
fa(z) = 14322, pi(z) = 5z, qz)=1+uz,
(x) =2, fiolx)=x+2>+23+2, go(z) =1,
(z) =

1+ 232, pola) = —2, @r)=1-u1
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On a Fjy est identiquement nulle et avec un calcul facile on obtient

Fao(r) = — o (r — 149 4 4917 — 36) .

36
Cette équation a éxactement trois racines positives.

Dans [9], ce systeme lorsque g;; = fi; = 0 pour chaque ¢ = 1,2 a au plus deux

racines positives.
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Chapitre 3

Cycles limites d’une classe de

systemes différentiels du type Kukles
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Dans ce chapitre, on considere le probleme de la recherche du nombre maximal de
cycles limites qui peuvent étre obtenus en perturbant le centre du systeme différentiel
linéaire * = —y,y = x des systemes différentiels de Kukles généralisés en utilisant la
théorie de la moyennisation du premier et deuxieme ordre, respectivement. Les réponses a
cette question seront données dans le théoreme 3.1} Finalement on termine notre chapitre

par un exemple illustratif.

Le résultat de ce chapitre est accepté pour publication dans le journal ” Memoirs

on Differential Equations and Mathematical Physics.”

Intitulé : ” Limit cycles for a class of Kukles type differential systems. ”
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Chapitre 3. Cycles limites d’une classe de systemes différentiels du type
Kukles

3.1 Resultats introductifs

En 2019, Mellahi, Boulfoul et Makhlouf [35], ont étudié par la méthode de la moyenni-
sation le nombre de cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire

T = —y,y = x, du systeme
@ =—y+iz), =2~ f(z) = g(x)y — h(x)y* —doy’, (3.1)

ot I(z) = el (z) + €la(x), f(z)=cfi(z) +efa(x), g(z) = egi(z) + €ga(2),
h(z) = ehy(z) + €2ha(z) et dy = ed} + 2d2 ot Ix(), fir(z), g(z) et hy(z) sont de degré
respectivement m, ny, ny et ng , dt # 0 est un nombre réel pour tout k = 1,2 et € est un

parametre petit.

Ils ont prouvé que le systeéme peut avoir  A; = max {[21], [2],1} cycles
limites en utilisant la théorie de la moyennisation du premier ordre et
Ao =max {[5] + =] [5] + [5] -1 [=7], [=2] L (3] + (5], [%%7]
+ [%] , [%} ; [mTfl] ; ["12_1] + i, [”32“} + i, 1} en utilisant la méthode de la moyennisa-
tion du second ordre.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au nombre maximum de cycles limites des

systemes différentiels de Kukles plus généralisés que (i3.1))
P=—y+1U2)y" g=a— f@)y* —g(@)y* T = h(2)y* T —doy™ ™, (32)

ot [(x) = ely(z) + €la(), f(z) = efi(x) + e fa(x), g(x) = egi(x) + Ega(w),

h(z) = ehi(z) + 2ha(x) et dy = ed} + €2d3 ot lx(x), fu(z), gr(x) et hy(x) sont de degré
respectivement m, ny, ny et nz , df # 0 est un nombre réel pour tout k =1,2. « € Net ¢
est un parametre petit. Nous montrons aussi dans ce chapitre que le résultat obtenu dans

notre travail généralise un résultat récent présenté dans [35].

3.2 Application de la méthode de la moyennisation

du premier et deuxieme ordre

Dans cette section, on va appliquer la méthode de la moyennisation du premier et
deuxieme ordre afin d’étudier le nombre maximal de cycles limites qui bifurquent du

centre linéaire £ = —y, y = x. Notre résultat principal est le suivant.
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3.2 Application de la méthode de la moyennisation du premier et deuxieme
ordre

Théoréme 3.1. Pour || > 0 suffisamment petit, le nombre maximum de cycles limites
du systeme différentiel de Kukles (3.2)), qui bifurquent du centre linéaire & = —y, y = x

en utilisant la méthode de la moyennisation

w-o{[25] 1)

A = max{wy, ws + 1, w3 + 2},

(a) du premier ordre est

(b) du deuxieéme ordre est

ou

(3] 2| o 5]+ [5) -1+a 2]+ [3] +o [2]
= a. E— E— —_ —_ e _— —
Wi max 2 G5 2 G159 2] TY o)

m—1 n1—1

1}
[ . H . ]+u+0z, ,
1 1 _

w2—max{{n12 +a,{n22] [%} ,{32 ]+u+a},

. n3—1 I
W3 = 5 a,

3.2.1 Preuve de I’énoncé (a) du théoréme

Afin d’appliquer la méthode de la moyennisation du premier ordre, nous écrivons le
systeme (3.2)) avec k = 1, en coordonnées polaire (6,7) ou z = rcosf, y =rsinf et

r > 0. Dans ce contexte, nous prenons
ny . n2 . n3 . m .
fi@) =Y aix’, gi(x) =3 b, hi(z) =D ¢z’ and li(x) = > et (3.3)
i=0 i=0 i=0 i=0
Alors le systeme (3.2]) peut s’écrire sous la forme

F= € (7"2‘1 cos0sin®* 03" e;B;o(0) r' — r?*sin***1 0 P, (0, r)) ,

=0

. m (3.4)
= 1-¢ (7“20‘ sin®* 1 03" €; B, o(0) rt + r2*sin®* 0 cos § P, (0, 7")) :

=0
ou
PuO, ) = 3" asBig(0) 1 + S biBia(6) 1+ + 30 By a(6)r+2 + d 13 By 5(6).
ot 1=0 =0 =0
B, ;(0) = cos’ §sin’ 0.
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Maintenant, en prenant ¢ comme une nouvelle variable indépendante le systeme ((3.4))

devient
dr _ 2 RS i 200 s 2041 2
ik (r cos f sin G;GiBw(@) rt—r*sin® ™ 0 P(0,r) | + O(¢%)
= eFy(0,7) + O(e?).

Par conséquent, a partir du théoreme [1.2f nous devons étudier les racines positives de

la fonction

m ni n2
27TF10<T’) = Z eiAi+1,2a(27T) Ti+2a — Z aiAi,2a+1 (27T) Ti+2a — Z biAi,2a+2(27T)
=0 =0 i=0
. n3 .
w pit2at+l _ Z CiAi,2a+3(27T)7“H2a+2 _ d(l) 7’2a+3A072a+4(27T>,
i=0
(3.5)
ou Ai7j(2ﬂ') = f027r BZJ(Q) de.
Dans la proposition suivante, nous obtenons 1'éxpression éxacte de Fio(r).
Proposition 3.2.1.
r2atl %] 2i+1 2 20 + 1
F = ————— 314177021 20 — ————— byir* 0224
1o(r) 4 ;z’—ka%—l@“r T T L
2a+3)2a+1) , )
— %0094 | , 3.6
"o+ 4)(a+1) T (36)
ou
2a—1)2a—3)---1 1 21
02200 = : . ; - -
20T o+ 20) (200 + 20 — 4) - -+ (20 + 2) \ 221 i
Preuve. A partir de(3.5)) et en utilisant les integrales de I'annexe A, on obtient
201 (127 ]
Flo(r) = o Z €2i+1r22A2i+2,2a(27T) - Z b2ir22A2i,2a+2(27T)
=0 i=0
—dy 7’2140,2a+4(27T))
r2etl %] 2i+1 7] 20 + 1
= ————— egi177 Agi ga (27) — ————— boir Ag; 90 (2
dr i:0i+a+le2+1r 2i20(27) —i+a+l 20t Ai2a(27)

L @2a+3)(2a+1)
" 2a+4)(a+ 1)

TQAO,QQ (27’(’)) .
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3.2 Application de la méthode de la moyennisation du premier et deuxieme
ordre

Ceci complete la preuve de la Proposition [3.2.1] D’apres la proposition [3.2.1] le po-
lynéme Fio(r) a au plus {[™5+], [%], 1} racines positives . Par conséquent, I'énoncé (a) du

Théoreme est prouvé.

3.2.2 Preuve de I’énoncé (b) du théoréme

Nous allons appliquer la méthode de moyennisation du deuxieme ordre au systeme

(3.2)). pour cela nous écrivons fi(x), g1(z), hi(x), et [;(z) comme en (3.3), et
7] . 2 . 73 . m .
o) =2 pixt, ga(x) = X qia’y, ho(x) = ) sia’, b(x) = Y vt
i=0 i=0 i=0 i=0
Le systeme (3.2)) s’écrit en coordonnées polaire (6,7), r > 0 sous la forme suivante

r= ¢ (7"20‘ cos0sin® 0> e;B;o(0) r' — r?*sin** 10 P, (0, 7’)>

=0

+€2 (rza cos 0sin? 0 > v; B; o(0) 1t — r?*sin®** 0 Py (0, T))

m (3.7)
= 1-¢ (7“2& sin®* 1 03" e; B, o(0) rt + r2*sin®* 0 cos § P, (0, 7"))
i=0
—é (7“20‘ sin®* 1 0 3" v; B, o(0) rt + 12 sin®* 0 cos 6 Py (0, 7‘)) :
\ 1=0
n1 . n2 i n3 .
Otl PQ(Q, T) = Z szz,O(‘g) rt + Z qZB%l(Q) TZ+1 + Z SiBi,Q(Q)Tl+2 + d% 7"33073(0).
i=0 i=0 i=0
Prenant # comme une nouvelle variable indépendante, ce systeme devient
dr
de = EFl(Q 7’) +€ Fg(?” 9) + 0( )

ol

Fi(0,7) = r**cos @ sin®* Z eiBio(0) ' — r**sin®** 0 P (0,7), (3.8)
i=0

Fy(r,0) = I(r,0)+11(r,0), (3.9)

ol
I(r,0) = r*cosf sin’*0 Z v; Bio(0) 1" — r**sin®** 0 Py(0, 1), (3.10)

1 : o - «
II(r,0) = " <r2"‘ cos § sin® HzoeiBi,o( rt —r*sin®* o P (6, 7’))
(7"2‘” sin®***1 ¢ Z eiBio(0) 1" + r** sin®* 0 cos Py (0, T))
i=0

(3.11)
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Afin de caculer Fyy(r), prenant Fig(r) = 0, ceci est équivalent a
0<i<pu and i#1,

(
€2i+1 = 22': Hl bai,
bQ = 2a+1 do(ZOZ + 3) 1= 1, (312)
byi = €141 = 0, p+1 <<\,
\

L[]} A= max{["F], [%2], 1},

ot p = min{[2
i+2a

- Z &iBi,2a+1(9) r
i=0

]

[

]

[

Nous avons
(5]
Fif,r)=+ Z €2; 7”22+2a32i+1,2a(9) + e3r** 3By o4
i=0
n2—1] ns
. Z boii1 21+2a+282i+1,2a+2(9) Z Cirl+2a+23i,2a+3(9) — b, p2at3
i=0
LL .
X Bz,2a+2(9) d(l) 7“2a+330,2a+4(9) - Z bai 7“21”&“322',2&(9)
i=0
I .
20+ 200+ 2 it 90,
Dt T Baiaaa 0) (313
i=0
Puis
dFy(r,0 ks :
% = + ) (20 +2a)eq 7 Byt 9a(0) + (20 + 3)esr® T By oo (0)
i=0
ng—1
2 .
D (204 20+ 2)bgi g PPN

3

(Z -+ 20&)&1' ri+2alei72a+1 (9)
i=0

=0
n3
XBQZ+1 2a+2(9) Z(’l —+ 2a + 2)Ci7nl+2a+lBl 2a+3(6) (20& -+ 3)b
"2+ 200+ 1
21

_i:O
Z 20+ 1

(20& + S)dé T2a+2Bo72a+4
1=0
(3.14)

><7"2a+232,2a+2(9) -
(200 + 1) Bait224(6)) -

X 2it2a ((22 + 1)321‘72@4_2(0)
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3.2 Application de la méthode de la moyennisation du premier et deuxieme
ordre

En utilisant les intégales de 'annexe A, nous obtenons

y(r,0) = /OeFl(s,r)ds

(%] n (221
= Z €2 T22+2aA2i+1,2a(9) - Z az‘Ai,Zoc—H(e) rit2e Z b2i+1
i=0 i=0 i=0

n3

12

XTQZ+2Q+2A2¢+1,2a+2(9) - Z Cirz+2a+2Ai,2a+3(e) - Z b
i=0 i=0

<2 () + e3r®35(0) + dyr®™ P R(0),

(3.15)
ou
1 a—1
T;(0) = ESYDY <BQi+1,2a—1(0) + lz:; 72i,2a32¢+1,2a—2l—1(9)>
5o i-1
+ 252.% <BQi1,1(9> + lzl: 7]22',032@'211,1(9))
1 a—1
+ %1 <B2i+3,2a1(9) + ;72¢+2,2a32¢+3,2a211(9)>
a+i+1 :
_ ‘ B, o B
Qi+ )i+ 02i42,2a ( 9i+1.1(6) + ;nzwz,o % 2l+1,1(9)) ;
3 (07
S(0) = o+ 1) 2o+ 4) (Bs,2a—1(9) + 12172,2a+233,2a—2z—1(9))
3 1 2
— mBm(@) — m (35,2a—1(9) + ;74,20435,204—21—1(9))
04 90, 1
+ = (Bu(a) + 7 (Bsa(9) —31,3(9))),
1 (e}
= (2 ——— | B39, Bsoq o1
R(0) = (2a+ 3) (20 1 1) ( 3.90-1(0) + ;’mmw 3,202l 1(9))
(5 1 Oé+1
2,20+2 _
+ 5 31,1(9)] —(204—1—4) <31,2a+3(9) + ;70,2a+431,2a2l+3(9)> ,
ou
(20 —1)2a—3)--- (2 — 20+ 1) (2 —1)(2ac—3)---1

T2 = o0 ti—2)2at+i—4)- - (2at+i—2) T Qa+ti)2ati—2)---(i+2)

M2i,0 = 21<i_1)<i_2)...(i_[> .
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Maintenant nous déterminons, la fonction correspondante Fhyo(r) = EFy(r) + Fi(r),
avec
() = 27raF(9 Jy(0,7) et Fy(r) 1/%F(@ )df
r)=— — r r) e r)=— r)de.
20 or J, or ! ’ 20 or J, T2

Afin d’obtenir Fj,(r) il est nécéssaire d’évaluer les intégrales de la forme fo% B, 4(0)A; ;(8)db.

Dans le Lemme suivant, nous calculons ces intégrales.

2w

Lemme 3.2.1. Soit ®}7(27w) = |[;

vérifiées :

B, 4(0)A; ;(0)df. Alors les égalités suivantes sont

a) L’intégrale ®2F12*(27) est nulle si p est impair ou q est pair et il est égale d

a—1

1

_— A - a— 2 1 OLA ] a—20— 2
2a+2j 11 ( p+2j+2,0+201( ™) + ;1 V2541204 3p+25+2,g+20—21 1 ( 7T)>

2j+1,0
+ 52]—}—1,20[@17‘,](1 (27T>7

o

| 1 - 2 - G -))
@2]+170 2 et A 2
D,q ( 7T) 2]"’1 p+2]q+1 7T +; 2] _ 1 2] _3) (2]—2l_ 1)

X Apyaj-o1-2,4+1(2))

st p est pair et q est impair.

b) L’intégrale @f,ffaJrl(Zw) est nulle si p est pair ou q est impair et il est égale a

a—1

1

Tt 21 (Ap+2j+1,q+2a(27f) + E /32j,2a+1Ap+2j+1,q+2a—2z(27T)> ,
=1

ol
Qafa—1)- - (a—1+1)

2a4+2j—1)2a+2j—3) - 2a+2j—20+1)

B2j 2041 =

if p est impair q est pair.
c) L’intégrale @g{;ﬂ’m*l@ﬂ) est nulle si p est pair ou q est impair et il est égale a

a—1

1

T 21242 (Ap+zj+2,q+za(27r) + 62j+1,za+1Ap+2j+z,q+za+q21(27T>> :
=1

ot
2Qafa—1)-(a—1+1)

B2j+1,20+1 = (2a+2))(2a+2j —2)--- (2a+2j — 20+ 2)

st p et q sont tous deux pairs.
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3.2 Application de la méthode de la moyennisation du premier et deuxieme
ordre

f) Liintégrale Si(2m) = [ By g(0)T;(0)d0 = ;22 (2r) — 2LE2k2 21 F2.20 ()

est nulles si p est pair ou q est pair et il est égale a

a—1
1
sy % (Ap+2j+1,q+2a—1(27T) + lzl 72j,2a14p+2j+1,q+2a—2z—1(27T)>

i1
0220 ]
+= r (Ap+2j1,q+1(2ﬂ )+ M0 Apiaj-21-1,41(27)

=1

a—1

1

+ 2 + 1 (Ap+2j+3,q+2a1(277) + E 72j+2,2a14p+2j+3,q+2a211(277)>
=1

a+j+1

J
- - 02j4+2,2a (Ap+2j+1,q+1(27T) + Z 772j+2,0Ap+2j—2l—17Q+1(27T)>
2+ +1) —

st p et q sont tous deur tmpairs.

g) L'intétgrale Ty (27) = 027r By q(0)S(0)d = @2 (2m) — 525 ®2022%(2mr) est nulle

st p pair ou q pair et il est égale a

3 o
Ap+3,q+2a—1(27T ) + § 72,2a+214p+3,q+2a—2l—1(27T ))
2o+ 1)(2a+4) ( —

a—1
3 1
-Gt l)Ap+1,q+1(27T) T 2ot d) (Ap+5,q+2a—1(27r) + Z 74,2aAp+5,q+2a_1(27r)>

=1

0420 1
+ 4; (Ap+l,q+l(27r) + 5 (Apragn (27m) = Ap+1,q+3(27T)))

st p et q sont tous deuxr impairs.

h) L'intégrale U, (2m) = " B, (0)R(0)d0 = (2a + 3)®r2t2(2m) — dY2H(2m) est

0
nulles si p est pair ou q est pair et il est égale a

1 (e}
(20 + 3) —m <Ap+3,q+2a+1(27T) + Z 72,2a+214p+3,q+2a—2l+1(27T)>
=1
02,2042 1 =
T Api1gn(2m)| — a+4) Api1gr2a+3(2m) + Z Y0,20+4Ap+1,g+20—2143(2T) |
=1

st p et q sont tous deux impairs.

Preuve. En utilisant les intégrales de ’annexe A les six égalités se déduisent facilement

par calcule directe.
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Lemme 3.2.2. L’ intégrale Fy,(r) est donnée par

3] [5] %]

Hij7a(27r)r2i+2j+4a—l + Hz o (2’/T) 2i4-254+40+1

0 i=0 j=0

; [#]
Z 2i+4a+3 + Z Hza(27r)r2i+4a+5
i=0

["71] [*%] (] w
+ HZBJ a(2 ) 2i+2j+4a+1 + Z Z L a
; =0 j=0

[

2i+2j+datl | 2 : 2i42j+4a+3
XT z ] a )T

,_.
SE
vl 3

—
w‘g
o

o)

(]

s
Il
o
*—‘ .
I

w‘w

=0 ;=0

21+2j+4a+3
+ Z Z ,

=

(3.16)
ot

H}; ,(27) = agiea; (—(2i + 20) 93] 575 (2m) — (2 + 200) 65575 5a(27)) |
H?; o (27) = caieny (—(20 + 200+ 2) 575075 (2m) — (25 + 20) 95735 5o (27))
H},(27) = asipr [(204 +3) (dl(qb?szf T12m) — 20+ 3) g 5ats  (27))

pea (G 2n) - AT ) ) + 204 204 )

X (d(l)U;i+1,2a+1(27r) - €3T202+1 2a+1(277)) ] )

H,(27m) = caia [(204 +3) (do(Gpmis T (2m) — (2a +3)d3 5015 (2))
7 a 3 i+1,2c .
+e3 ( i;am +3(27T) a1 3,5;1432 +3(27T))> + (20 +2a+ 3)

X (d(l)U%+1,2a+3(277) — 315y 2a+3(277)) ] )

HY; o (27) = azibajir (20 + 20) 9505050 72(2m) + (25 + 20+ 2) 9557 o 4o (27))
, » 2/ +2a + 1
H}, 0 (27) = siabyy ( (204 200+ 1) S35 o (27) + 20 210
27+1
((25 + Deghais ™ (2m) — 2o+ D)oy y5at (2m)))
HY; o (27) = bagyrcay (20 + 20 + 2) 5005012 (27) + (25 + 200+ 2) 93 5ot (27))
27 +2a+1

Hzﬁ; o(2m) = C2i41b2; ((21 +2a + 3)521+1 2a+3(277) 2 +1

Dyt o (2m) — (2004 1)yt 552 (2m)))

(2 +1)x
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3.2 Application de la méthode de la moyennisation du premier et deuxieme
ordre

Preuve. A partir de (3.14) et (3.15) nous avons

2 Fy(r) = My(r) + Mo(r) + Ms(r) + My(r) + Ms(r) + Mg(r) + Mz(r),

21 [%]
M (r) = / (20 + 20)eqr® T2 By 1 94(0) (0, 1)d0,
21 3
My(r) = /0 (2c + 3)egr?ot? (34,2«1(9) T Yot 1)3272a+2(9)) y(0,7)do,
2 m )
Ms(r) = / a Z(@ +2a)a;r" 7 B a1 (0) y(60,7)d6,
0 i=0
27 [HZT_I] .
My(r) = / B (2 + 2a + 2)b2i+lr2l+2a+1B2i+1,204+2(9) y(6,r)do,
0 P
2 n3

— (1 + 200 + 2)02-7”“2&“3@',2%3(9) y(0,r)db,

7

Il
)

2w

(20 + 3)dhr***2 (B zar4(6) — (20 + 3) Baoasa(6)) (0, 7)d,

2m 20+ 2a + 1 , ,
ngi’l"QHQQ ((22 + 1)B2i,20¢+2(0) — (20./ + 1)B2i+272a(9)) y(Q, T)d@

=
I
S— S— S—

M-

I
o

(2

En utilisant le Lemme [3.2.1] et les intégrales de 'annexe A, on a des 49 produits entre
les différentes sommes seulement 20 ne seront pas nuls apres 'intégration par rapport a 6

entre 0 et 2. Donc les termes qui contribuent a Fy,(r) sont

2w n1 [
(al) = / (— Z(Z + 20&)661'7"24_20[_131',20[4_1(9)) 62i7'2i+2aA2i+172a(9) d9
0

0

i=0 =0
(] [3] o |
= — (2i + 206)a2i€2j7”2l+2]+4a71¢35,J2rc1vf?(27T)~
i=0 =0
27 n3 . [%] ;
(ay) = / (— Z(Z +2a+ 2)C¢T’+2a+lBi,2a+3(9)) Z €27 % Agiy1,20(0) | db
0 i—0 =0
3] [3] . .
= - (20 + 2a + 2)Czi€2j7’2l+2ﬁ4a+1¢§g,gcluf§(27)-
i=0 i=

]

Sl

w = [

(27, -+ 204)62,;7’2”20‘*132”172&(9) (— Z aiAi,gaH(@) T’i+2a> dH

i=0 =0
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. i j —1 42j,2a+1
= — (22 + 2()[)62ia2j7“21+2]+4a 1¢2§+i—2i_o¢ (271')

@) = [ (20t Bt (Buas) - 12 B )

— Z (2@ + 3)€3a2j+1r2i+4a+3 <¢i]'24(;1,2a+1 (271_)
7=0

T en).
s |

(a5) = / — Z (22 + 20[ + 2)b2i+17ﬂ21+2a+132i+172a+2(9)
0

1=0

= - (20 + 20) by agr A GIINT) (o).
2m
(aﬁ) = / (—(20[ + 3)déT2a+2 (BO,2a+4(9> — (20& + 3>BQ,QQ+2(9>>)
0

X <— Z &iAi,QaH( Hza) do
i=0

= > ot Bdhagar ¥ (G 2m) — (204 3035 2m))

T H
22+20z~|—1 , .
w = ( D e <2a+1>B%+2,2a<9>>)

< Z @ % 20¢+1 z+2a> do
1=0

o .
2i +2a+1 12t doy : 1,20
= 3 3 B e (21 4 1)1 (2m)

i =0

=0
2j+1,2a
—(2a+1) 2?12,2a+1(27r)) .

[n2—1
2 ni o,
(0,8) = / < Z(l + 20[) ’H—Qa 1B7, 206+1(0)> N Z b27j+1 r2i+20¢+2
’ =0 i=0
(3] %]
X Ait10a+42(0)) df = (20 + 20)agiba; 72U AN T L2200y
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3.2 Application de la méthode de la moyennisation du premier et deuxieme
ordre

n2 1]

2 n3
(ag) = / ( Z(l + 200 + 2) 2o+l Bz 2a+3 > b21 22-1—204—}—2
0 =0
(2] %]
X Agi11.2042(0)) do = (20 4 200 + 2)Coboj 2 HITAOTBGIT 202 ().

2T [ ] ns
(alo) = / (22 + 20&)62@7’2i+2a_1B2i+1’2a(49) (- Z Cj ’f’i+2a+2Ai72a+3((9)> d9
0 =0

j=0

w[3

3

.—
v[3

P

it

B
= — (20 + 2a0)egicgr? i taatl ng?;f@ﬂ)
i=0 j=0

27 3
(a11) = /0 ((204 + 3)€3T2a+2 (B4,2a(9> T %t 132,2a+2(0>>)
ng3
X <— Z Cj Ti+2a+2Ai72a+3(0)> do

=0
[=2] A
= ) 2o+ 3)eseyr? T (Cbi%l’mﬁ(?”)

J=0

T en).
27 [n2T_l] A

(042) = / — Z (2@ + 2x + 2)b2i+1r21+2a+1B2i+172a+2(0)
0

=0

n3
X <— Z Cj Ti+2a+2Ai72a+3(0)> do

= (20 4+ 2a + 2)b2i+102jT2i+2j+4a+3¢;gfi;—§+2(27T>'

(alg) = /O ' (—(206 + 3)d(1]7’2a+2(30’2a+4(9) — (20é + 3)B2’2a+2(9)))

X <— Z Cj T’i+2a+214172a+3(9)> do

§=0
(%]

= Z (2a + 3)d(1)C2j+17”2j+4a+5 (%];;1434&%(277) (20 +3) 372J2114}22a+3(27T)) :

7=0
2 H .
2i4+2a+1 20 /oy
(CL14) = /0 <— Z 2@_—_'_1{)21‘7"2 +2 ((22 —+ 1)32172a+2(6> — (20& —+ 1)Bgi+2’2a(9>)>
1=0
n3
X <— Z Cj Ti+2a+2A7;72a+3(0)> do
7=0

(3.17)
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(a16)

(a1s)

(a19)

e =%

21 +2a+1 it dar . 1%,
= Z Z % 1 b2ic2j+1’r’2 +25+4a+3 ((21 + 1>¢35,J2r;ﬁ2+3(27()

— (20 + D)5l l507(27)) -

2m ni J
— / ( Z(/L + 2&) ’L+20¢+1Bl 20¢+1(9)> <_ Z b2j Tj+2a+1/1'jj(0)> d@
0 =0

=0

=]

= Z 2(22 + 20( + 1)a2i+1b2j7“2i+2j+40‘+1 ( ngizaJrl(Qﬂ')

i=0 ;=0
_2] + 20é + 2 2j+2,2 (2 ))

2] + 1 2’i+1,201+1

=0
[*] w o .
= Z Z(QZ + 20+ 3)02¢+1b2j7”21+2]+4a+3 ( §§fi2a+3(2w)
i=0 j=0
2] +2a+2 51904
_W 2?11,’20&3(27?) :

27 n3 r
= / (— Z(z +2a + 2)Ciri+2a+lBi72a+3(0)) (- Z ba;j rj+2a+1Tj(9)) do
0 J=0

_ /Oﬂ< Z(2+204) 2 1312a+1(9)) (e3722725(6)) db

=0
[*]

3

% a 4,200 2,204+2

= - Z (20 + 200 + 1)ag;qegr™ H2 40+ (¢2z+1 20+1(27) — et 1 2i+1—,‘r2a+1(27r)) -
=0

2m
= / ( Z + 20 + 2)C1 Z+2a+1BZ 2a+3(6)) (63 7’2a+38(¢9)) do
0
[*45~]

o 3
: 7 o 4,2c 2,2a+2
= - (20 + 20 + 3)cojygegr® AT <¢2z+1 90 13(27) — Yt 1 2z+1ga+3(zﬂ)> .

2m n1
= / ( (i + 2a)a;r" B, 2a+1(9)> (dyr** T R(0)) db
0

2
= ) (204 200+ Dagidhr® T (992005 1 (2m) — (20 + 3)¢57 s (27)) -

=0
27 n3
- / ( Z(l + 20+ 2) 2t B; 2a+3<0)) (d(l) r2a+3R(€)) do
0 =0
[n32—1] | |
= = ) (24 20+ B)eadgr® T (992055 (2m) — (2 + 3) 65 5 (2)) -
=0
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3.2 Application de la méthode de la moyennisation du premier et deuxieme
ordre

Alors la somme des integrales de (a1) a (agg) est le polynome (3.16)). D’ou le Lemme

3.2.2| est prouvé.

Lemme 3.2.3. L’intégrale Fi(r) est donnée par

. 3

2
27TF220(7‘) _ Z Ml (271‘ 2i+2a+1 Z M2 27T 2z+2a+1+M3(2ﬂ_) 2a+3
i=0

22 2] {m}
2112 2]12

2i+2j+4a—1 p2it2j+atl
D D Miga@mrtteTle ) Y M 2wt

=0 7=0 =0 75=0

S

2
+ Z Mfa(QW) T2z‘+4a+3 + Z MSQ(ZW) r2i+4a+5

1=0 =0

nq Ng — 1 ny — 1
i =,
+ Mzgga(27T> 2i4+2j+4a+1 + Z Z ”a 21+2j+4a+1
=0 J=
Ng — 1 N3 ng — 1
2 H |,
+ Mf’]a@ﬂ) 2’L+2j+4a+3+ Z Z wa 21+2j+4a+3’
i=0 §j=0
(3.18)
ol
20+ 1 200+ 1
Mil,a(QW) = mvmﬂflzma@ﬂ, Mfa(QW) = _mCI2iA2i,2a<27T)v
2a 4+ 3)(2a+ 1) i+Jj— 2
M3(2 :—d2( A 2a M} (27) = agies; ir2ida(2
o (2m) 0(2a+4)(a+1) 0,.20(27), z]a( ) Cbszng-JerFQOCJrl 2i+2j,40(27)
1+7—2a—1
M}, (27) = coieq;- +j 90 12 sit2jdas2(2m), M (2m) = —2a9:b5j11 Asitojyn data(27)
6jo + j +4a® + 4o — 20 — i
Mzga(27T) = agi41b2; ( / ]z Yjit2a+2 Asitojia, 4a(27T)> Mf’ga@ﬂ = —2bgi11095

2+ 3t +a+3
i1 +200+ 3

X A2i+2j+2,4a+4(2ﬂ->7 Mfa(zﬂ = (241 [Qdcl) < A2z’+2,4a+2(277))

2iac + 1 — 10ac — 4a? — 1
(&
U Qo+ 1)(i 4 2a + 3)

290+ 31+ + 2
i+ 20+ 4

A2i+4,4a(2ﬂ-)>:| ) M{?a@ﬁ) = C2i+1 [265(1) (
2io + 1 — 1200 — 40% — 8
Ai «a 2 )
Qa1 1)(i 120 +4) ‘2t W))]
6jo + 55 + 4a? + 6 — 20 — 1 + 3
147+ 20+ 2

X Agivoaa+4(27)) + €3 (

MUQ(QW) 02i+1b2j ( A2¢+2j+2,4a+2(277)) .
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preuve. De (3.9) on a 2rFj(r) = L(r) + H(r),
ou L(r)= [ I(r,0)dd et H(r)= ["II(r,0)do.

Pour simplifier 'expression du polynome L(r), on utilise les intégrales de
I’annexe A.

A partir de la relation (3.10) nous avons

=, 2
L(r) = V2i4+1 T2l+2a+l/ Byiy224(0) + q2i TZHMH/ Bi 2612(0)
i=0 0 i=0 0
2
+ d% T2a+3 / BO’2a+4d8
0
& i F a1
— ) 2i+2a+1A . o) — . 2i+2a+1A ) 2
2 % 1 20 1+ 2 V23417 21,2a( 7T) 2 % 1+ 20 1 2 qo;T 21720[( ’/T)

(2a+ 3)(2a + 1)
(200 + 4) (2 + 2)

— d T2a+3A0,2a (27'(') .

(=R \)

Pour une expression explicite du polynome H(r), d’abord, nous avons

(%3] n
II(r,0) = Z o T2 Byt 90(0) + e3r** 2By 50 (0) — Z a; 7" B, 9011(0)
i=0 i=0
[~ ng )
- Z bz¢+1 T2i+2a+1B2i+1,2a+2(8> - Z Ciri+2a+1Bz‘,2a+3(0> - < €3
i=0 i=0 2a+1
o
b i i+2a :
—d(l)(206 + 3)) T2a+2BQ72a+2 — dér2a+2BQ’2a+4 — Z 2@—1—1 T2 +2 ((21 + 1)
i=0
(%] w
X Bai2a+2(0) — (2 + 1) Bojy224(0))) % Z 621‘7”2”20‘321‘,204“(9) + Z €2i+1
i=0 1=0

ni 14
2i+2a+1 20+3 i+2a
Xr Boit120+1(0) + esr Bsoa41 + E a;r Bit124(0) + E ba;
i=0

i=0
no—1
ns [=5—
2i+2a+1 i+2a+2 2i+2a
Xr Bsit1,2a+1(0) + E Cr Bit12a+2(0) + E €91

X Ba; 2041(0) + ba 7‘2a+333,2a+1(9) + d(l) T2a+331,2a+3) :
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3.2 Application de la méthode de la moyennisation du premier et deuxieme
ordre

En utilisant les intégrales de 'annexe A, on a des 42 produits entre les différentes
sommes seulement 18 ne seront pas nuls apres I'intégration par rapport a 6 entre 0 et 2.

Donc les termes de H(r) qui contribuent & Fi(r) sont

(3]

21
(51) _ / Z egir21+2a_lei+1»2a(0) (Z a]rﬂ- j+1 20‘(9)) do
0

=0
(2] (5]
— eoill T21+2j+4a 1A2’i+2]+24a(27r)
i=0 j=0
21 [%} 4 ns3 '
(b2) :/ 32”’2%2&_132%1,2(1(9) <Z er]+2a+2Bj+1,2a+2(9)> do
0 i=0 §=0
(2] [5E]

2i+2j+da+1
egiCoT T Agitoji2sa42(2T).

=0 7=0
21 ni
« 3 +2a
(bg) = A (€3T2 +2 <B472a(9) — 20 & 1BQ7QQ+2<9))> (; CLJ'T]JFQ B]-H,ga(e)) db
[*5=] 3
- Z €3a2j+17“2]+4a+3 (A2j+6,4a(27r ) — 20 & 1A2j+4,4a+2(27T )> .
§=0
21 n3
a 3 42
(28] 3
_ 2j+4a+5
= Z €3C25+1T (A2j+6,4a+2(27T) - A2j+4,4a+4(27T)) .
= 20+ 1

2T [%]
<b5) = / ( Z a; 7,1+20¢ 1Bz 2a+1(6)> Z 62j712]+2aB2j72a+1<9) d6
0

i=0 §=0

2i+2j+4a—1
- agieq T A2i+2j,4a+2(27r)'

["27*1}
2T ni 2
_ i+2a—1 2j4+2a+2

(bG) —/ <— a;r Bi,2a+1(6)> E b2j+17“J 32j+2,2a+1(9) do

0 =0 =0

n n 1

(5] [

2i+2j+4a+1
giboj 1™ Agit2j42.4a+2(2T).
i=0 ;=0
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2 71 1% .
z o— 2 —|— 20{ —I— 2 190
(b7> - / Z +2 le 2a+1(9> <Z j<—b2j7‘2j+2 +132j+1,2a+1<8)> do
0

—0 = 27+ 1
) 2j + 200+ 2
— Z Z a%Hszrzz+2j+4a+1A2i+2j+2’4a+2(27T)
= = 27 +1
27 ni
; 200+ 4
_ i+2a—1 1
(bg) = /o <— ; a;r Bi,2a+1(9)> ((2& n 1) e3 B3 2041(0) + dg
"1 1
]
X (B12a+3(0) — (2a+ 3) B3 2a+1(0)) 7,2a+3 Z lgg 4112 H10+3 50
200+ 4
- [<(2a + 1) e = dp(2a + 3)) Azitadat2(27) + d(1)A2i+2,4a+4(27T):| )
27 n3 (5] A
(by) = / <— > et a+3(9)> D e Byjnaia (0) | df
0 =0 j=0
(3 (5]

2i+2j+da+1
Coieor T Agiyajaat+4(2m).

=0 5=0
ng—1
n3 . =5 .
blO / Arz+2a+1 Bi,2a+3(9)> Z b2j+1r2]+2a+232j+2,2a+1(0) do

0 i= 7=0

[%}%H
= - C2z’b2j+1T21+2]+4Q+3A2i+2j+2,4a+4(277)'
i=0 j=0
o " it2atl ~ 2j + 20 + 2 242041
(bn) - Gr Bi,2a+3(9> Z %szﬂ” sz+1,2a+1(9) do
0 i=0 =0

2j + 20 + 2 e
= Z Z j Cais 1oy P Ay 43t a(27).

0
2 B 200+ 4
(b2) = / (- C¢7“Z+2a+13i,2a+3(9)> (( ) e3B3 9011(0) + dj
0 -

200+ 1

X (Bl7ga+3(9) — (20& + 3)33,2a+1 (9)) 7~2o¢+3) do = — Z 02i+1r2i+4a+5

200 + 4
X |:(( ) €3 — d(l)(QOé + 3)) A2i+474a+4<2ﬂ'> -+ d(l)AQi+2’4a+6(27T):| .

200+ 1
(222
2T 2 . ni '
(brs) = / > Lo By 2040 (6) (Z aj"’JHaBjH,za(@)) v
0 =0 j=0
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(22721 (4L

2i4+2j+4a+1
boir1ag;7"" Agiiojio aa+2(2T).
0

i=0 j
ng—1
27 [ 2 ] ) ns .
(bra) = / Z b2i+17’21+2a+132i+1,2a+2(3> (Z erj+2a+2Bj+1,2a+2(‘9)> do
0 =0 j=0
%] 3]
= Z b2i+1C2j7n21+2j+4a+3A2i+2j+2,4a+4(277' ).
i=0 j=0
2T n1 4
(b15) = / (dorr?* 2 (= Bogasa(6) + (20 + 3)Bogara(0))) | D ar? ™ Bji124(0) | db
0 s

[nlfl

2
= ) dhagj T (= Ay aasa(2m) + (20 + 3) Agjrasara(2))
=0

2m n3
(bis) = / (dor7***2 (= Bo2a+4(0) + (20 + 3) Boaa14(0))) (Z erj+2a+2Bj+1,2a+2(0>> do
0

=0
['n32—1
= ) djoar T (= Agjin o (27) + (20 + 3) Agjiaasa(6))
=0
i 20+ .
= [ (-2 g (@ ) Baancal0) — (204 1) Bassanl0)
ni
X <Z CLjTj+2aBJ+1 ga(6)> do
=0
po 1M b
=3 ST T (204 1) Asigajra aasa(2) — (20 + 1)
, 21+ 1
7=0 4=0
XA2¢+2j+4,4a(9)) .
27‘(‘ p’ b2
_ i 2it2a+1 ([0 } _ ,
(big) = /0 - ; ST ((2i + 1) Baigat2(0) — (20 + 1) Bai2.24(0))
n3
x (Z CjTjHaHBjH,QaH(H)) do
=0
p
= — Z Z 22 _2; 162j+17“2]+4a+3 ((22 + 1)A2i+2j+274o¢+4(2ﬂ-) — (20[ + 1)
=0 =0

XA2i+2j+4,4a+2(9)) .
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Alors la somme du polynéme L(r) et des intégrales de (by) a (b1s) donnent le polynéme

(3.18). Donc le Lemme est prouvé.

Finalement, on obtient Fb(r) qui est un polynéme de la variable r? de la forme
2 Fyo(r) = 124 [ Py (r®) + 12 Po(r®) + 1 Py (%),
ot P(r?),Ps(r?) et P3(r?) sont des polynomes de la variable r? de degré respectivement

o [3] ¢ (25 e [5]  [3)-o 5] o (5] e 5], 257

-1
{”1 }+M+a,1},

P
{ mol) (Rt +[n3]+ ns by Lo } ns 1)
= 1m _— Q = .
W9 ax 5 a, 5 5 a, 9 12 a w3 9 (6%

Alors pour trouver les racines positives réelles de Fyg(r) nous devons trouver les racines

d’un polynoéme de la variable r? de degré
A = max{w;, ws + 1, w3 + 2},

Nous concluons que Fy(7) a au plus A racines positives . D’ott ’énoncé (b) du Théoreme

[B3.1] suit.

3.3 Exemple d’application

L’exemple suivant est donné pour illustration. Les calcules ont été obtenus en utilisant
Maple.

Exemple. Onam =2,n, =2, ny =1, et ng=1.

Si a =1, on considere le systeme (3.2), ou

Li(z)=1+3z+22 fi(z)=1+3Bz, g (z)=1+az—5a?
h(z) = 15 — Ba, df =1,
l2(.’ll') =T+ .1'2, fQ(x) =, 92(517) = -3+ 210—590]72,

hZ(x) =, d(QJ = 17

On a Fjg est identiquement nulle, donc pour chercher les cycles limites, il faut résoudre

I'équation Fuy(r) = 0 ce qui équivaut a
3
Fao(r) = 5 (r® — 14r* +49* — 36) .
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3.3 Exemple d’application

Cette équation a éxactement trois racines positives.

Si a = 2, on considere le systeme (3.2), ou

ll(x) = g + 5z + %ZE{ fl(x) =2- %l’, gl('r) =1l+z— 7$2,

h(z) = o2z, df =1,

l2(x) =11z +$2, fg(l’) =7z, gQ(x) =—-1+ 24$27

Un calcul simple montre que Fijg =0 et

7“5

Fy(r) = == (r® — 30r° + 273r* — 820r* 4 576) .

Cette équation a éxactement quatre racines positives.
Dans [35], ce systeme lorsque aw = 0 a au plus deux racines positive en utilisant la théorie

de moyennisation du second ordre.
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Conclusion et perspective

Le contenu de cette these porte sur I'étude des cycles limites de certaines classes de
systemes différentiels planaires non linéaires. Plus précisément, dans les chapitres 2 et
3, notre contribution consiste a étudier deux classes de systemes différentiels de centres

linéaires par la méthode de la moyennisation.

En appliquant la méthode de moyennisation, on a réussi a faire apparaitre un certain
nombre de cycles limites, ce qui est considéré comme une contribution de la résolution
du 16°"¢ probleme de Hilbert. Dans les exemples que nous avons considérés la borne est

atteinte.

Nous continuerons nos recherches sur le nombre maximum de cycles limites d’une
part, pour la méme classe en appliquant la théorie de moyennisation du troisieme ordre,
et d’autre part pour d’autre classes de systemes différentiels planaires perturbées a centres

non linéaires.

Un complément tres intéréssant de ce travail serait de trouver des modeles issus de la

pratique par lesquels on peut appliquer nos résultats.
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Annexe A

Dans cet annexe nous rappelons quelques formules qui seront utilisées au cours de ce

travail, voir pour plus de détails ([1],[19]). pour ¢ > 1, j > 1 et @ > 0 nous avons

0 si ¢ est impair ou j est impair,

(—1)(j—3)1 1 (i - : .
(]-H-j)(jHiQ).“(iH) 31 (%)7? S17 et 7 sont pair.

0 i—1 g qipatl ~ 0
’ cos' " fsin® 0 -1 ,
/ cos' tsin® tdt = — , + - / cos' 2 tsin® tdt
0 0

1+ « 1+ «
cost1@sin® g a—1 (% .
= — - + - cos’ tsin tdt.
1+« 1+«

0 ; ]
5 ,,  sSnb 2%i—1 —3)- - (2i—20+1) g
/Ocos tdt = — % < 0 + Z 21@—1 =) (i) cos 0

(20 —1)(20—3)---1 2i sm?z—l)@ 1 (2
* 241 221 1 Z oo Tala)?

0 . - 1+1
2i+1 _ sin ¢ 2 276 -1) - (=10 2i—21—2
/0 cos tdt = %+ 1 (COS 0+ g @i 1)(2i—3) - (22— 1) CoS 01 .

* g S (20—1)(2a—3)--- (20 —20+1
/cosztsinmtdt:—cos : n2e- 1Q_|_§ @ & ) (2 f)
0 200+ 1 — a+i—2)2a+i—4)--- (2a+i—2l)
20— 1)(2aa — 3) - - - 1 9 A
><sin2°‘_2l_10) (a )(a ) - /Cos’tdt.
a+i)2a+i—2)---(i+2)
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o i+1g e D) (=11
/ cost tsin2H pdt = ——> Y| gin2e g + ‘a(a ) (a—1+ )
0 2a0+i+1 — 2a—|—z—1 J2a+i—3)--- 2a+1—20+1)

x sin®*2 )

0 1—1 .
L 0 z—l =3) (2 —2041) . 5
2ig gy — _ 298 n2i-1p }: 2i-21-1 ¢
/Osm 2 o+ 2—1 Yi—2)---(i—1) S

=

2= 1) (<1 SN 20\ sin206 =08 1 (2
. 1 smat — D0 2 (g,
T 0T e lo< o) 2=y Tl )

2
/ cos' Osin? @dH # 0 , si i et j sont pair,
0

p
0, si1ou j impair,

T .. .

YT si i=2k et j=0

2]?71]{!7 )

S . T .. i
/ cos' O sin’ df = < mv si i=2k et j=2,

0 3o o )
m, si i=2k et j=4,

1 T
————  sii=2k et j=6,
| 242(k + 3)!

ooy =1-3-5-++ (2 — 1), a1 = (20 + 1)y

2m
/ cos' §sin’ §sin(21 + 1)0df # 0,si i pair et j impair,
0

o 0, si 1 impair ou j pair,
/ cos' 0 sin’ 0sin(21 + 1)0df = wCiy, 1pair, j=1let1>0,

0 ~
mCiy, 1pair, j=3etl >0,

ou C;y, C;; sont des constantes non nuls.

27
/cosi 0 sin? 0sin(200)dH # 0, si i et j impair,
0
27 0, sl 1 pair ou ] pair,
/ cos’ fsin’ Osin(200)dd = ¢ 7K,;, siiimpair j=1et >0,
0 7Tf(i,z, siiimpair j=3 et [ > 0,

ou K, K;; sont des constantes non nuls.
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0
) 1 .
/ cos' tsintdt = ——(1 — cos'™ §),
0 1+ 1

6
; 2 1 . 1 .
/ cos' tsin® tdt = — , — - cos'™ 9 + —— cos'3 0,
0 +16E+3) i+1 i+3

S viusin(2L+1)0,  si k=2i+1,
=0

9
/ cos® tdt =
0

ou

Si+ Y Biusin(210), sik=2i,
=1

1 21 1 2141 1 1 21
0i = o5 Z 0, vii= 55 o and f;; = 5= '
2%\ o2\ - ) 2+1 22\ G

~| =
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