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Dans les travaux de 1.ZUZCAK [1), [2] et [3] ont été introduits d¢ nwouveaux

cspaces généralisant les espaces topologiques dits r-espaces.

Ce travail est consacré a I'étude d'unc sous classe de tels r-espaces dits
connexes. le faite qu'un ensemble  dans un r-espace posséde en général
plusieurs fermetures, comme cela a été remarqué dans [1]. est la chose

fondamentale qui différencic et rende difficile 'étude dans de tels espaces.

Il est impbr‘ tant de remarquer aussi co.ume cela a été fait dans le chapitre
111 que f'ensemble des voisinages dans un r-espace ne constituent pas un (ilire
chose qui nous a conduit a introduire la notion de r~filtre qui constitue
l'analogué des filtres dans un espace lopologiquc. Vu la structure des \;chrts

d'un r-espace connexe (Chap. I) on a introduit dans ce travail unc nouvelle

’

notion de continuité a savoir la continuité suivant une direction en se basant sur

la notion de giﬁltre.

Dans le chapitre I on a introduit la notion de r-espaces connexes qui

constituent une sous classe importante de r-espaccs.



Nous commengons dans le §.1 par rappeler les définitions d'un r-espace,
d'un ouvert, d'un voisinage, d'un prévoisinage, ainst que celle d'une

base dans cet r-espace.

Dans le §.2 on établit une remarque importante qui a motivé l''ntroduction de
la sous classe de r-espaces du type (P,) introduits dans la définition l.§:2. Vu le
faite que les singletons ne sont pas, des ouverts et ne forment pas en général une
base de l'r-cs?ace comme cela I'illustre l'exemple 2 §.2 on a été conduit a

introduire dans les définitions 2 et 3 §.2 les r-espaces du type (P,) et (P,).

Dans le‘ §.3 on a introduit la notion de r-espace counexe ( def 1 §.3) qui est
unc généralisation des espaces connexes comme cela le montre l'exemple 1.
Ainsi nous avons établit une série de théorémes qui sont des généralisations de
ceux bien connus dans le cas des espaces connexes, et dont certains ont

nécessité lintroduction d'une sous classe di r-espaces connexes dits du type(P,)

(Def. 3§.3).

Dans le chapitre Il on rappelle en bref les principaux théorémes et définitions

concernant la continuité et la r-continuité d'une application. ‘



On établit un théoréme concernant la r-continuité de la composée de 2

applications, ainsi qu'un autre théoréme de caractérisation de la continuité d'une

application entre r-espaces connexes.

Le chapitre TI1 est consacré & l'étude des applications continues suivant une
direction entre r-espace connexes. Comme dans les espaces topologiques cette
notion est basée sur la définitionde la limite qui a été introduite ici d'une

maniére trés générale a l'aide des r-filtres.

Dans ce but on a commencé par une étude approfondie des r-filtres, qui font
I'analoguc.dcs filtres dans les espaces topologiques. On a introduit la définition

d'un r—filtre, d'une base de r-filtre ainsi que leurs principales propriétés.

Vu le faite que l'ensemble des voisinages d'un point ne ‘constitue pas un
r-tiltre comme cela a été illustré par I'exemple 3, on a été conduit & construire le
filtre engendré par cet ensemble, chose qui nous a permis d'introduire la notion

de convergence d'un r-filtre suivant une direction.

En se basant sur les r—filtres, on a introduit et étudié les notions de limite ¢t
de continuité d'une fonction suivant une direction, ainsi que la limite suivant une

direction d'une suite.






1. Notions Préliminaires :

Dans les travaux [1], [2] et [3] ont été introduits par ZUZCAK dc
nouveaux — espaces généra_lisant les espaces topologiques  connus
classiquement. De tels espuces sont munis d'une topologie assez générale dite

r-topologie.

Parmi les formulations équivalentes d'un r-espace données dans |1}, nous

allons utiliser dans tout ce travail la formulation suivante :

Définition 1, {1]:

Soit ;un ensemble non vide et Dwuyneclasse de sous ensemblesde ¢
poss¢dant les propriétés suivantes:

1- ¢, ¢ e D.
2-vAcyet vBe Dtel que B c A, il existe un élément maximal C de¢
AD={MeD
telquuMc A} telqueBc Cc A
Alors le couple (x, D) est appelé r-espace, et D la classe des ouverts de ;.

Fxemple 1:

Soit y un ensemble fini, et prenons pour D la classe des sous ensembles de
+ qui contient le ¢ et x. Alors (%,D) est un v-espace.



Iin effet :

1- ¢,x € D. ( par hypothése).
2-Vv A cy et pourtout BeDtelque Bc A emste t-1l un élément maximal

cde*D.

“D est un ensemble partiellemnt ordonné par . Puisque B € D, alors *D = ¢.
En plus x est fini, alors *D est fini. D'aprés le lemme de ZORN il existe un

¢lément maximal ¢ de *D.

Définition 2, [1]:

On appelle voisinage d'un point x € y tout ensemble ouvert contenant .

Définition 3, [1]:

Tout ensemble de y de la forme {x} U Aol xeyx et A ¢ D, cst dit
prévoisinage de x.

Définition 4, [2]:

Soit (%, , D) un v-espace et D, une famille d'ouverts de x. On dit que D, esl

une base de la rotopologie D si et seulement si elle posséde les deux propriétés

sulvantes:

1- Si A est un ouvert et x € A, alors il existe un ouvertVde D, tel que x ¢ V= A.
2-SiAcBcyouAestunouvertde Detxe BMA(custadirexe Betav A)

¢t pour

tout ouvert V,de D, ot V,c A, il ¢ aste un ouvert V, de D qui vérilic :
{x}u V,cV cB.



Alors il existe un ouvert V, deDtelque: {x } U A= V, ¢ B.

En utilisant la notion de base et le théoréme 12 de [1] on peut détinir les

ouverts d'un r-espace de la maniére suivante:

Définition 5:[ 2]

Soit (y , D) un r-espace et D, une base de D. Alors le sous ensemble A de
1 est ouvert si et seulement si, pour tout point x € A et chaque V, de D), 1l
que V, < A, il existe un V, ouvert de Dtelque: {x} o V, cV, c A

41



2. Diftrénts Types de r-espaces:

Remarque importante:

Dans un r-espace la réunion d'ouverts n'est pas en général un ouvert, ainsi

q'un singleton n'est pas en général ouver!. Illustrons cela par l'exemple suivant:

Exemple 1:
Sotent ¢ = { x‘_,x‘_,x’,xb}

ctsoit D= {d,x., {5}, {x, }. {x}, {x,.x }}.
Comme y est un ensemble fini, d'aprés l'exemple 1.§.1 (y, D) est un

r-espace.

On a par construction {x } € D et {:% } € Dmais {x,x } eD.

D'ici résulte qu'une réunion d'ouverts n'est pas en général un ouvert. Ainsi

que les singletons ne sont pas en général ouverts carfx“}gt D.

Cette temarque importante motivera par la suitel'introduction de nouvclles

classes de r-espaces. Dans ce but donnons les défimtions suivantes:

Détinition 1 :

Un r-espace est dit du type (P)) s'il posséde la propriété suivante: v (Ai) ¢
ouAie D, Viel, tel que MAi=¢. Alors U Ai e D.

Définition 2 :

Un r-espace est dit du type (P,) s1 tout singleton est un ouvert.
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Remarque lmportante:

Il est important de remarquer que dans un r espace du type (') les
singletons ne forment pas en général unc base. [llustrons cela par l'exempl.

suivant

Exemple 2:

Soient X - (X1, X203, 20t D= L X Avs, ixa), (s, dxa ), fvaxe, xad, (v ixg

v, {.\‘3,.\‘4} } .

[D'aprés l'ensemble 1.§.1, (x, D) est un r.espace. Lt soit
D(; :{ {xl}){xZ}y{xJ}){xJ} ,\151} .
Notons par A= {x;x3x3}, A, = {xixa }, A, = {xaxa} et Ay = {xyny |
Prenons B= {xix2x3x¢ }. Véntions que D, n'est pas unc base pour D, ¢n

cilet

1- Ona A« D et soitgl'¢lément de A, alors il existe un ouvert V= {x§ tel que
eV, A

2-Ona Ac Bcy etxie B\A. _
Alors v V, ¢ Dyou Vy < A, se traduit par Vi, , i=1,3, x, . AcAlos |l
existe Ve D, . 3‘\7
avec V= {rax ) i=1,3ona: {x} v {x} ., c V,;c B mais il n'existe’ V, el
que {xsy WA C V, ¢ B.
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e b

L'exemple précédent motive l'introduction d'une nouvelle sous classe de

r-cspaces définis de la maniére suivante:

Définition 3:

Un r-espace du type ( P, ) qui admet comme base d'ouverts les singletons
est dit du type (P,)]Si (%, D) est un v-espace du type (P,) on peut caractériser

les ouverts a I'aide de la définition 5.§.1 de la maniére suivante:

Définition 4:

A est un ouvert si et seulement si vx,y € A 1l existe un ouvert V e D: {x,y}
cVaA-

Maintenant on est en mesure d'introduire la nouvelle classe de r-espaces qu'on
appellera v-espaces connexes qui constitue l'objectif fondamental de ce chapitre

Laau.
et qui sont une généfrﬁfion des espaces topologiques connexes.

3- r- Espaces Connexes:

Définition 1:

Un r-espace (x, D) est dit connexe s'il est de types (P,), et (P,). Cest a dirc
sl posséde les propriétés suivantes :
- vx ¢ yon alx}e D. En d'autres mots si tout singleton est un ouvert.

2-s1( A, %GDtel que N A, = ¢ alors U A, € D.
i . el i e

../ilp_



3- Les singletons forment une base pour la r-topologie.

Exemple 1.

Soit ( x,t ) un espace topologique connexe et D la classe de tous les
sous ensembles connexes de .

Alors (x, D) est un r-espace connexe.

Démonstation :

Cela revient a montrer que (x, D) est un r-espace de types (P, ) et (P,).
Tout d'abord montrons que (x, D) est un r-espace.
1-¢,x e D?

En effet le ¢ et y sont des connexes.

2-VAc etvBe?D={Mc D:M c A} existe -t-il un élément maximal
Cde*D telque Bc Ccc A. '

e
Il est clair que 'ensemble ADVest particllement ordonné par la relation = et
que l'union des éléments d'une chathe arbitraire de *D est un éllément de *D

donc d'aprés le lemme de ZORN chaque B € *D e¢st contenu dans un élément
maximal C de*D .Etainsi (y , D) est un

r-e¢space comme dans un espace topologique tout singleton est connexe alors

( %, D) est du type (P,). Comme toute union de connexes dont l'intersection est
non vide est un connexe [6] alors ( x, D) est du type (P,).

Comme ( ¢, D) est du type (P,) pour montrer qu'il est du type (P,) il reste a

montrer que les singletons forment une base de D.

Si D, = { x}sey. Il suffit de vérifier les 2 conditions de la définition 4.
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I- Si A ¢ Derx € 4. exuste-t-il V cD, tel que x ¢ ¥ 4. En eflet dans ce cas il
suffit de prendre V= { x}. :

2-StAcBcy,AeDet ye BA. et vxe Atel que 3 V.* e D vérifiant :
{xr}o{r}cV cB exstet-il V,e Dtel que {y }JuAc V,c B.

En utilisant le fait que :

veeAd IV eDtelque{x}u{y}cV*c B :U{x}u{y}cUV C A.
)iu{_y}ku Vx c B.

Ft comme vxe A V' >{ylalorsN\ V* = ¢,d'on UV * est un ouvert[6] que
l'on notera par V, avec V e D T
Etamst 3V, € Dtelque {yjudc V,cB.

D'ou la condition 2 est vérifiée, et ainsi (y, D) est un r-espace connexe.

Définition 2 :

Soit (%, D) est un r-espace connexe. Deux parties A et B disjointes sont dites
séparées si pour tout ouvert Cde Dtelque : Cc40uB ona:
CrA=¢ ou CnB=¢.

Définition 3 :

Un r-espace connexe est dit du type (P,) s'ill posséde la propnété suivante

Si A est séparé de M et de N alors A est séparé de M U N.
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Proposition 1 :

Soit (, D) un r-espace connexe, alors A n'est pas décomposablc en 2

-—

ensembles séparés si et seulement si, pour chaque couple d'ensembles M et N, Mo, Ny et

“Nse tel QUUATMUN3xeM etye Net3Ve D tel que: {x,y}c VA

Démonstration :

A n'est pas décomposable en deux ensembles séparcs si et seulement si pour

chaque couple M et Ntel que A=MOUN ona MAN=¢ avec Mz¢$ t-N=y
d'ou M et N ne sont pas séparés donc d'aprés la définition2 3V ¢ D tel que

VeMUN avee VnMzo et V A"Wzod=3IxeMyeM et Ve D tel que
{(x,v} o VCA

Théoréme 1: ( Caractérisation des ouverts d'un r-espace conncxe )

Soit (% , D) un r-espace connexe.

Alors A est ouvert dans D st ct sculement si on ne peut pas le décomposer ¢n

deux ensembles séparés.

Démonsatration:

Soit A un ouvert de D tel que A= M N, comme M = ¢ et N = ¢ choisissons
2 éléments x e M et y e N d'une maniére arbitraire, alors d'aprés la déntfitiond,
e D tel que {xy}c Vcd4, dou daprés la proposition 1 A n'est pas

décomposable en deux ensembles séparés.

AT



Inversement sotent x,y € 4 existe-t-il ¥ e D tel que {x,y} c Vc 4.

Soit I'ensemble:

A ={ze4telque3 V, e D vérifiant {x,z} c V,c 4.}.
Donc a chaque fois qu'on prend un élément ye A cA4, on peut trouver un
ouvert V. e Dtel que: {x,y}cVcaA.

Soit A, =l\‘JA,\"z , on remarque tout d'abord que :

I- A« ¢, car par hypothése x € 4 d'on il existe V,={x}eDtelque V_c 4.

2.4 V eD car N V, = ¢, puisque les V, contiennent au moins 'élément x
( car (x, D) est un r-espace connexe).

Supposons maintenant par l'absurde que y ¢ 21," , posons f&,_= M et A\A SN

alors:

A=MUN, avec MAN=Q.M=2d,N= ¢,( cary e N).

D'aprés la proposition | il existe au moins un couple ( p,q),pc M etqe Net

il existe au moins un ouvert V de D tel que:

{pq}cVcA

CommepeM=pe A‘ et vu le fait que pe ¥V on a alors P ¢ VmA Done ¥
A, ¢ D (car y est un r-espace connexc), notons par V'q = uﬁ& comme V< A
ctA,c4adonc Vqc Aetonaaussi {q,x} c V'qcAdavec V'qe D

Ainsi on a démontré l'existence d'un ouvert V'q contcnant { q,x} et contcnu

dans A, d'ot g e A_ contradition avec le faite q € A\ A .

Donc y € 13\ , d'ou il existe un ouvert V tel que: {x,y}c V, c . Dou A cst

un ouvert. Et ainsi le théoréme est démontré.

_ A%



Théoréme 2:

de

Soit (x, D) un r-espace connexe du type (P,), C un ouvert¥X Et soient M et
N,2 ensembles séparés, tel que y\C =M UN. Alors C UM et CUN sont ouverts.

Démonstration :

Supposons que C UM n'est pas ouvert, alors d'aprés le théoréiel 1 A ¢t BB
deux ensembles séparés tel que C UM =AU B.

Comme Cc CuM = CcAuB, Comme A et B sont deux ensembles séparés
et C est un ouvert alors d'aprés la définition2 ona: CnA=¢pouCnB8=4¢.
Supposons que Cn4 = ¢ comme 4 ¢ C UM, alorsd c M.

Montrons maintenant que A et N sont Séparés. Pour cela supposons le

contraire alors d'aprés la définition2 3 un ouvert C'c 4 U N tel que C'r4 = ¢ et C'
AN 2 .
Comme .1 c M =C'd cC’'MAL.
=C'~W = ¢ car C'~d = ¢.

Vu le faite que C'=4UN et AcM on a alors C'e MUN. Donc on a montré
I'existence d'un ouvert C'a MUN tel que Crwiz¢ ¢t CrWe ¢ ce qui résulte

d'aprés la définition 2 que M et N ne sont pas séparés d'ou contradiction. Donc

A et N sont séparés.

Comme A et B sont séparés et que (x, D) est du tyoe (P,) alors d'aprés la
définition3, A et BUN sont séparés.

Ona: .
x=Cu@\C)=CUMUM=(CUM)UN=(AUB)UN.
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D'ou :

x=AU(BUN) avec dzpet BUN=z ¢, A et BUN sont séparés, donc
d'aprés le théorémel y n'est pas ouvert, ce qui est absurde d'od CuUAf est

ouvert.

Exactement de la méme maniére on montre que C UN est ouvert. Et ainsi le

thoréme est démontré.

Remarque :

En particulier si (3, 1) est un espace topologique connexe ¢t C un
sous ensemble connexe de y alors dans ce cas ce théoréme coincide avece le

théoreme 4 chap.5, Il de [5].

Théoréme 3: ( Généralisation du théoréme 1)

Soit ( x, D) un y-espace connexe, et E un sous ensemblc de X. si E ne s'écrit
pas sous forme d'union-de n ensembles ouverts.

Alors il existe (n+1) ensembles séparés deux a deux; A,...., A, ; avee Av's ¢,

Démonstration :

L.a démonstration se fait par récurence .

? ouv n=4
Dans ce cas ce résultat n'est qu'une conséquence directe du théorémel.
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o el .

*

Supposons que le théoréme est vrai jusqu'a l'ordre n-1, c'est & dire que si E

n'est pas union de (n-1) ensembles ouverts, alors il existe'n ensembles séparés

deux & deux tel que : E=A VA, L.UA, Az¢ i=Tn. 7 |

Supposons maintenant que E n'est pas union de n ensembles ouverts. Alors
nad

existe t-il (n+1) ensembles séparés deux a deux non vides tel que E=\ ] A, .
Par hypothése on a : E= A, u...u A, avec les A, i=1,n séparét. Dot au

moins l'un de Aj)i=1,n ; n'est pas ouvert. Supposons pour fixer les idées que A,

n'est pas ouvert.. Donc d'aprés le théorémel on peut le décomposer en 2

ensembles séparés, A, = A', UA,,,. D'ol E peut &tre mis sous la forme :
) E= u"uAn-l UA'I v Ai'-l !
avec les A, , i= [;n+] avec i=n, et A", sont séparés deux 4 deux. Et ainsi le

théoréme est démontré.

Théoréme 4: ( Généralisation du théoréme 2 )

Soit (x, D) un r espace connexe dutype P,,C,,C, ........... , C, des ouverts de ¢
et M, N,2 ensembles séparés tel que : '

W\ (C,v..0 C,) = MUN ™) |
Alors l'ensemble  C, u....uC, UM est union de n ensembles ouverts

(distincts ou confondus).



Démonstration :

Supposons que C, u...u C, UM n'est pas union de n ensembles ouverts (
distincts ou confondus), alors d'aprés le théoréme 3 il existe (n+1) ensembles

non vides et séparés deux d deuxtelque: C,u C, L..uC, LM= A, U A,

e\ A\n—l (**)

Alors on peut attirmer qu'aucun des ensembles A; ,.i=1,n+1; n'est séparé¢ de

N. En effet, car dans le cas contraire il existe une décomposition de X en 2
ensembles séparés non vides tel que:y = (x\ (C, u...0 C, ) U (C,u....u C, ).
D'ou en utilisant I'égalité (*) on aura :

1=MUNU(C,u..u C )=M(C,u...u C)HuM

it en utilisant 'égalité (**)onaura: y=NU (A, UA, U..UA,,, )
Donc on a trouvé une décomposition de y en ensembles séparés c&” qui est
absurde - car ye D.Doncaucundes A, i=1, n+] n'est séparé de N.

Comme M et N  sont séparés. Alors aucun des A, i=T,n+1; n'est

) — ) on
inclus dans M. car sl 3 1, ¢ 1,n+]; tel que Ay, Mhaura

A; WNcMON comme Ai,, et N ne son! pas séparés alors d'aprés la définition 2
sil’ 3¢ ¢ D tel que C < Aij N alorsCn Alyz¢ et CAN=¢.

Comme CcAi, U NcMUN=>CcMuUN etona CAnN=z¢ et CnM=¢
(car AiycM et C/’\A‘ = ¢). d'od contradiction avec le faite que M et N sont
séparés, donc Ai ¢ M vi=I,n+1.

a———

Daprés (**)ona: A, c C,u..0C,uM Vi=ln+tl.

Donc A, » C; 2 ¢ pour un certain j < n.
Comme C est un ensemble ouvert tel que: C c A v Ay

~22-



D'ici résulte que chacun des ensembles A, ,...., A ,,. contient un ensemble

( non vide) appartenant au systéme ( C, ,....., C, ) ce qui est trivialement

impossible. Et ainsi le théoréme est démontré.

Par analogie avec la notion de composantes connexes dans un espace

topologique introduisons la définition suivante :

Définition 4:

Soit (¢, D) un r espace connexe, un ensemble C de y est appelée composante
de l'espace  (x,D)si:

1- C est un ouvert.

2- pour tout sous ensemble C, e D telque Cc C, on a C-C, .

Théoréme S:
Tout ensemble ouvert non vide de ¢ est contenu dans une seule composante

de cet espace.

Démonstration:

Supposons que AeD,4c C, et Ac C,ouC, et C, sont deux composantes
de l'espae . on a alors A c C ~nC, = C n C :¢» comme (, D) est un
r-espace connexe il est alors du typc (P ) par consequent C, v C, estunouvert,
commc AcC, et AcC, ona:

cC, v, ,orC, est une composante c'est a dire c'est le plus grand ouvert
qui conuent A, d‘ou contraditiction car on a trouver un ouvert C, u C, > C,
tetlque AcC,u C,.

Ainsi le théoréme est démontré.
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Remarque :
Ce theoréme est une généralisation du théoréme 2, III, chap.5[5] aux

r-cspaces connexes.






Commengons tout d'abord par ennoncer ces notions dans les r-espaces

généraux.

DEFINITION 1]3]:

Sotent (x, D, ) et (Y, D, ) deux r—espaces.
Et £: (x,D,)> (Y,D,), une application . .
Alors f est continue si et seulementsi: v4e D,, £/(A) € D,.

Remarque :

Cette définition a été introduite dans [3], et elle coincide avec la définition

habituclle de la continuité dans le cas o y et Y sont deux espaces

topologiqﬁes.

DEFINITION 2[3]:

Sotent (x, D, ) et (Y, D, ) deux r-espaces.
Lt f: (x, D,) » (Y, D,), une application .
Alors 1 est continue en X, < % si et seulement si pour tout voisinage ¥ dc
f(x,) il existe un voisisnage U de x, tel que f{U)c v.

Remarque : .

Dans un r-espace de la continuité en chaque point ne résulte pas la

continuité contrairement aux espaces topologiques. Pour cela voir [3] exeinple 4

p.352.
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DEFINITION 3[3]:

Sotent (¢ , D, ) et (Y, D, ) decux r-espaces.
Et [ (x,D,)—> (Y,D,), une application .
Alors fest dite r-continue en X, & x si pour tout V voisinage de (x, ) et
v U prévoisinage de X, tel que f{lU) c V, il existe un voisinage U, de x, tel que
UcU, et fU)c V.

A l'aide de cette notion dans un r-espace de la r-continuité en chaque point

résulte la continuité. En effet :

Théoréme 1 [3]:

Soient (o, D, ) et (Y, D, ) deux r-espaces.

Et f: (x,D,) - (Y, D,), une application.  Alors f est continue si et
seulement si elle est r-continue en chaque point X, € ¥..

Rappelons encore un théoréme indiquant que de la r-continuité en un point

résulte la continuité en ce point.

Théoréme 2 [3]:

Soient (y , D, ) et (Y, D, ) deux r-espacces.
Et 1 (x.D,) - (Y, D,) une application .
Etsoit x, € x. Si festr continue en x, alors fcstcontinue en X, .

Rappelons encore une caractérisation de la continuité a l'aide des éléments

de la base de la r-topologie.
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Théoréme 3 [2]:

Sotent (x , D, ) et (Y, D, ) deux r-espaces.
D, une base pour D, et f: (x,D,) - (Y,D,),

Alors f est continue si et seulement si Vxe y et V V voisinage de f{x) ct

vUe D, tel que f{lU) c Vilexiste unouvert U, e D, tel que (x} U U, et
{U,) c v

Cela nous permet d'établir dans un r-espace connexe le théoréine suivant.

Théoréme 4:

Soient ( y, D, ) un r-espace connexe et ( Y,D, ) un r-espace. D une base
pour D, et £ (x,D,) - (Y, D,) une application.

Alors f est continue si et seulement si vx ¢ y et Vv V voisinage de {(x) et
vixde D; tel que f(x,) € Vil existe un ouvert U, € D, tel que {x, x,} c-U, et
KU, )c V.

Démonsti-ation :

Comme ( %, D, ) est un r espace connexe alors il est du type (P;) d'ou les

singletons forment une base pour la v-topologie (det.3§2.1).

Et ainsi il suffit de prendre dans le théoréme 3 pour éléments d¢ Dy les

singletons. Et ainsi le théoréme est démontré.
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Composée de deux applications r- continues:'

Nous avons établit le théoréme suivant dans des r-espaces généraux.

Théoréme § :

Spicnt (x, D)), (Y, D,) et (Z, D,) trois r-cspaces.
t: (x,D)-> (Y,D,), g (Y,D,) - (Z, D,) deux applications tel que f est

r continue en X,, et g est r-continue en y, = f{x,).

Alors gof: (y, D,) > (Z, D)) est r.continue en X, .

Démonstration:

Soit W un voisinage de (g o f)( x,) (c'set & dire que W est un voisinage dc

2(f{ x,)) donc W est un voisinage de g( y,) comme g esl r-continue en Y,, alors

pour tout prévoisinage U de y, tel que g€s) « W il existe un voisinage U, dey,
telque:Uc U, et g(U)cW.

Comme f est aussi vi_continue en X, alors pour le voisinage U, de f(x) et

pour tout prévoisinage U, de x, tel que f(U, ) ¢ U, il existe un voisinage V de
x, tclque Vo U, et fVyc U, .
Comme f(U,)c U ,onag(f(U,))c gU,) etdaprés la r-continuit¢ Je g

eny,on a:
gU,)c W dou -g(f(U,))c W.

Ft ainsi on a montré que pour tout voisinage W de (g o f)( x,) et pour tout
prévoisinge U, de x, tel que (g o fY( U,) « W il existe uii voisinage V de x, tel
que :

VoU, et (gof) V) g(U,) « W. ce qui traduit la r-continuité de g o fen
X, .c.q.f.d.
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I'n lien avec le théoréme 4 dans lc but de donner une caractérisation de la

continuité dans un r-espace connexe introduisant l'ensemble suivant:

D= {V, e Dtel que si A estun ouvert, {x,y} c A,3 V, €D tel yue:
(xyh eV, © A

Connexe

Il est clair que d'aprés la défimtion d'un ouvert dans un r- espacé\/ D’ n'est pas

vide.

Théoréme 6:

Saent ( D, ), (Y, D, )deux v-espaces connexes avec B, ={{x}x « % },
B,° I'ensemble construit comme dans (*) 4 l'aide des éléments d¢ D, ; et B, -

{iv}: ¥y < Y}, B, construit de la méme maniére a l'aide des éléments de D,
(x, D)= (Y, D,)uncapplication .

Alors [ est continue si et sculement si v le voisinage V de f{ x,) tel que, V.
B, et pour tout prévoisinage U de x, tel que U= { x;, x, } odix}ye B, avec
f{U) - V.

Alors 1l exsste un voisinage U, de x; tel que { x,, x, }cU, ou f(U )=V
¢t lJl(? }3l°.

Démonstration :

"o " soit Woun voisinage de f{ xg ) cestadire We D, etfl x;) - W,
Pour toul®bisinage U de  x, tel que U= { x,, x, } avec iy, ) = W, le

probléme est de prouver I'éxist-nce d'un voisinage U, d¢. x; tel que: { x;. X, |

U, etf(U,) c W.
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OnaWeD, et {f{x) f{x)}e W, alors par définition de B, 3 W, =
B, cD, tel que { f{ x,), f{x,)} e W, ¢ W.

Alors par hypothése il existe un voisinage U, de x,tel que { x,, x, }c U
avee flU)cW, c W

Donc 1l suffit de prendre U, = U,

Supposons que f est continue.
Soit V un voisinage de f( x,) avec V € B,’, et pour tout prévoisinage U
de x, tel que:

U= {X,, X,} ol f{x,)e V,il existe un voisinage U, de X, tcl que { X,
X, < U et f(U,) cV,avecU, e D, .

Comme U, eD, etcontient { x,, X, } alors par définition de B® il existe
U,eB° tel que {x,, X,} cU,c U, et fU,)c V.Etainsile théor¢me est

démontré.

Remarguc: Do
Dans ce théoréme on a pris Ve By et U e B’ aulicu de¥prendre

respectivement dans D, et D, selon le théoréme 4.
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1. FILTRES

1. Deéfinition d'un#filtre:

Définition 1:

Soit ¢ un ensemble non vide, on appelle r-filtre F >ur  un ensemble non
vide de parties de y, véntiant:

1)SideFetACB=>BePF,

2)SideFetBe F>AnB+D .

Remaque 1:

De 2) résulte tnivialement que '« F . 1l est facile de voire que tout filtre
est un r-filtre. Par contre en général un r-filtre n'est pas un filtre car l'intursection

de 2¢éléments de F n'est pas en général un élément de F.
EXEMPLE 1:

Soity un ensemble infini.
7 = { l'enscmble des complémentaires des parties finies de X }
[l est facile de vérifier que F est un r-filtre.

En particulier les complémentaires des parties finies de I'enscmble /¥ des
entiers naturels est un r-filtre que l'on notera par Fuv .
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2. Comparaison desHiltres :

Définition 2:

Soient F, et F; deux r-filtres sur y, on dit que F, est plus fin que i, si tout
¢lément de F, est un élément de 7, que l'on notera par 7, ¢ F1 . On dira que /-,

cst strictement plus fin que F; s1 F, contient strictement F,.

2 . Bases d'un r-filtre :

Définition 3:

. . de r- fifbtve
On dit qu'un sous-ensemble de parties de y , /8 = @ est unc base ™V y si:

VAcIBetBelB=3ANB D

Proposition 1:

. de v-{cCive
soit /B une base ™" ., alors l'ensemble

F={4¢€ P(y)tcl que 38 € IB avec B ¢ 4}
est un r-filtre sur y.

Démonstration:

1)soient A € FetACB=>BeF?
SiAe F=>3B’ e IBtelquc B’ cActcomme A C B
=>3B’ € IBtelque B’ B=>Be F.
2)side FtBe F>ANBzQ?

Comme4de F»3CeBtelqueCcA,etBe F>3C € IBtelque C’ C /B
or /8 est une base donc d'aprés la définition 2ona CAC' 2 ¢ dol d n B+ & .
Donc F est un r-filtre.
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Définition 4:

4 est dite base du r-filtre qu'elle engendre . et F le r-filtre engendré par /5, qu'on
not¢ par F=1{IB] .

EXEMPLE 2: n

Soit (%, , D) un r-espace . D(x) l'ensemble des voisinages de X foriue unce
base de v- filtve .

En eftet : Tout d'ubord D(x) = ¢ car il existe au moins un ouvert O qui
contient x, 1l suffit de prendre O = .

Sotent A, B, € Dx)comme A ct B sont deux ouverts qui contiennent x d'ou
AnBz¢.

On notera par ¥(x) = [D(x)] c'est & dire le r-filtre engendré par D(x) d'oli on a
F(x)= {4 € P(y) tel que 3V € Dix) : V¢ 4}

Proposition 2:

Soit /Fun r-filtre sur un ensemble y et IB c IF avec IB = ¢. Pour que /5 soit
une base de /7 il fautetil suffitque: VA € /F,3VelBtelque VC 4.

Démonstration:

"_." soit /B une base du r-filtre /Falors d'aprés la définition 4 ona [F = [IB|c'est
adireque IF={4cytelque3 ¥ € [Btelque Vc:A}
DolvAeclIF,3VelBtelque VCA..

" =" Tout d'abord on voit que /B est une base car v A,B e IB=> A,B € /Fcar
B IF, d'ou ANB=¢.
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Montrons que /F = [/8]. Soit A ¢ (IB] >3V c I8 tel que ¥'c A or I8 c IF alors
V iz IF..
Donc on a ¥c 4 et ¥ e IF d'ou d'aprés la définitiondeweA € IF .D'ou [/B] c IF.

Soit maintenant :

Fe IF, on a par hypothese : 3 V € IB1q V < FD'oa Fe [/B). DonclFC [IB)

D'oti on a IF = [IB] dont B est la base .

Remarque 2: (Importante) :

Il est bien connu que dans un espace topologique l'ensemble des

voisinages de x € y est un fiitre.
Par contre dans un r-espace (x, D) la funulle D(x)de tous les voisinages de v n'est

pas un r-filtre.

En effet illustrons cela par l'exemple suivant.

EXEMPLE 3:

Soit § =fx1x2x3, xu}
D= {¢1Xr {xl}, {xl}» {x3}: {Xl,XZ}}

Il est clai!r que (y, D) est un r-espace.

On a D(x1) = {x, {x1}, {x1,x2}}

Soit A = {x1,x1}, il est clair que A est un voisinage de x,.

Soit B = {x1,x2,x3} on a A < B par contre B & D(x,), d’od D(x;) ne véritie pas la
propriété]l de la définition] du r-filtre. Donc D(x;) n'est pas un r-filtre.

Pur contre comme cela résulte de l'exemple 2 D(x)est une base de r-filtrc.
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4. Convergence d'un r-filtre et d'une base de r-filtre suivant une direction:

Dans ce but introduisons les 2 ensembles suivants:
. COnnexe
Sotent (x, D) un Y-espaceY, et xo un élément de .

Notons par Dy (x)=(V € D(x)telquex, € V) }
et
V(“.“’x) = Vx' x)={Bcytelqued Ve Dz;-' (x): Vg B}
Il est clair que si {x } = ¢, danscecasona D, :(x) = D(x) et V(x, ,x) = Vx) (voir

exemple 2)

Propositon 3:

Mxo,x)) estun r-filtre.
1) Sotent A € Mx ,x)et B € xtq ACB = Be Mx ,x)?
Ac Vi ,x) = 3 Ve Dxy(x)tel que VT A.
comme A cB donc ¥ B. D'ol on a montré l'existence d'un
V ¢ Dx, (x) tel que ¥ B, alors par définition de Mx ,x)ona Ve Ny ,x)

2)Soient A,B € Vg, x)=>ANB= o?
A € Vx ,x)= 3V e Dx_ (x)tel que VcA.
B ¢ ¥ ,x) = 3V € Dy (x)tel que rcB.
D'ici résulte que A contient-un ouvert contenant {xo,x }ainsi que B contient un
ouvert contenant {x ,x }d'od ANB z¢.

'Et ainsi on voit que F(xo,x Jest un r-filtre.

Remarque 3:
Hx ,x)= [Dx (x)), c'est & dire que I-’(x; ,x) est le r-filtre engendré par D,‘ (x). cela résulte

directement de sa définition.
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Définition S (Limite d'un r-filtre) :

Sotent (x, D) un r-espace connexe et /F un r-filtre sur 4, xo € 7 . ondit que x & § est hmite de i@
suivant la direction x-, ou que IF converge vers x suivant la direction x i /F est plus
tin que le r-filtre V(x ,x).

Que l'on note par F 3> x ou bien lim F=x

Définition 6 (Limite d'une base de r-filtre) :

Soient (y, D) un r-espace connexe, XX €7
On dit qu'une base /B d'un r-filtre sur yconverge vers xsuivant la direction x  si le
r-filtre /F engendré par /8 converge vers x suivant la direction x ..

THEOREME 4:

Soit (%, D) un r-espace connexe et /3 une base de r-filtres sur .
Alors 1B converge vers x suivant la direction x; si et seulement si
VVeDxx),3BelB telque Bc V.

Démonstration:

" =" Soit /B une basc de r-filtre convergente vers x suivant la direction  , alors
d'aprés la définition 6 le filtre engendré par B noté par IF = [IB] est convergent vers
« suivant la direction xo . Ce qui est équivalent d'aprés la définitionf  a dire
que (/B] est plus fin que Vxo, x) c'est A dire Vxo,x) C IF = [/B]

Soit maintenant Ve Dy (x) = V € Vxo,x) C [1B).

D'ou 3B € IB tel que Bc V.
"<=" cela revient 2 montrer que Mxo,x) C IF = [IB].Soit V' € Vx, ,x) alors par définition
méme de Mxo,x ), 3 W € D; (x) tel que W c ¥, d’ob en utilisant notre hypothesc
4B < I8 tel que B W et comme We V=> B < Vd'ob V € [/4).. '

It ainsi lc théoréme est démontré.
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THEOREME X(caractérisation des ouverts) :

Soit (x, D) un r-espace connexe, un sous-ensemble A de y est ouvert si et
seulement si pour tout r-filtre IF y tel que IF > x € A ct x €AonadeclF
(-]

Démonstration:

" =" Soit A C 7, ouvert et soit /F un r-filtre sur y tel que /F 2 x€Aavec
®
X Ada-ton.1elF?

comme /F converge vers x suivant x  alors d'aprés la définition 5 on a
Wx ,x)C IF. comme {xo,x } € 4 et A est un ouvert et (y, D)un r-espace connexe

alors d'aprés [ la définition 4](I).
Jun ouvert V € D tel que {x. ,x}cVcA.Doud e V(.s WX)YCIF=>AcIF.

”

" Soient 4 C 7y et {xo,x} € A4, conuns V(xo,x) est un r-filtre tel que
V(x., ) x d’ob par hypothese AG_V(Ao,AFVeD,‘ (x)tel que {xe,x} c VC A.

D'ou A est ouvert.

5. Limite d'une fonction suivant une direction :

1 ¢st bien connu que les notions de limite d'une fonction qui interviennent cn
analyse classique sont des cas particuliers d'une notion générale a suvoir la
convergence d'unc fonction suivant un filtre ol une basc de filtre [6]. Nous

allons introduire cela dans son cadre général dans les r-espaces connexes.

Soient (y, D1), (7, D2) deux r—espaces connexes . et £:(x, D1) = (¥, D2) une application.
ReMAvioue : Sak W ume 2052 de vo (URe e X | s ow ek
ww Que §18) = (SR T A e® ) ik vae Dore de v flae
MEn B 0 e v o KB | () Wik £ baatacld Gl e bone de v (kv
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Définition 7: .
Sot (Y, Dy) ,(‘J,'D,,) Feh V- Sdpaoun Lowmeves .
£:( % De) — (9.D1) ume opplitodion

Soit /£ un r~filtre sury cly. €.

On dit que / € y est la limite de £ suivant la direction y relativement au r-filtre/F st la basc
du r-filtre, f(/F) converge vers / suivant X -

THEOREME 3:

I € y est limite de f suivant la direction y;, relativement au r-filtre /Fsi et
sculement si pour tout voisinage ¥ de / contenant y il existe F e IF tel que f(F) < V.

Démonstration:

”

" soit / € y limite de f suivant la direction y relativement a /F, d'aprés la

déﬁmtno.n? la base du r-filtre, {/F) converge vers / suivant % c'est a dire que le filtre
cngendré par
AIF) converge vers / suivant ¥ - ‘est A dire M/, b4 )C [}(F)J

Soit V un voisinage de /contenant y, = Ve D, (/).
Alors V € MU, yo)d’od V € 5@6_}»53 f(®)tel que B < V.
"‘Comme BHef)=> IFe IF
tel que B = AF) et par suite AR c V

" < " Montrons qur J est limite de f suivant la direction y;, relativement au r-filtre /5,
cela revient & montrer que la base  du r-Fi\TReAIF) converge vers I suivant y; . D'ou

montrons que le filtre engendré par la base §(IF)

converge vers / suivant y_ - qui est oqulvalcnt ANy ) [-f (\\:)] .
Dot soit ¥ c W, yo) alors par définition méme de V(Iy ) 3 W e Dyo()) tel que :
W ¢ V.Puisque We Dyo(Nalors par hypothése
iFe IFtelque f M We Vecomme AR) e AIF) R :.O‘f,’;

Neliw®] '
ainsi le théoréme est démontré.
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Il est clair que le théoréme précédent peut étre énnoncé de la maniére

sutvante.

Conséquence:

| € y est limite de t suivant la direction y relativement au r-filtre
IF7 si et seulement si f~!(V) e IFVYV € ])‘*(Q)

6. Limite d'une suite suivant une direction:

Sonk (Xw)uso Wme ke de povads dum v mpats Comnexe X .

}\k‘gm_—.’)x
o> L, uwne oppllabon

Yorw W20 , ?‘;\'t xw:l’&»,"l««»t,-.-..}:ﬂv, &«.’th’lg'e.,“t, y
Mé Aﬂﬂ-)’t.\-\u Li”)V\?,O M y:“.Aeq(x)’}“7,03x“CA} .
Q&\MAV\Q\A&:

M gk vew facdement Q‘uv" Mh*’-&-’ﬂkf&hw
aox Lo Rone de vo [(Wloee | §(F,) oo W st Lo v (e
de FrewneT .
DeTiniTioN : O &k Qe % Cowutuge v X prusrond A dlodiom %o
Aloditimenk 0w V- (AUKe TE 1
NVe V() 3nyo, kd qoe Yumwe @ x, €V
THCORENE 1 & (), |, vwstege w0 X Jrudoank fo Aw,d:w“ Xo
okisteek omv. (e TRk yesltmend W I Kl 2w boaie
ool 2 (W), Cowntaae s % Jravond fo. dldoon %o
Wemowbrakion: E —sx &> Vinw) ¢ X &>
NNeVt,te) 3uz0 ¥ ¢V &>

NV e N ) [ Funo , Vwmyw ; % e Y D Lo
Comstiaguie A2t van % rairouk 0o SureGsw %o o Sistement 2
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7. Continuité d'une fonction suivant une direction :
deuX
Soient (y, D), (7, D”)\fr-cspaces connexes

Définition 9:

f:(x,D1) - (¥, D2)une application
Sotent xo,x 2 éléments de y. On dit que f est continue en

xy sutvant la direction x si V¥V & ;(”(f(xd )) 3 W € Dy(xv) tel que AW) c V.

Remargue:

Si on prend dans cette définition x = {¢}, alors cette définition coincide

avee celle introdunte au chapitre 2.

THEOREME J':

fest continue en x €  suivant la direction®t ¢ ¥ si et seulement si flx; ) €st limite de
frelativement au r-filtre V(x, xo) suivant f{x)..

Démonstration:

" =" Supposons quc fx ) cat limite de frelativement au r-filtre My, xo) suivant fx). soit
alors V € Day(f(x ) exite -t-il W' € Dy(x, ) tel que AW") c V (d'aprés la définition 9).
Soit ¥ € Dpw(f(x,)) alors ¥ est un voisinage de flx; ) contenant fix)alors d'aprés notre
hypothésc en utilisant le Théoréme3 3 We Ny, 5 ) tel que AW) V. Comme Vi, x,
est un r-filtrc engendré par Dy(x ) = 3 W’ € Dy(xo) tel que W' € W => AW’ )r-j(W)
D'ot 3W' € Dy(x.) tel que W) C V.

D'ou d'aprés la définition 9, fcst continuc cn x suivant la dircction y.

" =5 " soit f conrinue on xo suivant la dircction x alors d'aprés la définition9:
v V(D; (f(x,)) 3 We Dx(x; ) tel que fmcv.
(%)
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Soit:

"¢ V(/(x),j(.r; N=>3IV'e D{(x)(fb‘,’) tel que V' C ¥, et pour V'€ Dpy(Aixo)) 3 W' & Dx(x )

AWy o V' < Mpar hypothése). 3
dire que W’ ¢ De(x ) = W € Vg, x, ) = AW') € AV, ) ot AW c V
= Ve[ y)) -

Dol Mfx), A5 )) <A, g,)gl)’apres la définition 7 = fx; )est limite de
frelativement au r-filtre Y, xy ) suivant Ax). Le Théoréme est démontré.

Remarque:

De ce Théoréme résulte que la continuité en un point
x, suivanl une direction y peut étre défini. e a l'aide de la notion de limite suivant la
directionfy),
relativement ou »r,k'\kae, Nz, %) -

LEMME : Soit IB une base d’un r-filtre sur ¢ Alors :
A[B]) < AB)]

Deémonstration:

Soit £ & A[IB)) = 3 B € [IB]tel que K = AB)
CommeBe [IBj]=>3CcliBtlqueCcB
> AC) = AB) or AC) = AIB) et AC)c K = K € [AIB)])

Ainsi le lemme est démonué .

THEOREME 6 :

Sotent (y, D1), (¥, D2) 2 r-¢spaces connexes, f une application de
(%, D1) dans (Y,D2), et x € ¥, si f cst continuc au point x & ¥ suivant la dircction x alors
Pouv tOUtE base /B de r-filtre sur xqui converge vers
xswivant la direction x |, la base de r—ﬁltr; AIB) converge versfiy) suivant la direction fix”) .
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Dém :

Supposons que f est continue au point x suivant
x ¢t soit /B une base de r-filtre sur y qui converge vers
xsuivant x  d’ou par définition ¥(x, » ') C [/Blcomme fest continue en x, suivant la
direction x alors d’aprés L Ax ) est limite de f relativement au r-filtre
Vix,x ) suivant fx ) d’ot d’aprés la définition 7 la base  du r-filug f V{3, x )) converge
vers f{x) suivant fx. ) c’est A dire que V(Ax),Ax )} < AW x > :))]

Soit V e VA Ax )= V Ay x )= Iwelfliy x g WV
Comme  Mxx) ¢  [B](par hypothésse) Movs $[V(x,0)] C Seed)
bone JwWe §LE%I) AQ WV ; Comme §(163) CTEUM]

= 3 e [4™] xq : WV Dewe '\f-eA[flﬁ)] ( Awom

defiition dum v flkve ) . Pouw Y (§xa), §00) C H(%)} .
8. Composée de 2 applications

THEOREME ™':

Connexes
Soent (X, D1),(Y,D2),(Z, D3) 3vcspac3,/F un r-filtre sur Z, x; e et g uny

o N - w el % ek
application de Z dans ) admettant une limite x € Y relativement 3 F,suivant™xy’ sl
l'application f définie de y dans Y est continue au point x sui\r.mt'fé\'::~ Posabon
Alors l'application composée DL
fa Mbb.ow
fog admet la limite f{x) relativement au r-filtre F suivanl‘(f(a;. )-

Démonstration :

Comme g admet une limite x relativement 3 /7 suivant x. - Alors par définition, la

base du r-flltre,g(/*) converge vers & suivant xo ¢'est b dire que Mx,x,) ¢ it !-')_] .
or fest continuc cn x suivant la dircction x;., alors d'aprés le TWEOREMESON u Ax)est
limite de frelativement au r-filtre (x, x; ) suivant fx,) = V{fix),Ax;)) © AV, x, )3

-kl -



ot ot

Sok Ve Dy (S0) | awike 4.8 FeF 1. (S00)(F) CV .
LV e Bé(u,(gw) adevs Ve N (3(t),§(u>) =>Ve Ig or(x,xo\)]
= 3w e (Vi) : WV

Dol IV, eViyn) kq. Wz §OV) ek Y

Comme V, eV(zz) =>V, € [q0F)]

Dowe IV, € 03(\?) Xq, YV, c V1

DPox 3Felf fq,- Va=9(F) owee VeV,

N ewo o (F) CVy =>(f0q)(F) € §(Vy) W YV
Doe IFEF fy,. (Joq)(F) €V | dass Je SReevine 3
(§oq) odwek Lo Qowte ,S,(,(,) nlabwsenent om v- %\.QJ.._L\F
Dot Lo c\rowcb-ou SGne) .
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