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Dans les travaux de I.ZUZCAk [1], [2] et [3] ont été introduits de nouveaux

espaces généralisant les espaces topologiques dits r-espaces.

Ce travail est consacré à l'étude d'une sous classe de tels r-espaces dits

connexes, le faite qu'un ensemble dans un r-espace possède en général

plusieurs fermetures, comme cela a été remarqué dans [1], est la chose

fondamentale qui différencie et rende difficile l'étude dans de tels espaces.

Il est impor tant de remarquer aussi comme cela a été fait dans le chapitre

III que l'ensemble des voisinages dans un r-espace ne constituent pas un filtre

chose qui nous a conduit à introduire la notion de r— filtre qui constitue

l'analogue des filtres dans un espace topologique. Vu la structure des ouverts

d'un r-espace connexe (Chap. I) on a introduit dans ce travail une nouvelle

notion de continuité à savoir la continuité suivant une direction en se basant sur

la notion de r-filtre.
V',-

Dans le chapitre I on a introduit la notion de r-esçaees connexes qui

constituent une sous classe importante de r-espaecs.
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Nous commençons dans le §.l par rappeler les définitions d'un r-esÿace,

d'un ouvert, d'un voisinage, d'un prévoisinage,

base dans cet r-espace.

ainsi que celle d'une

Dans le §.2 on établit une remarque importante qui a motivé l'introduction de

lu sous classe de r_espaces du type (Pj) introduits dans la définition 1 .§2. Vu le

faite que les singletons ne sont pas, des ouverts et ne forment pas en général une

base de l'r-es.p*ce comme cela l'illustre l'exemple 2 §.2 on a été conduit à

introduire dans les définitions 2 et 3 §.2 les r-espaces du type (P2) et (P3).

Dans le §.3 on a introduit la notion de r-espace connexe ( def 1 §.3) qui est

une généralisation des espaces connexes comme cela le montre l'exemple 1 .

Ainsi nous avons établit une série de théorèmes qui sont des généralisations de

ceux bien connus dans le cas des espaces connexes, et dont certains ont

nécessité l'introduction d'une sous classe de r-espaces connexes dits du type(P4)

(Def. 3§.3).

Dans le chapitre II on rappelle en bref les principaux théorèmes et définitions

concernant la continuité et la r-continuité d'une application.
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On établit un théorème concernant la r-continuité de la composée de 2

applications, ainsi qu'un autre théorème de caractérisation de la continuité d'une

application entre r-espaces connexes.

Le chapitre III est consacré à l'étude des applications continues suivant une

direction entre r-espace connexes. Comme dans les espaces topologiques cette

notion est basée sur la définitionde la limite qui a été introduite ici d'une

manière très générale à l'aide des r-filtres.

Dans ce but on a commencé par une étude approfondie des r— filtres, qui font

l'analogue des filtres dans les espaces topologiques. On a introduit la définition

d'un r-filtre, d'une base de r— filtre ainsi que leurs principales propriétés.

Vu le faite que l'ensemble des voisinages d'un point ne constitue pas un

r-filtre comme cela a été illustré par l'exemple 3, on a été conduit à construire le

filtre engendré par cet ensemble, chose qui nous a permis d'introduire la notion

de convergence d'un r-filtre suivant une direction.

En se basant sur les r-filtres, on a introduit et étudié les notions de limite et

de continuité d'une fonction suivant une direction, ainsi que la limite suivant une

direction d'une suite.
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CHAPITRE /

r-ESPACESCONNEXES

«



1. Notions Préliminaires :

Dans les travaux [1], [2] et [3] ont été introduits par I.ZUZCAK de

nouveaux esÿces généra_Jisant les espaces topologiqucs connus

classiquement. De tels espaces sont munis d'une topologie assez générale dite

r-topologie.

Parmi les formulations équivalentes d'un r-espace données dans 1 1 j, nous

allons utiliser dans tout ce travail la formulation suivante :

Définition 1. [11:

Soit /un ensemble non vide et Déclasse de sous ensemblesde y

possédant les propriétés suivantes:

1- <t>,X € D.
2- V A c x et VBe D tel que B c A, il existe un élément maximal C de

AD-{ Mt D
tel que M c A } tel que B c C c A.

Alors le couple (%, D) est appelé r-espace, et D la classe des ouverts de y. .

Exemple 1 :

Soit % un ensemble fini, et prenons pour D la classe des sous ensembles de
X qui contient le 4» et %. Alors (*,D) est un y-espace.
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En effet :

J - 4), % e D. ( par hypothèse).
2- v A c x et pour tout Bet) tel que B c A existe t-il un élément maximal

c de AD.

AD est un ensemble partiellemnt ordonné par . Puisque B e AD, alors AD x (j>.
En plus x est fini, alors AD est fini. D'après le lemme de ZORN il existe un

élément maximal c de AD.

Définition 2. (11:

On appelle voisinage d'un point x e x tout ensemble ouvert contenant x.

Définition 3, 111:

Tout ensemble de x de la forme {x} u A où x e x et A G D, est dit
prévoisinage de x.

Définition 4. [21:

Soit (x, , D) un y-espace et D0 une famille d'ouverts de x - On dit que D„ est

une base de la r-topologie D si et seulement si elle possède les deux propriétés

suivantes:

1 - Si A est un ouvert et x G A, alors il existe un ouvertVde D0 tel que v ç V<~. A.
2- Si A c B c x où A est un ouvert de D et x € B\A ( c'est à dire x e B et x «? A)

et pour

tout ouvert V0 de D0 où V0 c A, il e âste un ouvert V, de D qui vérifie :
V0 c V, c B.{•v} yj
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Alors il existe un ouvert V2 de D tel que : { x } A c V, cB.

* 6
Xe

X|

En utilisant la notion de base et le théorème 12 de [1] on peut définir les

ouverts d'un r-espace de la manière suivante:

Définition 5:[2,]

Soit (x , D) un r-espÿce et D0 une base de D. Alors le sous ensemble A de
X est ouvert si et seulement si, pour tout point x e A et chaque V0 de Du tel
que V0 c A, il existe un V, ouvert de D tel que: { x } Vd c V, c A.

yje si-
\ O
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2. Difl’rénts Types de r-espaces:

Remarque importante:

Dans un r_espace la réunion d'ouverts n'est pas en général un ouvert, ainsi

q'un singleton n'est pas en général ouvert. Illustrons cela par l'exemple suivant:

Exemple 1:

Soient x ~ { **.> Vxvx<*}
et soit D= {<!>» Xt . { \), { }}•

Comme x est un ensemble fini, d'après l'exemple 1.§.1 (x, D) est un

r-espace.

On a par construction } G D et } G D mais } eD.

D'ici résulte qu'une réunion d'ouverts n'est pas en général un ouvert. Ainsi

que les singletons ne sont pas en général ouverts carfxjy! D.

Cette remarque importante motivera par la suRel'introduction nouvelles

classes de r-espaces. Dans ce but donnons les définitions suivantes:

Definition 1 :

IJn r-espace est dit du type (P,) s'il possède la propriété suivante: v (Ai)
lf

où Ai G D, V i G I, tel que * <!>• Alors U Ai G D.

Définition 2 :

Un r-espace est dit du type (P2) si tout singleton est un ouvert.
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Remarque Importante:

Il est important de remarquer que dans un r espace du type (l\) les

singletons ne forment pas en général une base. Illustrons cela par l'exempL

suivant:

K \cm pic 2:

SoiontX- l-Vi.XzXj Ü-- { 4>,X/U‘1 1» U:). {-v3 }, {x4)t {xi.xj.Xj}, {xi.x.| ) ,\.x6] ,
{x'ï.X.» j, (XJ..V4 } }.

D'après l'ensemble 1 .§.1, (%, D) est un r-espace. Et soit
D(1 = { (xi), (x2|, {xj}, {x4} }

Notons par A= {x1.x2.x3}, A, = (xi.x4 }, A, = { x2.x4 } et A, = {x3,x4 }.
Prenons B= {x1.x2.xj.x4 }. Vérifions que D0 n'est pas une base pour D, en

effet .

1 - On a A ... D et soitÿl'élément de A, alors il existe un ouvert V,- {.vj } tel que
x1 G V, c A.

2- On a A c B c% et x4e B\A.
Alors v V0 G D„ ou V0 c

existe V, i e D, __
avec V, ; = {x4.x, } i=l,3 onu: {x4} u { x/}
que: {x4 } w Ac V2 c B.

A, se traduit par Vx; , i-1,3 ,

c Vnc B, mais il n'existe' V: tel

A. 'Alors il
V,

irl.j

A
6

r .
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L'exemple précédant motive l'introduction d'une nouvelle sou* classe de

r-espaces définis de la manière suivante:

Définition 3:

Un r-espace du type ( P2 ) qui admet comme base d'ouverts les singletons

est dit du type (P3)Jsi (x, D) est un V-espace du type (P3) on peut caractériser
les ouverts à l'aide de la définition 5.§.1 de la manière suivante:

Définition 4:

A est un ouvert si et seulement si Sx, y € A il existe un ouvert V ç D: {*,>>}
c V c: A. •

Maintenant on est en mesure d'introduire la nouvelle classe de r-espaces qu'on

appellera v-espaces connexes qui constitue l'objectif fondamental de ce obupitro
JUOU

et qui sont une génénlfion des espaces topologiques connexes.

3- r» Espaces Connexes:

Définition 1:

Un r-espace (%, D) est dit connexe s'il est de types (P, ), et (P3 ). C'est à dire

s'il possède les propriétés suivantes :

1- Vx G xon aixje D. En d'autres mots si tout singleton est un ouvert.
2- si ( A, |6])tel que Pi A; x 4> alors .üAj e D.
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3- Les singletons forment une base pour la r-topologie.

Exemple 1:

Soit ( X.T ) un espace lopologique connexe et D la classe de tous les
sous ensembles connexes de x-

Alors (x, D) est un r-espace connexe.

Déinonstation :

Cela revient à montrer que (x, D) est un r-espace de types (P, ) et (P3 ).
Tout d'abord montrons que (x, D) est un r-espace.
1- <t>- x € D?

En effet le <J> et x sont des connexes.

2- v Ac x et VS € AD = { M c D : M c A} existe -t-il un élément maximal
C de AD tel que B c C c A.

*4>
Il est clair que l'ensemble ADÿest partiellement ordonné par la relation c et

que l'union des éléments d'une chaîne arbitraire de AD est un éllément de Al)

donc d'après le lemme de ZORN chaque B € AD est contenu dans un élément
maximal C deAD .Et ainsi (x , D) est un

r-espace comme dans un espace topologique tout singleton est connexe alors

( x. D) est du type (P2). Comme toute union de connexes dont l'intersection est
non vide est un connexe [6] alors ( x, D) est du type (P,).

Comme ( x, D) est du type (P2) pour montrer qu’il est du type (P3) il reste à

montrer que les singletons forment une base de D.

Si D0 = { x},ex. Il suffit de vérifier les 2 conditions de la définition 4.
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1- Si A G D<itx G A. existe-t-il V eD0 tel que x G Vc.A. En effet dans ce cas il
suffit de prendre V= { x}.

2- Si A c B c x, A G D et y G B\A. et Vx G A tel que B V," e D vérifiant :
{x} u {y }c V,* c B. existe t-il V2 e D tel que {y JuAcVjC B.

En utilisant le fait que :

Vx G A, 3 V,* G D tel que {x } u { y} c V,* c B => U {x} {>>} c U V,* c B.
**xéN

Et comme Vx G A V,x 3{ÿlo/orÿrÿV,* * <j>, d'oùJüV* est un ouvert[6J que
l'on notera par V2 avec V2 G D.

Et ainsi 3 V, e D tel que {y} a>A c V, c B.

D'où la condition 2 est vérifiée, et ainsi (x, D) est un r-espace connexe.

Définition 2 :

Soit ( x, D) est un r-espace connexe. Deux parties A et B disjointes sont dites
séparées si pour tout ouvert C de D tel que : C a A at B on a:

Cr\A = 4> OU Cr\B = it>.

Définition 3 :

Un r-espace connexe est dit du type (P4) s'il possède la propriété suivante :

Si A est séparé de M et de N alors A est séparé de M w N.
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Proposition 1 :

Soit (x, D) un r-espace connexe, alors A n'est pas decomposable en 2
ensembles séparés si et seulement si, pour chaque couple d'ensembles M et N ft

,i*L que A - M KJ N, 3x e M et y G N et BV e D tel que: {*,>>} c V c A.

Démonstration :

A n'est pas décomposable en deux ensembles sépares si et seulement si pour

chaque couple M et N tel que A=MuN on a hlr\N=ty avec M -t- <$> et -N * 4*
d'ou M et N ne sont pas séparés donc d'après la dé£inition2 3V c D lel que

{.v, v} c VcA.
Kê D tel queVrsM* 4> et V r>N ■* <J> =» 3x G Ad,y e A? etavec

Théorème 1; ( Caractérisation des ouverts d'un r-espace connexe )

Soit ( x , D) un r-espace connexe.

Alors A est ouvert dans D si et seulement si on ne peut pus le décomposer en

deux ensembles séparés.

Démonsatration:

Soit A un ouvert de D tel que A= WuAÿ, comme M * <J> et N* (J) choisissons
2 éléments x e M et ye N d'une manière arbitraire, alors d'après la dénitition4,

D tel que [x,y) aVczA, d'où d'après la proposition 1 A n'est pas

décomposable en deux ensembles séparés.
BPe
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Inversement soient *,>> e A existe-t-il V& D tel que c Kc A.

Soit l'ensemble:

A* = { ? G A tel que 3 Vz e D vérifiant {*,2} c VÿzA. }.
Donc à chaque fois qu'on prend un élément y G \aA, on peut trouver un

ouvert Vy G D tel que : {x,y}c.Va A.

Soit Â, =MjV:z , on remarque tout d'abord que :

1-\ f (J), car par hypothèse x G A d'où il existe Vx = {A} G D tel que Vx c A .
2-4LÿVz G D car AVZ * <j>, puisque les Vz contiennent au moins l'élément x

( car (x,*D) est un r-espace connexe).

Supposons maintenant par l'absurde que y « A , posons M et A\ Aÿ- H
alors.

A = Kfa>N, avec Mr\N= <t>,À/* 4>,( car y G N).

D'après la proposition 1 il existe au moins un couple ( p,q) , p G M et q G N et

il existe au moins un ouvert V de D tel que:

{ p,q} c VaA.

Comme p G M=>p G\ et vu le fait que pe V on a alors P G Kr,Âx. Donc ï\J

A* e D (car x est un r-espace connexe), notons par Vq" V uA,, comme V c A
et \cA donc Vqc A et on a aussi { q, x) c Vqc A avec V'q G D.

Ainsi on a démontré l'existence d'un ouvert Vq contenant ( q,x} et contenu

d'où q G Âx contradition avec le faite q G A\ .dans A,

Donc y &\ , d'où il existe un ouvert Vy tel que : {*,>-} c Vy c A. D'où A est

un ouvert. Et ainsi le théorème est démontré.
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Théorème 2:

ae
Soit (x, D) un r-espepe connexe du type (P4 ) , C un ouvertvX Et soient M et

N;2 ensembles séparés, tel que %\C = MvN. Alors CKJM et CKJN sont ouverts.

Demonstration :

Supposons que n'est pas ouvert, alors d'après le théorème1 3 A et B
deux ensembles séparés tel que C = A B.

Comme C c CuM => C cA <JB, Comme A et B sont deux ensembles séparés
et C est un ouvert alors d'après la définition 2 on a: = $ ou Cn5 = $.

Supposons que Cn>A = <j> comme A c C<JM,alorsA c M.

Montrons maintenant que A et N sont séparés. Pour cela supposons le

contraire alors d'après la définition2 3 un ouvert C a A N tel que CVvi * <}> et C

Comme .1 c M =>C'nA cCYvi/.
=>C’r>A/ * 4> car C'r\4 * 4>-

Vu le faite que C'otu JV et A cz M on a alors C'cWuM Donc on a montré
l’existence d'un ouvert C'c tel que C'n/W / 4> et CV-W*4> ce qui résulte

d'après la définition 2 que M et N ne sont pas séparés d'où contradiction. Donc

A et N sont séparés.

Comme A et B sont séparés et que (x, D) est du tyoe (P4) alors d'après la
définition3, A et sont séparés.

On a :

X = C (%\C) — Cu(A/uA/) = (C AT= ( A '•u B) N.
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D’où :

X - A (B U A/) avec /1 * 4> et B<JN* <|>, A et B uN sont séparés, donc
d’après le théorèmel x n’est pas ouvert, ce qui est absurde d'où CuA/ est
ouvert.

Exactement de la même manière on montre que C est ouvert. Et ainsi le
thorème est démontré.

Remarque :

En particulier si (x,x) est un espace topologique connexe et C un
sous ensemble connexe de x alors dans ce cas ce théorème coïncide avec le

théorème 4 chap.5, II de [5],

Théorème 3: ( Généralisation du théorème 1 )

Soit ( x» D) un y-espace connexe, et E un sous ensemble de X. si E ne s'écrit

pas sous forme d'union de n ensembles ouverts.

Alors il existe (n+1) ensembles séparés deux à deux; A,,...., AbM; avec Ai■> <|>,

i=Ên"M, tel que : E= A,ÿA,u......uAÿ,.

Démonstration :

La démonstration se fait par récurence .
n i

Dans ce cas ce résultat n'est qu'une conséquence directe du théorèmel .
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1

Supposons que le théorème est vrai jusqu'à l'ordre n-1, c'est à dire que;si E

n'est pas union de (n-1) ensembles ouverts, alors il existen ensembles séparés

E=A, VJA, VJ....U A,, Aÿ * 4> j=T7n. ,deux à deux tel que :

Supposons maintenant que E n'est pas union de n ensembles ouverts. Alors
v\*4

existe t-iî (n+1) ensembles séparés deux à deux non vides tel que E =. U A; .
Par hypothèse on a : E= At VJ....VJ\avec les Ai, i=l,n séparés' D'où au

moins l'un de Aiji=l,n ; n'est pas ouvert. Supposons pour fixer les idées que\
n'est pas ouvert.. Donc d'après le théorème1 on peut le décomposer en 2
ensembles séparés. A, = A'a D'où E peut être mis sous la forme :

E=Ay..ÿ1uA',uAtf
avec les Ai , i= l,n+l avec i * n, et A', sont séparés deux à deux. Et ainsi le

théorème est démontré.

1

Théorème 4: ( Généralisation du théorème 2 )

Soit (x, D) un r espace connexe du type P4, Cp C2 ., CB des ouverts de %

et M, N,2 ensembles séparés tel que :

x\(C1u„uC1)--|/uW (*)
Alors l'ensemble C, VJ.....uC, uA/ est union de n ensembles ouverts

(distincts ou confondus).

n 4



Démonstration :

Supposons que C, CB wA/ n'est pas union de n ensembles ouverts (

distincts ou confondus), alors d'après le théorème 3 il existe (n+1) ensembles
non vides et séparés deux à deux tel que : C, C2

\*i (**)
Cn wÀ/= A, y j A,

'

__
»

Alors on peut affirmer qu'aucun des ensembles n'est séparé de

N. En effet, car dans le cas contraire il existe une décomposition de X en 2
ensembles séparés non vides tel que:x = (x\ (C, u.....o C, )) ( C, u.....u CB ).

D'où en utilisant l'égalité (*) on aura :

% = CJ CB ) = bkj (C, u.....u Cu)uM.

Et en utilisant l'égalité (**) on aura : % = A/U ( A, u A, u.....u A„+) ).
Donc on a trouvé une décomposition de % en ensembles séparés ce'qui est

car x G D . Donc aucun des A;, i=l, n+1 n'est séparé de N.absurde

séparés. Alors aucun des Ait i=r,n+ï; n'est
l,n+l; tel que Ai0 c Mÿaura

Comme M et N sont

inclus dans M. car
Aj uAfcA4KJN comme Ai0, et N ne sont pas séparés alors d'après la définition 2
s'il** DC e D tel que Cc Ai0 alors Cn Ai0* ()> et C nN* 4».

s'il 3 i0 €

Comme C cAi0 v_Wc M KJ N => C c M w 7v et on a CnNsij) et CnM*ty
( car Ai0 <zM et CnAÿ * 4»). d'où contradiction avec le faite que M et N sont
séparés, donc : Ai (£ M Vi=l,n+1.

D'après (**) on a : A* c C, CB UA/ Vi-l,n+l.

Donc A, Cj 4> pour un certain j ≤ n.
Comme Cj est un ensemble ouvert tel que : Cj c At KJ.....Aÿ,.

-U-



D'ici résulte que chacun des ensembles A,

( non vide) appartenant au système ( Ct ,

impossible. Et ainsi le théorème est démontré.

Aÿ!- contient un ensemble)••••»

CD ) ce qui est trivialement

Par analogie avec la notion de composantes connexes dans un espace

topologique introduisons la définition suivante :

Définition 4:

Soit (%,D) un r espace connexe, un ensemble C de x est appelée composante
de l'espace (x,D) si :

1- C est un ouvert.

2- pour tout sous ensemble Cl € D tel que C c C, on a C C, .

Théorème 5:

Tout ensemble ouvert non vide de x est contenu dans une seule composante

de cet espace.

Démonstration:
Supposons que A e D,A c C, et A c C2 où Cj et C2 sont deux composantes

de l'espae %, on a alors A c Ct n, C2 C, r> C, *<}> , comme (%, D) est un
r-espace connexe il est alors du type (P,) par conséquent C, u C2 est un ouvert,
comme A c C, et A c C2 ona :
A c C, VJ C2 , or Cj est une composante c'est à dire c'est le plus grand ouvert
qui contient A, d'où contraditiction car on a trouver un ouvert C, o Cj D C,
tel que AcC,uC2.

Ainsi le théorème est démontré.

- jib-



Remarque :

Ce théorème est une généralisation du théorème 2, III, ehap.5[5j aux

r-espaces connexes.
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C.HAPTTRF II

APPLICATIONS y
.*

CONTINUES ENTRE

r-ESPACES CONNEXES



Commençons tout d'abord par ennoncer ces notions dans les r-espaces

généraux.

DEFINITION 1(31:

Soient (x, D, ) et ( Y, D2 ) deux r-espaccs.
Et f : (x, Di ) -ÿ ( Y, D2 ), une application .
Alors f est continue si et seulement si : VA G D2 , e D, .

Remarque :

Cette définition a été introduite dans [3], et elle coïncide avec la définition

habituelle de la continuité dans le cas où x et Y
topologiques.

sont deux espaces

DEFINITION 2131:

Soient ( x, Dj ) et (Y , D2 ) deux r-espaces.
Et f : (x, Dj ) -ÿ (Y , Dj ), une application .
Alors f est continue en e x si et seulement si pour tout voisinage V de

il existe un voisisnage U de x„ tel que f(U) c V.

Remarque :

Dans un r-espace de la continuité en chaque point ne résulte pas la

continuité contrairement aux espaces topologiques. Pour cela voir [3] exemple 4

p.352.
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DEFINITION 3F31:

Soient (x . D> ) et (Y , D2 ) deux r- espaces.
Et 1' : (%, D, ) -> (Y , Dz ), une application .

Alors f est dite r-continue en x0 e x si pour tout V voisinage de t(xu ) et
v U prévoisinage de\tel que f(U) c V, il existe un voisinage U| de\ tel que

UcU, et f(Uj ) c V.

A l'aide de cette notion dans un r-espace de la r-continuité en chaque point

résulte la continuité. En effet :

Théorème 1 131:
Soient ( x, Dt ) et (Y , D2 ) deux r-espaces.
Et f : (%, Dj ) (Y , Dj ), une application .

seulement si elle est r-continue en chaque point x<, e x--
Alors f est continue si et

Rappelons encore un théorème indiquant que de la r-continuité en un point

résulte la continuité en ce point.

Théorème 2 131:
Soient (x , D, ) et ( Y, D2 ) deux r-espaces.
Et f: (x. D, ) -> ( Y, Dj ), une application
Et soit x„ e x - Si f est r continue en XQ alors f est continue en xÿ .

Rappelons encore une caractérisation de la continuité à l'aide des éléments

de la base de la r-topologie.

-1% -
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Théorème 3 [21:

Soient (% , D, ) et (Y , D2 ) deux r-espaces.
D0 une base pour D, et f : (x, D, ) -ÿ (Y, D2 ),

Alors f est continue si et seulement si Vx G x et V V voisinage de f(x) et
VC1 D0 tel que f(U) c V il existe un ouvert U, e D, tel que {x} ut/cU, et
t'(U1 ) c V.

Cela nous permet d'établir dans un r-espace connexe le théorème suivant.

Théorème 4:

Soient ( x, Dj ) un r-espace connexe et ( Y,D2 ) un r-espace D0 une base
pour Dt et f: ( %, ) -> (Y , D2 ) une application,

Alors f est continue si et seulement si Vx e x et V V voisinage de f(x) et
v \Xu\t D0 tel que ) e V il existe un ouvert U, G D, tel que (x, xJ c-Uj et
iiUJc V.

Démonstration :

Comme ( x, D, ) est un r espace connexe alors il est du type (P3) d'où les

singletons forment une base pour la y-topologie (def.3§2.1).

Et ainsi il suffit de prendre dans le théorème 3 pour éléments de D0 les

singletons. Et ainsi le théorème est démontré.
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Composée de deux applications r- continues:

Nous avons établit le théorème suivant dans des r-espaces généraux.

Théorème 5 :

Soient (x, Dt), ( Y, D2) et (Z, D3) trois r-cspaccs.
f : (x, D,) -> ( Y, D2) , g: ( Y, D2) -ÿ (Z, D3) deux applications tel que f est

r continue en xÿ, et g est r-continue en y0 = flX).
Alors g o f: (x, D,) -> (Z, D3) est r-continue en x,, .

Démonstration:

Soit W un voisinage de (g o fX >0 (c'set à dire que W est un voisinage de

g(l( xJ) donc W est un voisinage de g( y0) comme g est r-continue en y0, alors

pour tout prévoisinage U de y0 tel que gÿj) c W il existe un voisinage U, de y„
tel que : U c Ul et g(U3 ) c W.

Comme f est aussi v.continue en , alors pour le voisinage U, de f(x0) et

pour tout prévoisinage U2 de\tel que f(U2 )cU, il existe un voisinage V de
x„ tel que V D Uj et

Comme t'(U2 )cl,ona g(f(U2 )) c g(Uj ) et d'après la r-continuité de g

en y0 on a:

g(U, ) c W d'où g(f(U2 )) c W.

f(V)cUr

Et ainsi on a montré que pour tout voisinage W de (g o fX x0) et pour tout

prevoisinge U, de x„ tel que (g o D( U2) c W il existe un voisinage V de xu tel

que :

V oU2 et (g o fX V)c g(Uj ) c W. ce qui traduit la r-continuité de g o fen

XQ .c.q.f.d.
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Kn lien avec le théorème 4 dans le but de donner une caractérisation de la

continuité dans un r-espace connexe introduisant l'ensemble suivant:
0° = { V, e D tel que si A est un ouvert, {x,y} c A,3 V, eD tel que :

{*>'} c V, c A.}(*)

Connene
Il est clair que d'après la définition d'un ouvert dans un r- espaeèVl)0 n'est pas

vide.

Théorème 6:

Soient ( % , Dt ) , ( Y, Dz ) deux v-espaces connexes avec ={(x)»x x },

13 l'ensemble construit comme dans (*) à l'aide des éléments de Dt ; et Bz -
{\y}: y >: Y} , B,ü construit de la même manière à l'aide des éléments de D,.

f: ( x , ) -ÿ (Y , Dj ) une application .
Alors t'est continue si et seulement si V le voisinage V de f( xü) tel que. V

B,° et pour tout prévoisinage U de x0 tel que U= { xü , x, } où\x,ÿ G B, avec
l'(Ü) c V.

Alors il existe un voisinage U, de x,j tel que { xü , x, }cU, où f(U, ) - V
et U, tr B,ü .

Démonstration :

" c- " soit W un voisinage de f( x„ ) c'est à dire W <- Dj et t( xu )
Pour touÿoisinage U de x„ tel que U= { xÿ , x, } avec ti.x, ) >: W , le

problème est de prouver l'éxisUnce d'un voisinage U,do x, tel que : { x0 , x, }

IJ, et f(U2 ) c W.

W.
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On a Wé D2 et { f[ x„), f( Xj )} G W, alors par définition de B,° B W, G

B2° CD2 tel que { fÿ x0 ), f( x, )} G W2 c W.
Alors par hypothèse il existe un voisinage U j de x0telque{ x0, x, }c U,

fCU, )cW, c W.
Donc il suffit de prendre U2 = Uj

avec

Supposons que f est continue.

Soit V un voisinage de f( x,, ) avec V G B2°, et pour tout prévoisinage U

de x0 tel que :

U= { xÿ, xt } où f( x, ) G V, il existe un voisinage Ut de x0 tel que {
f(Uj ) cV, avec U, G D, .

Comme U1 GDJ et contient { XQ, xt } alors par définition de B* il existe
Uj€Bj0 tel que { xÿ x, } c U, c U, et U:) c V. Et ainsi le théorème est

démontré.

x, } c U, et

Remarque:

Dans cc théorème on a pris V G et Ut G B,° au lieu devprcn4re
respectivement dans D, et D, selon le théorème 4.
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1.R- FILTRES

1. Definition d'umfiltre:

Définition 1_:

Soit x un ensemble non vide, on appelle r-filtre F x un ensemble non
vide de parties de %, vérifiant:

1 ) Si W eFctAç,B=>B<zF,
2) Si A e FetBe F=> A<ÿB*0 .

Remaque L

De 2) résulte trivialement que 0a & . Il est facile de voire que tout filtre
est un r-filtrc. Par contre en général un r-filtre n'est pas un filtre car l'intersection

de de F n'est pas en général un élément de F.

EXEMPLE 1:

Soitx un ensemble infini.
F = { l'ensemble des complémentaires des parties finies de X }
Il est facile de vérifier que F est un r-filtre.

En particulier les complémentaires des parties finies de l'ensemble IN des
entiers naturels est un r-filtre que l'on notera par FIN .



2. Comparaison destfijtm :

Définition 2:

Soient et Fz deux r-filtres sur x, on dit que F i est plus fin que F* si tout
élément de F2 est un élément de Fi que l'on notera par Fi ç F\ . On dira que h\
est strictement plus fin que Fi si F\ contient strictement Fi .

2 . Bases d'un r-filtre :

Définition 3:

On dit qu'un sous-ensemble de parties de x , IB * 0 est une baseV %
VA G IB et B G IB -> A r\ B * 0

Proposition 1:

de r-Liïhrt
soit IB une base*\r , alors l'ensemble

F = {A 6 P(%) tel que 3B G IB avec B £ A)
est un r-filtre sur %ÿ

Démonstration:

1) soient A G F et AQBÿBGF'ï
Si A G F => 3B' G IB tel que B' çA et comme A ç B
=ÿ> 3B' G IB tel que B' c B => B G F.

2) si <4 G F et B G F => A B* 0 ?

Comme A G F=> 3C G IB tel que C Q A,et B G F =? 3C' G IB tel que C ç: IB
or IB est une base donc d'après la définition 2 on a GÿC* <t> d'où A r\ B■*0 .
Donc F est un r-filtre.



Définition 4:

Hi est dite base du r-filtre qu’elle engendre . et F le r-filtre engendré par IB, qu’on
note par F- [IB] .

EXEMPLE 2:

Soit (x, , D) un r-espace . D(x) l'ensemble des voisinages de x forme une
base Ac. v- •

En effet : Tout d'abord D(x) * <J> car il existe au moins un ouvert O qui
contient x, il suffit de prendre O = x-

Soient A, B, e D(A-)comme A et B sont deux ouverts qui contiennent x d'où
A rsB* <J> .

On notera par V(x) ~ c'est à dire le r-filtre engendré par D(x) d'où on a
V(x) = {A e P(x) tel que 3V G D(x) : VQA)

Proposition 2:

Soit IFun r-filtre sur un ensemble x et IB c JF avec IB x <|> . Pour que 1U soit
une base de JF il faut et il suffit que : VA e JF ,3V € IB tel que Va A.

Démonstration:

"=>" soit IB une base du r-filtre /Falors d'après la définition 4 on a IF - l//i]c'csl
à dire que IF = {A c x tel que 3 V G IB tel que Va A
D'où V A € IF, 3 Ve IB tel que Va A..

" c=" Tout d'abord on voit que IB est une base car V AB e IB AB e /Fear
IB c IF, d'où A <~\B* <j>.

- *6-



Montrons que IF= [IB]. Soit A e [IB] => 3 V e IB tel que Va A or IB a IF alors
V G IF..
Donc on a Va A et V ç. IF d'où d'aprcs la définitionîo**A e IF .D'où [IB] c IF.

Soit maintenant :

Ft IF, on a par hypothèse : 3 V t IB tq V c /’’D’où Ft [IB]. Donclfc [/fi]
!

D'où ona/F = [IB] dontB est la base .

Remarque 2: (Importante) :

Il est bien connu que dans un espace topologique l'ensemble des
voisinages de x e % cst un filtre.
Par contre dans un r-espace (x,D) la famille D(x)dic tous les voisinages de v n'est
pas un r-filtre.

En effet illustrons cela par l'exemple suivant.

EXEMPLE 3:

Soit x ={xix2,xi,
D- {4>.X. {xi.xî}}

Il est clailr que (x,/3) est un r-espace.
On a D(xi) = {x, {*i), {xt.-M}}
Soit A = {xi.xj}, il est clair que A est un voisinage de xi .
Soit B = {XI,Xî,X3} on a A c B par contre B e D(x,), d’oùD(x,) ne vérifie pas la
propriété 1 de la définitionl du r-filtre. Donc D(*0 n'est pas un r-filtre.
Pur contre comme cela résulte de l'exemple 2 D(.v)est une base de r-filtn..
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4. Convergence d'un r-filtre et d'une base de r-filtre suivant une direction:

Dans ce but introduisons les 2 ensembles suivants:
COnnCXC.

Soient (x, D) un V-espac?vfet xo un élément de %.
Notons par Dx.(x) = {F G D(X) tel que x# G V) }

et

F(x0,x) = Vx
>
(x) = {B c x tel que 3 F G DX< (x ) : Fc B)

11 est clair que si } = <j> , dans ce cas on a ZV(x) = D(x) et F(x# ,x) = l\x) (voir

exemple 2)

Proposition 3:

F(xo,xi) est un r-liltre.
1 ) Soient A G V(xt , x) et B G X tq AçB => BG F(.r , x) ?

AG Vu; ,x) => 9 F G £>x4(x) tel que V<zA.
comme A çB donc Fç B. D'où on a montré l'existence d'un
F G £>xo (x) tel que Fç B, alors par définition de ,x) on a FG F(A* ,X)

2) Soient A,B G , x) => A n B * 4>?
A G F(Jÿ .x) => 3F G Dxo (x) tel que FçA.
B G F(A* ,X)=>3F’ G (X) tel que F’çB.
D'ici résulte que A contient un ouvert contenant {x0)x }ainsi que B contient un
ouvert contenant {xo , x }d’où A n B *ÿ 4>.

Et ainsi on voit que F(x0.x )est un r-filtre.

Remarque 3:

K(x , x) = [Dx (X)], c’est à dire que F(x ,x) est le r-filtre engendré par />,. (x). cela résulte

directement de sa définition.



Définition S (Limite d’un r-filtre) :

Soient (x, D) un r-espace connexe et IF un r-filtre sur % , xo e % . ondit que x G % est limite de lf*
suivant la direction x , ou que IF converge versx suivant la direction x si IF est plus
tin que le r-filtre V(xt ,x).
Que l'on note par F ** x ou bien limÿx*

Définition 6 (Limite d'une base de r-filtre-) :

Soient (x,£>) un r-espace connexe, x,xÿ G X
On dit qu'une base IB d’un r-filtre sur xconverge vers xsuivant la direction x si le
r-filtre IF engendré par IB converge vers x suivant la direction xfl . .

THEOREME fl:

Soit (x, D) un r-espace connexe et W une base de r-filtres sur %ÿ

Alors IB converge vers x suivant la direction si et seulement si
VV G Dxs (x) , 3B G IB tel que B cz V.

Démonstration:

" =x>” Soit IB une base de r-filtre convergente vers x suivant la direction xÿ , alors
d'après la définition 6 le filtre engendré par IB noté par IF - [IB] est convergent vers
x suivant la direction x0 . Ce qui est équivalent d'après la définitionÿ à dire
que [/Æ] est plus fin que JC) c’est à dire V[x0,x)c IF - [/5]

Soit maintenant KG £>*. (X) e K*o,*)c [IB].
D'ûù 3 B G IB tel que Be K.

"c=" cela revient à montrer que fÿx0,x)c IF= [/Æj.Soit KG .*) alors Par définition
même de K(x0,x ), 3 W G (X) tel que W c.V, d’où en utilisant notre hypothèse
■3B G IB tel que B c W et comme VVc V=> B a V d’où K G [Ili]. .

Et ainsi le théorème est démontré.



THEOREME X(caractérisation des ouverte) :

Soit (x,£>) un r-cspace connexe, un sous-ensemble A de x est ouvert si et
seulement si pour tout r-filtre IF x tel que 1Fÿ> x e A et x- e/1, ona/lé IF.

Démonstration:

” => ” Soit A c x, ouvert et soit IF un r-filtre sur x tel que IF x e A avec
A a- t-on A e IF ?

comme IF converge vers x suivant $ alors d'après la définition 5 on a
K(x , x)c IF. comme {xu,x } € A et A est un ouvert et (x,D)un r-espace connexe
alors d'après [ la définition 4J(I).
3 un ouvert Ke D tel que {xÿ ,x} c Vc.A. D’où/4 e K(x ,x) c IF=>A G IF.

A*

t«.(? que
c VaA.

” c: ” Soient ,4 c x et {xo,x} G A, comme fÿxo.x) est un r-tiltre
Kxo.x) -> x d’où par hypothèse k É.V(x0l xÿ3VtDIà (x)tel que (n,x)

D'où A est ouvert.

5 . Limite d'une fonction suivant une direction :

11 est bien connu que les notions de limite d'une fonction qui interviennent en

analyse classique sont des cas particuliers d'une notion générale à savoir la

convergence d'une fonction suivant un filtre où une base de filtre [6]. Mous

allons introduire cela dans son cadre général dans les r-espaces connexes.

Soient (x, D\) , (7, D2) deux r-espaces connexes . et f:(x, Dl) -+.{i,D2) une application.

• Wt y:
( ervs.

\& Wc w* y, A* &*. y _ .
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Définition 7:
Set ïiujf,
U.TM

Soit IF un r~filtrc sur % ot.v G y.
On dit que / e y est la limite de f suivant la direction£ relativement au r-lilirc/F si lu base
du r-tiltre;f(/F) converge vers / suivant j/ .

Ce 14-*» .V-

Uvt.e dtoo

THEOREME 3:

/ e y est limite de f suivant la directionÿ relativement au r-filtre /Fsi et
seulement si pour tout voisinage V de / contenant £ , il existe F £ IF tel que f(F) c V.

Démonstration:

” => ” soit / G y limite de f suivant la direction jg relativement à IF, d'après la
définition? la base du r-ûltre,/f/F) converge vers / suivant .y , c'est à dire que le filtre
engendré par
f{IF) converge vers / suivant;/ .c’est à dire F(/,;/ )c f $CfOj

Soit V un voisinage de /contenant >> => VG £>,(/)•
Alors V G KAyo) d’où V G [ 3 B que B c K.

fbfc$fr)=>3Fe/F
tel que B =/F) et par suite/F)c V

rComwie

” <= ” Montrons qur / est limite de f suivant la direction y0 relativement au r-îiltre IF,
cela revient à montrer que la base du r-fiÿftfcA/F) converge vers / suivant yo . D'où

montrons que le filtre engendré par la base $ClF0
converge vers / suivant >0 qui est equivalent à V(I,yÿ )c (\f)]

D'où soit V e V(l,yo) alors par définition même de V(l,jg. ), 3 W G Dyo(I) tel que :
IV c FPuisque WG Dy0(Dalors par hypothèse
:\F e IF tel que/ F)c Wc V comme/p) e //F) LûVi

VcUttf)] ,
ainsi le théorème est démontré.
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Il est clair que le théorème précédent peut être énnoncé de la manière

suivante.

Conséquence:

/ G y est limite de f suivant la direction JA relativement au r-tiltre
IF si et seulement si f_l(V) 6 IFW G )

6. Limite d’une suite suivant une direction:

£ cw Y
_

CôVAAÿxe. Y -Si* M
*k : ru TC

CWf,W V-1 "Xvv

'Îawv VV'JJ, O , >-èvfc !Xÿw. S TUc , TU+1. ,
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.
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O

v9vv y*ÿ ww Jÿc.cJÿAAAeÿt JLc JpJbcrft
Lvjÿe Àx v, jçxJ&ÂCÊ t ij. Clî'nj'i vsÿ jÿc J-*-

&£ £<Uu*eT .

D6ÿ»*nvoH : v!V VÇJUJC.
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7. Continuité d*11116 fonction suivant une direction :
Jeux

Soient (x,D\) , (Y,Zÿy'r-cspaces connexes

Définition 9:

f: ( x,£>l) -> (7,Z)2)une application
Soient x0,x 2 éléments de On dit que f est continue en

xo suivant la direction x si VFs D (f(xÿ )) 3 W e DJC(XU ) tel que/W) c K

Remarque:

Si on prend dans cette définition x = alors cette définition coïncide
avec celle introduite au chapitre 2.

THEOREME S.
f est continue en x e % suivant la direction*t x si et seulement si/Aÿ ) est limite de

f relativement au r— filtre V(je, xo ) suivant /jt)..

Démonstration:

” c: ” Supposons que /X ) es» limite de/relativement au r-filtrc V(jetx0) suivant ftyt). soit
alors Fe DM( f(jç )) exite°-t-il W’ e Dt[xt ) tel que/tf") c V (d'après la définition 9).
Soit V e )) alors V est un voisinage de/ÿ ) contenant/*)alors d'après notre
hypothèse en utilisant le Thcorcmc3 B We ) tel quc/W) c V. Comme K(X,A# )

est un r-filtre engendré par D*(r ) ==> 3 W’ € Dÿxo) tel que W’ c W =>/ W’)c/W)

D'où HW’ €£>*(x. ) tel que/w’)c V.
D'où d'apres la définition 9, f est continue en Aÿ suivant la direction x

” r> ” soit /conrinuc cnxo suivant la direction* alors d'apres la dcfinition9:
V f(xo )) 3 We D*A; ) tel que/«0 <= V.

-UH-



Soit:
F C l''(Ax),Ax )) => 3 V’ G Zÿ(x)(/è«) tel que V’ c F, et pour V’G £W)(AA-0)) 3 W’ G Djrfx )
/( W’ ) <- F' c Hftar hypothèse).
dire que W' G DJAA; ) => PF' G F(*,X ) =:-/PF') G/Pÿ.A* )) or/PF') c F

=>Ve[/{F(x*))].

D'où y(/(x),Axt )) c{/(F(x, D’après la définition 7 =>/Aÿ )est limite de
/relativement au r-filtrc F(*,AA ) suivant/*). Le Théorème est démontré.

Remarque:

De ce Théorème résulte que la continuité en un point
\\ suivant une direction y peut être défini, e à l'aide de la notion de limite suivant la
direction/(y);

o«-u v-.-jfi.tWe, N'CXÿTCO') •

LEMME : Soit IB une base d’un r-filtre sur x Alors :
/«*])c [/(*)]

Démonstration:

Soit K G AV B)) =>3 B £ [IB] tel que K =//t)
Comme B e [/5] => 3 C c IB tel que C a B
o/QaAB) or AC) G //Z?) et /C) cK=>Ks W«)3
Ainsi le lenitne est démonué .

THEOREME 6 •.

Soient (x,Dl).(y,D2) 2 r-espaces connexes, /une application de
(X, Dl) dans (K, D2), et A; G x, si f est continue au point A;G X suivant la direction A , alors

TW toute base IB de r-filtre sur xqui converge vers
la direction A , la base de r-filtr$//5) converge vers/îf) suivant la direction/x ) .
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Déni :

Supposons que / est continue au point
* ci soit IB une base de r-filtre sur % qui converge vers
.ÿsuivant A- d’où par définition T(jç, x ) c [72?]comme f est continue en A;suivant la

A*\ ) est limite de/ relativement au r-filtre
K(.V,A- ) suivant J[x ) d’oü d’après la définition 7 b base du r-filirÿ/Kÿ-.x )) converge
vers/jÿ) suivant /x. ) c’est à dire que V{J{ÿ\j{x )) c

direction x alors d’après L

Soit V € ViAslA* ))=> W )jÿ3v/ÿ,r )>q-vrcV
K(x,x. ) f [5] (par hypothèsse) r>e©vs c

=> É: [Kÿ>3 : vl CV 3wc Vê Q:Kfc)] Iv-**'
v- ) . Vow (.4c*<ù, •£(.*>) C [3ÿ] '

H. Corn nosée de 2 annlications

Comme
1>0nc 3 VT G KC«)

THEOREME"':

Connexe.!,

Soient (X,D\),(7, D2\(Z, D3) 3«cspaccVF un r-filtre sur Z, xÿ e V et g une
application de Z dansÿCadmettant une limite x € à RsuivantffoTsî
l’application f définie dexdans Y est continue au point x suivantÿ ~
Alors l'application composée

fog admet la limite/x) rebtivement au r-filtre F suivantÿ. ).
Jb\

Démonstration :

Comme g admet une limite x relativement à T7 suivant xÿ Alors par definition, la
du r-nitre,#/") converge ver» x cuivint x0 c’cet ti dire que H>. x, ) c

or f est continue en x suivant la direction x , alors d'après I g TN EoÆjBHE 50n u /(.v)cst

limite de f relativement au r-filtre V{x,xi ) suivant Ax.) => Z(AX),AXV)) c

kfi'ÿ •base

6(Wx,X,)j

- U-U -



Savi é C4°ÿ)Cf) .

S3\Jfv e A5«Vÿ y C-4W/ 4 <ÿ*•>)
9 -W Ê $ CÿTCx.x.)) : Atf Cv

V o\I 3 Ad £ v U,Xo) 4 WO ak -W

•V4 6 "V U,**-) AT*. £ l%OF>]
1W 3 AT* é H- Y* Cÿi .

D o*- 3 F e F . "Mi, z. Cf ) /XO-LC V* cV4 .

->Uoÿ)CF) c 4Ui) cÿJ C<
A)«vcc 1 F 6 ff . C'4,acv) CF ) <1 3T f VpuÿoA jlc 4ÿecr«Xÿ£ ?>

C o ) /txÀv*e/-t J2xx J2Xvs*juta, (_>c) >jJUbjvcvw.eAjÿ eu*, v- JjÿjQjbut- lF

JÿKjÿrO-ÿX jlxx. (ÿOUÿcJb-ÿJÿ jÇC'X-o) •

->

CO'MH»*.

0*V\ Oc

-tf5-
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