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Introduction

Bien que la théorie abstraite des opérateurs auto-adjoints et symétriques semble ache-
vée, le probleme de la décomposition spectrale explicite des opérateurs concrets (différentiels,
integraux, integro-differentiels, etc.) est un domaine de recherche important. Il y a un grand
nombre de travaux consacrés a la décomposition spectrale des opérateurs differentiels ordi-
naires et aux dérivées partielles, voir par exemple les monographies de N. I. Akhiezer et 1. M.
Glazman [1], Yu. M. Berezanskii [3], Kostyuchenko A. G et Sargsyan I. S. [5], .B.M. Levitan
[8], M. A. Naimark [10] et E. C. Titchmarch [20].

Le mémoire présenté est consacré a ’étude des propriétés spectrales d’operateurs sy-
métriques réguliers d’une part, et d’autre part & la methode de Fourier pour une classe
d’equations operatorielles. Elle est composée de deux chapitres. On commence tout d’abord
au premier chapitre par une étude détaillée des proprietes spectrales des opérateurs auto-
adjoints et symétriques réguliers pour le plus de details voir [2, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17].
On commence par une presentation de la classification des points du spectre d’un operateur
auto-adjoint. Une grande partie est consacrée a la construction d’extensions auto-adjointes
d’un operateur symétrique et a I’étude de leur spectre. En particulier on présente 1’étude
des résolvantes generalisées d’une certaine classe d’opérateurs symétriques d’indice de dé-
faut (1,1), une formule explicite de ces résolvantes est donnée, differentes questions de la
théorie des extensions auto-adjointes et des résolvantes généralisées ont été développées dans
[4,6,7,9, 14, 15, 16, 17, 18, 19] .

Le dernier chapitre est consacré au développement de la méthode de Fourier pour une
classe d’equations opératorielles & opérateurs symétriques & indices de défaut fini, et enfin

on termine le chapitre par une illustration des resultats obtenus sur un exemple concret.



Premiére partie

Notions préliminaires sur les
opérateurs symétriques et

auto-adjoints



Soit H un espace de Hilbert.

Un opérateur A dans H est une application linéaire dont le domaine D(A) est un sous-
espace de H et dont I'image R(A) est contenue dans H .

Le graphe G(A) d’un opérateur A dans H est un sous-espace de H x H défini par :

G(A) = {{z, Az} telque : z € D(A)}.
L’espace nul N(A) d’un opérateur A dans H est défini par :
N(A) ={ 2z € D(A) tel que :Az = 0}.

L’opérateur S est une extension de 'opérateur A (i.e.) D(A) C D(S) et Sz = Az pour
toute z € D(A) si et seulement si , G(A) C G(S) et on écrit : A C S.

Opérations algébriques :

— La somme :

(S+ A)(x) = Sz + Az avec D(S + A) = D(S) N D(A).

— Le produit :

(S.A)(x) = S(A(x)) avec D(S.A) = {x € D(A) tel que : A(x) € D(S)}.

— Les lois usuelles d’associativité : (R+S)+A=R+ (S+ A4) , (RS)A = R(SA).

— Les lois de distributivité : (R + S)A = RA+ SA JA(R+ S) D AR+ AS. Car il se
peut que (R + S)z € D(A) méme si Rx ou Sz n’est pas dans D(A).

— Multiplication par scalaire :
Si =0 Alors D(aA) = H et A =0.
Si aw # 0 Alors D(aA) = D(A) et (aA)x = a(Ax) pour x € D(A).

Définition 1 (opérateur fermé) Un opérateur fermé dans H est un opérateur dont le graphe

est un sous-espace fermé de H x H.

Lemme 1 Un opérateur A est fermé si et seulement si, pour chaque suite : (f,), C D(A)

telle que :



lim f, = fet lim Af, =¢g. Alors: f € D(A) et Af =g.

Proposition 1 Si l'opérateur A est fermé . Alors tout opérateur A — X\ est fermé.

Si Dopérateur A est fermé et A~ existe .Alors A™' est fermé .

Définition 2 (opérateur fermable) On dit que l'opérateur A est fermable s’il admet une
extension fermée; dans ce cas il admet un plus petit prolongement fermé noté A appelé

fermeture de opérateur A.

Lemme 2 Un opérateur Aest fermable,si pour chaque suite : (f,)n, C D(A) telle que :

lim f, =0, nous avons :

n—oo
lim Af, =0,
n—oo
ou
lim Af, nlexiste pas.

n—oo

Corollaire 1 Lorsque A est fermable , sa fermeture A est complétement déterminée par

son graphe G(A), qui n'est autre que l'adhérence G(A) de G(A) dans H x H (i.e.) Si A est
fermable Alors : G(A) = G(A).

Définition 3 (opérateur adjoint ) Soit A un opérateur linéaire avec D(A) dense dans H
. Alors Uopérateur Aadmet un opérateur adjoint A* ,son domaine D(A*) est défini comme

suit :

g€ D(AY) < Jg*
tel que
(Af.9) = (f.9%)
pour f € D(A) et A*g = g*.
Les seuls opérateurs qui donneront un adjoint A* sont les opérateurs & domaine dense.
Les opérateurs & domaine dense sont exactement les opérateurs vérifiant A C A*.

En outre, si D(A) est dense dans H et (Az,y) = (x,Sy) pour toute = € D(A) et
y € D(A*) et y € D(S) alors S C A*.



Définition 4 (opérateur auto-adjoint) Un opérateur A est dit auto- adjoint si A = A*.

Corollaire 2 A Est un oppérateur linéaire tel que : D(A) = H et A~ existe tel que :
D(A-Y) = H.Alors : (A7h)* = (A*)~L.

Démonstration. D(A) Dense dans H. Alors : A* existe et D(A™!) Dense dans H.
Alors : (A™1)* existe; Montrons que :(A™1)* = (A*)"L.Pour f € D(A) et g € D((A™1)*).
Alors :

(f.9)=(A"Af.g) = (Tf,(A7))"g).

Cette équation montre que :

(A™)'ge D(A") et A* (A7) g=g.
Pour f € D(A™) et h € D(A*). Alors :

(f.h) = (AAT f h) = (A7 f, A"h).
Cette équation montre que :

A*h € D((A™H"et(A™H*A*h = h.
Donc : (A*) ' =(A"1)* =

Théoréme 1 Supposons que S , A et SA sont des opérateurs a domaine dense dans H :
Alors :
A*S* C (SA)
Ce qui affirme que (SA)* est une extension de A*S*.
Si de plus S € B(H) Alors :
A*S* = (SA)*

Ce qui Implique que A*S* et (SA)* ont le méme domaine.



Démonstration. Supposons que : z € D(SA) et y € D(A*S*) donc :

y € D(S*) et S*y € D(A")

Donc
(x, A*S*y) = (Az, S™y),
donc
Az € D(S) et ye D(S™)
et

(Ax,S*y) = (STx,y) donc y € D((SA)")

Alors D(A*S*) C D((SA)*) et (z, A*S*y) = (z, (SA)*y)

Donc :
A*S* C (SA)
Supposons S € B(H), alors : S* € B(H) de sorte que : D(S*) = H ,
et soit :y € D((SA)*) et z € D(SA) :

(z,(SA)"y) = (SAx,y) = (Az, S"y)

car y € H = D(S*) donc S*y € D(A*).

Ona:ye D(S*) et S*y € D(A*) alors :y € D(A*S*).
Et de la 1€ partie D(A*S*) C D((SA)*) et (z, A*S*y).
Donc : A*S* = (SA)*. =

Théoréme 2 Pour chaque opérateur A a domaine D(A) dense dans H, le complément or-

thogonal de l'image est lespace nul de l’adjoint (i.e.) :
R(A)* = N(A").

Et de plus : si R(A) est fermé alors R(A) = N( A*)* (i.e.) :

L’équation Ax = f admet une solution x si et seulement si, f € N( A*)*.



Démonstration. Soit z € R(A)* donc : (2, Au) = OVu € D(A).
Et on a (Au, z) = (u, A*2) = 0 Yu € D(A)
alors A*z = 0 Ce qui implique que : z € N( A*).

Soit z € N( A*) donc : A*z =0 donc :

(u, A2) = OVu € D(A).
Et on a

(u, A*2) = (Au, z) = OVu € D(A)

Ce qui implique que z € R(A)*.
Si R(A) est fermé : R(A) = R(A)* = N(A*)L. =

Graphes et opérateur symétrique

Si H est un espace de Hilbert, Alors H x H peut étre muni d’une structure d’espace de
Hilbert,

En définissant le produit scalaire de deux éléments {a,b} et {c,d} de H x H par :

<{a7 b} ) {Cv d}) = (a’ C) + (bv d)

Ou (a, ¢) désigne le produit scalaire dans H.

En particulier la norme dans H x H est donné par :

a0} [*=lall” + o]
On définit J {a,b} = {—b,a} tel que a,b € H
Alors J est un opérateur unitaire sur H x H et :
J? {Cl, b} = JJ({CL, b}) = J{_b> a} == {aa b}

8



Donc J? = —1
Si M est un sous-espace quel quonque de H x H . Alors J?M = M.

Théoréme 3 Si A est un opérateur a domaine dense dans H, alors :
G(A") = [JG(A)]"

Le supplémentaire orthogonal de JG(A*) dans H x H.
(Si G(A*) est connu, il est de méme pour D(A*) et A*).

Démonstration. Chacun des quatre énoncés suivants est équivalent a celui qui le suit

et / ou celui qui le précede :
{92} €G(AY) [ye DAY et Ay—2] [, A%) = (2,2)].

(Az,y) = (z,2) pour toute z € D(A) [(—Az,y) + (z,2) =0].
({—Azx,x} ,{y,z}) = 0 pour toute = € D(A) [(J{z,Tx},{y,z}) =0].
{y,z} € [JG(A)]L. ]

Théoréme 4 Si A est un opérateur o domaine dense dans H, Alors A* est un opérateur

fermé.

En particulier les opérateurs auto-adjoints sont fermés.
Démonstration. Pour toute M C H x H, M " est fermé,

et d’aprés le théoréeme précédent :
. 1
G(A") = [JG(A)] .
Donc G(A*) est fermé dans H x H donc A*est un opérateur fermé. m

Théoréme 5 Si A est un opérateur fermé a domaine dense dans H , alors :

H x H=JG(A) ® G(A*).



Démonstration. On a le théoréme suivant :

Si M est un sous espace fermé de H Alors :
H=Mo®M™.

Appliquant ce théoréme pour M = J(G(A)).

A est fermé alors G(A) esr fermé, et puisque J est unitaire alors : J(G(A)) est fermé.

Etona:
[JG(A)]" = G(AY)
donc :
Hx H = J(G(A) @ [J(GA)]" = J(G(A)) & G(A*).

Corollaire 3 Sia,b € H, le systéme d’équation :
—Az +y =a
x+ A%y =0
Admet une solution unique : {x,y} avec x € D(A) , y € D(A*).

Démonstration. Soit {a,b} € Hx H etona Hx H = J(G(A))® G(A*) donc il existe
x € D(A) unique et il existe y € D(A*) unique tel que :

{a,b} = {—Ax,x} + {y, A"y} .

Et car I’écriture dans la somme directe est unique.

Donc :

Donc le systéme d’équation : admet une solution unique {z,y} tel que :

x € D(A),y € D(A").

10



Théoréme 6 Si A est un opérateur fermé a domaine dense dans H, Alors : D(A*) et dense
dans H et
= A.

Démonstration. Puisque J est unitaire et J2 = —1, on a :

{z, Az} € G(A) & (z, A"y) = (Ax,y) pour toute y € D(A)

< ({—A%y,y},{z,Ax}) =0 pour toute y € D(A").

& {x, Az} € [JG(AM]*

Donc on peut écrire :

H x H = G(A) & JG(A*)

Donc

[JG(A)]" = G(A).

Montrons que : D(A*) est dense dans H :
Soit z L D(A*) alors (y, z) = 0 pour toute y € D(A*).
Donc (0, —A*y) + (z,y) = 0 pour toute y € D(A*).
Donc ({0, z},{—A*y,y}) = 0 pour toute y € D(A*).
Donc {0, 2} € [JG(A")]" = G(A) ce qui implique que :
z = A(0) donc D(A*) est dense dans H doncA*" est défini.
On a H x H = J(G(S)) ® G(S*) pour S un opérateur fermé a domaine dense, pour S = A*
on aura :

H x H = J(G(A") & G(A™)

Donc G(A*") = [JG(A")]" = G(A) de sorte que A* = A. =

11



Théoréme 7 Pour qu’un opérateur A soit fermable, il faut et il suffit que D(A*) soit dense
dans H.
Dans ce cas, Uopérateur(A*)*, noté A*" est précisément la fermeture A de A.

On particulier, A = A*" si A est fermé, et on a toujours (A*")* = A*.

Définition 5 (valeur propre) Un nombre A € C est appelé une valeur propre de l'opérateur
linéaire A s’il existe un vecteur f # 0 tel que Af = \f.

(* ) f est appelé un vecteur propre de l'opérateur A associé a la valeur propre \.

(*) Pour une valeur propre fizée X\, l’ensemble des vecteurs vérifiant [’équation Af = \f est
appelé le sous-espace propre de l'opérateur A associé a A.

(Il contient au moins un vecteur non nul).

La multiplicité d’une valeur propre \ est définie par la dimension (fini ou infini) du sous-

espace propre associé a .

Théoréme 8 Si \;, i = 1,n des valeurs propres distinctes d’un opérateur A défini sur D(A)
et x;, i = 1,n Les vecteurs propres associés.

Alors Uensemble {x1, za, ....,x,} est linéairement indépendant.

Démonstration. On suppose que ce n’est pas le cas,donc il existe un entier k € [2, n]
tel que 'ensemble {1, xa, ..., Tx_1} est linéairement indépendant est x;, peut s’exprimer sous
la forme : x;, = 121 + Qs + ... + ap_17x_1 OU «; ne sont pas tous nuls.

Appliquant I'opérateur A — A\, sur I’équation on obtient :

(A — )\kI)Ik = (A — )\kI) [061.731 + Qoo + ... + Oék_lxk_l]

0 = &1()\1 — )\k)l'l + 012()\2 — )\k)l‘g + ...+ Cﬁk71<)\k71 — )\k>xk
Et puisque l’ensemble {x1, z, ..., x;_1} est linéairement indépendant alors :
a;(Ai — M) =0 pour i=1,(k—1)

Et on a: \; # A\, implique o; = 0 pour i = 1, (k — 1) donc on a une contradiction. m

12



Définition 6 (Opérateur linéaire symétrique) Un opérateur linéaire A est dit symé-
trique st :

D(A) est dense dans H . Et pour f,g € D(A) :

(Af,9) = (f, Ag).

Théoréme 9 Soit A un opérateur défini sur H dans H , si A est symétrique alors :

Le produit scalaire (Af, f) € R pour toute f € D(A).

Les valeurs propres d’un opérateur symétrique T sont réelles.

Les vecteurs propres f1, fo associés a deux valeurs propres différentes A1, Ao d’un opérateur

symétrique A , sont orthogonaux.

Démonstration. 1) pour f € D(A) : (Af, f) = (f, Af) = (Af, f) donc :
(Af, f) € R pour toute f € D(A).
2) Soit A une valeur propre de A alors : Af = \f (f # 0). donc :
M) =) = (Af ) = (FAf) = (fAf) = Mf. f)

Donc :A = X ce qui implique : A € R .
3)Ona: Af; =\ f1 et Afs = Ao fs tel que \; # Ay donc :

M(f1, f2) = (Mf, f2) = (Af, f2) = (fi Af2) = (fi. A f2) = Aa(fu, f2)
Donc : ()\1 — )\2)(f1, fg) =0. Alors : (fl; f2) =0. m

Remarque 1
L’opérateur symétrique A est dit positif si :(Af, f) > 0 pour toute f € D(A).
L’opérateur symétrique A est dit négatif si : (Af, f) <0 pour toute f € D(A).

Lemme 3 Un opérateur A défini sur D(A) est auto-adjoint si et seulement si : A est

un opérateur symétrique et D(A) = D(A*).(i.e) A= A"

13



Théoréme 10 Soit A un opérateur symétrique :

a) St D(A) = H alors : A est auto-adjoint et A € B(H).

b) Si A est auto-adjoint et injectif alors : R(A) est dense dans H, et A™! est auto-adjoint .
c) Si R(A) est dense dans H alors : A est injectif.

d) Si R(A) = H alors : A est auto-adjoint et A~' € B(H).

Démonstration. a) D’apres théoreme du graphe fermé : A € B(H) si seulement
si D(A) = H et A est fermé.
On a D(A)=H et AC A* donc D(A) C D(A*) et D(A*) C H = D(A) donc :

H = D(A) = D(A")

Et car A est symétrique (Az,y) = (z, Ay) = (A*z,y) pour z,y € H.
Donc A = A* donc A est fermé et D(A) = H alors A € B(H).
b) Supposons y L R(A) alors x — (Az,y) = 0 est continue dans D(A) et (Azx,y) = (x, A*y)
donc y € D(A*) = D(A) et (z, Ay) = (Az,y) = 0.
Pour toute = € D(A) alors Ay = 0 et A injectif alors y = 0.
Donc R(A) dense dans H.
On a
A7 R(A) — D(A)

donc A™! & domaine dense dans H et D(A™') = R(A) donc : (A1) * existe.
Soit
{a,b} € G(A™") <= {b,a} € G(A)
— {b,—a} € G(—A)
<~ {a,b} € JG(—A)
Donc :
G(A™) = JG(-A)
On a : si M est un sous-espace de H X H : J ?M = M, pour M = G(—A)
G(—A) = J*G(-A) = J(JG(-A) = JG(A™)

14



donc :

A est auto-adjoint donc A est fermé et —A est fermé et on a :
G(A™Y) = JG(—A),
donc A~! est fermé; et on a :
Hx H=JG(A)) & GA")
appliquant cette relation & A=! et —A :

Hx H=JGA Y& G(A™))

’ Hx H=JG(—A) & G((—A)")
donc :
Hx H=JG(—A)®G(—A) = [G(=A)]" = JG(=4) (carA = A*)
(GAT)" = [JGA™] = [G(=A)]" = JG(=A) = G(~4)
donc

donc : (A71)* = A7! alors A™! est auto-adjoint.

c)Supposons : Ax = 0 alors : (Az,y) = (x, Ay) = 0 pour y € D(A) ( A symétrique ) donc
x L R(A) donc x = 0 alors A est injectif.

d) Si R(A) = H alors : R(A) = R(A) = H , ¢) implique que A est injectif et

Siz,y € H .Alors: x = Az et y = Aw pour un z € D(A) et w € D(A) de sort que :
(A 'z y) = (2, Aw) = (Az,w) = (z, A 'y) (A symétrique)

Donc A~! est un opérateur symétrique et de (a)A’1 est auto-adjoint, et A~! est dans

B(H) donc A™! est borné, et de (b)(A™!)~! = A est auto-adjoint. m
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Définition 7 (Opérateur symétrique maximal) Un opérateur symétrique A dans H est
dit symétrique maximal si A n’admet pas d’extension symétrique propre, c’est-a-dire : si les

hypothéses A C S et S symétrique implique que S = A.
Théoréme 11 Les opérateurs auto-adjoints sont symétrique maxrimaux.

Démonstration. A auto-adjoint : A = A* | on suppose que A admet une extension S

symétrique; (S C S*) donc A C S alors S* C A* (définition de ’adjoint) donc :
SCcCS*CcA"=ACS

(ie) SCACSdoncS=A =

Remarque 2 Les opérateurs symétriques mazximauz ne sont pas nécessairement auto-adjoints.

Théoréme 12 Si A est un opérateur symétrique dans H, les énoncés suivants sont vrais :
a) || Az + iz |[>=|| z ||* + || Tz ||, x € D(A).

b) A est un opérateur fermé si et seulement si R(A+il) est fermé.

c) A+l est injectif.

d) St R(A+1iI) = H , alors A est symétrique maximal.

Les énoncés précédents sont également vrais si nous remplagons i par —i.
Démonstration. a) On a :

| Az + iz ||?= (Az + iz, Az + iz) = (Az, Tx) + (Az,ix) + (iz, Az) + (iz, i)
= || Az ||® —i(Az, 2) +i(z, Az) — i.i(z, 2)
= || Az || —i(Az, 2) +i(z, Ax)+ || @ ||*

donc :

| Az + ix ||2:|| x ||2 + || Az ||2 pour x € D(A).

b) D’apres a)
F:(A+il)x — {z, Ax}
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est une correspondance isométrique bijective entre : R(A +il) et G(A) donc F' est continue.
Et on sait que : A Fermé < G(A) fermé.

Et : F' continue < 'image réciproque d’un ensemble fermé est fermé (i.e.)
FHG(A)) = R(A+il)

est fermé.
c)Montrons : A + I est injectif :
Ona A+ il : x — Az +ix, A injectif et linéaires> N(A +il) = {0}

r € NA+i) e (A+il)z=0< (A+il)z,(A+il)x) =0

e zlP+ 1Tz |*=0

& ||x||2:0 et || Az H2:0
S =0 e Az =0
& =0

donc A + i1 est injectif.
d) Si R(A+il) = H et Ajest une extension propre de T(D(A) C D(A;)) alors Ay + il est

une extension propre de A + i/ (i.e.) :

A+il: D(A) - R(A+il)=H

et

Donc A; +iI  ne peut pas etre une injection, donc A; d’apres ¢) n’est pas symétrique,

donc A n’admet pas une extension symétrique, donc A est symétrique maximal. m

Remarque 3 Cette démonstration est également valable en remplacant © par —i.
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0.1 Spectre et résolvante

Définition 8 (résolvante) Soit A un opérateur & domaine dense dans H.
Lopérateur Ry = (A—XI)~' qui dépend du paramétre X est appelé la résolvante de l’opérateur
A, elle est définie pour tout A pour lequel (A — N\I)™! existe et son domaine R(A — \I) est

dense dans H.

Définition 9 (point régulier)

Soit A un opérateur linéaire fermé a domaine dense dans H.
Le point X du plan complexe C est appelé point réqulier de A si la résolvante Ry = (A—\I)™*
existe, définie sur tout H et borné.

L’ensemble des points réguliers de A est appelé ensemble résolvant, on le note p(A),le spectre

de A est le complémént de p(A) on le note par : o(A) (i.e.) o(A) =C\ p(A).

Théoréme 13 L’application : (A — X)) : D(A) — R(A — XI) détermine un opérateur

bijectif si et seulement si : A n’est pas une valeur propre de l’opérateur A.

Démonstration.
Implication indirecte :
Si: A — A ne définit pas une bijection de D(A) vers R(A — A\I). Alors :3 f, fo € D(A) tel
que: fi # faet : Afi =X fi=get Afso— X fo =9 = A(fi — fa) — A( fi-f2) = 0 donc :
Af =Aftelque: f=fi — faet f1 £ fo.
Donc : A est une valeur propre de 'opérateur 7.
Implication directe
A une valeur propre de A. Alors :pour toute f #0ona: Af =Af = (A—A)f =0 .Alors:

(A — XI)7! n’existe pas.Donc A — A\ ne détermine pas un opérateur bijectif. m

Remarque 4 Pour chaque point réqulier de lopérateur A ,la résolvante est un opérateur
borné défini sur toute l’espace H.

St A\ est un point réqulier de l'opérateur A ,l’opérateur R, détermine une bijection entre

R(A — M)vers D(A) (i.e.) Ryh =0 si et seulement si h = 0.
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Théoréme 14 Pour chaque deux points régquliers \ et u de l’opérateur A ,on a :
Ry — Ry = (0 — AR, Ry (1)
Cette équation est appelée la "relation de Hilbert".

Démonstration. On a :

%,\h = %M(A — MI)?R)\h

et aussi

Rh = Ru(A— ADRyR

Et par soustraction on obtient :

Roh—Fah = Ru(A— ADRah — Ru(A — ul)Roh
Roh—Rah = TRk — AR Rah — R,T Rk + pR, R
Roh—Rah = (1 — MR Rah.

0.2 Spectre et résolvante d’opérateur auto-adjoint
Théoréme 15 .Le nombre A est une valeur propre de [’opérateur auto-adjoint A si et seule-
ment si, R(A — X) # H.

Démonstration. Soit A\ une valeur propre de 'opérateur Adonc A f=Af

o

(f #0), alors pour toute h € D(A) :

(fi(A=AD)h) = (Af = Af.h) =0

ce qui implique que :

h e R(A— A)* (2)
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Ce qui est possible que lorsque :

R(A—\I) + H.
On suppose que R(A — \I) # H alors il existe f € D(A) et f # 0 tel que fLR(A — M)
donc pour toute h € D(A) , (f, R(A — AI)h) = 0 donc :

(A*f = Af,h) =0 donc f e D(A*) et A*f=\f.

mais A* = A donc Af = \f (i.e.) est une valeur propre de A et X = ) car les valeurs propres

d’un opérateur auto-adjoint sont réelles. m

Théoréme 16 Soit A un opérateur auto-adjoint, désignons par :
It = {\ImA\ > o}
et
I ={\ImA < o}

Les demi plan supérieur et inferieur respectivement.

Les points non réels X du plan complexe sont des points régquliers de l’opérateur auto-adjoint.

Démonstration. Le nombre : A = £ + in (n # 0) ne peut pas étre une valeur propre
de A , d’aprés théoréme 14, Popérateur (A — M )71 existe, posant (A — M) f=g on
obtient :

loI* = ({A=er}s—ins {A-¢r}s—inf)
= |{A-e} ol +m{A—er} rp i {A-ery e
= |fA-e} g+

1

gl -
ul

Donc : [|g||* > 7 || f||” ce qui implique que : ||| f|| < ||g]| donc| f|| <
Alors

=0l < .
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Et puisque cette relation est valide pour toute g € R(A — M) lopérateur (A — M)~ est
borné, et d’aprés théorémelb et de A n’est pas une valeur propre de A,

Alors m =H.
11 reste & montrer que R(A — M) est fermé ;
Supposant m + R(A — ), on prolonge 'opérateur (A — AI)~* par continuité sur
m, ce prolongement coincide avec la fermeture de (A — M)~! qui est non fermé,ce

qui est impossible car la fermeture de A implique la fermeture de (A - M)l =

o

Corollaire 4 Le spectre d’un opérateur auto-adjoint o(A) est inclus dans l’ensemble des

points réels.

Corollaire 5 Un point régulier d’un opérateur auto-adjoint A est la valeur X tel que :

R(A—\)=H.

Démonstration. Si A est non réel alors , A est un point régulier (d’aprés théoréme 16).
Si A est non réel et R(A — M) = H. Alors d’aprés théorémel5 A n’est pas une valeur propre
de A, donc d’aprés théorémel4; il existe (A — AI)~! défini sur toute H, cet opérateur est
auto-adjoint donc fermé et d’aprés théoréme du graphe fermé : A est borné. m

Donc on peut utiliser la définition suivante :

Définition 10 Si A est un opérateur auto-adjoint alors :
A est un point régqulier de A si R(A —A)=H.
A est un point du spectre de A si R(A — M) # H.

Théoréme 17 Le spectre d’un opérateur auto-adjoint est un ensemble fermé.

Démonstration. Il est suffisant de montrer que I’ensemble des points réguliers d’un
opérateur auto-adjoint est ouvert. Soit A, un point régulier donc(/i — M)™! existe et borné

et défini sur toute H donc il existe £ > 0 : tel que HAf — )\ofH > k|| f|| pour f € D(A).
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k .
SiO<5§§pour|)\—)\o|<5etf€D(A).

)Mf—&f

) - H(fl—)\ol—)\IJr)\oI)fH - H(A—Aof)f— ()\—)\o)fH
> (A= anf| = A=l I
> RISl (et 6> )

k
(k=) 171

A%

Donc :
lar s = £

D’une part A n’est pas une valeur propre de 'opérateur A donc :
R(A—\I)=H.

Et d’autre part :(A — AI)™* est borné, et A est auto-adjoint donc fermé alors (A — A\)~
est fermé donc R(A — AI) = R(A — M) donc chaque A tel que : |A — A,| < & est un point
régulier.

Donc I'ensemble des points réguliers d’un opérateur auto-adjoint est un ensemble ouvert

donc le spectre d’un opérateur auto-adjoint est un ensemble fermé. m

0.2.1 Classification des points de spectre d’un opérateur auto-
adjoint

Soit A un opérateur auto-adjoint son spectre a(/i) admet la décomposition en trois

composantes disjointes :

o o o o

0(A) = Po(A)UCo(A)U PCo(A)

Ou

Po(A) est le spectre ponctuel, (Pensemble des valeurs propre isolés d’ordre fini).
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o

Co(A) est le spectre continu.
PCo(A) est le spectre point-continu.
En terme de 'image R(A —AI) de A— A nous avons la classification suivante des points

de p(A)Uo(A) :
Aep(A)  si R(A—=XN)=R(A-\)=H

o

AePo(A)  si R(A—-MN)=RA-X)CH

o

ANeCo(d) si RA—-N)CRA-N)=H

o

AXePCo(A) si RA—-MN)CRA-N)cCH

( E désigne I'adhérence de E dans H, C désigne l'inclusion stricte)

o o o

— On voit que la résolvante R)(A) est défini pour A € p(A) U Co(A):
1- PourA € p(A) : R\(A) est défini sur tout Pespace H et Ry(A) est borné.
2- PourA € Co(A) : R\(A)est défini sur I'ensemble R(A — AI) dense dans H et R, (A)
n’est pas borné.
Quand )\ est une valeur propre de A (ie.) A € Pa(fi) U PCJ(A), on peut définir la
résolvante R(A) sur I'ensemble R(A — AI) ¢ H © E\ on E) est le sous-espace propre
correspondant & A, I’ensemble n’est pas dense.

o

— En termes de propriétés de la résolvante R, (A) les définitions des ensembles : p(A),

o o o

Po(A),Co(A), PCo(A) sont les suivantes :

X € p(A) si et seulement Ry (A) = (A — \)~! est défini sur tout H et est borné.

X € Po(A)si et seulement Ry (A) = (A—AI)~! est défini et est borné sur H; = HOE,,
ou F, est un sous-espace de dimension finie.

A € Co(A) si et seulement si Ry (A) = (A — AI)™* est un opérateur non-borné défini

sur un ensemble dense dans H.

23



X € PCo(A) si et seulement si Ry(A) = (A — M)~ est un opérateur non-borné défini
sur un ensemble dense dans H;.

— Le spectre d'un opérateur auto—adjointfi est dit discret si :

o o

PCo(A) = Co(4) = o.

~ Quels que soient les éléments f, g € H fixés la fonction F(X) = (RA(A)f, g) pour tout

o o

A € p(A) est analytique surp(A)

Proposition 2 Soit A un opérateur auto-adjoint :

R: = Ry

st seulement si A n’appartient pas au spectre discret.

Démonstration. Si A est un point du spectre discret donc R, est un opérateur borné,
défini sur un ensemble n’est pas dense dans H,alors ) n’admet pas un adjoint.

Pour A non réel soit : f,g € H :

(Raf.9) = (Raf. (A= XD)R59) = (A= ADRyf, 9) = (f, R59)

donc R = N5
Et pour A réel : A = \, soit f,g € H : (Rnf,g) = (f, Rag) donc : R} = Ry,

donc R, est auto-adjoint. m

0.3 Extension d’opérateur symétrique

Si B est une extension d’un opérateur symétrique A alors : A C B et donc : B* C A*
mais si B est un opérateur symétrique : B C B* donc :
A C B C B* C A* (i.e.) chaque extension symétrique d’un opérateur A est une restric-

tion de 'opérateur A*
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0.3.1 Espaces de défaut d’un opérateur symétrique

Définition 11 soit A un opérateur symétrique et A\ un non-réel on note
R(A—\I) = Ry

et
R(A— M) = Rx

Ryet Ry sont deux sous-espaces de H.

Ny =H O Ry, Ny = H S Ry sont les compléments orthogonauz de Ry et Ry sont appelé les

espaces de défaut de 'opérateur A.

Proposition 3 Les espaces de défaut Ry et Ny sont les espaces de solutions de l'opérateur

A*associés aux valeurs propres \ et \ respectivement.

Démonstration. Si x € R, alors :

Pour chaque vecteur y € D(A), on a : (Ay — \y,x) = 0 donc :

(Ay,z) = (y, Az)

et par la définition de PopérateurA*, (y, A*z) = (y, A\z) (i.e.)x € D(A*) et A*x = Ax.
Si, inversement, ’équationA*z = Az est vérifie, alors pour un y € D(A) arbitraire on a :

(y, A*z) = (y, Ax),

donc :
(Ay,z) = (y,\z)
donc :
(Ay — Ay, z) =0 (i.e.) z €N,
u

0.4 Transformation de CAYLEY

Définition 12 Soit A un opérateur symétrique et A\ un non-réel. L’opérateur :
V=(A-X)A-X)"!
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est appelé la transformation de CAYLEY de l'opérateur A .

Cette définition a un sens car : A n’est pas une valeur propre de A donc :

(A— X! emiste.

Théoréme 18 1) La transformation de CAYLEY V'  d’un opérateur symétrique A est un
opérateur isométrique avec D(V') = Ry et R(V') = R,.

2) L’ensemble de Vy —vy tel que y € D(V') est dense dans H.

3) Chaque opérateur V qui vérifié la 2°™¢ condition est la transformation de CAYLEY d’un

opérateur symétrique.

Démonstration.
1)-a- On a:
V=(A-\)(A-X)"",

pour chaque y € D(V) on a :
y € R(A—XI) = Ry

Inversement, pour y € Ry on applique 'opérateur(A — M)
donc :

(A—XI)"'y € D(A)

On applique l'opérateur (A — AI) donc :
(A= XD)(A-X)"ly=Vy

donc y € D(V) alors Ry = D(V).
-b- Soit z € D(A) posant : y = (A — A )z donc y € Ry donc y € D(V) et :

Vy=(A=XD(A-=X)" (A= X))z =(A—- )z

donc :
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Et de plus :
IVl = [I(A=ADz|”

= ((A=X)z,(A—N)x)
= (Azx, Az) — ANz, Az) — MAz, z) + | A (z, 2)

et
12
lyll* = [[(A=An)e]
= (A= XDz, (A— X))
= (Az, Az) — Mz, Az) — MAz, 2) + |\ (z, ).
Et on a (Az,x) = (z, Az) donc |Vy|| = ||y|| donc V' est un opérateur isométrique.

2) Onay=(A—A)zet Vy=(A— )z donc

alors : R(I — V) ={y—Vy tel que y € D(V) } coincide avec D(A).
(car y — Vy = (A — ANz et 2 € D(A) ) qui est dense dans H.
3)-a-Montrons que l'opérateur (I — V)~! existe :

V est un opérateur vérifiant la 2™ condition donc : L’ensemble de y — Vy tel que y € D(V)
est dense dans H donc V' n’admet pas A = 1 comme valeur propre (i.e.) y = Vy seulement
pour y = 0.

Si ce n’est pas le cas :

Pour

2€D(V): (Vz—zy)=Vzy) —(2,y) = (Vz,Vy) = (2,9) =0
donc y # 0 doit étre orthogonal a R(I —V') qui est d’aprés 2 dense dans H et cela impossible.
Donc l'opérateur (I — V)~! existe

-b- On pose
A=\ = AV) I -V)!
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Montrons que A est un opérateur symétrique leur transformation de CAYLEY est V, donc

on peut définir 'opérateur A par :
D(A)=R(I-V)
et pour y € D(V) on a :

Aly—=Vy) = M =AV)I-=V) ' (y—Vy)
= M-I -V)*I-V)y

donc :

Aly —Vy) =y — AVy

De la 2¢™ condition D(A) dense dans H Et de plus pour y1, 9, € D(V) :

(Alys = V), 2 — Vo) = (Ayr — AVyr,y2 — Vi)
= A+ y2) — AV, y2) — Ay, Vi)

et
(= Vyr, Alye = Vip)) = (11— Vy, Ay — AVip)

= A+NW152) — AV, m2) — Ay, Vi)

Donc :
(Al — Vi), y2 — Viyz) = (y1 — Vyr, A(ye — Vi)

donc A est un opérateur symétrique.

(*) Si on pose z =y — Vy pour y € D(V) alors : Az = Ay — AVy pour tout 2 € D(A) donc
(A=) =(A =Ny
Et

Az — Xz = (A= \)Vy.
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donc :
Az —dz=A=NVy=V(A—= Ny =V(Az — \r)
alors : (A — M)z = V(A — M)z pour tout x € D(A), donc (A — \I) = V(A — XI) alors
V=(A-X)(A- )"
donc V est la transformation de CAYLEY de 'opérateur symétrique A. m

Théoréme 19 Remarque 5 En prendra garde queV transformation de CAYLEY de [’opé-
rateur symétrique A , n’est pas n’importe quel opérateur unitaire , par exemple V. = I ne

peut ainsi etre obtenue

Théoréme 20 Soit A, Ay deux opérateurs symétriques et Vi, Vo leurs transformation de

CAYLEY est alors Ay et c’est une extension de Ay si et seulement si Vy est une extension

de V.

Remarque 6 De ce théoréme , le probléme de [’extension d’un opérateur symétriqgue A se

réduit au probleme de l'extension d’un opérateur isométrique qui est sa transformation de

CAYLEY

Théoréme 21 Un opérateur symétrique A est fermé si et seulement si sa transformation de

CAYLEY'V est une isométrie fermée (c’est le cas si et seulement si Ry et Ry sont fermés).
Démonstration. On suppose que A est fermé et {y,} une suite définie par :
Y = (A — M)z,

tel que z,, € D(A) converge vers y.
Et tant que V' est isométrique; la suite {Vy,} définie par : Vy, = (A — )z,

converge vers z .On a :
Yn — Vyp = Az, — e, — Az, + A&,

donc :



alors on obtient :

1
n— T = n—Vn e —
o= 15U = Vi) = 5= 2)

Et on a aussi :

Vy, = Az, — Az, = Az, = Vy, + Az,

donc :
A A by
An - Vn—f-—_ n_Vn :V n+ —=Yn — _V
x Yot 5 Wn = Vi) = Vi + =t — =V
A A Sy A
v Ay < wa e ¥
1 _
= — (\y, — MV,
M Yn)
donc :

1 - 1 -
Az = —— (g — AVy,) = ——=(y — A
=10y yn) = =5y = A7)

Et A est fermé donc y — z € D(A) et A(y — z) = \y — Az et par conséquent :

y = (A—Xl)ﬁ(y—z) = A—ix [Aly — 2) = My — 2)]

donc :

y € Ry =D(V)

Et

donc :



Cela montre que V' est un opérateur fermé et aussi [y est un sous-espace fermé; alors R,
est I'image par une isométrie du sous-espace fermé Ry, doncR) et aussi fermé.
De la méme facon on peut montrer que si 'opérateur V ( ouRy) est fermé , alors 'opérateur

A est fermé

0.4.1 Domaine de définition d’un opérateur adjoint

Définition 13 On dit que les sous-espaces My M, ....... M,, sont linéairement indépendants :
St x14+ T+ .. + 2, =0 pour v, € M, et k =1,n alors :

.fl:l’gz....:.’ﬂn:o.
(*) Si les sous-espaces My M, ....... M,, sont linéairement indépendants, il est possible de
former leurs somme directe My & My @ ....... @ M,, alors :
chaque x € My & My ® ....... @ M, peut représenté d’une fagon unique sous la forme :

T =1 +To2+ eeunen.. +x,

tel que x, € My, et k =1, n.
(*) S’il existe une autre représentation v = '} + b+ ........ + ! tel que ), € My, et k=1,n

donc :

0= (z;—2)) + (22 — x5) + ..(x, — 2},

avec xy, — x), € My et k= 1,n.
Mais My My, ....... M,, sont linéairement indépendants alors :

xp — xp, = 0 donc x, = x) pour k =1,n

Théoréme 22 Si A est un opérateur symétrique fermé , alors D(A), Ry, Ry sont linéaire-
ment indépendants et :

D(A*) = D(A) & X; @ R,

Démonstration. Montrons I'indépendance linéaire :

Soit t +y+2=0 telque x€ D(A),yeRy,zeNR,.
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Appliquant I'opérateur (A* — XI) on obtient : (A* — X)(z +y + z) = 0.
donc :
Az +Ay+ Az — Az — Ay — Az =0

Alors

(A=XDz+ A=Ay =0
Mais : (A— M)z € Ry, et (A— )y € Ny
Et on sais que Ry et Ry sont orthogonaux donc :
(A= X))z + (A= Xy = 0 est possible seulement si (A — X)z =0 et (A — \)y = 0.
donc x =0et y =0 (x =0 car \ est non-réel ne peut pas étre une valeur propre de A qui
est symétrique),
Et aussiz=0carz+y+2=0etz=0et y =0 donc z =0.
(*) Montrons :

D(A*) = D(A) & X5y @ X,
1-On aD(A), Ry, V) sont inclus dans D(A*) donc D(A) & Xy & Ry C D(A¥)

2-Soit u € D(A*) montrons que u peut étre représenté sous la forme :

Uu=x+y+=z

tel que z € D(A),y € Ry, z € Ny,
Tant que A fermé alors Ry est un sous-espace fermé et N son complément orthogonal alors :
R5 ® N5 = H donc :

chaque v € H peut étre représenté sous la forme :

v=0v+v"0u v € Ry et V' eR;

On essaye de représenter v sous forme :

v= (A"~ N)u
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On a v € Ry donc :v' = (A — \)z ot 2 € D(A).

Posant
V'(A=Ny Ly ER,
On obtient :
(A* = XDu=(A=XDz+ (A= Ny
Et pour
A*y =My, A" = \x
(A* = Xu = Az —dr+ Ay — Ny
= (A" =Xz + (A* = N)y
= (A" = M)(z +y)
Donc

(A* = XD(u—z—y)=0

Onpose:z=u—x—y alors: ze€Nydonc: u=z+y+ z ou:

x € D(A),y € Ny, z € N,

Ce théoréme nous donne :

A*u = Az + Ay + Iz

Corollaire 6 Un opérateur symétrique fermé est auto-adjoint si Xy = {0},

Ny = {0} donc dans ce cas :D(A) = D(A*)

Formule de Neumann

On a D(A*) = D(A) & X5 & X, pour A = —i on obtient :

DA )=D(A)e N, &R,

33



Donc chaque = € D(A*) a la représentation unique :

r=2"+z" +ztou 2" € D(A), 2" €N; ;2T €N,

Montrons que :
Im(Az,2) = [|o*|[* ~ l~ [

Et on I'appelle : "formule de Neumann" .

(A*z,2) = (A2° —iz™ +iaT 2% + 27 +a™)

= (A" 2% 2°) + (—iz™ +ixT, 20) + (A2%, 2™ +2) + (io” +ixt T 42T,

Eton a:

(Az°, 2~ +2™) = (2%, A* (2™ +27)) = (2°, —iz™ +ia™)

(A*z,2) = (A*2°2°%) + (—iz™ +iz™,2°) + (2%, —iz™ +dzt) —i ||x_H2
+i Hx*Hz —i(z7,2%) +i(zt,27)
= (A2° 2°) + 2Re [(xo, —ix” +izt) + i(a:*,xf)} + z(HerH2 — Hx’H2)
Donc :
Im(A*z,z) = Hx+||2 — Hx_H2

On décompose D(A*) en trois sous-ensembles : e, 7, £° tel que :

Im(A*z,x) > 0, < 0, = 0 respectivement donc : chaque z € D(A*) est dans etou e ou

Corollaire 7 D(A) C &° N, C e U{0} ,N_; c et uA{0}.
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Démonstration. Pour z € D(A) : = = 27 =0 donc :

2 112
=l =0

donc z € £°.

Pour x # 0 et # € N; donc 2° = 27 = 0 donc o = 2~ .Alors :

a7 = [l |F = = llal* < 0
donc
ree U{0}
Pour x # 0 et # € N_; alors 2° = 2= = 0 donc : z = 2 .Alors :
Jo* = | = el > 0

donc x € et U{0}. m

Définition 14 (Dimension modulo M ) (*)Soit M et N Deux sous-espaces de H, un
nombre n est appelé dimension de N modulo M s’il existe dans N,n vecteurs linéairement
indépendants tel que aucune des combinaisons de ces vecteurs n'est dans M (sauf la combi-
naison nulle) et on le note : dimy N.

(*) Les wvecteurs xy,xa, ........ .2, de N sont linéairement indépendants modulo M si de
a1 + oy + ... + apxy € M il suit que o = ag = ... = a = 0.

(*) Il est evident que ’ensemble des vecteurs dans N ,linéairement indépendants modulo M
sont aussi linéairement indépendants au sens ordinaire.

(*) Il est evident que la dimension de N modulo M ne dépasse pas la dimension ordinaire
de N

(*) On exprime la relation © € N aussi par © = 0 (modulo M ), et alors l’équation © =y
(modulo M ) signifie que v —y € N donc la dimension de N modulo M est définie par la
dimension ordinaire de sous-ensemble de quotient N /M .

(*) Si S un ensemble dans H et M un sous-espace dans H . dimy; S = n sin est la dimension

modulo M du plus grand sous-espace dans S U {0}
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Exemple : D(A*) = D(A) & X5 & X, donc

dimpayD(A") = dim(R5 4 Ry) = dim Ry 4 dim Ry = ny + ny
On déduit que ny + ny ne dépend pas deX car D(A*)etD(A) ne dépend pas deA
Proposition 4 Si dim®; = m et dimN_; = n Alors : dimpay ™ =m , dimpaye™ =n
Démonstration. On a : D(A) C &, R, Ce” U{0},N_; C e U{0} donc :
n < dime” U {0}
donc :

n < dimpay e

et m < dime* U {0} , donc : m < dimp(aye™,

Pour m = oo on a dime™ U {0} = dimp(a)e™ = m = oo et de méme pour n = oo.

Pour m < oo :on suppose le contraire : il existe (m + 1) vecteurs de ™ linéairement indépen-
dants tel que chacune des combinaisons linéaires non triviales est dans e*et n’est pas dans
D(A).

On a e C D(A*) donc on peut représenter chaque vecteur par :
x; =2 +x; +xf
ou

x) € D(A), x;

g ENZ ,I’;FEN,Z‘

Et tant que dimN_; = m , les vecteurs x;’; j=1,(m+ 1) sont linéairement dépendants;

Donc ils existent ¢y, cs...., ¢, 1 nE sont pas tous nuls tel que :
+ + +
1Ty + oy + oo + Cry1y, 1 =0

Donc :
m+1 m+1 m+1 m+1

E cjry = E 70 E T E it
cjx; = CjT; + CiT; + Cjx;
j=1 Jj=1 j=1 j=1
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Alors :

m+41
Z Cjx; = 2%+ z”
j=1
Ou :
m+1 m+1
¥ = Z ¢jz) € D(A) Et = cha:; SRS
j=1 j=1
Mais cela est impossible car :
Pour:z=2"+2" ona:
tn(Aa,) = o | = o = — ] <0

donc :2° 4+ 2~ € = (pour z # 0).
Pour x = 2° + 2~ et x = 0 donc : Im (A*z,z) = 0 donc :z € &°

Proposition 5 Si a > 0 et § € R alors les espaces de défaut N_;,X; des opérateurs A et
B =aA+ 51

ont les mémes dimensions.

Démonstration. On a : D(A) = D(B). Et aussi :
(B',2) = ((0A+BI)'z,2)
= (ad” + pz,x)
= a(A"z,z) + B(z,x)
et :
Bx,x) = Blz|* € R

Donc :

Im(B*z,z) = oz(Heruz — Hx_H2)

et >0 donce™, e sont les mémes pour les deux opérateurs A et B et dim N; et dim N_;

est la méme pourd et B. m
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Théoréme 23 Pour chaque nombre complexe \ du demi-plan supérieur :
dim Ny =dimN_; et dimNy =dim¥;

Démonstration. En pose : A = o 447 et A dans le demi-plan supérieur donc : 7 > 0,

On note par R, et®’ , les deux espaces de défaut de 'opérateur :
B = T_l(A —ol)
Pour

r € W & ze D(BY) telque B'x = —ix

& x € D(BY) telque 71 (A* — o)z + iz =0
& 1€ D(AY) telque 71 (A*r — oz —itx) =0
& 1€ D(A*) telque 71 (A*r — (0 —iT)x =0
& 1€ D(AY) telque 71 (A* — M)z =0

& 2 € D(AY) telque A*z = Az

& xRNy

Donc :X; = X, . Et de la méme facon on montre que X_; = Ry
Et de la proposition précédente les opérateurs A et B=7"1A—-0ol)=7"1A— 717101

oiT>0et 7 'oc €R ont :
dim¥; = dim X, = dim Ryet dim R _; = dim X’ ; = dim Ry,
donc dim 8y = dim N;et dim Ny = dimN_;,. =

Les indices de défaut

On pose :m =dim¥N;, n =dimN_;, m , n sont appelés les indices de défaut de
lopérateur A

Du théoréme précédent :m = dim Ry, n = dim Ny si Im A > 0.
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Proposition 6 un opérateur symétrique fermé est auto-adjoint si et seulement si m = 0

etn=20

Théoréme 24 Si A est un opérateur symétrique fermé et si B est un opérateur borné,
Hermitien et défini sur toute H alors :

Les deux opérateurs A et A+ B ont les mémes indices de défaut.
Démonstration. On a : (A + B)* = A* + B donc :
D((A+ B)*) = D(A")
et pour = € D(A*):

((A+ B)'z,z) = ((A"+ B)z,z)

= (A*z,z)+ (Bzx,x)
et tant que(Bz,x) € R alors :
Im((A+ B)*z,z) = Im(A%z, x)

Donc ™ des opérateurs A et A + B coincide et aussi e~ donc de la proposition (4) : A et

A + B ont les méme indices de défaut . =

0.4.2 Construction d’extension d’opérateur symétrique

Soit A un opérateur symétrique fermé et soit A une extension symétrique fermée
de A .On note par V et V : les transformations de CAYLEY de A et A respectivement :
Ona:V C Valors: D(V)C D(V)et R(V)C R(V)
Onpose: P=D(V)eD(V) et Q=R(V)eR(V)
Donc : P 1 D(V)=Rx et QL RYV)=R,
Alors: PCHo©R;  donc PCcR:y e@QCHOSR), donc@ CRy
définissant 'opérateur U par : U :z — Ux = Va pour x € P

tant que V : D(V) — R(V) est une isométrie alors V : P — ( est aussi une isométrie

donc U : P — () 'est aussi.
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Inversement

On suppose un opérateur isométrique

U:P CR;— @ CR, donné (P=D(V)e D(V)) donc :

D(V)=P+ D(V),

Si on pose pour y € D(V), z € P; V(y + z) = Vy +Uz on obtient un opérateur
isométrique 1% qui représente une extension de V' et par conséquent V est la transformation
de CAYLEY d’une certaine extension symétrique fermée de I'opérateur A.

Construction de A (a I’aide de U) :

Du théoréme concernant la transformation du CAYLEY (chaque opérateur isométrique
V qui vérifie la 2°¢ condition, est la transformation de CAYLEY de certain opérateur

symeétrique),

A= =XV)I = V) ‘donc: D(A) = R(I V)

donc pour : y+z € D( V) :

x’ € D(A) donc

¥=w+z2)-Vy+z)=y+z— Vy+Uz)

tel que V.=V sur D(V) ,ye D(V),z€ P

Posant : 2 =y — Vy = (A — A\)T tel que :7 € D(A)

Donc D(ﬁ) consiste tous les vecteurs de la forme :

¥ =x+z—-Uztelque:z € D(A), z€ P,Uz € Q.

Et tant que ‘A C A* tel que z € Ny, Uz € R, donc : Ar' = Az + Mz — \Uz
Et de la définition de A alors ces espaces de défaut sont donnés par :

N%:ngpet N/ :NA@Q

Donc on a le théoréme suivant :

Théoréme 25 chaque extension symétrique fermé A dun opérateur symétrique fermé A est

déterminée par certain opérateur isométrique U tel que D(U) = P; un sous espace femé de
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Ny et Q@ = R(U) est un sous espace fermé de N,.

Et D(A) ={2' :2' =2+ 2z —Uztel que v € D(A),z € P} et
Az = Az + Az — \Uz

Inversement : Pour chaque opérateur U avec ces formules détermine un extension symétrique

fermé A de lopérateur A, ses espaces de défaut sont :
N'X:NX@P et N\=N,60Q
Proposition 7 Une extension A de A est auto-adjoint si et seulement si,

Ny = {0}, %) = {0}

(i.e.)Si et seulement si : P = N5 et Q = N,

Donc pour que Uopérateur U existe,il est nécessaire et suffisant que Ny, Vyaient la méme
dimension. (i.e.)Si et seulement si : P = Ry et () = Ry,

Donc pour que Uopérateur U existe, il est nécessaire et suffisant que Ny, Ny atent la méme

dimension.

Théoréme 26 Une extension A est auto-adjoint si et seulement si :
D(U)=8set R(U)=R,

Un opérateur A admet une extension auto-adjointe A si et seulement si :

Ny, Ny ont la méme dimension (i.e.) ces indices de défaut sont égauz.

Cas particulier (si dimNy < 0o et dim Ry < 00 )

Pour qu'une extension auto-adjointe existe : dim Ny = dim Ny =n
{e1,e2,...,€,} est une base orthonormée dans Ny

{€1,€,...,e,} est une base orthonormeée dans X

Donc pour z € Xy : z = &eg + Epea + ... + &en

Et chaque opérateur isométrique : U : Ny — R, est donné par :
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n n

== Z ]kfk
7=1 k=1

Ou U = [Uy;] est une matrice unitaire alors D(A) est 'ensemble des 2’ tel que 2’ =

r+z—Uz et:

x=x+25kek—zz Uinéi)eje € D(A) (3)

7=1 k=1

Az’ _Ax+)\Z§kek—)\ZZ Uj€r)e, (4)

7=1 k=1
Proposition 8 Un opérateur symétrique fermé A est maximal si et seulement si un des

deux espaces de défaut égale {0} (i.e) si et seulement si ses indices de défaut sont (0,n) ou

(n,0) .

Proposition 9 Une extension A est mazximal si et seulement si une ou les deux relations

sont vérifiées : P =Ry et () =N .

Proposition 10 57 dim X5 < oo et dim Ny < oo et dim N, = dim Ny . Alors chaque exten-

sion maximale est auto-adjointe.

0.5 Spectre d’extension auto-adjointe d’opérateur sy-
métrique

Définition 15 Un nombre A est appelé point de type réqulier de l'opérateur A
S’il existe k = k(\) > 0 tel que : pour toute x € D(A):|| Az ||[> k| x| .
(i.e.) (A — XI)~! existe et borné et pas nécessairement défini sur toute H.
Les valeurs propres de A ne peuvent pas étre des points de type régulier.

L’ensemble des points de type régqulier de l'opérateur A est appelé le domaine de regularité.
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Définition 16 (opérateur régulier) Un opérateur symétrique A est appelé régulier si

chaque point réel est un point de type régqulier.

Proposition 11 Soit A un opérateur symétrique avec les indices de défaut (m.m)(m < o)
on a :

Pour qu’un point a soit un point de type régulier de l'opérateur A il faut et il suffit qu’il existe
un prolongement auto-adjoint A de A et un voisinage Vs(a) tel que le segment [a — 0, a + 6]
ne contient qu’un nombre fini des valeurs propres d’ordres finis de A et aucun autre point

du spectre A.

Définition 17 Le spectre d’un opérateur auto-adjoint A est appelé discret si
o( A) = Po( A) (i.e.) Co( A) = PCo( A) = @.
Autrement dit , o A) est discret si tout le segment [a,b] C R ne contient qu’un nombre fini

de valeurs propres de A et aucun autre point du spectre.

Proposition 12 Si un prolongement auto-adjoint A de A posséde un spectre discret ;alors
chaque prolongement auto-adjoint de A posséde un spectre discret , pour que ce cas ait lieu

il faut et il suffit que 'opérateur A soit réqulier.

Définition 18 L’opérateur A est appelé simple s’il n’existe pas de sous-espace Hide H tel

que la restriction A/ g, soit auto-adjointe.
Théoréme 27 Le domaine de réqularité d’un opérateur linéaire est un ensemble ouvert.
Démonstration. Soit \y un point de type régulier de A.Alors pour :
A=l <o < SE)

et pour x € D(A) .

On a:
IA=ADzl = [1(A=DoD)al = A= ol ]
> (k(Xo) — o) ||z
1
> §k(/\o) (2]

Donc chaque A dans le voisinage du Ag : |A — A\g| < o est un point de type régulier. m
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Proposition 13 Si A un opérateur symétrique,alors chaque nombre non-réel est dans le

domaine de régularité.

Démonstration. On pose A =0 +i7 tel que 7 # 0 et B = A — ol ,B est Hermitien
Pour 2 € D(A) on a :||(A — X)z||* = || Bz — itz||* = (Bzx — itx, B — itz) ™

Reésultat définitions

*Chaque point régulier A d’un opérateur A est un point de type régulier (I'inverse n’est
pas toujours vrai).

*Un point de type régulier est un point régulier de 'opérateur A si

D((A— X)) =H.

*Le domaine des points du type régulier contient tout les points réguliers et des points
du spectre aussi.

*Le complétement du domaine de régularité, se trouve dans le spectre de A, est appelé
le noyau spectral de I'opérateur A. (le noyau spectral est une partie du spectre mais n’est pas
tout le spectre)

*Dans le cas d’un opérateur auto-adjoint la notion d’un point de type régulier est point
régulier est la méme, et aussi pour le spectre et le noyau spectral.

*Le noyau spectral d’'un opérateur symétrique contient tous les valeurs propres de cet
opérateur.

*Si A est une valeur propre d’un opérateur symétrique A et si M) le sous-espace propre
associé, alors le sous espace H — M, est invariant relativement a A.

*On note par A, la partie de I'opérateur A dans H — Ey et on prolonge A, par A, = A
si A n’est pas une valeur propre de A, donc 'opérateur (121,\ — M) existe pour chaque \.

*L’ensemble des \ tel que (121)\ — M)7! n’est pas borné est dans le noyau spectral et il
s’appelle la partie continue du noyau spectral.

*Chaque point du noyau spectral est dans le spectre discret ou continu ou dans les deux.

*Si A est une extension d’un opérateur symétrique A, alors le noyau spectral de A
contient le noyau spectral de A. et chaque partie du noyau spectral de A contient la partie

corespondante du noyau spectral de A .
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*Le cas ou les indices de défaut de A sont fini : utilisant les formules (1) et (2) pour
I'extension :
dim(A,A_/\])D(A)(121’A — M)D(A}) est fini, alors les opérateurs (A} — AI)~! et (Ay — M)~}

sont bornés tous les deux ou non bornés tous les deux (i.e.) :

*Dans une extension symétrique d’un opérateur symétrique avec les indices de défaut
finis, le noyau spectral ne change pas.
*Et tandis que pour un opérateur auto-adjoint, la partie continue du noyau spectral

coincide avec le spectre continu, on a le théoréme suivant :

Théoréme 28 Toute extension auto-adjointe d’un opérateur symétrique fermé avec les in-

dices de défaut finis et egaux a le méme spectre continu.

Théoréme 29 Dans le prolongement d’un opérateur symétrique fermé avec les indices de
défaut fini et égaux (m,m) a un opérateur auto-adjoint : la multiplicité de chaque valeur

propre ne dépasse pas m.

Démonstration. Soit A opérateur symétrique fermé avec les indices (m,m) et A une
extension auto-adjoint de A, et A une valeur propre de multiplicité P,
On note par (p + ¢) la multiciplité de A comme une valeur propre de A et on suppose que
q>m
Choisissons : {1, 22, ..., Tp, Tpi1, oo, Tprg) un systéme de solutions de I’équation Az —
Ax =0
linéairement indépendant tel que z, € D(T) pour k = I, p.

Puisque dimpa) D(A) = m et ¢ > m donc

Jxi : k=1, ¢ ne sont pas tous nuls tel que :
Q1 Tpi1 + QaTpio + oo + 0Ty € D(T)

donc: x = a1y 1+ QaTpio+...+ 0Tyt q est un vecteur propre associé a A qui est linéairement
indépendant avec :z1, xg, ..., x,; donc A est une valeur propre de A de multiplicité supérieur

ap m
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Définition 19 ("écartement” (ouverture) de deux sous-espaces)
Soit My, My deux sous-espaces fermés, Py, Py les projections sur My, Msrespectivement,

"aperture" de My, My noté par O(My, M) est défini par :
0(My, M) =[| Py — P2 ||
* 1l suit par cette définition : 6(H — My, H — My) = (M, M) car
O(H — My, H — M) =[| (I = P1) = (I - P) =] P — P |
*Uinégalité O(M,, My) < 1 est toujours vérifiée car :

I (P = Pz [IP=] P(I = P |I* + || (I = Py)z |”

+(P2(I - Pl)x,Pl([ - PQ).I’) + (Pl([ - PQ){E + PQ([ — Pl)ﬁll')
et on a Pi(I — Py)x et Po(I — Py)x sont des orthogonaux donc :

I (P = Pz =] (I = Pz ||* + || AT = Pr)a |®

< 1T =P)z |+ | bz [P*=| = |

donc || P, — P, ||?’< 1
*Siax#£0 etx e M, doncx L My donc Prx = x et Pyx = 0 donc

| (P — P [|=[ « || donc || P — Py [|=1
Théoréme 30 Sion a:0(My, My) < 1. Alors dim M; = dim M,

Théoréme 31 Dans les ensembles connectes du domaine de régularité d’un opérateur

symétrique ; les indices de défaut ny sont constants.

Corollaire 8 Si Agun réel dans le domaine de régularité d’un opérateur symétrique A
alors :

Les indices de défaut égauzr a ny,.
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Corollaire 9 Soit A opérateur symétrique fermé avec les indices de défaut (m,m), si pour
un réel N, lindice de défaut ny, < m, alors \g est dans le spectre de chaque extension auto-
adjoint A de A.

Et de plus si Ny n’est pas une valeur propre de A alors, Ay est dans la partie continue du

spectre de Uextension auto-adjoint A de A.

Démonstration. )\, est dans le noyau spectral de A donc dans le spectre de A donc
d’apres le théoréme précédent ny, = m
* Si en méme temps Ay n’est pas une valeur propre de A donc )¢ est dans la partie continue

du noyau spectral de A donc dans la partie continue du spectre de A. =
Théoréme 32 Soit A opérateur symétrique fermé avec les indices de défaut (m,m)

Si A\ est un réel et un point de type régulier de A alors, il existe une extension auto-
adjointe A de A pour laquelle \ une valeur du multiplicité m.

Démonstration. A € Riet R, = {z € D(A*) tel que :A*z = Az} le sous -espace des
vecteurs propres de A* pour la valeur propre A donc dim R = n. On définit A par :
D(A) = D(A) ® R, et Az = A*z pour 2 € D(A),
A est un opérateur symétrique et tandis que dimpa) D(A) = m; A est un opérateur auto-
adjoint et N, les sous -espaces des vecteurs propres de A associé a A, et la multiplicité de A

comme une valeur propre de A égale m. m

Théoréme 33 Si A est un opérateur symétrique fermé avec les indices de défaut (m,m) et
st A est un nombre réel dans le spectre discret de A .Alors l’équation A*x — Ax = 0 admet m

solutions linéairement indépendantes.

Démonstration. Soit N, le sous-espace des vecteurs propres de A* pour la valeur propre
.en construit 'opérateur A par
D(A) = D(A) & R,
et Az = A*z pour z € D(A),
Alors A est une extension symétrique de Popérateur A et par conséquent dimpa) D(A) ne

dépasse pas m. m
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Théoréme 34 Si A opérateur symétrique fermé avec les indices de défaut fini (m,m), et
st lopérateur adjoint A* admet une valeur propre réelle \. Alors il existe une extension

auto-adjointe A de A, pour les deuz \ est une valeur propre.

Démonstration. Soit N, le sous-espace des vecteurs propres de A* pour la valeur

propre) , définissant 'opérateur B par :

et
B(I‘l + ZL‘Q) = A[El + )\I‘Q

pour z; € D(A), x5 € R,
L’opérateur B est symétrique avec les indices de défaut égaux ; I’extension auto-adjointe de

B est une extension de A, pour laquelle A est une valeur propre. m

0.5.1 Théorié spectrale d’opérateur auto-adjoint

Définition 20 (Famille spectrale) Chaque fonction opératorielle Py a paramétre réel A
désigne une famille spectrale si elle vérifie les propriétés suivantes :

1- Pour chaque X ; Pyest une projection.

2- | Pall < || Pull; pour A < [ et reH
- 1 Px|| = li P — 1zl =
- lim [|P| =0 o dim [Pa—af =0

4- Pour x € H arbitraire : la fonction Py est continue o droite de x =0

(i.e.) im || P\;cx — P\z|| = 0.

*De cette définition on a :

-De la 2¢™¢ propriété : pour & € H arbitraire : les deux limites )\EIE*O P\x et /\EIBH) P\x
existent , on les note respectivement par P,_ox et P, o

-La propriété 4 désigne que : P, 1o = P,,.
Notation

Soit A I'un des intervalles : (o, ) , [a, ) , (o, 5], [a, ] alors; Pa est 'opérateur :
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PBfO_Pa+UaPBfO_Pa70 7PB+O_Pa+07PB+O_Pa70

A T’aide de la 4°™¢ propiété ; ces diférences peut étre sous les formes :

PB—O_PonPﬁ—O_Pa—O aP,B_PaaPﬁ_Pa—O
Et particulierement Pa = P3 — P, pour A = («, f].

Proposition 14 On a :

1- Pa est un opérateur de projection.

2- Pour A1, A, ..., A, tel que : A;,NA; =0 pouri # j on a : Pa,.Pn; = 0 pour
1 7.

0.5.2 Intégrale par rapport & une famille spectrale

Au sens de famille spectrale , on peut introduire un intégral analogue a celui de STIELTJES.
Soit f une fonction a valeur complexe continue sur un certainintevalle [a, 0]
On divise l'intervalle (a,b] par un ensemble de points {1, As, ..., \,_1} on intervalle

A= (N1, NJou i =T1,net \g=a, \, =b et on forme la somme :

3

S= f(¢,)Pha, ol (; arbitraire dans A;

Cette somme S est un opérateur linéaire borné dans H (i.e.)

Proposition 15 Pour chaque : € > 0 , il existe § > 0 tel que : pour chaque somme S tel

que : N\i— N1 <d :ronalS—L| <e.

Remarque 7 De cette proposition on montre que quand la longueur de tous les inter-

valles A; est réduit sans limite , la somme S tend (au sens de norme d’opérateur ) a un
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opérateur unique L.

Cette opérateur L est appelé l'intégrale de f par apport a dPy est noté par :

/ F(\)dPs (5)

L’existence de lintégrale (3) implique l'ezistence de l'intégrale :

/ f(\dP. (6)

1l peut étre défini aussi comme la limite de la somme :

b
Cette limite est le résultat de ’application de l'pérateur : f fN)APy  sur x
En effet : [Sz — La|| < IS = L [lzf| < e [|l]] (i-e.)
lo— Lz|| < e[z

Ona:

ISel* = (5z,52)
= Zf )P, Zf DI
- 2121 Ci)Pa,, f(C;) Pajz).
= Zn;lf@i)ﬁ(mix,pm)
= i'f(Ci)Q

- Z |f(<z)’2 (Pa,x, ).
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passant a la limite on obtient :

b 2 b

/ FNdPal| = / PO d [Py

- / SO (P, ).

(C’est lintégrale ordinaire de STIELTJES)

Pour f est défini et continue pour tout \ € |—oo, +oo[ soit :

+foof()\)dP>\ défini par la limite de (4) quand a — —oo et b — +00 si cette limite
_eoac(%ste.

+oo
Lintégrale [ f(N)dPyx existe si et seulement si Uintégrale ordinaire de STIELTJES existe
(i.e.)
+00
JAECRIL

existe. Bt

+oo 2 +oo
/ f(NdPa| = / PO d [Py

Théoréme spectral

Théoréme 35 (Théoréme spectral) Pour chaque opérateur auto-adjoint A il existe une
et seulement une famille spectrale { Py} a les propriétés suivantes :

+oo
1-Un vecteur x est dans le dans D(A) si et seulement si [ |\*d||Pyz||® converge.

2-Si cette condition satisfaite alors :

+oo
Az = / APz

—00

Et par conséquent :

+oo
sl = [ NP P
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Inversement :

Chaque opérateur A défini par les conditions 1 et 2 au sens d’une certaine famille spectrale
{P,\} est un opérateur auto-adjoint.

Si A est borné alors chaque opérateur borné B qui commute avec A est ’aussi avec chaque

Py.

Définition 21 (Réductibilité) Soit M un sous-espace fermé dans H et P une projection
sur H ; on dit que le sous-espace M réduit l'opérateur A si :

Pour x € D(A) Alors Pz € D(A) et APz = PAx.

Proposition 16 Un opérateur borné A défini sur tout ’espace H , est réduit par le sous-

espace M si et seulement s’il commute avec la projection P sur M .

Proposition 17 Un sous-espace M réduit un opérateur auto-adjoint A ,si et seulement si
la projection Py; commute avec la famille spectrale { Py} de A pour toute valeur de \.
Description du spectre d’opérateur auto-adjoint au sens de la famille spectrale

Pour chaque opérateur auto-adjoint , chaque nombre non-réel esdt un point de type

régulier , la résolvante Ryet la fonction spectrale { P} sont liés par la relation :

too (P
— (A= X" = “
= A ) _{ou—k

ot {P,} : est une famille spectrale de A .

oo dp
L’intégrale existe : [ P car:
foo:u_)‘
+oodP 2 -‘roodHP H2 1 +00 1
T T
[ - [l L e - e
= A | — Al Tm )| [Tm |
1

Et par conséquent cet integrale est un opérateur borné et :||R,|| < m
m

52



Théoréme 36 Soit une famille spectrale d’un opérateur auto-adjoint A alors :
1-Un nombre réel Ny est un point régulier de A si et seulement si :
la fonction Py, est constante dans un voisinage de Ao,

2-Un nombre réel \y est une valeur propre de A si et seulemnt st : Py, — Py,_o # 0.

Démonstration. 1-Montrons la 1¢"¢ assertion :
Implication indirecte
Du théoréme spectral on a :
+00
(A= XoD)z|]* = /()\ — Xo)2d(Pyz, ) pour x € D(A) (8)

Et soit Py une fonction constante dans le voisinage de Ag; |A — Ag| < € alors :

Ao—¢ —+o00

(A= XD )z||* = / (A — Xo)?d(Pyz, x) + / (A — Xo)?d(Pyz, x)

—00 Ao+e

(et [N —=Xo] <e=(A—Xg)>>¢?) donc :

Ao—¢ +o00
(A= Mo D)a|]? > 2 /d(PAx,x)Jr/d(P,\x,x) _ 2. ()
—00 Ao+e

Alors :(A — \gI)lexiste et borné et défini sur toute H.
Alors : )¢ est un point régulier de A.
Implication directe

Soit Ao un point régulier de A alors (A — \gI) 'existe et borné donc :
H(A — /\OI)_1y|| <cllyl| pour touty
Posant : (A= Xol)"ly =2 alors :
2]l < e [[(A = ol)z|

Montrons que : Py est une fonction constante dans le voisinage :

1
A — o] < Ede point Ag.
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On suppose le contraire :
1
Soit :n > 0 tel que :n < — et Pyyin — Pryg—n # 0.
c
Mais il existe x#0  tel que: Pr=z donc de (5).

Ao+e Ao+e 1
1A — doD)al? = / (A = Mo)d(Par z) < / A(Psa, ) = | Pall® = 2 P < el
Ao—¢€ Ao—¢

cela est une contradiction avec (6)
2-Montrons la 2¢7¢ assertion :

Soit \g est une valeur propre de A , et = le vecteur propre associé , de ’équation (5) on a :
+o0o
0= 1A= XaDal = [ (A= dofd(Prz.a)

Qui est possible seulement si la fonction P, est constante pour A < A\g et A > g (i.e.) :

0 pour A < \g
(P)\'T7 JJ) = 9

lz||” pour A > Ao
Donc :H<P>\o - P>\0*0>x”2 = ((P)\O - PAO*O)xvl’) = “I”2 7£ 0
Alors : P)\O - P)\O—O 7é 0.
L’équation (5) implique aussi que : (P, — P\,—0) * = x et par conséquent :x est dans le
sous-espace sur lequel 'opérateur P, — P,,—o project.
Inversement :

Soit : Py, — P\,—0#0 et  x=(P\,— Py-0)x#0. Alors :

P =P\ (Py,— Pyy0)x=(P\y, — Pyy0)z =2  pour A > )\

Et
P)\I'IP)\(P)\O—P)\O,()).T pour)\<)\0.
Et
“+o0o
(A = AoD)z|? = /(/\ — \)2d(Prz, ) = 0.

Cette équation signifie que x est un vecteur propre associé a la valeur propre A\g. ®

Donc on peut avoir la définition suivante :
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Définition 22 (fonction spectrale d’un opérateur auto-adjoint)
Une famille d’orthoprojecteurs E; , —oo < t < +oo est appelé fonction spectrale d’un
opérateur auto-adjoint A si elle vérifie les conditions suivantes :
1- BB, = Eingoy -t 0 €R.
2-FE o= E,
3 FE =0 ,FE,=1o0u0 est Uopérateur nul : 0f =0 tel que f € H
4- D(A) = {f € H; Jrfoot2d(Etf, f) < oo}, et pour tout f € D(A) FAf = JrfootdEtf

o

La résolvante R\(A) et la fonction spectrale E; sont liés par la relation :
+o0o

o dE
m(A):/ —d

—00

0.5.3 Résolvantes généralisées d’un opérateur symétrique

Soit A un opérateur symétrique fermé défini sur D(A) avec les indices de défaut (m,n)

On sais que :

* Popérateur A est auto-adjoint si et seulement si, m =n =0
*Popérateur A posséde des prolongements auto-adjoints dans H si ,et seulement si ,
m=mn

Dans le cas général chaque opérateur symétrique peut étre prolongé en opérateur auto-

adjoint A dans un espace plus vaste H>H.

Définition 23 (fonction spectrale et résolvante généralisées) Si Et , ﬂ?ﬁ,\ sont respec-
tivement la fonction spectrale et la résolvante de A,

Py est lVorthoprojecteur de H sur H , alors

les fonctions : E; = PHEt/H et Ry = Py gﬁ,\/H. sont appelé respectivement fonction
spectrale généralisée et résolvante généralisée de A.

400 -

Les opérateurs Ry, et Ey sont liés par la relation : Ry = [ % , A€ p(A)

—00

Formule de STIELTJES

Pour tout f , g € H et, tous nombres réels a , 5 :
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de Es+ FE E,+ E,
(Ea,ﬁfag) :f ([ & 9 A - 9 +0:| fvg)

(Ea,ﬁfa g) = _1 lim ([éRUJriT - 8%0'71'7'] f> g) do

2m T—+0
(07

+oo
En outre ,pour tout f € D(A) : Af = [ tdE,f

La fonction spectrale E;vérifie les propriétés suivantes

1- Pour t5 > t; E,,— E, est un opérateur borné ,positif
c-a-d : quelque soit feH: ([Ey, — Ey) f,f) =0
2-E, o=E

3FE =0 , E.=1

L’ensemble des résolvantes généralisées d’un opérateur symétrique ayant des indices
de défaut égaux a été décrit par : M . A . Naimark et par :M . G . Krein.
Dans le cas général des indices de défaut arbitraires la formule de résolvantes

généralisées est :
o = (Appy — A~ (Im A > 0) Ry =13

Ou F()\) est opérateur arbitraire de ®; dans X_; satisfaisant les conditions suivantes :
1- F()) est une fonction analytique du paramétre A dans le dami plan supérieur IT7.
2P| <1, el

L’opérateur Ap(y) est un prolongement quasi auto-adjoint de A défini sur I’ensemble :

D(Arpe) = D(A) + (F(A) = DX; par :

Aroy(f + F(N)p — ) = Af +iF(Np +ip  f e D(A);p €N,

L’opérateur A}}( A est défini sur I’ensemble :
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D(Ap) = D(A) + (F* () = DN, par

Apy(f + F N =) = Af —iF" (N —ipp - fe D(A);¢ e R,

On voit aisement , que tout prolongement Ap(yféfini par (7) et (8) est un opérateur
dissipatif (i.e.)
Quelle que soit f € D(Apeyy) , Im(Appy f, f) <0

Résultats préliminaires

Soit A un opérateur linéaire , fermé ,symétrique défini sur un ensemble D(A) d’un espace
de Hilbert séparable H et ayant les indices de défaut (1,1) . On suppose D(A) est dense
dans H .

Désignons par : Fy(Im A # 0) Pensemble des opérateurs F' définis sur Ny a valeur dans

Ny (i.e.) F:Xy — Ny et tel que ||F] < 1.

Lemme 4 Soit T un opérateur linéaire , fermé ,symétrique , Tr un prolongement quasi
auto-adjoint défini par (7) avec F € F; ,

Pour tout f , g € D(T*) introduisons la forme : (f,g) =(T*f,q9) —(f,T*g)

Alors les domaines de définitions : D(Tr) et D(T}.) des opérateurs : Tg et T respectivement

sont définis par :
D(TF):{U“7U€D(T*)a <U7§0—F*Q0>:07 QDGN_Z}

D) ={u,ue DT, (up—Fo)=0, ¢er}

Soit A un prolongement auto-adjoint fixé de A ,introduisons l’opérateur :

Uspo = (A= XD)(A= XDV =T+ (A= X)Ry, ImATImA #0

o

Notons les propriétés de Uy, :

o

1- UA)\O — U)\O)\
2' UA)‘O — Uﬁo

o
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3- [O])\g. UEM:U)\M

4- UA)\ONXO = NX ImA.ImA =0
Désignons par : ¢, ,||¢;|| =1 un vecteur normé de sous-espace R_;
Posons :

©x = Unip;, (Im X # 0)

D’apres la 4™ propriété o, € Vs et en particulier ¢_; = U_;p; € N;.

De la 1°7¢ et la 2°™° propriété , il résulte que l'opérateur U_; est unitaire (il est appelé

transformation de CAYLEY), par conséquent :||¢;|| = ||o_;| = 1.

Formule des résolvantes généralisées

Soit Ry = (Ar(ny — AI)~" une résolvante généralisée de A correspondantee a F'(\) € F;
quel que soit \ € IIT,

Comme l'opérateur A posséde les indices de défaut (1,1), donc les espaces RN_; et X;

sont unidimensionels et sont engendrés respectivement par ¢, , ¢_;, ceci étant nous pouvons

—19

définir 'opérateur :
F(\) N, — N par : FN)p_;, =w(N)g,

Ou w(\) est une fonction scalaire réguliére dans le demi plan supérieur et telle que
lwN)| <1 (Aell™).

L’opérateur Ap(y) est défini sur 'ensemble des éléments f € D(A*) de la forme :
f=z+clwN)e, — ¢ x € D(A), ceC

par :

Appyf = Az +c [z w(N)p; + igo_i}

L’opérateur Ay, est défini sur 'ensemble des éléments f € D(A*) de la forme :
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f=xz+c|lwNe_; —¢; xz € D(A), ceC

par :

Apof = Az — c i w(N)p_; + iy

Introduisons la fonction :

Iy =wA)o_; — ;.

D’aprés le lemme précédent D(Ap(y)) est 'ensemble des y de D(A*) vérifiant I'égalité :

(A%y,0x) = (y, A™0))

Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 5 Pour tout f € H on a :

Rof — §T3Af = 0, si f€ (A - )\I)D(A)
%)\f — §}E)\f S Nx, st f € NX

Ou (A —XI)™!: est la résolvante de A.
Démonstration. En effet ,la premiere égalité est triviale :
Si fe(A—A)D(A) ,donc il existe g € D(A) tel que : f = (A— N)g
On a:
Rof — R f = Ra(A — AD)g — Ry(A = A)g =g — g = 0

Démontrons la deuxieme égalité :

Pour tout g € (A — M)D(A) on a :

({%”g%}f’g) - (f’{%ré%}g) = (£.0)=0
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Le lemme est démontré.

En tenant compte de (12),la résolvante généralisée peut s’écrire sous la forme :

Yoo f = &Exf + (A

Ou b(A) est une fonction a établir d’un parameétre A.
Pour définir b(\) utilisant 1’égalité (11) on posant y = R\ f , f € H ,
Comme pour tout f € H , Ry f € D(Ap(y)) , on aura :

(ApyRaf,92) = (Raf, A™0y)

d’ou

(roy [R] 4506 | ST = 1) = B+ 8000, 4 [0 = 6] )
En faisant le calcul et en tenant compte de (9) et de (10) on trouve aisement :

_ [Z _w()‘)] (fv SOX) 4
"= G -0+ ) gy P T

Ou
A—1 ) ¥ —1
oy = 27 (rpi )
A+ (ox ;)
est une fonction caractéristique de 'opérateur A .

En remplacant dans la formule b(\) par ’expression (14) nous obtenons :

X L — w()‘) (fa @X)
Rof =8af+ .
ML) T D (or )
En tenant compte de 1’égalité : Ry =3 on obtient :
: 17— w(A ,
§RXf — %Xf + ( ) (f 90/\)

SN —1 (3 —4) ()

On peut résumer le résultat établi par le théoréme suivant : m

Théoréme 37 L’ensemble des résolvantes généralisées Ry de l'opérateur A est décrit par la
formaule (15) et (16) ot : w(\) est une fonction arbitraire réguliére dans le demi plan supé-
rieur et telle que : [w(\)| <1, A eIt

les formules(15) et (16) donnent une résolvante d’un prolongement auto-adjiont si, et seule-

ment si , w(\) =z = ' avec |z| =1 .
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Remarque 8 En remarquant que pour : \ € IIT :

C) A+i (o 9)
Nous pouvons écrire la résolvante 5 sous la forme :
1
R N
Ryf = —— D px AR5 f
0y —1 (A =1) (exem)
w(A)
i —w(}) (f,02) X
Ryf = ) 1 o+ Ry f
Y eMEMN =1 0) (o) T
~ 1
o1 2 : A) = ——.
U on a posé : w(\) 500

— 1
Dans toute la suite on supposera que w(N) est prolongé sur 11~ par ’égalité w(\) = ﬁ
w
donc elle est définie sur IIT UTI.
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Deuxiéme partie

Méthode de Fourier de separation des

variables
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Dans ce travail ,on applique la méthode de Fourier pour résoudre les équations de la

forme :

* . *
Biu=Alu

Ou A., B; sont des opérateurs linéaires respectivement dans les espace de Hilbert |,
L*(G,) (G, C R™) et, L*(Gy) (Gy C R™), G =G x G, et f € L*(G).

Puis, on donne un exemple concrét d’application .

Introduction

Soit ’équation :

Bifu= A,u+ f, (1)

Ou A,, B; sont des opérateurs linéaires respectivement dans les espace de Hilbert ,

L*(G,) (G, CR"), L3(Gy) (Gi CR") ,ou G =G, x G, et fel*Q),

Pour appliquer la méthode de Fourier on suppose que le spectre de A, est discret { A},
k =1,2,..., B; est un opérateur symétrique régulier avec les indices de défaut (p, p) (p < o0).
Dans ce cas l'opérateur B} adjoint de B; a comme valeur propre quelque soit A € C , la
fonction propre ¥, associée a A qui est un élement du sous-espace de défaut Ny de B,
U, € Ry. On pose ¥, = ¥, , la solution de 1 ’équation homogene B;u = A’u est présentée
par une serie de termes u(t, ) = axh,(t)p, (), ot @, est la fonction propre de A, associée
a Ag.

Le présent travail est composé d'une introduction et de trois paragraphes. Dans le pa-
ragraphe 1 on donne des notions et des résultats préliminaires de la théorie des opérateurs
symétriques, dans le paragraphe 2 on considére la méthode de Fourier pour trouver la solution

du probléme 1. Le paragraphe 3 est réservé a des exemples concréts d’application.

0.6 Meéthode de Fourier de separation des variables

1. Soient G; C R™ et G, C R™ deux domaines des variables ¢ et x respectivement,

G = Gy x G,, By, A, deux opérateurs linéaires en général non bornés dans les espaces
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L?(Gy) et L?(G,), définis, respectivement sur D (B;) C L?(Gy) et D (A,) C L?(G,),
u = u(t,x) une fonction définie sur G. Si pour tout ¢ fixé u(t,.) € D (A,) et pour tout
x fixé u(.,x) € D (B,;) alors A,u et Byu désignent les images de u par les opérateurs A,
et B, respectivement. Soit g une fonctionnelle linéaire continue dans les espaces C (@) des
fonctions continues sur le domaine G, y compris sa frontiére, on designe (g, ¢), 'image de
pedl (@) par g.

Si g a un sens en u (t, ) pour presque tout = € G, alors (g, u), et I'image de u par g.
Par exemple, si u (t,z) est continue en t = (0, ..,0) quelque soit z € G, et § est la fonction

de Dirac, alors :

(0,u), =u(0,2)

2. Position des problémes

Soit A, € M, , By € M, g1, g2, ..., gr des fonctionnelles linéaires qui ont un sens sur des
fonctions de D(B;), h, ha, ..., h, des fonctionnelles linéaires continues sur D(A*), A2 D'ex-
tention auto-adjointe de A,. On suppose, de plus, que Sp(A%) C p(B;). Posons le probléme :

trouver une solution u(t, z) de ’équation :

Bju= A, (4)
Satisfaisant les conditions :

u(.,z) € D(B;) , ul(t,.) € D(A)) (5)

<gi7u>t = (I)Z(IL'), 15 2a 7k > <hjau>$ O‘](t)aj = 17 » D (6)



Les fonctions ®;(x) € L*(G,) et a;(t) € L*(G;) sont données. Les conditions (5) et
(6) sont données pour chaque probléme et assurent dans la plupart des cas I'unicité de la
solution du probléme posé.

3.Schéma de la solution

On cherche la solution du probléme (3) sous la forme u(t,z) = T'(t) X (z).

On a :

BrT(t) A X(x)
Tt — X(x)

=\

Comme A, est symétrique et régulier, son extension auto-adjointe A% posséde un spectre
discret. On désigne X (r) = ¢,(z), k¥ = 1,2,... . Les fonctions propres de AY et )\ ses
valeurs propres : A%, = \p,, ¢, € D(AY). En tenant compte que Sp(A%) C p(B;) et
(3), on a quelque soit A € p(By) : Bf U (t) = AV,(t), o U, (t) € x,B(t). En particulier,
BiW(t) = MU(t), ot Wi(t) = ¢y, (1), & = 1,2,..., les fonctions uy(t,k) = Wi(t)ps(v)
satisfont (4) et (5). Posons :

u(z,t) = Y a()pp(a) (7)

La suite {ay} est telle que les conditions (5) et (6) soient satisfaites. Pour que u(t,.) €

D(A?) pour presque tout t € Gy il faut et il suffit que la série :

>l (D)
k=1

Soit convergente pour presque tout ¢t € Gy. Pour que u(.,z) € D(B]) pour presque
tout = € G,, la condition analogue n’a pas lieu car la suite {Wy(t)} n’est pas en général,

orthonormée. La suite {a;} peut étre définie par les conditions (6). Par exemple on donne :

(g.u), = ®(x),9 € L*(G,)
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Alors :

(g.u), = (g.u) =Y ar(g. ¥p)pp(x) = (x)
k=1

Dot : (®,¢) = ak(g, Vy).

0.7 Exemple

1. Dans I'espace Hilbert L?(0, 1) on considére 'opérateur A, défini pour tout f € L*(0, 1)

par :

Auf(z) = —mi / l — ol (y)dy

L’opérateur A, est de Hilbert-Schmidt, il a un systéme complet {¢,} des fonctions
propres correspondantes aux valeurs propres {A\r} , kK =1,2,... : Ay, = Aoy

Dans 'espace L*(R) on considére 'opérateur différentiel By, B;f = 37 f!, défini sur
'ensemble des fonctions f € L?(0,1) absolument continues sur R telle que f' € L*(R)
et f(a) = 0 ot a < 0 est un point quelconque fixé. L’opérateur B; est symétrique avec
les indices de défaut (1,1), un élément v, appartenant a son sous-espace de défaut Nyest
5] 1 (1) = Lepy(t — @)e®™ =9 Tm A # 0, ot 1.(\)(t) = L(0,00)(t) = 14 (¢) est la fonction
indicatrice de I'’ensemble (0,00) si Im A > 0 et 1.\ (¢) = 1_(¢) si Im A < 0. L’opérateur B;
conjugué de B; est défini sur 'ensemble D(B;}) des fonctions f absolument continues sur

R\ {a} et telle que f € L*(R). On pose le probléme : Trouver une solution u de ’équation :
Bfu= A,u (10)

Satisfaisant les conditions :

u(.,z) € D(B),u(t,.) € L*(0,1) (11)
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Et encore :

(g.u), = (t), 0 € L*(0,1)  g(t) =t (12)

(0,u)y = u(0,7) = p(x) (13)

Théoréme 38 Le probléme homogéne (8), (9), (10) a une solution unique u € L*(R, [0, 1])

définie par la série :

u(t,z) = 1o(t—a) Y —— (. ¢x) - exp(—%) cos((2k — mz)  (14)
k=1 (k — 5)4 + (k — 5)2a

Si la série de termes (i, ;) converge absolument, alors le probléme (10), (11) et (13) posséde

une solution unique u € L*(R x [0,1]) donnée par :

o0

u(t,z) = 1(t—a) Y (¢, ¢)) exp(—

k=1

(2];1%1)2) cos((2k — V)mx) (15)

Les séries (14), (15) convergent uniformément sur R x [0, 1].

Remarque 9 1. Si l'opérateur By = B le probléme (10), (11) n’a pas de solution car les
valeurs de A, sont non réelles.

2. On considére le probléme (10), (11) et (12) dans lequel l'opérateur By est défini sur l'en-
semble D(B;) des fonctions f € L*(R) telles que f' est absolument continue et f(0) = 0,
" € LA(R) par légalité : B, f = —(2m) 2 f".

L’opérateur By est symétrique avec les indices de défaut (1,1), son sous-espace de défaut Ny

est engendré par la fonction :
Y\ (t) = exp(2rivVA|t]), Im A > 0,Im VA > 0

On pose :

2 2
i (t) = exp( St sin 2 [f])

La solution de (10) est :

51 |t])(cos

|t]) sinm(2k — 1)z (16)

S 2 2 2
u(t,z) = Zakexp(—2k — |t])(cos ST 1t—|—zs1n Y]
k=1

67



Théoréme 39 Pour toute fonction o € L?*(0,1) le probléme (10), (11) et (12) a une solution
unique u € L*(R x [0,1]) donné par

C 2 2
u(t,z) = 4i Z % exp(—2k — |t])(cos T 1tcos7r(2/<; — 1)z+

k=1
Y f: (¢, 1) exp(— It])é sin 2 |t| cosm(2k — 1)) (17)
£ (2k — 1)2 2k —1 2k — 1

Si la série :

est absolument convergente, alors le probléme (10), (11) et (12) a une solution unique

u(t,z) € L*(R x [0, 1]) donnée par :

> 2 2i
7= (o) expl—gp—g ) exp(—gpg i cosm(2h —1ya) (19

Les séries (16), (17) et (18) convergent absolument et uniformément sur R x [0, 1].
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Résumé :

Le présent mémoire est consacré a I’étude des
propriétés  spectrales d’opérateurs  symétriques
réguliers d’une part, et d’autre part a la méthode de
Fourier pour une classe d’équations opératorielles.

On présente une étude détaillée des propriétés
spectrales des opérateurs auto-adjoints et symétriques
réguliers. On donne la construction d’extensions auto-
adjointes d’un opérateur symétrique et I’étude de leur
spectre. En particulier on présente [I’étude des
résolvantes généralisées d’une certaine classe
d’opérateurs symétriques d’indice de défaut (1,1), une
formule explicite de ces résolvantes est donnée.

En second lieu on développe la méthode de
Fourier de séparation des variables pour I’étude des
équations de la forme: Biu=A,u+f ou
A, ,B; sont des opérateurs linéaires dans certains
espaces de Hilbert. On illustre les résultats obtenus
par un exemple concret.

Mots clés: Methode de Fourier, séparation des
variables, opérateurs symétriques, indices de défaut,
espaces de Hilbert, résolvantes géneralisees,
prolongement auto-adjoint.
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Abstract:

The present work is devoted to the study of the
spectral properties of the symmetric operators and the
Fourier method for a class of operator equations.

Firstly, we present a detailed study of spectral
properties of self-adjoint and regular symmetric
operators, we give the construction of self-adjoint
extensions of a symmetric operator and the study of
their spectrum .Particularly, we present the study of
generalized resolvents for a certain class of symmetric
operators where deficiency indices are (1,1). Finally
an explicit formula for those resolvents is given.

Secondly, we develop a Fourier method of
separation of variables. In order to study the operator
equations of the form: Biw=A4,u-+f where
A, ,B. are linear operators in certain Hilbert spaces.
We give an application of the obtained results.

Key words: Fourier method, separation of variables,
symmetric operator, deficiency indices, Hilbert
spaces, generalized resolvent, self-adjoint extension.
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