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Introduction.

Le développement des méthodes d’éléments finis stables pour les équations de Stokes
est une composante fondamentale dans la construction de méthodes numériques efficaces

pour la résolution des équations de Navier-Stokes qui gouvernent l’écoulement des fluides

incompressibles.

Pour une formulation variationnelle primitive, il est largement reconnu qu’il est crucial

d’assurer la compatibiüté entre l’approximation de la vitesse et de la pression au moyen de

la satisfaction de ce qui appelé ’’condition de stabilité de Babuska-Brezzi En particulier,

il est bien connu que les éléments conformes de bas ordre, comme l’élément triangulaire

Pl — PO (vitesse linéaire, pression constante) sont instables.

La stabilité des approximations mixtes est devenue très importante surtout avec l’arrivée

des algorithmes itératifs rapides, par exemple, ceux basés sur les méthodes multi-grilles ou

gradient conjugue préconditionné. Les tests numériques montrent que garantir la stabilité

des solutions des équations de Stokes ou de Navier-Stokes devient essentiel si un taux de

convergence raisonnable pour de telles itérations devrait être accompli (pour des détails,

voir Verfurth [21], Bramble et Pasciack[6], entre autres).

Récemment, les stabilisations de la formulation ont étés développées pour surmonter le

problème d’incompatibilité des approximations mixtes. L’idée d’une telle régularisation fut

initialement proposée par Brezzi et Pitkaranta [7] dans le contexte de l’élément, triangulaire

PI - PL Ensuite, Hughes et Franca [12] ont construit une formulation discrète de Stokes

qui assure la stabilité pour une approximation mixte arbitraire. Pour l’approximation de

la pression discontinue, cette stabilité peut être achevée par l’introduction de l’opérateur

’’saut de pression” dans la formulation discrète. Pour les approximations de bas ordre, le

seul prix à payer pour obtenir une stabilité universelle réside dans le fait que l’opérateur en

question doit permettre le contrôle des sauts de prassion à travers tous les bords des frontières

intérieurs (entre les éléments). Ceci rend assez dissuasive l’implantation de la formulation

de Hughes et Franca [12].
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Numériquement, d’après Silvester et Keckkar [18], c’est une évidence de suggérer qu’une
façon plus robuste de stabilisation des méthodes mixtes basées sur une pression discontinue

consiste à modifier l’opérateur de saut global de Hughes et FVanca, en le restreignant locale¬

ment.

Dans ce travail, on vise à étendre la méthodologie introduite dans [18] pour le problème

de Stokes à un problème plus généralisé de Stokes, et qui intervient dans la modélisation

raffinée de la plupart des écoulements incompressibles industrielles, pour dériver une méth¬

ode générale pour de telles approximations mixtes stabilisées. Le problème en question est

généralisé par l’introduction d’im terme additionnel provenant de la discrétisation en temps.

Le présent mémoire est subdivisé en quatre parties. Dans la première partie une brève

présentation du problème généralisé de Stokes est donnée. La formulation faible, qui sera

utlisée dans tout le mémoire est déduite. De plus, des résultats classiques sont étendus au

problème étudié. Le deuxième chapitre est consacré à l’étude de la stabilité classique des

méthodes mixtes d’éléments finis. Il est, ainsi, établi que les méthodes de plus bas ordre pour

les inconnues de vitesse et de pression ne sont pas fiables car n’assurant ni l’unicité, ni la

convergence des solutions approchées. Le troisième chapitre, qui représente la contribution

essentielle du travail, se spécialise dans la construction d’une formulation discrète stabilisée

qui permet l'application des méthodes mixtes qui étaient classiquement instables. Des con¬

ditions suffisantes, facilement réalisables sur les maillages utilisés, garantissent les propriétés

d’existence, d’unicité et de convergence dans les normes habituelles de Sobolev. De plus, les

taux optimaux sont obtenus pour les deux approximations de vitesse et de pression.
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PREMIER CHAPITRE

FORMULATION FAIBLE POUR LE PROBLèME

GÉNÉRALISÉ DE STOKES



Dans ce chapitre, on donne une brève présentation du problème d’intérêt. Ensuite, la
formulation faible, qui sera utilisée par la suite, est déduite

1.1. Position du problème

On considère, ici, l’écoulement d’un fluide incompressible très visqueux en régime tran¬
sitoire dans un domaine fl de Mn, dont la modélisation mathématique rafinée consiste à :

Trouver (U,p) € //ÿ(fl)” x Lo(fl) telle que :

aU — uAU + grad p = 0 dans fl

div U = 0 dans fl

U = g sur 5fl

(PGS) (1.1)

Dans (1.1), U dénote le champ de vitesse de l’écoulement, p la pression du fluide, g

une vitesse prescrite sur la frontière cftl, f (€L2(fl)n) le champ de force et v la viscosité ciné¬

matique constante. De plus, a représente un paramètre pouvant résulter de la discrétisation
dU

en temps du terme d’évolution .
Evidemment, Hl( fî)n est l’éspace de Sobolev d’ordre un en dimension n et L2(fl) est

le sous-espace de l’espace L2(fl) et contient les fonctions à moyenne nulle sur fl.

Il est. clair qu’à partir de la condition d’incompressibilité (d*v(U) = 0), g doit satisfaire

une condition de compatibilité comme suit :

J g.n dT — 0
an

(1.2)

Ceci dit, on peut établir le résultat important suivant.

Théorème 1.1. ([10])
Sous l’hypothèse (1.2), il existe u0 e HQ (fî)n tel que

div Uo = 0 dans fl

sur dflu0 = g
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1.2. Formulation faible continue pour le Problème Généralisé de Stokes
Dans le but de résoudre le problème (PGS) au moyen de la méthode des éléments finis,

une formulation faible doit être déduite.

Tout d’abord, posons dans (1.1)

z = U — u0

i.e.

(1.3)U = z 4- u0

Comme U G H1( 0)n, alors z G HQ( 0)n de sorte que le problème (PGS) peut être reécrit

sous la forme équivalente suivante :

Trouver (z ,p) G #0(0)" x Lg(O) telle que

az — uAz + grad p = f — au0 4- uAuo
div z = 0

dans O
(1.4)(.PHGS )

dans O

sur 30z = 0

Evidemment,

= ( w c H'tnr / w = o sur an} (1.5)

On vient de voir qu’il n’y a aucune restriction fondamentale à considérer seulement le

cas u0 = 0, i.e. g = 0. Dans ce cas, on dénotera la vitesse solution simplement par u.

Maintenant, en multipliant la première équation dans (1.4) par une fonction test v G

HQ (0)” et la deuxième équation par une fonction test q G Lg(O), l’intégration des deux

équations obtenues sur le domaine O donne :

a f u.vdQ +vf Vu.VvdO — f p.div v dO = f f.v dO
non n

f q.div u dO = 0
n

(1.6)
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( au moyen du théorème de Green ).
Une formulation faible continue du problème généralisé de Stokes peut être énoncée

comme suit :

Etant donnée f G L2(U)n, trouver (u,p) € HQ(ü)U X L2(ü) telle que

a(u, v) + u(Vu, Vv) — (p, div v) = (f , v) Vv G HQ (fi)n
Vg G L2(ü)

(FF) (1.7)

— (q,div v) = 0

où (., .) désigne le produit scalaire dans L2(ü) ou L2(Q)n.

Remarque. Si on pose :

V = (v G H'0(nr / div v = 0} (1.8)

alors le problème (FF) peut être aussi exprimé comme suit :

Etant donnée f G L2(fl), trouver u G Pd(fl)n tel que

a(u, v) + v(Vu, Vv) = (f, v) Vv G V

:
(1.9)

■

La formulation (FF) peut être aussi exprimée sous la forme abstraite suivante:

Etant donné l G X' et y G Iv, trouver (u ,p) G X x P telle que

< a9(u,v) + 6(v,p) = /(v)

Ku, q ) = x(q)

où X et P sont des espaces de Hilbert munis des normes ||.||x et ||.||p
respectivement, X' et P' dénotent les espaces duaux, a5:XxX — et b : X x P —ÿ R des

formes bilinéaires.

L’existence et l’unicité de la solution (u,p) du problème (1.10) sont régis par le résultat

suivant dû à Brezzi [7].

(1.10)Vv G X

Vg G P

Théorème 1.2.

Supposons que :
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(a) les deux formes ag(., .) et &(., .) sont continues, i.e.il existe ci,C2 > 0 deux constantes

finies telles que :

K(w,v)| < a ||w||x ||v||x Vw, v 6 X (1.11)

\b(v,q)\ < c2\\q\\p ||v||x Vv G X,Vg G F (1.12)

(b) la forme ag(., .) est Z-elliptique, i.e. il existe a* > 0 telle que

K(v,v)| > a* ||v||x (1.13)Vv G Z

avec

Z = (v G X / b{y,q) = 0 Vg G F } (1.14)

(c) la forme b(., .) vérifie la condition dite de Babuska-Brezzi-Ladyshenskaya, i.e. il

existe /3* > 0 telle que

(1.15)> P* llgllp Vg G Fsup
vex IMIx

Alors, le problème (1.10) admet une solution unique (u,p) G X x F.

Le fait que la formulation (FF) de (PGS) est un cas particulier du problème (1.10)

peut être facilement vue en prenant les définitions :

P = L20(Sl)
b(v, g) = ~{q,div v)

x(?) = 0

x = m(n)n
ag( w,v) = a(w,v) +i>(Vw, Vv)

/(v) = (/,v)

(1.16)

avec les normes correspondantes ||.|| j et ||.||0.
Montrons que toutes les hypothèses du Théorèmel.2 sont satisfaites pour ce cas parti¬

culier. En effet,on a
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K(w,v)| = |a(w,v) +v(Vw,Vv)|

< alHIoHo + vlwIJvl.
de sorte que

k(w,v)| < Cl llwjlj I|v||

avec ci = a + v. De même, il vient :

!%><?)! = \~(q,divv)\

≤ Ikllo \\div vlio
D’où,

IKv,g)| < c2||g||0 IIv||x

avec c2 = 1.

D’autre part, on a

K(v,v)| = |a(v,v) + u(Vv, Vv)|

= a|MlS + v||Vv||J

Mais, d’après l’inégalité de Friedricks -Poincaré, il vient

1 Vve H'0{tl)nl|Vv||0> -|v|j

7



D’où,

K(v,v)| >a||v||J +

de sorte que

|o»(v,v)| > a* ||v||j

vavec a* = a H— .
c

Il ne reste, maintenant, qu’à vérifiér la condition de Babuska-Brezzi- Ladyshenskaya.

Ceci est largement simplifié au moyen du résultat suivant établi dans Girault et Raviart [10].

Théorème 1.3.

Il existe une constante c > 0 telle que pour chaque q E Lo(fi), il existe une fonction

(vectorielle) unique w E telle que

div w = q

Mi < c|Mlo

A cet effet, on prend q E LQ{ÇÏ). Comme (—q) E L$(Q), d’après le Théorème 1.3, il

existe un unique w E HQ (Q)n vérifiant

div w = — q

Mi < c||-g||0 = c|MI0

Par conséquent,

\(-g,div v) [ > {-g,div w)1KV,<?)1 supsup IMIIillvllx veH<5(fi)"vex î

> > i. IUII

où c' résulte de la constante c du Théorème 1.3, ainsi que de l’équivalence des deux normes

||.||j et |.|j dans i/0'(O)n( voir [10]). Evideimncnt, il suffit de prendre, maintenant, (3* = — .
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I

DEUXIèME CHAPITRE

STABILITé CLASSIQUE DES éLéMENTS FINIS



L’une des théories mathématiques les mieux développées est celle qui concerne l’application

de la méthode des éléments finis aux problèmes des écoulements des fluides incompressibles.

Le succès de ceci provient de l’intérêt que lui accordent beaucoups de chercheurs.

Dans ce chapitre, on présente les méthodes mixtes d’éléments finis, qui représentent une

généralisation de la méthode standard au problème à plusieurs variables inconnues. Ainsi,la
théorie classique est adaptée pour la résolution numérique du problème généralisé de Stokes,

dont une formulation faible continue a été construite et résolue dans le chapitre précédent.

2.1. Théorie standard de stabilité des méthodes mixtes

On garde les notations introduites dans le Chapitre 1. Dans le but de définir le modèle

numérique, des espaces d’approximation par éléments finis sont choisis. Si h représente un

paramètre positif, relié usuellemnt à la taille du maillage associé au partitionnement rh du

domaine Q en éléments finis, alors une famille d’espaces de dimension finie X/, et Ph est

construite. D’habitude, on applique la technique de Galerkin qui consiste à faire approcher

la solution exacte (u, p) par des solutions discrètes (uh,ph), prises dans X/, x Ph avec Xh C X

et Ph C P. D’autres méthodologies existent; elles peuvent consister à prendre Xh £ X et/ou
Ph £ P. Dans ce cas, on parle de méthodes non conformes.

Dans tout le présent travail, seules les méthodes mixtes conformes sont considérées.

Do plus, Xu et P,, sont choisis do sorte qu’ils sont formés de fonctions qui sont polynomiales

par morceaux sur les éléments du partitionnement r/,.

Avant de passer à l’approximation numérique du problème (FF) (voir (1.ÿ), définissons

certaines notations qui seront utilisées par la suite, ainsi qu’on dénote par A, B et B' les

opérateurs définis par :

(Aw,v) = ag( w, v)' Vw, v G X

(Bv,q) = (B'q,v) — b(q,v) Vv G X,Vg G P

9



De même,

V(x) = {veX / Bv = x) (2.1)

de sorte que

V = V(0) = {v G X / Pv = 0} (2.2)

Dénotons par X'h et Ph les espaces duaux réspectifs de Xh et P/,. On doit tout d’abord

X' c Xÿ et P' C Ph de sorte que

lx'h ≤ INIx'
et

\\x\\prh < IIXIIP'
De même, associons aux deux formes bilinéaires ag(., .) et &(., .) les opérateurs discrets Ah G

£(X,X'h), Bh G £(XyP'h) et B'h G £(P,X'h) definis comme suit

(A/jW, v) = ag(w,v) Vw G X, Vv G X/,,

(Bhv,q) = K9>v) Vv G X, Vg G P/>,

(Pÿg.v) = %,v) Vg G P , Vv G X/,.

Il est clair que P,', n’est pas identique à (P/,)'. De plus on a

llPfcvlljy < ||Pv||P, Vv G X

||Aÿv||x; < ||Av||x, Vv G X

10



ll-CMIx- < VjEP

En outre, on définit

Vfc(x) = {v € Xh / b(q,v) = x{q) Vç G P/,} (2.3)

et

V/, = V/»(0) = {v€X/, / 6(g,v) = 0 VgGP/J (2.4)

Evidemment, il est aisé de voir que

V„(x) = ker B» n X„ (2.5)

Et qu’en général,
i

V„£ V et £ V(x)

Maintenant un moyen naturel pour obtenir un analogue discret du problème (FF)

consiste à forcer ce dernier à rester vérifier pour des fonctions apprtenant aux espaces Xh et

Pÿ.Cela mène au problème approché (discret) suivant :

Trouver (uh,ph) G X/, x F/, telle que

%(“).. v) +b(Ph,'r) = <(v) VveXft
b('l,U/,) = x(l) Vq€Pi,

(2.6)(FFH)

L’existence et l’unicité de la solution (uh,Ph) du problème (FF/,), ainsi que sa con¬

vergence vers la solution (u,p) du problème (FF) sont données par le résultat suivant, qui

représente une version discrète du Théorème 1.2.

Théorème 2.1.

Supposons que les hypothèses suivantes sont vérifiées :

11



(i) Il existe une constante a > ü, indépendante de h, telle que

afl(v,v) > a||v||J. (2.7)Vv€Zh

avec

Z/i = {v6 X/, / b(q,v) = 0 VgeP/J (2.8)

(ii) Il existe une constante /3 > 0, indépendante de h, telle que

%>v) ≥0h\\p VgeP„ (2.9)sup
o/vexh llvllx

Alors, V/,(x) est non vide et le problème (FF/,) admet une solution unique (uh,Pu) G

V/,(x) x P/i(c X/, x P/,). De plus, il existe une constante Ci > 0, indépendante de h, telle

que

«fcllx F Ib - pull,* < Ci |veÿ(x) llu - vIIx + Ib -gllpj (2.10)llu -

Démonstration. L’hypothèse (ii) entraîne que l’opérateur Bh est un isomorphisme de

(V/,)-L(c X/,) sur P'h(D P'), de sorte que V/,(x) / <t>. Le reste de la démonstration se fait en

deux étapes.

1) Dans le problème (FF/, ), u/, doit clairement satisfaire ce qui suit

Uh G V/,(x)

afl(u/„v) = /(v) VvGV/,

A cet effet, établissons l’existence et l’unicité de u/,. Comme V/,(x) / <p, on choisit

u° 6 V/,(x) et on résout le problème

(2.11)

Trouver Z/, G V/, tel que

as(z/,, v) = /(v) - as(u£,v) Vv G V/,
(2.12)

12



Mais, ag(., .) vérifiant (2.7) (i.e. étant, coercive ), le problème (2.12) possède une solution
unique zj, d’après le Théorème de Lax-Milfpam. Il suffit, donc, de prendre u/, G V/,(x) en

posant

U/i = Zh + U®

D’autre part, soit v G V/fS)n élément arbitraire et posons w

(2.13)

= uh — v.Alors, on a

w G V/, et

a(/(w, w) = /(w) - ag (v, w) (2.14)

En prenant ce w particulier dans le problème (FF), on obtient

ag(u, w) + b(p,w) = /(w)

ce qui, combinée avec (2.14), entraîne

n„(w, w) = n„(u - v, w) + b(p, w)

Mais, puisque w G Y/,, on a

b(q, w) — 0 V? G Ph

Et donc,

(2.15)agiw, w) = agiu - v, w) + b(p - q, w) Vg G P/,

L’application de la continuité de afl(., .) et &(., .), ainsi que de l’hypothèse (i), donne

u||w||x< llsll llu_ vllx llwllx + \\b\\ Ib-gllp llwllx v?eP/,

i.e.

Hlx<™l|u-v||x + VgG Ph

13



Puisque v G V/,(x) est arbitraire, on peut aussi bien écrire

Hwl!x ≤ ~f llu - v|lx + - illp Vg G Ph, VV G V„(x)

De môme, d’après le choix de v, on a

llu - U/,||X < ||u - v||x + ||w||x

Par conséquent,

l|u-u,||x<(i + M) l!u - vllx + IIP - (i\\r e e vh(x)

Le passage à rinfimum pour q G Pu et v G V/,(X) produit

{vÆ,l|U-V|lx+,SlIIP“?ll'>} (2.16)||u-u„||x < Cl

avec C,=maJl + MM
( a* et* I

2) D’après un résultat bien connu ( voir Girault et Raviart [10]) et l’hypothèse (ii), il

existe p/, unique dans P/, tel que (u est la solution unique de problème (FF/,).

Pour déduire l’éstimation d’erreur (2.10), on va d’abord montrer que

wi£Ju-w||xs(1+Jr) (2.17)irf ||u-v||x.
vexh

En effet, soit v G Xh. On a montré, auparavant, qu’il existe zh unique dans tel que

Bhz/, = Bh( u- v) G P'h
avec

||z/.|lx ≤ l|£/>(u - V)IIP' ≤ llu - vllx ■

En posant w = zh + v, on a

b{q,w) = %,z/t + v)

= %,z/,)+%,v)

= &(</, u - v) + b(q,v) Vt/ G Ph.

14



D’où,

b(q,w) = b(q, u) = *(g) Vg G P/,

i.e. w G Y h (x)- De plus, on a

||u-w||x < I|u-v||x + ||zfc||x

* (.ÿ«)„“ Vllx

Comme v est arbitraire dans X;,, alors

ll«-w|lx< (l + H) inf ||u - v||x
vexh x

de sorte que (2.17) est vérifiée.

Majorons, à présent, ||p — ç/,||p. Des problèmes (FF) et (FF/,), on a

a,,(u - u/,, v) + b(p - pi„v) = 0 Vve X/,

D’où,

as(u- u/,, v) + b{p - ph,v) - b(q,v) = - b(q,v) Vv G X/„ Vg G P/,

i.e.

a9(u - u/,, v) + b(p - q,v) = b(p/, - g, v) Vv G Xh, Vg G P/,

Par passage au suprémum pour v G X/,, l’hypothèse (ii) entraîne

{ïÆMU ~ Uh' + h{j} ~ q' vÿ}
< llu - Ufcllx + IMI ||p-g||p}

1\\Ph - Q\\P ≤ -jÿ sup
vexft

Vg G Ph

En utilisant l’inégalité triangulaire, on aboutit à

1 (Kll II» - ufcllx (fr + 11*11) lb- ïM v</ e PH\\P- Pii\\r < W
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D’où,

IlV -- Pii II y» < II» -- «hllx -I- 0 + «jf IIP - <l\\i>

L’estimation (2.10) découle, maintenant, de (2.16), (2.17) et (2.18) comme suit

(2.18)

llu-UélIx+IIP-P-llp < (l + + (l + D)?W ||p-,||p

< 0,(1 + M) {(1 + M) ||u- v||x 4- taf ||p - ,||P}
+(1 + H)mf |b.-ï||P

≤ C, jÿinfjlu - v||x + taf ||p - î||p|
avecCÿmaxfcd + MKÿHÿi.M)ÿ,»} et, évidemment, C\ =

max(1+ MM,
\ a* a* I
Remarque.

1) Il est clair que la condition continue do Babuska-Brezzi-Ladyshcnskaya (1.15) n’implique

pas obligatoirement la condition discrète (2.9).

2) Comme, en général, Z/, Z, alors la Z-ellipticité de ag(., .) n’entaine pas sa Zh-
ellipticité (2.7).

La condition discrète (2.9) peut être considérée comme une condition de compatibilité

entre les espaces d’éléments finis X,t et Ph. Il est important de souligner que l’estimation

d’erreur (2.10) reste vraie même si a et/ou /9 dépendent de h. Cependant, pour obtenir des

estimations optimales d’erreur à partir de (2.10), il est clair d’après la démonstration du

Théorème 2.1., que a et P doivent être toutes les deux indépendantes de h.

2.2. Méthodes mixtes pour le problème généralisé de Stokes

Dans cette section, on applique les résultats abstraits présentés plus haut pour le

cas particulier de la formulation faible du problème généralisé de Stokes. Considérons, de
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nouveau, cette formulation faible qui est rappelée pour convenance

Etant donnée f G L2(D)n, trouver (u,p) G HQ(Q)U X L'Q(Q) telle que

a(u,v) + w(Vu, Vv) — (p, div v) = (/,v)

— (q, div u) = 0

En outre, on suppose que pour chaque h > 0, les espaces d’éléments finis Xh et Ph

(2.19)Vv G Hj(Q)
v, e ijj(Sî)

satisfont,

X„ c H'0(Q)n PH C Ljj(ft) (2.20)

Avec ces espaces définis, mie formulation mixte discrète du problème généralisé de Stokes

est exprimée comme suit

Trouver (?/./,, p/,) G X/t x P/, telle que
< a(uh, u) + u(V«/„Vu) - (pu, div v) = (/,v)

~(q,div uh) = 0

On note que les inclusions (2.20) ne sont pas suffisantes pour garantir l’existence de

solutions discrètes. En faisant une comparaison avec le problème (FF/,) et en tenant compte

du fait que l’hypothèse (i) du Théorème 2.1. est aisément vérifiée pour le cas du problème

généralisé de Stokes, il devient clair que la seule condition qui peut causer des difficultés est

(2.9). Dans le cas présent, elle prend l’expression mathématique compacte suivante :

Il existe une constante (3 > 0, indépendante de /i, telle que

(2.21)Vu G Xh
V<? G Ph

(q, div v) (2.22)>0OAea o/v6Xh IMh ||ç||0

Ceci est précisément la condition inf-sup ou de Babuska-Brezzi qui représente la con¬

dition de compatibilité entre les espaces Xh et Ph, tantôt introduite pour lae problème de

Stokes. Ainsi, le résultat suivant se trouve au coeur de l’analyse de la stabilité standard

et de la convergence des méthodes mixtes d’éléments finis pour la résolution numérique du

problème généralisé de Stokes.
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Théorème 2.2.

En plus de (2.22), supposons les hypothèses d’approximation suivantes :

(a) (Propriété d’approximation de X/,): Il existe un opérateur m G £(H2(Q)C)HQ (fi)n, Xh)
et un entier positif k tels que

Vv G Hrn+l(Q)n 1 < m < kIl v — r/jv||j < C\ÏÏn ||v||m (2.23)1 1

avec une constante C\ > 0, indépendante de h.

(b) ( Propriété d’approximation de P/,): Il existe un opérateur s/, G £(L2(ü),Ph) tel

que

V,EiT(8) (2.24)0 < m < k

avec une constante Ci > 0, indépendante de h.

Alors, le problème approché (2.21) admet une solution unique (uh,ph) dans X/, x Ph.
En outre, quand la solution (u ,p) de la formulation continue faible du problème généralisé

de Stokes est dans Hm+1(Cl)n x Hm(Q) pour un certain entier m avec 1 < rn < k (k défini

dans l’hypothèse (a)), on a l’estimation d’erreur

+IMJ (2.25)llu — u/,|| j 4- ||p — pÿllo < Chm(||u||m+l

où C est une constante positive indépendante de h.

La démonstration de ce résultat, important suit exactement celle donnée par Girault et

Raviart [10] pour le cas du problème de Stokes. En outre, on note que l’estimation d’erreur

(2.25) est optimale pour la norme définie sur HQ (f7)n x LQ(Q) par

(2.26)IMIi + !l'/llo

dans le sens où le taux de convergence de la solution par éléments finis, mesurée dans

cette norme est le même que celui des meilleures approximations à u et p dans X/, et

Ph respectivement. Il est, donc, convenable d’utiliser, par exemple, des polynômes d’un
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degré supérieur pour la vitesse discrète par rapport à ceux utilisés pour la pression discrète.
L’efficacité de cela a été déjà établie par Taylor et Hood [20] pour le cas du problème de

Stokes.

2.3. Méthodes mixtes stables et instables

Dans cette section, on présente d’abord des exemples de méthodes mixtes dont la sta¬

bilité a ôté établie dans de nombreux travaux. On donnera aussi des exemples simples de

méthodes, notoirement connues pour être instables. On terminera la section par la présen¬

tation des versions stables de; ces dernières.

2.3.1. Paires stables d’éléments finis

On va s’intéresser aux paires stables en dimension deux de bas ordre, i.e. les approxi¬

mations qui sont basées sur des polynômes de bas ordre pour la vitesse. D’autres possibilités

peuvent être trouvées dans le livre de Gunzberger [11]. On dénote par fl un domaine polyg¬

onal de R2. De plus, on suppose que fl est subdivisé en triangles, ou en quadrilatères

convexes, et que la partition obtenue rh satisfait aux hypothèses usuelles de régularité (voir

Ciarlot [8]). On désigne par Pk (T), l’espace des polynômes de degré inferieur ou égale h fc,

définis sur la partie T C fl si T est un triangle. De même, on dénote par Q(T), l’espace

des polynômes isoparamétriques de degré inferieur ou égal à k, définis sur la partie T C fl

si T est un quadrilatère. Probablement, la méthode mixte stable d’éléments finis (X/,, Ph)

la plus connue en dimension deux est celle communément appelée méthode de Taylor-Hood.

On la dénote par P2 - Pi dans le cas triangulaire, et par Q2 - Q\ dans le cas quadrilatéral.

La méthode P2 — P\ se caractérise par la paire de sous-espaces

X„ = {v e [C°(â)]2 / v|K e [P2(/C)]2 VK €Th, v|r = o}
PH = {« e ig(a) n C7°(n) / q\K €Pt(I<) VJfer,}

(2.27)

tandis que la méthode Q2 — Q\ est, donnée par
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X, = {ve [C°(ft)]2 / V|/f e[Q2(I<)}2 VA G

Pn = {qeL20(n)nC°(Û) / q\K eQÿK) VKern}
Th, v|ÿr= 0} (2.28)

C’est Vcrfürth qui a, le premier dans [21], établi que le choix (2.27) satisfait la condition de
Babuska-Brezzi. Plus tard, Bercovier et Pironneau [3] démontrèrent la stabilité du deuxième

choix (2.28). Tous ont montré les estimations d’erreur suivantes :

11« - «fclli + lb- P/.II0 ≤ cb*2 (Iblla + IblIJ (2.29)

et

11« -«/.Ho ≤ c*h* (Iblla + lbll2) (2.30)

dans le cas où la solution exacte (U,/J) G (H3(ÇÏ) fl//,](fl) x H2(Çl), le domaine fl convexe,

ci et C2 étant deux constantes positives, indépendantes du paramètre h.

Une autre méthode, assez répandue, est dénotée par Q2 — Pi ■ Elle est donnée par

X/, = (vG [C\Ü)Ÿ / V|A- G {Ch{K)Ÿ VA G Th, v|r = o}
Ph = {qeLl(ü)/ q\K G P,(A) VAGT„}

(2.31)

Ainsi, dans chaque élément A G Th, les composantes de la vitesse sont approchées par des

fonctions biquadratiques, tandis que la pression discrète est linéaire.( voir Figure 2.1 ) Cette

méthode mixte est stable comme démontré par Stenberg [19]. De plus, on obtient de nouveau

les estimations d’erreur (2.31).

2.3.2. Paires instables d’éléments finis

On donne maintenant deux exemples simples de méthodes mixtes d’éléments finis

pour lesquelles la condition de Babuska-Brezzi n’est pas satisfaite. On subdivise le do¬

maine fl en quadrilatères. Les composantes de la vitesse sont approchées par des polynômes
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isoparamétriques de degré un dans chaque élément. Pour l’approximation de la pression, on

prend des constantes dans chaque élément. Cette méthode mixte, dénotée par Q\ — QQ, a

été étudieé par Johnson et Pitkaranta [13]. Les espaces discrets correspondants s’écrivent

comme suit :

X* = {vG [C°(Q)]2 / v|,< e[Q,(/C)]2 VtfGT*, v|r=0}
Ph = {<? € Ll(Q) / q\K eQo(K) VKerh}

(2.32)

Ainsi, dans chaque élément K G TH, les noeuds de la vitesse sont situés aux sommets

du quadrilatère K, tandis que celui de la pression est positionné au centre de gravité du

quadrilatère. Boland et Nicolaides [7] ont montré que la choix ci-dessus ne vérifie pas la

condition de Babuska-Brczzi. Plus précisemment, ils ont établi que la constante 0 dans la

condition de Babuska-Brczzi est de l’ordre de h , i.e.

v) < CüMMIO (2.33)Cl/l||ç||0< sup
o/vev„

où ci et C'i sont deux constantes positives, indépendants de h.

VgePh
î

2.3.3. Paires d’éléments finis rendues stables

Pour rendre stables les méthodes mixtes instables, vues précédemment, une procédure

usuelle consiste à prendre le maillage de la vitesse différent de celui de la pression. Pat-

exemple, pour le cas de la paire Pi — PQ, il suffit de prendre

X* = (v e [C°(n)]2 / V U €[/MA)]2 VA £ Th/2, v|r = o} (2.34)

où Th/2 est la triangulation raffinée de rh, obtenue en divisant chaque triangle en quatre

sous-triangles comme l’illustre la Figure 2.2.

Quand à l’espace de la pression P;,, on peut le choisir sous l’une des deux formes

suivantes :

PH = {q G L20(Ü) / q\A G P0(A) VA G rh} (2.35)
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ou

Pli = {q G C°(Ù) nLg(Q) / q\A G P,(A) VA €r„} (2.36)

Ces deux choix, habituellement, dénotés respectivement par P\ — P0* et P\ — P*, vérifient la

condition de Babuska-Brezzi, et la suite {(u/,,p/,)} des solutions discrètes converge vers la

solution exacte du problème. De plus, on obtient les estimations cl’erreur
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Ilu - u/*lli + 1\P - ≤ cifl {llull3 + IHÜ (2.37)

et

l|u - u,.||0 < c2/t2{||u||3 + I|f)||2} (2.38)

( pour plus de détails, voir [4]).

Pour rendre stable l’analogue quadrangulaire Q j — Qo,on prend

X„= {v G [C°(f2)]a / v|D G [Q,(D)]2 VD G rh/2, v|ÿ = o} (2.39)

où rh/2 est obtenue en subdivisant chaque carré de T/, en quatre sous-carrés, comme l’illustre

la Figure 2.3.

Similairement au cas triangulaire, on a deux possibilités pour choisir l’espace P/,

Pu = {q G L2(ü) / q\a G Q0(ü) VD G r,} (2.40)

ou

PH = {q G C°(Ù) nL20(Q) / <7 |D G Q,(D) VD G r„} (2.41)

Ici aussi, les deux choix, dénotés respectivement par Q j —QQ et Q\-Q\,satisfont la condition

de stabilité, et pratiquement les mêmes estimations d’erreur (2.37) et (2.38), évoqueés pour

le cas triangulaire.
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Troisième Chapitre
Formulation stabilisée pour le problème généralisé de Stokes.



Comme on vient de le voir, beaucoup de méthodes mixtes d’éléments finis {X/,, Ph}
satisfont, la condition (de stabilité) de Babuska-Brezzi et ce, dans les dimensions deux et

trois. Cependant, la plupart de ces méthodes stables ne sont pas assez simples pour être

attractives numériquement clans les applications pratiques, surtout triclimentioniielles, de

taille industrielle. D’autre part, certaines paires très convenables de bas ordre échouent dans

ce test de stabilité et de convergence et sont, par conséquent, exclues du cadre standard

présenté dans le chapitre précédent. Malgré cela, ces méthodes prohibeés étaient jusqu’à

récemment, préférées. Toutefois, l’application optimale d’algorithmes rapides de résolution

itérative ( méthodes du gradient conjugué, méthodes multi-grilles, ... ) rend essentielle la

propriété de stabilité si un taux acceptable de convergence pour de telles techniques itératives

doit être obtenu. Comme conséquence à cela, un grand nombre de chercheurs se sont tournés

vers la construction d’un cadre plus favorable. Ceci revient à faire modifier les méthodes

mixtes instables de telle sorte que la stabilité est retrouvée dans un certain sens. Il faut

insister que la simplicité a toujours été la seule motivation derrière les techniques dite de

stabilisation.

Bien que le moyen habituel pour stabiliser une paire instable consiste à enrichir l’espace

d’approximation de la vitesse X/,, le désir pour maintenir les fonctions habituelles d’interpolation

a forcé beacoup de chercheurs à concevoir d’autres stratégies pour obtenir la stabilité sans

modifier les espaces d’approximation X/, et Ph. Un moyen, qui s’est récemment imposé, est

basé sur la perturbation de la formulation standard de Galerkin de sorte à éviter le besoin

de vérification de la condition de Babuska-Brezzi ( voir Brezzi et Pitkàranta [7], Hughes et

Franca [12], Douglas et Wang [9], entre autres ). Ceci représente l’approche de stabilisation

qui sera adoptée dans la suite du mémoire.

Dans ce chapitre, on adapte la formulation dite du saut local introduite par Kechkar

et Silvester [15] et analysée dans [18] pour le cas du problème de Stokes et ce, pour accom¬

plir la stabilisation des deux paires d’éléments finis de plus bas ordre Qi — Qo et Pi - PQ

( en dimension deux ) pour le cas du problème généralisé de Stokes. En outre, das esti¬

mations optimales d’erreur exprimées dans les normes usuelles sont déduites pour les deux

25



approximations de vitesse et de pression.

3.1. Formulation localement stabilisée pour le problème généralisé de Stokes

Avec les notations introduites précédemment., exprimons la formulation faible du prob¬

lème généralisé de Stokes comme suit :

Trouver (u,p) E Hÿ(Q)n x LQ(Q) telle que

*((u»p); (v,'/)) = V(v,qr) e Hù(iï)n x Ljj(îî)
(3.1)

où les deux formes bilinéaires ©(., .) et £(., .) sont définies par

©((w,r); (v, </)) — n(w,v) + <>(Vw, Vv) - (r,div v) - (q,div w) (3.2)

(3.3)£(v,ç) = (f,v)

pour tous (w,r), (V,ç)G //o(ft)n X

Les espaces d’éléments finis X/, C HQ (ü)n et Ph C LQ(ÎÏ) sont caractérisés par un

partitionnement rh de fl en triangles ou quadrilatères, supposés être réguliers au sens usuel,

i.e. pour certaines constantes a et u avec <r>lct.0<w<l, on doit avoir

(3.4)hK < apK VA' E Th

(3.5)|cos0iK\ < u> i - 1,2, 3, 4 VA' G Th

où hK est le diamètre de l’élément K , pK le diamètre du cercle jciiwwiJscrit. dans l’élément K

et 0,K sont les angles de K dans le cas quadrilatéral. Le paramètre de discrétisation h est

donné par

(3.6)h = max hK
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De plus, on dénote par T/, l'ensemble de toutes les frontières entre les éléments.

Les espaces d’éléments finis d'intérêt X/, et I), sont définis en posant

si K < 'si nul riangle

Q\{K) si K est un ciuadrilatère
«i(/0 = (3.7)

par

X, = {v = (t.,,1*) G Hÿü)2 / r, jA- c, MX(K) (i = 1,2) MK G r„} (3.8)

et

P„= {<1 6 L'ÜQ) / <i\,< G A(/0 MK e r,.} (3.9)

On rappelle que P\(K) représente l'espace des polynômes de degré un, tandis que Qi (K)
est, celui des polynômes isoparnmél riques do degré un défini dans K. Evidemment, PQ(K)
contient les constantes définies dans K.

L’instabilité au sens standard de ces deux méthodes mixtes est notoire ( voir Sani et

al. [17], Boland et Nicolaïdes [4]. Gun/,burger [11], entre autres ).

Introduisons, pour les besoins de construction, des notions supplémentaires inspirées

de la théorie, des macro-éléments développée» par Stonberg [10]. Pour le» pnrtitionnemcnt

Th, un partitionnement de macroéléments '.hi/, peut être défiai de telle sorte que chaque

macro-élément M représente un assemblage d’éléments adjacents de TJ,. Evidemment, on

suppose que chaque élément K doit se trouver seulement dans un macro-élément, ce qui

signifie que les macroéléments ne chevauchent, pas. De plus, pour chaque M, on dénote

par LM l’ensemble des frontières entre éléments qui sont strictement à l’interieur de M. La

longueur de tout, bord c. G LA I est désigné par li, .

Avec les choix de X/, et /’/, ci-dessus et ces définitions, une formulation discrète stabilisée

du problème généralisé de Stokes ( ou «le la formulation continue faible (3.1)) peut être

énoncée comme suit,

Trouver (il/,,/>/,) C X/, x l\ t « »lb» que

*/.((«*•7»/.): K»;)) : £(v.«/) V(v, <j) r Xh x Ph.
(3.10)
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où la forme bilinéaire 93/,(., .) est définie par

®*((w.r);(v>î)) = *((w.r); (v,9>) (3.11)

pour tous (w, r) et (v, q) G X/, x Ph avec

£n{r,q)= he [ IMUMJe ds
A/ew?h e6rM \

(3.12)

pour tout (r, q) G Pu x Ph. [|.|]e représente l’opérateur de saut à travers le bord e G T», et

/1 > 0 est le paramètre dit de stabilisation locale.

Cette formulation stabilisée (3.10)-(3.12) est dite fommkation stabilisée par saut local.

Il est facile de voir que le terme £/,(.,.) additionnel à la contrainte d’incompressibilité procure

une approximation discrète à :

★ la divergence libre de u (div u = 0) dans Q,

★ la continuité de p dans chaque macro-élément.

Le cadre général d’analyse de cette nouvelle formulation discrète du problème généraliseé

de Stokes peut être développée en utilisant les classes d’équivalence des macro-éléments

comme dans Stcnberg [19].

3.2. Stabilité de la formulation localement stabilisée du problème généralisé

de Stokes

Pour le macro-élément M G 901h l'espace restreint des pressions est donné par

P0)Af = {(] e Ly(M) / q\K est constante V/f C M } (3.13)

En premier lieu, on doit montrer un résultat de coercivité locale pour la forme C/u(.,.) qui

représente la restriction de £/,(., .) au macro-élément M, i.e.

CA f(r,fj) = J2 hc [ [ML (ML ds
eel'M g

(3.14)

Lemme 3.1.
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Soit (Ar une classe de macro-éléments. Alors, il existe une constante 7A-f = 'y(Af) telle
que

£\r(<l, q) > 7A7 Ikllo v<7 e po,M VM G CM (3.15)

Démonstration. Considérons un élément fixé M 6 De la définition de C'A/, on

note que C'A/ (7, q)= 0 si et seulement si q |M est une constante. Ainsi, la constante

définie par

7M = jnf £M{q,q)
ge/ÿ.Af

. Mo, A/ 7=1

est positive. Ensuite, en utilisant un argument d’échelle ( voir [19] ), les conditions de

régularité (3.4)-(3.5) entraînent l’existence d’une constante 7ÿ telle que

(3.16)

7M ≥ 7* > 0 VM e CM

Supposons, maintenant, qu’il y’a un ensemble fixe des classes (Af. , i = l..,n (n > 1)

de sorte que tout macro-élément M G Mh appartienne à l’une des classes d’équivalence.

D’après [19], on peut définir 11/, comme étant la L2-projection de P/, sur le sous-espace

Qh = {// G LQ(Œ) / 11\M est constante VM G fût/,} (3.17)

Evidemment, une conséquence directe du lcinrne précédent est l’inégalité globale suivante

£h(q,q) > «1 ||(/-nh)«|l2 Vg G Ph (3.18)

011 «i = min {7m ; i = 1, .., u} qui est, clairement indépendante de h.

Les espaces X/,, Ph et Qh possèdent les propriétés bien connues d’approximation suiv¬

ante ( voir Girault et Raviart. [10] ).

Lemme 3.2. Si v G (H2(ü) D HQ(Q))2, alors, il existe v G Xh tel que

l|v- v||i < C\h |v|2
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pour une constante C\ > 0, indépendante de h.

Lemme 3.3. Si q G H1(il) fl L'„(il), alors il existe q G 1\ et q G Qh tels {pic

h ~ Âllo ≤ Cih M î

et

II? - <?llo < c3h kl i

pour deux constantes Ci et C3 > 0, indépendantes de h.

Le résultat essentiel, qui va être; montré, peut être énoncé comme suit.

Théorème 3.1.

Etant donné le paramètre de stabilisation (3 > (30 > 0, supposons que tout macro¬

élément M G fUÎ/! appartient à l’une des classes d’équivalence £ et que la condition suivante

de connexion des macro-éléments est vérifiée : pour tous deux macro-éléments voisins M\ et

M2 avec

ds 0

AftnA/ï

il existe v G V/J tel que

/ (3.19)supp (v) C M] UMi et v.n ds 0
A/ifW2

Alors, (3.10) admet une solution unique (u;,,p/t) G Xh x Ph. En outre, pour u G (H2(Q))2
et p G H1ÿ), ou a l'estimation d’erreur suivante :

llu - Ufclli + I\P ~ P/.llo < Ch (\u\2 +IPIJ (3.20)

où C > 0 est une certaine constante indépendante de h.

Démonstration. D’après Babuska [1], il suffit d’établir l’existence d’une constante

7 > 0, indépendante de (3 et de h, telle que pour (v,q) G X/, x Ph
(w,r))

IMIi + Mo->7(IM|1+|kllo) (3.21)sup
(w,r)eXhx/’h
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A cette fin, soit (v, q) G X/, x Ph et rq choisi comme ci-dessus. Grâce à la condition (3.19)
( voir [19] ), il existe une constante > 0, indépendante de h, et g G X/, vérifiant

(nhq,div g) = ||nh9||S
llslli < «2 ||nftg||0

(3.22)

Choisissons, maintenant, w G X/, et r G Pu de sorte que w = v — 5g et r = — q avec

)1 1 (3.23)a + v H--—
«îPo

Il s’ensuit alors que

23/t((v,ç); (w, r)) = a(v,w) 4-t>(Vv,Vw) - (q,div w) - (r,div v) - fî<th(q,r)

= a(v, v - 6g) + u(Vv, Vv - 5Vg) - (q}div v - 6 div g) + (q,div v) + f3<th(q,(,

= a(v, v) - a<5(v, g) + ü(VV, VV) - fo>(Vv, Vg) - (q,div v)

+ %, div g) + (q,div v) + (3£h(q,q)

> a ||v|g + V Mî - <*s IMIo Mo- Sv M, igU -$((n*- /)«,*« g)

+ 6(ïlhq,div g) -I- P0a1 ||(/ - IT/Ogllo

> a ||v||J + v [v]} - aff |Mlo Hsllo - Sv |n|j |g|i - 6a2 ||(nh - I)q\\0 ||nhç||0

+ 6\\Uhq\\l + /30a1 ||(/-nfc)g|6
≥ a IMIo + v IMIî ~ aÿ'2 IMIo No ~ Svat lvli linÿllo + s lin*g|lî

- 6a2 ||(J - n,, )g||0 ||nhg||0 + A><*i ||(/ - nfc)g||;

>|llvlis + 5 Mî - ||n»,n; - P*9||S + s PÿIIJ

Pwllî + ïïÿ2ll(/-n»)î|tîtilal
2oq/?0

où on a utilisé les inégalités évidentes

(||v||o-6a2pWy2>0
H-failHjü'ïO

OV». Il(/-n„)?llo - Pftîllo)2 > 0
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Avec le choix (3.23) de S, on aboutit finalement à

®.((v,ï)i (w.r)) > f ||v||jj+ £ |v|? + £ HIUïllJ + H(/ - n» ),|g

D’où,

®/.((v,9); (w,r)) > ATidlvÜ! + ||g||0)2 (3.24)

« v 6 «i/50\
ïü'ï’Tr

D’autre part, on montre aisément que

avec Ai = min

||w||1 + ||r||0<A2(||v||1+ |M|0) (3.25)

avec A2 = (1+ <fa2).
En fin de compte, de (3.24) et (3.25), on obtient

Comme w G X/, et r G Pu, par passage au supremum sur X;, x P/,, il vient

SB.,((v,q);(w,r)_)
IHI.+Ho - rs III + llîllo)sup

(w,r)eX/,x/\ K2

Kxl’inégalité (3.21) est. ainsi établie pour 7 = —, qui est clairement indépendante de (3 et de
A2

h.

Dans la suite de la démonstration. Ct (i = 1,2, ...) sont des constantes indépendantes

de h et de (3. En premier lieu, dénotons par û l’interpolé de u dans X/, et p l’interpolé de p

dans Ph. Alors,

®/i((u* - û,ph ~ V); (v,<z)) = />/»); (v,y)) - ®fc((û,p); (v,q))

= 03/,((uh,ph)] (v,q)) - ®((û,p); (v,q)) + (3€h(p, q)

= ®((u,p);(v,g))-©((û,p);(v,g))+ÿ£/,(p,g) ()

((3.26))= ®((u-û,p-p);(v,g))+/JCfc(p,g)
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avec Ce — 1 -f- Ci .
Par conséquent, on obtient une estimation optimale similaire à (3.20) avec une con¬

stante dépendant de (3. Pour voir que la méthode ne se comporte pas dans cette voie,
considérons le remplacement de l’interpolé p dans (3.26) par p, l’interpolé de p dans Qh. On
obtient plutôt

1IK -û||j + \\ph -p||0 < Ci < ||u,t -ûHJ + ||pA -p\\0 + P sup £h(p,q)
{ ll?ll0=i.?eph

(3.29)

Mais,

£h{p,q)) = 0 VqePh

ce qui entraîne

||u - UfcHj + ||p - p/,||o < C6(||u - ûllj + |b - p||o) (3.30)

Finalement ,en combinant (3.28) et (3.30), on obtient l’estimation optimale de l’erreur

■h IPUIP-PIIO})||u U/,||j + ||p- Philo < c6 û||j -I- min||b-p|lo + PCiCs
Ce

et il ne reste qu’à appliquer les propriétés d’approximation données par les lemmes 3.2 et

3.3 pour déduire l’estimation désirée; (3.20).

Une caractéristique importante de la démonstration du théorème est qu’elle établit

la validité de l’approche de stabilisation locale avec un grand paramètre arbitraire de sta¬

bilisation. La méthode se comporte, alors, comme ayant une approximation constante sur

chaque macro-élément. Ceci renforce plus l’apparente robustesse de la méthodologie locale

présentée, car le point crucial réside dans le fait que l’amplitude de /3 peut être choisie de

sorte à optimiser le taux de convergence de la technique de résolution itérative utilisée sans,

pour autant, affecter la précision des solutions approchées.

Remarque. Il a été montré que la norme ||u — || j = 0(h), de sorte que l’erreur

d’approximation de la vitesse dans la norme L2, i.e. ||u — u/,||0, est au moins du même
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ordre. Pour déduire une estimation optimale L2, on a besoin de supposer que la solution
exacte (u,p) satisfait une inégalité de régularité pour f e L2(fl)2 de la forme

MI2 + INI1 <p||f||0 (3.31)

Dans ce cas, l’application d’un argument de dualité, dû à Aubin et Nitsche ( voir

Girault et Raviart [10] ), permet d’obtenir l’estimation d’erreur suivante :

llu — u/t||0 < C7I2(|U|2 -f blj) (3.32)

où C > 0 est indépendante de h. On note que l’hypothèse de régularité (3.31) parait être

vérifiée si f2 est un domaine polygonal convexe ( voir, à cet effet, [10] ).

3.3.Construction de certains macro-éléments faibles.

Pour appliquer la théorie développée précédemment, il est nécessaire de mettre en

évidence certains macro-éléments possédant les propriétés exigées. Deux cas simples sont

présentés dans la suite. Avant cela, donnons deux conditions qui permettent d’établir plus

aisément le Lemme 3.1 dans certains cas particuliers. Il s’agit de :

(Li) ( Condition de stabilité en macro-élément ): Il existe une

0 telle que pour tout M G ;

constante Xÿ = X (M) >

£ ME > ** £ «Y* v,ep„,„
cerM

(L2) ( Condition de régularité interne au macro-élément ): Il existe une constante

(jLjû = n(M) > 0 telle que pour tout Me CM :

(3.33)
eerM

(3.34)£M ≥ VM-SM

— max \K\ ( |K\ étant l’aire de l’élément K ).où k,M — rnin \K\ et .SM

En particulier, on peut montrer:

Lemme 3.4.
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Soit C jçT une classe de macro-éléments équivalents telle que (3.33) et (3.34) soient véri¬
fiées. Alors, il existe une constante 7ÿ = 7(M) > 0 telle que

q) > 7M IklIo.M v9 G PoM (3.35)

est satisfaite pour tout M G CA/-
Démonstration. En utilisant les conditions de régularité de rh, (3.4) — (3.5), on peut

montrer qu’il existe rj > 0 telle que pour tout

h\ > qkM Ve G VM

avec kfrf donné dans (3.34). Si q € PQ,M, alors

(<?)?) ≥ IklIo.K
KCM

de sorte que 7ÿ =
3.3.1. Cas triangulaire.

Considérons la paire d’approximation Pi — PQ ( vitesse continue linéaire par morceaux,

pression constante par morceaux ). Le plus simple des macro-éléments consiste à prendre

quatre éléments triangulaires. Ainsi, un macro-élément de référence M et un macro-élément

arbitraire M dans la classe (A-, sont donnés dans la Figure 3.1. Il est directement clair que

la condition (3.34) est naturellement satisfaite, de sorte que la seule condition restante à

vérifier est la condition de stabilité au maco-élément (3.33).

Soit q G PO,M- En dénotant par q{ la valeur de q dans chaque élément Ki} il s’ensuit

que

(3.36)l-Ki I 9i + |ÿ2| 92 + lÿsl 93 — 0

+ iK«h*
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D’où,

Y Ik/llc = (f/i - <hf -I {<1-2 - (1:\Ÿ + (74 - <1:\)2

> — {|A'i| (71 ~ <IAŸ + m (72 - 7a)2 + \Ka\ (74 ~ 7a)2}
SM

≥ ~{|Ai| 7i + |iÿ2|722 + 1ÿ4! 742 + (|ATi| + l/GI + \KA\)q$}

7a (|ÿi| 7i + |/ÿ72 + \KA\ 74)
5A/

eerM

de sorte que (3.36) entraîne

Y [Mie > 7ÿ (7? + 72 + 5qj + q\)
SMcerA/

Finalement, si = fi(M ) > 0 existe telle que (3.34) est vérifiée, alors

Y Mle ≥ Hi Y q\“
KCM

auquel cas l’inégalité désirée (3.33) est vraie pour (JL = Xÿ.
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3.3.2. Cas quadrilatéral.

Pour ce ca, un macro-élément de référence M et un macro-élément arbitraire M dans

la classe sont donnés dans la Figure 3.2. Ici aussi, la seule vraie condition à satisfaire

est (3.33). A cet effet, soit, q e PO,M- En dénotant, de nouveau, par qi la valeur de q dans

l’élément AT,-, on a

(3.37)lÿikt + lÿlft + lÿal «J + IÿI 94 = 0

D’où,

T, [Mie = (<7l ~ 92)2 + (<7l - <?3)2 + (<?2 - qif + (<?3 - ?4)2

SA/ 5M

> i-{|K,| (\Kt\+ \K3\)q] + \K2\ (|üf,| + |K,|) &
+ k>l (lif.l + \Kt\),l + \Kt\ + |/C,|) <&
-2(|K1|Çl + |K,|«.)(|ürb|9J + |K,|®)}

e€T M

>

En combinant avec (3.37), cette inégalité donne

y>|]2 > 2I-$(q2i+ql+qi + ql) + 4-(mqi + \K4\q,)2

≥ 2— 5ÿ(?i 4- q% + ql + <74)
SM

Finalement, si /rA-, = n(M) > 0 existe telle que (3.34) est vérifiée alors

y [kl]2 > 2/x}ÿ 52 92k
KCM

et l’inégalité voulue (3.33) est satisfaite pour AAf = 2/xÿ.
eel'A/
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Conclusion.

Durant la majeure partie du présent travail, notre but a été de développer un cadre

efficace et convergent pour l’application des méthodes mixtes d’élements finis pour la réso¬

lution du problème généralisé de Stokes et, par la même occasion, pour celle des problèmes

d’écoulement incompressible de fluides visqueux. Le cadre de stabilisation locale proposé

réhabilite les paires d’éléments finis de plus bas ordre et possède les propriétés importantes

suivantes :

(i) il est facilement généralisable à la dimension trois,

(ii) la convergence est optimale pour les deux approximations de vitesse et de pression.

La méthode admet, cependant, un inconvénient qui réside dans le besoin à un par-

titionnemnt convenable en macro-éléments. Ceci est minime en pratique, car en débutant

à partir de n’importe quel partitionnement, on peut toujours raffiner de telle sorte que les

conditions exigées soient facilement vérifiables.

Comme travail futur, il sera très intéressant d’étudier la performance numérique de la

méthodologie présentée et ce, en combinaison avec les techniques de résolution itérative.
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Abstract

Refined modeling of most industrial incompressible fluid flows needs a
convergent, rapid and robust algorithm for the generalized Stokes problem
which can be expressed as follows :

aV - vAV + grad(P)= /,dans Q,
divV = 0, dans Q,

sur f.
(1)

v-$
Where v represents cinematic viscosity and results from time discretisation.

In the presents work, the new methodology of local stabilization,
constructed in the Stokes problem framework is extended to the generalized
problem (1). Theoretical analysis of stability and convergence for the mixed
finite method Q] -Qo (bilinear discrete velocity, constant discrete pressure is
presented). Furthermore, numerical results obtained for a benchmark problem
are used to illustrate theory.



RESUME

La modélisation raffinée de la plupart des écoulements incompressibles de fluides in¬

dustriels nécessite la disponibilité d’un algorithme convergent, rapide et robuste pour le

problème généralisé de Stokes qui peut s’écrire comme suit :

aV — i/AV 4- grad P = f dans Ü

div V = 0 dans fi (1)

V = g sur <9fi

où u désigne la viscosité cinématique et a résulte de la discrétisation temporelle.

Dans le présent travail, la nouvelle méthodologie de stabilisation locale construite dans

le cadre du problème de Stokes est étendue au problème généralisé (1). Une analyse théorique

de la stabilité et de la convergence pour les deux méthodes mixtes d’éléments finis Pl P() et
Qi-Qo (vitesse discrète bilinéaire ou linéaire, pression discrète constante) est présentée. De
plus, des calculs numériques simples sont présentés pour illustrer des constructions pratiques.

Mots clés. Eléments Finis Mixtes, Stabilisation, Problème de Stokes.




