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Introduction.

Le développement des méthodes d’éléments finis stables pour les équations de Stokes
est une composante fondamentale dans la construction de méthodes numériques efficaces
pour la résolution des équations de Navier-Stokes qui gouvernent I’écoulement des fluides
incompressibles.

Pour une formulation variationnelle primitive, il est largement reconnu qu'’il est crucial
d’assurer la compatibilité entre 'approximation de la vitesse et de la pression au moyen de
la satisfaction de ce qui appelé ”condition de stabilité de Babuska-Brezzi ”. En particulier,
il est bien connu que les éléments conformes de bas ordre, comme 1’élément triangulaire
P1 — PO (vitesse linéaire, pression constéute) sont instables.

La stabilité des approximations mixtes est devenue trés importante surtout avec 'arrivée
des algorithmes itératifs rapides, par exemple, ceux basés sur les méthodes multi-grilles ou
gradient conjugue préconditionné. Les tests numériques montrent que garantir la stabilité
des solutions des équations de Stokes ou de Navier-Stokes devient essentiel si un taux de
convergence raisonnable pour de telles itérations devrait étre accompli (pour des détails,

voir Verfurth [21], Bramble et Pasciack[(], entre autres).

Récemment, les stabilisations de la formulation ont étés développées pour surmonter le
probléme d’incompatibilité des approximations mixtes. L’idée d’une telle régularisation fut
initialement proposée par Brezzi et Pitkaranta [7] dans le contexte de 1’élément triangulaire
P1 — P1. Ensuite, Hughes et Franca [12] ont construit une formulation discréte de Stokes
qui assure la stabilité pour une approximation mixte arbitraire. Pour I’approximation de
la pression discontinue, cette stabilité peut étre achevée par l'introduction de I'opérateur
"saut de pression” dans la formulation discréte. Pour les approximations de bas ordre, le
seul prix & payer pour obtenir une stabilité universelle réside dans le fait que Popérateur en
question doit permettre le controle des sauts de pression a travers tous les bords des frontieres
intérieurs (entre les éléments). Ceci rend assez dissuasive 'implantation de la formulation

de Hughes et Franca [12].



Numériquement, d’aprés Silvester et Kechkar [18], ¢’est une évidence de suggérer qu’une
fagon plus robuste de stabilisation des méthodes mixtes basées sur une pression discontinue
consiste a modifier I'opérateur de saut global de Hughes et Franca, en le restreignant locale-

ment.

Dans ce travail, on vise 4 étendre la méthodologie introduite dans [18] pour le probléme
de Stokes & un probléme plus généralisé de Stokes, et qui intervient dans la modélisation
raffinée de la plupart des écoulements incompressibles industrielles. pour dériver une méth-
ode générale pour de telles approximations mixtes stabilisées. Le probléme en question est
généralis¢ par I'introduction d’un termne additionnel provenant de la discrétisation en temps.

Le présent mémoire est subdivisé en quatre parties. Dans la premiére partie une bréve
présentation du probléme généralisé de Stokes est donnée. La formulation faible, qui sera
utlisée dans tout le mémoire est déduite. De plus, des résultats classiques sont étendus au
probleme étudié. Le deuxi®me chapitre est consacré a I'étude de la stabilité classique des
méthodes mixtes d’éléments finis. Il est, ainsi, établi que les méthodes de plus bas ordre pour
les inconnues de vitesse et de pression ne sont pas fiables car n’assurant ni I'unicité, ni la
convergence des solutions approchées. Le troisi¢me chapitre, qui représente la contribution
essentielle du travail, se spécialise dans la construction d’une formulation discréte stabilisée
qui permet I’application des méthodes mixtes qui étaient classiquement instables. Des con-
ditions suffisantes, facilement réalisables sur les maillages utilisés, garantissent les propriétés
d’existence, d’unicité et de convergence dans les normes habituelles de Sobolev. De plus, les

taux optimaux sont obtenus pour les deux approximations de vitesse et de pression.



PREMIER CHAPITRE

FORMULATION FAIBLE POUR LE PROBLEME

GENERALISE DE STOKES



Dans ce chapitre, on donne une bréve présentation du probléme d’intérét. Ensuite, la

formulation faible, qui sera utilisée par la suite, est déduite

1.1. Position du probléme
On considére, ici, ’écoulement d’un fluide incompressible trés visqueux en régime tran-

sitoire dans un domaine 2 de R", dont la modélisation mathématique rafinée consiste a :

)
Trouver (U, p) € H(Q)" x L3() telle que :
U—-vAU+grad p=0  dans Q2
(PGS) 4 “ gracp : (1.1)
- divU=0  dans )

U=g sur 0f)

\

Dans (1.1), U dénote le champ de vitesse de ’écoulement, p la pression du fluide, g
une vitesse prescrite sur la frontiere 99, f (€ L2(Q)™) le champ de force et v la viscosité ciné-
matique constante. De plus, « représente un paramétre pouvant résulter de la discrétisation
en temps du terme d’évolution %—i—

Evidemment, H!(Q)" est 'éspace de Sobolev d’ordre un en dimension n et L3(f2) est
le sous-espace de I'espace L?(f2) et contient les fonctions & moyenne nulle sur €2.

Il est clair qu’a partir de la condition d’incompressibilité (div(U) = 0), g doit satisfaire

une condition de compatibilité comme suit :

/g.n dl'=0 (1.2)

N

Ceci dit, on peut établir le résultat important suivant.

Théoréme 1.1. ([10])
Sous 'hypothese (1.2), il existe ug € Hy(2)™ tel que

divuyg =0 dans €
W =g sur Of)



1.2. Formulation faible continue pour le Probléme Généralisé de Stokes
Dans le but de résoudre le probléme (PGS) au moyen de la méthode des éléments finis,

une formulation faible doit étre déduite.

Tout d’abord, posons dans (1.1)
z=U-—ug
lLe.
U=z+u (1.3)

Comme U € H*(Q)", alors z € H}(Q)™ de sorte que le probleme (PGS) peut étre reécrit

sous la forme équivalente suivante :

Trouver (z,p) € HA(Q)™ x LZ(Q) telle que
az — vAz + grad p = f — aug + vAuy dans 2

(PHGS) A« (1.4)
divz=0 dans €}
\ z=0 sur Of2
Evidemment,
Hy(Q)"={we H Q)" / w=0 sur d0} (1.5)

On vient de voir qu’il n’y a aucune restriction fondamentale & considérer seulement le
cas ug = 0, i.e. g = 0. Dans ce cas, on dénotera la vitesse solution simplement par u.
Maintenant, en multipliant la premiere équation dans (1.4) par une fonction test v €
H}(Q)" et la deuxiéme équation par une fonction test g € L%(9), lintégration des deux
équations obtenues sur le domaine {2 donne :
a [uvdQ +v [ Vu.VvdQ — [pdivvdQ=[fvdQ
Q Q Q Q

(1.6)
[qdivaudQ=0
Q



( au moyen du théoréme de Green ).
Une formulation faible continue du probléme généralisé de Stokes peut étre énoncée

comine suit :
Etant donnée f € L?(2)", trouver (u,p) € H}(Q)™ x LZ() telle que
(FF) a(u,v) +v(Vu,Vv) — (p,div v) = (f,v) Vv e H}(Q)" (1.7)
—(q,div v) =0 Vg € LY(Q)
ou (.,.) désigne le produit scalaire dans L2(Q2) ou L%(Q)".

Remarque. Si on pose :
V = {veH Q)" / divv=0} (1.8)
alors le probléme (FF) peut &tre aussi exprimé comme suit :

Etant donnée f € L2(Q), trouver u € H} ()" tel que :

(1.9)
a(u,v) +v(Vu,Vv) = (f,v) VWeV

La formulation (FF) peut étre aussi exprimée sous la forme abstraite suivante:

Etant donné [ € X' ¢t x € I, trouver (u,p) € X x P telle que
gy, v) +b(v,p) =U(v)  WweX (1.10)
b(u,q) =x(q) VgeP

ot X et P sont des espaces de Hilbert munis des normes ||.||x et ||.||p
respectivement, X’ et P’ dénotent les espaces duaux, gy : X x X —»R et b: X x P — R des
formes bilinéaires.

L existence et 'unicité de la solution (u, p) du probléme (1.10) sont régis par le résultat
suivant d@t a Brezzi [7].

Théoréme 1.2.

Supposons que :



(a) les deux formes aq(.,.) et b(.,.) sont continues, i.e.il existe ¢;,co > 0 deux constantes

finies telles que :

lag(w,v)| < c|lwilx lIvlx Yw,v € X (1.11)

b(v,g)l < eallgllp IVl VveX,VgeP (1.12)
(b) la forme a,(.,.) est Z-elliptique, i.e. il existe a* > 0 telle que
4, (v, )] 2 * VI wez (1.13)
avec

Z={veX [ bv,g)=0 VgqeP } (1.14)

(¢) la forme b(.,.) vérifie la condition dite de Babuska-Brezzi-Ladyshenskaya, i.e. il

existe 5% > 0 telle que

sup 0 5 geygy, vge P (L.15)
veX ”V”X

Alors, le probléme (1.10) admet une solution unique (u,p) € X x P.

Le fait que la formulation (FF) de (PGS) est un cas particulier du probléme (1.10)

peut étre facilement vue en prenant les définitions :

X = Ho(Q)" P = L)
ag(w,v) = a(w,v) + v(Vw, Vv) b(v,q) = —(g,div v) (1.16)
i(v)=(f,v) x(g) =0

avec les normes correspondantes |||/, et |||,
Montrons que toutes les hypothéses du Théorémel.2 sont satisfaites pour ce cas parti-

culier. En effet,on a



lag(w, V)| = Ja(w,v) +v(Vw, Vv)|

IA

allwlo lIvllo +v[wly [v],

de sorte que

lag(w,v)| < e fIwliy [Ivlly

avec ¢; = a + v. De méme, 1] vient :

lb(v)Q)! = l_(qa div ’U)'
< llallg lidiv vl
D’o,
b(v,q)| < czllally (v,
avec cg = 1.

D’autre part, on a

lag(v,v)| = |a(v,v)+v(Vv,Vv)|

2 2
= afvlg+v Vvl

Mais, d’aprés I'inégalité de Friedricks -Poincaré, il vient

1 n
199l > < vl v € H}(9)



D’oy,
2, VU, 2
lag(v, V)| = a|lvily + - vy
de sorte que

lag(v, )| 2 a” |IvI}}

]
avec a* =« + —.
¢

Il ne reste, maintenant, qu’a vérifiér la condition de Babuska-Brezzi- Ladyshenskaya.

Ceci est largement simplifié au moyen du résultat suivant établi dans Girault et Raviart [10].

Théoréme 1.3.
Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour chaque q¢ € L3(), il existe une fonction

(vectorielle) unique w € H3(Q)" telle que

divw=gq

[wly < clldllo

A cet effet, on prend q € L(£2). Comme (—q) € L(f?), d’aprés le Théoréme 1.3, il

existe un unique w € Hj(Q)" vérifiant

divw=—q
lwl, < cll=gllp = cllgllo

Par conséquent,

s Pl _ o lcadiv V)l (g div w)
vexX ”V”X veHL ()" “V“l ”W”l
lglls . 1
= 2 QH )
Twll, = @ 1o

ou ¢’ résulte de la constante ¢ du Théoréme 1.3, ainsi que de 1'équivalence des deux normes

. . 1
Il.ll, et ||, dans H(Q)™( voir [10]). Evidemunent, il suffit de prendre, maintenant, g* = o



DEUXIEME CHAPITRE

STABILITE CLASSIQUE DES ELEMENTS FINIS



L’une des théories mathématiques les mieux développées est celle qui concerne ’application
de la méthode des éléments finis aux problémes des écoulements des fluides incompressibles.

Le succés de ceci provient de l'intérét que lui accordent beaucoups de chercheurs.

Dans ce chapitre, on présente les méthodes mixtes d’éléments finis, qui représentent une
généralisation de la méthode standard au probléme & plusicurs variables inconnues. Ainsi,la
théorie classique est adaptée pour la résolution numérique du probléme généralisé de Stokes,

dont une formulation faible continue a été construite et résolue dans le chapitre précédent.

2.1. Théorie standard de stabilité des méthodes mixtes

On garde les notations introduites dans le Chapitre 1. Dans le but de définir le modeéle
numérique, des espaces d’approximation par éléments finis sont choisis. Si h représente un
parametre positif, relié usuellemnt & la taille du maillage associé au partitionnement 7, du
domaine 2 en éléments finis, alors une famille d’espaces de dimension finie X, et P, est
construite. D’habitude, on applique la technique de Galerkin qui consiste & faire approcher
la solution exacte (u, p) par des solutions discrétes (up, pr), prises dans X, x P, avec X, C X
et P, C P. D’autres méthodologies existent; elles peuvent consister a prendre X, ¢ X et/ou

P, ¢ P. Dans ce cas, on parle de méthodes non conformes.

Dans tout le présent travail, seules les méthodes mixtes conformes sont considerées.
De plus, X, et [, sout choisis de sorte qu’ils sont formés de fonctions qui sont polynomiales
par morceaux sur les éléments du partitionnement 7.

Avant de passer & I’approximation numérique du probléme (FF) (voir (1.3), définissons
certaines notations qui seront utilisées par la suite, ainsi qu’on dénote par A, B et B’ les

opérateurs définis par :

(Aw,v) = a4(w,v) Vw,v € X

(Bv,q) = (B'q,v) =b(q,v) VYveX,VgeP



De méme,

V) ={veX / Bv=x) (2.1)

de sorte que

V=V0)={veX / Bv=0} (2.2)

Dénotons par X, et P, les espaces duaux réspectifs de X, et Py. On doit tout d’abord
X' ¢ X; et P' C P;: de sorte que

Il < Nill

et

Iocl < lixllp

De méme, associons aux deux formes bilinéaires a4(.,.) et b(.,.) les opérateurs discrets A, €

£(X,X}), By € £(X, P;) et B, € £(P,X},) definis comme suit

(Apw,v) = agg(w,v) VweX, VveEX,,
(Bhva (I) = b(q,V) Vv e Xa Vq € Ph,
(Brg,v) = b(gq,v) Vg€ P ,Vv e X,.

Il est clair que B}, n’est pas identique & (By)’. De plus on a

1 Buvllp < 1BV p YveX

""" [ Anvllx;, < [1Avilx vweX

10



1 Brallx, < 1Bqllx Vge P
En outre, on définit
Valx) ={veXy / blg,v)=x(q) Vg€ P}
et
Vi=V,0)={veX, / blgv)=0 Vg€ P}

Evidemment, il est aisé de voir que

Vh (X) = ker Bh N Xh
Et qu’en général,

VgV et Valx) € V(x)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

Maintenant un moyen naturel pour obtenir un analogue discret du probléme (FF)

consiste & forcer ce dernier a rester vérifier pour des fonctions apprtenant aux espaces X}, et

P;,.Cela meéne au probléme approché (discret) suivant :

Trouver (up,pr) € Xp X P, telle que
(FFR) ¢ ag(up,v) +b(pn,v)=1v) VweX,
b(q,un) = x(q) Vg€ Py

(2.6)

L’existence et I'unicité de la solution (un,ps) du probléme (FF), ainsi que sa con-

vergence vers la solution (u,p) du probléme (FF) sont données par le résultat suivant, qui

représente une version discréte du Théoréme 1.2.

Théoréme 2.1.

Supposons que les hypothéses suivantes sont vérifiées :

11



(1) Il existe une constante a > 0, indépendante de h, telle que
ag(v,v) > a|lvly Yv € Zx (2.7)
avec
Zn={veX, / bgv)=0 Vqe P} (2.8)

(ii) I1 existe une constante 8 > 0, indépendante de h, telle que

b
sup (q,v)

> Bllg Vq € P, 2.9
O£vEX, “v”x ” “P h ( )

Alors, Vi, (x) est non vide et le probléme (FFj) admet une solution unique (up,p;) €

Vi(x) X Pu(C Xp, x P,). De plus, il existe une constante Cy > 0, indépendante de h, telle

que

lu —wllx +1{lp = pallp < Co {Vei‘f}hf(x) [lu = v{ix +qien;£,, lp — qllp} (2.10)

Démonstration. L’hypothese (ii) entraine que l'opérateur Bj, est un isomorphisme de
(Vi) (C Xp) sur P (D P'), de sorte que Vi(x) # ¢. Le reste de la démonstration se fait en
deux étapcs.

1) Dans le probléme (FF}, ), uy, doit clairement satisfaire ce qui suit

Up S Vh(X)
a,(up,v) =1l(v) VYvevVv,

(2.11)

A cet effet, établissons I'existence et 1'unicité de u,. Comme Vi(x) # ¢, on choisit

u) € V,,(x) et on résout le probléme

Trouver z;, € V), tel que
nE e e (2.12)

ag(zn, v) = 1(v) — ag(uf,v) Vv eV,

12



Mais, ay(.,.) vérifiant (2.7) (i.c. ¢tant cocrcive ), le probléme (2.12) posséde une solution
unique z;, d’aprés le Théoréme de Lax-Milgram. 11 suffit, donc, de prendre u;, € Vi (x) en

posant
u, = 2z + ug (213)

W

D’autre part, soit v € Vy 1)11 élément arbitraire et posons w = u, — v.Alors, on a

weEV, et

agv, w) = L(w) — ay(v, ) (2.14)
En prenant ce w particulier dans le probléme (FF), on obtient

ag(u, w) + b(p, w) = l(w)

ce qui, combinée avec (2.14), cutraine

ay(w,w) = ag(u—v,w) + b(p,w)
Mais, puisque w € Vj,, on a
blqg,w) =0 Vq € Py
Et donc,
a,(w,w) =a,(u—v,w)+b(p—q,w) VgeEDP, (2.15)
L'application de la continuité de ay(.,.) et b(.,.), ainsi que de I'’hypothese (i), donne
a|wix < llagll llu=vilx [Iwlx +1ollp—allp Iwlx Vg€ P

1.e.

(6]

«

o |
208 = vily +

Iwllx < lp—dllp Vg€ b

13



Puisque v € V() est arbitraire, on peut aussi bien écrire
[l 15
il < 20 vl + By g1, vge p, w e Vi
De méme, d’aprés le choix de v, on a
lu—wunllx < flu—vix + Iwlx
Par conséquent,
lla, b
o=l < (102 ) v+ B -1, vee pv e v

Le passage a l'infimum pour ¢ € P, et v € V,(x) produit

— < ; — ; _
a =il < € { = v+ inf ol } (2.16)

e Gy = {14151 11}

a*
2) D’aprés un résultat bien connu ( voir Giranlt ot Raviart. [10}) et I'hypothese (ii), il

existe py, unique dans I, tel que (g, pp) est la solution unique de probléme (FFy).

Pour déduire ’éstimation d’erreur (2.10), on va d’abord montrer que

WEVL(X)

: Iy .

inf flu—wllx < (1 +—ﬁ~*— vlen){;, fla — v« (2.17)
En effet, soit v € X;. On a montré, auparavant, qu’il existe z, unique dans V,f tel que
thh = Bh(u - V) € -P](,

avee

1 1ol
lznllx < 5 1Br(a = v)lip < 5 flu=vllx-

7 SR

En posant w =z, + v, on a

baw) = blg,mn+v)
= b(q,z1) + b(q, V)

= bqu-—v)+hlqv) Vq€ P

14



D’ou
b(g,w) =blq,u) =x(¢) Vg€ Py
i.e. w € Vi (x). De plus, on a
[lu-wlx < [lu=vlx+llzallx

(1+ 50 - i

a*

IA

Comme v est arbitraire dans X}, alors
1ol .
u-— <|{1+4+ =7} inf —
fa=wihe < (1+ 51 g a =i
de sorte que (2.17) est vérifice.

Majorons, & présent, ||p — gu||p. Des problémes (FF) et (FF,), on a
ag(u —up, v) +b(p—pyv)=0 VYveX,
D’ouq,
ag(u—up,v) +bo(p —pn,v) —b(q,v) = — blq,v) Vv eEX;, Vg€ Py
i.e.
ag(u—up,v)+b(p—q,v)=blph—q,v) YveXy VgeP,
Par passage au suprémum pour v € X, ’hypothese (ii) entraine

Ipn—gllp < %ﬂw{—L%%@—mwﬂww—%ﬂ}

veXy HVHX

1
7 Uagll o= willx +blllp - allp} Vg€ b

En utilisant Pinégalit¢ triangulaire, on aboutit a

1 N
Ip =l < 55 gl o wall 4G5+ 10 o = allp} - Va € 1
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D’ou,

lla

It

ol 1

”P - Ph”p 2 -y,

) nf lp —all,> (2.18)

L’estimation (2.10) découle, maintenant, de (2.16), (2.17) et (2.18) comme suit

a= sl lp =il < @+ ey = wl) + 0+ Bl i 15— g1
< o+ Ly fa e I g vt ot 1o -l

e "/jl'> inf Iy — all»

S
< o g u=vix+ ot Ip—all )

loll

avec Cp = ma.x{C (1+ ”ag“)(l + |ﬁ

B
ax{1+”ﬁi—u,@}.
(64 Q

Remarque.

),Ci(1 + Ila‘q”) +1+ |I|6b||} et, évidemment, C; =

1) Il est. clair que la condition continue de Babuska-Brezzi-Ladyshenskaya (1.15) n’implique
pas obligatoirement la condition discréte (2.9).
2) Comme, en général, Z), € Z, alors la Z-ellipticité de a4(.,.) n'entaine pas sa Z-

ellipticité (2.7).

La condition discréte (2.9) peut étre considérée comme une condition de compatibilité
entre les espaces d’¢léments finis X;, et P,. Il est important de souligner que I'estimation
d’erreur (2.10) reste vraie méme si o et/ou  dépendent de h. Cependant, pour obtenir des
estimations optimales d’erreur a partir de (2.10), il est clair d’aprés la démonstration du

Théoréme 2.1., que a et 8 doivent étre toutes les deux indépendantes de h.

2.2. Méthodes mixtes pour le probléme généralisé de Stokes
Dans cette section, on applique les résultats abstraits présentés plus haut pour le

cas particulier de la formulation faible du probléme généralisé de Stokes. Considérons, de
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nouveau, cette formulation faible qui est rappelée pour convenance

Etant donnée f € L*(2)", trouver (u,p) € H§(Q)" x L() telle que
a(u,v) +v(Vu, Vv) — (p,div v) = (f,v) Vv € H}(Q) (2.19)
- (g,divu) =0 Vg € L3()
En outre, on suppose que pour chaque h > 0, les espaces d’éléments finis X, et P,

satisfont

X, C HY{(Q)" P, C L) (2.20)

Avec ces espaces définis, une formulation mixte discréte du probléme généralisé de Stokes

est exprimée comine suit

Trouver (uy,pp) € X, x By, telle que
a(up,v) + v(Vup, Vv) — (pn,div v) = (f,v) Yve X, (2.21)
—(q,div up) =0 Vq € P,

On note que les inclusions (2.20) ne sont pas suffisantes pour garantir I’existence de
solutions discrétes. En faisant une comparaison avec le probléme (FF}) et en tenant compte
du fait que hypothese (i) du Théoréme 2.1. est aisément vérifiée pour le cas du probléme
généralis¢ de Stokes, il devient clair que la seule condition qui peut causer des difficultés est
(2.9). Dans le cas présent, clle prend I'expression mathématique compacte suivante :

Il existe une constante 4 > 0, indépendante de h, telle que

di
nf  sup 24V g (2.22)
0£9€Pn p£veX, ”V||1 “9”0

Ceci est précisément la condition inf-sup ou de Babuska-Brezzi qui représente la con-
dition de compatibilité entre les cspaces X, et Py, tantot introduite pour lae probléme de
Stokes. Ainsi, le résultat suivant se trouve au coeur de 'analyse de la stabilité standard
et de la convergence des méthodes mixtes d’é¢léments finis pour la résolution numérique du

probléme généralisé de Stokes.
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Théoréme 2.2.
En plus de (2.22), supposons les hypotheéses d’approximation suivantes :
(a) (Propriété d’approximation de X,): Il existe un opérateur ry, € £(H*(Q)NH} ()™, X,)

et un entier positif k& tels que

v — v, < CR™ v Yve ™) 1<m<k (2.23)

m+1

avec une constante Cy > 0, indépendante de h.

(b) (Propriété d’approzimation de Py): Il existe un opérateur s, € £(L*(Q), P,) tel

que
lg —suallo < Coh™lall,, Vg€ H™Q) 0<m<k (2.24)

avec une constante Cy > 0, indépendante de h.

Alors, le probléme approché (2.21) admet une solution unique (up,pr) dans X, X Pj.
En outre, quand la solution (u,p) de la formulation continue faible du probléme généralisé
de Stokes est dans H™*1(Q)" x H™(2) pour un certain entier m avec 1 < m < k (k défini

dans ’hypothése (a)), on a U'estiination d’erreur

o= wally + 1 = pally < CH™ ([l + o) (2.25)

ou C est une constante positive indépendante de h.

La démonstration de ce résultat important suit exactement celle donnée par Girault et
Raviart [10] pour le cas du probléme de Stokes. En outre, on note que I'estimation d’erreur

(2.25) est optimale pour la norme définie sur H} ()™ x L3(S2) par

vy + llgll (2.26)

dans le scns on le taux de convergence de la solution par ¢léments finis, mesurée dans
cette norme cst le méme que celui des meilleures approximations & u et p dans X, et

P, respectivanent. Il est, done, convenable d'utiliser, par exemple, des polyndmes d’'un
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degré superieur pour la vitesse discréte par rapport a ceux utilisés pour la pression discréte.
L’eflicacit¢ de cela a ét¢ déja établic par Taylor et Hood [20] pour le cas du probléme de

Stokes.

2.3. Méthodes mixtes stables et instables

Dans cette section, on présente d’abord des exemples de méthodes mixtes dont la sta-
bilité a ¢t¢ établic dans de nombreux travaux. On donnera aussi des exemples simples de
méthodes, notoirement connues pour étre instables. On terminera la section par la présen-

tation des versions stables de ces dernidres.

2.3.1. Paires stables d’éléments finis

On va s’intéresser aux paires stables en dimension deux de bas ordre, i.e. les approxi-
mations qui sont basées sur des polyndmes de bas ordre pour la vitesse. D’autres possibilités
peuvent étre trouvées dans le livre de Gunzberger [11]. On dénote par 2 un domaine polyg-
onal de R%. De plus, on suppose que ) est subdivisé en triangles, ou en quadrilatéres
convexes, ot que la partition obtenue 7, satisfait aux hypotheses usuelles de régularité (voir
Ciarlet [8]). On désigne par Py(T'), I'espace des polynomes de degré infericur ou égale a k,
définis sur la partic 7 C Q si T cst un triangle. De méme, on dénote par Q(T), 1'espace
des polyndmes isoparamétriques de degré inferieur ou égal & k, définis sur la partie T C Q
si T est un quadrilatére. Probablement, la méthode mixte stable d’éléments finis (X, Py)
la plus connue en dimension deux est celle communément appelée méthode de Taylor-Hood.
On la dénote par P, — P; dans le cas triangulaire, et par @, — @, dans le cas quadrilatéral.

La méthode %, — P, sc caractérise par la paire de sous-espaces

X, = {v € [C°))’ / vk € [P(K)? VK €Th, vir = o} (2.27)
P = {qeLiy@)nC°(Q)/ qlx € Pi(K) VK € 74}

tandis que la méthode @ — @ est donnée par
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Xh

{v € [C°D])* / vix €[QUO) VK €, v]pe= o} (2.28)
Py o= {qeLi)nC’Q)/ qlk € Qi(K) VK € Th}
C’est Verfiirth qui a, le premier dans [21], ¢tabli que le choix (2.27) satisfait la condition de

Babugka-Brezzi. Plus tard, Bercovier et Pironneau [3] démontrérent la stabilité du deuxiéme

choix (2.28). Tous ont montr¢ les cstimations d’erreur suivantes :

lu = unlly + 1lp = pall < erh® {llully + lIpllo} (2.29)

et

llu = wunlly < coh® {Jfully + lIpll,) (2.30)

dans le cas ol la solution exacte (u,p) € (H*(Q) NH}(Q) x H%(Q), le domaine Q2 convexe,

¢y et ¢ étant deux constantes positives, indépendantes du paramétre h.

Une autre méthode, assez répandue, est dénotée par (@, — P;. Elle est donnée par

Xp = {ve @] / vix € Q)] VK en, vig=0}  (231)
P, = {ge LX)/ qlx € Pi(K) VK €74}

Ainsi, dans chaque élément K € 7, les composantes de la vitesse sont approchées par des
fonctions biquadratiques, tandis que la pression discréte est lineaire. ( voir Figure 2.1 ) Cette
méthode mixte est stable comme démontré par Stenberg [19]. De plus, on obtient de nouveau

les estimations d’erreur (2.31).

2.3.2. Paires instables d’¢léments finis
On donne maintenant deux exemples simples de méthodes mixtes d’éléments finis
pour lesquelles la condition de Babuska-Brezzi n’est pas satisfaite. On subdivise le do-

maine §) en quadrilatéres. Les composantes de la vitesse sont approchées par des polynomes
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1soparamétriques de degré un dans chaque élément. Pour 'approximation de la pression, on
prend des constantes dans chaque ¢lément. Cette méthode mixte, dénotée par Q; — Qo, a
été étudieé par Johnson et Pitkaranta [13]. Les espaces discrets correspondants s’écrivent

comme suit :

X, = {v e [C°M]* / vik € [QuE)]® VK €, vlfr:O} (2.32)
b, = {q€ L3(Q) / qli € Qo(K) VK € Th}

Ainsi, dans chaque ¢lément K € 74, les mnoeuds de la vitesse sont situés aux sommets
du quadrilatére K, tandis que celui de la pression est positionné au centre de gravité du
quadrilatére. Boland et Nicolaides [7] ont montré que la choix ci-dessus ne vérifie pas la
condition de BabuSka-Brezzi. Plus précisemument, ils ont établi que la constante 3 dans la
condition de Babuska-Brezzi est de l'ordre de h | i.e.
(q,div v)
alllglly £ sup == < cohllqll Vg € By (2.33)

orveva VIl
ol ¢; et ¢y sont deux constantes positives, indépendants de h.
2.3.3. Paires d’éléments finis rendues stables
Pour rendre stables les méthodes mixtes instables, vues précédemment, une procédure
usucelle consiste & prendre le maillage de la vitesse différent de celui de la pression. Par

exemple, pour le cas de la paire P, — I, il suffit de prendre

Xy = {V € [CO(Q)]2 / v lA e [Pl(A)]2 VA € Th/2s Vlr—": 0} (234)

ol T2 est la triangulation raffinée de 75, obtenue en divisant chaque triangle en quatre
sous-triangles comme illustre la Figure 2.2.
Quand a Vespace de la pression P,, on peut le choisir sous 'une des deux formes

suivantes :

Po={qe€ L{(Q) / qla € Po(D) YA €74} (2.35)
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ou
Po={qeCQ)NLYN) / q|la € P(D) VA € T4} (2.36)

Ces deux choix, habituellement, dénotés respectivement par P, — P§ et P, — Py, vérifient la
condition de Babuska-Brezzi, et la suite {(un,pn)} des solutions discrétes converge vers la

solution exacte du probléme. De plus, on obtient les estimations d’erreur
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lu = unlly +{lp = pallo < erb {{lully + lipll,} (2.37)

et

[lu = anlly < eah® {[lull + lpll,} (2.38)

( pour plus de détails, voir [4]).

Pour rendre stable analogue quadrangulaire Q) — Qp,0on prend

Xy ={ve[C"@]" / vis € QDI VOE T, viE=0} (2:39)

oll Th/2 cst obtenue en subdivisant chaque carré de 75, en quatre sous-carrés, comme l'illustre
la Figure 2.3.

Similairemnent au cas triangulaire, on a deux possibilités pour choisir 1'espace P,

P]l = {q S Lg(ﬂ) / th S QO(D) vO e Th} (240)
Pn={qeCQ)NLIR) / qlo € Q(0) YO € 7a} (2.41)

Ici aussi, les deux choix, dénotés respectivement par @ — Qg et Q1 —Q47, satisfont la condition
de stabilité, et pratiquement les mémes estimations d’erreur (2.37) et (2.38), évoqueés pour

le cas triangulaire.
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Troisiéme Chapitre

Formulation stabilisée pour le probléme généralisé de Stokes.



Comune on vient de le voir, beancoup de méthodes mixtes d’éléments finis {Xy,, I}
satisfont la condition (de stabilit¢) de Babuska-Brezzi et ce, dans les dimensions deux et
trois. Cependant, la plupart de ces méthodes stables ne sont pas assez simples pour étre
attractives nmunériquement dans les applications pratiques, surtout tridimentionnelles, de
taille industrielle. D’autre part, certaines paires trés convenables de bas ordre échouent dans
ce test de stabilité et de convergence et sont, par conséquent, exclues du cadre standard
présenté dans le chapitre précédent. Malgré cela, ces méthodes prohibeés étaient jusqu’a
récemment, préférées. Toutefois, Papplication optimale d’algorithmes rapides de résolution
itérative ( méthodes du gradient conjugué, méthodes multi-grilles, ... ) rend essentielle la
propriété de stabilité si un taux acceptable de convergence pour de telles techniques itératives
doit &tre obtenu. Comine conséquence a cela, un grand nombre de chercheurs se sont tournés
vers la construction d’un cadre plus favorable. Ceci revient & faire modifier les méthodes
mixtes instables de telle sorte que la stabilité est retrouvée dans un certain sens. Il faut
insister que la simplicité a toujours été la seule motivation derriére les techniques dite de
stabilisalion.

Bien que le moyen habituel pour stabiliser une paire instable consiste & enrichir Pespace
d’approximation de la vitesse Xp, le désir pour maintenir les fonctions habituelles d’interpolation
a forcé beacoup de chercheurs a concevoir d’autres stratégies pour obtenir la stabilité sans
modificr les espaces d’approximation X, et P,. Un moyen, qui s’est récemment imposé, est
basé sur la perturbation de la formulation standard de Galerkin de sorte a éviter le besoin
de vérification de la condition de Babuska-Brezzi ( voir Brezzi et Pitkiranta [7], Hughes et
Franca {12}, Douglas et Wang [9], entre autres ). Ceci représente Papproche de stabilisation
qui sera adoptée dans la suite du mémoire.

Dauns ce chapitre, on adapte la formulation dite du saut local introduite par Kechkar
et Silvester {15] ct analysée dans [18] pour le cas du probléme de Stokes et ce, pour accom-
plir la stabilisation des deux paires d’¢léments finis de plus bas ordre @ — Qo et Iy — Iy
( en dimension deux ) pour le cas du probléme généralisé de Stokes. En outre, des esti-

mations optimales d’erreur exprimées dans les normes usuelles sont. déduites pour les deax



approximations de vitesse et de pression.

3.1. Formulation localement stabilisée pour le probléme généralisé de Stokes
Avec les notations introduites précédemment, exprimons la formulation faible du prob-

leme généralisé de Stokes comme suit, :

Trouver (u,p) € HJ () x L3(R) telle que

(3.1)
B((u,p); (v,9)) = £(v,q) V(v,q) € Hy()" x L§(Q)
ol les deux formes bilin¢aires B(.,.) et £(.,.) sont définies par
R((w,7); (v,q)) = a(w,v) +0(Vw,Vv) — (r,div v) — (q,div w) (3.2)
£(v,q) = (£,v) (3.3)

pour tous (w,7), (v,q)€ Hy ()™ x L§(%).

Les espaces d’¢léments finis X, € H}(Q)™ et P, C L3(2) sont caractérisés par un
partitionnement 7, de (2 en triangles ou quadrilateres, supposés étre réguliers au sens usuel,

i.e. pour certaines constantes ¢ et w avec 0 > 1 et 0 < w < 1, on doit avoir

lcosOie] <w  i=1,2,34 VK €7, (3.5)

ol hy est le diametre de Pélément I, pye le diameétre du cercle gimggnscrit. dans Pélément /€
et 0, sont les angles de I dans le cas quadrilatéral. Le parameétre de discrétisation h est

donné par

h = max hy (3.6)

N (S Th
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De plus, on dénote par I', Pensemble de toutes les frontieres entre les éléments.

Les espaces d’¢léments finis d'intéret Xy, et D, sont. définis en posant

; P{) st A estonn friangle
R, (K) = ’ (3.7)
Qi(A) st I oest un quadrilatére

par
Xy ={v=_(v1.m) € Hy(0) / viix ¢ Ry(K) (i =1,2) VK €y} (3.8)

et
Py={qe L) / qr € IWK) VK € 7} (3.9)

On rappelle que P (K) représente Pespace des polynomes de degré un, tandis que @ (K)
st celui des polynomes isoparamétriques de degre un défing dans K. Evidemment, Po(K)
contient les constantes définies dans A

L’instabilité an sens standard de ces denx méthodes mixtes est notoire ( voir Sani et
al. [17], Boland ¢t Nicolaides [4]. Gunzburger [11]. entve autres ).

Introduisons, pour les besoins de construction. des notions supplémentaires inspirées
de la theorie des macro-¢éléments développée par Stenberg [19]. Pour le partitionnemnent
Th, un partitionnement de macro-¢léments MM, pent ére défini de telle sorte que chaque
macro-élément M représente un assemblage d'éléments adjacents de 7. Evidemment, on
suppose que chaque élément K doit se trouver senlement dans un macro-élément, ce qui
signifiec que les macro-¢léments ne chevauchent pas. De plus, pour chaque M, on dénote
par ') Pensemble des fronticres entre ¢léments qui sont strictement  Uinterieur de M. La
longueur de tout bord e € 'y est désigné par b,

Avec les choix de X, ot [, ci-dessus et ces définitions, nune formulation discréte stabilisée
du probléme généralisé de Stokes (ou de Ja formmlation continne faible (31)) peut 8tre

énoncée commne suit

Trouver (v, p,) < Xy, < 1% telle gue
v ‘ (3.10)
93/,((11/,,.]?/,)2 (V, (])) : Q(\/J/) \/(\',(]) ‘ X;, X P;,_.



ol la forme bilinéaire B,(.,.) est définie par

Br((w,7); (v, q)) = B((w,7); (v, q)) — BCu(r,q) (3.11)

pour tous (w,r) et (v,q) € X, X P, avec

ara)= 3 3 he [ Irillal, < (312)

MeMy, e€lps e

pour tout (r,q) € D, x P,. [|.|], représente Popérateur de saut A travers le bord e € T, et
B > 0 est le parametre dit de stabilisation locale.
Cette forinulation stabilisée (3.10)-(3.12) est dite formukation stabilisée par saut local.

Il est facile de voir que le terme €, (., .) additionnel & la contrainte d’incompressibilité procure

une approximation discréte a :

% la divergence libre de u (div u = 0) dans ,

% la continuité de p dans chaque macro-élément.

Le cadre général d’analyse de cette nouvelle formulation discréte du probléme généraliseé
de Stokes peut étre développée en utilisant les classes d’¢quivalence des macro-éléments

comme dans Stenberg [19].

3.2. Stabilité de la formulation localement stabilisée du probléme généralisé
de Stokes

Pour le macro-élément M € M, Pespace restreint des pressions est donné par
Ponr={q€ L{yM) /qlx cst constante VK C M} (3.13)

En premier lieu, on doit montrer un résultat de coercivité locale pour la forme €p(.,.) qui

représente la restriction de €,(.,.) au macro-¢lément M, i.c.

Carlrq) = Zh/ . llgll, d (3.14)

e€lpy e

Lemme 3.1.
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Soit ¢,y une classe de macro-¢léments. Alors, il existe une constante vy, = (M) telle

que

Cur(g:q) > virllalls Vo€ Poar VM €y (3.15)

Démonstration. Considérons un ¢lément fixé M € (,;. De la définition de Cyy, on
note que Car(q,q)= 0 si et sculement si ¢|p est une constante.  Ainsi, la constante v,,

définie par

= inf ¢ .
Y qé}}nvm M((I:Q) (316)

Mallg, ar =1

est positive. Ensuite, en utilisant un argument d’échelle ( voir [19] ), les conditions de

régularit¢ (3.4)-(3.5) entrainent l'existence d’une constante v, telle que
Tm 2 >0 VM ey

Supposons, maintenant, qu’il y’a un ensemble fixe des classes (g, 2 = 1..,n (n>1)
de sorte que tout macro-¢lément M € M, appartienne & 'une des classes d’équivalence.

D’aprés [19], on peut définir IT, comme étant la L2-projection de Py sur le sous-espace
Qn={pm € L§) / nim cst constante VM € M, } (3.17)
Evidemment, une conséquence directe du lemme précédent est 'inégalité globale suivante
(g, q) 2 ar [(T -~ T)glly Vg € P (3.18)

ol oy = min { Tar 5 =1, ..,n} qui est clairement indépendante de h.
Les espaces Xy, P et ), possédent les propriétés bien connues d’approximation suiv-

ante ( voir Girault et Raviart [10] ).

Lemme 3.2. Siv e (H}Q)N Hg(Q))2, alors, il existe v € X, tel que

v =¥, < Cih [vl,
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pour unc constante Cy > 0, ind¢pendante de h.

Lemme 3.3. Si g€ H'(Q) N L), alors il existe § € P, et § € Q, tels que
llg —dlly < Coh lal,
et

lg = qllo < Csh ql,

pour deux constantes C, ct C3 > 0, indépendantes de h.
Le résultat essentiel, qui va ¢étre montré, peut étre énoncé comnme suit.
Théoréme 3.1.
Etant donné le parameétre de stabilisation § > 3, > 0, supposons que tout macro-

éléement M € My, appartient & P'une des classes d’équivalence (. et que la condition suivante

de connexion des macro-éléments est vérifiée : pour tous deux macro-éléments voisins M et

M,y avec
ds # 0
MMMy
il existe v € V), tel que
supp (v) € M; U M, ct / v.ands #0 (3.19)
MOy

Alors, (3.10) admet une solution unique (u;, pr) € Xp X Py. En outre, pour u € (H*((2))?

et p € HY(Q), on a Uestimation d’erreur suivante :
= wil, + Iy = pallo < Ch (July +Ip}) (3.20)

ou C > 0 est une certaine constante indépendaute de h.
Démonstration. D’aprés Babuska {1], il suffit d’¢tablir Pexistence d’une constante
v > 0, indépendante de 8 et de A, telle que pour (v,q) € X, X Py

v Bl0)i(wr)

e, Wl Tl

2y (vily + llgllo) (3.21)
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A cette fin, soit (v,q) € X, X P et < choisi comme ci-dessus. Gréce & la condition (3.19)

( voir [19] ), il existe une constante y > 0, indépendante de h, ct g € X, vérifiant

,q.div g) = ||TIxql?
8ll; < a2 [|Tagll
Choisissons, maintenant, w € X, et r € P, de sorte que w = v — ég et r = —q avec
1 1 \7!
b=—lat+v+ 3.23
a3 ( alﬁo) (3:23)

Il s’ensuit alors que

Bi((v,q); (w,7)) = a(v,w) + v(Vv,Vw) = (¢,div w) — (r,div v) — fC(q,7)
= a(v,v — 6g) + v(Vv, Vv — 6Vg) — (¢,div v — § div g) + (g,div v) + B€,(q,¢
= a(v,v) — ad(v,g) + v(Vv,Vv) — §u(Vv, Vg) — (¢,div v)
+6(q, div g) + (q,div v) + 5Cu(q, 9)
> allv|ls + v Vi = a8 |Vl llgllo — v vl lgl, — 8((Th — I)g, div g)
+ 8(Tluq, div g) + Bocs |11 = W )all
> allvils +vlv]i = ad |l llglly = 6v vl lgl; — oz [|(Th — Dglly Mgl
+ 6 |[Thaglly + Bocns I1(7 = Thu)allg
> a||v|f2 +v|IvIi} = abag |[vily [Thally — 6vas vl [Taglly + 6 |Tagllg
~ e (I~ TIa gl I TIagllo + Boces I1(Z = Taallo

ad &l

2

G g2 ~ T gl + 6 [Tl

2
a2 + 2 (7~ 13 Jall

v

«a 90 U, 9
% VIl + 3 IvI2 -
B 62(y3
201 /3

ol on a utilis¢ les inégalités ¢videntes

(IIvlly — 6cxa ITTnglly)? > O
(Ivl, — 6z [ITTagll)* > 0
(Boor | (I = T )gllp — Sz || Taglly)® > 0

I\
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Avec le choix (3.23) de 8, on aboutit finalement a

(v, )i (7)) 2 5 I + 5 IvlE + 5 il + 220 (7 ~ 1, )l
D’on,
Bi((v,q); (w,r)) 2 Ki(lIvlly + llallo)* (3.24)
avec K{ = min {Z : j mfo}.
D’autre part, on montre aisément que
liwll, +lirlle < Ka(lIvil; + llallo) (3.25)

avec Ky = (1 + bay).
En fin de compte, de (3.24) et (3.25), on obtient

“Bh((va Q); (W,T‘)) K
[wll; +lrlle — e

z (vl + llgllo)

Comme w € X, ¢t 7 € I, par passage au supremnum sur X, X Py, il vient

sup Br((v,q); (w,7)) K1

%, (vl + liallo)
(w,r)eX), x Py ||W”1 + “T”O : °

L qui est clairement indépendante de 3 et de

linégalité (3.21) est. ainsi ¢tablie pour v = %
2

h.
Dans la suite de la démonstration. C; (i = 1,2,...) sont des constantes indépendantes

de h et de . En premicer lieu, dénotons par i Pinterpolé de u dans X, et p l'interpolé de p

dans P,. Alors,

Ba((up — G pa = ) (v,0)) = Bu((wi,pn); (v,9)) — Bu((8,5); (v,9))
= By((un, pa); (v, 4)) — B((8,9); (v,9)) + BCu(D, 9)
= B((u,p); (v,9)) — B((4,5); (v,9) + BB, 0) ()
B((u—a,p —p); (v,q)) + BEu(H,q) ((3.26))
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avec Cg = 1+ C).

Par conséquent, on obtient une estimation optimale similaire & (3.20) avec une con-
stante dépendant de 8. Pour voir que la méthode ne se comporte pas dans cette voie,
considérons le remplacement de I'interpolé p dans (3.26) par p, 'interpolé de p dans Q. On
obtient plutot

flun = alf; + [lpn = Dllo < G {Ilun =G, +llpn = pllo+B8 sup (P, q) (3.29)
lgllo=1,9€Pn

Mais,
Cu(pq)) =0 Vg€ Py
ce qui entraine |
la = wnlly + [lp = pally < Co(llu—all; + lIp — Bllo) (3.30)

Finalement ,en combinant (3.28) et (3.30), on obtient I’estimation optimale de I’erreur

o=l + =l < Co (1ha =l + i {1 = o + 2520 191 o =5l } )

et il ne reste qu'a appliquer les propriétés d’approximation données par les lemmes 3.2 et
3.3 pour déduire Pestimation deésirée (3.20).

Une caractéristique importante de la démonstration du théoréme est qu’elle établit
la validité de I'approche de stabilisation locale avec un grand paramétre arbitraire de sta-
bilisation. La méthode se comporte, alors, comme ayant une approximation constante sur
chaque macro-¢lément. Ceci renforce plus 'apparente robustesse de la méthodologie locale
présentée, car le point crucial réside dans le fait que 'amplitude de [ peut étre choisie de
sorte & optimiser le taux de convergence de la technique de résolution itérative utilisée sans,

pour autant, affecter la précision des solutions approchées.

Remarque. Il a été montré que la norme |Ju — upll; = 6(h), de sorte que I'erreur

d’approximation de la vitesse dans la norme L?, i.e. [lu— ugll,, est au moins du méme
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ordre. Pour d¢duire une estimation optimale L?, on a besoin de supposer que la solution

exacte (u,p) satisfait une inégalité de régularité pour £ € L2(92)? de la forme

l[ully +1lpll, < plifllo (3.31)

Dans ce cas, 'application d’un argument de dualité, dt & Aubin et Nitsche ( voir

Girault et Raviart [10] ), permet d’obtenir I'estimation d’erreur suivante :
lu - uh”o < Chz('uiz + lph) (3.32)

od C > 0 est indépendante de h. On note que 'hypothése de régularité (3.31) parait étre

vérifiée si Q est un domaine polygonal convexe ( voir, & cet effet, [10] ).

3.3.Construction de certains macro-éléments faibles.

Pour appliquer la théorie développée précédemment, il est nécessaire de mettre en
évidence certains macro-éléments possédant les propriétés exigées. Deux cas simples sont
présentés dans la suite. Avant cela, donnons deux conditions qui permettent d’établir plus
aisément le Lemme 3.1 dans certains cas particuliers. Il s’agit de :

(L1) ( Condition de stabilité en macro-€lément ): Il existe une constante Ay = (M) >

0 telle que pour tout M € (y; :

STlalE= Ay Y d/k Ya€Pom (3.33)

e€l'py e€lm
(Lz) ( Condition de régularité interne au macro-élément ): Il existe une constante

Pyp = u(M) > 0 telle que pour tout M € (p
kM Z /J,M.SM (334)

ot kpr = min |K| et .sp = max |K| (|K| 6tant Paire de 'élément K ).
KCM KcM

En particulier, on peut montrer:

Lemme 3.4.
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Soit (y; une classe de macro-éléments équivalents telle que (3.33) et (3.34) soient véri-

fites. Alors, il existe une constante -y, = (M) > 0 telle que

Cr(g:9) = vy llallons  Va € Pon (3.35)

est satisfaite pour tout M € (.

Démonstration. En utilisant les conditions de régularité de 74, (3.4) — (3.5), on peut

montrer qu'il existe n > 0 telle que pour tout M € (y; :
hg > ’f]k]u Ve € 'y
avec kjr donné dans (3.34). Si g € Py u, alors
2
Car(2,9) = gy Y llallo
KCM
de sorte que vy = Nyt

3.3.1. Cas triangulaire.

Considérons la paire d’approximation P; — Py ( vitesse continue linéaire par morceaux,
pression constante par morceaux ). Le plus simple des macro-éléments consiste & prendre
quatre éléments triangulaires. Ainsi, un macro-élément de référence M et un macro-élément
arbitraire M dans la classe (,, sont donnés dans la Figure 3.1. Il est directement clair que

la condition (3.34) est naturellement satisfaite, de sorte que la seule condition restante a

vérifier est la condition de stabilité au maco-élément (3.33).
Soit ¢ € Py ar. En dénotant par ¢; la valeur de ¢ dans chaque élément Kj, il s’ensuit
que
|Ki| g1+ | K2l g2 + | K3l g3 = 0 (3.36)
+ [kal g,
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D’oy,

(h—a2)® 4 (@2 — )+ (@1 — qw)?

> lall?

e€lps

i

Vv

1 .
— {154] (11 = 09" + 1 Kal (2 = 00" + Kol (00— o)}

v

1
S {|K1| g7 + | K2 o + | Ka| ga* + (| K1| + | Ka| + | K4) qg}
2
—5;(13(|K1|<11 + | K| g2 + | K4] q4)

de sorte que (3.36) entraine

ke
> lallz = ;:—l (42 + 3 +5¢3 + q3)

CGPA.!

Finalement, si py = u(M) > 0 cxiste telle que (3.34) est vérifiée, alors

S lallE 2 mg Y g

I’:EI‘A] I(CA{

auquel cas I'inégalité désirée (3.33) est vraie pour pgy = Ay
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3.3.2. Cas quadrilatéral.

Pour ce ca, un macro-6lément de référence M et un macro-élément arbitraire M dans
la classe (, sont donnés dans la Figure 3.2. Ici aussi, la seule vraie condition & satisfaire
est (3.33). A cet cffet, soit ¢ € Py ar- En dénotant, de nouveau, par ¢; la valeur de q dans

lélément I(;, on a
|Kil g1 + | Ko g2 + | K3l g3 + | K4l ga = 0 (3.37)
D’ony,

ST lall} = (01— @)+ (01— 0)° + (22— 90)* + (85— @4)°

EEF[M
KK ’ K| |K
> I——ll-zl—zl((h——(h) | l“ 3'( 2)°
Sar M
K| K. K.
Gl VG
M SMm

v

{lKll (K| + | Ksl) @3 + | Kal (|Kq| + | Kal) 6
Shr
+ | Ks| (| K| + | Kal) @& + | Ka| (1Kol + | K]) ¢
—2(1K1| g1 + | K4| q1) (| K2| @2 + | K3| g3)}

En combinant avee (3.37), cette inégalit¢ donne

K> 2
ST el 2 2= (g + g+ @+ dh) + 5 (Kl g + | Kal )
ey SMm SMm
K2,
> 2— ‘ZA (¢} + a3+ a5 +4i)

SM

Finalement, si uy = p(M) > 0 existe telle que (3.34) est vérifiée alors

ST lall? > 2 Y d

eel‘[u KCcM

et I'inégalité voulue (3.33) est satisfaite pour Ay = Zui;l.
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Conclusion.

Durant la majeure partie du présent travail, notre but a été de développer un cadre
efficace et convergent pour ’application des méthodes mixtes d’élements finis pour la réso-
lution du probléme généralisé de Stokes et, par la méme occasion, pour celle des problémes
d’écoulement incbmpressible de fluides visqueux. Le cadre de stabilisation locale proposé
réhabilite les paires d’éléments finis de plus bas ordre et posséde les propriétés importantes
suivantes :

(i) il est facilement généralisable & la dimension trois,

(ii) la convergence est optimale pour les deux approximations de vitesse et de pression.

La méthode admet, cependant, un inconvénient qui réside dans le besoin & un par-
titionnemnt convenable en macro-éléments. Ceci est minime en pratique, car en débutant
a partir de n’importe quel partitionnement, on peut toujours raffiner de telle sorte que les
conditions exigées soient facilement vérifiables.

Comme travail futur, il sera trds intéressant d’étudier la performance numérique de la

méthodologie présentée et ce, en combinaison avec les techniques de résolution itérative.
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Abstract

Refined modeling of most industrial incompressible fluid flows needs a
convergent, rapid and robust algorithm for the generalized Stokes problem
which can be expressed as follows :

aV —vAV + grad(P) = f,dans Q,
divl =0, dans Q, (D)
V= % sur I

Where v represents cinematic viscosity and results from time discretisation.

In the presents work, the new methodology of local stabilization,
constructed in the Stokes problem framework is extended to the generalized
problem (1). Theoretical analysis of stability and convergence for the mixed
finite method Q, —Qo (bilinear discrete velocity, constant discrete pressure is
presented). Furthermore, numerical results obtained for a benchmark problem
are used to illustrate theory.



RESUME

La modélisation raffinée de la plupart des écoulements incompressibles de fluides in-
dustriels nécessite la disponibilité d’un algorithme convergent, rapide et robuste pour le

probléme généralisé de Stokes qui peut s’écrire comme suit :

aV —vAV +grad P=f dans (2
divV=0 dans (1)
V=g sur O}

on v désigne la viscosité cinématique et a résulte de la discrétisation temporelle.

Dans le présent travail, la nouvelle méthodologie de stabilisation locale construite dans
le cadre du probléme de Stokes est étendue au probléme généralisé (1). Une analyse théorique
de la stabilité et de la convergence pour les deux méthodes mixtes d’éléments finis P,—P, et
Q1-Qo (vitesse discréte bilinéaire ou linéaire, pression discréte constante) est présentée. De

plus, des calculs numériques simples sont présentés pour illustrer des constructions pratiques.

Mots clés. Eléments Finis Mixtes, Stabilisation, Probléme de Stokes.





