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0.1 Introduction

Dans la derniére décennie, un intérét considérable a été accordé a I'étude de dif-
férentes classes de problémes mal posés pour des équations différentielles aux dé-
rivées partielles et les équations intégraux-différentielles, plus particuliérement, les
problémes mal posés aux limites et & valeurs initiales, un grand nombre de problémes
qui ont été étudiés sont intimement liés & certains problémes du monde réel dans la
physique mathématique.

La notion de probléme bien posé a été formulée par le mathématicien Francais
Hadamard 1923 [7].

A Theur actuelle, ce concept est largement présenté dans les livres sur les équations
de la physique mathématique ou équations différentielles aux dérivées partielles.

Un probléme de physique mathématique ou un probléme de valeurs aux limites
pour une équation différentielle aux dérivées partielles est dit bien posé si les condi-
tions suivantes sont satisfaites :

1) L’existence de la solution.

2) L’unicit¢ de la solution.

3) La dépendance continue de la solution sur les données du probléme.

On cite deux problémes bien connus qui ne sont pas bien posé :

Probléme de Dirichlet pour une équation de Laplace, en effet pour ce dernier
probléme, Hadamard a montré qu'une bonne solution globale ne peut exister que si
les données initiales satisfont a certaines conditions de compatibilité.

Un concept fondamental lié a établir I'unicité, stabilité et dépendance continue



des donnés pour trouver des solutions aux problémes de Cauchy qui est mal posé
pour une équation différentielle aux dérivées partielles a évolué dans les années 1950
dans le traveaux de John.F, Pucci et Lavrentiev.

On note aussi que plusieurs différentes méthodes on été utilisées pour ’étude de
la classe de problémes mal posés :

W)+ Au(t)=0, 0<t<T
(F.V.P)
w(T) = f.

On cite par exemple :

1) La méthode de quasi-réversibilité qui été utilisé par :

- Lattes et Lions en 1960 [9], en perturbant Popérateur A par A — cA? ou € est
un parameétre positif.

- Showalter [14], a perturbé la dérivée dans 'équation par u’' + eu’ pour & > 0.

- Miller[11] aborde ce probléme de grande norme par perturbation optimale de
lopérateur A noté f(A), ou f appartient & une certaine classe de fonctions.

2) La méthode de quasi-valeur aux limites : qui est introduite par Showalter [15],
cette méthode donne une mielleure approximation que d’autres plusieures méthodes
d’approximation.

Dans cette ¢tude nous étulisons cette dernicre méthode pour régularisé le probléme
(F.V.P).

Cet travail est composé d’une introduction et de trois chapitres. Dans le premier,
on commence tout d’abord par des rappeles utiles pour le dévloppement de ce travail

dans les chapitres suivants.

Au deuxiéme chapitre, on donne des exemples sur les problémes mal posés et



quelques méthodes de régularisation de ces problémes, en suite on aborde 1'étude

d’un probléme mal posé dans le cas discret, ol nous considérons le probléme suivant :

W)+ Aut)=0 0<t<T O
u(0) =/,

ou f est une valeur donnée dans H et A est un opérateur auto-adjoint négatif
dans un espace de Hilbert H, tel que A admet une base orthonormale des vecteurs
propres {¢,},>, dans H associés aux valeurs propres {\,},., de A et telles que
nl_i)ljlrloox\n =—00< ..... < A < A <0

Le probléme qui est posé est de trouver la solution u(t) du probleéme (1).

Donc cn utilisant la méthode de quasi-valeur aux limites, on perturbe la condition
initiale par la variable de controle w(7") pour former un probléme approximatif non
local dépendant d’un petit parameétre a.

On montre que le probléme perturbé par la variable de controle u(7) est bien posé
c’est-a-dire, il admet une solution unique et stable, en suite on établit la convergence
de la solution approchée vers la solution exacte, enfin, on donne une éstimation de
I’érreur de convergence.

Le troisiéme chapitre est consacré a 1’étude d’un probléme mal posé, dans le cas
continu, avec un opérateur auto-adjoint négatif A dans un espace de Hilbert H.

On établit également des résultats d’éxistence, d'unicité et de stabilité du probléme
régularisé. En donne en suite une éstimation de la solution régularisée et on montre

la convergence de la solution régularisée vers la solution du probléme original. Enfin,

on donne une éstimation de ’érreur de convergence.



Chapitre 1

Notions préliminaires

Ce chapitre est présenté pour faciliter la compréhension et le dévelopement des

idées dans les chapitres suivants.

1.1 Rappel sur les opérateurs

Définition 1.1.1 : Soit H un espace vectoriel normé, une application linéaire A
de H dans lui méme est appellée un opérateur linéaire dans H.On appelle domaine
de A et on désingne par D, le sous espace vectoriel des élements x de H tel que
A(z) ait un sens.On appelle espace final de A et on désigne par Ry le sous-espace

vectoriel A(Dy).

1.1.1 Opérateurs bornés

Définition 1.1.2 : Soit H un espace vectoriel normé, on appelle opérateur linéaire
borné toute application linéaire continue de H dans H.

6



Définition 1.1.3 : Soit A un opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert

1) On dit que A est unitaire s’il est l’inverse de son adjoint, c’est-a-dire

AA* = A*A=1.

2) On dit que A est auto-adjoint s’il est identique o son adjoint, c’est-a-dire :

A= A,

Définition 1.1.4 ( Spectre d’un opérateur borné) : Soit H un espace de Hilbert
et soit A € L(H, H). Le spectre de 'opérateur A, noté o(A), est le sous ensemble des
nombres complexes suivant :

o(A)={xe C . A I —Anr’cst pas inversible}, ot [ cst Uopérateur identité sur

La connaissance du spectre de A fournit beaucoup d’informations sur l'opérateur

Le spectre o(A) est mieux compris dans le cas ot A est un opérateur auto-adjoint.

Définition 1.1.5 : L’ensemble résolvant de A, c’est I’ensemble des complexes A
tels que Al — A posséde un inverse borné.

Définition 1.1.6 : Le spectre de A est le complémentaire de I’ensemble résolvant.

C’est donc I'ensemble des nombres complexes A tels que A —A n’a pas d’inverse
borné.

Corolllaire 1.1.1 : Soit A un opérateur auto-adjoint tel que o (A) = {0} alors
A=0.

Théoréme 1.1.1 : Soit A un opérateur linéaire auto-adjoint défini dans un espace

de Hilert H.Alors :



1)Ses wvaleurs propres sont réelles .
2) Les vecteurs propres associes aux valeurs propres différentes sont orthogonaux.
3) Son spectre résiduel est vide.

4) Son spectre continu est réel.

1.1.2 Opérateurs compacts

Les opérateurs compacts constituent une classe particuliére d’opérateurs linéaires
bornés qui présent une grande analogie avec la classe des opérateurs lineaires définis
sur des espaces de dimension finie.

Définition 1.1.11 : Un opérateur linéaire A, définit sur un espace de Hilbert H
est dit compact, ou complétement continu, si l'adhérence de ['tmage de toute partie

bornée de H est compact.

1.1.3 Opérateurs non bornés

Définition 1.1.7 : Soit E et F deux espaces de Banach, on appelle opérateur
linéaire non-borné de E dans I toute application linéaire

A: D(A) C E — F définie sur un sous-espace vectoriel D(A) C E, a valeurs dans
F.(On dit que A est borné 8’il existe une constante c telle que ||A ul| < ¢||ul|, Vu €
D(A)).

Définition 1.1.8 (Spectre d’un opérateur non borné) : Soit A un opérateur dans
un espace de Hilbert H, l'inverse de A — Al quand il existe, est appelé opérateur

résolvant ou résolvante de A, on le note R(A).



Définition 1.1.9 : On appelle résolvante de A et on le note p(A), 'ensemble des
valeurs de A telles que R)(A) existe, soit borné et & domaine dense, on appelle spectre
de A et on note o(A), le complémentaire de p(A).

Définition 1.1.10. Soit A un opérateur fermé dans H. L’ensemble résolvant de
A, noté p(A), est constitué de tous les nombres A € C tels que Popérateur A\ — A est
une bijection de D(A) sur H avec un inverse borné.

Si A\ € p(A), Vopérateur R(A) = (A — A)~! est appelé la résolvante de A au point

A. Le complémentaire de p(A) dans C, not¢ a(A), s’appelle le spectre de A.

1.1.4 Opérateurs fermés

2

Définition 1.1.12 : On dit qu’un opérateur A est fermé si G(A) (Graphe de A)
est fermé dans E X F.

Remarque 1.1.1 : Si A est fermé, alors N(A) (Noyau) est fermé.

Remarque 1.1.2 : En pratique, la plupart des opérateurs non bornés que l'on
rencontra sont fermés et & domaine D(A) dense dans E.

Remarque 1.1.3 : Tout opérateur auto-adjoint est fermé.

Définition 1.1.13 : Si (Az,z) > 0,Vz € D(A),on dit que Uopérateur A est
positif.

Définition 1.1.14 : Le spectre d’un opérateur fermé est défini exactement comme
le spectre d’un opérateur borné. C’est 'ensemble des A tels que A\ —A posséde un
inverse borné.

Lemmel.1.1 : Le spectre d'un opérateur fermé est une partie fermée de C.
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1.2 Semi groupe

Définition 1.1.15 : Soit L' un espace de Banach, (S(t)),, une famille d’opéra-

teurs bornés définis de F' vers lui méme.

Définition 1.1.16 : On dit que (S(t)),-, est un semi-groupe fortement continu

s

1)S(0)=1

2) S(t+s)=S(t)S(s), Vt,s>0

3) m [|S(t) y —yll=0,  Vyel

Définition 1.1.17 : A est le générateur infinitésimal d’un semi groupe fortement
continu si :

Ay = lim % sur D(A), avec

t—0+

— i SOY=Y
D(A) = {y ek /tlir(])n+ ; ex1ste}
propriété 1.1.1 :
1) D(A) est dense dans E et A est fermé.
2) 1l existe w > 0, M > 1 tels que :

1S(6)] < Me™ Vit >0

3) Yy € D(A),Vt > 0,S(t)y € D(A) et on a :

4) Yy € BVt >0 [5 S(s)yds € D(A) et on a :

A(fy S(s)yds) = S(t)y — y.

Le théoreme suivant est une caracterisation dopérateurs qui sont des générateurs

d’'un semi-groupe fortement continu.
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Théoréme 1.1.2(Hille-Yosida ) :

Un opérateur A de domaine D(A) dans E, génére un semi-groupe fortement

continu si et seulement si :
1)D(A) est dense dans E et A est fermé.
2)dw > 0,dM > 1 et VA tels que Re(X) > w, A € p(A) alors :

A=A < 2y, k=12,

()\7’11))’0 bl

1.3 Meésure spéctrale

Définition 1.1.18 : Une mésure spéctrale {E\}sur un espace de Hilbert H, est
une fonction E : 0(R) — B(H) qui vérifie les propriétés suivantes :

1) E()N) est une projection orthogonale pour tout A € R.

2) E(X) < E(u) pour A < pu .

3) E(A\+¢) — E(\) pour tout X € R, quand ¢ — 0. (continue )

4) E(A\) — 0 quand X\ — —oco et E(\) — I quand X\ — +o0.

Maintenant, on donne quelques propriétés fondamentales concernant les mésures

spéctrales {E)\}.
-E,Ey=FE\ sip> A
-SiTA = AT, pour T € B(H), alors TE, = E\T, et E\A = AE).
- E? = L,

- Ef = .
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1.4 Décomposition spéctrale d’un opérateur non

borné

Définition 1.1.19 : Soit A un opérateur auto-adjoint non borné sur un espace
de Hilbert H. Le représentation A = fj;o AdE)y est connu sous le nom de la décom-
position spéctrale de A relativement o la mésure spéctrale {E\} .

Nous notons qu’il existe une unique mésure spéctrale { £y} pour la quelle 'opéra-

teur A est représenté sous la forme ci -dessus.



Chapitre 2

Etude du probléme mal posé (cas

discret)

2.1 Introduction

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous citrons quelques exemples de pro-
blémes mal posés, et quelques méthodes de régularisation de ces problémes.

Dans la deuxiéme partie, nous étudions une classe de problémes mal posés dans
le cas discret, on traite deux types de problémes.

Le premier probléme consiste & présenter, en suivant les idées développées dans

larticle de Clark [3], le probléme & valeur finale suivant :

u'(t) + A wut) =0, 0<t<T
(FV.P)  (21)

ou A est un opérateur auto-adjoint non borné positif dans un espace de Hilbert

13
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H, et [ une valeur préscrite dans H.

Supposons que A admet une base orthonormale des vecteurs propres {%L}n21 dans

H associés aux valeurs propres {A,}, ., telles que

O< A< A <..et lim A\, =+4oc.

n—-0oo

Nous utilisons la méthode dite des valeurs quasi-limites, on perturbe la condi-
tion finale dans le probléme (F.V.P) on obtient le probléme approximatif non local

dépendant d’un petit paramcétre o > 0 suivant :

u'(t) + Au(t) =0, 0<t<T
Q.BV.P) (22

au(0) +u(T) = f .

Le deuxiéme probléme traité consiste a étudier le probleme(/.V.P) mal posé sui-
vant :

u'(t) + A wu(t) =0, 0<t<T
(I.V.P) (2.3)

mais avec un coefficient opératoriel A auto-adjoint négatif dans un espace de

Hilbert H.

Supposons que A admet une base orthonormale des vecteurs propres {¢,, },~, dans

H associés aux valeurs propres {\,} -, telles que

lim A\, = —oc0 < ..... <A < A <0

n——+o0o

Nous utilisons la méthode dite des valeurs quasi-limites, on perturbe la condi-
tion initiale dans le probléme (I.V.P) on obtient le probléme approximatif non local

dépendant d’un petit paramétre o > 0 suivant :
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W' (t) + Au(t) = 0, 0<t<T
(Q.B.V.P) (2.4)

au(T) +u(0) = f .

Finalement dans les deux types de problémes A > 0 (respéctivement A < 0 ) nous
montrons qu’ils sont bien posés, et que la solution u, de chacun converge sur [0, 7T
si et seulement si le probléme original a une solution classique. De plus on établié

I’éstimation de Ierreur pour chaque type.

2.2 Exemples de problémes mal posés

Exemplel.2.1 : Le probléme de Neuman pour une fonction u(z) définie sur un

intervalle [a, b] :

u'(z) =0
u'(a) =y
u'(b) = vy

n’admet aucune solution si ug # vp et une infinité de solution si ug = vy de la
forme :
u(z) = uozx + ¢
ol ¢ est une constante arbitaire. Le probléme n’admet pas de solution ou il a une
infinité de solution donc c’est un probléme mal posé.
Exemplel.2.2 :

Le probléme de Cauchy pour x > 0 :
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admet une infinité de solution de la forme :
u(z) =0 z € [0,a]
w(z) = (x —a)’ x € [a, 00|
La quantité a étant arbitraire. Le probléme est mal posé.
Exemplel.2.3 :

On considére le probléme suivant :

¢

e oy =0 20,1,y €0,1]
uw(z,0) =0
%(I,O) = Zsin(mnr) n=12.
\

Les fonctions :

1
up(x,y) = = sin(mnzx)sh(mny)

sont solutions du systéme précédent pour chaque valeur de n on peut trouver un

nombre x,, € [0,1] tel que sin(7nx,) = 1 vérifiant :
lim, sup s (2, )| = o0

ce qui prouve que les solutions du probléme ne dépendent pas contindment des
données initiales.

Exemplel.2.4 :

Soit le probléeme de Cauchy suivant :
2y | du _
o T ox =0

u(z,0) =0

%(l 0) = Lemnt

mn
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admet une solution de la forme :

nt _ ,—nt

Si n tend vers a 'infini, en ¢ = 0,u tend uniformément vers zéro, ainsi que sa
dérivée partielle en temps alors que u(x,t) diverge dans chaque région pour ¢ > 0 le

probléme est instable au sens d’Hadamard.

2.3 Présentation de quelque méthodes de régula-

risations

Nous citons quelques méthodes de régularisation pour les problémes mal posés.

Régulariser un probléme mal posé, c’est le remplacer par un autre bien posé de
sorte que ’érreur commise soit compensée par le gain de stabilité.

Soit A un opérateur auto-adjoint non borné dans un espace de Hilbert H.

On considere le probléeme :

w'(t)+ Au(t) =0, 0<t<T
(F.V.P) (2.5)

w(T) = £,

pour une certaine valeur f dans I'espace de Hilbert, un tel probléme est mal posé,
méme g'il existe une solution unique dans [0, 7], elle ne dépend pas contindment de
la valeur finale f.

Des problémes ont été étudies par plusieurs auteurs en utilisant différents ap-

proches. Nous citons par exemples :
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1) La méthode de quasi-réversibilité qui a été présenté par Lattes et Lions en
1960, a pour idée de remplacer (F.V.P) par des problémes approximatifs qui sont
bien posés, puis d’utiliser les solutions de ces nouveaux problémes pour construire
des solutions approximatives a (F.V.P).

Dans la méthode originale de quasi-réversibilité [9] Lattes et Lions ont approché

(F.V.P) par :

V() + Avg(t) —aA?v,(t) =0, 0<t<T
(2.6)
val(t) = f,

ot I' opérateur A est remplacé par une perturbation, dans le cas présent par A — A2

pour chaque o > 0, en suite ils utilisent la valeur initiale vy = v,(0) dans le probleme :

ul (t) + Aug(t) =0, 0<t<T
(2.7)

ua(0) = v,(0).
Enfin, ils montrent que u,(T') converge vers f quand « tend vers zéro. La méthode
ne considere pas u(t) pour t < T ct Topérateur transportant f a v,(0) a unc grande
norme pour les petits o (d’ordre de ea) [11].

2) Dans [14], Showalter rapproche (F.V.P) par :

V() + A (t) + Ava(t) =0, 0<t<T
(2.8)
vo(T) = f.

Et comme ci dessus, pour chaque o > 0, il utilise la valeur initiale uy = v4(0)

dans :
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ul (t) + Au,(t) =0, 0<t<T
(2.9)
Ua(0) = v,(0).

Les solutions u,, indiquées approximent la solution w(t) de (F.V.P) dans le sens ou
uo(T') converge vers f quand « tend vers zéro. Et ainsi u, () converge vers la solution
u(t) de (F.V.P) si et seulement si u(t) existe, et la fonction transportant f a v,(0) a
aussi une grande norme pour les petits c.

3) Miller [11] aborde ce probléme de grande norme par perturbation optimale de
lopérateur A, il indique qu’il devrait étre possible de rendre la norme de l'ordre £
plutot que cxp(£) et tire les conditions sur la perturbation f(A) pour obtenir les

meilleurs résultats possibles.

Comme dans les méthodes ci-dessus, il rapproche (F.V.P) par :

V() + f(A)u(t) =0, 0<t<T
(2.10)
Et de nouveau résout le probléme en utilisant la condition unitiale v(0). Il appelle
ce la, la méthode de quasi-réversibilité stabilizé.
4) Enfin, Showalter [15] traite un probléme plus géneral en utilisant une autre

méthode, il approche le probléme :

W' (t) + Au(t) — Bu(t) =0, 0<t<T
(2.11)

u(0) = f

par
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W (t) + Au(t) — Bu(t) =0, 0<t<T
(2.12)

u(0) + au(T) = f.

Il appelle ce la la méthode de la valeur quasi-limite, et il suggeére que cette méthode
donne une méilleur approximation que de nombreux autres types de régularisation.
Dans ce travail, nous utilisons cette méthode pour régulariser (F.V.P).

Nous notons que (F.V.P) est un cas particulier du probléme étudier dans [15].

2.4 Etude du probléme mal posé a coefficient opé-

ratoriel positif

Dans cette section, on étudie le probléme a valeur finale suivant :

W) +Ault)=0 0<t<T
(F.V.P) (2.13)

u(T) = f,

ol A est un opérateur auto-adjoint non borné positif dans un espace de Hilbert H

séparable, et que zéro est dans I’ensemble résolvent de A, et [ une valeur préscrite
dans H.

Supposons que A admet unc basc orthonormale des vecteurs propres {go,n}nzl dans

H associés aux valeurs propres {\, }

n>1 telles que

0< A <A <..et lim )\, =-+o0.
n—-+oc
Nous utilisons la méthode dite des valeurs quasi -limites, on perturbe la condition

finale dans le probléeme (F.V.P) par le variable de controle «(0) on obtient le probléme

approximatif non local dépendant d’un petit paramétre oo > 0 suivant :
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W(t)+ Au(t) =0, 0<t<T
(Q.B.V.P) (2.14)
au(0) +u(T) = f.
Soit : u(0) = Y00, a; ¢
S(Tyu= 3275 7™ ai o
et
(S(Tyu ) = ¥, ¢ ™ a? 2 0.
D’ott nous obtenons :
(@I + S(T)7H| <2
Il est utile de savoir cxactement quand (F.V.P) a unc solution.

Le lemme suivant répond & cette question.

Lemme 2.2.1:Si f =37 b ¢, et u(0) € D(A), alors (F.V.P) a une solution

0 12 2TA
i1 0 e

si et seulement si > i converge.

Pour la preuve voir [3].

Définition 2.2.1 : On définit u,(t) = S(t)(al +S(T))" f, pour f € H, a > Oet
te0,1] .

Théoréme 2.2.1 : La fonction u,(t) est la solution unique de (QQ.B.V.P), et elle
dépend continiment sur f.

Preuve : 1l cst facile de voir que u, cst unc solution classique de I’équation

differentielle donnée, en plus :

at,(0) + uo(T) = a(al +S(T)) ' f+S(T)(al +5(T))"f

= (af +S(T)) (ol +S(T))f=f
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et maintenant, on montre que la solution est stable :

1S() (@l +S(T) ™" fr = St) (al +ST) ™ fo| =
_ 1
|S(t) (al + S(T)) YA A < - | fr — fal
L’unicité découle du fait que toute solution v doit satisfaire

v(0) = (al +S(T))"" f et de P'unicité de la solution du probleme direct.

Nous faisons deux observations qui seront utiles plus tard.

ue )| < 2|11l

Premicrement, de ce qui précede, il est claire que

Deuxieément, si u(0) = Y o0, a; ¢, , alors :

(ol +S(T))u= Z (+ e ") a;
i=1
et :
i a;
I+8(T) tu=) ———o.
(Oé +‘S( )) u ;aJreT’\i%

Théoréme 2.2.2 : Pour tout f € H, o> 0, et t € [0,7T] nous avons :

t —T

[ua()] <o |If].

Pour la preuve voir [3].

2.4.1 Convergence de la solution régularisée

Théoréme 2.2.3 : Pour tout f dans H, ||ua(T) — f || tend vers zéro quand «

tend vers zéro, c’est-a-dire uy (1) converge vers f dans H .
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Preuve :Si f =) 7, b; ¢;, alors :

ua(T) — f = S(T)(al +S(T)) 1 f—f
S(TY f (a+S(T)) f

a+S(T) a+S(T)
SO)f—af =5ST)f
(a+5(T1))

a a+S(T)f

— —ala+ST)

donc :

lua(T) = 1P = |l =acfa+ S |

o |+ S@)~ |

= Y% (a e ™)
i=1

Soit £ > 0, comme la série Y ;- b? converge, alors on choisit N pour le quel

e <] 2 £ PR .
Yooy bi <5, douona:

a’b? = a’b?
fuol®) = P =3 — 2+ S

i=N+1 (a+ eiTAi)Q.

En éstimant (a + eiT/\i)_:) respéctivement par e*7* et par a2, on trouve :
9 N aQbQ [e'e] QQbQ
lua(T) - FIF = : + i
N 50
< YN N g
=1 i=N+1
N -
< Zazb?BZTM + =
i=1 2
<

N €
o’ E bf(iQT}W + —.
2

i=1
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1l suffit de prendre « telle que :

Donc on obtient :

lua(T) = fII* <

= E£.

DO ™
N0

Ce qui termine la démonstration . =

Théoréme 2.2.4 : Pour tout f dans H, (F.V.P) a une solution si et seulement
si u(0) converge dans H. De plus, us(t) converge vers u(t) quand o tend vers zéro

uniformément en t, pour tout t € [0,77].

Pour la preuve voir [3].

2.4.2 Estimation de I’érreur

Théoréme 2.2.5 : Si f = > bip, est dans H, et s'il existe ¢ > 0 tel que

Yo b converge, alors ||uo(T) — f|| converge vers zéro avec lordre afe 2.

Preuve : On suivant larticle [3], soit ¢ € ]0,2[ tel que Y7 b2e*T'soit conver-
gente, et soit k € ]0,2].

On fixe un naturel n et on définit :
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La dérivée de h,(«) par rapport a a est donnée par :

kak1 (a + e*’\“T)Q — (2a + 26*A"T) aF
(v + e 2T

[kak=t (a+ e™T) — 20F] (a 4 e7*T)
(a+ e—’\”T)4

[koz’”'*l (a + e*’\"T) — 20/”‘] (oz + e*A”T)
(o + e*’\“T)4

o1 (b= 2)a + ke ™7
o —

hnla) =

(a+ enT)
D’ou
h! () = 0 pour a = 0 ou g = %

puisque h, (o) > 0, h,(0) = 0 et lim h,(a) = 0 donc ag est la valeur pour la

a—00

quelle /i, atteint son maximum, d’oll on a l'inégalité :

tafe) < (52 k) ( (215)

g + e T

Maintenant, on calcule :

o0

lua(T) = I = 3 820 (a+eMT)
n=1
— Z b2 Fak (a+ e’A”T)fQ
n=1

= o** Z b2 hy ().
n=1

D’aprés (2.15) :

lua(T) = 11I”

IA

00 . k
a2k Zbi (2 ﬁ k) o~ kAT (ao + e—AnT)—z
n=1
67L7A,LT

- k k
2—k 2
E b
: n=1 ! <2 - k) (04% + 209~ T & 6—2/\”T)v

IA
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2\, T

, on obtient :

”\”T) 72par e

on éstime (ao +e

lua(T) — £1I°

IN

ad k —kAnT
0527]0 Z b2 k e "
= \2 k) e T (2T ag + 200eMT 4 1)

o0 k‘ k
2—k Z 2 (2—k)AnT
(8] b .
/n:l " <2 k) 6 ’

IN

si on choisit &k = 2 — € donc € = 2 — k on obtient :

_[(2—¢ e
lual) = I < @ ( - ) 2 M,
n=1
2 — 00
< of <2) <2—5) EzesAnsz
€ € — :
e -2 € e T2
= a‘e 4( ) Ze (el nd
2—¢ o
= cafe

wa(T) — converge vers zéro avec l'ordre ofs2.
g

Corollaire 2.2.1 : Si [ =Y 2, b; ¢; est dans H, et sl existe un € > 0 tel que

32, b2 @M converge, alors ||ug(t) — u(t)| converge vers zéro uniformément en

t, pour tout t € [0,T] avec l'ordre af ¢ 2.

Preuve : On a d’aprés le Théoréme 2.2.5



avec lordre of e~

donc :
1 (0) — u(0)|* = o ‘thn 2T

— o k}:b L
(v + e /\"T)

_ -2
< o*k g bfboz a + e ”T) 2T An
n=1
[e%) k‘ k )
S a27k § :bi (ao + 67/\”T) 62T)\,, e*k/\nT
2—k
n=1
e} k I
o K ) k BQTA" e kAnT
< « E b; .
>~ n\9_ L (Q(Q) + 20[067)‘”71 + 672)‘”T)
n=1

On éstime (o 4+ 20pe 7 + e72T) par ¢ 227" on trouve :

0 Nk
1) ~ w0 < a2 * 342 (2 ) et

n=1

sl on choisit k£ = 2 — € on trouve :
() — (@) < 262 (=

o)

_ 4C¥Eu_2 <2 ) b? (24e)TAn,
— &

-2

2+5)T/\n

> 2 (2+8)T/\n

= ca’e

Ou

(i

) 21)2 (2+e)T

27

Donc |lua(t) — u(t)||converge vers zéro uniformément en t, pour tout t € [0,T)]

2 nm
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2.5 Etude du probléme mal posé a coefficient opé-
ratoriel négatif

Dans cette scction, supposons que H cst un cspace de Hilbert séparable, ct soit
A géneérateur infinitésimal d'un semi-groupe de contraction et que zéro est dans I'en-
semble résolvent de A.

Dans cette partie on étudie le probléme(/.V.P) mal posé suivant :

u'(t) + A u(t) =0, 0<t<T
(I.V.P) (2.16)
u(0) = f,

avec un coefficient opératoriel A auto-adjoint négatif dans un espace de Hilbert H.

Supposons que A admet une base orthonormale des vecteurs propres {cpn},@l dans
H associés aux valeurs propres {/\n}nz1 telles que

lim A\, = —00 < ..... <A< A <.
n——+oo
Nous utilisons la méthode de quasi-valeurs aux limites, on perturbe la condition

initiale dans le probléme (I.V.P) on obtient le probléme approximatif non local dé-

pendant d’un petit parameétre o > 0 suivant :

u'(t) + Au(t) =0, 0<t<T
(Q.B.V.P) (2.17)

au(T) +u(0) = f .

On pose M(t) = e, M(T) = ¢'4 et S(t) = e **on obtient :

w(0) =Y ap, (2.18)
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M(T)yu =Y c"a; g, (2.19)
i=1
et
(M(T)u,u) = Z e a2>0. (2.20)
i=1

D’o1t nous obtenons :

[(ad +S(T) 7| < (2.21)

21

Il est utile de savoir exactement quand (/.V.P) a une solution.
Le lemme suivant répond & cette question.

Lemme 2.3.1: 5i [ =37 a; ¢;, et w(T) € D(A) alors (I.V.P) a une solution

-9
> a2 e A

si est seulement st Y - a; i converge.

Preuve :

- On suppose que

w(t) = S(t)u(0)

= e Mu(0)

= Y e Naiy,

i=1

—2T'\; 2

solution de (I.V.P) existe, et montrons que > .~ e~**ia? converge.

Comme u(0) = > a;p; € H, et

wT) = S5(T)u(0)

~TA;
E e a; ©; .

=1
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lu(T)I* =

oo

g e Thig, ®;

i=1

oo

= E esz’\iaf.
=

1

Et comme u(T) € H, donc on a Y o= e *Tia? converge.

—2T'\

- Inversement, supposons que » :° e ‘a7 converge, et montrons que

u(t) =322, e ia; o, est une solution de (1.V.P).
w(0) = 3270 asps = [
u(t) =300 e ia; ;.

2T\

On suppose que E;’il e iaf converge, et montrons que u(t) est bien définie.

2

[es)
[u@I* = > e Naig,
i=1
00
— Z 672tkia?
i=1

e’QT’\iaf

[M]¢

=1

< oQ.

Donc u(t) est bien définie.

Soit u(t) = > i0 e Ma; o = >0, vilt).

00 /
v

Maintenant, on montre que » .-, v}(t) converge.

i vi(t) = i (e‘”"ai @i)/
i—1 i—1

o0
—tx;
= E —Ne ay ;.
i=1



/ —tA;
E v (t) = E —ie” Ma;
i=1 i=1
oo
B 2 _9t\; 2
= E Afe g
i=1
o0
< g /\56_2“7@?
i=1
< oo.

Donc > 77, v} (t) converge uniformément, et par suite :

00 /
t = (S

i=1
o0

= g —/\iefﬂ"'ai ;.
i=1

Et comme u(t) € D(A),VO0<t<T, et

u'(t) + Ault) = Z — e Pa, o, + Z Ne Pia, @,
i=1

i=1
avec u(0) = f
Donc :
u'(t) + Au(t) = 0, 0<t<T
u(0) = f

Et par suite u(t) est une solution du (I.V.P).
Soit le probleme (Q.B.V.P) a coefficient opératoriel A négatif :
u'(t) + Au(t) =0, 0<t<T

(Q.B.V.P)
au(T) +u(0) = f

Donc le probléme suivant :
u'(t) + Au(t) =0, 0<t<T

u(T) = (al +eAT)71f .

31

(2.22)
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est bien posé. m

Définition 2.3.1 :On définit

un(t) = M(T — t)u,(T) (2.23)
eT-04 (a[ + 6‘4T)71 f,pour fEe H; a>0ettc|0,T].
Théoréme 2.3.1: La fonction u,(t) est la solution unique du probléme (QQ.B.V.P),
et elle dépend continiment sur f.

Preuve : 1l est facile de voir que u,(t) est une solution classique de l'equation

différentielle donnée, en autre :
o (0) + aua(T) = e (al + eAT)71 f+a(al + eAT)fl b
= (al +e7) (al +eT) y
=/
et

|M(T =) (@I + M(T)) " fr = M(T —t) (@I + M(T)) " fo || =

He(T—t)A (al + 6AT)—l Ji — eT=04 (o + eAT)_l f

He(T—”A (oz[+eAT)_1 (fi = R)|| < 3 lfi = Fll,

L’unicité décole du fait que toute solution v doit satisfairc v(0) = 74 ((Y] +e 4T) f
et de 'unicité de la solution du probléme direct de Cauchy.

Nous faisons deux observations qui seront utiles plus tard.

Premié¢rement, de ce qui précede, il est claire que [juq(t)|| < 2 ||| .

Deuxiément, si u(0) = Y22, a; ¢;, alors :

(al + M(T Z (ol +e*) a;p;,
i=1
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et
I+ M(T
(al + ; al + 64T
]
Théoréme 2.3.2. : Pour tout f € H,a > 0 et t € [0,T] nous avons :
lua(Ol] < a7 ||If]- (2.24)
Preuve : Si f =) 7, a; ¢;, ona :
ug(t) = M(T —t) (ol +e' )7 f
— Ze(Tft)/\ (af + e,\T)*laMi,
i=1
et
2
lua@®I = |13 (0l + M) aip,
=1
= YT (af ) P a?
=1
= Za?eQ(T f)k{(oz]Jre ) v (a[+e ) ! }
=1
B o0 G2AT—t)\
o Z T—t 1— T T—t 2 (
i=1 [(a[ + M) T (al 4 e7T) }
T—t _T—t 1—t
On fait I'éstimation de (a[ + e/\T)T par e et (ch + e/\T)l T par = T
on trouve :
o0 2AT—t)A
lua(OI < ‘ S a?

INA
—
o
4L
N——
no
gk
2
=N

Donc :

lea(l < a7 [|f]. m
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2.5.1 Convergence de la solution régularisée

Théoréme 2.3.3 : Pour tout [ dans H, ||u,(0) — f|| tend vers zéro quand «
tend vers zéro. C’est -a -dire u,(0) converge vers [ dans H.

Preuve : Si f =) 7°, a; ¢;, alors :

ua(0) — f = AT (a[ + eAT) ! f—1r

B eAT Fo al + eATf
T al +eAT al + eAT
—a
B a[—l—e“Tf
= —a(al+e )71f.
Donec :
o2

Hua(O)—fH2 = H—Oz (a[+eAT) 1fH

Soit & > 0, comme la série Y ;7 +1 a? converge, alors on choisit N > 0 tel que

Yo, al <5, douona:

N

a?a’? = a?a?
1, (0) — f|I* = E s § { %%
o (®) = 71 (I + eNT)? (al + eNT)?

=1 i=N+1

2T

L 2 . _
On éstime (aI + eAT) respéctivement par e et par a2 on trouve :

N 2 92 [e.0]

a?a a?a?
ua(0) — I = L + :
l4a(0) — £1 Z[ewae—mwm > 1

i—1 i=N+1 [0‘ (1 + Eeﬂ")] ’
< Zaz 20-2NT | ;_

Il suffit de prendre « telle que :

(y2§

o ™
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Donc on obtient :

lua(0) = f1I* <

=&,

DO | ™
_|_
DO | ™

Théoréme 2.3.4 : Pour tout f dans H, (I.V.P) a une solution si et seulement si
la suite u(T) converge dans H. De plus, nous avons u,(t) converge vers u(t) quand
a tend vers zéro uniformément en t, pour tout ¢ € [0, 7.

Preuve : Supposons que limu,(7") = u(7") existe, soit

—0

u(t) = S(t)u(0)

_ eA(T—t)e—ATu(O)

= M(T —t)u(T),
et (lniir(l)ua(O) =f
tim [lu(t) — wa()| = lim [M(T — u(T) - M(T - t)ua(T)|

= lim [ M(T = t) (u(T) = ua(T))|

IN

lim ||u(T) — ua(7T)] = 0.

a—0

Ainsi w(0) = f et u(t) = M(T — t)u(T) résout (1.V.P). Nous voyons aussi que
o (t) converge vers u(t) uniformément en t, pour tout t € [0,7].

Maintenant, supposons que u(t) est solution de (1.V.P). Soit ¢ > 0, et

f= Z?il a; Py

D’aprés Lemme 2.3.1 1 |Ju(T)]* = 300, a2e 2T,

=11

On choisit N de sorte que D2 v aZe 2T < £
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Soient o,y > 0, alors :

ltat) = w1 < ualT) = (D = [l + M@ f = (31 + M (D)) £

s 2
1 1
- Z ateNT  yent | N

i=1

2
y 1 ()/\iT a — 6)\,;T

(a4 eNT) (4 + eNT)

iP5

I
Mg

i=1

o 2
= Do) (ar+ (@+7) M + ) agp,
i=1
= Z (v — @) (o + (o +7) N 2T 2
i=1
S 9
= v —a)? (ay + (a+7) N + 2T 7 a?
> (r=a) :
i=1
+ Y (v —a) (o + (@ + ) NT 4 eNT) a2,

i=N+1
On éstime ((m (a + ) M7 4 i T) par €T et respéctivement par (o + ) e*on
obtient :

N
lua(t) = u, (O < JJua(T) = uy (D) = Z (7= aYa? [T (are T 4 (a+q)e M 1))

o -2
a | _
+ > (r=a) 3[a+7 eAJ( i _/\ZT+1+6)‘1T>:|

i=N+1 aty
N
< Z(V_OZ) —ANT 2+Z<Q+7> 2 2N
i=1

Maintenant, si nous choisissons § > 0 tel que :

<_<Ze >

et exigons que « et vy soient inférieurs & ¢ on obtient :

o (T) = s (T) > <

DO ™
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Donc {u,(T)} est de Cauchy converge, et par suite u,(t) converge vers u(t)

uniformement en ¢, pour tout ¢ € [0,7]. =

2.5.2 Estimation de ’erreur

Théoréme 2.3.5 : Si [ = > a; p; est dans H, et s’il existe € > 0 tel que

S aZe T converge, alors ||ua(0) — f||,; converge vers zéro quand « tend vers

zéro avec lordre ofe~2.

Preuve : Soit € € |0, 2[ tel que Y 2, a?e “*Tsoit convergente, et k € ]0,2].

On fixc un naturcl n ct on définit :

oF

]Ln,((l) = m

La dérivée de h,(a) par rapport & « est donnée par :

oo (k= 2)a + ke T

") —
hn(a') = ((]{ + ()’A,LT)S
D’ou h/,(ar) = 0 pour « =0 ou ag = %

Puisque h,(«) > 0, h,(0) = 0 et lim /,(«) = 0 on conclu que aq est la valeur

a—>r00

pour la quelle h,, atteint son maximum, d’otl l'inégalité :

i k kAT
ho(a) < _ 2.25
@< (32 e (2.25)
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Maintenant, on calcule :
2 ary 1 |2
lea0) = 17 = ||-a (al+ ) g
- Z o?al (a+ eA"T)72
n=1
= 2
= Dkt (o eMT)
n=1
= 0424’2@% hp(a).
n=1

D’aprés (2.25) :

- — EO\" O, B
[|1a(0) — f“2 < o2t Zai <m> kAT (040 4 BAnT) 2
n=1
= k k kAT
< 2—k 2 .
S ; a, (2 o k) eQ/\nT (672/\”TG{% + QQOB,A”T T 1)
On éstime (C“O + e/\"T) _2Pa1“ 2T on obtient :

e E\"
lua(0) — fI? < 0?3 a2 <m) (I,

n=1

si on choisit k =2 — ¢ alors : ¢ = 2 — k on obtient :

2\ (2-e) T
lua(0) — fII* < o <—) ( 5) > e ay

@]

C

n=1
— = —
= a%c%4 E e~ Tg2,
2—¢
n=1
= cae 2,

ou

g o0
_ € —eAnT 2
C—4<2_5) Ze a,.

n=1

Corollaire 2.3.1 : Si f = > 7 a; ¢; est en H, sl existe ¢ > 0 tel que

S a2e”@HOTN converge, alors ||uq(t) — u(t)|| converge vers zéro avec
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Uordre af=~2uniformement en t, pour tout ¢ € [0,7T].

Preuve :

On suppose que Y 2, aZe(

24€)TA

i converge, et on montre que ||uq(t) — u(t)| converge

vers zéro avec 1'ordre as2uniformément en ¢, pour tout ¢ € [0,77].

On a:

ta(T) —u(T)

lua(T) —a(D)* = Y ———

IA
=
T

IN

Q
[ V)
=

IN

k
k 2 :
a2 ( (aoJreAnT) T AT

6_2/\”T ekAnT

2—k § 2
(87 CLn (2 — ]{‘) ((y% + 2()(0(3A"T + (BQA,LT) .

On éstime (a2 4 2age ! + A7) par 2! on trouve :

. _ > k k B
HUQ(T)_U(T)HZS a2k Z ai <m> e~ T kAT

n=1



Si on choisit £ = 2 — ¢, on trouve :

e (1) = u(T)||”

A\
o)
()
[]e
IS
S
7N
[\]
™
™

IN
2
m
/o~
Ml =
N~
[V

40



Chapitre 3

Etude du probléme mal posé (cas

continu)

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie le probléme mal posé dans le cas continu, nous utilisons
la notion de mésure spéctrale et de représentation spéctrale pour étudier une version

spéciale du probléme a valeur initiale stochastique (S.1.V.P) de la forme :

u'(t) = —Au(t) + BW(t), 0<t<T (3.1)

uw(0)=f, (3.2)

pour une certaine valeur initiale préscrite f dans un espace de Hilbert H, et A est un
opérateur auto-adjoint négatif tel que 0 € p(A), avec W™ processus de bruit blanc a

41
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valeurs dans H; et BB est dans L(H,, H), principalement 'opérateur I3 consideré ici

est nul, connu sous le nom de (1.V.P), ce probléme est mal posé.

Nous notons que ce type de probléme a été considéré par plusieurs auteurs, en

utilisant différentes approches.

Lattes et Lions (1967), ont approché le probléme par une perturbation de I'opé-

rateur A.

Dans Clark et Oppenheimer (1994), et Showalter (1983) un probléme similaire
a été traité d'une facons différente, ils remplacaient la condition de la valeur finale

uw(T) = g par la perturbation :

w(T)+ au(0) =g . (3.3)

Aussi, nous devons mentionner que la condition non standard de la forme (3.3) a
été utilisée dans certains articles récents voir par exemple Ames, Payne et Schaefer

2004, Denche et Djezzar 2006.

Dans cette ¢tude nous perturbons la condition initiale (3.2) pour obtenir un pro-
bléme approximatif non local dépendand d’un petit paramétre «, c’est-a-dire au lieu

de (3.2), on considere la condition pertutbée :

uw(0) + au(T) = f (3.4)
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3.2 Etude du probléme mal posé a coefficient opé-

ratoriel négatif

Dans cette section, nous utilisons la notion de mésure spéctrale et de représenta-
tion spéctrale pour étudier une version spéciale du probléme & valeur initiale stochas-

tique ( c’est-a-dire B = 0) (S.1.V.P) de la forme :

L (1) = —Au(t), 0<t<T (3.5)

u(0) = f. (3.6)

Définition 3.3.1: La fonction u : [0,T] — H est appelée une solution classique du

probléme (I.V.P) (3.5),(3.6) ( respéctivement (Q.B.V.P) (3.5),(3.4)) si u € C([0,T]

JH),u(t) € D(A) pour tous les t € 10, T[ et u vérifie l’équation (3.5) et la condition
initiale (3.6)(respéctivement la condition (3.4)).

Maintenant, soit {Ex},_, une mésure spéctrale associée a l'opérateur A, dans

Uespace de Hilbert H. Pour tous les [ € H, on peut écrire :

0
= / dENf. (3.7)
Si le probleme (I.V.P) (3.5), (3.6)(respéctivement (Q.13.V.P)(3.5), (3.4) admet une

solution u(t) (respéctivement u,(t)), alors cet solution peut étre représentée par :

u(t) = / e MdEyf | (3.8)

oo

respéctivement,
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0 AT-1)
o(t) = / B . (3.9)

AT
o ¥t e

Définition 3.3.2 : On définit u,(t) = M(T —t) un(T).

ug(t) = T4 (ol + eAT)fl f (3.10)

0
= T (af 4 AT) T / dE\f

— O

0 (Tt
— — _dFE.\f.
/ larrony

Lemme 3.3.1:Si f = ffoo dE\f et u(T) € D(A), alors (I.V.P) a une solution
si est seulement si [°_ e 2™ | By f ||* converge.

Preuve : On suppose que u(t) = ff)oo e "AdE\[ solution de (I.V.P) existe et
montrons que ffoo e M| By f || converge.

Puisque u(T) = ffoo e T dE\f € H donc on a :

2

0
(@) - H [ eramg
0

= [ e

< oo,

et par suite fi)oo e~ || Exf ||* converge.
- Inversement supposons que ff)m e~2TA ] || Exf ||* converge et montrons que u(t) =

ff)m e~ E, f solution de (I.V.P).

w(0) — /0 dEyf



-Montrons que u(t) est bien définie.

2

—00

0
()P = H [ ey

e 2| By S

IN

e 2 dEs |

Donc u(t) est bien définie.

Posons v(t) = e~ **, donc on a :

u(t) = / ’ e"ME\f

—0Q

0
= / v(t)dE\f.

—00

Maintenant, on montre que fi]oo V' (t)dEyf converge.

0
— H/ —)\eitAdEAf‘

0
_ / N2 22 || By S|

2 2

H/ U (e P S

0
< / Ne || By S
— || Aw(T)|?
< Q.

Donc
ffm v'(t)dE\f converge uniformément, d’ou :

0

W — ([ ety

—0oQ

0
= / —)\CitAdE/\f.

—0O0

45
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Et par suite, on peut montrer que u(t) vérifie :

u(t)+ Au(t) =0, 0<t<T

u(0) = f
On a:
0 0
u'(t) + Au(t) = / —/\et)‘dE,\erA/ e MEyf
0 o
= / —/\eit)\dE,\f —l—/ Aeit/\dE)\f
=0,
et
0
u(0) = / e B\ f
pu— f_
(]

Théoréme 3.3.1 : La fonction u,(t) est la solution unique de (Q.B.V.P) et elle
dépend contindment sur f.

Preuve : 1l est facile de voir que u,(t) est une solution classique de 1’équation
diffcrenticlle donnée.

En outre :

Ua(0) + aun(T) = e (al +eT) T fta (af + eAT)71 f

0 BTA ) 0 a .
- /_m (ol =~ o) 2N +/_m (ol + o) 2N

= /0 (af +e) (al + e’\T)_l dE\f

—0o0

[

= f
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Maintenant,

|M(T =) (oI + M(T)) " fr = M(T —t) (oI + M(T))"" fo| =

(T-1)A (a[ T 6AT) -1 fi — e(T-0A (aI + eAT)fl 1,

HG(T—t)A (OJJF 6AT) (fi —

< lfi—fol.
L’unicité découle du fait que toute solution v doit vérifie

w(0) = AT (al M) = [ d B

et de I'unicité de la solution du probléme direct de Cauchy.

Nous faisons deux observations qui seront utiles plus tard.

Premiérement, de ce qui précede, il est claire que [Juq ()| < || f]| .

. . 0
Deuxiément, si u = fim dFE\u, alors :

0
(a[ + eAT) U= / (a[ + eAT) dE\u,

—00

et
) 0
(OZ[ + l\[(T)) u = / de,\u
[ |
Théoréme 3.3.2 : Pour tout f € H, a > 0 et t € [0, T] nous avons l’éstimation
sutvante :

lua®I < aT || f]]- (3.11)
Preuve : Si [ = ff)oo dE\f on a :

ua(t) = M(T—t)(al +e' )7 f

0
— / eT=0A (ol + e’\T)fl dE\f.

—00
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Donc on a :

0
lua(®I? = \\ (T (af 4 ) g

—00

P (ol + ) P d P

2T =t ary 1Tt 2
_ a1+p YT (ol + ) T] d||Exf]

— 00

0 2T—t)A
€ P
- / ST N
=00 oJ + e’\T T (a] + eAT)lfi}

_T—t
On fait I’éstimation de (oz] - eAT) par M=) e (a[ + e’\T) T par aTt, on

obtient :

) 0 Q21—

@l < [ — B
50 EAT—t)A ( )
< (af) " [ almsr
Donc :

el < ¥ 7] ve € 0,71,

|

3.2.1 Convergence de la solution régularisée

Théoréme 3.3.3 : Pour tout [ dans H, ||u,(0) — f|| tend vers zéro quand «

tend vers a zéro, c’est-a-dire u,(0) converge vers f dans H.
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Preuve : Si f = ffm dE\f, alors :

ua(0) — f = AT (a[—&-eAT)*lf—f

o _
- (ol + eAT)f

0 —a
= ———dFE,\f.
/m (al + ) A

Done :

2

O —
@ =11 = || [ rimman
-Ooo a2

- 2
= /mmdnﬂ\ﬂ :

Puisque f = ffoo dE\f € H, alors pour £ > 0 fixé, on peut choisit NV > 0 tel que :

[ aimar<s.
)~ 117 = [ caimgr el [ e
- CJese (al 6T _n (al 4 eXT)?
On éstime (a[ + e’\T)2 respéctivement par o et e**" on obtient :

—N 0
lua(0) = I < / QIE + o? / TN
—0o0 -N
€ 2 0 —9AT 2
< Sra? [ B P

Il suffit de prendre «a telle que :

-1

0
/ e”dnEAfnz)
—N

QI\D
INA
DN ™
YN

On trouve :

lua(0) = f1I* < =c

DO | ™
+
DO | ™
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Théoréme 3.3.4 : Pour tout f dans H, le probléme (I.V.P) a une solution si
et seulement si la suite uy(T) converge dans H. De plus, nous avons us(t) converge
vers u(t) quand « tend vers a zéro uniformément en t, pour tout t € [0,7].
Preuve : Supposons que (lyimua(T) = u(T") existe. Soit u(t) = M(T'—t)u(T"), on sait que

—0

lir%ua(()) = f.

Et comme
lin [Ju(t) — ua(D]] = lim (M~ yu(T) ~ M(T — tua(D)]

= lim | M(T —t)(u(T) — un(T))||

IA

lim ||u(T) — ua(T)|| = 0.

a—0

Ainsi w(0) = f et u(t) = M(T — t)u(T) résout (I.V.P). Nous voyons aussi que
uo(t) converge vers u(t) uniformément en ¢, pour tout ¢t € [0, 7.
Maintenant, on suppose que u(t) est la solution de (I.V.P ) .

Soit [ = ff)oo dEx\f , u(t) = ff)oo dE\u et o, > 0, alors :
lua(t) = u, (I < JualT) =, (D)” = [|[(a + M(T) " f = (4] + M(T)) " £

0
— / (v — a)2 (cw + (a+7) A+ 62/\T)72 d ||E,\f||2

—0Q

N
- / (7—(1)2 (av—&-(a—i—’y) 6/\T+62)\T)72d||E)\fH2+

—00

0
/ (v — a)? (o + (a+7) e + e”T)_2 d||E\S|” .
JN

On éstime par rapport a 22" et (o + ) e’ on obtient :

N Yoo ? 2 ‘ 2 2
(52) emmdlms+ [ - af e Sdlms?,

U (1) — u~ (T 2</
[ua(T) — uy (T)]” < o i

—00
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On choisit § > 0 tel que :
< 0 -1
# ([ -are almp)
et « et v soient inferiure & &, on obtient :
2
[[ua(t) — us (0)]" <

Donc {u,(T)}est de Cauchy ct par suite clle converge, d’ou u,(t) converge vers

u(t) uniformément en ¢, pour tout ¢ € [0,7]. =

3.2.2 Estimation de la solution régularisée

Théoréme 3.3.5 : Pour tout f € H, les fonction u, donnée par (3.9 ) sont des

solutions classiques de (Q.B.V.P)(3.5),(3.4) et on a l’estimation suivante :
1
[ua ()] < EHfH’ Vi e [0,7], a>0. (3.12)

Preuve : Si nous supposons que la fonction u, donnée dans (3.9) soit définit pour

tous t € [0, 7], alors on obtient :

2

0 MT-t) ‘
wamf——H/ MY ey

0 2MT-) )
= ———d||E .
| a8




On fait I’éstimation de (a 4 e*?)?par o, on obtient :

I
2 2
@l < = [ dlE
1 2

< i

< o
Donc u,(t) converge.

AT —1)

- On pose que v(t) = S——r.

Donc :
0 AT-D)
() = ——dF~
Ug (1) /ooa_’_en A
0
o 0 AT=0)
)dE = —A——=dE,\f .
| vwang = [ xgag
NT—1) 2 0 ) e2A(T—1) )
—dE N————d|E .
= | = [ e
On fait I'éstimation de (o + e*7)?par o on obtient :
NT—1) 2 1 0 X
|| s | < & [ aim
1
< Ly
< oo,

0 A(T'—t)
donc : [° —AS—rdE\f converge.

et comme
0 AT-1)
)y = ——dF '
) = ([ o)
0 ANT-t)
- / (C YaE,

AT
o ate

0 NT—t)

(0]

— 00
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donc on obtient :

ul (t) + Auy(t) =0

w(0)=f .
2) puisque
0 NT—t) 2
2 e
ol — | [ St

0 2A(T—1)
e
- [ SamlEg

et o
0 1 9
< — s dIExf 7

o lar TP

On fait I'éstimation de (o + €*")? par a? on obtient :

0
1
I < [ dlEsI?

0
—3/ dNE I

1
a“

IN

donc :
1
2 012
luaOI” < =5 17

I
lua (N < —IIA1I-

3.2.3 Estimation de ’erreur

Théoréme 3.3.6 : Si f = fi)oo dE\f € H,et sl existee > 0, tel que ffoo e =T || EyFI?
converge, alors ||u,(0) — f]|| converge vers zéro quant « tend vers zéro avec l'ordre
af g2

Preuve : Soit ¢ € |0, 2[ tel que ffoo ¢ T\ || Exf||*soit convergente, et soit

k€]0,2[.
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On définit :

k

M) = o

La dérivée de h(«) par rapport a a est donnée par :

i1 (B = 2) a+ ket

h// o) =«
( ) (OZ + 6/\T)3
h'(a) = 0 pour o = 0 ou g = k;:f

Puisque h(a) > 0, h(0) = 0 et lim h(a)) = 0 on obtient que ay est la valeur pour

a—00

la quelle A atteint son maximum, d’ot l'inégalité :

h(a) < <2fk>k( - (3.13)

ap + GAT)Q

Maintenant, on calcule ||uq(0) — f|* :

lua() = FIF = |- (a7 +e™) 5]
_ /_° o (ol + ) 2 d | £

0
_ oﬂ—’*’/ ha)d | Exf”,

o0

d’apreés (3.13) on obtient :

2 2k k g 0 ek AT 2
lua(0) — FI? < o> * (—) / 1B

2—k oo(Olo—l—e/\T)Q
EO\" 0 ok AT
2k )
dl||E .
o (2 — k) /Oo (a&% + 2a06>\t + ezAT) H /\f”

AT

IA

On éstime (ao + e/\T)2 par T on obtient :

- 0 k k a
Jua(®) = A1 < 02 (m> 2T | By £
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Si on choisit k =2 — e ie e = 2 — k on obtient :

lua(0) = f1*

IA
o)
oy
N
DR
N——
N
N
)
o
™
N———
o
—
8 o
&)
&
>
~
QL
85|
>
=
T

ou

2—¢\ ° [°
c_4< {f) / e | Bt

Donc ||uq(0) — f|| converge vers zéro quant « tend vers zéro avec 1'ordre a® 2.

n
Corollaire 3.3.1: Si [ = [°_dE\f dans H, il existe = > 0 pour que [°_ e~ CtITAG||E, f|”
converge, alors |ua(t) — u(t)|| converge vers zéro quant « tend vers zéro avec

Vordre of =2 uniformément en t, pour tout ¢ € [0,77].

Preuve :Puisque

ua(T) — u(T) (a[ + eAT) ! f—eATf

0 AT
—ae
= ————dF

/OO (ol + eAT) A,
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et

) ) 0 a2672)\T 9
L T R [ el Y]

0 k72)\T o
- / B

- / a)e Td 1B, £

00
0

< / af (a0 +e7) " 2672,\T6kATdHEAfH2
0 o 2T AT )
<o [ (5 ) N
(apl + €T
k k o 2T kAT ,
: o d||E .
- /oo (2 - k> (02 4 200 T + 27 iE2val

Donc par des calcules simples on obtient :

0 E " 1
JualT) (D < > * [ (m) eITERT || B, £

Si on choisit kK = 2 — € on obtient :

2 c O (2-e\"T o~ (2+NT
[ua(T) —u(D)|” < o d||EAf]

*(2+E))\Td HE)\f||2

) | -<°+€“Td||E Il

ou

c=4 (2: C> / e*(2+e)>\TdHE)\f||2.

Donc |Juq(t) — u(t)||converge vers zéro quant « tend vers zéro avec 'ordre af &2

uniformément en ¢, pour tout ¢ € [0,7]. =
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Abstract

This work is devoted to the regularization of an ill-posed problem for a
first order differential equation with a negative operatorial coefficient
(discrete and continuous cases).

We show for both cases the existence, unicity and the stability of the
solution.

We also establish some convergence results, and finally, we give an
estimation of the error and the order of convergence.

Key Words: Ill-posed Cauchy problem, spectral measure, quasi-
boundary value problem, quasi-boundary value methods, quasi-
reversibility methods.



Résumé

Ce travail est consacre a la régularisation d’un probleme mal posé
pour une équation différentielle du premiere ordre a coefficient
opératoriel négatif dans les cas du spectre déscret et spectre continu.

Dans les deux cas, on montre I'existence, I'unicité et la stabilité de la
solution.

On établit des résultats de convergence, et enfin, on donne une
estimation de I’erreur et I'ordre de convergence.

Mots clés : probléme mal posé de Cauchy, mésure spéctrale, quasi-
valeurs-aux limites, méthode de quasi-valeurs aux limites.



