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RESUME

Le présent travail est une contribution à l'étude de la

stabilité des méthodes mixtes d'éléments finis pour la résolution

numérique des équations d'Elasticité.En ajoutant à la formulation

standard de GALERKIN des termes de stabilisation,des conditions

suffisantes d'existence,d'unicité et de convergence sont

établies.La théorie présentée est illustrée par des exemples.De

plus, une application sur l'élément QX-QQ est mise en oeuvre au

moyen d'un programme en Pascal.

Ainsi,les propriétés de convergence pour les inconnues de vitesse

et de tenseur sont misesen évidence numériquement.
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La technique des éléments finis a connu une large

application dans l'analyse des différents problèmes de la

physique,(voir [10],[21] et [23]).Dans la plupart des cas,

les méthodes d'éléments finis ont été développées en se basant

sur la technique de GALERKIN.

Ces méthodes pour la résolution numérique des problèmes

du type point-selle sont assujetties à certaines conditions de

stabilité afin de garantir la convergence de la solution

approchée vers la solution exacte.Elles ont été particulièrement

développées dans les travaux de BABUSKA et BREZZI ([3],[4] et

[9]).

Malheureusement,il existe beaucoup des méthodes instables

au sens de BABUSKA-BREZZI.Ceci a motivé une nouvelle approche,qui

consiste à perturber la formulation variationnelle discrète du

problème mixte considéré,en ajoutant des termes pouvant dépendre

de la maille.Ces termes de perturbation sont introduits et

choisis de telle sorte à assurer la stabilité de la nouvelle

formulation (voir FRANCA-STENBERG [17] et [18],FRANCA-HUGHES-

STENBERG [19] et FRANCA-HUGHES-LOULA-MlRANDA [20].

L'objet de ce travail,qui suit cette nouvelle approche,

consiste à trouver des conditions suffisantes sur les termes de

stabilisation pour obtenir des méthodes stables et

contraintes assurentétablitconvergentes.On cesque

1'existence,1'unicité,ainsi que la convergence de la solution du

problème discret vers la solution exacte.
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Le présent travail est divisé comme suit.Dans le premier

chapitre,on présente les équations d'élasticité.Ensuite,on déduit

la formulation variationnelle du problème considéré.Finalement,

on donne une théorie générale de la résolution des problèmes du

type point-selle, ainsi que celle des méthodes mixtes d'éléments

finis utilisées pour leur approximation numérique.

Dans le deuxième chapitre,on applique les résultats

abstraits présentés dans le chapitre précédent pour la

formulation discrète du problème d'élasticité. On présente les

conditions qui assurent la convergence de la solution approchée

vers la solution exacte.Puis, on donnera quelques exemples de

méthodes mixtes stables et instables pour le problème

d'élasticité.Le chapitre est terminé par la présentation de

l'étude de la stabilité de deux méthodes dites de type TAYLOR-

HOOD pour le problème discret d'élasticité.

Dans le troisième chapitre,on présente une modification

de la formulation approchée pour le problème d'élasticité.Elle

consiste à ajouter des termes de stabilisation à la formulation

approchée standard.On déduit des conditions suffisantes sur ces

termes tout en assurant l'existence,l'unicité et la convergence

de la solution approchée vers la solution exacte.Ensuite, on

construit des applications où des termes acceptables de

stabilisation sont concrètement mis en évidence.

Dans le dernier chapitre,un programme de résolution en

Pascal est mis en oeuvre numériquement pour la stabilisation de

ii



l'élément Qÿ-QQ pour un problème-test d'élasticité.Les résultats

obtenus sont ensuite discutés.En particulier,ils montrent

clairement la fiabilité de la méthodologie introduite.

iii
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Dans ce chapitre,on présente les équations d'élasticité avec

quelques notions et résultats de l'analyse fonctionnelle qui s'avèrent

nécessaires.Ensuite,on déduit la formulation variationnelle

Finalement, on donne une théorie générale de la résolution des

problèmes de type point-selle ,ainsi que la méthode mixte d'éléments

finis pour leur approximation numérique.

1-1 ÉQUATIONS D'ÉLASTICITÉ

La réaction élastique d'un matériau isotropique homogène n dans Rn

(n=2,3) de frontière régulière r ,soumis à un champ de forces

,peut être décrite par le système suivant des> Rnf: n

équations aux dérivées partielles :

e(u) =——[o- 1 P fcro.I
2\i[ n

dans Q (1-1)

(1-2)dans Qdiv o+f=0

Pour simplifier la présentation et sans restreindre la généralité ,

on considère la condition aux bords :

Sur ru=0

Dans l'équation (1-1), p désigne le paramètre de compressibilité du

matériau.

Les fonctions inconnues sont le champ des déplacements

■> Rn et le tenseur symétrique des contraintes a: fîu: n

RnxRn.

L'équation (1-1) est appelée équation constitutive , tandis que

(1-2) est dite équation d'équilibre.
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On note que :

2H
2jx+nA

(1-3)

I-Ot) |A> o et A>-

2— Li sont les constantes de Lamé du matériau.
n

p,>0 et A>-

_ l( dui + duj(e(u)= { } ;i,j=1,2 est donné par : (1-4)
2 1 dxj

et,

n

tra=Çiaü
I:désigne la matrice unité d'ordre n.

(1-5)est la trace du tenseur a

S
dxi

est l'opérateur différentiel défini sur les tenseurs.

En prenant n=3 ,les deux équations (1-1) et (1-2) s'écrivent :

d°ii Y-' i

■h
(1-6)-Ediva =

ft dxi i=1

dx3 8x2 ôX3
dans û (1-7)

_ÿ21+ÿ22+ÿ23+f 0
0X3 dx2 ox3

dans û (1-8)

dq31
+

dx1 dx2 dx3
dans Q (1-9)
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du3
dxx

_i ôui + au£ i ,dui + du3 }
2 dx2 dx1 2 x2 dx3

1 ,du2 + du3.
2 8x3 dx2

1( dU* + 8U1)
2 8xx 8x2
JL au3 + ôu1
2 8xx 8x3 2 8x2 8X3

0u2 (1-10)
0x2

8U3
8X3

On-ÿ£(033+0,2+033) °12 °13

°22 (°ll+a22+°33)1
°21 °232n

a23~ÿf- (°ll+°22+°33>°32°31

08 u=(u1,u2,u3)t et f=(/3,f2,f3) c

REMARQUE 1-1

1-L' équation constitutive pour un corps élastique incompressible est

obtenue en prenant p

2-On peut tirer un cas particulier important en prenant p = 0; on

obtient les équations usuelles de STOKES,qui gouvernent l'écoulement

incompressible d'un fluide visqueux.

En prenant p = 0 dans (1-1), on obtient

->0 dans (1-1).

e(u)=— 0-— tro.T
2H n

Et donc ,

tre(u)=—[tro-— tro.tri
2|i n

=-ÿ-[tra-tia]=0
2\i

D'autre part, on a n ? =tre(u)=ÿ2 en(u)=J2 divudxi2=12=1
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qui donne la condition d'incompressibilité du fluide :ce

(1-11)div u=0

En définissant la pression hydrostatique par :

p=~— tra
n

(1-12)

l'équation (1-1) donne

a=2\ie(u)-p.I

et l'équation (1-2) devient,

div(2\ie{u)-p.I)+f=0

D'où,

(1-13)2\i(div e(u))-div (p.I)+f=0

Des calculs simples permettent d'arriver à :

nAu-Vp+f=0

où

(1-14)Au=(Aulf ...,A un) c

Le problème de STOKES consiste à :

R tels queRn et P : QTrouver U : Q

div U
|i AU-Vp+f=0

=0

sur T=0U

U représente la vitesse du fluide.

1-2 FORMULATION FAIBLE DO PROBLÈME D'ÉLASTICITÉ :

Dans ce paragraphe, on rappelle quelques notions mathématiques

concernant la déduction de la formulation faible du problème

d'élasticité. Tout d'abord, définissons un certain nombre d'espaces
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et de normes qui seront utilisés par la suite.

L'espace de LEBESGUE des fonctions à carré intégrable sur ft est:

L2(Ü)={$/fj>2dQ < +00 } (1-15)

On le munit du produit scalaire :

(<J>, Ÿ) V<f>, i|» e L2(Ci) (1-1«)

et de la norme associée :

(1-17)II<MIO,Q=[(4>/t)1 1/2

L'espace suivant sera aussi utile :

L02(û) ={ (J) e L2(Û) / fQ<t>dCi=0 } (1-18)

On définit l'espace de SOBOLEV d'ordre m, Hm(ft) par :

Hm(Q)={ <t> e L2(Q) / Dk4> e L2(Q) ; 0ÿ|Ar|ÿ} (1-19)

où pour tout vecteur k=(k1,k2,...,kn) de nombres entiers non négatifs.

Dk désigne l'opérateur différentiel d'ordre I k I =k1+k2+...+kn
qui est donné pour toute fonction *=*(x1,x2,..,xn) par :

d*<frDk$=
d*lx1 dk*x2...dknxn

Hm(ft) est muni de la norme :

1/2

(1-20)

kWL.Q-
o*

et de la semi-norme :
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\l/2(l&J“ (1-21)I I /n,n |£>*4>|dû

Ainsi, pour k=l, l'espace :

(1-22)HMÛ)={ <|> e L2(Q) /D<t>eL2(Q) }

est muni de la norme :

\ i

ifii.o - £ i dv ■’ + ll<pllo,û (1-23)
o.QdxiU=i

et de la semi-norme :

1/2r n p.
N

i*ii.o- Êi5*"3 (1-24)
0,QdxiK i=l

Il est parfois aussi utile d'utiliser le sous-espace

Hi(Q)={ <{> e H1(û) / <{>=0 sur T } (1-25)

sur lequel la semi-norme (1-24) est une norme équivalente à la norme

(1-23).
Pour les fonctions vectorielles, on emploie les espaces suivants:

IHm(Q) = [«ÿ"(Q)]1* =

{ <{>=(ÿ,4)3,.. ,,<|>n) / e F(fl) ; i=l,2,.. 73 } (1-26)• /

Ces derniers sont munis des normes produits :

\l/2n
(1-27)l+l.,.- E I'M..»

1-1

De même, on pose :

6



ff£(ü)« [/ÿ(ü)]n =

.,4>n) / e i£(Û) ; i=l,2
(1-28){ 4>=(4>1/<1>2 n }

De plus, on munit l'espace HQ1(n)xL02(fl) de la norme :

I K4>,*)fl \=Mi + Hrflo (1-29)

Pour plus de détails, voir [8], [23].

Passons maintenant à la construction de la formulation faible du

problème d'élasticité. Dans ce but, on définit deux espaces de HILBERT

par :

&r={ T=[T_y] / Xij=xjl e Lg (Ci) ; i,j=l,n} (1-30)

V=HÏ(Ü)

munis respectivement des normes :

(1-31)

1/2n
itiû"( /0T*td°)1/a ■ X J/udQi,j=l

(1-32)V I 6 û

My-ÿIVIÿÛ V v e V (1-33)

En multipliant l'équation (1-1) par un tenseur-test T de l'espace W

et l'équation (1-2) par une fonction-test v de V ,puis en intégrant

sur le domaine n ,on obtient la formulation faible suivante :

/Q <2Q+JQ-i)i|o:T--ÿ£tro.r:TjdQ=0 (1-34)

f [diva+f]vdQ =0
JQ

(1-35)
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L'équation (1-34) donne :

n
f [e(u):x]dQ + fJû -J û 2 “T • J:T dû=0a:T-

où

n n
■f [e(u):x]dQ + fJû Jû 2 Sr E (E •Ji7-Tüdû=012 i,j=l k=1

a:x-

D'où,

nn
°**)•(E Tii) dû=0n ic=l 1=1

fa[e(u):v]da.fajv a : x-

Et donc,

è/«[ tra.trx dQ -J* [ e(u):T ]dQ =0o:T-

D'autre part, l'équation (1-35) entraîne :

S aoniS do2i/.ÈM - +£ v2 + • • • + J] dxidxj 1=1

+[ f1vx + f2v2 + ... + fnvn] dQ=0

D'après la formule de GREEN, on obtient :

n

-L
n dviV n +E °2i dx '

i=l
• • + E dQ

diqi=l

+ /ü [ fl Vl + f* Va + ''’ + f°V*\ dû=0

de sorte que,

'•JJ- dvj dQ = 0« VJ

8



gui peut être réécrite comme suit :

1/. £ tL «“1 dû +

i,J=l

+ £ L fJ vJdQ =°J=1

n

Puisque a est symétrique ,alors on a :

n ndv±
ij IhFj

1 EJ.°dû +

i/J=1

+ E /„ Vj dû =0
n

ou

n ndvj dVj- V f O
2 i,j=l Jû Z /0 *r "î d£i " 0dû ++ o« âxT J=1

ou

n n
L z °ü eij(v) dQ +z /Q J dQ = °i,j=l J=l

On arrive alors à :

a ] dû + J T . v dû = 0/Q[e(v) :

la formulation faible suivante, dite deFinalement, on obtient

HELLINGER-REISSNER (voir [20])

9



1

Trouver (CT,U) e W x V lelle que

Ul tra. trxjdo)-j[e(u): x]do> = 0

V x e W

lis.o : x - (1-36)n

f e(v)J Q -L: a du) f.vdui V V 6 V
(1-37)

1-3 THÉORIE GÉNÉRALE DE8 PROBLÈMES DE TYPE POINT-SELLE

Le problème faible d'élasticité obtenue plus haut appartient à une

classe plus large de problèmes ,dont la forme générale est donnée par

PROBLÈME "M"

Etant données L € W1 et <p e V' ,
trouver (o,u) € W x V tel que :

V x E W
W v E V

a (a,x) + b (u,x) = L(x)
b (a,v) = <p(v)

(1-38)
(1-39)

où W et V sont deux espaces de HILBERT, munis respectivement des

,W' et V, sont les espaces duaux de W et VNvI .1 w etnormes

respectivement.
-> R sont des formes> R et b : W x Va : W x W

bilinéaires.
> R sont des fonctionnelles linéaires.> R et : VL : W

L'existence et l'unicité de la solution du problème "M" sont régies

par le résultat suivant :

10



THÉORÈME 1-1 (voir BREZZI [9] )

Supposons que:

(Al) Continuité de a(

Il existe deux constantes 0 < c1,c2< 00 , telles que

) et de b( 1m g • •L •-

I a (Ç,T) | sqlUJil» V £ , X 6 W (1-40)

I b (r,v)|≤ c2 1 x jw i v \v V x e W V v e V (1-41)

(Hl) K-ellipticité de a( 1• g•

Il existe une constante a > 0 telle que :

|a (x,x)|≥ a|t \\2„

K={ T e W / b(T,v) =0 ,VveV }

(1-42)V x e K

(1-43)où

rH2ï Condition de LADYSHENSKAYA-BABUSKA-BREZZI

Il existe une constante P > 0 telle que :

b{x,v)
≥ P II v \\v V v e vsup

TÇW
T*0

(1-44)

Alors, le problème "M" admet une solution unique {a,u}eWxV.

On note que la formulation faible du problème d'élasticité

(1-36) et (1-37) est un cas particulier du problème "M" .
En effet, on pose :

n(n+1)
(1-45)v =(4(0) )nW =[ L2(fl) ] 2 et

a (t,Ç) = a (t,Ç) = ~- [ \ \:x-ÿ-2-trl . trx\ dClp 2\x JQ I n
(1-46)

11



f x : e(v) dû
JQ

b (x,V) = d (T, V) (1-47)

L(v) =0

<p(v) = - f f v dû VÇ,teJVetveV
JQ

(1-48)

(1-49)

Dans ce cas particulier , pour montrer qu'il existe une solution

unique (a,u) e W x V ,on doit vérifier les hypothèses (Al) , (Hl)

et (H2) du théorème (1-1).

Vérification de (Al) ; On a :

I aU,x) | = | a„(«,t) | = |

= 1 fu[ 5

≤ — f I $:(x - trT.12)2|dÛ
2|i Jû n

En utilisant l'inégalité de CAUCHY-SCHWARTZ ,on obtient

-JLUP trt.l\2 dû 2

n

- -L-B tr£. trt dû|nZ :t

- IZP dû|$:(trt.J): T
n

[/a l£JldQ]"[/oI V*.'» I *

= imuit - -ÿtrx.J ||„
2)1

Décomposons r comme suit :

trx (1-50)x = s-g.I où g = n

On a évidemment :

- — trx .ntrs = tr(x-— trx.I) = 0= tr x nn

Et donc ,

12



I ap(Ç,T)|≤ ±jf-tr(s-q.I) .I\w

= » Ils-g.J- ±jf-(-nq) .JS»

= Kl» Is-pgJ||»
2H

= Kl»[(s-pg.J,s-pgj)]2

= +p2(g.i):(g.J)-2Ps:(g.J))dû]”*
n

= -rMÊll» f (s:s+p2(q.J):(g.J)-2pg V sÿIÿ)dû2p [Jo i,7=1

= Kl»[/Q(s:s+p2(g.J):(g.J)-2pgfcrs)dflj2
= + p2||g.J|2»p

i
2

Mais,

l-c||»=||s-g.J||»= f (s-g.J):(s-g.J)dû
J Q

=[ ( s:s+q.I: q.I~2s: q.I)dCl
JQ

= llsll«r + Bg.JB»

(1-51)

D'où,

|apK/*)| * -ÿBU»[niax(i,p2)BTU»]2
=~ max(i,p)flU»IMI» (1-52)2p

i.e. (1-40) est vérifiée pour :

—— max{ 1, p } .°1 = 2p

D'autre part ,on a

13



|b(T,v) I = I d(x,v) I = I -J x : e(v)dû|

≤ |T:e(v)|dû

En utilisant, de nouveau, l'inégalité de CAUCHY-SCHWARTZ ,il vient:

|d(T,v)| ≤ [YQ|T2|dûJ 2 |/Q|e(v) |2 dûj 2
S M* Il V vI
≤ fl T ||W \ v\y

(1-53)

i.e. (1-41) est vérifiée pour c2=l .

Vérification de (Hl): On a :

''/oÿè
•-è'/»[
= Yï Ifjs: S + Pn<i2]dù

= pn\q\2w]

—£ trt . trT dû|
n

(-gn)(-qn)jdÛ|
|ap(t,t) t :t -

s:s+ng2-

D'où,

ia»(T'x>l 2mln{ÿ'ÿrJ[||s||M|g.J||2w] U-54)

On note que pour le cas incompressible (p=0),(1-54) ne peut pas être

utilisée pour vérifier (Hl).Dans ce cas,on procède comme suit.

En prenant: r = s-q.I e K,on obtient,

= - f x :e(v)dû
JQ

= - f (s-q.I):e(v)dÛJQ

= - f (s: e(v) -(g.J):e(v) )dû
J Q

d(T,V)

14



n

--L (v) -g£ eu(v) dûs:e
i=l

S, dVi--/J s:e(v) -g£
= -Jÿ(s : e(v) -qdivv)dû

dûdxii=l

= 0

D'où,

h (v)dû = f qdivvdû
JQ

Vv€V (1-55)s : e

D'après une propriété de l'opérateur "div",on a:

VgeL2(fl)/R , 3vev

div v = q et |v|x ≤ Mo
(1-56)

vÆ
où c est une constante positive (pour plus de détails, voir [21])

Ainsi, (1-55) devient

Jÿs:e(v)dû = q.divvdû

= Mo

Ceci entraîne :

Mo ≤ \s\w |e(v)[0

≤ M*|Vv|0

≤ \\s\\w II vil,

* \slH Sz\q\0
VE

D'où,
Mo *
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et

c2 1s\\w ≥ n I g||o (1-57)

En vertu de (1-57),on obtient,

(1+C2) IS f„ ≥ || T \2W (1-58)

Par conséquent,

|<3p(T,t)| =~ [hsfa+pnlqll]

≥ 4- \sl%
2[i (1-59)

1 1*1%≥
2\i(1+C2)

i.e. (Hl) est vérifiée pour:

1a =
2n(1+C2)

Vérification de (H2):

Ici,on a besoin du résultat classique suivant.

LEMME 1-1 (Inégalité de KÔRN) (voir[23])

Soit n un ouvert borné de frontière r,alors,il existe une constante

c = c(n)>0 telle que:

n

.S [/Qeij(v) • 6ij(v)dCl+fÿVjdaÿclvll VVEHQ(Q). (1-60)

Comme conséquence de ce lemme,on déduit le résultat suivant.
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LEMME 1-2

Soit n un ouvert borné de frontière T/C1 par morceaux.Alors,il existe

une constante c0>0 telle que,

n
VveV=Ho(ù) , i eij(v) lo.o ≥ co i vll,Q-

i.J=1

Comme pour tout veV, il existe reW telle que:

(1-61)

(1-62)
t = -e(v)

alors,

d(r,v) = - / T:e(v) dû
JQ

= f e(v) : e(v) dû
JQ

Et donc,

il T|& = f e(v) .e(v) dû = d (T, v)
JQ

En utilisant l'inégalité de KÔRN,on obtient:

d(x,v) d(f,v)
≥ Jc0\v\Y (1-63)sup

X GW I IL il* IL

(H2) est vérifiée pour p =\/c"0*i.e.

En conclusion,toutes les conditions du théorème 1-1 sont vérifiées,

et le problème (1-36)-(1-37) admet une solution unique (cr,u) e W X V

avec

, /ü«rdO-o}* = {T6W/ T =s-q.J, trs=0 (1-64)
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1-4 MÉTHODES MIXTES DES ÉLÉMENTS FINIS POUR LES PROBLÈMES DP

POINT-SELLE

Les méthodes numériques basées sur les éléments finis consistent à

choisir tout d'abord des espaces d'approximations dits d'éléments

finis.A cette fin, on définit deux familles d'espaces de dimension

finie { Wh } et { Vh > pour la discrétisation du tenseur a et du

déplacement u, h représentant,comme d'habitude,un paramètre positif

lié à la taille du maillage du domaine n.

On note que pour chaque valeur de h,les sous-espaces Wh et Vh peuvent

être construits sur le même partitionnement de O,ou sur deux

partitionnements différents. Celui-ci peut être constitué de triangles

ou quadrilatères si flcR2 ,de tétraèdres ou hexaèdres si flcR3 .
En suivant la méthodologie de GALERKIN,le problème discret "Mh"
associé au problème "M" s'écrit alors,

Trouver ah eWh , uh EVh tels que

(1-65)a(oh,xh) + b(xh,uh) =L(Th) VTh€Wh

b(ah,vh) = <p(vh) VvhEVh_ (1-66)

La construction des espaces d'approximation Wh et Vh est caractérisée

par les deux aspects fondamentaux suivants:

1- Un partitionnement est établi sur la fermeture Ü du domaine

n.Ainsi, n est subdivisé en un nombre fini de sous-domaines

K,vérifiant les propriétés suivantes:

18



(i) II = U K.

(ii) Tout Ke$$h est fermé et K * .

(iii) Pour tout Ke$$h, la frontière dK est

continûment Lipshitzienne.

2-Les fonctions rh et vh peuvent s'écrire,

= E xf et vh = E
où rhK et vhK sont des polynômes ayant des supports inclus dans K.

Comme précédemment,on peut définir le sous-espace

Kh = {xh€Wh/b(xh,vh) = 0 , Vvhevh} (1-67)

En général,on a Kh <£ K.

L'existence et l'unicité de la solution du problème "Mh",ainsi que sa

convergence vers la solution du problème "M",sont données par le

résultat suivant.

THÉORÈME 1-2 (voir [21])

Supposons les hypothèses suivantes:

(Hl) Kh-ellipticité de a(

Il existe une constante

) :• Ê•

a*>0, indépendante de h, telle que

|a(TA,TA)|≥ a* \xh\2w Vth€Kh (1-68)

(H2) Condition de BABÜSKA-BREZZI i

Il existe une constante P*>0,indépendante de h,telle que
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bÿh'vh)
≥ P*|vAl„ VvhEVh (1-69)sup

Kl*

Alors,le problème "Mh" admet une solution unique (ah,uh)e WhxVh.
De plus,il existe une constante c>0,indépendante de h,telle que l'on

ait l'estimation suivante:

Il ®-OjJ*+ Il u-uh\\v ≤ c Unf\a-x \„+ inf\u-v\v)
vevb

(1-70)
xewb

Maintenant on présente un résultat intéressant qui est très utilisé

dans l'analyse de l'approximation au moyen de la méthode des éléments

finis mixtes .

THÉORÈME 1-3 (voir [3])

Soient W-L et W2 deux espaces de HILBERT,avec les normes

I II .1! I 2 respectivement.De plus,soit B(.,.) une forme bilinéaire sur

WjXW2 telle que:

.11 I xet

(i) |B(s,r)| ≤ 1 1&1 11 |Il -r II 12 -V(s,r) EW1xW2

I B(s,r)| ≥ c2 1 1 -r 1 12 VrEW2(ii) sup
se Wj

I B(s,r)|≥ C3 1 1|S1 1! VSEWX(iii) sup ,

IUII2
avec c2 >0 , c3 >0 ,

Soit L une fonctionnelle linéaire sur W

< » .ci
i.e. LeW2' . Alors,il existe2 '

un élément tel que:

B(s0,r) = L(r) Vr ef/2

avec
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IlU*11*011, * C3

et

I Lit)IUI* = sup
t€Wt TMIT

Pour faciliter l'application de ce théorème aux problèmes

variationnels considérés,on écrit le problème "Mh" sous la forme

équivalente:

Soit fev et geW' , trouver (ah, uh) ewhKVh tel que

B((oh,uh) ;(*h.vh))=&(Tb,vh) pour tout ( xh,vh ) ewhxVb (1-71)

OÙ

B((ohtuh) ; (Tb.vb))*a(ob. xb) +b(xb.uh) +b(oh,vh) (1-72)

(Th,vh) =L(xh) +<p(vb) = (f.vb)+ {g,ïb) . (1-73)
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ÏÜÉ.QRIE.GÉNÉRALE DELA STABILITÉ
DES ÉLÉMENTS EIMIS MIESES



Dans ce chapitre, on applique les résultats abstraits

présentés dans le chapitre précédent pour la formulation discrète

du problème d'élasticité. En particulier,0n présente les

conditions qui assurent la convergence de la solution approchée

vers la solution exacte.Puis, on donnera quelques exemples de

méthodes mixtes stables et instables pour le problème

d'élasticité.Le chapitre est terminé par la présentation de

l'étude de la stabilité de deux méthodes dites de type TAYLOR-

HOOD pour le problème discret d'élasticité.

2.1 MÉTHODES MIXTES D'ÉLÉMENTS FINIS POOR LE PROBLÈME

D'ÉLASTICITÉ:

On rappelle la formulation de HELLINGER-REISSNER continue du

problème d'élasticité précédemment déduite :

Trouver (o,u)eWXV telle que

TïL[ l-P -Jje(u):T]dÛ = 0

VT eW

tra . trx dûo :T - (2-1)n

--L- f e(v)
J a :o dû f . v dû Vve V

Dans le présent travail, on utilise les méthodes d'éléments finis

conformes, i.e. les deux espaces d'approximation Wh et Vh
satisfont:

n(n*1)
(2-2)c V= [i£(û)]nwh C w = [L2(û)] 2 et

La formulation mixte de GALERKIN pour le problème MMh", (1-65)

et (1-66), s'écrit
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(oh,uh) € WhxVh tel que :Trouver

(2-3)ap(<VTi.) + d(xh>uh) = 0

d(°h' vn) =

où

*>aP(ÿ'TA)- [(5A# TA)- (tr5 Vÿ,TAevA (2-4)A# trT

Vyhevhd(Zh’vh)= - (5A'e(ÿ)) (2-5)

Vvÿevj, (2-6)(vi.) = ~ (f.vh)

On remarque que dans ce cas du problème discret d'élasticité ,

l'hypothèse (H2) du théorème (1-2) est facilement satisfaite.La

seule condition qui peut poser des difficultés est la condition

de Kh-ellipticité de ap(.,.)(Kh étant donné par (1-67))(pour plus

de détails voir [16]).Un résultat permettant la vérification de

cette dernière est donne par:

LEMME 2-1

S'il existe une constante C > 0,indépendante de h, telle que

V xhGKh , 3 vhEVh :

(divvh,qh) = ||qh ||o et fl vjx ≤ C||gJ0
(2-7)

avec qh= -1/n tr rh
alors,la Kh-ellipticité de ap(.,.) pour le problème discret

d'élasticité (2-3) est vérifiée.

DEMONSTRATION

Soit rheKh.Décomposons rh comme suit :
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- qh.I

Comme rheKh ,alors

(dlvvh, qh) = (sh.e{vh))

Et donc,(2-7) donne :

Kilo =(sh,e(vh)) ≤ ||sAJ0 ||e(vA) I0

≤ Ilsh Ho I vh li
≤ c 1sh Ko fl qh ||0

ce qui entraîne

IgJo ≤ c |Slli0

D'où,

IMo « Kilo + n ||qh ||o

* Isjl + nCÿsjl

≤ (1+nC2)\\sh\\l

Alors,

I ap(xh> xh) I = [lshll +?n\qh\l]

≥ 4- 1sji2\i

2ji l+nC2]1ÿ*0* —

Finalement , on obtient :

1ÿ15i a,(xi>- xh) i ≥ a

ap(.,.) est Kh-elliptique avec a=l/2/x(1+nC2).i.e.
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Ecrivons ,maintenant, le problème discret d'élasticité sous la

forme équivalente suivante :

PROBLÈME "Ph"

Trouver (oh,uh) €WhxVh tel que
(2-8)

«/,};{**» v*}) = L(zh,vh) V(th,vh)EWhxVh

où la forme bilinéaire B: (WhxVh)2 -

■> R sont définies par:

> R et la fonctionnelle

L:(WhxVh)

M)= aP(ah'T;h)+ d(uh,':h)+ d(vh,<Jh) (2-9)

et (2-10)Lÿh> vh) = {f> vh)

A cet effet,on obtient le résultat suivant dû à BABUSKA [3].

THÉORÈME 2-1

S'il existe une constante y > 0,indépendante de h, telle que

HJo + Kli [HJo + Kl,]sup
(V vh)ewhxVh (2-11)

V{th'wh)£WhXVh

alors,il existe une constante C > 0,indépendante de h, telle que

(2-12)||o ~Ofr ||0 + Iu-uh Ih ≤ C linf\o-xh ||0 + inf ||u-vh ||x
vb€Vb

où (cx,u) est la solution exacte et (ah,uh) la solution approchée

du problème "Mh".
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I

Pour clore cette section , on note que l'existence et l'unicité

de la solution approchée du problème "Mh" sont régies par le

théorème (1-2).De même,le résultat suivant peut être parfois

appliqué.

LEMME 2-2 (FRANCA-HUGHES [16])

S'il existe deux constantes 0 < P1,P2 < +00 /indépendantes de p

telles que

(divvh,qh)H
≥ Pi llgJo e Qh (2-13)sup

vbtO
KL

et

(Tft>eK))
≥ P2 IVi.li Vv, 6 Vbsup

TJ.CWÙ
Vi*°

(2-14)*h lo

où

Qh = jgA6L0n(Û) /qh = - trx (2-15)h'

alors, le problème "Mh" admet une solution unique {crh,vh} e WhxVh
avec

= {*hZWh/xh = sh-qh.l,trsh = o,shEWh,qheoh} (2-16)

2-2 COUPLES D'ÉLÉMENTS FINIS STABLES ET INSTABLES

On présente des couples stables et instables d'éléments

finis,appelés méthodes de TAYLOR-HOOD et dénotés par pour

le cas quadrilatéral ou hexaèdral et par pour le cas

triangulaire ou tetraédral .
Sans resteindre la généralité,on dénote par n un domaine

polygonal de R2 .De plus ,on suppose que fî est subdivisé en
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quadrilatères convexes ou en triangles, et que la partition

obtenue 3h satisfait aux hypothèses usuelles de régularité.

Désignons par Qk(T),1'espace des polynômes de degré inférieur ou

égal à K ,définis isoparamétriquement sur la partie T c n,si T

est un quadrilatère . De même ,on dénote par Pk(T),1'espace des

polynômes de degré inférieur ou égal à k, définis sur la partie

Ten ,si T est un triangle.

Comme d'habitude, C°(n) est l'espace des fonctions continues sur

n. De plus, on dénote par K l'élément de référence et pour tout
A

K e3?h par FK la transformation affine de K dans K.

Enfin, on définit les espaces d'approximation (Vh,Wh) par

'vA€(C°(Û))a; VJCÿOF;1 ,Vh€(Qk(fi))2 ,
(2-17)

KE$h , vA =0 surT

xh =(Ty E(L2(O))2x2 n(c°(Q))2x2 ; ji'
(2-18)

i.3 = 1.2. 2x2

pour le cas quadrilatère et par

vhE(C°(n)2;vb/K=VhO F? ,VhE{Pk(fi))2 ,
(2-19)

KE$§h , vh = 0 surr

= (T»J) E(L2(Q))2x2 n(c°(Q))2x2 ; n’
(2-20)

i.1=1.2 , = iij0F-K1t‘èiijE(Pk.1(ÿ)2x2 ,KE$b

pour le cas triangulaire.

Si k=l# on obtient les deux exemples suivants qui sont instables

(pour plus de détails, voir [1]):
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Qi-Qo!

vhÿ(C°(û))2;vh/K= .Oh€[Qÿ)2 ,
(2-21)

iCeS/j / vA =0 surr

TA = (*«) e(L2(û))2x2 n(C°(û))2x2 4- tfc.;
(2-22)»h =

2x2

Pi-po:

VAe(C°(Û))2;Vrÿoÿ1 • Obe[Pifà)2 >

(2-23)
, v), = O surr

4 =TA =(Ty e(L2(0))2x2 n(c°(û))

i,J =l,2,Tÿ/jr=îiiOF;1,ti>J.6(P0(Â))

2x2 ;
(2-24)=

2x2 >Ke*h

Avant de passer à la démonstration de la stabilité des certaines

méthodes, introduisons quelques notions et résultats importants.

On définit un macroélément M comme étant la réunion d'un ou

plusieurs éléments adjacents de 3?h.On dit que M est équivalent

au macroélément de référence M si on peut définir une application
A

FM de M dans M telle que:

(i) FH{M) = M

(ii) si &= ü fcj ,où fcj(j=1,2,...,m)sont des

éléments dans M, alors Kj = FM[Kj)(7=1,2, ,

sont des éléments dans M et M= 0 Ki
7-i 3

(iii) FjKj = FKjOFÿ (j=l,2...../n) ,

sont des fonctions définies de l'élément de

m)

où FKj et FKj
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A A
référence K dans Kj et Kj respectivement.

Pour un macroélément M, on définit la restriction des espaces de

vitesse et de tenseur par

vh6(C°(M))2;vh/K=Vh0 F'/ ,Vh<=(Rk(%))2 ,
(2-25)Vo.M='

KÿM , vh/Vit=0 surT

K - i xij = xJi'i'j = 1'2 /6 (L2(M))2x2 fl(C°(M))2x2

"h
2x2 , K€M

(2-26)

avec

IQk{K) si K est quadrilatère

[?*(£) si K est triangulaire
Rk(K) =

Avant de passer à l'étude des exemples,on rappelle,maintenant,

deux résultats importants démontrés par STENBERG dans [27] et

[30].

LEMME 2-3

Désignons par E£ la classe de tous les macroéléments équivalents
A

au macroélément de référence M.Supposons que pour tout M € Eft,

1 1 espace

Ntt = {qheQÜ/{div vh, qh) = 0, V vheVoiM}

QM = (g/l6L0n(M) /qh = trx

(2-27)

où

*} (2-28)h’

est de dimension une ,constitué par des fonctions constantes
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dans M.

Alors, il existe une constante p£ telle que

(div vh,qh)H
G QÜ≥ Ptf iQhWo.Msup

vhZv£.o
vji'O

(2-29)

LEMME 2-4

S'il existe un nombre fini de classes d'équivalence

(i=l,...,n) de macroéléments, et un partitionnement de

macroéléments Mh tels que:

- Pour tout M e E£j_ (i=l,...,n) l'espace NMh est de dimension

une.

- Chaque M e Mh appartient à une des classes EJÿi (i=l,...,n)

alors, l'inégalité (2-13) est vérifiée.

EXEMPLE 2-1

On s'intéresse maintenant aux couples de dimension deux.De plus,

on suppose que n est subdivisé en triangles convexes.

A partir de (2-19) et (2-20),on définit l'élément P2_Pi par la

paire d'espaces d'éléments

finis {Vh,Wh} :

vhe(c°(Q))2;vh/Ke(P2(K))2 , KeSSh ,
(2-30)

vh = 0 surT

xh =(xy e(L2(Q))2jf2n(C°(Û)) Tjj - Tji , i,j-1,2,2x2 ;

(2-31)
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Soit M =K1uK2uK3 le macroélément constitué de trois triangles,

comme illustré dans la Fig 2-1.

"w K3
2A

Kl K2

Fia 2-1

De même on note que t12,t23 et n12,n23 sont respectivement les

vecteurs tangentiels et normaux des deux cotés intérieurs de M.

Pour un macroélément M, on définit les espaces

Vhe(C°(M) )2;Vh/KE(P2(K))2 , KÿM ,
(2-32)VM =

vh = 0 surVM

} *ij ~ *ji / i,J =1,2,= (Ty €(l2(m))2x2 n(c°(m))2x2

I2x2 ,V KEM

(2-33)

On considère l'espace

~ {vheVM • vh/ATJ ~0}
h est choisi tel queMaintenant,vh e VKluK2

Vh' t-12!K) 4 , (J-1,2) et vh.n12 = 0 .

Puisque
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1- — trxh2 hVh =

on a

% -£1=1 (7=1,2)

Et donc, Vqh.t12 est constant sur Iÿulÿ .
En utilisant la formule de GREEN, on obtient

(div vh,qh) = -(vh,Vqh)M
2

m £ (V»'V«r*)ir,
2

= E r (vh- fci2)(V<?A- fci2)
7=1
' 2

= yÿf 4ÿij * • 112)
17=1 J

= -ÿ[aire (iq) + aire (tf2)](VgA. t12)

Alors, la condition (div vh ,qh)h=0 donne

dans jqU/q

Maintenant, on choisit vh e VK2uK3h tel que

V£U*3 = , V*i=0}

(2-34)VgA. t12 = 0

et

■ /ATy

Comme précédemment ,en utilisant la formule de GREEN,on obtient

(7=2,3)- 4l1J7A2j- et .n23 = 0 .
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(div vh, qh) = -(vh,Vqh)M
3

J=2 '
3

= E (Avh- £22)(V(2h- £23) dx
J=2 JKI

( 3
= E /_ 'X2jdx (V<?h • t23)b=2

= -ÿ[aire(K2) + aire (ff3)](7qh. t23)

Comme qheNMh ,on a

cfahs jÿU*r3VQi,• t23 = 0 (2-35)

D'après (2-34) et (2-35), on obtient

(2-36)Vqh . t23 = 0

Ceci entraîne que qh eNMh est constant dans K2.
D'autre part ,on choisit vh e vKiuK2h tel 3ue

dans JC,

Vh * ni2/Kj

En utilisant de nouveau la formule de GREEN, on obtient

= 4 A,jjk2j (j=1,2) et vh. t12 = 0 .

(div vh,qh) = - (vA/VgA)tf
2

= E *>J=I

D'après (2-36),on a

(div vh, qh)M = -(vh,Vqh)ÿ
= ~ ( fKi4XH ■ X21dxj(V<?h • n!2)
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= "-|aire (ÿl)(Vÿ-'ni2)

Comme qheNMh , alors

V<ïh-n12 = 0 (2-37)dans Kx
de sorte que

Vgh = 0 dans Kt

i.e. qh est constant dans K3.
Maintenant,on choisit vh e VK2uK3h tel que

(2-38)

Vh • n2Z /Kj

En utilisant la formule de GREEN, on obtient

= 4 k1jk2j (J=2,3) et vh. t23 = 0 .

(diwh,qh)M= ~{vh,Vqh)M
3

* E (v.-Va»)
J=2 '

alors, (2-36) donne

(divÿ,gA)w= ~ (vh,Vqh)Ki

S~(L,4>-“ ■ Kid*yvqh. n23)

= "-J aire (*,)(VgA.n23)

Et donc, qheNMh et (2-35) entraînent

(2-39)= 0 dans K3

i.e. qh est constant dans K3 .
Par conséquent, qh est constant et continu dans Kj (j=l,2,3).

D'où,qh est constant dans tout M.Comme qh est quelconque dans
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NMh,ce dernier est de dimension une.D'après le lemme 2-4,

l'inégalité (2-13) est vérifiée.En vertu du lemme 2-2,le problème

"Mh" admet une solution unique {crh,vh} e WhxVh .
De plus, on peut établir l'estimation d'erreur:

I U-UAII+ 1a -°lil0iCh2(|u|3 +|o|2)
(pour plus de détails voir [26],[28] et [29])

(2-40)

EXEMPLE 2-2

Soit 9h une subdivision de n en quadrilatères convexes.On définit

l'élément Q3-Q2 par la paire d'espaces d'éléments

finis {Vh,Wh> :

vh€(C°(Q))2; vh/K=Vh0F-Kl ,Vhe{Q,(£))2 ,
(2-41)

, vh = 0 surr

ri = tîxh =(ty €(L2(û)) 2x22x2 n(c°(û)) ; ji'
(2-42)

2x2 ,Ke$h

Soit M = K1uK2 un macroélément constitué de deux quadrilatères et
A jA A

le macroélément de référence correspondant M = IÿuK

illustré dans la Fig 2-2.

comme2 >

A

0— •-
o #. K*

4-Q-+ ê». G—• • M M

OO
O• ?

•-e-t—ê-r
• * • •. #

4 K2-•-0-•-K2Kle
Fig 2-2
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Pour un macroélément M,on définit les espaces:

vhe(c°(M) )2;vh/K=Oh0 F-/ , Vhc{Q2{Z))2,
(2-43)vh=VM

KczM , vh/r>i=0

= (v?j) G (L2 (M) )2x2 H (C°(M)) ; xîj = xn> =i#2/
2x2X h

wh =
xij/K=ÿij0F-K1,î e(Q2(ft)2x2 ,KCMi.j

(2-44)

application bilinéaire et continue parSoit F=(F1,F2)
A

morceaux de M vers M.

Pour vheVMh et qh€QMh r°n définit v,q sur M par:

une

VUt) = vh(F(x)) et <?(*) = Qh(F(x))

En utilisant la formule de GREEN ,on obtient

(div vh,qh)M = -(vh,Vqh)M
2- £ Vcü)

J-l ‘
2

=-T f Oh{k)TJPT Ut) V$(*) |Jy(X) I dit

où JF est la matrice jacobienne de F,JF-T est la transposée de JF-ÿ
et I JjJ est le déterminant de JF.

Comme v(x) et Vq(x) sont des vecteurs colonnes et

dF2 ut) _ dF2 ut)

dkxdk2
(2-45)\jFut) |J;T ut) =

dF1 ut) dF1 ut)

dk2 dJtj_

(2-44) et (2-45) entraînent :
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[|J>(*> k;TU)V$(*)]/ÿ e(Q2(Kj))2 , {j=1,2) (2-46)

D'autre part,(2-43) et (2-46) donnent

[ÿU)TJ-;TU)vÿu)|JP(&) \\/kj e <?5&) (2-47)(j=1,2)

Pour calculer la valeur exacte de 1'intégrale :

jÿ[iS{St)-JFT {St) V2U)|J-FU)|]d* [j=1,2) (2-48)

utilise la formule de GAUSS-LOBATTO;les points de GAUSS-on

LOBATTO de l'intervalle d'unité étant donnés par:

0 = a0 , ax , a2 , a3 = l

Et donc, les points dans les deux quadrilatères sont définis par:

&ij ~ (<3j,aj) (i,j-0,...,3 , /27-1,2)

de sorte que

[v>(*)TJFT {Jt) V$(*) I JF {St) I]dSt =

£ JT(*Z)V4(*Z)| |

{i,j =0,..,3 , /72 =1,2)

(2-49)

1=1

D'où,

{divvh,gll)M = £ £/72=1 1=1

Comme/ par définition, on a

g = - -i trî avec î e wjj

où
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= sh-qh.I,trsh = 0,shewS,qheQ»}
alors,

2 16
(divvvcy - £ v «îoT(*S)j;r(*5)va(*5)|j,(.*5)|

m-1 jïl

•(V*ii(*S) * Vt!2(*£))
Maintenant vh eVMh et rheWMh sont choisis tels que:

<ÿ/,(*£)-(o.o) {i,j= 1,2 , m= 1,2)

et

*u(*«) - »22(ÿ5)
Puisque qhe NMh, alors

(i,j=0,..,3; m = 1,2)

Vîn(ÿ) = Vt22(*£) = 0, i,j=1,2
A A

On rappelle les bases sur Kx et K2,ainsi que la base globale

; m = 1,2

Ô.sur

Dans K1:

= (2ÿ-1)(Jÿ-l)(2*2-l) (£2-l)

Q2(XlfX2) = -4(2ÿ-1) Ut-l)*2(*2-l>

= (2ÿ-1)(ÿ-1)ÿ(2ÿ-!)

04(*!,£,) = -4*ÿ-1)(2j?2~l) (*2-l)

$5(j?1,i?2) = 16 (ÿ-1)ÿ2 Ut2-1)

$6(ÿ,ÿ2) = -4*x ux-l)*2(2*2-l)
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<p7 (£x,£2) = (2ÿ2-l)(*2-l)

= -4J?X(2ÿ-1)k2 Ut2~l)

= (2*i-l)*2(2ÿ-1)

Dans K2:

= (2ÿ-3)(ÿ-2)(2ÿ-1)(*2-l)

<J>2(*i'*2> = -4(2ÿ-3)(ÿ-2)Ü2(£,-1)

fl3<*i,*2> = <2.*i-3) Ux-2)£2(2£2-l)

ÿ4(*x,*a) = -4(ÿ-1) Ux-2)(2ÿ2-l)(ÿ2-l)

$5 = 16(ÿ-D (i?x-2) £2 U2-l)

<P6 Utx,&2) = -4(£x-l) Utx~2) £2(2*2-l)

= (*!-l)(2ÿ-3)(2ÿ-1) <*2-l)

ÿ8(*i,*2) = -4(ÿ-1)(2*x-3)£2(*2-D

tp9(ÿ,ÿ2) = (*x-l)(2ÿ-3)k2(2£2-l)

Dans M :

$2 dans kx
0 ailleurs

J <ÿx dans kx
I 0 ailleurs

$2<*> =$x(*)

<ji4 dans
0 ailleurs

j 03 dans kx
I 0 ailleurs

$4(*) =$3 (*>

dans
0 ailleurs

j Q5 dans Kx
I 0 ailleurs h (*) =(*)
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<j>8 dans k2
dans k2

0 ailleurs

<ji7 dans
dans

0 ailleurs
$7 Ut) = h(X) =

<ji9 dans kx
tÿ3 dans kÿ
0 ailleurs

lj>4 dans k2
0 ailleurs

$9(*) = $io<*> =

<P6 dans k2
0 ailleurs

dans ki
0 ailleurs

$u(*) = $12U) =

dans k2
0 ailleurs

<j>7 dans ki
0 ailleurs

$13(*> = $14<*> =

dans k2
0 ailleurs
%=

Ainsi, r 1:L( j
1) =0 (i,j=l,2) donne

( 15
= (o'o>

15 - <o'o> (2-50)

( 15

- (o'°>

( 15

Ceci entraîne le système d'équations suivant:
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-10P1-40p2+ 5P3+ 8P4+32P5- 4 P6- 2P7 + 8Pg- P9 = 0

" 2PX- 8P2+ P3- 8P4-32P5+ 4p6+10P7+40Pg- 5P9 = 0

5P1-40p2-10P3- 4P4+32P5+- 8P6- P7 + 8PS+ 2P9 = 0

Pi- 8P2- 2P3+ 4P4-32P5- 8p6- 5P7+40P8+10p9 = 0

-10P1+ 8P2+ 2P3-40P4+32P5-H 8 P6 + 5P7- 4Pa- P9 = 0

5P!— 4 P2~ P3“40P4+32P5+ 8P6-10P7-H 8ps+ 2P9 = 0

- 2PX- 8P2+10P3- 8P4~32p5+40P6+ P7 + 4Pg- 5P9 = 0

Pi+ 4P2- 5P3- 8P4-32P5+40P6- 2 P7- 8Pg-10P9 = 0

dont la solution satisfait:

Pi = P3 = Pv = P9
P2 = P4 = Ps = P

8P5 = P9 + VP
D'autre part, Tn(Xij2) =0 (i,j=l,2)

(2-51)a
3

donne

( 15
- (0'0)

15
* (0'0> (2-52)

( 15
' (0'0>

( 15

qui admet comme solution:
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P7 = P9 = P13 = Pl5
Pe = PlO = P12 = P14

8 Pu = PIS +7P14
(2-53)

En combinant (2-51) et (2-53),on obtient:

Pl = P3 = P7 = P9 = Pl3 = Pl5
P2 = P4 = P6 = P8 = PlO = P12 = Pl4 = b

= a

(2-54)

Ps =Pii = -|(a+7b)
8

avec a,b e®.

on choisit vhe VMh tel que:Maintenant,

= 0 (m,i,j=1,2)

et

) - ${£oj) *0 (J -1,2)

et on choisit T eWMh tel que

?ll(*) = *22(*)

Puisque qhe NMh,on doit avoir:

<r(*y{[ j?T(*yvg(4)iJÿ) i ]/ki iJ7(st20J)Vÿ)l J1]/«} = 0

(2-55)(j=l,2)

Maintenant, si on prend

- “ -X30-?fa3

avec x301x032 désignant le vecteur de xÿ1 vers x032,alors

[JTÿIM*!1!)]/*, = ê2
- Jè30Jt03 (J=1,2)

où ê2 = (0,1)
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D'après la continuité de dr11/dx2 en x31ÿ ,(2-55) donne

3în(ÿi)[1ÿ31)1/ÿ + \jp(ÿ1)\/k2\ = 0 (2-56)

Ceci entraîne

- 5P7+ 4P8 + P9 = 0

et en tenant compte de (2-54),il vient Pÿa (i=l,...,15),i.e.
a=b.Et donc,1'espace NMh est de dimension une.

Comme précédemment, le problème "Mh" admet une solution unique

{CTh,vh> avec l'estimation d'erreur:

Uu-uJi + lo-o,.||0ÿCA3(|u|4 +|O |3)

(pour plus de détails, voir [26],[28] et [29]).

(2-57)
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TROISIEME CHAPITRE::

THÉORIE DE LA STABILISAITOH DES
MÉTHODES MI2TËS DJÉT,ÉMEiTf‘S EIHIS



Dans ce chapitre,on présente une modification de la

formulation approchée pour le problème d'élasticité, qui consiste

à ajouter des termes de stabilisation à la formulation approchée

standard.On déduit des conditions suffisantes sur ces termes tout

en assurant 1'existence,1'unicité et la convergence de la

solution approchée vers la solution exacte.

Ensuite, on donne des applications où des termes acceptables de

stabilisation sont concrètement construits.

3-1 CONDITIONS SUFFISANTES DE STABILITE

On définit la forme bilinnéaire généralisée B({. par:

= ap(Ç,x) +d(v,l) +d(w,Ç) +

Eh({Z,w};{T,v})
V(Ç,w) , (x,v) ewhxvh

(3-1)

telle que Eh est une forme bilinéaire symétrique continue sur

<whxvh)2,
i.e. il existe une constante 0<C1<+oo,indépendante de h,telle que

≤ C1(K||0 +||v«1)(Jx|lo + llÿlli)
V(Ç,w) , (t, v)ewhxVh

(3-2)

On a,immédiatement,le résultat suivant.

LEMME 3-1

Il existe une constante 0<C<-h» telle que

Bh({Z, fcj;{T, v)) <; CfKlo + MiXhlo + M!)
V(Ç,w) , (x,v)eWhxVh

(3-3)
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I

DEMONSTRATION

On a,

w};{x, v}) = ap ($,x) +d(v,£) +d(v,x) +FA({£, v};{t, v})

En utilisant l’inégalité de CAUCHY-SCHWARTZ, on obtient

Bh({l,w);{T,V)) ≤ max{-ÿ-' Il5 lo S T Ho + I S io +! H T !o +

+q(m0+ Mi)(Mo + Mi)

}|UO(»ÿO + K1I)+ Iÿ1»TIO +

+q(KIo + MÿfMo+ Mi)

+q (IKII0 + Ivi1)(ix||0 + ||v||1)

}+C1)((||Ç||0 +||l/||1)(lTi0 + flvJ1)

≤ max/l,
l 2n 2n

≤ (maxfl, —,—
\ 1 2n' 2n

L'inégalité (3-3) est ainsi établie pour

C = maxil, - -

l 2n 2jx

Maintenant,on peut énoncer une nouvelle formulation discrète du

problème d'élasticité:

PROBLEME Sh

Trouver (oh,uh)eWhxVh telle que :
(3-4)

Bh({ohruh};{x,v})=Lh(x,v) V(r,v)eWhxVh

où Lh est une fonctionnelle linéaire définie sur WhxVh par:
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Lh{x,v) = -(f,v) V(x,v)ewhxVh.

Maintenant,on propose des démonstrations plus simples pour les

résultats de stabilité déjà démontrés par Abada dans [1].

THEOREME 3-1

Supposons les hypothèses suivantes:

(H1)1:I1 existe une constante P1>0,indépendante de h,telle que

iÿ({T,0};{T,0}) ≥ p,\\xf0

(H2)1:I1 existe une constante 01>O,indépendante de h,telle que

(3-5)VteP/A

Eh{{-ql,v};{-ql,-v)) ≥ 01(||<grJ|o + ||vÿ)2 V(g,v) €QhxVh

ewj,}£>A =jgeLo(Û)/ q~ trx avec xoù (3-6)

Cx < min{ P1+1/2/X/01+p/2m } (3-7)(H3)!:

Alors,il existe une constante y1>0,indépendante de h,telle que

, w];{x,v))
ITIO +IVI, Yi (15 ll0 + IMi)sup

(i,v)ewhxvh
(l,v)*(0,0)

(3-8)

Va,W)EWhxVh

DEMONSTRATION

Soit (Ç,w) un élément arbitraire de WhxVh .Décomposons £ comme

suit:

I = s - q.I

où q = -1/n tr \ et seWh tel que tr s = 0.

Définissons veVh et reWh par:

wv =

r=Ç=s-q.I

Alors,

46



Bb((Z,w};{X'V}) = BhaZ,w);{i,-w})

avec

BM,w);{x,v)) = ap(Ç,Ç) +E£{1,w);{i, - w})

et

a, (i.O - -i(|s|J+plTT|l)

Mais,

+

+£ÿ„«- gJ,v};{-gJ,-i4).

D'où,

5A({$,v};{Ç,-v}) = +p||gJÿ)+£-A({s,0};{S,0})+2£'A({-gJ,0};{S,0}
+SA({-gJ, v};{-gj,-w}).

Ceci entraîne

w};{5» -v})*-ÿj(lls||o + P l|gJ|lo) + PJs||o-2c1|lgJ||0|s»0+

+01(»vif1+ ||gJl/o)Z

+ 01 1wfi+ 0Jgx il + 2 6JgJII0M1

Tir + Pi) “ s 1,2 +( +01) 11 glfo +01 11 v||2+

+20, «gj|0 II w\\t -2 C, || gJ|0 « s||0

Par conséquent,
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£*({£, v};{£/ -*})*(ÿ+Pi)ls|lo+(-ÿ- +01)|gJl2+01Mî+
+ 20x ||<3fX|0 1 v||1-*-C1(|| s||o + ||gJlo)

2(ÿr+ÿ-c‘)|s|«*(ÿÿ-c0l?I|“*
+01|v||?+201!gJ!o||v||1

*C2(\sl20 +\qI\l+\wH+2lqlU”h)
oO

C’ =min{ÿ.Pl-q,
On a évidemment,

l«të+MÎ*-§(mo+ Mi)a (3-9)

D'où,

Bh({Z,w};tt'-w)) ≥ -ÿ(|Clo + Mi)a

D'autre part,on a

Tflo + M, = »Ç«o + «-ÿli = «UoHIvll, (3-10)

Finalement, on obtient

v)) Çï
hlo+ M,. -f (K lo + lÿlll)sup

(T,V)e»h*vh
(0,0)(t,v)•

V(Ç,y/)EWhxVh

et donc, l'inégalité (3-8) est établie pour = C2/2>0, qui est

évidemment indépendante de h.
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THEOREME 3-2

Supposons l'hypothèse suivante:

(H1)2:I1 existe une constante 02'>1/2/indépendante de h,telle que

(3-11)Eh({x,v};{x,v}) ≥ 0j(itio +|v|1)2 V(x,v) eWhxVh
Alors,il existe une constante y2>Q> indépendante de h,telle que

Itlo + lvl, Y2 ( »U + Il "il)sup
(X, V)ewhxvh

(T,v)*(0,0)
(3-12)

V(Z,W)ewhxvh

DEMONSTRATION

Soit (£,w) un élément arbitraire de WhxVh .Décomposons £ comme

suit:

$ = s - q.I

où q = -1/n tr £ et seWh tel que tr s = 0.

Définissons veVh et reWh par:

v = w

r = £ = s — q.I

Alors,

Bh({Z,w};{t, v}) = Ba({£, V};{Ç, W))

avec

Bh({Z, w};{i, v}) = ap($,£) +2d(w,Ç) +£A({S, w};{5, v})

et

ap($,É) = -ÿ(islo + p||gJ||o)
Evidemment,on a

Z

+£„({£, v};{Ç,v})
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Par conséquent,

+ p||gJlo)-2 MJÇ l0 +
Z|i

+02(IMI1 + mo)2

s llo + -ÿ7 II Q-X»o - 2 II vil. Il l ||0 +
2p 2p

+02 llvlll+02 II llo + 202 «U0Ml

+ -ÿ-llgJllo+2 (02-1) IMJU0 +
2p2p

*ii +02(|s||o +|gx||o)+02

+02MÎ+2(02-1)Hw\x\Uo
(3-13)

1) Si 02' >1/ on arrive à

Bh(a,w);tt, v})ÿÿ-+0')||S||2+|ÿ_+0-j||gJ||2+0<||v|Pi+
+02(lsl2+|grlS+|*/|î)

Comme précédemment, d'après (3-9) et (3-10),on obtient

Bh({Z, w};{x, v)) 02
IMIo +IMÿ y (ICIo +Mi)

D'où,

SA({Ç,w};{x, v}) 02
Mlo+Mlx y(HUo+llÿi)sup

(t,V)ewhxvh
(T,v)•(0,0)

L'inégalité (3-12) est alors établie pour y2 ~ 02'/2>O qui est
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évidemment indépendante de h.

2) Si 1/2 <02'< 1,on a

2(0â-l)moMi ≥ (e2-l)(«Ua +|v|li)
et l'inégalité (3-13) peut être reécrite comme suit:

SA({S,V};{5, +

+(02-l)(|s«3 +|qrJ«o + lv|î)

— +20i-l||s«2+|-ÿ +20S-l|||gJ»S +

+(2 0â ~l) Il vlli

K 2ji

02 -l)(||silo + Il <3T-T «0 +lÿli)
D'après (3-9), on obtient

29§± ( 1 5 l0 + U Wi)2£*({$/ v}) ≥

D'où,

202-1£*({$/ y})
(11$ Ho + Ilsup

(x.v)ewhxvh
(t.v)»(0,0)

Mo+Mj 2

Va,W)6WhxVh

Ainsi, l'inégalité (3-12) est vérifiée pour y2 = (202'-l)/2>0,

qui est évidemment indépendante de h.

THEOREME 3-3

Supposons l'hypothèse suivante:

(H1)3:I1 existe une constante 03>O,indépendante de h,telle que
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2d(v,x) +Eh({ v}) ≥ 03( Il t B0 + fl vlÿ)2
V(t,V) EWhxVh

(3-14)

Alors,il existe une constante y3>0,indépendante de h,telle que

Bh({Z,w);{x,v})
iTlo + lvl, Y3 (IC lo-lÿli)sup

(t,v)ewbxvh
(t.v)*{O,0)

(3-15)

V(Z.W)€WbxVb

DEMONSTRATION

Soit (£,w) un élément arbitraire de WhxVh .Décomposons £ comme

suit:

$ = s - q.I

où q = -1/n tr $ et seWh tel que tr s = 0.

Définissons veVh et reWh par:

v = w

T = l = s - q.I

Alors,

Bh({Z,w};{x,v}) = Bh({i, w);{Z, w})

Et donc,

v};{£/ ty)= -£-(\s\l + plqIll)+2<Hw.Z) +
Z(I

+Eh({Z,w};{Z,w})

Ceci entraîne

BM, w);{i, v})* +p||gIlo)+03(|| v||x +||Ç ||0)2
Z\l

+203 K lo II Vil!
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+03(|s«2 +|gJlo)

*U-+03\ 2H 3)|s|,°+(ÿ+03)l|gJ|°+03 «v»i

i03(ls|2 +|gJ|?+|i/|î)
D'après (3-9) et (3-10),on obtient

03Bh({l, V};{X , V}) ≥ -y (|Ç|0 + Mi)2

Alors,

Bh(£,w};{x,v)) 03
IxJo+ivDx y (Itlo+Mi)

D'où,

033/,({$,y};{T, v})
ITIO +IVIJ, -f (Kllo + llÿllx)sup

(T,V)eÿxVj
(t,v)*(0,0)

est vérifiée pour y3 = 03/2>O qui estL'inégalité (3-15)

évidemment indépendante de h.

On passe maintenant aux améliorations qui consistent à déduire

des conditions suffisantes plus faibles sur les termes de

stabilisations pour obtenir la stabilité cherchée.A cet effet,

une série de résultats sur la stabilité est proposée pour couvrir

toutes les possibilités.

THEOREME 3-4

Supposons les hypothèses suivantes:

(H1)4:I1 existe une constante P4>0,indépendante de h,telle que
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≥ P4 || x fll
(H2)4:I1 existe une constante 04>O,indépendante de h,telle que

(3-16)

Eh({0,v};{0,-v}) ≥ ejvfê VveVh
Alors,il existe une constante y4>0,indépendante de h,telle que

(3-17)

Bh({Z,w};{z,v})
Btfl0 +|vfl1 Y4(1Uo +!MII)sup

(t,v)ewbxvh
(T,v) «•(0,0) (3-18)

\/a,W)t=WhxVh

DEMONSTRATION

Soit (Ç,w) un élément arbitraire de WhxVh .Décomposons $ comme

suit:

l = s - q.I

où q = -1/n tr £ et seWh tel que tr s = 0.

Définissons veVh et reWh par:

wv =
r = $ = s - q.I

On a

Bh({Z,w};{z,v}) = Bh({Z,w};{Z,-w})

Mais,

Bh({ï,w};{Z,-w)) = ap (Ç,Ç) ,w};{$,-w})

avec

ap(Ç,Ç) = -ÿ-(»s»o + p ll<?-Tlo)

D'où,
Ba({«, v};{T,v})= + 2£:il({-gJ,0};{s,0})-

Z\x

+ Eh({-qI,w};{-ql, -w}).
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i.e.

Bh({!l'W};{x,v})ÿÿ7(\\s\\20 + p'|iqIl20)+ PJsl20 + VJqI\\20+QJw\\l

Ce qui donne

D'où,

Bh({!ÿ,w};{x,v})ÿ C (||s||o + ||gJH + 1

avec

C = min

On a,évidemment

Bh({l,w};{x,v}) ≥ -j(K ||0 + || w\\r)2

et donc,

Bh({Z, w};{x, v})
Ixlo+lvÿ I(ll5llo*l“'li)

D'où,

Bh({ï,w};{x,v))
hlo + Mj. Y4(Ki0+IMIi)sup

(T,V)<EWhxVb
(t,V)*(0,0)

avec = C/2>0 qui est évidemment indépendante de h.

Dans le cas où p > 0, on peut déduire le résultat suivant:

THEOREME 3-5

Supposons les hypothèses suivantes:
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(HI)5: (3-19)0};{x,0}) ≥ 0

(H2)5:I1 existe une constante 05>O,indépendante de h,telle que

v};{0,-v}) ≥ 05|v|î VveVh (3-20)

Alors,il existe une constante y5>0,indépendante de h,telle que

Bh{{l,w);{x,v})
Ys(IUO + IÿII)sup

(t,v)ewbxvh
(t,v)»(0,0)

t lo + Il vli (3-21)

Va,W)EWhxVh

DEMONSTRATION

Soit (Ç,w) un élément arbitraire de WhxVh .Décomposons £ comme

suit: £ = s - q.I

où q = -1/n tr $ et seWh tel que tr s = 0.

Définissons veVh et reWh par:

wv =
T = i = s — q.I

On a

Bh({Z, v)) = w};{Z,-w))

Comme

Bh({Z,w};{Z,-w)) = ap(Ç,Ç) w};{ÿ,-v})

avec

ap(Ç,Ç) = -ÿ-(»S||Q + p||gJlo)
Z p.

alors,

Bh({Z,w};{X, v})=-M||s||Q + p \\ql\\20)+ Eh({s,0};{s,0})+2 Eh({-ql,0};{s,0})-
Z

+Eh({-qI,w);{-ql,-w)).
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Mais,

Eh({-gl,w};{-gl,-w})= Eb({-gI,0};{-gJ,-v})+Eh({0,w);{-gI,-v))

= Eh{{~gl,0};{-gJ,0})+Eh({-gl,0};{0,-w})
+Eh({0,w);{-gI,0})+Eh({0, w};{0,-**)

D'OÙ,

5A({$,M;{T,v})= +2EA({-gJ,0};{S,0})-

+f?A({-gI,0};{-gI,0})+Eh({0,w);{0,-w))

D'autre part,on a d'après (3-19):

Eh({s-gl,0};{s-gJ,0}) ≥ 0

ou

≥ 0

ou

J?A({s,0};{s,0})+ÆA({s/0};{-gJ,0})+ÿ({-gJ,0};{s,0})+

+i?A({-gJ,0};{-gJ,0}) ≥ 0

D'où,

2Eh({s,0};{-gJ,0})S ~Eh({s,0};{s,0}) -Eh({-gl,0};{-gJ,0})

de sorte que:

BJ(({,w);{T,v>)=

Finalement,on obtient:

Bh({Z.w);{x,v))ÿ C(|Ç llo + Ilw\l)
avec
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C = min

Ainsi,

Bh({Z,w);{T,v}) ≥ -j (||£ ||0 + IMIi)2

et

Bh({l.w);{x,v))
IM0+Mi|(UU'M,)

D’où,

Bh({l,W);{T,V})
Itlo + lvlj. -f (lîl.'-IWx)sup

(x,v)e»hxVh
(t,v)*(0,0)

et l’inégalité (3-21) est vérifiée pour Y5 = C/2>0 qui est

évidemment indépendante de h.

THEOREME 3-6

Supposons les hypothèses suivantes:

(H1)6:I1 existe une constante 0 < P6 < min{l/2ji,p/2/i},

indépendante de h,telle que

tfA({x,0};{x,0}) ≥ - P6 II T ||o (3-22)Vx €Wh

(H2)6:I1 existe une constante 06>O,indépendante de h,telle que

Eh({0,v};(0,-v)) ≥ 06 I v|J VveVh (3-23)

Alors,il existe une constante y6>0,indépendante de h,telle que

Y6 (ICI0 + Ml)sup
(T,V)ewhxvh
(t,v) »(0,0)

iTlo + iv»! (3-24)

Va,W)EWhxVh
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ou

Eh({s,0};{s-qI,0})+Eh({-qIl0};{s-qI,0}) ≥ -p6 \\s-qlf0

ou

Eh({S,0};{S,0})+£-A({S,0);{-qI,0})+ Eh({-qI.0};{S,0})+

+ Eh({-ql,0};{-ql,0}) ≥ ~P6 |s-gJ||o

On arrive à:

0};{-gJ,0})ÿ-P6ls-gJ||o ~Eh({S,0};{s,0})-

~Eb({-qI,0};{-gJ,0})

Par conséquent,

w}i{x> v-})≥ -ÿ7(11 sllo +P Ig-ÿSo)"Pô!s_gJllo+

+Eh({0,w);{0'-V)

i.e.

Bh({Z,w};{x, v))≥±(Il S\\l + p «qlfo)- P6|s \20 - P6|ql lo + 06 II w\\

Ceci donne

de sorte que:

Bh({ w);{x, v})≥ C(«s1% + Il gJ \\20 + 1 vflf)
avec

C = min

En combinant avec (3-10),on aboutit à:
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Bh((Z,w);{ï, v})
Il* l0 + Il vli|(Mllo-Iwl!)

Comme (£,w) est arbitraire,on obtient

II* lo + IV-l!
sup

(x,v)eWbxVb
(t,v)#(0,0)

Yg = C/2>0 , qui est évidemmentet (3-24) est satisfaite pour

indépendante de h.

3-2 CONVERGENCE DES SOLUTIONS DISCRETES

Après avoir établi les conditions de stabilité, on présente

maintenant les résultats de convergence des solutions discrètes

vers la solution exacte du problème d'élasticité posé

initialement.

THEOREME 3-7

Supposons que l'une des conditions suivantes est satisfaite:

(1):

(H1)1:I1 existe une constante P1>0,indépendante de h,telle que

i?A({t,0};{T,0}) ≥ px || T ||§ VT ewh

(HZJjrll existe une constante 01>O,indépendante de h,telle que

Eh({-ql,v);{-ql,-v}) ≥ 0X(|| grJ||0 + fl vÿ)2 V(g,v) <=QhxVh

< min{ P1+l/2/i/01+p/2/i >(H3):

(2)î

(H1)2:I1 existe une constante 02>O,indépendante de h,telle que

Eh({x,v};{x,v)) ≥ 02(11 IIQ + Il v\\i)2 V(T,V) EWhxVh
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(3):

(HI)3:Il existe une constante 03>O,indépendante de h,telle que

2d(v,x) +Eh({x,v};{x, v)) ≥ 03(|t |0 +|v'||1)2
V(T,V) ÇWhxVh

(4) î

(H1)4:I1 existe une constante P4>0,indépendante de h,telle que

Eb({x,0};{x,0}) ≥ P4 « x «I Vx EWh

(H2)4:I1 existe une constante 04>O,indépendante de h,telle que

Eh({0,v};{0,-v)) ≥ QJvWl VveVh
(5)î

(Hl)5:

VxeÿEb({x.0);(x,0)) ≥ 0

(H2)5:I1 existe une constante 05>O,indépendante de h,telle que

v};{0,-v}) ≥ 05|vC 'ivEVh
(6):

(H1)6:I1 existe une constante 0 < P6 < min{1/2m,p/2/x}/

indépendante de h,telle que

£fl({x,0};{x,0}) ≥ - P6 \\xf0

(H2)6:I1 existe une constante 06>O,indépendante de h,telle que

Eh({0,v);{0,-v}) ≥ e6\\v\\l WveVh

Vxewh

Alors, le problème (Sh) admet une solution unique dans WhxVh
De plus, si le problème (Sh) est consistant,i.e.

Eh{{o,u);[x , v)) = 0 V (x,v) EWhxVh (3-25)

on a l'estimation d'erreur suivante:
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(3-26)Il o-ah ||0 + Il u-uh |j_ ≤Clinf ||a- x ||0 +inf|u-v\x
(tenfj, vev„

où C est une constante positive,indépendante de h, et (a,u)

désigne la solution du problème (1-36)-(1-37).

DEMONSTRATION

On munit WhxVh du produit scalaire suivant,

(({T, v};{£,v})) = f (T,£ + v.v+Vv.Vv)dQJ û (3-27)

V(T,V),(Ç,w) £WhxVh

et on pose

|I(T,V)||| = (||T||O + IMI?)* (3-28)

la norme correspondante.

Puisque,

+ ≤ |||(T,V)||| ≤ + lvlj)
V2

ll.IIJ.il,.1 1 et sont équivalentes.

forme bilinéaire Bh étant

alors,les deux normes

La fonctionnelle linéaire Lh et la

continues sur WhxVh ,alors,d'après le théorème de représentation

de RIESZ, il existe deux éléments uniques ($0/wo) et A(£/w) dans

WhxVh tels que

V(T,v)€WhxVh (3-29)(({50,iVo},{-c, v->)) = Lh(T.v)

V(x,v)EWhxVh (3-30)((A(Ç,w),(t,v))) = Bh({Z, v};{x,v))

En vertu de la continuité de Bh({.,.};{.,.}) et de

(3-28),l'opérateur A est continue,En effet,
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((A(Z, W),(T, V)))|U(Ç,*$|| = sup
(T,v)eWbxVb
(X,v)*(0,0)

I II(x'V) Il I

Bh(g,w};{ï,v})
sup

(t,v)ew„xvh
(t,v)»(0,0)

I II(T,V)||

£*({£/ V};{T, v})
≤ y/2 sup

(T,v)ewbxVb
(t,v)»(0,0)

M0+|

≤ /2c*{K«0 +aw'ii1}

≤ 2 C*|||(Ç, V)1|

i.e.

|M(Ç,")1| * 2 C*|||(Ç, w)1 1 .
Alors, le problème

Trouver (o0,u0) e WhxVh tel que

A(o0,u0) = (Ç0,w0)

est une formulation équivalente au problème (Sh).

On est ainsi ramené à montrer que A est une bijection de WhxVh
sur WhxVh et que A-1 est un opérateur borné de WhxVh dans WhxVh .
Tout d'abord, des théorèmes (3-1) à (3-6) on déduit:

v})
Yi |l(£,w)l| ≤ \/2Yi(IIS llo + HÿIi) * /2 sup

(x.v)eWbxVh
(t,v)»(0,0)

«Tllo-HMIi

((Afé, w),(t, v)))
I II(*/v)III≤ 2 sup

(x.v)ewbxvb
(T,v)#(0,0)

= 2| « A($, w)|||
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D'où,

||A(«.")ll *% 111(5,ÿ)11 (3-31)V(Z,W)ewhxvh

Ceci prouve que A est injectif.

Pour montrer que A est surjectif,i.e. A(WhxVh) = WhxVh,on a à

vérifier successivement que A(WhxVh) est fermé dans WhxVh et que

l'orthogonal (AÿxVÿ)-1- de A(WhxVh) dans WhxVh est réduit à 0.

En effet, si (/z,A)e A(WhxVh) (adhérence de A(WhxVh) dans WhxVh)

et (A(5n,wn))neN est une suite de A(WhxVh) qui converge vers (n,k)

dans WhxVh,en vertu de (3-31),on a:

\lA(Knlwn)-A(imlwa)l\ = \ÏA(!Zn-Zml wn-wm)U

≥ |l(5n-5m, v«-wm)Il

De sorte que (5nfwn) est une suite de CAUCHY dans l'espace de

HILBERT WhxVh .Elle converge donc vers un élément (/x,A) et donc,

=(ViA)€A(WhxVh) ,

en vertu de la continuité de A.

Donc, A(WhxVh) est fermé dans WhxVh et,

WhxVh = A(WhxVh) © {A{WhxVb)f

Soit maintenant (T0,V0) € (A(WhxVh)) Il vient:

Va,w)EWhxVh{(A(£.W).(x0,v0))) = 0WhXVh
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D'autre part, on a:

Bh({% / !{T0' Vp})
Yi I l(t0, v0)|| ≤ v/2Yi(|T0||0 +||v0||1) ≤ s[2 sup

(î,v)ewhxv„
((,v)•(0,0)

B1]({$ > / {TQ/
11(5ÿ)11≤ 2 sup

(î.»0 ewAxVA
<{,»0 *(0,0)

((A(g,ÿ;(t0,y0)))
≤ 2 sup

(Î,W)
((.v)*(0,0)

111(5ÿ)111

= O»bXVh

D'où, (T0,v0) = (0,0).

Ceci établit la surjectivité de A,i.e.

A{WhxVh) = (WhxVh) .

L'opérateur A est donc bijectif de WhxVh sur WhxVh.De plus,A-1 est

borné d'après (3-31)

Soient ïï un interpolant de u dans Vh et a celui de a dans Wh.
On a:

Bh({a -S, u- u};{t, v}) = ap(o-ô,x)+d(u-ü,x)+d(v,a-a)+

+Eh({a-ô,u-ü};{x,v})

D'autre part, d'après (3-25), on a:

Bh({°h~d'uh-Q};{x,v}) = Bÿ{a-à,u-ü);{x,v})

D'où,

Bh({a-a,u-ü};{T,v}) zM\a -9||0 ||x ||0 + ||u-u ||x ||1 1|0 +|o-S||0 || vix+

+ Cx( 1 o-9 ||0 + 1u-3 Bi.)( Il T llo + I vli)
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≤ max{M,1}( 1 a -a ||a + 1|u- Q|x)(|| x ||0 + 1 vÿ)*

+C1(|o-3B0 + Iu-a|1)(|t|+|v|1)

≤ max{W+C1/l+C1}(||o-d||0 +||u-afl1)(||x|0 +|v|1)

Ceci entraîne:

Bb({ob-9tub-Q};{x,v}) <
M0+ Mx max{Af+q,1+q}(I o -d |0 + 1 u-a li)sup

<ÿ (0,0)
<T,V)
(T,V)

Mais, en vertu de (3-24),

Sup
(x,v)
(T,V)*(0,0)

Il s'ensuit que:

max{ÿ+C1> 1+Cx}(lo-SIg + ii-ai!)Il cr - CT Ho + Il - u Ü! ≤
Yi

En utilisant l'inégalité triangulaire, on obtient:

Il°~ 10 + 1 u- UA Hi ≤ c(|o-d|0+|u-a»l) (3-32)

de sorte que l'estimation d'erreur (3-32) est vérifiée pour

c =( max/M+Cÿl+Cj|1 +
Yi

CORROLAIRE 3-1

Si
ve(tf*+1(û)fli£(Q))n TGÿMûJDLOÿû))nxnet

alors,on a les estimations d'erreur suivantes:

||o-a*||0 + Iu-uh I, ≤ C(hmtl|o |mtl u 1ÿ) (3-33)

et
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|U-Ufl|„sC-(A"*2|o|..1+A‘*‘|uU) (3-34)

Pour clore cette section, on note que si le problème est non

consistant, un terme exprimant l'erreur de consistance apparaîtra

dans le membre de droite de l'estimation précédente.

3-3 APPLICATIONS

Dans cette section, on présente des constructions des termes Eh
de stabilisation qui satisfont certaines conditions suffisantes

de stabilité précédemment établies.On note que l'objectif

poursuivi ici consiste à couvrir tous les théorèmes précédents.

On rappelle que, dans la suite du chapitre, C0 désigne la

constante intervenant dans l'inégalité (1-61) du lemme 1-1.

EXEMPLE 1:

(WhxVh)2 la forme bilinéaire symétriqueOn définit sur

Eh ) par :

£*({£/ v)) = X1(Ç,t)+ A,2(€(V),e(v)) (3-35)

où >0 et A2 >0 sont deux constantes à déterminer

convenablement.
Dans ce cas, l'existence et l'unicité de la solution du problème

(Sh) dépendent de la satisfaction ,en plus de la continuité de

de l'hypothèse (Hl)2 du théorème 3-2.Eh'
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(a)- Continuité :

En utilisant l’inégalité de CAUCHY-SCHWARTZ, on a:

\Eh({ï,wr,{x,TA)\ = |ÿ1(Ç,x)+l2(e(v),e(ÿ))|

≤ A1Iü0IMIo+Me(fc') lolled lo

≤ max{l1, A2)(I £ ||0 + 1 v||1)( i T |0 + 1 v|x)

i.e.(3-2) est vérifiée pour:

Cr = max{A1,À2}

(b) Hypothèse (Hl)2;

On a:

Eh(il. v}) = A1||T||o+A2||e(v) |o

≥ minÿ,A2C0}(||t ||| +|e(v)||Q)

{ÿy - j(Mo+Mi)2≥ min

Il est clair que et A2 doivent être choisies telles que,

k1 > 1 et A2 >
C0

pour obtenir (3-11) avec

Ai A2C0
T' 2

> i •02 = min et

EXEMPLE 2î

On définit sur (WhxVh)2 la forme bilinéaire symétrique

Eh ) Par :
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M;{*» v}) = (Ç +e(w),x +e(v)) (3-36)

Montrons que ce choix de Eh vérifie les hypothèses du

théorème 3-3

(a)- Continuité :

En utilisant l'inégalité de CAUCHY-SCHWARTZ, on obtient:

I £ÿ*({? # = U+e(w) ||0 1 T +e(v) ||0

≤ (|Ç|0 + le("> lo)(lTfl0 +|e(v) llo)

≤ (IIUo + »ÿlli)(»ÿllo + »ÿlli)

i.e.(3-2) est vérifiée pour: C]_ = 1 .

(b)- Hypothèse (Hl)3:

On a:

2d(x,V) +Eh({x , v);{x,v}) = -2(t,e(v))+(x +e(v), x +e(v))

= l|T»J +|e(v)|jj

≥ min{l,C0}(lT||o +||v||i)

(l'ijc T10 + IMII)2≥ min

de sorte que (3-14) est satisfaite avec

Mr03 = min
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EXEMPLE 3:

<WhxVh)2 la forme bilinéaire symétriqueOn définit sur

Eh ) Par :

EM> M;{T/ v}) = (£+e(w),t -e(v))+(Ç-e(w),x +e(v))
V(«,*0,(t,v)eÿ

(3-37)

Ainsi la forme bilinéaire généralisée Bh({£,w};{T,v})

(WhxVh)2 est donnée par:

sur

BhUZ.v};{x,v})=a9(Z,ï)+ d(w,i:)+d(v,Z)+EM' v})
(3-38)

V($.,W).(x,V)eWhxVh

Où

ap(Z'x) ~ trx)]
d(v,x)= -(x,e(w))

Montrons que pour ce cas, Eh vérifie les hypothèses (Hl)4 et

(H2)4 du théorème 3-4.

(a)- Continuité :

En utilisant l'inégalité de CAUCHY-SCHWARTZ, on obtient:

EM' v}) = |(£+e(v),x-e(v))+(Ç-e(v),x+e(v))|

≤ |($ +c(v),x-e(v))|+1(5 -e(v),x +e(v)))|

≤||Ç+e(w)||0 . ||x -e(v)|0+||Ç-e(w)|0.||x+e(v) ||0

*(Il S i0 + Ile(w) 10)(IT 10 +||e(v)|0)+

+(K H + Ile(v) l0)(llx»o + »e(v)||0)

≤ 2( Il 5 10 + 1 'ÿll1)( Il T IIQ + Il Y’Ili)

D'où
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Eh({Z'V;{*'V)) ≤ 2(«Ç|0 +|W|1)(|T|0 + |V|1)

i.e. (3-2) est vérifiée pour = 2.

(b)- Hypothèse (Hl)1:

On a:

0};{T,0}) = 2 || x ||Q

et l'inégalité (3-16) est trivialement satisfaite pour P4 = 2.

Vt EWh

(c)- Hypothèse (H2)1;

On a:

**(«>, v>;{0,-v» = 2 Ie(v) \l

≥ 2C0\\v\\l

i.e. (3-17) a lieu pour 04 = 2C0 .

EXEMPLE 4:

<whxvh)2 la forme bilinéaire symétriqueOn définit sur

Eh({. par :

=(ç--ÿ tri.j+e(t/)fx--ÿ Crx . I-c(v))+

I-e(w),T — —— trx .J+e(v))
/

V(ÿ,W)t(xf-v)€fVhxVh
(3-39)

Ici, aussi, on peut facilement montrer que ce choix de Eh
satisfait la condition de continuité (3-2) avec c-jÿ = 2,

l'inégalité (3-16) avec P4 = 2 min{l, p2} et l'inégalité
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(3-17) avec 04 = 2C0 dans le théorème 3-4 .

EXEMPLE 5;

<w„xvh)2 la forme bilinéaire symétriqueOn définit sur

Eh ) par :

Eh(iZ' v}) = -(e(w),e(v)) \/(Z,w),(T,v)ewhxVh (3-40)

Pour ce choix de Eh,en plus de la continuité,les hypothèses du

théorème 3-5 peuvent être facilement vérifiées .En particulier,

on trouve cx = 1 et 05 = C0. De même ,(3-19) est évidente car

Eh({r,0},{r,0}) = 0 .

EXEMPLE 6:

(Whxvh)2 la forme bilinéaire symétriqueOn définit sur

Eh({.,.};{-,.}) par :

Eh({£,"};{*/ v)) = -ô|c trÉ • I~2\ie(w) trT.J-2jie(v)j

V(Ç,w),(t,v)€WhxVh (3-41)

où S >0 est une constante à déterminer convenablement .
et l'unicité de la solution du problème (Sh)

dépendent de la satisfaction , en plus de la continuité de Eh les

hypothèses (Hl)6 et (H2)6 du théorème 3-6.

L'existence

(a)- Continuité :

En utilisant l'inégalité de CAUCHY-SCHWARTZ, on a:
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-A_£ trx . T-2 pe( v) JEh{{l.ÿr,{x,V\) = lôÿ-ÿtrÇ.
≤ ô||$-lzP fcrÇ . J-2pe(v) i0 Sx-ÿ trx . J-2pe(v)

J-2 pe ( w) ,x

≤ lo)(l*--îÿEtr*- n0 + 2|i|e(v

≤ ô(max{l, p}1 U0 +2 u || v|1)(max{l, p} flx ||0 +2 p|v|x)

≤ ômax{l, p2 , 4 p2}(||$ ||0 + Il tvr|1)(l'r IIo + Il vil,)

d'où,

Eh({Z,W};{x,v)) ≤ C1(||$||0 + ||v||1)(Ixl0 + Iv||1)

i.e. (3-2) est vérifiée pour

Cx = ômax{l , p2 , 4 p2}

(b)- Hypothèse (Hl)6:

On a:

trx . I , x - trx . j|

≥ -5|T_AZ£ trx. X||in

≥ -ômax{l, p2} B T II!

Il est clair que si on choisit S tel que ,

min/ÿ- , -2-11 2p 2 p j (3-42)ô < max{l , p2}

alors (Hl)6 est satisfaite pour P6 = - S max {l,p2}.
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(c)- Hypothèse (H2)6:

Il vient:

Eh({0, v};{0,-v}) = -Ô(-2e(y),2e(v))

=4ô Ie(v) f0

≥ 4ô C0 I vJi

de sorte que le résultat cherché serait obtenu en prenant

06 = 4 5 C0 •
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QUATRIEME CEAPTÏEEi

ILLÜ&lïRXnom HOMERIQUES



Dans ce chapitre, on présente les résultats d'un test

numérique en utilisant la nouvelle formulation avec le terme (3-

41). On rappelle que cette formulation est consistante.

On choisit les données du problème d'élasticité de sorte que la

solution exacte soit connue. Après la résolution numérique du

problème par la méthode d'éléments finis, des erreurs de la

vitesse et du tenseur sont calculées. A cet effet, un programme

en langage "Pascal" a été conçu (Voir Annexe). Les résultats

obtenus sont discutés au moyen de graphes. Ils confirment la

convergence de la solution approchée vers la solution exacte.

4-1 ALGORITHME PAR ELEMENTS FINI8 :

Soit le domaine

fl={(x,y) el2 , 0<x<XL , 0<y<YL)

On subdivise le domaine n dans la direction des x en Nx parties

égales de pas hx et dans la direction des y en Ny parties égales

de pas hy. On obtient, donc, Nx.Ny rectangles (voir figure 4-1)

qu'on dénote par (i=l,...,Nx.Ny) qui sont les éléments du

partitionnement Jh de n.

y

YL

YL/Ny

XL/Nx XL x

Figure 4-1
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La forme bilinéaire utilisée Eh est définie par :

tr$ . J-2pe(v) ,1--ÿ trx . J-2ne(v) J
ou

vuA+(vuA) J)

vuft+(vuA)t

Eh(iob.uj;hh' v*}) — Ô (aA--ÿÊ tr oA. J-2p

_ô (o*— troA. J-2ji

2

vuh+(vuh)
/ “2|i

22

La formulation mixte discrète de HELLINGER-RIESSNER devient alors

(°h> trrA) - (xA, e ( uA) ) -

~ô trah.I, trxb.I) +

+2ôn(e(uA),x--iÿtrxA.J) =0 V xhewh

(4-1)

-(oA,e(vA) ) -Ô (oA--ÿ£trah.I, -2|ie(vA) )

-ô (-2pe(uJ , -2pe(vA) ) = f(Vh) V vhevh
(4-2)

avec la condition:

minj—ï-,-2-1
I 2\i 2 nf (4-3)

ô < max(l, p2}

Les termes intervenant dans le système sont évalués séparément.

En posant :

£ah H et xA=["“ H
J\W2j W3j) {*21 V31)

(4-4)(1=1,2,3)°h=

où

={ 0
, i=J. i+jwiJ

78



on a:

i . x _ i r K* wv) K*
°A'T* 2(1 [(V2J ’ (v2J V3J dxdy

2(1

D'où,

3
-A-(«vÿ) = E “j E ftft

La matrice correspondant au terme considéré s'écrit :

fk[»11»11+2»21»21+»31»31]dxdy [»l2»ll+2»22»21+»32»3l]dxdy

/ [Wj11»12 +2 »21»22 +»31»32] /j»12»12 +2 »22 »22 + »32 »32]1
2(1

/j»11»13 +2 »21»23 +»31»33] /j»12»13+2 + »32»33]d»ÿ

/j»i3»11+2»23V21+ V33W31]dxdy
/j»l2»12+2»23»22 +»33+»32] <*Cdy

/ [»12»13+2 »23»23 + »33»33] dXC?y

Un calcul simple donne :

1 0 0
2(1

10 0
(1

10 0
2(1

Ceci est donc la matrice élémentaire dans l'élément Kjÿ et qu'on

dénote dans le programme par [AE1]. La matrice globale

correspondante sera dénotée par [AGI]; elle possède 3NxNy lignes
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et 3NxNy colonnes. Passons aux termes :

(trah,trxh) et -b{oh-±ÿ-troh.I,xh-ÿ-trxh.I) (4-5)

En procédant de la même manière que précédemment on obtient les

matrices élémentaires [AE2] et [AE3]. Les matrices globales

correspondantes sont [AG2] et [AG3] qui sont construites par

assemblage des matrices élémentaires [AE2] et [AE3] sur tous les

éléments Kj_.

Pour le quatrième terme, on a:

-(Th,e(uh)) =jaxh:e(uh) dxdy (4-6)

En posant :
W21 8

u»=T PJVJ (1=1,2,3)et*t> =
J=l{*21 W3ij

OÙ

Vj= (vljt v2j) tel que via_1= (<pn,0)T ; 72=1,...,4

v2a =(0,<pJT ; 72=1 4

avec
1 au noeud n

0 aux autres noeuds<Pn =

bilinéaire dans l'élément Ki

on a

dvi.
dx<*12 *228

PJ/ü
J-l

dxdy:
{<*21 <*3l) dV2.

dy
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Njfy 8 (dv]j+dvM)
{ dy dx )+<*>3 dxdy**sï*w*

La matrice correspondant au terme considéré s'écrit:

dvÿ dv±1 dv21 dv21-ar+"n-a?+"*-gr*»n-#l** ■ • ■

L dV!B
_

9V1B £ÿ28 ■„ £ÿ28i*j 11 5* 21 dy 21 dx 31 dy

-/*,K
dxdy

'L, •• •

••• -L,K
Ôÿ21 dv2

+(ù”-dï
dVlB+(, ÔV28.0 dv26 ,
~““IF ““IF

‘4S-ÿFÿ-grÿ-te
••• -4[“«%ÿ"»

i dxdy ...

dy

La matrice élémentaire ainsi obtenue possède 3 lignes et 8

colonnes pour chaque élément KL. On la dénote par [AE4]. La

matrice globale [AG4] aura donc 3NxNy lignes et 2(Nx+1)(Ny+1)
colonnes.

Pour le terme
2\i6(e(uh),xh-ÿ-trxh.I) (4-7)

on utilise les mêmes calculs.

La matrice élémentaire est dénotée par [AE5] donnant la matrice

globale correspondante [AG5].
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Passons au terme (4-8)-(oh,e(uh))

Comme le terme précédent (4-6), la matrice transposée [AE4]T est

la matrice élémentaire du terme (4-8) qu'on dénote par [AE6]. La

matrice globale correspondante est ainsi la matrice transposée

de [AG4] et qu'on dénote par [AG6].

Le terme :

-ô(ah- troh.I,-2jie(vh) ) (4-9)

est calculé de la même manière.

La matrice élémentaire obtenue est [AE5]T qu'on dénote par [AE7]

et la matrice globale est [AG5]T qu'on dénote par [AG7].
Concernant le terme

-ô(-2\ie(uh), -2\ie(vh) ) (4-10)

on pose :

8

£ Yj(v1j,v2j)T Vh=(Vu,V2i)T (1=1 8)et
J=1

D'où,
dvi
dx8

-ô(-2|ie(u/J),-2ne(vA)) = £ yj -4ôn2
lf
2( dy dx )

dv2i
dy

lf dv1i + dv21
2\ dy dx

dVli
dx

dxdy:

lf dÿUÿdV2l)
, 2\ dy dx j

dV2l
dy
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if dÿj + àv2j\
2\ dy dx )

dvU
dxNJ7y 8

L2=1 J=1 *' jÿ2j
ay

‘aÿll if dv11 + dv2
2 1 ay aÿax

dxdy

dÿ21if avuÿ av2J
v 2v ay ax ay

[(%)&)•
if aV~2jY jÿ2lUaV2jY 3v~2i)
2 V dy ax A dy dx ) { dy ){ dy J dxdy

La matrice élémentaire obtenue :

--•/„( (%)(%)•-i*v‘

II ayi8ÿay28|f ayilÿay2l)ÿIf avji
+ dvÿjf dv21

dy dxdy dx dxdx
aÿ21 if aÿ21 dxdydxdy
dy dy

•ÿ/.J (%!%)•-ÿ/J (%!%ÿ)• -4Ô-4Ô

)if aVri8 + ay28|f ayi8
+ ay28|+lfaÿll+aÿ2l|f

dx dy dxdy dxdx

av2s I dv2av21 if dv2 8 dxdydxdy dy dydy dy

est dénotée par [AE8]. Elle possède 8 lignes et 8 colonnes. La
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matrice globale, comme précédemment dénotée par [AG8], a

2(Nx+1)(Ny+1) lignes et 2(Nx+1)(Ny+1) colonnes.

Pour le terme de droite, des calculs simples donnent comme

vecteur élémentaire BE1=0 pour le tenseur à 3 composantes et

comme vecteur élémentaire BE2 pour la vitesse à 8 composantes,

comme suit :

/. + <*xdy
J ki

f (fivi2+f2v22) dxdyJ[BE2]=

f (fivis+f2v2B> dxdy
J kt

OÙ f=(fx , f2)T-
Les vecteurs globaux correspondants sont dénotés par B1 (à 3NxNy
composantes) et B2 (à 2(Nx+1)(Ny+1) composantes).

Le problème discret (4-1) s'écrit sous forme matricielle comme

suit :

[AG4\ + [AG5\ B1[AGI] + [AG2] +[AG3] o

(4-11)

B2 .[AG6] + [AG7] [AG8] U

où

Wy NSy nWy}T. . ax o2 a3 ja = [a\ a\ o* a\ .

et

2(NX+1)(Ny+1) 2(NX+1)(Ny+1)]TU = [ui ul ul uf . . . . Ux U2
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Dans le programme principal on fait appel aux sous-programmes

(procédures) suivants:

LECTURE :Sous-programme de lecture des données qui représentent

la localisation des degrés de liberté.

ECRITURE:Sous-programme de sauvegarde des résultats qui

représentent les solutions approchées.

:Sous-programme d'inversion par la méthode de GAUSS-

JORDAN de la matrice [A].
:Sous-programme qui donne la résolution de système

INV

MUL

(4-11).

:Sous-programme de construction de la matrice élémentaire

[AE1].
:Sous-programme de construction de la matrice élémentaire

[AE2].
:Sous-programme de construction de la matrice élémentaire

[AE3].
:Sous-programme de construction de la matrice élémentaire

[AE4].
:Sous-programme de construction des matrices élémentaires

[AE5],[AE6] et [AE7].

:Sous-programme de construction de la matrice élémentaire

[AE8].
:Sous-programme de construction du vecteur élémentaire

[BEI].

:Sous-programme de construction du vecteur élémentaire

[BE2].
:Sous-programme d'assemblage des matrices élémentaires

[AE1],[AE2] et [AE3].

AAE1

AAE2

AAE3

AAE4

AAE5

AAE6

BBE1

BBE2

ASS1
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:Sous-programme d'assemblage des matrices élémentairesASS2

[AE4] et [AE5].
:Sous-programme d'assemblage des matrices élémentairesASS3

[AE6] et [AE7].
:Sous-programme d'assemblage des matrices élémentairesASS4

[AE8].
:Sous-programme d'assemblage des vecteurs élémentairesASS5

[BEI].
:Sous-programme d'assemblage des vecteurs élémentairesASS6

[BE2].

:Sous-programme qui introduit les conditions aux limites.COLI

4-2 TEST ET RESULTATS NUMERIQUES

Ici,l'objet est de tester numériquement la formulation discrète

(4-1)-(4-2) sur la méthode Qi~Qo pour le cas ju=l.

A cet effet,on choisit comme solution exacte du problème de

1'élasticité:

ux=xy{x-1)(y-1)

u =

u2=xy{x-1)(y-1)

de sorte que le terme de droite soit:

jxf —(2y-l)(2x-l)-2 (1+ p)-
l P P

p[—(2x-l)(2y-l)-2y(y-1)-2 (P+1)
L P P

y(y-l)-2x(x-i)

f =

x(x-i)

sur le domaine n pour XL=YL=1 et hx=hy=h.
Les résultats pour certaines valeurs de p et S satisfaisant la

condition (4-3) sont présentés dans les tableaux TAB1 TAB5 pour/••V
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des vitesses et tenseurs.Leh1 1 etles erreurs ° ahl o

paramètre de discrétisation h est pris successivement égal à

u-u

1,1/2,173,1/4,1/5,1/6.

De même, les taux de convergence sont évalués d'après la formule:

lnf—l eik ~
12

inlh.

où ejÿ est l'erreur obtenue pour le pas 1ÿ.

I a-CTh[o1 u~uhl 1 Kill K
0.3481.000 0.032998

0.7081.930
0.2130.500 0.008627

0.8622.110
0.003646 0.1500.330

0.9262.070
0.1150.250 0.002012

0.9512.020
0.0930.200 0.001280

0.9752.010
0.0780.166 0.000890

TAB1:o=0.9 , 5=0.4

1 a~aihiI u-uJi K,KÜi
0.3810.0329981.000

0.6971.850
0.2350.500 0.009122

0.8702.190
0.1650.0037310.330

0.9402.120
0.1260.250 0.002031

0.9912.060
0.001282 0.1010.200

1.0222.000
0.000893 0.0840.166

TAB2:0=0.75. 5=0.25
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I g-ahI n1 u~uh* i K,K
1.000 0.032998 0.881

0.6561.650
0.500 0.010447 0.559

0.9112.340
0.330 0.004024 0.386

0.9612.230
0.250 0.002123 0.293

0.9692.130
0.200 0.001317 0.236

1.0012.120
0.166 0.000898 0.197

TAB3:0=0.25 , 5=0.1

I a-ahI QI u-uhl i Khi K
2.1231.000 0.032998

0.6401.950
1.3620.500 0.010900

0.9282.330
0.9340.330 0.004225

0.9662.280
0.7080.0021930.250

0.9792.180
0.5690.0013480.200

0.9902.140
0.4760.0009150.166

TAB4:o=0.1 , 5=0.045

I CT-CTJI u-uhl t KjKhi hlfl
21.080.0329981.000

0.6361.570
13.560.0110440.500

0.9252.260
09.310.0044050.330

0.9692.310
07.050.0022690.250

0.9842.220
05.660.200 0.000138

0.9952.190
04.730.166 0.000931

TAB5:o=0.01 , 5=0.0045
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On remarque que les résultats présentés dans les tableaux

confirment bien la convergence théoriquement obtenue: ordre 2

pour la vitesse et ordre 1 pour les tenseurs.

La même impression est donnée par les courbes représentant les

erreurs de vitesse et de tenseur en fonction du paramètre de

discrétisation h,où les résultats approchent une parabole pour

la vitesse et une droite pour les tenseurs.

A titre illustratif, on présente aussi la tendance de la solution

approchée de la vitesse au noeud central (1/2,1/2)(voir TAB 6),

sachant que la solution exacte est u(l/2,1/2)=(0.0625,0.0625).

Vh

0.09050.09150.500

0.06770.06700.250

0.06270.06220.166

TAB 6:o=0.75.<5=0 ♦ 25
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4-3 CONCLUSION GENERALE

En utilisant le concept de stabilisation,le problème

d'élasticité a pu être résolu numériquement au moyen d'une

méthode mixte d'Elément Finis,connue pour être instable.

Le présent travail, de part les résultats numériquement

obtenus ouvre des perspectives de recherche et résolution plus

performante du problème d'Elasticité.

Un futur travail de recherche plus approfondi s'occupera

sans aucun doute du cas non-linéaire.
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PROGRAMME1:CALCUL DES SOLUTIONSAPPROCHÉES

USES CRT;

XL = 1.0 ; YL = 1.0 ; NX =6 ; NY= 6 ;
NMXEL =36; NMXD =206; NMXDF =48;
DELTA = 0.250; RO =0.75 ; XMU = 1.0 ;

CONST

TYPE

=ARRAY[1..NMXD,1..NMXD] OF REAL;
=ARRAY[1..11,1..NMXEL] OF INTEGER;
=ARRAY[1..11,1..11] OF REAL;
=ARRAY[1..3,1..3] OF REAL;
=ARRAY[1..3,1..8] OF REAL;
=ARRAY[1..8,1..3] OF REAL;
=ARRAY[1..8,1..8] OF REAL;
=ARRAY[1..(3*NX*NY),1..(3*NX*NY)] OF REAL;
=ARRAY[1..(3*NX*NY),1..2*(NX+1)*(NY+1)] OF REAL;

MAT10 =ARRAY[1..2*(NX+1)*(NY+1),1..3*NX*NY] OF REAL;
MATH =ARRAY[1..2*(NX+1)*(NY+1),1..2*(NX+1)*(NY+1)] OF REAL;
VECT
VECT1 =ARRAY[1..NMXD] OF INTEGER;
VECT2 =ARRAY[1..3*NX*NY] OF REAL;
VECT3 =ARRAY[1..2*(NX+1)*(NY+1)] OF REAL;
VECT4 =ARRAY[1..3] OF REAL;
VECT5 =ARRAY[1..8] OF REAL;

MAT1
MAT2
MAT3
MAT4
MAT5
MAT6
MAT7
MAT8
MAT9

=ARRAY[1..NMXD] OF REAL;

VAR
A:MAT1;NUEL:MAT2;AE1,AE2,AE3:MAT4;AE4,AE5:MAT5;AE6,
AE7:MAT6;AE8:MAT7;AGI,AG2,AG3:MAT8;AG4,AG5:MAT9;AG6,
AG7:MAT10; AG8:MAT11;
B,VALFR,X:VECT; NUMFR:VECT1;
B1:VECT2;
B2:VECT3;
BEI:VECT4;
BE2:VECT5;

I,J,N,K,II,K1,K2:INTEGER;
NEL,NDOF,NDFR:INTEGER;
HX,HY,S:REAL;
CHOIX:CHAR;

(* XL: LA LOGUEUR DU DOMAINE
YL: LA LARGEUR DU DOMAINE
NX: NOMBRE D'ELEMENTS SUR L'AXE DES X
NY: NOMBRE D'ELEMENTS SUR L'AXE DES Y
NMXD : NOMBRE DE DERGRE DE LIBERTE TOTAL
NMXEL: NOMBRE D'ELEMENTS TOTAL
NMXDF: NOMBRE DE DEGRE DE LIBERTE SUR LA FRONTIERE
G.DAT: FICHIER DE 10CALISATI0N D'ELEMENTS
SOL.DAT:FICHIER DE SOLUTIONS *)

PROCEDURE LECTURE;
VAR I:INTEGER;

CHX:CHAR;
F:TEXT;

BEGIN
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ASSIGN(F,'G.DAT');
RESET(F);
READ(F,NEL); READ(F,NDOF);
FOR I:=1 TO NEL DO
FOR J:=l TO 11 DO
READ(F,NUEL[J,I]);

READ(F,NDFR);
FOR I:=l TO NDFR DO
READ(F,NUMFR[I]);
FOR I:=1 TO NDFR DO
READ(F,VALFR[I]);

CLOSE(F);

END;
PROCEDURE ECRITURE;
VAR I:INTEGER;

CHX:CHAR;
F:FILE OF REAL;

BEGIN
ASSIGN(F,'SOL.DAT');
REWRITE(F);
FOR I:=l TO NMXD DO
WRITE(F,X[I]);
CLOSE(F);

END;

PROCEDURE INV(VAR A:MAT1; TAILLE:INTEGER);
TYPE
VAR

PTR = ARRAY[1..100] OF INTEGER;
LIGNE,K,I,J, PIVOT, INT : INTEGER;
D, MAX : REAL;
P : PTR;
ERREUR:BOOLEAN;

PROCEDURE ORDONNER;
VAR TEMP : INTEGER;

TEMPO : REAL;
Q : PTR;
LIGNE, COLONNE, I : INTEGER;
FUNCTION ANTECEDENT (I : INTEGER) : INTEGER;
VAR K:INTEGER;
BEGIN
K := 0;
REPEAT K:= K+l UNTIL Q[K] = I;
ANTECEDENT := K;
END;

BEGIN
{ ORDONNER LES COLONNES }
FOR LIGNE := 1 TO TAILLE DO

BEGIN
FOR I:=l TO TAILLE DO Q[I] := P[I];
FOR COLONNE:=1 TO TAILLE DO
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BEGIN
TEMPO := A[LIGNE,COLONNE]; TEMP := Q[COLONNE];
A[LIGNE,COLONNE] := A[LIGNE,Q[COLONNE]];
A[LIGNE,Q[COLONNE]] := TEMPO;
Q[ANTECEDENT(COLONNE)] :=TEMP;
Q[COLONNE] := COLONNE;
END;

END;

{ ORDONNER LES LIGNES }
FOR COLONNE := 1 TO TAILLE DO
BEGIN
FOR I:=l TO TAILLE DO Q[I] := P[I];
FOR LIGNE:=1 TO TAILLE DO

BEGIN
TEMPO := A[LIGNE,COLONNE]; TEMP := Q[LIGNE];

A [ L I G N E , COLONNE] : =
A[ANTECEDENT(LIGNE),COLONNE];

A[ANTECEDENT(LIGNE),COLONNE] := TEMPO;
Q[ANTECEDENT(LIGNE)] :=TEMP;
Q[LIGNE] := LIGNE;
END;

END;
END;

BEGIN
ERREUR := FALSE;
FOR I := 1 TO TAILLE DO P[I] := I;
FOR I:=l TO TAILLE DO

BEGIN
{ RECHERCHE DU PIVOT }
MAX := 0;
FOR LIGNE := I TO TAILLE DO
IF ABS(A[I,P[LIGNE]]) > MAX

THEN BEGIN MAX := ABS(A[I,P[LIGNE]]); PIVOT := LIGNE
END;

IF MAX = 0 THEN
BEGIN

ERREUR := TRUE; WRITELN(•MATRICE SINGULIERE•);EXIT END;
INT := P[I];
P[I] := P[PIVOT];
P[PIVOT] := INT;

{ TRANSFORMATION }
D := A[I,P[I]];
A[I,P[I]] := l;
FOR J:=l TO TAILLE DO
A[I,P[J]] := A[I,P[J]]/D;
FOR K:=1 TO TAILLE DO
IF KOI
THEN BEGIN
D := A[K,P[I]];
A[K,P[I]] := 0;
FOR J:=1 TO TAILLE DO
A[K,P[J]] := A[K,P[J]] - A[I,P[J]] * D;
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END;
END;
ORDONNER;

END;
PROCEDURE MUL(AA:MAT1;BB:VECT;VAR X:VECT;N:INTEGER);

BEGIN
FOR I:=1 TO N DO
BEGIN
S:=0;
FOR J:=1 TO N DO
S:=S+AA[I,J]*BB[J];
X[I]:=S;
END;
END;

PROCEDURE AAE1;

BEGIN
AE1[1,1]:=(1/(2*XMU))*HX*HY;
AE1[1,2]:=0.0;
AE1[1,3]:=0.0;
AE1[2,1]:=0.0;
AE1[2,2]:=(1/XMU)*HX*HY;
AE1[2,3]:=0.0;
AE1[3,1]:=0.0;
AE1[3,2]:=0.0;
AE1[3,3]:=(1/(2*XMU))*HX*HY;
END;

PROCEDURE AAE2;

BEGIN
AE2[1,1]:=(-(1-RO)/(4*XMU))*HX*HY;
AE2[1,2]:=0.0;
AE2[1,3];=((RO-1)/(4*XMU))*HX*HY;
AE2[2,1]:=0.0;
AE2[2,2]:=0.0;
AE2[2,3]:=0.0;
AE2[3,1]:=((RO-1)/(4*XMU))*HX*HY;
AE2[3,2]:=0.0;
AE2[3,3]:=(“(1-RO)/(4*XMU))*HX*HY;
END;

PROCEDURE AAE3;

BEGIN
AE3[1,1]:—(DELTA*(l+RO*RO)/2)*HX*HY;AE3[1,2]:=0.0;
AE3[1,3]:=(DELTA*(l-RO*RO)/2)*HX*HY;
AE3[2,1]:=0.0;
AE3[2,2]:=-2*DELTA*HX*HY;
AE3[2,3]:=0.0;
AE3[3,1]:=(DELTA*(l-RO*RO)/2)*HX*HY;
AE3[3,2]:=0.0;
AE3[3,3]:=-(DELTA*(l+RO*RO)/2)*HX*HY;
END;
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PROCEDURE AAE4;

BEGIN
AE4[1,1]:=-(-1*HY)/2;
AE4[1,2]:=0.0;
AE4[1,3]:=-AE4[l,l];
AE4[1,4]:=AE4[1,2];
AE4[1,5]:=AE4[1,3];
AE4[1,6]:=-AE4[l,4],*
AE4[1,7]:=-AE4[1,5];
AE4[1,8]:=AE4[1,6] ;
AE4[2,1]:=-(-l*HX)/2;
AE4[2,2]:=-(-l*HY)/2;
AE4[2,3]:=AE4[2,1],*
AE4[2,4]:=-AE4[2,2];
AE4[2,5]:=-AE4[2,3];
AE4[2,6]:=AE4[2,4];
AE4[2,7]:=AE4[2,5];
AE4[2,8]:=AE4[2,2];
AE4[3,1]:=0.0;
AE4[3,2]:=-(-1*HX)/2;
AE4[3,3]:=-AE4[3,1];
AE4[3,4]:=AE4[3,2];
AE4[3,5]:=AE4[3,3];
AE4[3,6]:=-AE4[3,2];
AE4[3,7]:=-AE4[3,3];
AE4[3,8]:=AE4[3,6];
END;

PROCEDURE AAE5;

BEGIN
AE5[1,1]:=-(DELTA*XMU*(1+RO)*HY)/2;
AE5[1,2]:=-(DELTA*XMU*(RO-1)*HX)/2;
AE5[1,3]:=-AE5[l,l];
AE5[1,4]:=AE5[1,2];
AE5[1,5]:=AE5[1,3];
AE5[1,6]:=-AE5[l,4];
AE5[1,7]:=-AE5[1,5];
AE5[1,8]:=AE5[1,6]
AE5[2,1]:=-(2*DELTA*XMU*HX)/2;
AE5[2,2]:=-(2*DELTA*XMU*HY)/2;
AE5[2,3]:=AE5[2,1];
AE5[2,4]:=-AE5[2,2];
AE5[2,5]:=-AE5[2,3];
AE5[2,6]:=AE5[2,4];
AE5[2,7]:=AE5[2,5];
AE5[2,8]:=AE5[2,2];
AE5[3,1]:=-(DELTA*XMU*(RO-1)*HY)/2;
AE5[3,2]:=-(DELTA*XMU*(1+RO)*HX)/2;
AE5[3,3]:=-AE5[3,1];
AE5[3,4]:=AE5[3,2];
AE5[3,5]:=AE5[3,3];
AE5[3,6]:=-AE5[3,2];
AE5[3,7]:=-AE5[3,3];
AE5[3,8]:=AE5[3,6];

;
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(2*DELTA*XMU*XMU)/4;
AE8[5,8]:=—(2*DELTA*XMU*XMU)/4;
AE8[6,6]:=(-(2*DELTA*XMU*XMU)*HY)/(3*HX)+

(-(4*DELTA*XMU*XMU)*HX)/(3*HY);
AE8[6,7]:=-(2*DELTA*XMU*XMU)/4;
AE8[6,8]:=-(-(2*DELTA*XMU*XMU)*HY)/(3*HX)+

(-(4*DELTA*XMU*XMU)*HX)/(6*HY);
AE8[7,7]:=(-(4*DELTA*XMU*XMU)*HY)/(3*HX)+

(-(2*DELTA*XMU*XMU)*HX)/(3*HY);
AE8[7,8]:=-(-(2*DELTA*XMU*XMU)/4);
AE8[8,8]:=(-(2*DELTA*XMU*XMU)*HY)/(3*HX)+

(-(4*DELTA*XMU*XMU)*HX)/(3*HY);
FOR I:=l TO 8 DO
FOR J:=1 TO 8 DO
AE8[J,I]:=AE8[I,J]
END;
PROCEDURE BBE1;
BEGIN
BEI[l]:=0.0;
BEI[2]:=0.0;
BEI[3]:=0.0;
END;

;

PROCEDURE BBE2;
BEGIN

BE2[1]:= HX*HY*XMU*(18*SQR(K1*HX)*R0+6*K1*HX*(6*K2*HY+(RO+1)
*(2*HX-3))+18*SQR(K2*HY)*(RO+1)+6*K2*HY*(RO+2)*(2*HX-3)+HX*
HY*(6*RO+7)-6*HX*(2*RO+3)+9)/(36*RO);

BE2[2]:=HX*HY*XMU*(18*SQR(K1*HX)*(RO+1)+6*K1*HX*(6*K2*HY+(RO+2)
*(2*HX-3))+18*SQR(K2*HY)*RO+6*K2*HY*(RO+1)*(2*HX-3)+HX*HY*
(6*RO+7)-6*HX*(2*RO+3)+9)/(36*RO);

BE2[3]:=HX*HY*XMU*(18*SQR(K1*HX)*R0+6*K1*HX*(6*K2*HY+2*HX*
(2*RO+l)-3*(RO+1))+18*SQR(K2*HY)*(RO+1)+6*K2*HY*(2*HX*(RO+3)
-3*(RO+2))+HX*HY*(12*RO+ll)-6*HX*(3*RO+4)+9)/(36*RO);

BE2[4]:=HX*HY*XMU*(18*SQR(K1*HX)*(RO+1)+6*K1*HX*(6*K2*HY+2*
HX*(2*RO+3)-3*(RO+2))+18*SQR(K2*HY)*RO+6*K2*HY*(2*HX*(RO+2)
-3*(RO+1))+HX*HY*(12*RO+17)-6*HX*(3*RO+5)+9)/(36*RO);

BE2[5]:=HX*HY*XMU*(18*SQR(K1*HX)*R0+6*K1*HX*(6*K2*HY+(RO+1)
*(4*HX-3))+18*SQR(K2*HY)*(RO+1)+6*K2*HY*(RO+2)*(4*HX-3)+HX*HY
*(18*RO+25)-12*HX*(2*RO+3)+9)/(36*RO);

BE2[6]:=HX*HY*XMU*(18*SQR(K1*HX)*(RO+1)+6*K1*HX*(6*K2*HY+
(RO+2)*(4*HX-3))+18*SQR(K2*HY)*RO+6*K2*HY*(RO+1)*(4*HX-3)+
HX*HY*(18*RO+25)-12*HX*(2*RO+3)+9)/(36*RO);

BE2[7]:=HX*HY*XMU*(18*SQR(K1*HX)*R0+6*K1*HX*(6*K2*HY+2*HX
*(RO+2)-3*(RO+1))+18*SQR(K2*HY)*(RO+1)+6*K2*HY*(2*HX*(2*RO+3)
-3*(RO+2))+HX*HY*(12*RO+17)-6*HX*(3*RO+5)+9)/(36*RO);

BE2[8]:=HX*HY*XMU*(18*SQR(K1*HX)*(RO+1)+6*K1*HX*(6*K2*HY+2*HX
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*(RO+3)-3*(RO+2))+18*SQR(K2*HY)*RO+6*K2*HY*(2*HX*(2*R0+1)-3*
(RO+1))+HX*HY*(12*R0+11)-6*HX*(3*RO+4)+9)/(36*RO);

END;

PROCEDURE ASS1(AAE1:MAT4;VAR AAG1:MAT8);
BEGIN

FOR I:=l TO NEL DO
FOR J:=1 TO 3 DO
FOR K:=l TO 3 DO
AAG1[NUEL[J,I]/NUEL[K/I]]:=AAG1[NUEL[J,I],NUEL[K,I]]+
AAE1[J,K];

END;

PROCEDURE ASS2(AAE2:MAT5;VAR AAG2:MAT9);
BEGIN

FOR I:=1 TO NEL DO
FOR J:=l TO 3 DO
FOR K:=l TO 8 DO

AAG2[NUEL[J,I],NUEL[K+3,I]-3*NX*NY]:=AAG2[NUEL[J,I],NUEL[K+3,I]
-3*NX*NY]+AAE2[J,K];

END;
PROCEDURE ASS3(AAE3:MAT6;VAR AAG3:MAT10);
BEGIN

FOR I:=l TO NEL DO
FOR J:=l TO 8 DO
FOR K:=1 TO 3 DO
AAG3[NUEL[J+3,1]-3*NX*NY,NUEL[K,I]]:=
AAG3[NUEL[J+3,I]-3*NX*NY,NUEL[K,I]]+AAE3[J,K];

END;

PROCEDURE ASS4(AAE8:MAT7;VAR AAG4:MAT11);
BEGIN

FOR I:=l TO NEL DO
FOR J:=l TO 8 DO
FOR K:=l TO 8 DO
AAG4[NUEL[J+3,1]-3*NX*NY,NUEL[K+3,1]-3*NX*NY]:=
AAG4[NUEL[J+3,1]-3*NX*NY,NUEL[K+3,1]-3*NX*NY]+AAE8[J,K];

END;

PROCEDURE ASS5(BBE1:VECT4;VAR BB1:VECT2);
BEGIN

FOR J:=1 TO 3 DO
BB1[NUEL[J,I]]:=BB1[NUEL[J,I]]+BBE1[J];

END;

PROCEDURE ASS6(BBE2:VECT5;VAR BB2:VECT3);
BEGIN

FOR J:=1 TO 8 DO
BB2[NUEL[J+3,1]-3*NX*NY]:=BB2[NUEL[J+3,1]-3*NX*NY]+BBE2[J];

END;

PROCEDURE COLI(VAR AA:MAT1;BB:VECT);
LABEL 10;
BEGIN
FOR I:=1 TO NDFR DO
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BEGIN
I1:=NUMFR[I];
FOR J:=1 TO NDOF DO
A[Il,J]:=0.0;
A[Il,II]:=1.0;
B[Il]:=VALFR[I];
END;
FOR I:=1 TO NDOF DO
BEGIN
FOR J:=l TO NDFR DO
IF I =NUMFR[J] THEN GOTO 10;
FOR K:=l TO NDFR DO
BEGIN
B[I]:=B[I]-A[I,NUMFR[K]]*VALFR[K];
A[I,NUMFR[K]]:=0.0;
END;

10: END;
END;

{ PROGRAMME PRINCIPALE}

BEGIN

FOR I:=l TO 3 DO
FOR J:=l TO 3 DO
AE1[I,J]:=0;
FOR I:=1 TO 3 DO
FOR J:=1 TO 3 DO
AE2[I,J]:=0;
FOR I:=1 TO 3 DO
FOR J:=1 TO 3 DO
AE3[I,J]:=0;
FOR I:=1 TO 3 DO
FOR J:=1 TO 8 DO
AE4[I,J]:=0;
FOR I:=1 TO 3 DO
FOR J:=1 TO 8 DO
AE5[I,J]:=0;
FOR I:=1 TO 8 DO
FOR J:=1 TO 3 DO
AE6[I,J]:=0;
FOR I:=l TO 8 DO
FOR J:=1 TO 3 DO
AE7[I,J]:=0;
FOR I:=1 TO 8 DO
FOR J:=l TO 8 DO
AE8[I,J]:=0;
FOR I:=1 TO 3*NX*NY DO
FOR J:=1 TO 3*NX*NY DO
AGI[I,J]:=0;
FOR I:=1 TO 3*NX*NY DO
FOR J:=1 TO 3*NX*NY DO
AG2[I/J]:=0;
FOR I:=1 TO 3*NX*NY DO
FOR J:=1 TO 3*NX*NY DO
AG3[I,J]:=0;
FOR I:=1 TO 3*NX*NY DO
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FOR J:=1 TO 2*(NX+1)*(NY+1) DO
AG4[I,J]:=0;
FOR I:=l TO 3*NX*NY DO
FOR J:=1 TO 2*(NX+1)*(NY+1) DO
AG5[I,J]:=0;
FOR I:=l TO 2*(NX+1)*(NY+1) DO
FOR J:=1 TO 3*NX*NY DO
AG6[I,J]:=0;
FOR I:=1 TO 2*(NX+1)*(NY+1) DO
FOR J:=1 TO 3*NX*NY DO
AG7[I,J]:=0;
FOR I:=1 TO 2*(NX+1)*(NY+1) DO
FOR J:=l TO 2*(NX+1)*(NY+1) DO
AG8[I,J]:=0;
FOR I:=1 TO NMXD DO
FOR J:=l TO NMXD DO
A[I,J]:=0;
FOR I:=l TO 3 DO
BEI[I]:=0;
FOR I:=1 TO 8 DO
BE2[I]:=0;
FOR I:=1 TO 3*NX*NY DO
B1[I]:=0;
FOR I:=l TO 2*(NX+1)*(NY+1) DO
B2(I]:=0;
FOR I:=1 TO NMXD DO
B[I]:=0;
FOR I:=l TO NMXD DO
X[I]:=0;

HX:=XL/NX;
HY:=YL/NY ;

LECTURE;

AAE1;
AAE2;
AAE3;
AAE4;
AAE5;

FOR I:=1 TO 3 DO
FOR J:= 1 TO 8 DO
BEGIN
AE6[J,I]:=AE4[I,J];
AE7[J,I]:=AE5[I,J];
END;
AAE6;

ASS1(AE1,AGI);
ASS1(AE2,AG2);
ASS1(AE3,AG3);
ASS2(AE4,AG4);
ASS2(AE5,AG5);
ASS3(AE6,AG6);
ASS3(AE7,AG7);
ASS4(AE8,AG8);
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Kl:=0;
K2:=0;
FOR I:=1 TO NEL DO
BEGIN
BBE1;
BBE2;

ASS5(BEI,Bl);
ASS6(BE2,B2);

IF ((Kl+1)*HY)=1 THEN K2:=K2+1;
IF ((Kl+1)*HY)=1 THEN Kl:=-1;
K1:=K1+1;
END;

FOR I:=1 TO 3*NX*NY DO
FOR J:=l TO 3*NX*NY DO
A[I,J]:=AG1[I,J]+AG2[I,J]+AG3[I,J];

FOR I:=l TO 3*NX*NY
FOR J:=l TO 2*(NX+1)*(NY+1) DO
A[I,J+3*NX*NY]:=AG4[I,J]+AG5[I,J];
FOR I:=1 TO 2*(NX+1)*(NY+1) DO
FOR J:=1 TO 3*NX*NY DO
A[I+3*NX*NY,J]:=AG6[I,J]+AG7[I,J];
FOR I:=l TO 2*(NX+1)*(NY+1) DO
FOR J:=l TO 2*(NX+1)*(NY+1) DO
A[1+3*NX*NY,J+3*NX*NY]:=AG8[I,J];
FOR I:=l TO 3*NX*NY DO
B[I]:=B1[I];
FOR I:=3*NX*NY+1 TO 3*NX*NY+2*(NX+1)*(NY+1)
B[I]:=B2[I-3*NX*NY];

DO

DO

COLI(A,B);

INV(A,NDOF);
MUL(A,B,X,NDOF);

READLN;
ECRITURE;
END.
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PROGRAMME2: CALCUL DES ERREURS DE LA VITESSE

USES CRT;

CONST N=6;
XL = 1.0 ; YL = 1.0 ; NX = 06 ; NY = 06;

TYPE
VECT=ARRAY[1..3*N*N+2*(N+l)*(N+l)] OF REAL;
VECT1=ARRAY[1..4] OF REAL;
MAT1=ARRAY[1..4,1..4] OF REAL;
VAR

X:VECT; Bl,B3,Y,Z:VECT1;Al:MAT1;
I,J,Kl,K2,II:INTEGER;

HX,HY,A,B,C,D,A2,B2,C2,D2,S:REAL;
El,E2,E3,E4,E5,E6,E7,E8,E9,E10:REAL;
E11,E12,E13,E14,E15,E16,El7,E18:REAL;
ER11,ER12,ER13:REAL;
ER21,ER22,ER23:REAL;
ERRU1,ERRU2,ERRU:REAL;
CHOIX:CHAR;

PROCEDURE LECTURE;
VAR I:INTEGER;

CHX:CHAR;
F:FILE OF REAL;{TEXT;}

BEGIN
ASSIGN(F,'SOLT6.DAT');
RESET(F);
FOR I:=1 TO 3*N*N+2*(N+1)*(N+1) DO
READ(F,X[I]);
CLOSE(F);

END;

{ }
INVERSION D'UNE MATRICE 'SUR PLACE'

METHODE DE GAUSS-JORDAN
PIVOT PARTIEL DEPLACEMENT VIRTUEL

{ }
{ >

}{
{ }

PROCEDURE INV(VAR A:MAT1; TAILLE:INTEGER);
PTR = ARRAYfl..100] OF INTEGER;
LIGNE,K,I,J, PIVOT, INT : INTEGER;
D, MAX : REAL;
P : PTR;
ERREUR:BOOLEAN;

PROCEDURE ORDONNER;
VAR TEMP : INTEGER;

TEMPO : REAL;
Q : PTR;
LIGNE, COLONNE, I : INTEGER;
FUNCTION ANTECEDENT (I : INTEGER) : INTEGER;
VAR K:INTEGER;
BEGIN

TYPE
VAR
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K l = 0/
REPEAT

f

K:= K+l UNTIL Q[K] = I;
ANTECEDENT := K;
END;

BEGIN
{ ORDONNER LES COLONNES }
FOR LIGNE := 1 TO TAILLE DO

BEGIN
FOR l:-l TO TAILLE DO Q[I] := P[I];
FOR COLONNE:=1 TO TAILLE DO

BEGIN
TEMPO := A[LIGNE,COLONNE]; TEMP := Q[COLONNE];
A[LIGNE,COLONNE] := A[LIGNE,Q[COLONNE]];
A[LIGNE,Q[COLONNE]] := TEMPO;
Q[ANTECEDENT(COLONNE)] :=TEMP;
Q[COLONNE] := COLONNE;
END;

END;

ORDONNER LES LIGNES
FOR COLONNE := 1 TO TAILLE DO
BEGIN
FOR I:=l TO TAILLE DO Q[I] := P[I];
FOR LIGNE:=1 TO TAILLE DO

{ }

BEGIN
TEMPO := A[LIGNE,COLONNE]; TEMP := Q[LIGNE];

A [ L I G N E , COLONNE] : =
A[ANTECEDENT(LIGNE),COLONNE];

A[ANTECEDENT(LIGNE),COLONNE] := TEMPO;
Q[ANTECEDENT(LIGNE)] :=TEMP;
Q[LIGNE] := LIGNE;
END;

END;
END;

BEGIN
ERREUR := FALSE;
FOR I := 1 TO TAILLE DO P[I] := I;
FOR I:=1 TO TAILLE DO

BEGIN
{ RECHERCHE DU PIVOT }
MAX := 0;
FOR LIGNE := I TO TAILLE DO
IF ABS(A[I,P[LIGNE]]) > MAX

THEN BEGIN MAX := ABS(A[I,P[LIGNE]]); PIVOT := LIGNE
END;

IF MAX = 0 THEN
BEGIN

ERREUR := TRUE; WRITELN('MATRICE SINGULIERE');EXIT END;
INT := P[I];
P[I] := P[PIVOT];
P[PIVOT] := INT;

{ TRANSFORMATION }
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D := A[I,P[I]];
A[I,P[I]] := 1;
FOR J:=l TO TAILLE DO
A[I#P[J]] := A[I,P[J]]/D;
FOR K:=l TO TAILLE DO
IF KOI
THEN BEGIN
D := A[K,P[I]];
A[K,P[I]] := 0;
FOR J:=l TO TAILLE DO
A[K,P[J]] := A[K,P[J]] - A[I,P[J]] * D;
END;

END;
ORDONNER;

END;
PROCEDURE MUL(B:VECT1;VAR X:VECT1;N:INTEGER);
VAR I:INTEGER;
BEGIN

FOR I:=1 TO N DO
BEGIN
S:=0;
FOR J:=1 TO N DO
S:=S+A1[I,J]*B[J];
X[I]:=S;
END;
END;

BEGIN
LECTURE;

HX:=XL/NX;
HY:=YL/NY;
E1:=0;E2:=0;
E3:=0;E4:=0; E5:=0;E6:=0;E7:=0;E8:=0;E9:=0;E10:=0;
Ell:=0;E12:=0; E13:=0;E14:=0;E15:=0;E16:=0;E17:=0;E18:=0;

ER11:=0;ER12:=0;ER13:=0;
ER21:=0;ER22:=0;ER23:=0;
ERRU1:=0.0; ERRU2:=0;ERRU:=0;

I:=3*N*N+1;
FOR K2:=0 TO (N-l) DO
FOR K1:=0 TO (N-l) DO
BEGIN

A1[1,1]:=1;
A1[1,2]:=K1*HX;
A1[1,3]:=K2*HY;
A1[1,4]:=K1*HX*K2*HY;
Al[2,1]:=1;
A1[2,2]:=K1*HX+HX;
A1[2,3]:=K2*HY;
A1[2,4]:=(K1*HX+HX)*K2*HY;
A1[3,1]:=1;
A1[3,2]:=K1*HX+HX;
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Al[3,3]:=K2*HY+HY;
Al[3,4]:=(K1*HX+HY)*(K2*HY+HY);
Al[4,1]:=1;
Al[4,2]:=K1*HX;
Al[4,3]:=K2*HY+HY;
Al[4,4]:=(K1*HX*(K2*HY+HY));
Bl[l]:=X[I];
B3[l]:=X[i+i];
B1[2]:=X[1+2];
B3[2]:=X[1+3];
Bl[3]:=X[I+3+2*N+l];
B3[3]:=X[1+3+2*N+2];
Bl[4]:=X[I+3+2*N-l];
B3[4]:=X[I+3+2*N];
Y[1]:=0.0;
Y[2]:=0.0;
Y[3]:=0.0;
Y[4]:=0.0;
INV(Al,4);
MUL(B1,Y,4);
A:=Y[1];
B:=Y[2];
C:=Y[3];
D:=Y[4];
Z[1]:=0.0;
Z[2]:=0.0;
Z[3]:=0.0;
Z[4]:=0.0;
Al[1,1]:=1;
Al[1,2]:=K1*HX;
Al[1,3]:=K2*HY;
Al[1,4]:=K1*HX*K2*HY;
Al[2,1]:=1;
Al[2,2]:=K1*HX+HX;
Al[2,3]:=K2*HY;
Al[2,4]:=(K1*HX+HX)*K2*HY;
Al[3,1]:=i;
Al[3,2]:=K1*HX+HX;
Al[3,3]:=K2*HY+HY;
Al[3,4]:=(K1*HX+HY)*(K2*HY+HY);
Al[4,1]:=i;
Al[4,2]:=K1*HX;
Al[4,3]:=K2*HY+HY;
Al[4,4]:=(K1*HX)*(K2*HY+HY);
B1[1]:=X[I];
B3[1]:=X[I+1];
Bi[2]:=X[I+2];
B3[2]:=X[I+3];
B1[3]:=X[1+3+2*N+1];
B3[3]:=X[1+3+2*N+2];
B1[4]:=X[I+3+2*N-l];
B3[4]:=X[I+3+2*N];
INV(Al,4);
MUL(B3,Z,4);
A2:=Z[1];
B2:=Z[2];
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C2:=Z[3];
D2:=Z[4];

El:= HX*HY*(30*K2*HY*K2*HY*K2*HY*K2*HY+60*K2*HY*K2*HY*K2*HY
*(HY-1)+30*SQR(K2*HY)*(2*SQR(HY)-3*HY+1)+30*K2*HY*HY*(SQR(HY)
-2*HY+1)+SQR(HY)*(6*SQR(HY)-15*HY+10))*(30*K1*HX*K1*HX*K1*HX
*K1*HX+60*K1*HX*K1*HX*K1*HX*(HX-1)+30*SQR(K1*HX)*(2*SQR(HX)-3
*HX+1)+30*K1*HX*HX*(SQR(HX)-2*HX+1)+SQR(HX)*(6*SQR(HX)-15*HX
+10))/900;

E2:=—HX*HY*(4*A*(2*SQR(HY)+3*HY*(2*K2*HY-1)+6*K2*HY*(K2*HY-
1))*(2*SQR(HX)+3*HX*(2*K1*HX-1)+6*K1*HX*(K1*HX-1))+2*B*(2*
SQR(HY)+3*HY*(2*K2*HY-1)+6*K2*HY*(K2*HY-1))*(3*HX*HX*HX+4*
SQR(HX)*(3*K1*HX-1)+6*HX*K1*HX*(3*Kl*HX-2)+12*SQR(K1*HX)*
(K1*HX-1))+(3*HY*HY*HY+4*SQR(HY)*(3*K2*HY-1)+6*HY*K2*HY*(3
*K2*HY-2)+12*SQR(K2*HY)*(K2*HY-1))*(2*C*(2*SQR(HX)+3*HX*(2
*K1*HX-1)+6*K1*HX*(K1*HX-1))+D*(3*HX*HX*HX+4*SQR(HX)*(3*K1
*HX—1)+6*HX*K1*HX*(3*Kl*HX-2)+12*SQR(K1*HX)*(K1*HX-1))))/72;

E3:=HX*HY*(18*SQR(A)+9*A*(2*B*(HX+2*K1*HX)+(HY+2*K2*HY)*(2*
C+D*(HX+2*K1*HX)))+6*SQR(B)*(SQR(HX)+3*HX*K1*HX+3*SQR(K1*HX))
+3*B*(HY+2*K2*HY)*(3*C*(HX+2*K1*HX)+2*D*(SQR(HX)+3*HX*K1*HX+
3*SQR(K1*HX)))+2*(SQR(HY)+3*HY*K2*HY+3*SQR(K2*HY))*(3*SQR(C)+
3*C*D*(HX+2*K1*HX)+SQR(D)*(SQR(HX)+3*HX*Kl*HX+3*SQR(K1*HX))))/18;

E4:=HX*HY*(6*HY*HY*HY*HY+15*HY*HY*HY*(2*K2*HY-1)+10*SQR(HY)*
(6*SQR(K2*HY)-6*K2*HY+1)+30*HY*K2*HY*(2*SQR(K2*HY)-3*K2*HY+1)
+30*SQR(K2*HY)*(SQR(K2*HY)-2*K2*HY+1))*(4*SQR(HX)+6*HX*(2*K1
*HX—1)+3*SQR(2*K1*HX-1))/90;

E5:=-HX*HY*(HX+2*K1*HX-1)*(2*B*(2*SQR(HY)+3*HY*(2*K2*HY-1)+
6*K2*HY*(K2*HY-1))+D*(3*HY*HY*HY+4*SQR(HY)*(3*K2*HY-1)+6*HY
*K2*HY*(3*K2*HY-2)+12*SQR(K2*HY)*(K2*HY-1)))/6;

E6:=HX*HY*(3*SQR(B)+3*B*D*(HY+2*K2*HY)+SQR(D)*(SQR(HY)+3*HY
*K2*HY+3*SQR(K2*HY)))/3;

E7:=HX*HY*(4*SQR(HY)+6*HY*(2*K2*HY-1)+3*SQR(2*K2*HY-1))*(6*
HX*HX*HX*HX+15*HX*HX*HX*(2*K1*HX-1)+10*SQR(HX)*(6*SQR(K1*HX)
-6*K1*HX+1)+30*HX*K1*HX*(2*SQR(K1*HX)-3*K1*HX+1)+30*SQR(K1*
HX)*(SQR(K1*HX)-2*K1*HX+1))/90;

E8:=—HX*HY*(HY+2*K2*HY-1)*(2*C*(2*SQR(HX)+3*HX*(2*K1*HX-1)+
6*K1*HX*(K1*HX-1))+D*(3*HX*HX*HX+4*SQR(HX)*(3*K1*HX-1)+6*HX
*K1*HX*(3*Kl*HX-2)+12*SQR(K1*HX)*(K1*HX-1)))/6;

E9:=HX*HY*(3*SQR(C)+3*C*D*(HX+2*K1*HX)+SQR(D)*(SQR(HX)+3*HX
*Kl*HX+3*SQR(K1*HX)))/3;

ER11:=ER11+E1+E2+E3;
ER12:=ER12+E4+E5+E6;
ER13:=ER13+E7+E8+E9;

E10:= HX*HY*(30*K2*HY*K2*HY*K2*HY*K2*HY+60*K2*HY*K2*HY*K2*
HY*(HY-1)+30*SQR(K2*HY)*(2*SQR(HY)-3*HY+1)+30*K2*HY*HY*(SQR
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(HY)-2*HY+1)+SQR(HY)*(6*SQR(HY)-15*HY+10))*(30*K1*HX*K1*HX*
K1*HX*K1*HX+60*K1*HX*K1*HX*K1*HX*(HX-1)+30*SQR(K1*HX)*(2*
SQR(HX)-3*HX+1)+30*K1*HX*HX*(SQR(HX)-2*HX+1)+SQR(HX)*(6*SQR
(HX)-15*HX+10))/900;

E11:=-HX*HY*(4*A2*(2*SQR(HY)+3*HY*(2*K2*HY-1)+6*K2*HY*(K2*HY-
1))*(2*SQR(HX)+3*HX*(2*K1*HX-1)+6*K1*HX*(K1*HX-1))+2*B2*(2*
SQR(HY)+3*HY*(2*K2*HY-1)+6*K2*HY*(K2*HY-1))*(3*HX*HX*HX+4*
SQR(HX)*(3*K1*HX-1)+6*HX*K1*HX*(3*Kl*HX-2)+12*SQR(K1*HX)*(Kl
*HX-1))+(3*HY*HY*HY+4*SQR(HY)*(3*K2*HY-1)+6*HY*K2*HY*(3*K2*
HY-2)+12*SQR(K2*HY)*(K2*HY-1))*(2*C2*(2*SQR(HX)+3*HX*(2*K1*
HX-1)+6*K1*HX*(K1*HX-1))+D2*(3*HX*HX*HX+4*SQR(HX)*(3*K1*HX-
1)+6*HX*K1*HX*(3*Kl*HX-2)+12*SQR(K1*HX)*(K1*HX-1))))/72;

E12:=HX*HY*(18*SQR(A2)+9*A2*(2*B2*(HX+2*K1*HX)+(HY+2*K2*HY)
*(2*C2+D2*(HX+2*K1*HX)))+6*SQR(B2)*(SQR(HX)+3*HX*Kl*HX+3*
SQR(K1*HX))+3*B2*(HY+2*K2*HY)*(3*C2*(HX+2*K1*HX)+2*D2*(SQR
(HX)+3*HX*Kl*HX+3*SQR(K1*HX)))+2*(SQR(HY)+3*HY*K2*HY+3*SQR
(K2*HY))*(3*SQR(C2)+3*C2*D2*(HX+2*K1*HX)+SQR(D2)*(SQR(HX)+3
*HX*Kl*HX+3*SQR(K1*HX))))/18;

E13:=HX*HY*(6*HY*HY*HY*HY+15*HY*HY*HY*(2*K2*HY-1)+10*SQR(HY)
*(6*SQR(K2*HY)-6*K2*HY+1)+30*HY*K2*HY*(2*SQR(K2*HY)-3*K2*HY+
1)+30*SQR(K2*HY)*(SQR(K2*HY)-2*K2*HY+1))*(4*SQR(HX)+6*HX*(2*
K1*HX-1)+3*SQR(2*K1*HX-1))/90;

E14:=-HX*HY*(HX+2*K1*HX-1)*(2*B2*(2*SQR(HY)+3*HY*(2*K2*HY-
1)+6*K2*HY*(K2*HY-1))+D2*(3*HY*HY*HY+4*SQR(HY)*(3*K2*HY-1)+
6*HY*K2*HY*(3*K2*HY-2)+12*SQR(K2*HY)*(K2*HY-1)))/6;

E15:=HX*HY*(3*SQR(B2)+3*B2*D2*(HY+2*K2*HY)+SQR(D2)*(SQR(HY)+
3*HY*K2*HY+3*SQR(K2*HY)))/3;

E16:=HX*HY*(4*SQR(HY)+6*HY*(2*K2*HY-1)+3*SQR(2*K2*HY-1))*(6*
HX*HX*HX*HX+15*HX*HX*HX*(2*K1*HX-1)+10*SQR(HX)*(6*SQR(K1*HX)
-6*K1*HX+1)+30*HX*K1*HX*(2*SQR(K1*HX)-3*K1*HX+1)+30*SQR(K1*
HX)*(SQR(K1*HX)-2*K1*HX+1))/90;

E17:=-HX*HY*(HY+2*K2*HY-1)*(2*C2*(2*SQR(HX)+3*HX*(2*K1*HX-1)
+6*K1*HX*(K1*HX-1))+D2*(3*HX*HX*HX+4*SQR(HX)*(3*K1*HX-1)+6*
HX*K1*HX*(3*Kl*HX-2)+12*SQR(K1*HX)*(K1*HX-1)))/6;

E18:=HX*HY*(3*SQR(C2)+3*C2*D2*(HX+2*K1*HX)+SQR(D2)*(SQR(HX)+
3*HX*K1*HX+3*SQR(K1*HX)))/3;

ER21:=ER21+E10+E11+E12;
ER22:=ER22+E13+E14+E15;
ER23:=ER23+E16+E17+E18;

IF ((Kl+1)*HX)=1 THEN I:=I+2;
I:=1+2;
END;
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ERRU1:=ER11+ER12+ER13;
ERRU2:=ER21+ER22+ER23;

ERRU:=((ERRU1*ERRU1+ERRU2*ERRU2));
WRITE(SQRT(ERRU));

READLN;
END.
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PROGRAMME3:CALCUL DES ERREURS DU TENSEUR

USES CRT;

CONST N=6;
XL = 1.0 ; YL = 1.0 ; RO =0.750 ;XMU=1;

TYPE
VECT=ARRAY[1.,3*N*N] OF REAL;

VAR
X:VECT;
II,I,J,Kl,K2,Il:INTEGER;

HX,HY,Al,A2,A3,A4,A5,ERRT,ERRT1,ERRT2,ERRT3:REAL;

CHOIX:CHAR;

PROCEDURE LECTURE;
VAR I:INTEGER;

CHX:CHAR;
F:FILE OF REAL;

BEGIN
ASSIGN(F,'SOLT6.DAT');
RESET(F);
FOR I:=1 TO 3*N*N DO

READ(F,X[I]);
CLOSE(F);

END;

BEGIN
WRITELN;
LECTURE;

HX:=XL/N;
HY:=YL/N;
ERRT1:=0.0;
ERRT2:=0.0;
ERRT3:=0.0;
ERRT:=0.0;
Al:=0;
A2:=0;
A3:=0;
A4:=0;
A5:=0;

i;=i;

FOR K2:=0 TO N-l DO
FOR Kl:=0 TO N-l DO
BEGIN
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Al:=HX*HY*(2*SQR(HY)+3*HY*(2*K2*HY-1)+6*K2*HY*(K2*HY-1))*(HX
+2*K1*HX-1)/6;

A2:=HX*HY*(HY+2*K2*HY-1)*(2*SQR(HX)+3*HX
*(2*K1*HX-1)+6*K1*HX*(K1*HX-1))/6;

A3:=HX*HY*(6*HY*HY*HY*HY+15*HY*HY*HY*(2*K2*HY-1)+10*
SQR(HY)*(6*SQR(K2*HY)-6*K2*HY+1)+30*HY*K2*HY*(2*SQR(K2*HY
)-3*K2*HY+1)+30*SQR(K2*HY)*(SQR(K2*HY)-2*K2*HY+1))*(4*
SQR(HX)+6*HX*(2*K1*HX-1)+3*SQR(2*K1*HX-1))/90;

A4:=HX*HY*(4*SQR(HY)+6*HY*(2*K2*HY-1)+3*SQR(2*K2*HY-1))
*(6*HX*HX*HX*HX+15*HX*HX*HX*(2*K1*HX-1)+10*SQR
(HX)*(6*SQR(K1*HX)-6*K1*HX+1)+30*HX*K1*HX*(2*SQR(K1*HX)-3
*K1*HX+1)+30*SQR(K1*HX)*(SQR(K1*HX)-2*K1*HX+1))/90;

A5:=HX*HY*(HY*HY*HY+2*SQR(HY)*(2*K2*HY-1)+HY*(6*SQR
(K2*HY)-6*K2*HY+1)+2*K2*HY*(2*SQR(K2*HY)-3*K2*HY+1))*(HX*HX*HX
+2*SQR(HX)*(2*K1*HX-1)+HX*(6*SQR(K1*HX)-6*K1*HX+1)
+2*K1*HX*(2*SQR(K1*HX)-3*K1*HX+1))/4;

ERRT1:=ERRT1+XMU*XMU*(1-RO)*(1-RO)*A4/(RO*RO)+
XMU*XMU*(1+RO)*(1+RO)*A3/(RO*RO)+
X[I]*X[I]*HX*HY+2*XMU*XMU*(1-RO)*(1+RO)*
A5/(RO*RO)-2*XMU*(1-RO)*X[I]*A2/RO
-2*XMU*(1+RO)*X[I]*A1/R0;

ERRT2:=ERRT2+XMU*XMU*A3+XMU*XMU*A4+X[1+1]*X[1+1]*HX*HY
+2*XMU*XMU*A5-2*XMU*X[1+1]*Al-2*XMÜ*X[1+1]*A2;

ERRT3:=ERRT3+XMU*XMU*(1+RO)*(1+RO)*A4/(RO*RO)+
XMU*XMU*(1-RO)*(1-RO)*A3/(RO*RO)+
X[1+2]*X[1+2]*HX*HY+2*XMU*XMU*(1-RO)*(1+RO)*
A5/(RO*RO)-2*XMU*(1+RO)*X[1+2]*A2/RO

-2*XMU*(1-RO)*X[1+2]*A1/RO;

I:=I+3;

ERRT:=ERRT1+ERRT2+ERRT3;
WRITELN(ERRT1,ERRT2,ERRT3,ERRT);

WRITELN;
END;

WRITELN;
WRITELN(SQRT(ERRT));
READLN;

END.
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ABSTRACT

The present work is a contribution to the stability of mixed finite element
methods for numerical solution of the Elasticity equations. By adding stabilisation
terms to the standard Galerkin formulation, sufficient conditions of existing,
uniqueness and convergence are established. The theory presented is illustrated
by examples.

Moreover, the applicaction on Qt - Q0 finite element is implemented by
means of a Pascal program.

Thus, the convergence properties for unknowns of displacement and strain
tensor exhibited computionally.
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