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RESUME , -

Le présent travail est une contribution a 1l'étude de la
stabilité des méthodes mixtes d'éléments finis pour la résolution
numérique des équations d'Elasticité.En ajoutant & la formulation
standard de GALERKIN des termes de stabilisation,des conditions
suffisantes d'existence,d'unicité et de convergence sont
établies.La théorie présentée estrillustrée par des exemples.De
plus, une application sur 1'élément Q;-Q, est mise en oeuvre au
moyen d'un programme en Pascal.

Ainsi, les propriétés de convergence pour les inconnues de vitesse

et de tenseur sont misesen évidence numériquement.
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La technique des éléments finis a connu une large
application dans 1l'analyse des différents problémes de 1la
physique, (voir [10],[21] et [23]).Dans la plupart des cas,
les méthodes d'éléments finis ont été développées en se basant

sur la technique de GALERKIN.

Ces méthodes pour la résolution numérique des problémes
du type point-selle sont assujetties & certaines conditions de
stabilité afin de garantir 1la convergence de 1la solution
approchée vers la solution exacte.Elles ont été particuliérement

développées dans les travaux de BABUSKA et BREZZI ([3],([4] et

[91).

Malheureusement, il existe beaucoup des méthodes instables
au sens de BABUSKA-BREZZI.Ceci a motivé une nouvelle approche,qui
consiste a perturber la formulation variationnelle discréte du
probléme mixte considéré,en ajoutant des termes pouvant dépendre
de la maille.Ces termes de perturbation sont introduits et
choisis de telle sorte A& assurer la stabilité de la nouvelle
formulation (voir FRANCA-STENBERG [17] et ([18],FRANCA-HUGHES-

STENBERG [19] et FRANCA-HUGHES-LOULA-MIRANDA [20].

L'objet de ce travail,qui suit cette nouvelle approche,
consiste & trouver des conditions suffisantes sur les termes de
stabilisation pour obtenir des méthodes stables et
convergentes.On établit que ces contraintes assurent
l'existence,l'unicité,ainsi que la convergence de la solution du

probléme discret vers la solution exacte.



Le présent travail est divisé comme suit.Dans le premier
chapitre,on présente les équations d'élasticité.Ensuite,on déduit
la formulation variationnelle du probléme considéré.Finalement,
on donne une théorie générale de la résolution des problémes du
type point-selle, ainsi que celle des méthodes mixtes d'éléments

finis utilisées pour leur approximation numérique.

Dans le deuxiéme chapitre,on applique les résultats
abstraits présentés dans 1le chapitre précédent pour 1la
formulation discréte du probléme d'élasticité. On présente les
conditions qui assurent la convergence de la solution approchée
vers la solution exacte.Puis, on donnera quelques exemples de
méthodes mixtes stables et instables pour 1le probléme
d'élasticité.Le chapitre est terminé par la présentation de
1'étude de la stabilité de deux méthodes dites de type TAYLOR-

HOOD pour le probléme discret d'élasticité.

Dans le troisiéme chapitre,on présente une modification
de la formulation approchée pour le probléme d'élasticité.Elle
consiste & ajouter des termes de stabilisation a la formulation
approchée standard.on déduit des conditions suffisantes sur ces
termes tout en assurant l'existence,l'unicité et la convergence
de la solution approchée vers la solution exacte.Ensuite, on
construit des applications ol des termes acceptables de

stabilisation sont concrétement mis en é&vidence.

Dans le dernier chapitre,un programme de résolution en

Pascal est mis en oeuvre numériquement pour la stabilisation de
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1'élément Q;-Q, pour un probléme-test d'élasticité.Les résultats

_ obtenus sont

clairement la fiabilité de la méthodologie introduite.

ensuite

discutés.En

iii

particulier,ils

montrent
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Dans ce chapitre,on présente les équations d'élasticité avec
quelques notions et résultats de 1'analyse fonctionnelle qui s'avérent
nécessaires.Ensuite,on déduit la formulatioﬂ‘ variationnelle
Finalement, on donne une théorie générale de 1la résolution des

problémes de type point-selle ,ainsi que la méthode mixte d'éléments

finis pour leur approximation numérique.

1-1 EQUATIONS D'ELASTICITE

La réaction élastique d'un matériau isotropique homogé&ne Q1 dans R"
(n=2,3) de frontiére réguliére I ,soumis & un champ de forces

f: 9 ———> R" ,peut étre décrite par le systéme suivant des

équations aux dérivées partielles :

e(u)=¥L{o—3:Btra.I dans Q (1-1)
21 n

div o+f=0 dans Q (1-2)

Pour simplifier la présentation et sans restreindre la généralité ,

on considére la condition aux bords :
u=0 Sur T

Dans 1l'équation (1-1), p désigne le paramétre de compressibilité du

matériau.

Les fonctions inconnues sont le champ des déplacements

u: 0 ———> R et le tenseur symétrique des contraintes o: @ —>
R"xR".

L'équation (1-1) est appelée équation constitutive , tandis que

(1-2) est dite équation d'équilibre.



On note que :

=_ 2B
P 2p+ni
(1-3)
o p>0 et l)—%p
p>0 et A>-%;L sont les constantes de Lamé du matériau.
o 1(du; OJu;,
e(uy=1{e;;} ;i,7=1,2 est donné par : e;,==|=—+=-1 (1-4)
( ) ij 1 J p J.j z(axj axl)
et,
n
tro=z: 0,; est la trace du tenseur ¢ (1-5)
1=1
I :désigne la matrice unité d'ordre n.
n n n
dive = aolj' aozi"..’ do,; _ (1-6)
= ox; = 0x; = Ox;
est 1l'opérateur différentiel défini sur les tenseurs.
En prenant n=3 ,les deux équations (1-1) et (1-2) s'écrivent :
d
8011+ 8012 + 0,3 +f1=0 dans Q (1-7)
ox, 0x, Ox,
do,, 0 d
21, 9022, 023+f2=0 dans Q (1-8)
dx, 0Jx, Ox,
do,, do,, Jdo
A, 32, " 33+f,=0 dans Q (1-9)

ox, Ox, Ox,



( _g_u_l 1 (Ou, 0, 1 9y, Ou ]
X, 2 0x, Ox, 2 X, Ox,
199, 0 o, e L -
2 o, " ox, ax, 2 \ox, "o, (1-10)
19,0, 109 S,  Ou
| 2 dx, Ox,° 2 ox, ox, ox, |
r 1_
011—_752'(011+°22+°33) Oi2 O13
1 1-
“%n 021 022“f52'(°11+°22+°33) : 023
l_
031 032 °33"‘j§2'(°11+°22+°33%

ol u=(u,,u,,u)t et f=(f,£f, )"

REMARQUE 1-1

1-L'équation constitutive pour un corps élastique incompressible est
obtenue en prenant p——— >0 dans (1-1).

2-0n peut tirer un cas particulier important en prenant p = 0; on
obtient les équations usuelles de STOKES,qui gouvernent 1l'écoulement
incompressible d'un fluide visqueux.

En prenant p = 0 dans (1-1), on obtient

e(u)=—l{o~ltro.4
21 n

Et donc ,
tre(u) =i[tro—i tro. trI]
21 n

1
=—-[tro-tro]=0
Zu[ ]

D'autre part, on a n n
tre(u)=§ e-.(u)=§:%=d1'vu
~ 11
1=1 1=1axi



ce qui donne la condition d'incompressibilité du fluide :

- div u=0 (1-11)
En définissant la pression hydrostatique par :
p=--]: tro (1-12)
i n
1'égquation (1-1) donne
o=2pe(u)-p.T
- et l1l'équation (1-2) devient,
B div(2pe(u) -p.I) +£=0
D'oQ,
_ 2p (div e(u)) -div (p.I) +£=0 (1-13)
- Des calculs simples permettent d'arriver a :
pAu-Vp+£=0
ol
N Au=(Au,,...,Au)t (1-14)

Le probléme de STOKES consiste a :

Trouver U: Q—— R? et P: Q—— R tels que

B divu =0
p AU-VP+£f=0
U =0 sur T

U représente la vitesse du fluide.

1-2 FORMULATION FAIBLE DU PROBLEME D'ELASTICITE :

Dans ce paragraphe, on rappelle quelques notions mathématiques
concernant la déduction de 1la formulation faible du probléme

d'élasticité. Tout d'abord, définissons un certain nombre d'espaces
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et de normes qui seront utilisés par la suite.

L'espabe de LEBESGUE des'fonctions a carré intégrable sur Q1 est:
12(Q) = ¢/fn¢2dn < +o0 } (1-15)
On le munit du produit scalaire :
(¢,w)°=foq>¢dn Vo, § € L2 (Q) (1-16)

et de la norme associée :

00, =[ (b, ¥) 1272 (1=17)
L'espace suivant sera aussi utile :
L2(Q)={ ¢ e L2(Q) / fo¢d0=o} (1-18)
On définit l'espace de SOBOLEV d'ordre m, H™(Q) par :
H™(Q)={ ¢ € L2(Q) / D*p e L?(Q) ; O<|k|sm} - (1-19)

ol pour tout vecteur k=(k;,k,,...,k,) de nombres entiers non négatifs.

D¥ désigne 1'opérateur différentiel d'ordre | k | =k;+k,+...+k,

qui est donné pour toute fonction #=%(x,,x%,,..,X,) par :

H"(Q) est muni de la norme :

1/2
||¢u,,,,o=( F: uDk¢||3,a] (1-20)
0<|k|sm

et de la semi-norme :



1/2
n= Dk dQ (1-21)
1, {%:mfnl 0| ]

Ainsi, pour k=1, 1l'espace :
H(Q)={deL*(Q) / D e L?(Q) } (1-22)

est muni de la norme :

n 3
- 0@ 2 2 1-23
lol, o = 122 2 o+l 3.0 ( )
1z=:1 0x;
et de la semi-norme :
n 1/2
u¢||1,g=( Y12 ué,o] (1-24)
1=1 i

Il est parfois aussi utile d'utiliser le sous-espace

H(Q)={ ¢ e H(Q) / ¢$=0 sur T} - (1-25)
sur lequel la semi-norme (1-24) est une norme équivalente & la norme
(1-23).

Pour les fonctions vectorielles, on emploie les espaces suivants:
H™(Q) = [H™(Q)]" =
{$=(dy. b0 ... 0)) / &, € HM(Q) ; i=1,2,...,n)} (1-26)

Ces derniers sont munis des normes produits :

n 1/2
n¢l,,,,n=( Y u«pl-ui.,n] (1-27)
=1

1

De méme, on pose :



Hy (Q) = [Hs (Q)]17 =

1-28
{d=(r 0y -0, / &y € BAQ) 5 i-1,2,....n) (1-28)

De plus, on munit 1l'espace Hol(n)xLoz(ﬂ) de la norme :
| 1@, ¥ 1 =l + 1wl (1-29)

Pour plus de détails, voir [8], [23].

Passons maintenant & la construction de la formulation faible du

probléme d'élasticité. Dans ce but, on définit deux espaces de HILBERT

par :
w={ t=[t;;] / t;;=t;; € Lg(Q) ; i,7=1,0} (1-30)
V=H; (Q) (1-31)
munis respectivement des normes :
n 1/2
- vz 2 (1-32)
Itlg (far*tdﬂ) [ .E_ fnrijdﬂ ] VieQ |
1,7=1
Ivi,=1vly, q VvevVv (1-33)

En multipliant 1l'équation (1-1) par un tenseur-test 7 de l'espace W

et 1l'équation (1-2) par une fonction-test v de V ,puis en intégrant

sur le domaine 1 ,on obtient la formulation faible suivante :

—f [e(u) : 7] dQ+f —]lp[o:t—ﬂtro.I:r dQ=0 (1-34)
Q a2 n
fn [dive +£f] vdQ =0 (1-35)



L'équation (1-34) donne :

n

- . Lyl e-12P . =

fo[e(u).r]quozp[o.r - (Elokk).I.t dQ=0
ou

1 1-p X
_fo [€(u) :t] dn"'fn—z—'.l a:t—Ti§=1 (1<E=10kk) 'I.i]"tl'j dQ:O
D'on,
1 1-p n n
-fo [e(u) :t] dQ+fQ~§p.o:1:-T (kglokk) : (l};lrﬁ) dQ=0

Et donc,

—zlﬁfo [ a:t—l—;etro. trt ]dQ—fQ [€(u):t ]dQ=0

D'autre part, l'équation (1-35) entraine :

n n ; n
f Yy i;ll v, + i;zl V, t ...+ %gﬁﬁ A
+ fovy+ £, v, + ...+ £, v,]d2=0

D'aprés la formule de GREEN, on obtient :

dQ

ov, = v,
- 011 + O2i oot Oni Va
j;[ g;i 0x; g;i ox; ;ga 0x;

+fn[f1v1+f,v,+... + £, v, ] dQ=0
de sorte que,

dQ =0

n V.
fo[.E ("’if a;j““fi"i)



qui peut étre réécrite comme suit :

1 1 ov, n v,
2 [i§=1 Jo o &, N i,z_7:=1 Ja %53, 4

n
+ £ dQ =0
ngfn i Vi

Puisque o est symétrique ,alors on a :

1 n ov; n v,

n
+jz=1fofjvjdn=o

ou

n n

-2 L o—2 R , Q=0
2 i,zj:=1 f“[olj o, 00 a9 +_]E=1 IS
ou
be] n
- e € v, dQ =0
fQ i§=1 01] €1J(V) dQ + JE=1 fQ f] V]

On arrive alors & :

—fg[e(v) :o]dQ+fo.de=0

Finalement, on obtient 1la formulation faible suivante, dite de

HELLINGER-REISSNER (voir [20])



[ Trouver (o,u) € Wx V lelle que

2_111.[0[0”—% tro. t:rt]dco—f [e(u) :t]dw=0 (1-36)
Vtew

—fne(v) :adm=-fnf.vdw Vvev | (1-37)

1-3 THEORIE GENERALE DES PROBLEMES DE TYPE POINT-SELLE

Le probléme faible d'élasticité obtenue plus haut appartient & une

classe plus large de problémes ,dont la forme générale est donnée par

PROBLEME "M"

[ Etant données L € W et ¢ € V',
trouver (o,u) € Wx V tel que :

L(t) Vztew (1-38)
o(v) Vvev ] (1-39)

a (o,t) + b (u,t)
b (o,vV)

ol W et V sont deux espaces de HILBERT, munis respectivement des

normes Ilw et IIV /W' et V', sont les espaces duaux de W et V
respectivement.

a : WX W —> R et b : W x V ——> R sont des formes
bilinéaires.

> R et : V ——> R sont des fonctionnelles linéaires.

L : W

L'existence et l'unicité de la solution du probléme "M" sont régies

par le résultat suivant :

10



THEOREME 1-1 (voir BREZZI [9] )

Supposons que:

(Al) Continuité de a(oloL et de bLonol

Il existe deux constantes 0 < ¢;,cy< ©» , telles que

| a (§,¢) | scl&EM, 0=, VE,tew (1-40)

[ b(t,v) | <scltlylvl, Vtew Vvev (1-41)

(H1) K-ellipticité de a(.,.)

Il existe une constante a > 0 telle que :

la (t,t) |2t Viexk (1-42)

ol K={T1€eW/ b(r,v) =0 ,VWeV } (1-43)

(H2)_Condition de LADYSHENSKAYA-BABUSKA -BREZZI

Il existe une constante B > 0 telle que :

sup Mz Bl v, Vvev (1-44)
TES’ Ilt "W
T

Alors, le probléme "M" admet une solution unique { o,u } €¢ W x V .

On note que la formulation faible du probléme d'élasticité

(1-36) et (1-37) est un cas particulier du probléme "M"

En effet, on pose :

n(n+1)
w=[{L3Q) ] 2 et v=(H(@))" (1-43)

a (t,§) =a, (r,§) = ?l; fQ[E:t—l—;EtrE . t:rt] dQ (1-46)

11



b(t,v) = d(t,v) = —f T :e(v) dQ
Q
L(v) =0
(p(v)=—f0fde VE,teEWet veV

(1-47)
(1-48)

(1-49)

Dans ce cas particulier , pour montrer qu'il existe une solution

unique ( o,u ) € W x V ,on doit vérifier les hypothéses (Al) , (H1)

et (H2) du théoréme (1-1).

Vérification de (Al) : On a :

| a(€,%) | =] a, (&) |= I-E;f;[ E:t - 35¥3t1f. trr] daqQ |

2p

=3111 |fo[§;r-—l;—pﬁz(trr.1) ]dﬂl

1 (7 - LZP
S 5g folﬁ.(r P tre. 12)2] @

En utilisant 1'inégalité de CAUCHY-SCHWARTZ ,on obtient

A
o4

1 [fo Iézldﬂ ]% [[n |1:——]%P—t:f:1:.I|2 dQ

| a, (§.7) | o

1 1-
=— T - trtv. I
o el 1e - = I
Décomposons 7 comme suit :
- R §
tT=s5-q.T ou q-——;trt

On a évidemment :

trs = tr(r—%trr.I) =trt - % trt.n =0

Et donc ,

12

(1-50)



| a, (E,7) | < 2_1p||eu,, |s-q.T - 1—;9tr(s—q.I) . I},

= 1 - _1-p
2plltill,,, Is-q.I —

(-nq) . 1|,
1
='§Hﬂilwus‘9q1"w
1 1
= z—pIIEII;,,[(s-pqr-I,s-qu)]2

nj

—Z}EHH,,UQ (s:s+p2(q.1):(q.I)-2ps:(q.I)) dn]

1

n 1

i . 2 . - 2
o Ilﬁll,.{fa (s:s+p?(q.I):(q.I) 2pqi’§J:= s;;I55) dQ

1

NI ™

1 . . -
-EEH€W4IL(S-S+92(Q-I).(q.I) 2pqtrs)dﬁ]
1

1
= 1ELIsT + p2lg- T1)?

h =

Mais,

Itli=ls-q. 1= (s-q.D : (s-q.D dQ

=f;(s:s+q.I:q.I—2s:q.I)dQ (1-51)
= |sly + lq. Il

D'ou,

[

|2, (8,9) | < 5 1 Ifmax(t, p?) 1<)

1
= 55 max. )1l Icly

(1-52)
(1-40) est vérifiée pour :

i.e.

- 1

C, E;ma)({ 1,p} .

D'autre part ,on a

13



|b(t,v) |=]|d(z,v) | = |-f1::e(v) aQ |

< f]t:e(v)ldﬂ

En utilisant, de nouveau, 1l'inégalité de CAUCHY-SCHWARTZ ,il vient:

ld(z,v) ] < [fnltzldﬂ]% Uale(v) |2 dQ]%
< lely IVVL, (1-53)

< lely vy

i.e. (1-41) est vérifiée pour c,=1 .

Vérification de (H1): On a :

- l{...-1-p
la, (t,7) | Ij; 2p[t.t —=tre. trr]dnl
=L : S -
o |f0[s.s+nq2 P (-gn) ( qn)]dQ|
= _1 . 2
2plLJs.s+pnq]dQ

= 55 lIst + pnlali]

: 1
|2, (5.0 | = min{ 2, EoA[Isllq. 713] (1-54)

On note que pour le cas incompressible (p=0),(1-54) ne peut pas étre
utilisée pour vérifier (Hl).Dans ce cas,on procéde comme suit.

En prenant: 7 = s-q.I € K,on obtient,

d(t,v) = —fat:e:(v) dQ
= —fo(s—q.I) s e(v) dQ

;:-j;(s:e(v)—(q.I):e(V))dQ

14



n
= - :e(v) - 11 (V) [dQ
fo(s v qlz=:1€ V]

n
-f [s:e(v)—q gVinQ
o 1=1 Xi

-fn(s :€(v) ~gdivv)dQ

=0
D'ol,
fa s:e(v)dQ = foqdivvdﬂ Vvev (1-55)

D'aprés une propriété de l'opérateur "div",on a:

VgeL?(Q)/R , 3Ivev
o B . (1-56)
divv=gqg et |v|, < —‘/% Iale

ol c est une constante positive (pour plus de détails, voir [21])

Ainsi, (1-55) devient
fs:e(Tr) dQ =f qg.divvdQ
o) Q
= lal}
Ceci entraine :

Iqls < Isl, le(¥) I,
< sl IVVI,

< Isly Ivl,

C
< Isly EHQHO

C
"q"o < '_n IIS"w

VG

15



et

c?|sly = nlql; (1-57)
En vertu de (1-57),on obtient,
(1+c?) Isli 2 Itly (1-58)
Par conséquent,
_ 1 2 2
lap (2. 0) | = 52 [Isli+pnlqly]
1
> o= Isly
H (1-59)
1
Il

>—
2u (1+c?)

i.e. (Hl1) est vérifiée pour:

2p (1+¢?)

Vérification de (H2):

Ici,on a besoin du résultat classique suivant.

LEMME 1-1 (Inégalité de KORN) (voir([23])

Soit 1 un ouvert borné de frontiére I',alors,il existe une constante

c = c()>0 telle que:

erij(v).el.j(v)dn+fovjvjdm]zcnvui VveH; (Q).  (1-60)

n
i,7=1

Comme conséquence de ce lemme,on déduit le résultat suivant.
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LEMME 1-2

Soit Q un ouvert borné de frontiére I',c! par morceaux.Alors,il existe

une constante cy>0 telle que,

n
Vvev=g;(Q) , Y le;(Mika 2 clvi,a. (1-61)
i,7=1

Comme pour tout veV, il existe TeW telle que:

- 1-62
T = -€(v) ( )
alors,
d(z,v) = —f‘f:e(v) dQ
Q
= foe(v):e(v) dQ
Et donc,
1Tl = fne(V) .e(v)dQ = d(7,Vv)
En utilisant 1'inégalité de KORN,on obtient:
sup V), A V) gy, (1-63)

TEW It"W "?HW
i.e. (H2) est vérifiée pour f =vc,.

En conclusion,toutes les conditions du théoréme 1-1 sont vérifiées,

et le probléme (1-36)-(1-37) admet une solution unique (o,u) € W X V

avec

W= {reW/t=s—q. I, trs=0, faqu=0 } (1-64)
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1-4 METHODES MIXTES DES ELEMENTS FINIS POUR LES PROBLEMES DU

POINT-SELLE

Les méthodes numériques basées sur les éléments finis consistent &
choisir tout d'abord des espaces d'approximations dits d'éléments
finis.A cette fin, on définit deux familles d'espaces de dimension
finie { W, } et { V, } pour la discrétisation du tenseur o et du
déplacement u, h représentant,comme d'habitude,un paramétre positif
1lié & la taille du maillage du domaine Q.

On note que pour chaque valeur de h,les sous-espaces W, et V, peuvent
étre construits sur le méme partitionnement 3, de Q,ou sur deux
partitionnements différents. Celui-ci peut étre constitué de triangles
ou quadrilatéres si NcR? ,de tétraddres ou hexaédres si acR3 .

En suivant la méthodologie de GALERKIN, le probléme discret "M,"

associé au probléme "M" s'écrit alors,

[ Trouver o, €W, , u, €V, tels que :
a(a,,t,) +b(t,,u) =L(t,) Vi,eEW, (1-65)

La construction des espaces d'approximation W, et V, est caractérisée
par les deux aspects fondamentaux suivants:
1- Un partitionnement $, est établi sur la fermeture 01 du domaine

N.Ainsi, N est subdivisé en un nombre fini de sous-domaines

K,vérifiant les propriétés suivantes:
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(i) @ = Urk.

KGQ,,

[o]
(ii) Tout KeS, est fermé et K # §.

(iii) Pour tout Ke€S,, la frontiére JK est

continliment Lipshitzienne.

2-Les fonctions 71, et v, peuvent s'écrire,
T, = Y N et v, = Y vF
Keg, Keg,
ol ThK et th sont des polyndmes ayant des supports inclus dans K.
Comme précédemment,on peut définir le sous-espace
K, = {vhE€W,/b(ty, vy) =0, Vv €V, ) (1-67)

En général,on a K, ¢ K.
L'existence et l'unicité de la solution du probléme "M,",ainsi que sa

convergence vers la solution du probléme "M",sont données pér le

résultat suivant.

THEOREME 1-2 (voir [21])

Supposons les hypothéses suivantes:

(H1) K,-ellipticité de a(.,.) :

Il existe une constante a*>0, indépendante de h, telle que

la(t,, t) | 2 a* |t,ls VT,€K, (1-68)

(H2) Condition de BABUSKA-BREZZI :

Il existe une constante B*>0,indépendante de h,telle que
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b (t,, v)

sup 2 p*lvyl, Vv,eV, (1-69)

THEW llfhllw

Alors,le probléme "M," admet une solution unique (oy,u,)€ WyxVy.

De plus,il existe une constante c>0,indépendante de h,telle que 1l'on

ait l'estimation suivante:

lo-o,l,*lu-u,l, < c(inflo-<|,+influ-vi,) (1-70)
TEW, VEVy

Maintenant on présente un résultat intéressant qui est trés utilisé
dans l'analyse de 1l'approximation au moyen de la méthode des éléments

finis mixtes .

THEOREME 1-3 (voir [3])

Soient W; et W, deux espaces de HILBERT,avec les normes l“."llet

IU.”lz respectivement.De plus,soit B(.,.) une forme bilinéaire sur

W;XW, telle que:

(1) |B(s,z) | < ¢, lIsll; llzl|, V(s,r) ew xw,

(i1) sup \BAS: D1 5 o (1)), Vrew,
SEW, "S" 1

s es B(s, )

(1ii) su J—T—Lr—lz c s VsSeEW
reif HIR 5 |Ishy 1

avec c, >0 , ¢c3 >0 , c; < ®@ ,
Soit L une fonctionnelle linéaire sur W, ,i.e. LeW, . Alors,il existe

un élément s eW; tel que:

B(s,,r) = L(r) Vrew,

avecC
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et .

Pour faciliter 1l'application de ce théoréme aux problémes

variationnels considérés,on écrit le probléme "M," sous la forme
équivalente:
Soit fev' et gew', trouver (0,,u,) EW,xV, tel que
B((0,,up) i (th, vy))=L (7, v)) pour tout (t,,Vv,) EW,XV, (1-71)
ol
B((oy, up) i (ty, vi))=a(oy, 7)) +b (v, u,) +b (0, v3,) (1-72)
L (v, vy) =L (1) +@ (vp) = (£, vp) +(g, 7). (1-73)
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Dans ce chapitre, on applique les résultats abstraits
présentés dans le chapitre précédent pour la formulation discreéte
du probléme d'élasticité. En particulier,On présente les
conditions qui assurent la convergence de la solution approchée
vers la solution exacte.Puis, on donnera quelques exemples de
méthodes mixtes stables et instables pour 1le probléme
d'élasticité.Le chapitre est terminé par la présentation de
l'étude de la stabilité de deux méthodes dites de type TAYLOR-

HOOD pour le probléme discret d'élasticité.

2.1 METHODES MIXTES D'ELEMENTS FINIS POUR LE PROBLEME

D'ELASTICITE:

On rappelle la formulation de HELLINGER-REISSNER continue du

probléme d'élasticité précédemment déduite :
( Trouver (o,u) EWXV telle que
1 cg-2L17P - . -

fo[o T tro. t:rt}dﬂ fo[e(u) :7]dQ =0 (2-1)

2y
Vtew

—ﬁf(w:odn==i&f.vd0 Vvev

Dans le présent travail, on utilise les méthodes d'éléments finis
conformes, i.e. les deux espaces d'approximation W, et V,

satisfont:

n(n+1)
W,cw=[L2(Q)] 2 et V,<V=[HAQ)]" (2-2)

La formulation mixte de GALERKIN pour le probléme "M,", (1-65)

et (1-66), s'écrit
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[ Trouver (o,,u,) € W,xV, tel que :
a,(0psTy) * d(Th ) = 0 Vi,EW, (2-3)
d(0,, V) = £(V) Vv,eV, I-

ol

ap(Eh.th)=—2-%[(Eh,rh)—l—;e(trEh, trrh)] VE,, ThEW, (2-4)

d&p, Vi) == (§nr€(Vy)) Vv,EV, (2-5)

£(vy) = - (£, v) Vv, eV, (2-6)

On remarque que dans ce cas du probléme discret d'élasticité ,
l'hypothése (H2) du théoréme (1-2) est facilement satisfaite.la
seule condition qui peut poser des difficultés est la condition
de K, -ellipticité de apg(.,.) (Ky étant donné par (1-67)) (pour plus
de détails voir [16]).Un résultat permettant la vérification de

cette derniére est donne par:

LEMME 2-1

S'il existe une constante C > 0,indépendante de h, telle que

Vt,€K, , 3 v,€V,: (2-7)

(diVVh, Q) = "qh"g et IIVblll < C"qh"o

avec qy= =-1/n tr 7,
alors,la Kp-ellipticité de ag(.,.) pour le probléme discret

d'élasticité (2-3) est vérifiée.

DEMONSTRATION

Soit 7,€K,.Décomposons 7, comme suit :
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Ty, =S, - qy. I
Comme 7,€K;, ,alors
(divvy, @) = (Spr€(Vy)) Vv,eV,
Et donc, (2-7) donne :
laula = (S, €(v)) < Isplole(vy) 1y
< Isplo vyl

< Clsplolanls

ce qui entraine

- lanle < C ISyl Vi,€EK,
_____ D'on,
Italy = Isals + nla,ls
< Isula + nC?|s,li
" < (1+nc?)|s,l3
Alors,
la,(th th) | = 2—1p- (15513 +pnla,li]
> 5o Isl6
2 z—i[ﬁg]nrhué

Finalement , on obtient :

Iap(th’th)l 2 a ||1~'h”3

i.e. ag(.,.) est K,-elliptique avec a=1/2p(1+nC?) .
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Ecrivons ,maintenant, le probléme discret d'élasticité sous la

forme équivalente suivante :

PROBLEME "P,"

Trouver (0p,u,) €W,xV, tel que
(2-8)

B({Gp, Up}i{The Vp}) = L(Ths Vi) V(Ths V) EWLXV,

ol la forme bilinéaire B: (thvh)2 > R et la fonctionnelle

L: (WyxVy) > R sont définies par:
B({Ohs Up}i{Ths Vi}) = @p(Ons Tp) * A(Ups Tp) + A(Vys O) (2-9)
et
L(Th, V) = (£, V) (2-10)

A cet effet,on obtient le résultat suivant dd & BABUSKA [3].

THEOREME 2-1

S'il existe une constante y > 0,indépendante de h, telle que

sup B Vebilta Vad) 5 pe 1oaugl,]

, WpxV, T +iVv
Gt Nealor 17l (2=11)

V(e W) EW, XV,

alors,il existe une constante C > 0,indépendante de h, telle que

uo—ah%+"u—uhhs<?{infﬂo-ﬁjo+infﬂu—vhm} (2-12)

TREW, VREVy

ol (o,u) est la solution exacte et (o,,u,) la solution approchée

du probléme "M,".
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Pour clore cette section , on note que l'existence et 1'unicité
de la solution approchée du probléme "M," sont régies par le

théoréme (1-2).De méme,le résultat suivant peut é&tre parfois

appliqué.

LEMME 2-2 (FRANCA-HUGHES [16])

S'il existe deux constantes 0 < B;,B, < +» ,indépendantes de p

telles que
(div vy, Q)
sup ¥ 2B, lapl, Va, € 0, (2-13)
VhEVy 1vily
Va0
et
SUPM ZB "VII Vv, € V, 2-14)
'rbGWb "tbno 2 hl1 h h (
TH*O
ou
Oy = {q,,ELo"(Q) /a, = —% tre,, r,,ew,,} (2-15)

alors, le probléme "M," admet une solution unique {o,,v,} € ﬁhxvh
avec

W, = {T,€W,/ Ty = Sp-Qy. I, trs, = 0,8,EW,, q,€0,} (2-16)

2-2 COUPLES D'ELEMENTS FINIS STABLES ET INSTABLES

On présente des couples stables et instables d'éléments
finis,appelés méthodes de TAYLOR-HOOD et dénotés par Q,-Q,_; pour
le cas quadrilatéral ou hexaédral et par Py -Py_; pour le cas

triangulaire ou tetraédral

Sans resteindre 1la généralité,on dénote par @ un domaine
polygonal de R? .De plus ,on suppose que 1 est subdivisé en
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quadrilatéres convexes ou en triangles, et que la partition
obtenue J, satisfait aux hypothéses usuelles de régularité.
Désignons par Q,(T),1l'espace des polyndmes de degré inférieur ou
égal a K ,définis isoparamétriquement sur la partie T < Q1,si T
est un quadrilatére . De méme ,on dénote par P, (T),l'espace des
polynémes de degré inférieur ou égal & k, définis sur la partie
T <N ,si T est un triangle.

comme d'habitude, c%(Ql) est 1l'espace des fonctions continues sur
1. De plus, on dénote par ﬁ 1'élément de référence et pour tout
K €3, par Fx la transformation affine de K dans K.

Enfin, on définit les espaces d'approximation (V,,W,) par

v,€(C° (Q))?; Vh/x'—‘f}hOF;fl ’ QhG(Qk(I?))Z ’

th (2-17)
KeS, , v,=0 surl
T, = (7h) € (22(Q)™ N (co(@) ) ; <l = <,
W, - (2-18)
i,7=1,2,15/¢=2;,0F, 2, ;€(0 (R)*? , KeQ,
pour le cas quadrilatére et par
VLE(C° (Q)2; v,/ = 0,0 FiH OhE(Pk(ﬁ))z ’
v, = (2-19)
KeS, , v,=0 surl
_ {.h 2 2x2 2x2 h _ _h
T, = (115) € (L2(Q))2 N(CO(Q))**? ; 145 = )i,
(2-20)

W, =
1,7=1,2,15/¢=2,0F, 2, ;€(P, (B)**? , KeS,

pour le cas triangulaire.

Si k=1, on obtient les deux exemples suivants qui sont instables

(pour plus de détails, voir [1]):
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Q:-Q¢

W, =

Vhe(C’O (Q) )2; Vh/xzohop;(l ’ '0}16(01(@)2 ’

v, - (2-21)
KeS, , v,=0 surl
T, = (7)) € (L3 (@) ¥ N (2 (Q) )2 ; <fy = <y,
_ (2-22)
i,j=1,2, r}i,j/K=eijOFf—<1 ’ ei,je(Qu(Ia)zxz K€Y,
VL E(C° (R))?; vy /= 0,0 Ft , 0,€(P(R))? ,
Vb= (2-23)
ke, , v,=0 surl
v, = () € (L2@Q) P2 N (o) P oy = <y,
(2-24)

1,7=1,2,7%/,=%,0F¢, £, ;€(P(R)*** ,KeG,

Avant de passer i la démonstration de la stabilité des certaines

méthodes, introduisons quelques notions et résultats importants.

On définit un macroélément M comme étant la réunion d'un ou

plusieurs éléments adjacents de J,.0n dit que M est équivalent

A
au macroélément de référence M si on peut définir une application

Fy de 17)[ dans M telle que:

(i) FAfl) = M

(ii) si =0 R, ,o0 R; (j=1,2,...,m)sont des
=1

éléments dans M, alors K;=F(R,) (7=1,2,...,m)

sont des éléments dans M et M= O K;

j=1

(111) FM/Kj = FKJOij'l (7j=1,2,....m),

ol Fyx; et Fgy sont des fonctions définies de 1'élément de
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A A
référence K dans Ky et Ky respectivement.

Pour un macroélément M, on définit la restriction des espaces de

vitesse et de tenseur par

VR€(CO (M) )2 v,/ = 0,0 F' , D, €(RR))?,
VOh,M= (2-25)

KM, vy/p =0 surl

T, = (v]) € (L2 )22 N (o )**2 ; <% = <y, 1,5=1,2,
Wy =

A _
i/ k=80 Fc 1 By 5 €(Ry, (R)*, KeM

(2-26)

avec

0 (K) si K est quadrilatére

R (R) = 5 . , .
P, (K) si K est triangulaire

Avant de passer a 1'étude des exemples,on rappelle,maintenant,

deux résultats importants démontrés par STENBERG dans [27] et

[30].

LEMME 2-3

Désignons par Ef la classe de tous les macroéléments équivalents
au macroélément de référence ﬁ.Supposons que pour tout M € Eg,
1'espace

N = {@,€0i/(div vy, @) = 0, V Vo€ Voru) (2-27)

ol
Qu = {qheLo" (M) /gy = - try, fhEWf}} (2-28)

est de dimension une ,constitué par des fonctions constantes
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dans M.

Alors, il existe une constante Pj telle que

(div Vi qh)u

sup 2 Bg laplo,y Va, € i (2-29)

Vhevﬁo I‘Vh "1
vp*0

LEMME 2-4

S'il existe un nombre fini de classes d'équivalence

Ef; (i=1,...,n) de macroéléments, et un partitionnement de
macroéléments M, tels que:

- Pour tout M € Ej; (i=1,...,n) l'espace NMh est de dimension
une.

- Chaque M ¢ M, appartient & une des classes Ej; (i=1,...,n)

alors, 1l'inégalité (2-13) est vérifiée.

EXEMPLE 2-1

On s'intéresse maintenant aux couples de dimension deux.De plus,
on suppose que 1 est subdivisé en triangles convexes.

A partir de (2-19) et (2-20),on définit 1'élément P,-P; par la
paire d'espaces d'éléments

finis {Vy,,W,} :

VRE(C° (Q))?; v,/ E(Py(K))? , KES,

V,= (2-30)

v,=0 surT

T, = (vhy) € (Z2(Q) )P N(c°(Q))** ; <%y = <f;, 1,75=1,2,
Wy, =

11/  €(PL(K))** ,KES,

(2-31)
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Soit M =K,;UK,UK; le macroélément constitué de trois triangles,

comme illustré dans la Fig 2-1.

Fig 2-1

De méme on note que t;,,t,; et n;,,n,; sont respectivement les
vecteurs tangentiels et normaux des deux cotés intérieurs de M.
Pour un macroélément M, on définit les espaces

Va€(CO (M) )*; v,/ (€(Pp(K))* » KM,
Vi = (2-32)

v,=0 surl,

T, = (r?j) € (L2(M) )**2 N (cO (M) )2*? ; <, =<, 1,5=1,2,

<
I

13 /c €(P ()% ,V KeM

(2-33)

On considére 1l'espace
h h =
Vi Uk, = {VhEVM ' Vh/x,"o}
Maintenant, vy € Vg x," est choisi tel que

Vi 1/, = 4hizhy; 4 (5=1,2) et v,.nm, =0 .

Puisque
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on a

3
= E aijl‘ij (lerz)
1=1

Et donc, Vq,.t;, est constant sur K;uK, .

En utilisant la formule de GREEN, on obtient

(diV Vi Q) = = (Va th)M
2

(Var an

= fkj(vb - t12) (Vay - ;) dx

0
™Mo
;\;

4h;;. Ay dx](th P

= -;—[alre (&) + aire (K;)] (VQu- t1z)

Alors, la condition (div v, ,q,),=0 donne
Vq,.t, =0 dans KUK, (2-34)

Maintenant, on choisit v, € Vg, k3" tel que
h h
VKZUKJ = {VhEVM ’ Vh/K1=O}

et
Vi b/, = 4Ag5h,; (5=2,3) et v,.m,; =0 .

Comme précédemment ,en utilisant la formule de GREEN,on obtient
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(dLiv Vi, @) = = (Var V),

i
I\g
;1
<
59

3
- X fx4/\.ij.12jdx](th.t23)

]:2 7

I
wh—-\

[aire (K;) + aire (K)] (V- ty;)
Comme qheNMh ,On a
Vq,.t,; =0 dans K,UK, (2-35)
D'aprés (2-34) et (2-35), on obtient
Vq, . t,; =0 dans K, (2-36)

Ceci entraine que qj eNMh est constant dans K,.

D'autre part ,on choisit v, € Vxluxzh tel que
Vi Dy /g, = 4h5h; (G5=1,2) et v,.t,; =0.

En utilisant de nouveau la formule de GREEN, on obtient

(div vy, Q) = = (Var Va@4),

2
E (Var th

D'aprés (2-36),0n a

(A1V Vi @), = =~ (Var Vq,,)x1

_ ( fK 4, .4, dx)(th . 1y,)
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1_.
= -jaire (K1) (Vay - n,)

Comme qheNMh , alors

Vgq,.n,, =0 dans K, (2-37)
- de sorte que
Vg, =0 dans K;
i.e. q, est constant dans K;. (2-38)

— Maintenant,on choisit v, € VK2UK3h tel que

Ay (3=2,3) et v,.t; =0 .

Vh'n23/1(, = 4Ay;

En utilisant la formule de GREEN, on obtient

(div Vi, @), = = (Var V),

. 3
, = jz=2 (Var V),

alors, (2-36) donne

(div Vi, @), = = (Var Vq,,)K3

= - ( . 4A,,.A,,dx (th.n23)

= —%aire (K3) (Vap - ny3)

Et donc, q,eN," et (2-35) entrainent
Vq, =0 dans K, (2-39)

i.e. g, est constant dans K; .
Par conséquent, q, est constant et continu dans Kj (j=1,2,3).

D'ol,q;, est constant dans tout M.Comme g, est quelconque dans
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NMh,ce dernier est de dimension une.D'aprés le lemme 2-4,
1'inégalité (2-13) est vérifiée.En vertu du lemme 2-2,le probléme
"M, " admet une solution unique {o,,v,} € ﬁhxvh .

— De plus, on peut établir l'estimation d'erreur:
lu-u,l, +lo-a,l,sCh?(|ul;+]|a|,) (2-40)

(pour plus de détails voir [26],[28] et [29])

EXEMPLE 2-2

Soit §;, une subdivision de 21 en quadrilatéres convexes.On définit
1'élément Q3-Q, par la paire d'espaces d'éléments
finis {Vy,W,} :

VA€(CO(Q))?; v,/ = 0,0 F Ohe(o3(f€))2 '

. Vh=
- keJ, , v,=0 surl

(2-41)

Ty = (s1) € (L2 N () 5 <y = oy,

W, = (2-42)

i,3=1,2,t8;/¢=%;,0Fc, 2, ;€(0,(R)*** , KeS,

Soit M = K;UK, un macroélément constitué de deux quadrilatéres et

A n A
le macroélément de référence correspondant M = K;UK,,comme

illustré dans la Fig 2-2.

®—e-GC-eo—
0% . O
1.
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Pour un macroélément M,on définit les espaces:

A€(CO (M )2 v, /= 0,0 Ft , 0,€(0;(R)?,
. (2-43)

KeM , vp/p,=0

T, = (tu) € (L2 (M )2 N (co(M) )*** ; < = by, 1,5=1,2,
W=

t4/x=2;0Fc*, 2, ;€(0,(R)*™ ,KeM

(2-44)

Soit F=(F,,F,) une application bilinéaire et continue par

A

morceaux de M vers M.

Pour vherh et qheQMh ,on définit v,q sur M par:

P(R) = Vy(F(R®) et A® = qu(FR)

En utilisant la formule de GREEN ,on obtient

(Aiv Vi, @), = = (Var V),

2

E Vh'th

2
_Elfkjoh(}?) TIF(R) VG (R) | T (R) |dR
J:

ol Jp est la matrice jacobienne de F,JF'T est la transposée de JF."1

" et | g est le déterminant de Jg.

Comme v(x) et Vg(x) sont des vecteurs colonnes et

[ 9F, (R) 3F, (R)]

3%, 3%,

| T (R) | T (R) (2-45)

dF, (R) OF, (R
a%, 3%,

(2-44) et (2-45) entrainent
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[T (R) |75 (RYVQ(R) |/, € (2,(Ky))? .+ (F=1,2) (2-46)

D'autre part, (2-43) et (2-46) donnent

[0(R T (R VG(R) [T (R) || /o, € Os(R)) (F=1,2)  (2-47)
Pour calculer la valeur exacte de l1l'intégrale :

[[0RTTFT D VER) |Tp (2 []d2 (F=1,2) (2-48)
)

on utilise la formule de GAUSS-LOBATTO;les points de GAUSS-
LOBATTO de 1l'intervalle d'unité étant donnés par:
0=a,, a , a , a =1

Et donc, les points dans les deux quadrilatéres sont définis par:
R = (aj,a;) (i,7=0,...,3, m=1,2)
de sorte que

fk[wﬂ;?)TJ? (R) V@ (R) | TR (R) |]dR =

)

16
m m -T m m m (2—49)
E T07(R7y) TET () VA(RT) | T(R5) |

(i,7=0,..,3 , m=1,2)

D'ou,

2 16
(divvy, @), El E a7 OT(RT) T (RT) VA(RT) | T6(R1Y) |
m= =

Comme, par définition, on a

fog —%tr% avec % € Wy

ou
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W: = {ThEW}:/‘Ch = Sp=Qu.I,trs, = O'Shew‘?’ thQ;;}

alors,

(di VVy, qh)M =
m

Maintenant v, eVMh et
911(21["11') =
et

fn(kz{.ii) =

Puisque gpe N, alors

Ve, (RG) =
On rappelle les bases

sur ﬁ.

Dans ﬁlz
¢, (R, R,)
¢, (2, %)
¢, (R, %)
Py (R, %)
s (R, R,)

s (%,. %)

16

> 3 eron(af) 07 (25)Va(RE) 19425

=1 1=1
(VR (RE5) + VE,(RE))

'rheWMh sont choisis tels que:
(0,0) (i,7=1,2 , m=1,2)

?22(21{7'3‘) (i,7=0,..,3; m=1,2)

Ve, (R5) =0, i,7=1,2 ; m=1,2

A
sur ﬁl et K,,ainsi que la base globale

= (28,-1) (8,-1) (28,-1) (&,-1)

-4 (22,-1) (&,-1) 8, (8,-1)

(28,-1) (R,-1) &, (28,-1)

= -4% (R-1) (28,-1) (2,-1)
= 168, (&,-1) #, (%,-1)

= -42 (2,-1) &, (28,-1)
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§, (R,,%) =R (22,-1) (28,-1) (R,-1)
Pg (R,.R,) = -4R,(22,-1) &, (R,-1)

By (R, R,) = R (28,-1) &, (28,-1)

Dans K,:
P, (R, R) = (28,-3) (R,-2) (28,-1) (R,-1)
P,(R.,R) = -4(28-3) (R-2) R, (R,-1)
P, (R,,8) = (28,-3) (R,-2) R, (2%,-1)
P, (R, R,) = -4 (8-1) (R,-2) (28,-1) (R,-1)
P (R, R,) =16 (R -1) (R-2) R, (R,-1)
P (R.8,) = -4(R,-1) (R, -2) R, (2%,-1)
P, (R,.8) = (8-1) (28,-3) (28,-1) (R,-1)
P, (R,R,) = -4 (R-1) (22,-3) R, (R,-1)
Py (R, R,) = (R,-1) (28,-3) R, (28,-1)
Dans M :
b, (%) - {(bl cfans R, 5, () - {(bz afans R,
0 ailleurs 0 ailleurs
d R d R
$, (2 = {@, ans & $, (R = {¢4 ans &
0 ailleurs 0 ailleurs
. (R) = {@s d'ans K, b, () = {@6 c%ans K,
0 ailleurs 0 ailleurs
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®, dans &,

¢, dans &,
0 ailleurs

@, dans R,
=\ 0, dans &k,

$, (B =

69 (R)
0 ailleurs

s dans K,
0 allleurs

$,, (B

§, dans &,

0 ailleurs

613

b (R) = {

Ainsi, 75;(x%;5) =0 (i,3

( 15 p %,
£z i 62
\1=1 62
\1=1 ! 62
( 15 5 3%,
\1=1 ! 621

$s (R) =

&10 (2) -

612 (R) =

$.. (R =

¢, dans k,
0 ailleurs

=1,2) donne

)
211 Z ﬂl 62 kuJ

)

212 ’ E pl 82 212}

% (Ra1) o

% Ra2)

§, dans R,

¢, dans K,
0 ailleurs

~ {4)4 dans R,

0 ailleurs

¢, dans R,
0 ailleurs

$, dans &,
0 ailleurs

(0,0)

(0,0)

(0,0)

W

(0,0)

Ceci entraine le systéme d'équations suivant:
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-10B,-40B,+ SP,+ 8B, +32P,- 4B,- 2B,+ 8B4~ B,
- Zﬂlf‘8B2+ B,- 8Pp,-32P;+ 4P,+10P,+40B,- 5B,
5B,-40B,-10B,- 4B, +32P.+ 8B~ B,+ 8B+ 2B,
B,- 8B,- 2P,+ 4PB,-32P5- 8P,- 5P,+40P,+108,
-10B,+ 8B,+ 2P,-40P,+32P,+ 8P+ 5B,- 4B~ B,
5B,- 4B,- P,-40B,+32P,+ 8P,-10P,+ 8P+ 2B,
- 2p,- 8P, +10B,- 8B,-32B,+40P,+ P,+ 4Py~ 5B,

ﬁl"' 4‘32_ 5‘33— 8ﬁ4—32B5+40BG_ 2B7— 8B8—10‘39

dont la solution satisfait:

B:L = B3 = ﬁ'] = pg
B, = B, = B = Bg
8B5 = Bg"'?Ba

D'autre part, rll(xijz) =0 (i,j=1,2) donne

15 15
a9, 39, /52
B; =5 (R11) ~ B, =5 (& = (0,0)
\12: 0%, ( 11) 12=:1 agz( 11))
50,20, 50,2y - 0.0
\l = i 62 12 ’ = i 622 12)
1(%3,) 2)| = (0,0)
uz=1 Pz, ) 121 Piag, | 21)J
15 15 )
( 38, . 3, ..
Biagi(®) » Y Bige(®)| = (0,0
1=1 621( 22) 1z=:1 622( 22)}

qui admet comme solution:
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B7=Bg

Bis = Bis
Bs = Bio = By = Bus
8B, = Bys+7 By,

En combinant (2-51) et (2-53),on obtient:

B1=P3=P;=By=B13=B15

pz=pa‘=ps=Bs=plo=612=p14=

Bs=B1, =% (a+7b)
avec a,b e€R.
Maintenant, on choisit v,e V" tel que
9(R7) = 0

(m,1,7=1,2)
et

0(%5;) = 9(%;) #0

(7=1,2)
et on choisit 7 eﬁhh tel que

1,8 = 1,8

Puisque qp€ NMh,on doit avoir

\)

(2-53)

(2-54)

o7 (&3 ){[IF(855) V a(23,) | T6(235) 1]/ 8, +[T77(R35) Va(R3,) | T£(255) 1]/ 2,} =0

(j=112)
Maintenant

si on prend

‘71:(2311) = ‘71:(251) = X:}oxga
avec x3olxo32

désignant le vecteur de x301 vers Xg3°,alors

[JET(R;J ‘7(2311)]/21 = &

= 23, %2, (7=1.,2)
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D'aprés la continuité de dr,,/dx, en x311 , (2-55) donne

3t A
5z B[ 1 T6(%31) [ /4, + | Te(231) | /&, ] = 0 (2-56)
2

Cecl entraine

- 5B,+ 4Bg+ Py, =0

et en tenant compte de (2-54),il vient B;=a (i=1,...,15),i.e.
a=b.Et donc, l'espace NMh est de dimension une.
Comme précédemment, le probléme "M," admet une solution unique

{0},,V,,} avec l'estimation d'erreur:
h7Vh

lu-uly +lo-oyl,<chi(|ul, +]al;) (2-57)

(pour plus de détails, voir [26],[28] et [29]).
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Dans ce chapitre,on présente une modification de 1la
formulation approchée pour le probléme d'élasticité, qui consiste
a ajouter des termes de stabilisation & la formulation approchée
standard.On déduit des conditions suffisantes sur ces termes tout
en assurant 1l'existence,l'unicité et 1la convergence de 1la
solution approchée vers la solution exacte.

Ensuite, on donne des applications ol des termes acceptables de

stabilisation sont concrétement construits.

3-1 CONDITIONS SUFFISANTES DE STABILITE

On définit la forme bilinnéaire généralisée B({.,.};{.,.}) par:

By({E, whi{t, v}) = a, (E,T) +d (v, &) +d (w, E) +
E((§, w}i{t, v}) (3-1)
V(& w, (t,v) EWxV,

telle que E, est une forme bilinéaire symétrique continue sur

(WpxVy) 2,

i.e. il existe une constante 0<C;<+v,indépendante de h,telle que

E,({E,whif{t, v}) < Cy(I€ o +Iwly)(Ilo + I vI,)

(3-2)
V(E,w, (t,V) EWxV,
On a,immédiatement,le résultat suivant.
LEMME 3-1
Il existe une constante 0<C<+o telle que
Bh({EIw};{TIV)) < C("5"o+"W"1)("t"o+"V"1) (3-3)

V(E, w, (t,V) EWXV,
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DEMONSTRATION

on a,
By({€, whi{t, v}) = a, (§,1) +d (v, &) +d(w, ) +E,((§, w}i{%, V})

En utilisant 1'inégalité de CAUCHY-SCHWARTZ, on obtient

By({E, w}i{T, v}) < max{z—lp,-2%}“||ourna+uvn1ueuofuwnlnruu

+C (K8l +Iwly)(Ielo +Hv,)

< max{l ’

1
zp,a%}ueno(urnuuvul)ﬂwnl Itl,+

+C (Ko +iwhy)(Ielo+lviy)

< max{l,zlir zpp}(uﬁuo+nwu1)(nrno+|vn1)+

+Cy (&l +Iwly)(helo +1vly)

< (max{l, L J’_} +c1)(<ue lo + 1wl )(h 1o +1 V1)

2p’ 2

L'inégalité (3-3) est ainsi établie pour

C =max{1’._].'_,_&} + Cl
2 24

Maintenant,on peut énoncer une nouvelle formulation discréte du

probléme d'élasticité:

PROBLEME S,

Trouver (0,,u,)€W,xV, telle que :

By({Op, up}i{t, M) =Ly(tr, v) V(T, V) EW,xV)

(3-4)

ol L, est une fonctionnelle linéaire définie sur W, xV, par:
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Ly(t,v) =-(f,v) V(z,v) EW,xV, .

Maintenant,on propose des démonstrations plus simples pour les

résultats de stabilité déja démontrés par Abada dans [1].

THEOREME 3-1

Supposons les hypothéses suivantes:

(H1) ;:I1 existe une constante f;>0,indépendante de h,telle que

E({v,0};{x,0}) 2 B, I3 Vtew, (3-5)

(H2),:I1 existe une constante 6,>0,indépendante de h,telle que

Eh({_qu V};{—QI,"V}) 2 el(lqu"o+"V“1)2 V(q, V) Ebevh

ou Q,,={qeL§(Q) /q=-% trt avec ‘GWh} (3-6)

(H3),: C, < min{ B,+1/24,0,+p/2u } (3-7)
Alors,il existe une constante y;>0,indépendante de h,telle que

sup By(€, whi{t, v}) | ¥y (1€ +1wly)

(t,v) €WxV, Il +1vi -
T et o 1 (3-8)

VE,weEW,xV,

DEMONSTRATION

Soit (&,w) un élément arbitraire de W, xV, .Décomposons § comme

suit:
E=s-q.1
od q = -1/n tr § et seW, tel que tr s = 0.

Définissons veV, et TeW, par:
V=-Ww

T=§ =585 -4qg.I
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By({&, whi{t, v}) = By({§, w}i{&, ~w})

avec
B,({§, whi{t, v}) = a, (§,8) +E,({§, w}i{E, ~w})
et
- 1 2 2
a, (§,8) = z—p(usuwpllqlllo)
Mais,
E ({8, w}i{&, -w})=Eu({s,0};{s,0})+2Ep({-qI,0};{s,0})+
tE,({(-qI, whi{-qI,-w).
D'ou,

B,({&, w}i{&, —w}>=2—i(usu§+p lqIl3)+EL((S,0});(s,0})+2E,({-qI,0};{s,0}

+E,({(-qI,w}i{-gI,-w).
Ceci entraine

By((E, w}; (&, -W})zz—lﬁ(ﬂsu%w lqIl3)+B Isla-2c, 1Tl lsl,+

. 2
+91(llwn'1 +lgIl)

1 2 2 2
25 I+ 1aTli+Bylsl-2CHaT sk
+0, Wi +8q I3 +26] a1l 1wl
2( 35 *Ba) IS I+( F +8 ) 1T IS -0, 1w+
2"’ 1 2“’ 1 1

+20 gl Iwl -2C laIlylsl,

Par conséquent,
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Bul(&r )18, =) 25 +Bo) IS T +( F +0,)1GTIE 40, 1w+
+20,1gIl,Iwl~c (Isla+IaIl})
1
>( 5y *Bu- ) Isl+( £+ -G ) laTlo

+0,|wi?+20,|qIl,Iwl,

2C,(Isls+lgIlz+1wli+21aIl,lwl,)

ou
. 1
C, = mln{-z-—II +B,-Cy, §%+61—C’1,61}
On a évidemment,
IEB+Iwli> 2 (1€, +Iwl,)? (3-9)

D'ou,

C.
By((&, whifd, -wh) 2 22(JElo+Iwl,)?
D'autre part,on a

||Tl|o+|lVI1 = “&||o+"_w||1 = IIE||0+IIWII1 (3_10)

Finalement, on obtient

sup Bh({E,W};{‘t, V})

(t,Vv) EWpXV)y "t||0+llvul
{s,v)»(0,0)

> 22 (1€, +1wl,)

Y(E, w)EW, XV,

et donc, l'inégalité (3-8) est établie pour y; = C,/2>0, qui est

évidemment indépendante de h.
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THEOREME 3-2

Supposons l'hypothése suivante:

(H1),:I1 existe une constante 62'>1/2,indépendante de h,telle que

E,({v, vii{t, v}) 2 O3(Icl+Iviy)? Ve, V) WXV, (3-11)

Alors,il existe une constante y,>0,indépendante de h,telle que

By({&, w}if{z, v
sup n({&, w}i{ })Z v, (1€ 1o+ 1wl,)
(t,V) €W,xVy IIT||0+||V||1 (3-12)

(s,v) »(0,0)

VE,wWEeEW,xV,

DEMONSTRATION

Soit (&,w) un élément arbitraire de W,xV, .Décomposons § comme

suit:
& = s - qu
ol q = -1/n tr § et seW, tel que tr s = 0.

Définissons veV, et 7eW, par:
v= W

§ =s -q.l

T

Alors,
B,({&, w}i{t,v}) = By({&, w}i{§&, w})
avec
Bp({§, w}i{t,v}) = a, (§,8) +2d (w, &) +E (&, w}; (&, w})

et

2, (8,8) = 5 (Isk+p1aTI)

Evidemment,on a 1

B,,({E,W}:{F.,w})=2—p(usu§+p||q1||§)+zd(w,e) +

+E,((§, whi{§, w})
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Par conséquent,
B,((E, w}i (E, w>)251;(||s||§+puqruz‘)—zuw||1u£||o+

+05(Iwly + 18 15)°

1
2o IsB e £ 1aTl-2 1wl 1€+
ALRTA R AIN I

1 ’
25 sl Lo 1aTis+2 (85 -1) 1wl 1€, +

+03 | wii +05(Isl3+1aIl5)

1 2 2
> _+9') S +(_9__+6') qgrIls+
(2 +05)Iso+{ 2y +62)1a Tl (3-13)
+0; |wli+2(0;-1) Iwl, 1€ I,
1) si 6,’ 21, on arrive a
By((80 )5 (80 ) 25 +0 ) IS 1o+ +05)1q I +0; 1wl

+03(Isls+laIis+1wli)

Comme précédemment, d'aprés (3-9) et (3-10),on obtient

B,({€, w}i{x, v}) E
"t"0+"V"1 2 2 ("E"0+IIW"1)

D'oQ,

> 2 (g1, v

sup Bh({EI w}i{t, V})

(t, V) ENpxVy, " T "o + " V"1
(v.v) = (0,0)

VE, WEW, XV,

L'inégalité (3-12) est alors établie pour y, = 0,’/2>0 qui est
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évidemment indépendante de h.

2) Si 1/2 <8,'< 1,0n a

2(8;-1)1E o Iwl, = (8:-1)(IE 13 +Iwli)

et 1'inégalité (3-13) peut étre reécrite comme suit:
Bu((E, Wy &, w2 5 +0 ) 1T+ 2 ;) 1QTIE +0; 1wl +
m 2
+0:-1)(Islo+ gl +Iwl3)
1 - 2, P 42 '_1) I3
25y +205 1)Ul o +205-1)IQTIo+
+(205-1) Iwl}
2(20;-1)(Islo+laIls+Iwli)

D'aprés (3-9), on obtient

20;-1
By({&, w)ift, v}) 2 —5— (1€l +Iwl,)®

D'on,

sup Pl il vh) L 20571 ey gy

(T, V) EWRXV, k3 "0 +| VH]_ 2
(v, v)»{0,0)

V(E, weEW, XV,

Ainsi, 1'inégalité (3-12) est vérifiée pour y, = (20,'-1)/2>0,

qui est évidemment indépendante de h.

THEOREME 3-3
Supposons 1l'hypothése suivante:

(H1) ;:I1 existe une constante 63;>0,indépendante de h,telle que
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2d (v, 1) +Ey({t, vii{t, v}) 2 O(Icl, +Ivl,)?
V(t,Vv) EW,xV,

(3-14)

Alors,il existe une constante y3;>0,indépendante de h,telle que

By({E, w)ift, v
sup DA MVHT VD) ey ey
(t(,v))E(be)V,, IT||0+“V||1 (3"15)
t,v)»{0,0

VE, wEW,xV,

DEMONSTRATION

Soit (§,w) un élément arbitraire de WyxV, .Décomposons § comme
suit:

§ =s - q.l

ol g = -1/n tr § et seW, tel que tr s = 0.

Définissons veV, et TeW, par:

V=W

T = =8 -q.1

Alors,
Bp({§, w}i{t, v}) = By({§, w}i(&, w})
Et donc,
By({E, w)i{E, W})=-§1;(usu§+puqru3)+zd<w,5) +

+Ep({§, w}i(E, w})
Ceci entraine

B,({E, w}i{E, w})zz—h(nsnﬁm IqTIz) +05(I wiy + 1€ ly)?

1
25 ISl Fo 1Tl +0, Iwii+0, 1815+

+20; 08 1o Iwl,
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1
25 Isler £ 1aTli+0, Iwli+

+0,(Islo+laIl)

1
z(—u +93)lls||§+(—2% +e3) lqTiE+0; 1wl

20,(Isls+1aIls+Iwli)

D'aprés (3-9) et (3-10),on obtient

0
By(&, whifr, vh) 2 > (IElo+Iwl,)®

Alors,
Bh({e yWhHi{T,V}) e3
2 — (J&l,+1Iwl
T<l, + 1Vl 2 (Iloriwh)
D'ou,
By({§, w}i{t, v}) 8,
sup 2 —= (1§l +Iwl

oy, Telrlvl, > 2 (18l IWh)

(t,v) » (0,0}
L'inégalité (3-15) est vérifiée pour y; = 03/2>0 qui est

évidemment indépendante de h.

On passe maintenant aux améliorations qui consistent & déduire
des conditions suffisantes plus faibles sur les termes de
stabilisations pour obtenir la stabilité cherchée.A cet effet,
une série de résultats sur la stabilité est proposée pour couvrir

toutes les possibilités.

THEOREME 3-4

Supposons les hypothéses suivantes:

(H1) ,:I1 existe une constante p,>0,indépendante de h,telle que
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En({v,0};{%,0}) 2 B lcli  Vtew, (3-16)

(H2) 4,:I1 existe une constante 6,>0,indépendante de h,telle que

E,({0,Vv};{0,-v}) 2 8,|vIi Vvev, (3-17)

Alors,il existe une constante y,>0,indépendante de h,telle que

sup B,({E, w}i{t, v}) 2 ¥y (1€l +lwly)

(v, V) EWyxV, el v -
ot 1Vl (3-18)

VE, W) EW, XV}

DEMONSTRATION

Soit (£,w) un élément arbitraire de WyxV, .Décomposons £ comme

suit:
§ =s -q.I
ol g = -1/n tr § et seW, tel que tr s = 0.

Définissons veV, et 7eW, par:

vV=-Ww
T =§ =85 -4qgq.1
on a
Bh({EIW};{er}) = Bh({ﬁ,w};{é,—w))
Mais,
B,({E, w}:(E, -w)) = a, (§,8) +Ey(E, w)i(E, -w))
avec
3, (£,8) = 5-(Isk+plarl)
D'ou, 1
By({&, whi(t, v))==—(Isl3+p I QII})+Ex({s,0};{s,0})+2 E,({-qI,0};{s,0})

2p
+Ep({-qI,w}i{-qI,-W).
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B,({E, w}i{%, v})zz—l';(llsuﬁm lgTI3)+BIsli+Bdarlz+0,Iwli
Ce qui donne
By({E, w}i{T, v})z(gﬁ +ﬁ4)usu§+(—;; +n4)||qru§+e4 | wi?

D'oq,
By({E, whi{z, vh)2 C(Isla+laIls+1wl,)

avec

. 1

Oon a,évidemment

Bl(E, whife, vh) 2 = (1Elo+Iwly)?

et donc,
By({E, whift,v}) _ ¢
v 2 2 (Eleriwh)
D'ou,
B,(E,w}i{t, v})
(f,\fgﬁva ﬂt||0+uvl1 2 74("5"0’*"9}"1)

(z,v)»(0,0)

avec y, = C/2>0 qui est évidemment indépendante de h.

Dans le cas ol p > 0, on peut déduire le résultat suivant:

THEOREME 3-5

Supposons les hypothéses suivantes:
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(H2) ;:I1 existe une constante 65>0,indépendante de h,telle que
E,({0,v};{0,-Vv}) 2 6|V, Vvey, (3-20)

Alors,il existe une constante y5>0,indépendante de h,telle que

B,y (€, w}; (T, v})
@S T eLev o Ys (Rl iwly) (3-21)

(t,v) »(0,0)

V(E, w)EW, XV,

DEMONSTRATION

Soit (&,w) un élément arbitraire de W,xV, .Décomposons § comme
suit: § = s - q.I
ol g = -1/n tr § et seW, tel que tr s = 0.
Définissons veV, et T€W, par:
V=-W

T=§ =5 -q.1

Oon a
By((E, whi{T, V1) = By((&, w}i{E, ~w))
Comme
By({&, w}i{E, -w)) = @, (§,8) +E({§, w}i{§, -w})
avec
a, (§,8) = Eli(usuéwnqrué)
alors,

B,({§, w}i{t, v})= 2—1P(IISII§+p IGTIZ)+En((s,0}: (S, 0})+2 Ey({-qI,0};(s,0})

+Ey({-gI,wyi{-qI,-W).
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Mais,

Eh({_qu w;{-qI, —W})=Eh({—quo};{—qu —W})+Eh({olw};{—qu —W})

=E,({-qI,0};{-qI,0})+E,({-gZ,0};{0,-w})

+E ({0, w}i{-qI,0})+E,({0,w};{0,-w})
D'ou,

B,({§, wi{t, v})===(IsI3+p IQII})+ En({s. 0}i{s,0}) +2 E,({-qI, 0};{s, 0})-

1
2p

+E,({(-qI,0};{-qI,0})+E,({0,w};{0, -w})

D'autre part,on a d'aprés (3-19):
E,({s-qI,0};{s-qI,0}) 20
ou
Ep({s.0}:{s-gqI,0})+Ey({-ql,0};{s-qI,0}) 20
ou
Ey({s,0};{s,0})+E,({s,0};{-qI,0})*+Ey({-qgI,0};{s,0})+

+Ep({-qI,0};{-qI,0}) 20

D'oq,
2E,({s,0}:{-qI,0})2 -Ey({s,0};{s,0}) -Ep({-qI,0};{-qI,0})
de sorte que:

B,,«s,w}.-{r,vn=31;(usu3+pnqru3)+esuwui

Finalement,on obtient:

By({E, wyi{t, vh)2 C (IER+1wl})

avec
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C = m‘in{-l— , L, 65}

2p’ 2p
Ainsi,
c 2
Bu((&s whife, vh) 2 — (I€lo*Iwl,)
et
By({§, w}i{r, v}) C
2 — E +||lw
Tl +1vI, 5 (& lo+1wly)
D'ou,
Bb({E S WY {T,V}) c
su s C lw
cme e T Itla* VI = (IEl+1wly)
(r,v)»(0,0)
et 1l'inégalité (3-21) est vérifiée pour yg; = C/2>0 qui est

évidemment indépendante de h.

THEOREME 3-6

Supposons les hypothéses suivantes:
(H1) ,:I1 existe une constante 0 < Bg < min{1/2u,p/2u},

indépendante de h,telle que
E,({t,0};{t,0}) 2 - Bs It} View, (3-22)
(H2),:I1 existe une constante 84>0,indépendante de h,telle que
E,({0,v}:{0,-v}) 2 8| v] Vvev, (3-23)

Alors,il existe une constante y >0,indépendante de h,telle que

Bh({ﬁl w}i{t,v})
(hjgﬁxvh “tll0+"V“1 2 Ys (ﬂE"o"‘"W"l) (3_24)

(s,v) #(0,0)

VE, WEW, XV,

59



0]

oyrb-s]°¢ -z ({o‘7b-s}:{o'1b-s)"g
:quaTA IT (22-¢) seade,p ‘3aed aajne,d
({m- 0} {m 0N+ ({o’1D-}!{m 07+
+({m-0}{o‘Tb-Ng+({0'1B-}:{0‘1B-DT+
({o’s}{o’'1b-Ngz+{0’s}{o’'s)%a+ (S rb]| C'+2IISII)”I—Z=({A ‘a}iim3))%g
‘no,a
(-0} {m oN?a+({o'Tb-}t{m 07+

({m-'0}{0o'1H-Na+{o0'1Tb-}!{0'Th-N'a=

(m-'1B-}y{m'oN'g+({m-‘1D-}{0'TD-N'F=({m-‘1H-}!{m'TD-})"7

‘sTen
(m-‘1b-}t{m'1b-Ng+{0’'s}{o‘TD-N'T2+
fg
+({o’sH{o’'s) g+ (b d+ s |) 7=
({m-3){m 3% = ({a'2}:{m 3)g
e uo

I'b-5s5s=3%=1
M- =A
:aed YM31 39 YA3A suossTutiBd
‘0 =s 13 onb To3 UM3s 38 3 13 u/1- = b no
I1‘b -8 =3
:3INS
suwoo $ suosodwooaq* YaxYM ep sareazrqae juswere un (M‘§) 3TOS

NOILVYLSNORAA



ou
En({S,0};{5-qI,0})*E,({-qI,0};{s-qI,0}) 2 -B¢ Is-qIls
ou
E,({S,0};{s,0})*Ey({S, 0};{~qgI,0})*+E,({~qI,0}:{s,0})+
+E,({(-qI,0};{-qI,0}) 2 -B¢ 1s-qIls
On arrive a:

2E,({5,0);{-qIL,0))2-Bsls-qIls-E,((s.0};{s,0})-
-Ey({-gI,0};{-qI,0})

Par conséquent,

B((E, w}i{t, vnzglﬁ(usuéw IqIiZ)-Bsls-qIli+

+ER({0, w}i {0, -w})

B,((E, w}i{x, v})zz—lp(IISIlﬁw*p 1QTIZ)-BslIsI2-BslaTl+8,|wl
Ceci donne

By((E, wyi{t, vi)2[ == -Bs ) ISIZ+[ L -Bs ) IqTIZ+6, I wl?
21 2p

de sorte que:

By({E, whi{z, v})2 C(Isla+laIls+Iwi)

avec

c= min{?lﬁ—ﬁﬁ, .59;-36,96}

En combinant avec (3-10),on aboutit a:
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By({&,w}:{t, v})
Ielg+1v,

2 = (IElo+Iwlhy)

Comme (§,w) est arbitraire,on obtient

Bh({ErW};{f, V}) cC
su > & +lw
(t,Vv) EﬁxVh "T Ilo + " V“l 2 ("E "o " ‘ll)
(e, v) »(0,0)

et (3-24) est satisfaite pour yg = C/2>0 , qui est évidemment

indépendante de h.

3-2 CONVERGENCE DES SOLUTIONS DISCRETES

Aprés avoir établi les conditions de stabilité, on présente
maintenant les résultats de convergence des solutions discrétes
vers la solution exacte du probléme d'élasticité posé

initialement.

THEOREME 3-7

Supposons que l'une des conditions suivantes est satisfaite:
(1)

(H1),:I1 existe une constante f,>0,indépendante de h,telle que

E,({t,0};{t,0}) 2 B, It |3 Vi ew,
(H2) ;:I1 existe une constante 0,>0,indépendante de h,telle que
Ey({(-qL, v}i{-qI,-v}) 2 O,(laZl,+Ivl;)? V(g v)€0,xV,

(H3),: C, < min{ B,+1/2u4,0,+p/2u }
(2):

(H1) ,:I1 existe une constante 62'>0,indépendante de h,telle que

Ey({t, vii{t, v}) 2 O5(ltlo+lvl,)? Ve, v) EWXV,
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(3):

(H1) ;:I1 existe une constante 03;>0,indépendante de h,telle que

2d (v, t) +Ey({t, v}ii{t, v}) 2 By(Itl, +Ivl,)?
V(t,v) EW,xV,

(4):

(H1) ,:I1 existe une constante ,>0,indépendante de h,telle que

Ep({v,0};{t,0}) 2 B, Il Vtew,

(H2) 4,:I1 existe une constante 6,>0,indépendante de h,telle que
2
E ({0, Vv}:{0,-v}) 2 0,|v], VveV,

(5):

(H1)5:
E,({t,0}:;{t,0}) 2 0 View,
(H2) ;:I1 existe une constante 8;>0,indépendante de h,telle que
E,({0, v};{0,-v}) 2 8| vI Vvev,

(6):
(H1),:I1 existe une constante 0 < fg < min{1/2u,p/2u},

indépendante de h,telle que

Ey({t.,0}:i{t,0}) 2 - Bgltls  Vtew,
(H2)¢:I1 existe une constante 64>0,indépendante de h,telle que
E,({0,v}:{0,-v}) 2 8| vI; VveV,

Alors, le probléme (S,) admet une solution unique dans Wy xV,

De plus, si le probléme (S,) est consistant,i.e.
E,({o,u}i{t, W) =0 V (t,V) EW,xV, (3-25)

on a l'estimation d'erreur suivante:
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Ho—oh%+Hu—L%H15C{infﬂo—rﬂ0+infﬂu—vh} (3-26)
tGWb VEVb

ol C est une constante positive,indépendante de h, et (o,u)

désigne la solution du probléme (1-36)-(1-37).

DEMONSTRATION

On munit WyxVy, du produit scalaire suivant,

((x, V)i (&, ) = [ (5. E+v.wsVv. Vu)dQ

(3-27)
V(t,v), (§,w) EW,xV,
et on pose
2 23 (3-28)
e, il = (I<li+1vIi) 2
la norme correspondante.
Puisque,
—12—(ruo+uvu1) s [ eI s vZ(ITl+Iviy)
alors,les deux normes Hl."' et “'“oAl'”l sont équivalentes.

La fonctionnelle linéaire L, et la forme bilinéaire B, étant
continues sur W, xV, ,alors,d'aprés le théoréme de représentation

de RIESZ, il existe deux éléments uniques (§,,w,) et A(§,w) dans

W,xV, tels que

({8or Wo} (T, V})) = Ly (T, V) V(t,v) €EW,xV, (3-29)

(A&, w,(t, V) = By({E, wyi{t,v})) V(t,v)ew,xV, (3-30)

En vertu de la continuité de By ({.,.};{.,.}) et de

(3-28) ,1'opérateur A est continue,En effet,
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[HAE, W]

sup ((A(Er W)I(T' V)D

(t,v) EWpxV, I "(f: V) | '

(v, v) »(0,0)

Bh({El W};{rl V})

= sup
(t,v) EWyxV)y l "(171 V)HI
(t,v)»(0,0)
</Z  sup B,({§, w}i{t, v})
(z,v) EWpXVy Illr "0+"V"1

(z,v) »(0,0)

< v2C (1€l +lwly}

<2C|I(E, w]

[HAE, w)l| < 2¢*[1E, w)].

le probléme

Trouver

(04,u,) € WyxV, tel que

Aoy, uy) = (&4, W)

est une formulation équivalente au probléme (S;).

On est ainsi ramené a montrer que A est une bijection de W xVy

sur W xV, et que A"l est un opérateur borné de W xV, dans W,xV, .

~

Tout d'abord, des théorémes (3-1) & (3-6) on déduit:

v [IE wi < v2y (1€l +iwly) < ﬁ( sup

Bh((EI wh;{t,Vv})
T, V) ENRXV) "TI'0+'IV'|1
(t,v)#(0,0)
(AE., W, (x, V)
RS S I TET |
(x,v)»(0,0)
= 2]]1AE, Wl
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D'on,

HaE. w1 > 2 [IE W] YE wer,xV, (3-31)

Ceci prouve que A est injectif.

Pour montrer que A est surjectif,i.e. A(WpxVy,) = WyxV,,on a a
vérifier successivement que A(W,xV,) est fermé dans W, xV, et que
1'orthogonal (A(thVh))l de A(W,xV,) dans WpxV, est réduit a o.

En effet, si (u,A)e i?ﬁ;;V;} (adhérence de A(W,xV,) dans W,xV,)
et (A(&,,W,) ) eN St une suite de A(W,xV,) qui converge vers (u,A)

dans W,xV,,en vertu de (3-31),o0n a:

“lA( n'Wn)_A( m'wm)“ I"A(En_em' Wn_wm)"l

v

“%}: I“(En_gm' Wn—wm)“

v
|-

T (18, Eald + vy w, )

-De sorte que (En,wn) est une suite de CAUCHY dans l'espace de

HILBERT W,xV, .Elle converge donc vers un élément (u,A) et donc,
AEG,w) = (B, A)EA(W X V})

en vertu de la continuité de A.

Donc, A(W,xV,) est fermé dans WpxV, et,
WoXV, = A(W,xV,) © (A(W,xV,))*
Soit maintenant (7,,Vp) € (A(W,xV,))*.I1 vient:

(AE. W).(Tor Vo)) = Oy rv, V(E, W) EW,XV,
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D'autre part, on a:

By({€, Wi {Tqs Vo})
AT, v < V2Y:(ltols+ 1V, < V2 h
Vi o vl < V2ri(IokotIvoh) < V2 sup = <
(§,w) »(0,0)
<2 sup Ba((8, i {0 Vo})
(§,w) eWyxVy, III(EIW)HI
(§,w) »(0,0)
<2 sup (A& Wi(Tar Vo))
(B, w) EWNpxVy | "(E ' W) I”
(£, w) »(0,0)
= ObeVh

D'ou, (74,vy) = (0,0).

Ceci établit la surjectivité de A,i.e.
A(W,XVy) = (WX V) .
L'opérateur A est donc bijectif de W,xV, sur W, xV,.De plus,A”! est
borné d'aprés (3-31)
Soient U un interpolant de u dans V, et G celui de ¢ dans W.

Oon a:
By({6-8,u-d};{t,v}) = a,(0-8,7) +d(u-4d,t) +d(v,0-8) +

+E({6-0,u-10};{%,v})

D'autre part, d'aprés (3-25), on a:

By({0p=0,u,-T}i{t,v}) = B,({o-&,u-u};{t,Vv})

D'ou,
Bh({o-'d, u_ﬁ};{tlv}) SMIIo—auouT"o+"u—ﬁ"1“ruo+"0—a"o ||V||1+

+C(lo-8l+lu-al)(lel,+1vi)
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< max{M, 1}(lo -8l +lu-al)(Isle +Ivi)+
scy(lo-8l,+lu-al)dsl+1vI,)
< max{M+C;,1+Cy}(lo -Gl +fu-dl)(Icl, +Ivly)

Ceci entraine:

sup B,({0,-08,u,~T};{r, v})

(v, V) €EWpxV, llfllo+||Vl|1
(r,v) = (0,0)

< max{M+C,, 1+C1}(]|0 -0, +llu-al,)

Mais, en vertu de (3-24),

B, ({0,-0,u,-0d};{t, Vv n ~
sup h(Lh h J { }) > Yi,u(oh—a’uh_u)ul

(t,v) EWyxVy, Tl +1viy
(r,v)«(0,0)

Il s'ensuit que:

max{M+C;, 1+C;}
Yi

||0'5||o+||uf,‘fl'||1 < (||0’5"0+U'ﬁl|1)

En utilisant 1'inégalité triangulaire, on obtient:
lo-o,lo+lu-uyl, s C (lo-8l,+lu-dl,) (3-32)

de sorte que l'estimation d'erreur (3-32) est vérifiée pour

C = (1 , Pax{M+Cy, l+cll)
Yi

CORROLAIRE 3-1

si
: ve(H*1(Q)NH; (Q))" et te(H™H(Q)NLE(Q))™

alors,on a les estimations d'erreur suivantes:
la-o,l,+ lu-u,l, <C(A™ |0 |, +h*|ul,.,) (3-33)

et
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lu-u,lgsC*(h™2| 0 |,y + A% [u],,) (3-34)

Pour clore cette section, on note que si le probléme est non
consistant, un terme exprimant l'erreur de consistance apparaitra

dans le membre de droite de l'estimation précédente.

3-3 APPLICATIONS

Dans cette section, on présente des constructions des termes E,
de stabilisation qui satisfont certaines conditions suffisantes
de stabilité précédemment établies.On note que 1l'objectif
poursuivi ici consiste a couvrir tous les théorémes précédents.
Oon rappelle que, dans la suite du chapitre, C,; désigne 1la

constante intervenant dans 1'inégalité (1-61) du lemme 1-1.

EXEMPLE 1:

On définit sur (thVh)2 la forme bilinéaire symétrique
En({.,.}i{.,.}) par :

E (&8, wif{t, ) = A, &, 1)+ A (e(w),€(V)) (3-35)

ol Al >0 et 12 >0 sont deux constantes & déterminer

convenablement.

Dans ce cas, l'existence et l'unicité de la solution du probléme
(Sy) dépendent de la satisfaction ,en plus de la continuité de

E,,, de l'hypothése (Hl1l), du théoréme 3-2.
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(a)~- Continuité :

En utilisant 1'inégalité de CAUCHY-SCHWARTZ, on a:
|Ex({8, whifm, v)| = [A (. 1) +A (e (W) e(V))]
S A Mg Ivlg+A, He(w) folle () 1,

< max{hy, A} (1€l +Iwl)(delo+1viy)

i.e.(3-2) est vérifiée pour:

C, = max{A;, A;)

(b) Hypothése (H1),:

On a:

Ey({(E. wift, v}) = At la+A,le(v) |5

v

min{A,, A,G} (It 13 +1e(v) IF)

A A6
2

}(nr lo +1v1,)?

v
3
[
o]
|

- 1
A,>1 et A, > —
1 2 CB
: pour obtenir (3-11) avec
11 Azc% 1
5 = miny—, et 0; > =
0 {2 2 272

EXEMPLE 2:

On définit sur (thVh)2 la forme bilinéaire symétrique

- Eh({'l'};{'l'}) par :
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E((§,w:t, W) = E+e(w),T+e(V))

Montrons que ce choix de E, vérifie les hypothé&ses du

théoréme 3-3

(a)- continuité :

En utilisant 1'inégalité de CAUCHY-SCHWARTZ, on obtient:
|E, (8 wifr, )] = JE+e(w) [t +e(v) I,
s (1€l +le(w) lo) (I, +1e(v) lg)

< (L + 1wl (1elo +1 V1)

i.e.(3-2) est vérifiée pour: C; =1 .

(b) - Hypothése (H1),:

On a:

2d(t,v) +E,({t, vift, v}) = —2(z,e(V))+(t+€(V) , T +€(V))

lel2+le(w) |2

v

min{1, C)(Ic i3 +1vIi)

, C
zmln{%,jf}dfﬂo+ﬂVLf

de sorte que (3-14) est satisfaite avec

_ 1 ¢
=min{=, —} .
0, i {2 > }
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EXEMPLE 3:

On définit sur (thVh)2 la forme bilinéaire symétrique
En({.,.}i{.,.}) par :

E,({§, wift, »}) = (E+e(w),t-€e(v))+E&-€e(w),t+e(V))
VE.,w,(t, VEW, XV,

(3-37)

Ainsi, la forme bilinéaire généralisée B, ({&,w};{r,Vv}) sur

(WpxVy)? est donnée par:

By((&, w}i{t, v})=a,(¢, t) +d(w, ©) +d(v, E) + Ey((&, W}: {T, W)

(3-38)
VE W, (v, EW,XV)y
ou
a,€,t) = E%I (E,r)--ligl(trﬁ, trt)
dw,t) = - (t,€(w))

Montrons que pour ce cas, E, vérifie les hypothéses (H1l), et

(H2) , du théoréme 3-4.

(a)~- Continuité :

En utilisant 1'inégalité de CAUCHY-SCHWARTZ, on obtient:

E,({E, whi{z,W}) = |(E+e(w),t-e(Vv))+E-€e(w),t+e(V))]
< [(E+e(w) ,t-e(V))|+]|(E-e(w),T+e(V)))]

s |§+e(w) ly. It-e(v) [y +IE-€(w) Iy . It +e(v) |,

< (I&H +le(w) lg)(Ielo +He(v) lo)+
+(IET+Ne(w) lo) (Il +le(v) Iy)

s 2(1&l +Iwly) (Il +1viy)
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Ey((E, wift, W) < 2(1E Do+ 1wl (Il + 1 v]y)

i.e. (3-2) est vérifiée pour C; = 2.

(b) - Hypothése (H1),:
On a:
E,({t,0};{r,0}) = 2|t}  Vriew,

et 1'inégalité (3-16) est trivialement satisfaite pour B, = 2.

(c)- Hypothése (H2) ,:

On a:
E,({0,%;(0,-v}) = 2]e(Vv) [

2 2G| vI3

i.e. (3-17) a lieu pour 6, = 2Cy .

EXEMPLE 4:

Oon définit sur (thVh)2 la forme bilinéaire symétrique

En({.,-}i{.,-}) par :

E,({E,wi{t, W) = (E—in‘-ﬂ tr€ . I+e(w) ,c-_liﬂ trc. I-e(v) )+

+k'“l:ECIE-I-€(W),r~£;Etrt.I+e(v))
n n (3-39)

VE, W), (T, V)EWXV),

Ici, aussi, on peut facilement montrer que ce choix de Ej
satisfait 1la condition de continuité (3-2) avec ¢, = 2,
1'inégalité (3-16) avec B, = 2 min{l, p?} et 1l'inégalité
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(3-17) avec 8, = 2C,y dans le théoréme 3-4 .

EXEMPLE 5:

On définit sur (thVh)2 la forme bilinéaire symétrique
En({+s-}i{.,.}) par :

E,((&, wi{t.») = - (e(w),e(v)) V(E,w),(t,V)EW,XxV, (3-40)

Pour ce choix de E;,en plus de la continuité,les hypothéses du
théoréme 3-5 peuvent étre facilement vérifiées .En particulier,

on trouve c; = 1 et 65 = Cy. De méme ,(3-19) est évidente car

Eh({TIO}r{T/O}) =0 .

EXEMPLE 6:
On définit sur (thVh)2 la forme bilinéaire symétrique

En({-,-}i{.,-}) par :

E,((E, Wiz, W) = —6(’::—-1-1%2 trE.I-2pe(w) ,r—i;—lfl trt. I—Zue(v))

VE,wW),(t, VEW, XV, (3-41)

ol § >0 est une constante & déterminer convenablement .
L'existence et 1l'unicité de 1la solution du probléme (S;)
dépendent de la satisfaction , en plus de la continuité de E, les

hypothéses (Hl)g et (H2)g du théoréme 3-6.

(a)- Continuité :

En utilisant 1'inégalité de CAUCHY-SCHWARTZ, on a:
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E,({(E, wi{z, ) = |6(£ —-1—;9 trE.I-2pe(w ,c—%ﬁ tre. I—Zp.e(v))

< bué—ligtrE.I-Zpe(w)hlr—l;p

trt.I-2pe(v)

s6(HE—&iﬂﬂo+2p“e(w)h)“t-nligtrt.1]0+2pﬂe(v

s dmax{1,pilI&l,+2ulwl)(max(1l,p}Itly+2plvly)

< 8max(1, p2, 4 p2}(IE o + 1wl ) (I lo+1v1y)
d'ou,

Ey({E, Wit W) < C(IE N *Iwl)(1tlo+1v]y)

i.e. (3-2) est vérifiée pour

C, = dmax{1, p?, 4 u?}

(b) - Hypothése (H1),:

On a:
E,({t,0}i{z,0}) = =& r—iiﬂtrr.r,r—iiﬁtrr.I)
z—bﬂr—iiﬂtrr.I%

> -8dmax{1,p?}Itl;

Il est clair que si on choisit § tel que ,

in{-L, £
8 < mln{zﬁf 2u}
max{1, p?}
alors (Hl)g est satisfaite pour fg = - § max {1,p%}.
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(c)- Hypothése (H2).:

Il vient:

E,({0,v};{0,-v}) = -8(-2€(v),2¢€(V))
=48 ]e(v) |3
248G, |vI}

de sorte que le résultat cherché serait obtenu en prenant
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e, CEAPTTICE

ONS MNUMERTOUES



Dans ce chapitre, on présente les résultats d'un test
numérique en utilisant la nouvelle formulation avec le terme (3-
41) . On rappelle que cette formulation est consistante.

On choisit les données du probléme d'élasticité de sorte que la
solution exacte soit connue. Aprés la résolution numérique du
probléme par la méthode d'éléments finis, des erreurs de la
vitesse et du tenseur soht calculées. A cet effet, un programme
en langage "Pascal" a été congu (Voir Annexe). Les résultats
obtenus sont discutés au moyen de graphes. Ils confirment la

convergence de la solution approchée vers la solution exacte.

4-1 ALGORITHME PAR ELEMENTS FINIS :

Soit le domaine

Q=((x,y) eR? , 0<x<XL , 0<y<YL)

Oon subdivise le domaine 1 dans la direction des x en N, parties
égales de pas h, et dans la direction des y en N, parties égales
de pas hy. On obtient, donc, N,.N, rectangles (voir figure 4-1)
qu'on dénote par K; (i=1,...,Nx.Ny) qui sont les éléments du

partitionnement J, de Q.

y
YL

YL/Ny

XL/Nx XL x

Figure 4-1
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La forme bilinéaire utilisée E, est définie par :

E,({E,Wi{t,W}) = —6(6-1—;2 tr.I-2pe(w) ,r-%ﬂ trt.I-zpe(V))

ou
- vu,+(vu,) ¢ -

Eb({ah,uh};{th,vh})=-6(ob——139troh.1—2p. h (2 n) , Ty lzp trt,.I) -

- vu,+(vu,) £ vu,+(vu,) ¢

—G(Oh—l_zﬂtroh.I-Zp. h (2 ) ) =2 u (2 » )

La formulation mixte discréte de HELLINGER-RIESSNER devient alors

1

o (04, Ty) ~ 2L (tra,, trT,) - (T, e(uy)) -

dp
—8(oh—l—;etroh.I,th—l—;ﬂtnh.I)+ (4-1)

+26p(€(uh),1.'-—1——2_-£trth.I) =0 Vrt,eEW,

-(0,,e(v,)) -8 (0,- 12_9 tro,.I,-2pe(vy,))

(4-2)
-8 (-2pe(u,) ,-2pe(vy)) = £(v,) V v,€V,
avec la condition:
min{-i,—&} (4-3)
3 < 2p 24
max{1, p?}

Les termes intervenant dans le systéme sont évalués séparément.
En posant :

3 Wy Wy Wy, W,
oh=E a.( H 21] et tb=( 1o (1=1,2,3) (4-4)

J
7=1 Way Wiy Wy Wig

ol

1, i=3j
Wij= .
0, i*j
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on a:

3 W, W, w,, W
i(oh'th) =_1 E ajf ( 1 21] : ( 1T dxdy
2p 2p Q| \W2; Wy Wa1 Wij

D'ou,

1 1 3 Ny.N,
—(0,,T = = o, W, W, ¥2 W, W, W, W dxd
p( nr Ta) Z j ?-:_:1 flﬁ[ 17%11 iWa1tWaiWag ] Ly

La matrice correspondant au terme considéré s'écrit :
fk [W11W11+2 Wy1Wpy ¥ Wy, Wy dxdy fk [w12w11+2 w22w21+w32w31] dxdy
i 1

1
—_— fk [W11Wy2 +2 Wy Wy, +W;, W, ] dxdy fk [WiaWia +2 Wy Wop + Wy, Wi dxdx
1 1

fk [W11 W13 +2 Wy Wy3 + Wy, Wy,] dxdy fk [W12W13 +2Wy5 Wy +Wy,Wy3] dxdy
L *4 1

fk [W13 Wiy +2Wya Wy +Wy3 Wy, | dxdy
i

fk [Wya Wiy +2W,3 Wy, +Way + Wy, dxdy
i

I,

j[""12“’13 +2 Wy, W,y t Wy Wyy| dxdy J

Un calcul simple donne :

1
{?ﬁ 0 0
o 1 0
n
0 1
i 2p |

Ceci est donc la matrice élémentaire dans 1l'élément K; et qu'on
dénote dans 1le programme par [AEl]. La matrice globale

correspondante sera dénotée par [AGl]; elle posséde 3NxNy lignes
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et 3NMNy colonnes. Passons aux termes :
—-14—‘149(1:1'0,,, tre,) et —6(oh—%ﬁtroh.r,rh—-i—;ﬂtnh.r) (4-5)

En pro;:édant de la méme maniére que précédemment on obtient les
matrices élémentaires [AE2] et [AE3]. Les matrices globales
correspondantes sont [AG2] et [AG3].qui sont construites par
assemblage des matrices élémentaires [AE2] et [AE3] sur tous les
éléments K;.

Pour le quatriéme terme, on a:

-(th.€(u)) =fn1:h:e(uh) dxdy (4-6)
En posant :
Wy Wai 8
T,= et U,=3, B;V; (1=1,2,3)
W1 Wi J=1
ol
v;=(vy;, v,;) tel que v,,,=(9,0)7; n=1,...,4
Vo =(0,0)7; n=1,...,4
avec )
1 au noeud n
@, =1 0 aux autres noeuds
n
bilinéaire dans 1'élément K;
on a
( v, 1(3vyy, I,y
8 W, W3 ox 2\ dy ox
- (the(u,)) ==Y Byf : dxdy
J=1 2 o,, @ P
21 ¥3; l( av1j+ avzj) Vy;
2\ dy ox ay J J
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N, 8
. v, v, ; avzj) avzj]
= 1 Z=: B, fkl [ ©11755 +Wzl( 3y + Ox T3, oy dxdy

Ay
=

La matrice correspondant au terme considéré s'écrit:

[ v, ov. ov. ov.

av. ov. ov. ov.
. _fk [“’11—3}1{8 +“’21‘—‘—a;8+"’21 8;8 tw,, a;e]dxdy

La matrice élémentaire ainsi obtenue posséde 3 lignes et 8
colonnes pour chaque élément K;. On la dénote par [AE4]. La
matrice globale [AG4] aura donc 3NXNy lignes et 2(Nx+1)(Ny+1)
colonnes.

Pour le terme

2p.6(e(uh),1:h-—%ﬂtrth.I) (4-=7)

on utilise les mémes calculs.

La matrice élémentaire est dénotée par [AE5] donnant la matrice

globale correspondante [AGS].
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Passons au terme
- (0, €(uy)) (4-8)

Comme le terme précédent (4-6), la matrice transposée [AE4]T est
la matrice élémentaire du terme (4-8) qu'on dénote par [AE6]. La
matrice globale correspondante est ainsi la matrice transposée
de [AG4] et qu'on dénote par [AG6].

Le terme :

—b(aﬁnléetroh.r,—Zpe(vh)) (4-9)

est calculé de la méme maniére.
La matrice élémentaire obtenue est [AE5]T qu'on dénote par [AE7]
et la matrice globale est [AGS]T qu'on dénote par [AG7].

Concernant le terme

-8 (-2pe(u,) , -2pe(vy,)) (4-10)
on pose :
8
up=3, ¥5(vij )T et = vy, vy T (I=1,...,8)
J=1
D'oq, \
vy g(avmzz_j)
8 ox 2\ oy ox
-8 (-2pe(uy,) , -2pe(vy)) =E Y; fm -43p?
J=1 1 avlj + asz) aVZj
200y ox dy
A
ovy, l(6n1+6%1)
ox 2\ dy ox
dxdy
l(aml+a%1) oV,
2\ 9y  ox dy ) |
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NN, 8

P>

=1J=1

s 3o, [ (3

i

ky

35

aVlj ;i- aVlj + asz
ox dy Ox
avlj v, 5 v,
9y  ox ay
\
av,, ( ov,,; avu)
ox dy Oox
dxdy
av, 1, v, 1) av,,
dy Ox ay )

ov,,;

) ) - |

[ ( vy, v, ;

dy

ox

)( vy, +
oy

ox

La matrice élémentaire obtenue :

r

oo 1 [ (5252

_l(avui_
2\ oy

ox

avn)( vy,

oy

[
o f, | (2]

avm)

(55 5 e

ox

v,

_l(av11+
2\ 9y ox ay

est dénotée par [AES8].

ov,, )( Vi,

ox

| (55

]
)

J

J 25 ) Jesar

oo £, | (S %)

0v,g

_l(aV18+
2\ dy

ox

ovy,
)( oy '

ov,, ) +]
ox

it
ky

e

vy, )( avle) } '
ox ox

_l(av18+
2\ dy

( v, )( dVv,g
oy dy

avzs)( OV,q . 6V28)+]
ox oy ox

o |

Elle posséde 8 lignes et 8 colonnes.
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matrice globale, comme précédemment dénotée par [AG8], a
2 (N, +1) (N,+1) lignes et 2(N,+1) (N +1) colonnes.

Pour le terme de droite, des calculs simples donnent comme
vecteur élémentaire BE1=0 pour le tenseur a 3 composantes et
comme vecteur élémentaire BE2 pour la vitesse a 8 composantes,

comme suit :

j;(fﬂql+ﬁﬂ@1)dxdy
1

[mmy-hfﬂwgé%ﬂmmy

fk (£yvig+£,V,e) dxdy
3 1 e

od f=(f; , £,)7T.
Les vecteurs globaux correspondants sont dénotés par Bl (53NxNy
composantes) et B2 (& 2(Nx+1)(Ny+1) composantes) .

Le probléme discret (4-1) s'écrit sous forme matricielle comme

suit :
o (4-11)
ou
T
¢ = [“i ol ol 6? . . . o) o ogwy]
et
U = [ui ulou? ot ..., e @ ui(A&*l’(”3*l’]T

84



Dans le programme principal on fait appel aux sous-programmes

(procédures) suivants:

LECTURE :Sous-programme de lecture des données qui représentent

la localisation des degrés de liberté.

ECRITURE: Sous-programme de sauvegarde des résultats qui

INV

AAE1l

AAE2

AAE3

AAE4

AAES5

AAE6

BBE1l

BBE2

ASS1

représentent les solutions approchées.
:Sous-programme d'inversion par la méthode de GAUSS-
JORDAN de la matrice [A].

:Sous-programme qui donne la résolution de systéme
(4-11).

:Sous-programme de construction de la matrice élémentaire
[AE1].

:Sous-programme de construction de la matrice élémentaire
[AE2].

:Sous-programme de construction de la matrice élémentaire
[AE3].

:Sous-programme de construction de la matrice élémentaire
[AE4].

:Sous-programme de construction des matrices élémentaires
[AE5], [AE6] et [AE7].

:Sous-programme de construction de la matrice élémentaire
[AE8].
:Sous-programme de construction du vecteur élémentaire

[BE1].

:Sous-programme de construction du vecteur élémentaire
[BE2].

:Sous-programme d'assemblage des matrices élémentaires

[AE1], [AE2] et [AE3].
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ASS2 :Sous-programme d'assemblage des matrices élémentaires
[AE4] et [AE5].
ASS3 :Sous-programme d'assemblage des matrices élémentaires

[AE6] et [AE7].

ASS4 :Sous-programme d'assemblage des matrices élémentaires
[AE8].

ASSS :Sous-programme d'assemblage des vecteurs élémentaires
[BE1].

ASS6 :Sous-programme d'assemblage des vecteurs élémentaires
[BE2].

COLI :Sous-programme qui introduit les conditions aux limites.

4-2 TEST ET RESULTATS NUMERIQUES

Ici,l'objet est de tester numériquement la formulation discréte
(4-1)-(4-2) sur la méthode Q;-Q, pour le cas u=1.

A cet effet,on choisit comme solution exacte du probléme de

1'élasticité:
u, =xy(x-1) (y-1)

u,=xy(x-1) (y-1)

de sorte que le terme de droite soit:
u[% (2y-1) (2x-1) -2<_1p+p_>y(y_1) -2X(X-1)]
1 _ - _1y o (p+1) -
M[F(Zx 1) (2y-1) -2y (y-1) -2 =B x(x 1)]

sur le domaine 1 pour XL=YL=1 et hx=hy=h.
Les résultats pour certaines valeurs de p et § satisfaisant la

condition (4-3) sont présentés dans les tableaux TAB1,..., TAB5 pour
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les erreurs Iu-uhll et I a—ahlo des vitesses et tenseurs.Le
paramétre de discrétisation h est pris successivement égal a

1,1/2,1/3,1/4,1/5,1/6.

De méme, les taux de convergence sont évalués d'aprés la formule:

In L
12 © ~1
ln(é?)
1
ou e; est l'erreur obtenue pour le pas h;.
hJ. I u-uhl 1 le I O-Ghl 0 ka
1.000 0.032998 0.348
1.930 0.708
0.500 0.008627 0.213
2.110 0.862
0.330 0.003646 0.150
2.070 0.926
0.250 0.002012 0.115
2.020 0.951
0.200 0.001280 0.093
2.010 0.975
0.166 0.000890 0.078
TAB1:p=0.9 , §=0.4
hi I u_uhl 1 ku I O-Ohl [o) kL
1.000 0.032998 0.381
1.850 0.697
0.500 0.009122 0.235
2.190 0.870
0.330 0.003731 0.165
2.120 0.940
0.250 0.002031 0.126
2.060 0.991
0.200 0.001282 0.101
2.000 1.022
0.166 0.000893 0.084

TAB2:p=0.75, 6=0.25
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h, lu-ulf, k, lo-0.l o K,
1.000 0.032998 0.881
1.650 0.656
0.500 0.010447 0.559
2.340 0.911
0.330 0.004024 0.386
2.230 0.961
0.250 0.002123 0.293
2.130 0.969
-0.200 0.001317 0.236
2.120 1.001
0.166 0.000898 0.197
TAB3:p=0.25 , 6=0.1
hi I u-uh' 1 ku I G-O’hl Q kL
1.000 0.032998 2.123
1.950 0.640
0.500 0.010900 1.362
2.330 0.928
0.330 0.004225 0.934
2.280 0.966
0.250 0.002193 0.708
2.180 0.979
0.200 0.001348 0.569 :
2.140 0.990
0.166 0.000915 0.476
TAB4:p=0.1 , 6=0.045
hL I u-uhl 1 ku I U-Uhl 0 kd’
1.000 0.032998 21.08
1.570 0.636
0.500 0.011044 13.56
2.260 0.925
0.330 0.004405 09.31
2.310 0.969
0.250 0.002269 07.05
2.220 0.984
0.200 0.000138 05.66
2.190 0.995
0.166 0.000931 04.73
TAB5:p=0.01 , §=0.0045




On remarque que les résultats présentés dans 1les tableaux
confirment bien la convergence théoriquement obtenue: ordre 2
pour la vitesse et ordre 1 pour les tenseurs.

La méme impression est donnée par les cdﬁrbes représentant les
erreurs de vitesse et de tenseur en fonction du paramétre de
discrétisation h,ol les résultats approchent une parabole pour
la vitesse et une droite pour les tenseurs.

A titre illustratif, on présente aussi la tendance de la solution
approchée de la vitesse au noeud central (1/2,1/2) (voir TAB 6),

sachant que la solution exacte est u(1/2,1/2)=(0.0625,0.0625).

h u, ! u, 2
0.500 0.0915 0.0905
0.250 0.0670 0.0677
0.166 0.0622 0.0627

TAB 6:p=0.75,8=0.25
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4-3 CONCLUSION GENERALE

En utilisant 1le concept de stabilisation,le probléme
d'élasticité a pu étre résolu numériquement au moyen d'une
méthode mixte d'Elément Finis,connue pour étre instable.

Le présent travail, de part les résultats numériquement
obtenus ouvre des perspectives de recherche et résolution plus
performante du probléme d'Elasticité.

Un futur travail de recherche plus approfondi s'occupera

sans aucun doute du cas non-linéaire.
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PROGRAMME1 : CALCUL DES SOLUTIONS APPROCHEES

USES

CONST XL = 1.0 ; YL = 1.0 ; NX =6 ; NY= 6

TYPE

MAT1
MAT2
MAT3
MAT4
MATS
MAT6
MAT7
MATS8
MATO
MATI1O0
MAT11
VECT
VECT1
VECT2
VECT3
VECT4
VECTS

VAR

CRT;

-

NMXEL =36; NMXD =206; NMXDF =48;
DELTA = 0.250; RO =0.75 ; XMU = 1.0

~-e

=ARRAY[1..NMXD,1..NMXD] OF REAL;
=ARRAY[1..11,1..NMXEL] OF INTEGER;
=ARRAY[1..11,1..11] OF REAL;

=ARRAY[1..3,1..3] OF REAL;

=ARRAY[1..3,1..8] OF REAL;

=ARRAY([1..8,1..3] OF REAL;

=ARRAY[1..8,1..8] OF REAL;
=ARRAY[1..(3*NX*NY),1..(3*NX*NY)] OF REAL;
=ARRAY[1..(3*NX*NY),1..2%(NX+1) *(NY+1)] OF REAL;
=ARRAY[1..2*%(NX+1) *(NY+1),1..3*NX*NY] OF REAL;
=ARRAY[1..2*% (NX+1)*(NY+1),1..2% (NX+1)*(NY+1)] OF REAL;
=ARRAY[1..NMXD] OF REAL;

=ARRAY[1l..NMXD] OF INTEGER;

=ARRAY[1l..3*NX*NY] OF REAL;
=ARRAY[1l..2* (NX+1)* (NY+1) ] OF REAL;

=ARRAY[1..3] OF REAL;

=ARRAY[1..8] OF REAL;

A:MAT1;NUEL:MAT2;AE1l,AE2,AE3:MAT4 ;AE4,AE5:MATS; AE6,
AE7:MAT6;AES :MAT7;AG1,AG2,AG3 :MATS ;AG4,AG5 :MAT9; AG6,
AG7:MAT10; AG8:MAT11;

B,VALFR,X:VECT; NUMFR:VECT1;

B1:VECT2;

B2:VECT3;

BE1:VECT4;

BE2:VECTS5;

1,J,N,K,I1,K1,K2:INTEGER;
NEL,NDOF,NDFR: INTEGER;

HX,HY, S:REAL;

CHOIX:CHAR;
(* XL: LA LOGUEUR DU DOMAINE

YL: LA LARGEUR DU DOMAINE

NX: NOMBRE D'ELEMENTS SUR L'AXE DES X

NY: NOMBRE D'ELEMENTS SUR L'AXE DES Y

NMXD : NOMBRE DE DERGRE DE LIBERTE TOTAL

NMXEL: NOMBRE D'ELEMENTS TOTAL

NMXDF: NOMBRE DE DEGRE DE LIBERTE SUR LA FRONTIERE

G.DAT: FICHIER DE 1OCALISATION D'ELEMENTS

SOL.

DAT:FICHIER DE SOLUTIONS *)

PROCEDURE LECTURE;

VAR I:IN
CHX:
F:TE

BEGIN

TEGER;
CHAR;
XT;

Al



ASSIGN(F, 'G.DAT') ;
RESET (F) ;

READ (F,NEL) ; READ(F,NDOF) ;
FOR I:=1 TO NEL DO

FOR J:=1 TO 11 DO

READ (F,NUEL[J,I]);

READ (F,NDFR) ;
FOR I:=1 TO NDFR DO
READ (F,NUMFR[I]);
FOR I:=1 TO NDFR DO
READ (F,VALFR[I]);

CLOSE(F) ;

END;
PROCEDURE ECRITURE;
VAR I:INTEGER;
CHX:CHAR;
F:FILE OF REAL;
BEGIN
ASSIGN(F, 'SOL.DAT');
REWRITE(F) ;
FOR I:=1 TO NMXD DO
WRITE(F,X[I]);
CLOSE (F) ;

END;

PROCEDURE INV(VAR A:MAT1; TAILLE:INTEGER);
TYPE PTR = ARRAY[1..100] OF INTEGER;
VAR LIGNE,K,I,J, PIVOT, INT : INTEGER;

D, MAX : REAL;
P : PTR;
ERREUR: BOOLEAN;
PROCEDURE ORDONNER;
VAR TEMP : INTEGER;
TEMPO : REAL;
Q : PTR;
LIGNE, COLONNE, I : INTEGER;
FUNCTION ANTECEDENT (I : INTEGER) : INTEGER;
VAR K:INTEGER;
BEGIN
K := 0;
REPEAT K:= K+1 UNTIL Q[K] = I;
ANTECEDENT := K;
END;

BEGIN
{ ORDONNER LES COLONNES }
FOR LIGNE := 1 TO TAILLE DO
BEGIN
FOR I:=1 TO TAILLE DO Q[I] := P[I];
FOR COLONNE:=1 TO TAILLE DO
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BEGIN

TEMPO := A[LIGNE,COLONNE]; TEMP := Q[ COLONNE];

A[LIGNE,COLONNE] := A[LIGNE,Q[COLONNE]];
A[LIGNE,Q[COLONNE]] := TEMPO;
Q[ANTECEDENT (COLONNE) ] := TEMP;
QI COLONNE] := COLONNE;
END;

END;

{ ORDONNER LES LIGNES }
FOR COLONNE := 1 TO TAILLE DO
BEGIN
FOR I:=1 TO TAILLE DO Q[I] := P[I]};
FOR LIGNE:=1 TO TAILLE DO

BEGIN

TEMPO := A[LIGNE,COLONNE]; TEMP :

A[LIGNE,COLONNE]

A[ANTECEDENT (LIGNE) , COLONNE] ;

END;

A[ANTECEDENT (LIGNE) ,COLONNE] := TEMPO;
Q[ANTECEDENT (LIGNE)] := TEMP;
Q[LIGNE] := LIGNE;
END;
END;
END;
BEGIN
ERREUR := FALSE;
FOR I := 1 TO TAILLE DO P[I] := I;
FOR I:=1 TO TAILLE DO
BEGIN
{ RECHERCHE DU PIVOT }
MAX := 0;
FOR LIGNE := I TO TAILLE DO

IF ABS(A[I,P[LIGNE]]) > MAX

= Q[LIGNE];

THEN BEGIN MAX := ABS(A[I,P[LIGNE]]); PIVOT := LIGNE

IF MAX = 0 THEN
BEGIN

INT := P[I];
P(I] := P[PIVOT];
P[PIVOT] := INT;

{ TRANSFORMATION }
D := A[I,P[I]];

A[I,P[I]] := 1;

FOR J:=1 TO TAILLE DO
A[I,P[J]] := A[I,P[J]]/D;
FOR K:=1 TO TAILLE DO

IF K<>I

THEN BEGIN

D := A[K,P[I]];
A[K,P[I]] := 0;

FOR J:=1 TO TAILLE DO

A[K,P[J]] := A[K,P[(J]] - A[I,P[J]] * D;
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END;
END;
ORDONNER;
END;
PROCEDURE MUL (AA:MAT1;BB:VECT;VAR X:VECT;N:INTEGER) ;
BEGIN
FOR I:=1 TO N DO
BEGIN
S:=0;
FOR J:=1 TO N DO
S:=S+AA[I,J]*BB[J];
X[I]:=S;
END;
END;

PROCEDURE AAE1l;

BEGIN

AE1[1,1 / (2*XMU) ) *HX*HY;

]
]
AE1[1,3] ;
AE1(2,1]
AE1(2,2] XMU) *HX*HY ;
AE1[2 3]

]

]

]
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PROCEDURE AAE2;

BEGIN
AE2[1,1]:=(~-(1-RO)/ (4*XMU) ) *HX*HY;
AE2[1,2]:=0.0;

AE2[1,3]:=((RO-1)/ (4*XMU) ) *HX*HY ;
AE2[2,1]:=0.0;

AE2[2,2]:=0.0;

AE2([2,3]:=0.0;
AE2[3,1]:=( (RO-1)/ (4*XMU) ) *HX*HY;
AE2[3,2]:=0.0;
AE2[3,3]:=(-(1-RO) / (4*XMU) ) *HX*HY;
END;

PROCEDURE AAE3;

BEGIN
AE3[1,1]:=-(DELTA*(1+RO*RO) /2) *HX*HY;
AE3[1,2]:=0.0;
AE3([1,3]:=(DELTA*(1-RO*RO) /2) *HX*HY;
AE3([2,1]:=0.0;

AE3[2,2] :=-2*DELTA*HX*HY;
AE3[2,3]:=0.0;
AE3([3,1]:=(DELTA* (1-RO*RO) /2) *HX*HY;

AE3[3,2]:=0.0;
AE3[3,3]:=-(DELTA* (1+RO*R0) /2) *HX*HY;

END;
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PROCEDURE AAE4;

BEGIN
AE4([1,1]:
AE4[1,2]:
AE4[1,3]: -AE4[1 1];
AE4([1,4]:=AE4[1,2];
AE4([1,5]:=AE4(1,3];
AE4[1,6]:=-AE4[1,4];
AE4[1,7):=-AE4(1,5];
AE4(1,8]:=AE4[1,6] ;
AE4[2,1]:=-(-1*HX) /2;
AE4[2,2]:=-(-1*HY) /2;
AE4([2,3]:=AE4([2,1];
AE4([2,4]:=-AE4(2,2];
AE4([2,5]:=-AE4(2,3];
AE4[2,6]:=AE4([2,4];
AE4([2,7]:=AE4(2,5];
AE4[2,8]:=AE4([2,2];
AE4(3,1]:=0.0;
AE4([3,2]:=-(-1*HX)/2;
AE4(3,3]:=-AE4[3,1];
AE4([3,4]:=AE4[3,2];
AE4[3,5]:=AE4(3,3];
AE4([3,6]:=-AE4[3,2];
AE4([3,7):=-AE4(3,3];
AE4(3,8]:=AE4([3,6];
END;

"( 1*HY)/2,

PROCEDURE AAES5;

BEGIN
AE5([1,1]:=- (DELTA*XMU* (1+RO) *HY) /2;
AES[1,2]:=- (DELTA*XMU* (RO-1) *HX) /2;

AE5[1,3]:=-AE5(1,1];
AE5([1,4]:=AE5(1,2];
AES5([1,5]:=AE5[1,3];
AE5[1,6]:=-AE5[1,4];
AES5[1,7]:=-AE5[1,5];
AE5[1,8]:=AE5[1,6] ;
AES5[2,1]:=- (2*DELTA*XMU*HX) /2
AES[2,2]:=- (2*DELTA*XMU*HY) /2
AE5[2,3]:=AE5(2,1];
AE5([2,4]:=-AE5([2,2];
AE5([2,5]:=-AE5[2,3];
AE5([2,6]:=AE5[2,4];
AES5([2,7]:=AE5([2,5];
AES5([2,8]:=AE5[2,2];
AES([3,1]:=- (DELTA*XMU* (RO-1) *HY)
AE5([3, 2] :=— (DELTA*XMU* ( 1+RO) *HX)
AE5([3,3]:=-AE5[3,1];
AES[3,4]:=AE5([3,2];
AE5[3,5]:=AE5(3,3];
AE5[3,6]:=-AE5[3,2];
AE5([3,7]:=-AE5[3,3];
AE5([3,8):=AE5([3,6];
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(2*DELTA*XMU*XMU) /4 ;

AES[5,8] :=—-(2*DELTA*XMU*XMU) /4;

AES8(6,6]:=(-(2*DELTA*XMU*XMU) *HY) / (3*HX) +
(- (4*DELTA*XMU*XMU) *HX) / (3*HY) ;

AE8(6,7] :=—(2*DELTA*XMU*XMU) /4 ;

AE8([6,8] :=—(-(2*DELTA*XMU*XMU) *HY) / (3*HX) +

(- (4*DELTA*XMU*XMU) *HX) / (6*HY) ;
AE8[7,7]:=(-(4*DELTA*XMU*XMU) *HY) / (3*HX) +
(- (2*DELTA*XMU*XMU) *HX) / (3*HY) ;
- (- (2*DELTA*XMU*XMU) /4) ;

(2*DELTA*XMU*XMU) *HY) / (3*HX) +

AE8[7,8]:
t=(-
(= (4*DELTA*XMU*XMU) *HX) / (3*HY) ;

AES[8,8]

FOR I:=1 TO 8 DO

FOR J:=1 TO 8 DO
AE8[J,I]:=AE8[I,J] ;
END;

PROCEDURE BBE1l;

BEGIN
BE1[1]:
BE1([2]:
BE1[3]:
END;

0.0;
0.0;
0.0;

PROCEDURE BBE2;
BEGIN

BE2[1]:= HX*HY*XMU* (18*SQR (K1*HX) *RO+6*K1*HX* (6*K2*HY+ (RO+1)
* (2%¥HX-3) ) +18*SQR (K2 *HY) * (RO+1) +6*K2*HY * (RO+2) * (2*HX-3) +HX*
HY* (6 %RO+7) ~6*HX* (2*RO+3) +9) / (36*R0) ;

BE2[2] :=HX*HY*XMU* (18*SQR (K1*HX) * (RO+1) +6*K1*HX* (6*K2*HY+ (RO+2)
* (2*HX~-3) ) +18*SQR (K2 *HY) *RO+6*K2*HY * (RO+1) * (2*HX~3) +HX*HY *
(6*RO+7) -6*HX* (2*RO+3) +9) / (36*RO) ;

BE2[3] :=HX*HY*XMU* (18*SQR (K1*HX) *RO+6*K1*HX* (6*K2*HY+2*HX*
(2*RO+1) =3*% (RO+1) ) +18*SQR (K2 *HY) * (RO+1) +6*K2*HY * (2*HX* (RO+3)
-3 % (RO+2) ) +HX*HY* (12*RO+11) -6 *HX* (3*RO+4) +9) / (36*RO) ;

BE2[4]:=HX*HY*XMU* (18*SQR (K1*HX) * (RO+1) +6*K1 *HX* (6 *K2 *HY+2*
HX* (2*RO+3) =3% (RO+2) ) +18*SQR (K2 *HY) ¥RO+6*K2 *HY * (2 *HX* (RO+2)
-3% (RO+1) ) +HX*HY* (12*RO+17) -6 *HX* (3*RO+5) +9) / (36*RO) ;

BE2[5] : =HX*HY*XMU* (18 *SQR (K1*HX) *RO+6*K1*HX* (6*K2*HY+ (RO+1)
* (4*HX=3) ) +18*SQR (K2*HY) * (RO+1) +6*K2 *HY * (RO+2) * (4 *HX~3) +HX*HY
* (18 *RO+25) ~12*HX* (2*R0O+3) +9) / (36*RO) ;

BE2[6] : =HX*HY*XMU* (18 *SQR (K1*HX) * (RO+1) +6 *K1*HX* (6 *K2 *HY+
(RO+2) * (4*HX-3) ) +18*SQR (K2 *HY) *RO+6*K2*HY* (RO+1) * (4 *HX~-3) +
HX*HY* (18 *RO+25) —12*HX* (2*RO+3) +9) / (36*RO) ;

BE2[7] : =HX*HY*XMU* (18 *SQR (K1*HX) *RO+6*K1*HX* (6*K2*HY+2*HX

* (RO+2) 3% (RO+1) ) +18*SQR (K2 *HY) * (RO+1) +6*K2 *HY * (2 *HX* (2*RO+3)
~3% (RO+2) ) +HX*HY* (12*RO+17) -6 *HX* (3*¥RO+5) +9) / (36*RO) ;

BE2[8] :=HX*HY*XMU* (18 *SQR (K1*HX) * (RO+1) +6*K1*HX* (6*K2 *HY+2*HX
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* (RO+3) =3* (RO+2) ) +18*SQR (K2 *HY) *RO+6*K2 *HY * (2 *HX* (2*¥RO+1) -3 *
(RO+1) ) +HX*HY* (12*RO+11) -6*HX* (3*RO+4) +9) / (36*RO) ;
END;

PROCEDURE ASS1(AAE1:MAT4;VAR AAG1:MATS) ;
BEGIN
FOR I:=1 TO NEL DO
FOR J:=1 TO 3 DO
FOR K:=1 TO 3 DO
AAG1([NUEL([J,I],NUEL([K,I]]:=AAG1[NUEL[J,I],NUEL[K,I]]+
AAE1[J,K];
END;

PROCEDURE ASS2 (AAE2:MAT5;VAR AAG2:MAT9);
BEGIN

FOR I:=1 TO NEL DO

FOR J:=1 TO 3 DO

FOR K:=1 TO 8 DO

AAG2[NUEL[J,I],NUEL[K+3,I]-3*NX*NY]:=AAG2[NUEL[J,I],NUEL[K+3,1]

-3*NX*NY ] +AAE2[J,K];

END;

PROCEDURE ASS3 (AAE3:MAT6;VAR AAG3:MAT10);

BEGIN
FOR I:=1 TO NEL DO
FOR J:=1 TO 8 DO
FOR K:=1 TO 3 DO
AAG3 [NUEL[J+3,I]-3*NX*NY,NUEL[K,I]]:=
AAG3 [NUEL[J+3,I]-3*NX*NY,NUEL[K,I]]+AAE3[J,K];

END;

PROCEDURE ASS4 (AAES:MAT7;VAR AAG4:MAT11);
BEGIN

FOR I:=1 TO NEL DO

FOR J:=1 TO 8 DO

FOR K:=1 TO 8 DO

AAGA4 [NUEL[J+3,I]-3*NX*NY,NUEL[K+3,I]-3*NX*NY]:=

AAG4 [NUEL[J+3,I]-3*NX*NY,NUEL[K+3,I]-3*NX*NY]+AAE8(J,K];
END;

PROCEDURE ASS5(BBE1:VECT4;VAR BB1:VECT2);
BEGIN
FOR J:=1 TO 3 DO
BB1[NUEL[J,I]]:=BB1[NUEL[J,I]]+BBE1(J];
END;

PROCEDURE ASS6 (BBE2:VECT5;VAR BB2:VECT3) ;
BEGIN
FOR J:=1 TO 8 DO
BB2[NUEL[J+3,I]-3*NX*NY] :=BB2 [NUEL[J+3,I]-3*NX*NY]+BBE2[J];
END;

PROCEDURE COLI (VAR AA:MAT1;BB:VECT) ;
LABEL 10;

BEGIN

FOR I:=1 TO NDFR DO
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BEGIN
I1:=NUMFR[I1];
FOR J:=1 TO NDOF DO
A[I1,J]:=0.0;
AfIl1,I1]:=1.0;
B{I1]:=VALFR[I];
END;
FOR I:=1 TO NDOF DO
BEGIN
FOR J:=1 TO NDFR DO
IF I =NUMFR[{J] THEN GOTO 10;
FOR K:=1 TO NDFR DO
BEGIN
B[I]:=B[I]-A[I,NUMFR[K]]*VALFR[K];
A[I,NUMFR[K]]:=0.0;
END;

10: END;

END;
{ PROGRAMME PRINCIPALE}

BEGIN

FOR I:=1 TO 3 DO

FOR J:=1 TO 3 DO
AE1[I,J]:=0;

FOR I:=1 TO 3 DO

FOR J:=1 TO 3 DO
AE2[I,J]:=0;

FOR I:=1 TO 3 DO

FOR J:=1 TO 3 DO
AE3[I,J]}:=0;

FOR I:=1 TO 3 DO

FOR J:=1 TO 8 DO
AE4[I,J]}:=0;

FOR I:=1 TO 3 DO

FOR J:=1 TO 8 DO
AE5[I,J]):=0;

FOR I:=1 TO 8 DO

FOR J:=1 TO 3 DO
AE6[I,J]:=0;

FOR I:=1 TO 8 DO

FOR J:=1 TO 3 DO
AE7([I,J]:=0;

FOR I:=1 TO 8 DO

FOR J:=1 TO 8 DO
AE8[I,J]:=0;

FOR I:=1 TO 3*NX*NY DO
FOR J:=1 TO 3*NX*NY DO
AG1[(I,J]:=0;

FOR I:=1 TO 3*NX*NY DO
FOR J:=1 TO 3*NX*NY DO
AG2[I,J]:=0;

FOR I:=1 TO 3*NX*NY DO
FOR J:=1 TO 3*NX*NY DO
AG3[I,J]:=0;

FOR I:=1 TO 3*NX*NY DO
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FOR J:=1 TO 2% (NX+1)*(NY+1)
AG4[I,J]:=0;
FOR I:=1 TO 3*NX*NY DO
FOR J:=1 TO 2% (NX+1)*(NY+1)
AG5[I,J]:=0;
FOR I:=1 TO 2% (NX+1)*(NY+1)
FOR J:=1 TO 3*NX*NY DO
AG6[I,J]:=0;
FOR I:=1 TO 2*(NX+1)* (NY+1)
FOR J:=1 TO 3*NX*NY DO
AG7([I,J]:=0;
FOR I:=1 TO 2*(NX+1)*(NY+1)
FOR J:=1 TO 2*(NX+1)*(NY+1)
AG8[I,J]:=0;
FOR I:=1 TO NMXD DO
FOR J:=1 TO NMXD DO
A[(I,J]:=0;
FOR I:=1 TO 3 DO
BE1[I]:=0;
FOR I:=1 TO 8 DO
BE2([I]:=0;
FOR I:=1 TO 3*NX*NY DO
B1[I]:=0;
FOR I:=1 TO 2*(NX+1)*(NY+1)
B2{I]:=0;
FOR I:=1 TO NMXD DO
B[I]:=0;
FOR I:=1 TO NMXD DO
X[I]):=0;

HX:=XL/NX;

HY:=YL/NY ;
LECTURE;

AAEl;
AAE2;
AAE3;
AAE4;
AAES;

FOR I:=1 TO 3 DO
FOR J:= 1 TO 8 DO
BEGIN
AE6{J,I]:=AE4[I,J];
AE7([{J,I]:=AE5(I,J];
END;

AAE6;

ASS1(AE1l,AG1)
ASS1(AE2,AG2)
ASS1(AE3,AG3)
ASS2 (AE4,AG4)
ASS2 (AE5,AGS5)
ASS3 (AE6,AG6)
ASS3 (AE7,AG7) ;
ASS4 (AES,AGS) ;

-
’
.
7
.
’
.
4
.
[
)
’

DO

DO

DO

DO
DO

DO
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K1:=0;

K2:=0;

FOR I:=1 TO NEL DO
BEGIN

BBE1l;

BBE2;

ASS5(BE1,Bl1);
ASS6 (BE2,B2) ;

IF ((K1+1)*#HY)=1 THEN K2:=K2+1;
IF ((K1+1)*HY)=1 THEN Kl:=-1;
K1:=K1+1;

END;

FOR I:=1 TO 3*NX*NY DO
FOR J:=1 TO 3*NX*NY DO
A[I,J]:=AG1[I,J]+AG2[I,J]+AG3[I,J];

FOR I:=1 TO 3*NX*NY DO
FOR J:=1 TO 2*(NX+1)*(NY+1) DO
A[I,J+3*NX*NY]:=AG4[I,J]+AG5[I,J];

FOR I:=1 TO 2% (NX+1)*(NY+1) DO

FOR J:=1 TO 3*NX*NY DO
A[I+3*NX*NY,J]:=AG6[I,J]+AG7(I,J];

FOR I:=1 TO 2*(NX+1)*(NY+1) DO

FOR J:=1 TO 2*(NX+1)*(NY+1) DO
A[I+3*NX*NY,J+3*NX*NY]:=AG8[I,J];

FOR I:=1 TO 3*NX*NY DO

B[I]:=B1[I];

FOR I:=3*NX*NY+1 TO 3*NX*NY+2*(NX+1)*(NY+1) DO
B[I]:=B2[I-3*NX*NY];

COLI(A,B);

INV(A,NDOF) ;
MUL (A, B, X, NDOF) ;

READLN;

ECRITURE;
END.

All




PROGRAMME2: CALCUL DES ERREURS DE LA VITESSE

USES CRT;

CONST N=6;

TYPE

XL = 1.0 ; YL = 1.0 ; NX = 06 ; NY = 06; _

VECT=ARRAY[1..3*N*N+2% (N+1) * (N+1) ] OF REAL;
VECT1=ARRAY[1..4] OF REAL;
MAT1=ARRAY[1..4,1..4] OF REAL;

VAR

~X:VECT; B1,B3,Y,Z2:VECT1;A1:MAT1;
I,J,K1,K2,I1:INTEGER;

HX,HY,A,B,C,D,A2,B2,C2,D2,S:REAL;
El1,E2,E3,E4,E5,E6,E7,E8,E9,E10:REAL;
E11,E12,E13,E14,E15,E16,E17,E18:REAL;
ER11,ER12,ER13:REAL;
ER21,ER22,ER23:REAL;
ERRU1, ERRU2, ERRU: REAL;

CHOIX:CHAR;

PROCEDURE LECTURE;
VAR I:INTEGER;

CHX:CHAR;

F:FILE OF REAL;{TEXT;}

BEGIN

ASSIGN(F, 'SOLT6.DAT"') ;
RESET (F) ;

FOR I:=1 TO 3*N*N+2*(N+1)*(N+1) DO
READ (F,X[I]);

CLOSE(F) ;

END;

INVERSION D'UNE MATRICE 'SUR PLACE'
METHODE DE GAUSS-JORDAN
{ PIVOT PARTIEL DEPLACEMENT VIRTUEL

-

PROCEDURE INV(VAR A:MAT1; TAILLE:INTEGER);

TYPE
VAR

PTR = ARRAY[1..100] OF INTEGER;
LIGNE,K,I,J, PIVOT, INT : INTEGER;
D, MAX : REAL;

P : PTR;

ERREUR: BOOLEAN;

PROCEDURE ORDONNER;
VAR TEMP : INTEGER;
TEMPO : REAL;

Q

: PTR;

LIGNE, COLONNE, I : INTEGER;
FUNCTION ANTECEDENT (I : INTEGER) : INTEGER;
VAR K:INTEGER;

BEGIN
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K := 0;

REPEAT K:= K+1 UNTIL Q[K] = I;
ANTECEDENT := K;

END;

BEGIN
{ ORDONNER LES COLONNES }
FOR LIGNE := 1 TO TAILLE DO
BEGIN
FOR I:=1 TO TAILLE DO Q[I] :
FOR COLONNE:=1 TO TAILLE DO
BEGIN .
TEMPO := A[LIGNE, COLONNE]; TEMP := Q[COLONNE];
A[LIGNE,COLONNE] := A[LIGNE,Q[COLONNE]];
A[LIGNE,Q[COLONNE]] := TEMPO;
Q[ANTECEDENT (COLONNE) ] := TEMP;
Q[COLONNE] := COLONNE;
END;
END;

P[I];

{ ORDONNER LES LIGNES }
FOR COLONNE := 1 TO TAILLE DO
BEGIN
FOR I:=1 TO TAILLE DO Q[I] := P[I];
FOR LIGNE:=1 TO TAILLE DO

BEGIN

TEMPO := A[LIGNE,COLONNE]; TEMP :=

A[LIGNE,COLONN

Q[LIGNE];
E]

A[ANTECEDENT (LIGNE) ,COLONNE];

END;

A[ANTECEDENT (LIGNE) ,COLONNE] := TEMPO;
Q[ANTECEDENT (LIGNE) ] := TEMP;
Q[LIGNE] := LIGNE;
END;
END;
END;

BEGIN
ERREUR := FALSE;
FOR I := 1 TO TAILLE DO P[I] := I;
FOR I:=1 TO TAILLE DO
BEGIN
{ RECHERCHE DU PIVOT }
MAX := 0;
FOR LIGNE := I TO TAILLE DO
IF ABS(A[I,P[LIGNE]]) > MAX
THEN BEGIN MAX := ABS(A[I,P[LIGNE]]); PIVOT := LIGNE

IF MAX = O THEN
BEGIN
ERREUR := TRUE; WRITELN ('MATRICE SINGULIERE');EXIT END;
INT := P[I];
P[I] := P[PIVOT];
P[PIVOT] := INT;

{ TRANSFORMATION }

Al13



D := A[I,P[I]];
A[I,P[I]] := 1;
FOR J:=1 TO TAILLE DO
A(I,P[J]] := A[I,P[J]]/D;
FOR K:=1 TO TAILLE DO
IF K<>I
THEN BEGIN
D := A[K,P[I]];
A[K,P[I]] := O;
FOR J:=1 TO TAILLE DO
A(K,P[J]] := A[K,P[J]] - A[(I,P[J]] * D;
‘END;
END;
ORDONNER;

END;

PROCEDURE MUL(B:VECT1;VAR X:VECT1;N:INTEGER);

VAR I:INTEGER;

BEGIN

FOR I:=1 TO N DO

BEGIN

S:=0;

FOR J:=1 TO N DO

S:=S+A1[I,J]*B[J];

X[I]:=S;

END;

END;

BEGIN

LECTURE;
HX:=XL/NX;
HY:=YL/NY;

El1:=0;E2:=0;
E3:=0;E4:=0; E5:=0;E6:=0;E7:=0;E8:=0;E9:=0,;E10:=0;
E11:=0;E12:=0; E13:=0;E14:=0;E15:=0;E16:=0;E17:=0;E18:=0;

ER11:=0;ER12:=0;ER13:=0;
ER21:=0;ER22:=0;ER23:=0;
ERRU1:=0.0; ERRU2:=0;ERRU:=0;

I:=3*N*N+1;
FOR K2:=0 TO (N-1) DO
FOR K1:=0 TO (N-1) DO
BEGIN

Al[1,1]:=1;
Al[1,2] :=K1*HX;
Al[1,3]:=K2*HY;
Al[1,4]:=K1*HX*K2*HY;
Al[2,1]:=1;
Al1[2,2]:=K1*HX+HX;
Al[2,3]:=K2*HY;
Al1[2,4]:=(KL*HX+HX) *K2*HY ;
Al[3,1]:=1;
A1[3,2]:=K1*HX+HX;
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A1([3,3]:=K2*HY+HY;
A1[3,4]:=(K1*HX+HY)*(K2*HY+HY);
Al[4,1]:=1;
Al[4,2]:=K1#*HX;
Al[4,3]:=K2*HY+HY;
Al[4,4]:=(K1*HX* (K2*HY+HY));
B1[1l]:=X[TI}];
B3[1]:=X[I+1];
B1[2]:=X[I+2];
B3[2]:=X[I+3];
B1([3]:=X[I+3+2*N+1];
B3[3]:=X[I+3+2*N+2];
B1[4]:=X[I+3+2*N-1];
B3[4]:=X[I+3+2*N];
¥[(1]:=0.0;

Y[(2]:=0.0;

Y[3]:=0.0;

Y[4]:=0.0;

INV(Al,4);
MUL(B1,Y,4);

A:=Y[1}];

B:=Y[2];

C:=Y[3];

D:=Y[4];

2[1}:=0.0;

Z2[2]:=0.0;

2(3]1:=0.0;

Z2[4]:=0.0;
Al[1,1]:=1;
Al1([1,2]:=K1*HX;
Al1(1,3]:=K2*HY;
A1[1,4] :=K1*HX*K2*HY;
Al[2,1]:=1;

A1[2,2] :=K1*HX+HX;
Al1([2,3]:=K2*HY;
Al[2,4]:=(K1*HX+HX) *K2*HY;
Al(3,1]:=1;

A1[3,2] :=K1*HX+HX;
A1[3,3]:=K2*HY+HY;
A1[3,4]:=(K1*HX+HY)*(K2*HY+HY);
Al[4,1]):=1;
Al[4,2]:=K1%*HX;
Al[4,3]:=K2*HY+HY;
Al[4,4] :=(K1%HX) * (K2*HY+HY) ;
B1{1]:=X[I];
B3[1]:=X[I+1];
B1[2]:=X[I+2];
B3[2]):=X[I+3];
B1[3]:=X[I+3+2*N+1];
B3[3]:=X[I+3+2*N+2];
B1[4]):=X[I+3+2*N-1];
B3[4]:=X[I+3+2*N];
INV(Al,4);
MUL(B3,2Z,4);
A2:=Z[1];

B2:=Z([2];
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C2:=Z[3];

D2:=Z[4];
El:= HX*HY*(30*K2*HY*K2*HY*K2*HY*K2*HY+60*K2*HY*K2*HY*K2*HY
*(HY-1)+30*SQR(K2*HY) * (2*SQR(HY) -3*HY+1) +30*K2*HY*HY* (SQR(HY)
-2*HY+1) +SQR(HY) * (6 *SQR(HY) -15*%HY+10) ) * (30*K1*HX*K1*HX*K1*HX
*K1*HX+60*K1*HX*K1*HX*K1*HX* (HX-1)+30*SQR(K1*HX) * (2*SQR (HX) -3
*HX+1) +30*K1*HX*HX* (SQR (HX) -2*HX+1) +SQR (HX) * (6 *SQR (HX) -15*HX
+10) ) /900;

E2:=—HX*HY* (4*A* (2*SQR (HY) +3*HY* (2*K2*HY-1) +6 *K2 *HY * (K2 *HY -
1)) * (2*SQR(HX) +3*HX* (2*K1*HX~1) +6 *K1*HX* (K1 *HX-1) ) +2*B* (2%
SQR(HY) +3*HY * (2*K2*HY-1) +6*K2*HY* (K2*HY-1) ) * (3*HX*HX*HX+4 *
SQR (HX) * (3*K1*HX~-1) +6 *HX*K1*HX* (3*K1*HX-2) +12*SQR (K1*HX) *
(K1*HX~-1) ) +(3*HY*HY*HY+4 *SQR (HY) * (3*K2*HY-1) +6 *HY *K2 *HY * (3
*K2*HY~2) +12*SQR (K2*HY) * (K2*HY-1) ) * (2*%C* (2*SQR (HX) +3 *HX* (2
*K1*HX-1) +6*K1*HX* (KL*HX~1) ) +D* (3 *HX*HX*HX+4 *SQR (HX) * (3*K1
*HX—-1) +6 *HX*K1*HX* (3 *K1*HX~-2) +12*SQR (K1*HX) * (K1*HX-1)))) /72;

E3:=HX*HY* (18*SQR(A) +9*A* (2*B* (HX+2*K1*HX) + (HY+2*K2 *HY) * (2*
C+D* (HX+2*K1*HX) ) ) +6*SQR (B) * (SQR (HX) +3 *HX*K1*HX+3 *SQR (K1 *HX) )
+3*B* (HY+2*K2*HY) * (3*C* (HX+2*K1*HX) +2*D* (SQR (HX) +3 *HX*K1 *HX+
3*SQR (K1*HX) ) ) +2* (SQR(HY) +3*HY*K2*HY+3*SQR (K2*HY) ) * (3*SQR(C) +
3*C*D* (HX+2*K1*HX) +SQR (D) * (SQR (HX) +3*HX*K1*HX+3*SQR (K1*HX) ))) /18;

E4 :=HX*HY* (6 *HY *HY *HY *HY+15*HY*HY *HY * (2*K2*HY~1) +10*SQR (HY) *
(6*SQR (K2*HY) -6 *K2*HY+1) +30*HY*K2 *HY* (2*SQR (K2*HY) -3 *K2 *HY+1)
+30*SQR (K2*HY) * (SQR (K2*HY) —2*K2*HY+1) ) * (4*SQR (HX) +6 ¥HX* (2*K1
*HX—-1) +3*SQR(2*K1*HX~1)) /90;

E5:=-HX*HY* (HX+2*K1*HX~1) * (2*B* (2*SQR(HY) +3*HY* (2*K2*HY-1) +
6*K2*HY* (K2*HY~1) ) +D* (3*HY*HY*HY+4 *SQR (HY) * (3*K2*HY~1) +6 *HY
*K2*HY* (3*K2*HY-2) +12*SQR (K2 *HY) * (K2*HY-1))) /6;

E6 : =HX*HY* (3*SQR (B) +3*B*D* (HY+2*K2*HY) +SQR (D) * (SQR (HY) +3 *HY
*K2*HY+3*SQR (K2*HY) ) ) /3;

E7 :=HX*HY* (4 *SQR (HY) +6 *HY * (2*K2*HY—-1) +3*SQR (2*K2*HY-1) ) * (6*
HX*HX*HX*HX+15*HX*HX*HX* (2*K1*HX-1) +10*SQR (HX) * (6 *SQR (K1 *HX)
-6*K1*HX+1) +30*HX*K1*HX* (2*SQR (K1*HX) -3*K1*HX+1) +30*SQR (K1*
HX) * (SQR (K1*HX) -2 *K1*HX+1)) /90;

E8:=—HX*HY* (HY+2*K2*HY~1) * (2%C* (2*SQR(HX) +3 *HX* (2*K1*HX-1) +
6*K1*HX* (K1*HX-1) ) +D* (3 *HX*HX*HX+4 *SQR (HX) * (3*K1*HX-1) +6*HX
*K1*HX* (3*K1*HX-2) +12*SQR (K1*HX) * (K1*HX-1))) /6;

E9 :=HX*HY* (3*SQR(C) +3*C*D* (HX+2*K1*HX) +SQR (D) * (SQR (HX) +3 *HX
*K1*HX+3*SQR (K1*HX))) /3;

ER11:=ER11+E1+E2+E3;

ER12 :=ER12+E4+ES5+E6;
ER13 :=ER13+E7+E8+E9;

E10:= HX*HY* (30*K2*HY*K2*HY*K2*HY*K2*HY+60*K2*HY*K2 *HY *K2*
HY* (HY-1) +30*SQR (K2*HY) * (2*SQR (HY) =3 *HY+1) +30*K2*HY*HY * ( SQR
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(HY) -2*%HY+1) +SQR (HY) * (6 *SQR(HY) ~15*HY+10) ) * (30*K1 *HX*K1*HX*
K1*HX*K1*HX+60*K1*HX*K1*HX*K1*HX* (HX-1) +30*SQR (K1*HX) * (2*
SQR (HX) =3 *HX+1) +30*K1*HX*HX* (SQR (HX) -2 *HX+1) +SQR (HX) * (6*SQR
(HX) -15*HX+10) ) /900;

E11:=-HX*HY* (4*A2* (2*SQR(HY) +3*HY* (2*K2*HY-1) +6*K2*HY* (K2 *HY -
1)) * (2*SQR (HX) +3*HX* (2*K1*HX-1) +6 *K1*HX* (K1 *HX-1) ) +2*B2* (2%
SQR (HY) +3*HY * (2*K2*HY~1) +6*K2*HY* (K2*HY—1) ) * (3*HX*HX*HX+4 *
SQR (HX) * (3*K1*HX~-1) +6 *HX*K1*HX* (3*K1*HX-2) +12*SQR (K1*HX) * (K1
*HX-1) )+ (3*HY*HY*HY+4 *SQR (HY) * (3*K2*HY—-1) +6 *HY *K2 *HY * (3 *K2 *
HY-2) +12*SQR (K2 *HY) * (K2*HY-1) ) * (2*C2* (2*SQR (HX) +3 *HX* (2*K1*
HX-1) +6 *K1*HX* (K1*HX~-1) ) +D2* (3 *HX*HX*HX+4 *SQR (HX) * (3 *K1*HX~
1) +6*HX*K1*HX* (3*K1*HX-2) +12*SQR (K1*HX) * (K1*HX-1))))/72;

E12:=HX*HY* (18 *SQR(A2) +9*A2* (2*B2* (HX+2*K1*HX) + (HY+2*K2*HY)
* (2%C2+D2* (HX+2*K1*HX) ) ) +6*SQR (B2) * (SQR (HX) +3 *HX*K1*HX+3 *
SQR(K1*HX) ) +3*B2* (HY+2*K2*HY) * (3*C2* (HX+2*K1*HX) +2*D2* (SQR
(HX) +3*HX*K1*HX+3*SQR(K1*HX) ) ) +2* (SQR (HY) +3 *HY *K2 *HY+3 *SQR
(K2*HY) ) * (3*SQR(C2) +3*C2#D2* (HX+2*K1*HX) +SQR (D2) * (SQR (HX) +3
*HX*K1*HX+3*SQR(K1*HX))))/18;

E13 :=HX*HY* (6 *HY *HY *HY *HY+15*HY *HY *HY * (2*K2*HY~-1) +10*SQR (HY)
* (6*SQR (K2*HY) ~6*K2*HY+1) +30*HY *K2 *HY * (2*SQR (K2 *HY) -3 *K2 *HY +
1) +30*SQR (K2*HY) * (SQR (K2*HY) —2*K2*HY+1) ) * (4 *SQR (HX) +6 *HX* (2*
K1*HX-1) +3*SQR (2*K1*HX-1))/90;

E14 :=-HX*HY* (HX+2*K1*HX~1) * (2*B2* (2*SQR (HY) +3*HY * (2*K2 *HY -
1) +6*K2*HY * (K2*HY—-1) ) +D2* (3*HY*HY*HY+4 *SQR (HY) * (3*K2*HY~-1) +
6*HY*K2*HY* (3*K2*HY~-2) +12*SQR (K2*HY) * (K2*HY-1))) /6;

E15:=HX*HY* (3*SQR(B2)+3*B2*D2* (HY+2*K2*HY) +SQR(D2) * (SQR (HY) +
3*HY*K2*HY+3*SQR (K2+*HY)))/3;

E16:=HX*HY* (4*SQR (HY) +6*HY* (2¥K2*HY-1) +3*SQR (2*K2*HY~-1) ) * (6*
HX*HX*HX*HX+15*HX*HX*HX* (2*K1*HX-1) +10*SQR (HX) * (6*SQR (K1 *HX)
-6*K1*HX+1) +30*HX*K1*HX* (2*SQR (K1*HX) -3 *K1*HX+1) +30*SQR (K1*
HX) * (SQR (K1*HX) -2*K1*HX+1) ) /90;

E17 :=-HX*HY* (HY+2*K2*HY~1) * (2*C2* (2*SQR (HX) +3 *HX* (2*K1*HX-1)
+6*K1*HX* (K1*HX-1) ) +D2* (3 *HX*HX*HX+4 *SQR (HX) * (3*K1*HX~1) +6%*
HX*K1*HX* (3*K1*HX~-2)+12*SQR(K1*HX) * (K1*HX-1)))/6;

E18:=HX*HY* (3*SQR(C2) +3*C2*D2* (HX+2*K1*HX) +SQR (D2) * (SQR (HX) +
3*HX*K1*HX+3*SQR(K1*HX)))/3;

ER21:=ER21+E10+E11+E12;
ER22:=ER22+E13+E14+E15;
ER23:=ER23+E16+E17+E18;

IF ((K1+1)*HX)=1 THEN I:=I+2;

I:=I+2;
END;
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ERRU1:=ER11+ER12+ER13;
ERRU2 :=ER21+ER22+ER23;

ERRU: = ( (ERRU1*ERRU1+ERRU2*ERRU2) ) ;
WRITE (SQRT (ERRU) ) ;

READLN;

END.
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PROGRAMME3:CALCUL DES ERREURS DU TENSEUR

USES CRT;

CONST N=6;
XL = 1.0 ; YL = 1.0 ; RO =0.750 ;XMU=1;

TYPE
VECT=ARRAY[1..3*N*N] OF REAL;

VAR
X:VECT;
Ir1,1,J3,K1,K2,I1:INTEGER;

HX,HY,Al,A2,A3,A4,A5, ERRT, ERRT1, ERRT2, ERRT3 : REAL;
CHOIX:CHAR;

PROCEDURE LECTURE;
VAR I:INTEGER;
CHX:CHAR;
F:FILE OF REAL;
BEGIN
ASSIGN(F, 'SOLT6.DAT') ;
RESET (F) ;
FOR I:=1 TO 3*N*N DO

READ (F,X[I]);
CLOSE(F) ;

END;

BEGIN
WRITELN;
LECTURE;

HX:=XL/N;
HY:=YL/N;
ERRT1:=0.0;
ERRT2:=0.0;
ERRT3:=0.0;

ERRT:=0.0;

Al:=0;

A2:=0;

A3:=0;

A4:=0;

A5:=0;

I:=1;

FOR K2:=0 TO N-1 DO
FOR K1:=0 TO N-1 DO
BEGIN
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Al:=HX*HY* (2*SQR (HY) +3*HY* (2*K2*HY-1) +6*K2 *HY * (K2*HY-1) ) * (HX
+2*K1*HX-1)/6;

A2:=HX*HY* (HY+2*K2*HY-1) * (2*SQR (HX) +3*HX
* (2*¥K1*HX-1) +6*K1*HX* (K1*HX-1)) /6;

A3:=HX*HY* (6*HY*HY*HY*HY+15*HY*HY*HY * (2*K2*HY~1) +10*

SQR (HY) * (6 *SQR (K2*HY) -6 *K2*HY+1) +30*HY*K2*HY * (2*SQR (K2 *HY
) =3*K2*HY+1) +30*SQR (K2*HY) * (SQR (K2*HY) -2 *K2*HY+1) ) * (4 *
SQR (HX) +6 *HX* (2*K1*HX~-1) +3*SQR(2*K1*HX-1)) /90;

A4 :=HX*HY* (4*SQR (HY) +6*HY* (2*K2*HY-1) +3*SQR (2*K2*HY-1) )

* (6 *HX*HX*HX*HX+15*HX*HX*HX* (2*K1*HX~-1) +10*SQR

(HX) * (6*SQR (K1*HX) -6 *K1*HX+1) +30*HX*K1*HX* (2*SQR (K1*HX) -3
*K1*HX+1) +30*SQR (K1*HX) * (SQR(K1*HX) -2 *K1*HX+1) ) /90;

AS:=HX*HY* (HY*HY*HY+2*SQR (HY) * (2*K2*HY~1) +HY* (6 *SQR

(K2*HY) ~6*K2*HY+1) +2*K2*HY* (2*SQR (K2*HY) -3 *K2*HY+1) ) * (HX*HX*HX
+2*SQR (HX) * (2*K1*HX~1) +HX* (6 *SQR (K1 *HX) =6 *K1*HX+1)

+2*K1*HX* (2*SQR (K1*HX) -3*K1*HX+1) ) /4;

ERRT1 : =ERRT1+XMU*XMU* (1-RO) * (1~RO) *A4/ (RO*RO) +
XMU*XMU#* (1+RO) * (1+R0O) *A3/ (RO*RO) +
X[I]*X[I]*HX*HY+2*XMU*XMU* (1-RO) * (1+RO) *
A5/ (RO*RO) -2 *XMU* (1-RO) *X[I]*A2/RO
-2*XMU* (1+RO) *X[I]*A1/RO;

ERRT2 : =ERRT2+XMU*XMU*A3+XMU*XMU*A4+X[I+1]*X[I+1]*HX*HY
+2*XMU*XMU*AS5-2*XMU*X[I+1] *A1-2*XMU*X[I+1]*A2;

ERRT3 : =ERRT3+XMU*XMU* (1+RO) * (1+RO) *A4/ (RO*RO) +
XMU*XMU* (1-RO) * (1~RO) *A3/ (RO*RO) +
X[I+2]*X[I+2]*HX*HY+2*XMU*XMU* (1-RO) * (1+RO) *
A5/ (RO*RO) -2 *XMU* (1+RO) *X[ I+2]*A2/RO

-2#*XMU* (1-RO) *X[I+2]*A1/RO;

:=I+3;

ERRT: =ERRT1+ERRT2+ERRT3;
WRITELN (ERRT1, ERRT2, ERRT3, ERRT) ;
WRITELN;
END;
WRITELN;
WRITELN (SQRT (ERRT) ) ;
READLN;

END.
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ABSTRACT

The present work is a contribution to the stability of mixed finite element
methods for numerical solution of the Elasticity equations. By adding stabilisation
terms to the standard Galerkin formulation, sufficient conditions of existing,
uniqueness and convergence are established. The theory presented is illustrated
by examples.

Moreover, the applicaction on Q; - Q finite element is implemented by
means of a Pascal program.

Thus, the convergence properties for unknowns of displacement and strain

tensor exhibited computionally.
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